- .

Introduction a la Programmation
Lineaire en Nombres Entiers

Leo Liberti, Ruslan Sadykov

LIX, Ecole Polytechnique
|1 berti @I X. pol ytechni que. fr
sadykov@ i x. pol yt echni que. fr


liberti@lix.polytechnique.fr
sadykov@lix.polytechnique.fr

Qu’est-ce qu’on va faire et pourquol ?

- .

Les avantages de la Programmation Linéaire en Nombres
Entiers (PLNE)

# On peux modéliser plus de problemes comme PLNE
gue comme Programmes Linéaires

# |l y ades methodes pour résoudre les PLNE, qui sont
souvent efficaces en pratique

# |l y a des solveurs qu’on peut utiliser pour appliquer ces
methodes rapidement

Les buts principaux du cours
# Savoir modeliser des problemes
#® Savoir utiliser des solveurs
L’ Savoir comment les solveurs marchent a l'intérieur J
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Contenu

=

Exemples des Programmes Linéaires en Nombres
Entiers

La méthode de coupes (Cutting planes method)

La méthode de recherche arborescente par séparation
et évaluation (Branch-and-Bound)

La methode que combine les deux dernieres
(Branch-and-Cut)

-
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Problemes formulables en PLNE

- .

#® Problemes avec entrees/sorties discretes : production
d’objets, etc.

#® Problemes avec conditions logiques : ajout de variables
entieres avec des constraintes supplémentaires.

#® Problemes combinatoires : séquencage, allocation de
ressources, emplois du temps, etc.

°

Une partie des problemes non-linéaires.
#® Problemes de réseaux, problemes de graphes.

o -
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Le probleme de flot maximum

-

O

n a un graphe dirigé G = (V, A) (un réseau) avec une

=

source s, une destination ¢, et des capacités entieres w;; sur
chaqgue arréte (i, j). On doit déterminer la quantité
maximum de flot entier de la matiere qui peut circuler sur le

réseau de s a t. Les variables sont z;; €

7., définées pour

chaque arréte (i, j) du graphe, représentent les nombres

des unités du flot passées par (i, j).

_J/

i
TN

maxs,. Z s
(s,i)€A
Vi<V i Z Tii = Z T i
T At~ A« 2
(i,j)EA (j,0)eA
\— V(Z,]) c A 0 < Tij < U j
V(i,j) c A Tij € Ziy )

-

Lecture 7/12/2006 — p. 5/2

CEji



Le probleme de recouvrement

L .

On a n villes et m régions ou on peut construire une
Installation. Le cout de construction d’'une installation dans
la région i < m est f;. Soit a;; = 1 si est seulement si
I'installation dans la région ¢ peut servir la ville j. On doit
minimiser le colt de construction des installations sous une
contrainte : chaque ville doit étre servit par au moins une
installation construite. Les variables sont z; € {0, 1},
definées pour chaque ville 4, indiquent si I'installation i doit
étre construite ou pas.

m ) >
min,, Z fix;
i=1 aij =1
m )
Vi<n Z ajjri = 1 j
i=1 -
L \V/?/Sm T, € {071}) z.r =0 J
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Deéfinitions

Programme Linéare en Nombres Entiers :

min,
S.1.

Tz +dTy \
Arx+ By <b
r >0,y >0,
RSN/ )

> | P (1)

La relaxation linéaire (ou continue) Rp de P est
obtenue par relachement (enlevement) des contraintes
d’integralité (z € Z} — x > 0).

Soit F'(P) la région des solutions possibles de P :

ona F(P)C F(Rp).

Soit (z*, y*) une solutoin optimale de P et soit (z,y) une
solution optimale de Rp;alorsc'z +d'y < c'z* + d'y* : J
la valeur optimale de Rp est une borne inférieur pour P.
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Un exemple simple

fConsider example :

I_|
5Z
— W
am)
N VI &
5 VI, T \
52mlw./ \om2 -
I_| n ,/® <
_mlwoOR - ®
- &
S+ T ow
OOlm:Wl
| 8 O =8 51
[ S .

min f

Lecture 7/12/2006 — p. 8/2



Bonnes formulations

f Plus F(Rp) est petit, pIusT
la borne inférieur produite
% o o o o o par Rp est proche de
- la valeur optimale de P.
© Comme F(Rp3) C F(RPQ)

et F(Rp,) C F(Rp), la
formulation P; est meilleur
O que P et B.

Icl P; est la mellleur formula-
tion (formulation ideale). On
dit que Rp, est I'enveloppe
convexe de P, et P
Formellement, si P = {z!,... 2'}, alors

t t
Lconv(P) ={z:x = Z)\@'le‘i, Z)\@- =1, ; >0,Vi=1,...,t}. J
i=1 i=1
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Probleme de localisation des installatior
- -

Similaire au probleme de recouvrement. Ici on ajoute les
couts de transportation c;; de la demande de la ville j a
partir de I'installation . Les variables additionelles y;; € R,

représentent la fraction de la demande de la ville j servie
par I'installation <.

m m n \
e D fiwit Y > ey
i=1 i=1 j=1
m
VJ <n, Zyw — j=2
’ j=1 |
Vi <m, Z Yij < Nx; y23 = 0.5
\ =3
L \V/Z S m7\v/.] S n, yZ] Z 07 y33 = 0.5 J
Vi<m, x; €{0,1}. )
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Probleme LI (II)
-

On peut changer les contraintes
n
Vi < m, Zyij <nw; [P]
j=1

par
V1 < m,V] < n, Yy < ;. [PQ]

Formulation P is meilleur que P, as F(Rp,) C F(Rp,).
Preuve. On a (z,y) € F(Rp,) = (z,y) € F(Rp,). Puis soit
m=1,n=2,2] =0.5,y; = (1,0). Alors («',y') € F(Rp,) et
(x/ay/) g F<RP2)'

o -
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Heuristigue d'arrondissement

- .

Il y a une forte rélation entre

une PLNE et sa relaxation

continue Z = (376/193,950/193)
" 5 \L

Est-ce que c’est bon juste ar-
rondir la solution optimale de la
relaxation continue? Pas tou-
jours. On envisage le PLNE
suivant :

max 1.00z1 + 0.64x9
50x1 + 31xo < 250
3r1 — 2x9 > —4
1, T2 € Lt

o -
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Les idees algorithmiques principales
=

# Sion peutdire a priori que = € Z™, alors on peut juste
resoudre Rp au lieu de P (la proprieté d’'unimodularitée
totale).

# On peut ajouter des contraintes a P pour obtenir P’ tel
que ' € Z™ (Lalgorithme de coupes).

# On peut énumérer les solutions de facon intelligente
(Branch-and-Bound).

# On peut combiner I'ajout des contraintes et
I’énumeration (Branch-and-Cut).

# Les solveurs modernes (comme Cplex) utilisent
Branch-and-Cut a I'intérieur.

o -
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Les plans coupants : définitions |

=

Une contrainte C' = 7'z < 7 est valide pour P Si
Va' € F(P) (7’2’ < m)

I

T

(2)



Les plans coupants : définitions |

-

Soit P’ le probleme P avec une contrainte valide C' ajoutée.
C' est le plan coupant pour P si F(Rp) C F(Rp)

=

T2
C __--""
_ - ~Vf
S ;
1% """"""""""""""""""""""""""""""""

3 S
%\W\W\
%\W\\W\ - . x1

5\‘\\\‘\&\\\ R -
1 2 2 e
(2

o -
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’enveloppe convexe

f.o Pour obtenir la description de I'enveloppe convexe de T
F(P), on a besoin un nombre finit de contraintes valides
pour P.

@)

# Le probleme de calculation de I'enveloppe convexe pour
F(P) est un probleme plus difficile en genéral que P.

o -
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’algorithme de coupes

o Stratégie :

1.

a k~ WD

On résout Rp et on obtient la solution z

Si z € 7" le probleme est résolu, sortie.

On construit une coupe valide C pour z et P
On ajoute la contrainte C a la formulation P
Revenir a I'étape 1

L'étape la plus importante est 3 (le probleme de

séparation).

Les algorithmes de coupes peuvent dépendre de la

structure du probleme ou peuvent étre généraux
(I'algorithme de coupe de Gomory).

-
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Branch-and-Bound |

-

On utilise I'approche “diviser-pour-reigner”. Si on peut pas
resoudre un probleme, on le divise en sous-problemes plus
simples.

=

U B, (heuristique)

Coupure Coupure Coupure
par par par la
I'optimalite la borne non-realisabilite
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2

Branch-and-Bound ||

. On initialise la liste des problémes L = {P}, la meilleur valeur T

trouvée de la fonction objective f* = oo, 2* = “infeasible”
Si L = (), on termine, z* est une solution optimale

On choisit un sous-probleme Q de L, L = L\ {Q}

On résout Ry, T est la solution avec la valeur f

Si F(Rg) = 0, retour a 2 (coupure par la non-réalisabilité)

Si f > f*, Q ne contient pas une solution meilleur que f*,
retour a 2 (coupure par la borne)

SizeZ,etf< f:onmetajourz* =2z, f*= f, retour a2
(coupure par I'optimalité)

On choisi une variable z;, x; ¢ Z, et génere deux
sous-problemes de () en ajoutant les constraintes z; < |z;] et
r; > |z;| respectivement, on les ajoute a L, retour a 2.
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Branch-and-Bound II|

N .

# Comment choisit-on un sous-probleme @ dans la liste L
(I'étape 3) ?

o Comment choisit-on une variable fractionnaire z;
(I'étape 8) ?

# Il n'y a pas de “meilleur réponse”, ca dépend de la
structure du probleme.

algorithme admet plusieurs variations.

® Les solveurs permettent a l'utilisateur de preciser quelle
variation de l'algorithme doit €tre utilisée. Il y a toujours
la variation par defaut qui convient dans la majorité des
cas.

o -
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BB exemple |

On envisage un exemple simple :

min

—3:131 — 5:132

T1 + 272

6I1 + 85132

L1, T2

La solution de Rp est z =

(1.5,0.75) avec f = —8.25

o

\
< 3 >
< 15
c Z, |
e
3/2 _Vf

3/4

[N

.=

\ . / ,,,,,,,, Y

\XNXN&\

1 3/2 2
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BB exemple |

fiﬁi = la solution de Rp, f; = la valeur optimale de Rp, Vi T

15/87 ~ _

3/2]

3/4

3/ 8

1 3/2 2 N €N
(2
P P P3
72 = (1,1) | 2t = (1.5,0.75) | % = (2,0.375)
fo=—8 | fi1 = —8.25 fg = —7.875

L
r1 <1 r1 > 2
x € 72 f3>f*
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Branch-and-Cut

Dans I'algorithme Branch-and-Bound, avant la division
en sous-problemes, on génere des coupes valides pour
la solution fractionnaire courante z.

Généralement, les coupes sont généerées jusqu’a ce
gue la valeur f de la fonction objective n’augmente pas
beaucoup.

Par défaut, les solveurs utilisent les coupes genérales.

Les classes des coupes générales les plus utilisées :
Gomory cuts, Mixed-Integer Rounding (MIR) cuts,
[flow] cover cuts.

-
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Les inégalités de Gomory
-

Soit P ={zx € Z : Az < b}, A estune matrice m x n
avec les colonnes (ay, ..., ay), €t u € R,

n
Y uajz; < ub est valide pour P, comme u > 0;
j=1

n
> |uaj]z; < ub est valide pour P, comme z > 0;
71=1

n
> |uajz; < |ub] est valide pour P, comme z est entier.
j=1

En utilisant cette procédure, on peut generer toutes les
iInégalités (contraintes) valides pour un PLNE. J
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-

# Un ensemble C' C N est une couverture si >

Les ineégalités de couverture

=

® Soit P = {ZE = {O, l}n : Zn ;T < b},

j=1
a;j >0,¥j <n,b>0,N={1,2...,n}

#® Si(C C N estune couverture, alors I'inegalite de

couverture

d oz <O -1

jel

est valide pour P.

-
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Quelgues solveurs PLNE existants

fPayants T

# ILOG Cplex (ww. i | og. com)

#® Xpress-Optimizer (ww. dashopti m zati on. com

# LINDO (wwv. | i ndo. com

Gratuits

#® COIN-OR (wv. coi n-or. orQg)

® GLPK (wwv. gnu. or g/ sof t war e/ gl pk)

o -
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Les ouvrages pour le cours

- .

o C. Papadimitriou, K. Steiglitz, Combinatorial Optimization :
Algorithms and Complexity, Dover, New York, 1998

#® L. Wolsey, Integer Programming, John Wiley & Sons, Inc,
New York, 1998.

o -
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