Corrigé de la PC 6

Guillaume Hanrot

30 mars 2004

1. Algorithme probabiliste pour 2-SAT i) À chaque étape, il faut déterminer une clause non satisfaite ; cela impose en particulier dans le cas le pire d’évaluer toutes les clauses, soit O(p) opérations. Comme l’algorithme comporte m étapes, cela entraîne que la complexité de l’algorithme est O(mp). Il est bien clair que l’algorithme peut se tromper ; prenons le cas des deux clauses x∨y et x∨z. Si l’on part de l’affectation (x, y, z) = (0, 0, 0) et que l’on suppose qu’à chaque étape x est modifié, les deux clauses sont alternativement l’une vraie et l’autre fausse ; pourtant l’affectation (0, 1, 1) (par exemple) prouve que l’ensemble de clauses est satisfiable.

ii) Si v_0 = v, toutes les clauses sont satisfaites et l’algorithme termine, donc E(0) = 0. Si v_0 = v, l’algorithme va modifier une quelconque des variables ; l’affectation v^′ obtenue aura alors n−1 variables ayant des valeurs différentes de leurs valeurs dans v_0, et le nombre moyen de modifications restant à faire sera donc E(n − 1), d’où E(n) = 1 + E(n − 1).

Supposons donnée une assignation x telle que d(x, u) ≤ i. Soit c la clause non satisfaite choisie. Une des deux variables de c au moins a une valeur différente de celle qu’elle a dans l’affectation u ; par suite, avec probabilité au moins 1/2, le changement de x en x^′ entraîne d(x^′, u) = d(x, u) − 1, et avec probabilité au plus 1/2, d(x^′, u) = d(x, u) + 1. Par suite, le nombre d’itérations moyen partant de x est au plus 1 + (E(i − 1) + E(i + 1))/2, et comme cette borne ne dépend pas de x, on a bien E(i) ≤ 1 + (E(i − 1) + E(i + 1))/2.

iii) La dernière identité se réécrit en E(i) − E(i − 1) ≤ E(i + 1) − E(i) + 2, d’où E(i + 1) − E(i) ≤ 2(n − i) + E(n) − E(n − 1) = 2(n − i) + 1, et E(i) ≤ i + ∑_{i−1} k=0 2(n − i) ≤ i(2n − i), soit E(n) ≤ n^2.

iv) L’inégalité de Markov entraîne que la probabilité que le nombre d’affectations nécessaire soit plus grand que 2E(n) = 2n^2 est au plus 1/2.

v) On a toujours E(0) = 0, ainsi que E(n) = 1 + E(n − 1), pour les mêmes raisons que précédemment. En revanche, à chaque fois que l’on modifie une des variables dans une clause invalide, on a “deux chances sur trois” de modifier une variable qui avait une valeur correcte, contre “une chance sur trois” de modifier une variable incorrecte). Cela se traduit par E(k) = 1+(E(k − 1)+2E(k + 1))/3. Par suite, 2E(k + 1)−3E(k)+E(k − 1)+3 = 0, et donc E(k) − E(k − 1) = 2(E(k + 1) − E(k)) + 3. Posant a_i = E(n − i) − E(n − i − 1), on a bien a_0 = 1 et a_{i+1}) = 2a_i + 3, soit encore a_i = 2^{i+2}) − 3. Par suite E(n) = E(n − k) + ∑_{k−1} i=0 (2^{i+2} −3) = E(n − k)+(2^{k+2} −4)−3k. En faisant k = 0, il vient E(n) = 2^{n+2} −4−3n.

Par suite, 3-SAT reste exponentiel même par cette approche : si l’on veut se donner une probabilité 1/2 de trouver la bonne solution, l’inégalité de Markov recommande d’utiliser m ≈ 2^{n+3}. . .

2. Coupure minimale i) Soit C_0 une coupure du graphe contracté. Montrons que la coupure C_0 est aussi une coupure dans le graphe initial. Il est bien clair, par récurrence, que l’on peut se restreindre au cas où l’on n’effectue qu’une contraction.

En effet, la suppression de C_0 rend G^′ non connexe, G^′ étant le graphe dans lequel les sommets u et v sont fusionnés. Soient C_1 et C_2 deux composantes connexes distinctes de G^′ −C_0, avec u–v ∈ C_1. La suppression de C_0 dans G conduit alors au même graphe, excepté que l’unique sommet u–v est remplacé par deux sommets reliés par plusieurs arêtes. Si l’on suppose que le graphe G − C_0 est connexe, il existe une arête allant de u ou de v vers C_2 ; mais dans le graphe contracté, cette arête devient une arête de u–v vers C_2, impossible.

ii) Il suffit de montrer que tous les sommets de G ont un degré au moins égal à k. Dans le cas contraire, il existe un sommet de degré strictement inférieur à k et la suppression des arêtes sortantes conduit à un graphe non connexe ; il existe donc dans ce cas une coupe de taille strictement inférieure à k, contrairement à l’hypothèse. De cette façon, il s’ensuit que G a au moins kn/2 arêtes (chaque arête est comptée deux fois).

iii) Soit C une coupe minimale. Remarquons tout d’abord que si au cours de l’algorithme une arête ayant les mêmes extrémités qu’une arête de C est contractée, alors soit c’est une arête de C, soit une arête de C a déjà été contractée ; en effet, si (u, v) est cette arête, alors u et v sont dans deux composantes connexes distinctes de G − C. Donc soit à l’étape courante, u et v sont toujours dans deux composantes connexes distinctes de G − C, et toute arête entre u et v est une arête de C (qui est minimale), soit u et v sont dans la même composante connexe de G − C, ce qui signifie qu’une arête de C a déjà été contractée.

Cela implique que tant que l’on n’enlève pas d’arête de la coupe minimale, cette dernière reste de taille égale à k.

À la première étape, la probabilité que l’arête enlevée soit dans C est au plus k/(kn/2) ≤ 2/n. La probabilité que l’arête enlevée ne soit pas dans C est donc au moins 1 − 2/n.

Lors de la deuxième étape, le graphe a alors une coupe minimale de taille k, donc au moins k(n − 1)/2 arêtes. Il s’ensuit que la probabilité de ne pas enlever d’arête de C est au moins 1 − k/(k(n − 1)/2) = 1 − 2/(n − 1). On voit facilement par récurrence que la probabilité à la i-ème étape est de 2/(n − i + 1), et donc

P (pas d’arête de C contractée avant la l-ième étape) ≥ n−2∏ i=1 ( 1 − 2 n − i + 1 ) = 2 n(n − 1) .

Noter que la preuve rigoureuse passe par l’utilisation de probabilités conditionnelles. iv) La complexité de l’étape de base de l’algorithme est de O(d), où d est le degré maximal des sommets du graphe, ou en terme du nombre d’arêtes en O(n^2).

Notons que si l’algorithme est itéré f(n) fois, et que l’on conserve le plus petit des résultats, la probabilité que ce résultat ne soit pas bon est au plus de (1 − 2/n(n − 1))^f (n), soit au plus de exp(log(1 − 2/n(n − 1))f(n)). En utilisant l’inégalité log(1 − u) ≤ −u, on voit que la probabilité est d’échec est au plus de exp(−2f(n)/n(n − 1)). En particulier, en prenant f(n) = n(n − 1) log n, on trouve que cette probabilité est au plus de 1/n^2, pour une complexité O(n^4 log n).

3) Vérification de calculs matriciels i) Le calcul d’une coordonnée de Ax se fait via la formule ∑ j A_{ij} x_j , et donne donc lieu à O(n) opérations, soit O(n^2) opérations. Il s’ensuit que l’on peut se permettre de faire O(n^{0.376}) calculs de Ax sans dépasser le temps de calcul du produit par la méthode rapide. Cela exclut en particulier de vérifier l’exactitude sur les éléments d’une base, ce qui garantirait l’exactitude (mais la complexité redevient O(n^3)).

ii) Il est bon de préciser ce que l’on entend par probabilité : r est choisi au hasard dans {0, 1}^n, et c’est cet espace que l’on probabilise. L’égalité ABr = Cr équivaut à (AB −C)r = 0, soit encore r ∈ Ker(AB −C). Montrons que tout sous-ensemble de {0, 1}^n de taille au moins 2^{n−1} + 1 n’est incluse dans aucun sous-espace vectoriel strict. On peut supposer sans perte de généralité que ce dernier est un hyperplan, et est donc défini par une forme linéaire ∑ α_ix_i. Fixons un i, et considérons la projection de notre ensemble sur {0, 1}^{n−1} obtenue en oubliant la i-ème composante. Comme {0, 1}^{n−1} ne contient que 2^{n−1} éléments, il s’ensuit que deux éléments du sous-ensemble de départ ont toutes leurs coordonnées égales sauf la i-ème ; en soustrayant la forme linéaire en ces deux points, on voit que α_i = 0. Il s’ensuit que la forme linéaire est nulle. Par suite, si AB − C ≠ 0, le nombre de r de {0, 1}^n qui annulent AB − C est au plus 2^{n−1}, ce qui revient à dire que pour un r choisi au hasard, la probabilité est au plus 1/2.

iii) Après l essais, il est facile de voir que la probabilité d’échec est au plus 1/2^l, et donc pour l = log_2 n, au plus 1/n.

4) Stratégies de cache.

i. Lors de la première étape, O doit faire entrer x_{k+1} dans son cache ; de façon optimale, il fait sortir l’élément qui sera lu le plus tard ; la pire des situations est celle où les k + 1 éléments sont tous lus dans les k + 1 étapes suivantes ; dans ce cas le pire, O connaît un échec toutes les k étapes.

La suite de requêtes est en revanche construite de telle sorte que A connaisse un échec à chaque étape.

ii. Un bit est mis à 1 exactement quand un nouvel objet est demandé. Par suite, lors d’une étape complète, exactement k bits sont mis à 1, donc exactement k objets distincts sont demandés.

iii. Aucun objet propre n’est dans le cache de Marker en début d’étape, donc au moins ℓ − d_I objets propres ne sont pas dans le cache de O en début d’étape. De même, tous les objets propres requis sont dans le cache de Marker en fin d’étape ; ceux qui ne sont pas dans le cache de O en ont donc été rejetés, et correspondent donc à un échec. Par suite, le nombre d’échecs de O est donc au moins max(ℓ − d_I , d_F ≥ (ℓ − d_I + d_F )/2.

En sommant cette identité sur les étapes, il vient que le nombre d’échecs de O est au moins ( ∑ ℓ_i − d_{I0} + d_{F0} )/2 ≥ ( ∑ ℓ_i − k)/2. iv. Le nombre total d’éléments impropres pouvant être requis est (k − i) ; le nombre total d’éléments impropres non encore requis et présents dans le cache est (k − i − j) ; le résultat s’ensuit. La probabilité d’échec vaut donc j/(k − i).

Comme ces événements n’ont pas de raison d’être indépendants, on ne peut faire le produit des probabilités de réussite à chaque étape pour estimer la probabilité globale. En revanche, le nombre moyen d’échecs vaut le nombre d’éléments propres, plus la somme des probabilités d’échec à chaque étape où l’on accède à un élément impropre. Cette somme est la somme sur les indices t_i ≥ i où l’on accède au i-ème élément impropre de (t_i − i)/(k − i). Cette valeur est maximale quand t_i est maximal, donc la pire des situations intervient quand on accède d’abord aux ℓ éléments propres, et l’on trouve alors un nombre moyen d’échecs d’au plus ℓ + ∑_k j=ℓ+1 ℓ/k ≤ ℓ ∑_k j=1 1/j. v. Le nombre d’échecs sur n étapes de Marker est donc ( ∑ ℓ_i)( ∑_k j=1 1/j), à comparer avec ∑ ℓ_i/2+o(n). En moyenne, Marker rencontre donc 2 ∑_k j=1 1/j = O(log k) échecs quand O en rencontre 1.

Exercice 4 de la PC 6.

i. Considérons les assignations u = (0, . . . , 0) et v = (1, . . . , 1). Une clause rendue fausse par u est nécessairement vraie pour v, et inversement, une clause rendue fausse par v est nécessairement vraie pour u. Par suite, la réunion des clauses rendues vraies par u et des clauses rendues vraies par v est l’ensemble de toutes les clauses ; un des deux sous-ensembles contient donc au moins la moitié des clauses. Un algorithme d’approximation à un facteur 2 consiste donc à calculer le nombre des clauses rendues vraies par u, le nombre de clauses rendues vraies par v, puis à renvoyer la meilleure affectation.

ii. La probabilité qu’une clause ne soit pas satisfaite est la probabilité que les deux variables valent faux, soit 1/4 ; si X_c est la variable aléatoire associée à une clause c qui vaut 1 si la clause est satisfaite et 0 sinon, on trouve donc P r(X_c = 1) = 3/4 = E[X_c]. Le nombre moyen de clauses satisfaites est alors E[ ∑ X_c] = ∑ E[X_c] = 3m/4. iii. Par récurrence. Pour i = 0, c’est la question 2. On suppose que c’est vrai en exécutant l’algorithme glouton jusqu’à une étape i. Supposons par exemple a + 2a^′ ≥ b + 2b^′.

Parmi les clauses contenant x_i, l’algorithme probabiliste rend celles qui contiennent encore deux littéraux vraies avec probabilité 3/4, et les autres vraies avec probabilité 1/2. Par suite, le nombre moyen de clauses contenant x_i rendues vraies est 3/4(a+b)+1/2(a^′+b^′). L’algorithme glouton, quant à lui, rendra vraies a+a^′ clauses, fausses b^′ clauses, et il restera b clauses qui deviendront vraies avec probabilité 1/2, puisqu’à partir de l’étape i + 1 on utilisera à nouveau l’algorithme probabiliste ; le nombre moyen de clauses contenant x_i vraies est donc a + a^′ + b^′/2. La différence vaut alors (a + 2a^′ − (b + 2b^′))/4 ≥ 0, ce qui montre bien que l’algorithme glouton fait aussi bien que l’algorithme probabiliste sur les clauses contenant x_i, et l’hypothèse de récurrence est prouvée au rang i + 1.

iv. Cf. poly, fin du chapitre sur les algorithmes probabilistes.