Table des matières

Table des figures 7

Remerciements 9

Avant-propos 11

Introduction 13

I Le modèle du tas de sable abélien (TDS) 17

1 Historique du tas de sable et définitions 19 1.1 Modèle original et auto-organisation critique . . . . . . . . . . . . . . . . 20 1.1.1 Le modèle de Bak, Tang et Wiesenfeld . . . . . . . . . . . . . . . 20 1.1.2 Auto-organisation critique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21 1.2 Modèle général . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24 1.2.1 Configurations du tas de sable . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25 1.2.2 Relaxation et longueur d’avalanche . . . . . . . . . . . . . . . . . 32 1.3 Configurations récurrentes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37 1.3.1 Définition et caractérisation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37 1.3.2 Bijections avec les arbres couvrants du graphe . . . . . . . . . . . 43

2 Groupe abélien du tas de sable 47 2.1 Deux approches : physique ou combinatoire . . . . . . . . . . . . . . . . 48 2.1.1 Groupe d’opérateurs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48 2.1.2 Groupe des configurations récurrentes . . . . . . . . . . . . . . . . 49 2.2 Structure du groupe du tas de sable . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54 2.2.1 Graphes connexes et biconnexes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54 2.2.2 Exemple du groupe diédral . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57 2.3 Autres . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72 2.3.1 Identité : résultats et conjectures sur la grille . . . . . . . . . . . . 72 2.3.2 Le modèle sans puits . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84

3 Polynômes d’avalanches et distributions sur le tas de sable 89 3.1 Problème général et premiers cas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90 3.1.1 Liens entre polynômes d’avalanches et distributions . . . . . . . . 90

3.1.2 Polynômes d’avalanches des arbres . . . . . . . . . . . . . . . . . 92 3.1.3 Polynômes d’avalanches des cycles . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98 3.1.4 Polynômes d’avalanches des graphes complets . . . . . . . . . . . 100 3.2 Cas plus complexes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 114 3.2.1 Graphes sucettes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 114 3.2.2 L’opération Φ appliquée à un graphe quelconque . . . . . . . . . . 116 3.3 Cas de la roue . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 119 3.3.1 Cas de la roue simple . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 119 3.3.2 Cas de la roue multiple . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 132 3.4 Approcher une distribution donnée . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 136

II Une généralisation : le modèle flèche-hauteur (MFH) 141

4 Définition du modèle flèche-hauteur 143 4.1 Configurations du modèle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 144 4.2 Règle d’éboulement du modèle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 145 4.2.1 Règle d’éboulement . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 145 4.2.2 Vecteurs d’éboulement . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 148 4.2.3 Séquences d’opérations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 155 4.3 Relaxation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 164

5 Configurations récurrentes et groupe du MFH 171 5.1 Configurations récurrentes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 172 5.1.1 Chaînes de Markov . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 172 5.1.2 Super-éboulements et facteurs multiplicatifs . . . . . . . . . . . . 173 5.1.3 Critère de Dhar étendu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 176 5.1.4 Relations d’équivalence et algorithme thermique étendu . . . . . . 179 5.2 Structure de groupe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 192 5.2.1 Groupe des opérateurs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 192 5.2.2 Morphisme de groupes et addition étendue . . . . . . . . . . . . . 197

6 Extensions et pistes de recherche sur le MFH 205 6.1 Réduction au modèle simple λ = 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 206 6.1.1 Modèle λ-normalisé . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 206 6.1.2 Correspondance des configurations . . . . . . . . . . . . . . . . . 207 6.1.3 Transformation du groupe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 210 6.2 Bijections et parcours de graphe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 211 6.2.1 Modèle du marcheur eulérien . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 211 6.2.2 Bijection commune au tas de sable et au marcheur eulérien . . . . 212 6.2.3 Projection sur le modèle du marcheur eulérien . . . . . . . . . . . 214 6.3 Problèmes divers . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 217 6.3.1 Opérateurs transversaux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 217

Conclusion 219

Prérequis mathématiques 221 7.4 Relations d’ordre et d’équivalence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 222 7.4.1 Relations d’équivalence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 222 7.4.2 Relations d’ordre et treillis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 224 7.5 Groupes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 228 7.5.1 Monoïdes et groupes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 228 7.5.2 Groupes abéliens finis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 231 7.6 Graphes, automates et cartes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 233 7.6.1 Graphes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 233 7.6.2 Automates et transducteurs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 237 7.6.3 Cartes combinatoires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 240 7.7 Séries génératrices . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 243 7.7.1 Séries génératrices ordinaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 243 7.7.2 Séries génératrices exponentielles . . . . . . . . . . . . . . . . . . 247 7.7.3 Analyse des coefficients . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 249 7.8 Chaînes de Markov . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 253 7.8.1 Matrice de transition et probabilités stationnaires . . . . . . . . . 253 7.8.2 Récurrence et irréductibilité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 254 7.8.3 Chaînes de Markov finies . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 255

Index 259

Bibliographie 262