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Chapitre 0Dejà quatre ans de mathématiques ?
Dans e mémoire, nous étudions des problèmes qui font intervenir simultané-ment des ontraintes étudiées en théorie de l'ordonnanement et en olora-tion de graphes. Le paradigme que nous tentons prinipalement d'appliquerpour résoudre es problèmes est elui de la ombinatoire polyédrale. Celui-ipermet d'imaginer et de prouver des relations min-max pour des problèmesd'optimisation ombinatoire. De manière omplémentaire, la théorie de laomplexité algorithmique permet de mettre à jour ertaines di�ultés in-trinsèques aux problèmes onsidérés. Ce hapitre vise à donner un aperçudes questions et des résultats disutés dans e doument. Nous ommençonspar expliquer omment les questions ont émergé et dans quelle perspetivesde reherhe elles s'insrivent. Nous expliquons ensuite omment e mémoireest struturé et en partiulier, les liens logiques entre les di�érentes parties.Nous dérivons �nalement omment les prinipaux résultats s'artiulent aveles outils lassiques de la théorie des graphes et de l'ordonnanement.Mots lés du mémoires: Coloration de graphes, ordonnanement, ombinatoirepolyédrale, omplexité algorithmique, lasses de graphes parfaits.Autres objets utilisés : Matroïdes et fontions sous-modulaires, théorie des jeuxoopératifs, voyageur de ommere, approximation polynomiale.

Menu du jourGenèse de e mémoire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6Struture du doument et onseils de leture . . . . . . . . . 7Moreaux hoisis d'ordonnanement hromatique . . . . . . 8
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6 Dejà quatre ans de mathématiques ?
Genèse de e mémoireLors de la onférene MAPSP'03 à Aussois, j'ai assisté à une présentation de GerdFinke qui a profondément in�uené mon approhe de l'optimisation ombinatoire.Le problème disuté lors de ette présentation peut être vu aussi bien omme unproblème de oloration de graphes que omme un problème d'ordonnanement parbaths. C'est de e mélange de problématiques que naît l'ordonnanement hroma-tique1. Le problème suivant est disuté en détail dans l'Exemple 1.63 page 77.[Pintro℄ Problème introdutif mais néanmoins entralDonnées : Un graphe d'intervalle G = (V,E), une apaité b ∈ N et des tempsd'opération p : V → N.Résultat : Une partition en liques {C1, C2, . . . Ck} des sommets de G telle quehaque Ci ontienne au plus b sommets.Mesure : ∑k

i=1(maxv∈Ci
p(v)) à minimiser.En un sens, e problème est le �l onduteur de e mémoire, ar nous disutonsplusieurs as partiuliers et extensions. Malgré ela, sa omplexité reste ouverte.D'un autre �té, le r�le de e problème dans e mémoire est surtout d'avoir initiéun questionnement de ombinatoire polyédrale. En e�et, e problème ombine desproblématiques pour lesquelles on sait donner des relations min-max. Par exemple,si l'on enlève les ontraintes de apaité et qu'on se restreint à des temps d'opérationunitaires, le problème se ramène à trouver une partition en un nombre minimumde liques. Or les graphes d'intervalles sont des graphes parfaits. En onséquene,le nombre minimum de liques qu'il faut pour partitionner un graphe d'intervalles

G est égal à la taille d'un plus grand stable de G.Le travail présenté ii est sous-tendu par deux idées diretries. Premièrement,bien que les théories lassiques de la ombinatoire polyédrale (graphes parfaits,matroïdes et fontions sous-modulaires [129℄) o�rent des outils pertinents pour denombreuses appliations, d'autres problématiques néessitent des ponts permettantde ombiner les outils de base de es théories. Deuxièmement, il apparaît que lesformules min-max assoiées à es théories lassiques admettent des généralisationsommunes, permettant la onstrution de ertains de es ponts. Les résultats dis-utés dans e mémoire onsistent en grande partie à prouver la pertinene ainsiqu'à dé�nir la limite de validité de es idées diretries.1Le terme Chromati Sheduling est promu par Dominique de Werra depuis plus de 30 ans [54,56, 57, 58, 59, 61, 62, 63, 108℄.



7Du point de vue de la ombinatoire polyédrale, l'apport prinipal de e mémoireonsiste dans la onstrution de quelques-uns de es ponts. De manière omplé-mentaire, la théorie de la omplexité indique qu'il n'existe probablement pas degénéralisation ommune aux développements les plus pointus de es théories. Ce-pendant, plusieurs de es généralisations NP-omplètes admettent des algorithmespolynomiaux donnant de bonnes approximations.Nous invitons le leteur à onsulter la Figure 5.9 page 245 pour avoir une idéeshématique du type de ponts que nous avons onstruit et de la omplémentaritédes di�érents paradigmes utilisés dans e mémoire.Struture du doument et onseils de letureCe doument est déoupé en trois parties. La première partie (Chapitres 1 et 2)traite de onepts, de méthodes et de résultats lassiques de l'optimisation ombi-natoire. La deuxième partie (Chapitres 3, 4 et 5) est onsarée à la mise en ÷uvre età l'hybridation des outils présentés dans la première partie, dans le but de résoudredes problèmes d'ordonnanement hromatique. La troisième partie (Annexes A etB) onerne des résultats ne portant pas diretement sur l'ordonnanement hro-matique.La plupart des résultats originaux de e mémoire se trouvent dans la deuxièmepartie. De plus, les trois hapitres de la deuxième partie sont indépendants etpeuvent don être lus dans un ordre arbitraire.Chaun des 5 hapitres, ommene par un résumé des résultats qui y sont trai-tés, une liste de mots-lés et un menu détaillé. Combiné ave l'index, ela devraitpermettre d'aéder rapidement aux prérequis ontenus dans la première partie.Tehniquement parlant, les résultats de la deuxième partie s'appuient prinipa-lement sur les Setions 1.2, 1.3 et 2.2 (même si es setions ontiennent plus derésultats que des prérequis pour la deuxième partie).A l'intérieur de haque hapitre, tous les énonés (théorèmes, propositions, onje-tures, exemples. . . ) suivent une même numérotation (selon l'ordre des pages). J'aifait e hoix de numérotation pour failiter la reherhe dihotomique d'un énonélorsque l'on en onnaît le numéro mais pas la page. Les formules, les tables et les�gures suivent ependant une numérotation indépendante.Dans tous les hapitres, j'ai disséminé des setions nommées �Petite philosophie àl'usage des (non)-spéialistes�. J'y présente mes onlusions sur e que m'a enseignél'étude des problèmes tehniques disuté dans les setions suivantes. Un des obje-tifs est de faire sentir que ertaines onlusions mathématiques qui sont tirées dansun adre préis semblent pouvoir se généraliser failement à des adres bien plusvastes, pourvu que l'on aepte de se plaer à un niveau de ré�exion plus informel.



8 Dejà quatre ans de mathématiques ?Dans l'Annexe A, je disute quelques prinipes informatiques qui permettent destruturer les onnaissanes et l'aès à elles-i. Je souhaite appliquer es prin-ipes aux théorèmes d'ordonnanement hromatique dans les années à venir. Ce-pendant, les deuxièmes et troisièmes thèses proposées dans L'Annexe A ont aussiune voation transdisiplinaire. En e�et, je suis persuadé que la struturation desonnaissanes ainsi que la failitation de leur aès sont, atuellement, les deux en-jeux essentiels du développement de notre ompréhension des réalités sienti�ques.Cela me semble valable autant pour la onnaissane spéialisée que pour la ulturegénérale.Dans l'Annexe B je présente une partie de mes travaux qui portent sur l'ordonnan-ement juste-à-temps. Plut�t que de dérire un orpus de résultats tehniques, j'aiessayé de mettre en avant les questions et onlusions d'ordre général vers lesquellesj'ai onvergé lors de l'étude de e problème. Ces onlusions résultent prinipale-ment de la onfrontation de points de vues issus de l'optimisation, de l'éonomie etde l'éthique. Elles mènent à des interprétations mathématiques élémentaires maissurprenantes.Moreaux hoisis d'ordonnanement hromatiqueNous résumons ii omment les prinipaux résultats de e mémoire s'artiulent aveles théories des graphes, de l'ordonnanement et de la ombinatoire polyédrale. Pourela, nous survolons les 5 hapitres de e mémoire en mentionnant les résultats quiapparaissent aussi dans les trois papiers suivants.[76℄ Bath proessing with interval graph ompatibilities between tasks −2004−(aepté à Disrete Applied Mathematis ave G. Finke, M. Queyranne et A.Seb®).[106℄ Preoloring o-Meyniel graphs −2005− (soumis à Graphs and ombinatorisave B. Lévêque et F. Ma�ray).[84℄ Clique partitioning of interval graphs with submodular osts on the liques
−2006− (aepté à RAIRO-OR ave D. Gijswijt et M. Queyranne).

. . . Dans ette setion, les résultats qui n'ont pas (enore) été soumis sont mar-qués du symbole [\℄ en �n de phrase.Chapitre 1 : Tour d'horizon de la boîte à outilsDéider si un système linéaire {Ax ⋚ b} dé�nit un polyèdre entier est un problèmeo-NP-omplet [126℄. Nous prouvons que ça le reste même si A et b sont à oé�-ients {0, 1} [\℄.Nous traduisons les questions liées au ÷ur d'un jeu oopératif dans le langage des



9fontions d'ensemble [\℄. Le ÷ur du jeu assoié à la oloration minimum donneune aratérisation des graphes parfaits [67, 66℄. Nous prouvons que le ÷ur du jeuassoié au TSP est intimement lié aux graphes TSP-parfaits [\℄.Nous présentons les problématiques de e mémoire dans le langage de l'ordonnane-ment. Deux aspets se distinguent par rapport aux problématiques de l'ordonnan-ement lassique. Premièrement, nous étudions des ontraintes d'inompatibilitéentre les tâhes. Cela est équivalent aux problématiques de la oloration. Deuxiè-mement, les temps d'opération sont dé�nis par des fontions d'ensemble et per-mettent d'exprimer de nombreuses problématiques de reherhe opérationelle entermes d'ordonnanement par baths [84℄.Chapitre 2 : Caratérisations des lasses de graphesNous étudions diverses aratérisations (lassiques pour la plupart) de ertaineslasses de graphes. Quelques �types de aratérisations� (sous-graphes exlus, dé-omposition, validité de formules min-max ou d'algorithmes. . . ) sont présentées,puis spéialisées à quelques lasses de graphes [\℄. Les ordres (et graphes) d'in-tervalles sont aratérisés par une forme d'équivalene des problématiques de l'or-donnanement hromatique et d'ordonnanement ave ontraintes de préédene[\℄. Les line-graphes de multi-graphes bipartis sont aratérisés omme les graphesdont l'ensemble des stables peut être dérit par les indépendants ommuns de deuxmatroïdes [\℄.Certains points ommuns entre les hypergraphes dé�nis par les stables d'un grapheet les indépendants d'un matroïde sont dérits pour les hypergraphes héréditairesen général [\℄.Finalement, nous présentons quelques lasses de fontions d'ensembles après avoirnoté que ertaines lasses de fontions sous-modulaires satisfont une propriétéd'éhange intéressante relativement au problème de partition de oût minimumdu Chapitre 4 [84℄.Chapitre 3 : La oloration bornéeLe problème de la oloration b-bornée onsiste à trouver le nombre minimum χb(G)de ouleurs qu'il faut pour olorier le graphe G en imposant que haque ouleursoit utilisée pour au plus b sommets. Nous étudions la borne inférieure (1) poure problème qui s'exprime plus aisément sur le graphe omplémentaire [76℄. Pour
U ⊆ V , notons C1(U), C2(U) . . . Ct(U) les omposantes onnexes du graphe G[U ]induit par U et χb(G) := χb(G).(1) χb(G) ≥ max

U⊆V

(
t∑

i=1

⌈ |Ci(U)|
b

⌉)



10 Dejà quatre ans de mathématiques ?La borne (1) généralise l'inégalité de lique pour la oloration minimum et la for-mule de Berge-Tutte-Gallai pour le nombre minimum d'arêtes qu'il faut pour ou-vrir les sommets d'un graphe [76℄. Le résultat prinipal du Chapitre 3 est qu'ungraphe G est triangulé si et seulement si ette borne inférieure donne une formulemin-max pour tout b et tout graphe H provenant de la répliation de G [\℄. Nousprouvons aussi la polynomialité du problème de la oloration bornée sur les om-pléments des graphes triangulés [\℄.La oloration b-bornée peut être reformulée omme un problème d'ordonnanementave temps d'opération unitaires, ontraintes d'inompatibilité entre les tâhes etminimisation du makespan. Cela s'applique soit au as de b mahines parallèles,soit au as d'une mahine par bath ave baths de apaité au plus b.Chapitre 4 : Baths ave éonomie d'éhelleSoit f : P(V ) → R une fontion de oût. Le problème de la partition en liquesde oût minimum onsiste à trouver une partition en liques2 {C1, C2 . . . Ck} dessommets de G qui minimise∑k

i=1 f(Ci) (le problème de la partition en un nombreminimum de liques orrespond à f ≡ 1) [84℄. Notons χ(G, f) e oût minimum.Nous onsidérons la borne inférieure suivante sur χ(G, f) donnée par la maximisa-tion de 1Tx sous les ontraintes (2), où x ∈ RV [\℄.(2) x(K) ≤ f(K) pour toute lique K de GLe système (2) est TDI3 pour ertaines paires de lasses de graphes et de lassesde fontions d'ensemble. Cela donne un adre théorique ommun aux formulesmin-max assoiées aux graphes parfaits, à l'intersetion des polymatroïdes, aux
c-ouplages dans les graphes bipartis, à la formule de Greene-Kleitman pour la
q-oloration partielle [\℄. L'intérêt prinipal de ette borne est toutefois qu'elledonne lieu à de nouvelles formules min-max, partiulièrement pour le problème"max-oloring"4. De plus, ette borne peut être formulée dans le adre de la théo-rie oopérative des jeux ave oopération restreinte aux liques d'un graphe [\℄.Indépendamment de ette approhe polyédrale, nous proposons un algorithme deprogrammation dynamique pour e problème de partition de oût minimum res-treint aux graphes d'intervalles. Nous prouvons l'optimalité de et algorithme pourplusieurs lasses de fontions de oût [76, 84℄5.La partition en liques de oût minimum peut être reformulée omme un problèmed'ordonnanement par bath ave temps d'opérations généralisés, ontraintes de2Une lique est un sous-graphe omplet, pas néessairement maximal par inlusion.3totally dual integral.4Evoqué dans [84℄. Les graphes pour lesquels la formule min-max s'applique pour le problème"max-oloring" ne sont pas enore bien ompris.5Un premier algorithme a été proposé dans [76℄ pour la "max-oloration". Une autre versionde et algorithme, adaptée à une lasse plus large de fontions de oût a été proposée dans [84℄.



11ompatibilité données par un graphe et minimisation du makespan [76, 84℄.Les temps d'opération généraux élargissent onsidérablement le hamp d'applia-tion des modèles d'ordonnanement par baths, y ompris à ertains problèmes detournées de véhiules [84℄.Chapitre 5 : Un objetif pour voir les rayons γNous présentons des liens entre les problèmes de la oloration minimum, du stablemaximum, du sous-graphe k-hromatique maximum, de la oloration par liste etde l'extension préolorée. Nous dérivons des tehniques polyédrales lassiques etnouvelles pour es problèmes.L'extension préolorée, [PrExt℄ onsiste à trouver une oloration minimum quandertains sommets sont déjà oloriés a priori. Nous réduisons [PrExt℄ à la olorationlassique dans un graphe auxiliaire, dans lequel haque lasse de préouleur a étéontratée en un sommet [106℄. Le résultat prinipal du Chapitre 5 est que le grapheauxiliaire est parfait si et seulement si le graphe de départ est le omplément d'ungraphe de Meyniel [106℄. Cela implique la polynomialité du problème de l'extensionpréolorée sur les ompléments des graphes de Meyniel [106℄.Les problèmes de e hapitre peuvent être reformulés omme des problèmes d'or-donnanement ave temps d'opération unitaires et ontraintes d'inompatibilité [\℄.Les di�érents problèmes peuvent être reformulés en jouant sur la fontion objetif,les dates de disponibilité et d'éhéane [\℄. Cela s'applique à l'ordonnanement parbath ainsi qu'à l'ordonnanement sur mahines parallèles [\℄.



12 Dejà quatre ans de mathématiques ?
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Chapitre 1Tour d'horizon de la boîte à outils
Les notions lassiques néessaires dans la suite de e mémoire sont résuméesdans les mots lés i-dessous puis présentées dans e hapitre. Certains résul-tats nouveaux ou peu onnus sont aussi disutés plus en détail :� Une preuve de la o-NP-ompletude de la reonnaissane des polyèdresentiers donnés par des systèmes à oe�ients {0, 1} (Setion 1.3.2.3).� Une rédution de la oloration minimum des sommets d'un graphe G =

(V,E) au stable maximum dans un graphe auxiliaire qui a E omme en-semble de sommets (forêts lique-onnetantes, Setion 1.3.3.4)).� Une aratérisation des graphes parfaits du point de vue du jeu oopératifassoié au problème de la oloration minimum (Setion 1.4.2.3). Un lienfort entre les graphes TSP-parfaits et le jeu oopératif assoié au problèmedu voyageur de ommere (Setion 1.4.2.4).Mots lés :Setion 1.1 : relation binaire, ordre, diagramme de Hasse, graphe, stable α(G),lique ω(G), oloration χ(G), ouplage ν(G), ouverture par des arêtes ρ(G),digraphe, hypergraphe, matroïde.Setion 1.2 : Complexité des algorithmes et des problèmes, P, NP, FP, FNP, o-NP,approximation, forte et pseudo-polynomialité, orales, promesses et robustesse.Setion 1.3 : Système et programme linéaire, dualité, PLNE, polyèdre entier, sys-tème TDI, box-TDI et TDAU, matrie totalement unimodulaire, plans oupants,ombinatoire polyédrale, formule de Berge-Tutte, formulations polyédrales asso-iées aux graphes parfaits, forêts lique-onnetantes, polymatroïdes.Setion 1.4 : Jeu oopératif, ÷ur, fontion (totalement) équilibrée. Jeu de la olo-ration minimum. Jeu du TSP graphique. Point entier dans le ÷ur d'une fontiontotalement équilibrée.Setion 1.5 : Ordonnanement (hromatique), lassi�ation α | β | γ.
15



16 Tour d'horizon de la boîte à outilsMenu du jour1.1 Objets ombinatoires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 161.1.1 Métriques, ordres et fontions d'ensemble . . . . . . . . 161.1.2 Graphes, digraphes et hypergraphes . . . . . . . . . . . 191.2 Complexité, approximation, orales et promesses . . . 241.2.1 Problèmes, langages et algorithmes . . . . . . . . . . . . 241.2.2 Complexité algorithmique : FP, FNP, P, NP et o-NP . 251.2.3 Orales de résultats, rédutions et omplétude . . . . . . 271.2.4 Orales de données . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 291.2.5 Problèmes numériques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 301.2.6 Optimisation et approximation . . . . . . . . . . . . . . 311.2.7 Promesses et robustesse . . . . . . . . . . . . . . . . . . 321.3 Programmes linéaires et relations min-max . . . . . . . 341.3.1 Polyèdres, programmation et dualité linéaire . . . . . . . 341.3.2 Polyèdres entiers, programmation et dualité entière . . . 371.3.3 Quelques théorèmes de ombinatoire polyédrale . . . . . 451.4 Coeur d'un jeu oopératif ombinatoire . . . . . . . . . 531.4.1 Jeux oopératifs : une a�aire de ÷ur . . . . . . . . . . 541.4.2 Jeux oopératifs ombinatoires . . . . . . . . . . . . . . 621.4.3 Imputations entières dans le ÷ur . . . . . . . . . . . . . 691.5 Une lassi�ation pour l'ordonnanement hromatique 741.5.1 Introdution à l'ordonnanement hromatique par bath 751.5.2 Classi�ation α|β|γ pour l'ordonnanement hromatique 80
1.1 Objets ombinatoiresCette setion rappelle les dé�nitions et notations onernant les objets ombina-toires utilisés dans la suite de e mémoire. Nous suivons Shrijver [129℄ lorsque lehoix d'une notation s'impose.1.1.1 Métriques, ordres et fontions d'ensemble1.1.1.1 EnsemblesOn dé�nit souvent des ensembles ave la notation :(1.1) S := {x ∈ X | x véri�e la propriété P}



Objets ombinatoires 17
S:=T aussi noté Sdef

= T signi�e que l'on dé�nit S omme identique à T . Quantà {x ∈ X | x véri�e P}, ela se lit : �l'ensemble des éléments x de X tels que xvéri�e la propriété P�. La ardinalité d'un ensemble X, notée |X|, est le nombred'éléments de X. Elle peut être in�nie, mais si nous ne le préisons pas, elle serasupposée �nie. Le produit artésien de X × Y est l'ensemble des paires (x, y)ave x ∈ X et y ∈ Y . Xn est le produit artésien de n opies de X. On note X ⊆ Yl'inlusion de l'ensemble X dans l'ensemble Y . Si X ⊆ Y mais X 6= Y , X est unsous-ensemble propre de Y , e que l'on note X ⊂ Y . L'union de X et Y estnotée X ∪ Y , l'intersetion est notée X ∩ Y . La di�érene de X et Y , notée X\Yest l'ensemble des éléments de X qui ne sont pas dans Y . La di�érene symétriqueest notée X △ Y :
X △ Y = (X\Y ) ∪ (Y \X) = (X ∪ Y )\(X ∩ Y )L'ensemble des sous-ensembles de X est noté P(X). On a |P(X)| = 2|X|. Uneolletion est synonyme d'un ensemble mais est utilisé pour un ensemble dont leséléments sont eux aussi des ensembles. Si X est un ensemble et v un singleton,

X + v := X ∪ {v} et X − v := X\{v}Le veteur aratéristique d'un ensemble U inlus dans un ensemble V (où Vest impliite) est le veteur noté 1U ∈ RV dont la oordonnée v ∈ V vaut 1 si v ∈ Uet 0 sinon. Le veteur aratéristique de V est noté simplement 1. Les veteurs sontsupposés érits en olonne. Le produit salaire de x et y est don noté xTy. Pour
x ∈ RV , on note xv la v-ième oordonnée de x. On pose aussi(1.2) x(U) := xT

1U =
∑

v∈U

xv1.1.1.2 NombresL'ensemble des entiers naturels, des entiers relatifs, des nombres rationnels et desréels est noté N,Z,Q et R respetivement. On note aussi R+ := {x | x ∈ R, x ≥ 0}.La partie entière inférieure⌊x⌋, d'un nombre réel x est le plus grand entierinférieur ou égal à x. La partie entière supérieure⌈x⌉, d'un nombre réel x est leplus petit entier supérieur ou égal à x.1.1.1.3 RelationsUne relation R sur un ensemble X est une appliation R : X×X → {vrai,faux}.De manière équivalente, une relation est un sous-ensemble de X × X et les deuxnotations suivantes sont interhangeables :(1.3) xRy ⇐⇒ R(x, y)



18 Tour d'horizon de la boîte à outilsLes propriétés suivantes vont nous permettre de dé�nir de nombreuses struturesombinatoires (omme les (di)-graphes) ou les ordres à partir des relations. Unerelation R sur X est dite� ré�exive si xRx pour tout x ∈ X.� antiré�exive si xRx pour auun x ∈ X.� transitive si (xRy et yRz) =⇒ xRz pour tout x, y, z ∈ X� antitransitive si (xRy et yRz) =⇒ ¬(xRz) pour tout x, y, z ∈ X� symétrique si xRy =⇒ yRx pour tout x, y ∈ X� antisymétrique si (xRy et yRx) =⇒ x = y pour tout x, y ∈ X� totale si xRy ou yRx pour tout x, y ∈ XSoient X ⊆ Y , R1 une relation sur X et R2 une relation sur Y . On dit que R2étend R1, ou que R1 est une relation partielle de R2 si pour tout v, w ∈ X,
vR1w =⇒ vR2w.1.1.1.4 MétriquesUne métrique sur un ensemble V est une fontion d : V × V → R qui satisfait lesonditions suivantes pour tout x, y, z ∈ V .

d(x, y) ≥ 0(1.4) (i)
d(x, y) = 0 ⇐⇒ x = y(ii)
d(x, y) + d(y, z) ≥ d(x, z) inégalité triangulaire(iii)1.1.1.5 OrdresUne relation ≤ sur un ensemble X est appelée pré-ordre si elle est re�exive ettransitive. Si de plus ≤ est antisymétrique, on l'appelle ordre partiel, ou simple-ment ordre. Si ≤ est un ordre partiel sur X, on appelle ensemble partiellementordonné, ou enore poset, la paire (X,≤). Finalement, un ordre est total, oulinéaire, si 'est une relation totale. Un ordre total � sur X est une extensionlinéaire d'un ordre partiel ≤ si la relation � étend la relation ≤. Si nous réfé-rons à un poset (X,≤) par {x1, . . . , xn}, ela signi�e que xi ≤ xj pour tout i ≤ j(i.e. l'ordre {1, 2 . . . n} étend l'ordre ≤). Dans un ensemble partiellement ordonné

(X,≤), on appelle idéal inférieur un sous-ensemble Y de X tel que si y ∈ Yet z ≤ y, alors z ∈ Y . De même, Y est un idéal supérieur si y ∈ Y et y ≤ zimpliquent z ∈ Y .Soit (X,≥) un poset et x, y ∈ X. On dit que x ouvre y, et on note x ։ y quand
x ≥ y et qu'il n'existe pas z ∈ X tel que x ≥ z ≥ y. Un diagramme de Hasse de
(X,≥) est une représentation de (X,≥) qui plae haque point de X dans le plan



Objets ombinatoires 19respetant les deux règles suivantes :� si x ≥ y alors x est plaé �plus haut� que y,� il y a une �èhe (ou un trait) entre x et y si et seulement si x ouvre y.Bien que plusieurs diagrammes de Hasse soient possibles pour un même poset
(X,≤), la relation ։ est unique. Par abus de langage, on dit don que (X,։) estle diagramme de Hasse de (X,≥).1.1.1.6 Fontions d'ensemble et sous-modularitéUne fontion d'ensemble sur V est une fontion f : P(V ) → R. La fontion fest� entière si f(U) ∈ N pour tout U ⊆ V ,� sous-ardinale si f(U) ≤ |U | pour tout U ⊆ V ,� non-déroissante (ou monotone) si f(T ) ≤ f(U) pour tout T ⊆ U ⊆ V ,� sous-additive si f(T ∪ U) ≤ f(T ) + f(U) ∀ T, U ⊆ V tels que T ∩ U = ∅,� super-additive si f(T ∪ U) ≥ f(T ) + f(U) ∀ T, U ⊆ V tels que T ∩ U = ∅.Théorème 1.1 ([129℄ page 767) Soit f : V → R. Les onditions suivantes sontéquivalentes :

f(S ∪ T ) + f(S ∩ T ) ≤ f(S) + f(T ) pour tous S, T ⊆ V(1.5)
f(S + u) + f(T ) ≤ f(S) + f(T + u) pour tous T ⊆ S ⊆ V et u ∈ V \S(1.6)
f(S + u+ v) + f(S) ≤ f(S + u) + f(S + v) ∀ S ⊆ V et u, v ∈ V \S(1.7)Une fontion est sous-modulaire si elle satisfait les onditions du Théorème 1.1.1.1.2 Graphes, digraphes et hypergraphes1.1.2.1 GraphesUn graphe simple (souvent appelé graphe) est une paire G = (V,E) où V estun ensemble �ni et E est une relation symétrique et antiré�exive sur V . Cettedé�nition n'est pas standard, ar E est d'habitude dérit omme un ensemble depaires non-ordonnées d'éléments de V . Les éléments de V sont appelés sommetset les paires d'éléments en relation par E sont appelés arêtes. On réfère à une arêtesoit par un nom, e ∈ E, soit par une paire de sommets, uv ∈ E. Deux sommetsliés par une arête sont adjaents, ou enore, voisins. Si e = uv est une arête, uet v sont les extrémités de e. Pour simpli�er on dit que u voit e et que u voit

v. Si deux arêtes ont une extrémité en ommun, elles sont inidentes, sinon ellessont disjointes. L'ensemble des arêtes inidentes à un sommet v est noté δ(v) et
|δ(v)| est le degré de v. Plus généralement, pour S ⊆ V , δ(S) est l'ensemble des



20 Tour d'horizon de la boîte à outilsarêtes inidentes à exatement un sommet de S. Le degré maximum d'un sommetest noté ∆(G) :(1.8) ∆(G) := max
v∈V
|δ(v)|L'ensemble des voisins de v est le voisinage N(v) de v. Le voisinage étendu de

v est N+(v) = N(v) + v. Un sommet est isolé s'il n'a pas de voisin. Le grapheomplémentaire G du graphe G = (V,E) a le même ensemble V de sommets etest dé�ni par
uv ∈ E(G)⇐⇒ uv /∈ E(G)Le line-graphe de G = (V,E) est le graphe L(G) = (E,E ′) qui a E ommeensemble de sommets et tel que ef ∈ E ′ si e et f sont deux arêtes inidentesdans G.Un multi-graphe est un graphe dans lequel on autorise les arêtes multiples,'est-à-dire inidentes à une même paire de sommets, ainsi que les boules, 'est-à-dire inidentes à un seul sommet.1.1.2.2 Quantités aratéristiques d'un graphePar haune des notions présentées nous souhaitons souvent trouver des objetsde ardinalité optimum, e qui inite à dé�nir ertaines quantités aratéristiquesassoiées à un graphe G = (V,E). Un stable1 est un sous-ensemble de sommetsdeux-à-deux non-adjaents.

α(G) := ardinalité maximum d'un stable de GUne lique est un sous-ensemble de sommets deux-à-deux adjaents. Autrementdit, X ⊆ V est une lique de G = (V,E) si et seulement si X est un stable de G.
ω(G) := ardinalité maximum d'une lique de G = α(G)Un ensemble de sommets X est une ouverture par des sommets2 de G sitoute arête est inidente à au moins un sommet de X. Autrement dit, X est uneouverture par des sommets si et seulement si V \X est un stable de G.

τ(G) := nombre minimum de sommets dans une ouverture de G = |V | − α(G)Une k-oloration est une fontion ϕ : V → [1..k] telle que ϕ(u) 6= ϕ(v) pourtoute arête uv. Autrement dit, une k-oloration est une partition ordonnée C =
{C1, C2, . . . Ck} de V en k stables.

χ(G) := nombre minimum de stables néessaires pour partitionner V1aussi appelé indépendant .2vertex over.



Objets ombinatoires 21Une partition en liques de G est une oloration de G.
χ(G) := nombre minimum de liques néessaires pour partitionner V = χ(G)Un ouplage est un sous-ensembleM d'arêtes disjointes de G.

ν(G) := ardinalité maximum d'un ouplage de GUne ouverture par des arêtes est un ensemble d'arêtes F tel que tout sommetest inident à au moins une arête de F . Une ouverture par des arêtes existe si etseulement si G n'a pas de sommet isolé et on a alors ([129℄ page 316) :
ρ(G) := nombre minimum d'arêtes dans une ouverture de G = |V | − ν(G)Etant donné une apaité c : V → N, un c-ouplage simple est un sous-ensemble

M d'arêtes de G tel que M∩ δ(v) ≤ c(v) pour tout sommet v (M est don un
1-ouplage simple si et seuleument si 'est un ouplage).1.1.2.3 digraphesUn digraphe3 (simple) est une paire D = (V,A) ou V est un ensemble �ni et A estune olletion de paires ordonnées et distintes d'éléments de V . Les éléments de
V et A sont les sommets et les ars respetivement. Alternativement, un digraphesimple est un ensemble muni d'une relation binaire antiré�éxive et antisymétrique4.Si on �e�ae l'orientation� d'un digraphe D = (V,A), on obtient un graphe G =
(V,E) tel que E est en bijetion ave A, 'est le graphe sous-jaent à D. Pour
S ⊆ V , δout(S) est l'ensemble des ars uv tels que u ∈ S et v /∈ S. De même, δin(S)est l'ensemble des ars uv tels que u /∈ S et v ∈ S.1.1.2.4 hypergraphesUn hypergraphe H est une paire H = (V, E) où V est un ensemble �ni et E estune famille de sous-ensembles de V . Dans un hypergraphe, les éléments de V sontles sommets et eux de E sont les arêtes. Pour v, w ∈ V et e, f ∈ E on dit que� v et w sont adjaents s'il existe g ∈ E ave v ∈ g et w ∈ g� v et e sont inidents si v ∈ e.� e et f sont inidentes s'il existe x ∈ V ave x ∈ e et x ∈ f� e et f sont disjointes si elles ne sont pas inidentes.La taille ou ardinalité d'une arête e ∈ E est le nombre |e| de sommets qui luisont inidents. Un hypergraphe peut être dérit par sa matrie d'inidene : pourun hypergraphe H, sa matrie d'inidene M(H) est la matrie à oe�ients dans3aussi appelé graphe orienté ou direted graph.4les digraphes simples ne sont pas toujours supposés antisymétriques dans la littérature.
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{0, 1} dont les lignes sont indiées par les éléments de V et les olonnes par euxde E .(1.9) M(v,e)(H) =

{
1 si v et e sont inidents
0 sinonUn hypergraphe est simple si sa matrie d'inidene ne omporte pas deux o-lonnes (arêtes) identiques. Un hypergraphe simple ayant V pour ensemble de som-mets peut aussi être vu omme une partie de P(V ). Les hypergraphes que nousonsidérons dans ette thèse sont impliitement simples. Le transposé5 d'un hy-pergraphe est l'hypergraphe HT = (E , V ) ayantM(H)T pour matrie d'inidene.Notons qu'un hypergraphe peut être simple sans que son transposé le soit. La fon-tion de rang d'un hypergrapheH = (V, E) est la fontion d'ensemble r : P(V )→ Ndé�nie par r(U) := max{|E| | E ∈ E , E ⊆ U}.Proposition 1.2 La fontion r : P(V ) → N est le rang d'un hypergraphe si etseulement si r véri�e les propriétés suivantes pour tous T, U ⊆ V :

r(T ) ≤ r(U) quand T ⊆ U monotone(1.10)(i)
r(U) ≤ |U | sous-ardinale(ii) si r(U) > r(U − v) pour tout v ∈ U alors r(U) = |U |(iii)Preuve Le rang d'un hypergraphe est sous-ardinal par dé�nition. Il est monotonear si T ⊆ U ⊆ V , pour E ⊆ T tel que r(T ) = |E|, on a aussi E ⊆ U . Si r(U) >

r(U − v) pour tout v ∈ U alors il n'existe pas d'arête maximum de taille r(U)inluse dans un sous-ensemble propre de U . Don U forme une arête et r(U) = |U |.Pour une fontion entière qui satisfait (1.10), il existe un unique hypergraphe quia r omme rang : ses arêtes sont données par E := {E ⊆ V | r(E) = |E|}. 2Des variations autour de la ondition (1.10) permettent de aratériser ertaineslasses d'hypergraphes omme les hypergraphes héréditaires (Proposition 1.43),l'ensemble des indépendants d'un matroïde (Théorème 1.3), ou enore l'ensembledes indépendants d'un graphe.1.1.2.5 matroïdesNous réferons à [122℄ pour un traitement plus poussé des matroïdes ainsi que denombreux exemples et à [129℄ pour la ombinatoire polyédrale des matroïdes et desfontions sous-modulaires.5Le transposé est habituellement appelé dual. Nous évitons le terme dual ar il nous paraitambigu (voir Setion 2.3.3).



Objets ombinatoires 23Un matroïde est une paire M = (V, I) où V est un ensemble �ni et I ⊆ P(V )véri�e les axiomes :
∅ ∈ I(1.11)(i) si I ⊆ J et J ∈ I alors I ∈ I(ii) si I, J ∈ I et |I| < |J | alors il existe z ∈ J\I tel que I + z ∈ I(iii)

V est l'ensemble des éléments et I l'ensemble des indépendants. X ⊆ V estdépendant si X /∈ I. Un iruit est un ensemble dépendant minimal par inlu-sion. La fontion de rang d'un matroïde est la fontion d'ensemble r : P(U)→ Ndé�nie par r(U) := max{|I| | I ∈ I, I ⊆ U}. On peut aratériser les matroïdes dela manière suivante :Théorème 1.3 [129℄ r : P(V ) → N est le rang d'un matroïde si et seulement si
r véri�e les propriétés suivantes pour tous T, U ⊆ V :

r(T ) ≤ r(U) quand T ⊆ U monotone(1.12)(i)
r(U) ≤ |U | sous-ardinale(ii)
r(T ∪ U) + r(T ∩ U) ≤ r(T ) + r(U) sous-modulaire(iii)Un hyperplan est un ensemble H ⊆ V maximal par inlusion tel que r(H) =

r(V )− 1. Il existe de nombreuses strutures ombinatoires dé�nissant un matroïde(i.e. de nombreux hypergraphes dont les arêtes forment les bases d'un matroïde).Ceux que nous utilisons dans e mémoire sont les suivants.Matroïdes graphiques Soit G = (V,E) un (multi-)graphe. Soit F ⊆ P(E)la olletion des forêts de G. Alors M(G) = (E,F) est un matroïde. Un tel ma-troïde est aussi appelé matroïde des yles de G, ar les iruits deM(G) sontexatement les iruits de G.Matroïdes uniformes Soit V un ensemble �ni, n = |V | et b ∈ N. Soit F :=
{F ⊆ V | |F | ≤ b}, alors U b

n := (V,F) est un matroïde. Les iruits de U b
n sonttous les ensembles de ardinalité b+ 1.Matroïdes de partition Soit V un ensemble �ni et P = {P1, P2, . . . Pk} unepartition de V . Soit F := {F ∈ V | |F ∩ Pi| ≤ 1}, alors M = (V,F) est unmatroïde. Les iruits de M sont les paires d'éléments appartenant à une mêmelasse de P.



24 Tour d'horizon de la boîte à outils1.2 Complexité, approximation, orales et promessesLes bases de la théorie de la omplexité algorithmique sont disutées. Puis nousintroduisons des ra�nements utiles pour traiter de problématiques spéi�ques.1.2.1 Problèmes, langages et algorithmesL'aronyme Informatique signi�e : �traitement automatique de l'information�. Denombreuses (sinon la plupart) des problématiques de l'informatique théorique etdes mathématiques relèvent du traitement de l'information, dans le sens suivant.On dispose de données su�santes à la résolution d'un problème, mais es donnéesdoivent être traitées en vue de résoudre le problème et ela s'avère d'une di�ultéparfois inextriable. Le but de la théorie de la omplexité algorithmique est derendre ompte de la di�ulté de es traitements à deux niveaux. Premièrement,on souhaite mesurer la rapidité d'un algorithme donné. Deuxièment, on souhaiterendre ompte de la di�ulté intrinsèque à la résolution d'un problème, 'est-à-diredonner l'algorithme le plus rapide pour résoudre un problème donné. Puisque lathéorie de la omplexité algorithmique a pour voation d'analyser le traitement au-tomatique de l'information, il est néessaire de dérire les problèmes que l'on veutonsidérer en préisant omment l'information est disponible et e que l'on veuten faire. Le formalisme des problèmes spéi�e une tâhe à aomplir et les don-nées aessibles pour aomplir ette tâhe. Par exemple, �trouver une olorationminimum dans un graphe� peut être dérit par la spéi�ation suivante :[Color℄ Coloration minimum (version reherhe)Données : Un graphe G = (V,E), un entier k.Résultat : Une k-oloration de G (s'il en existe une, sinon renvoyer �non�).En pratique ('est-à-dire si on utilise un ordinateur), il est néessaire d'être extrê-ment rigoureux lorsque l'on spéi�e le format exat dans lequel le graphe doit êtredonné et le format dans lequel la oloration doit être rendue. En théorie ('est-à-dire du point de vue des mathématiques disrètes et de la théorie de la omplexité),es préisions n'ont souvent que peu d'intérêt. En pratique omme en théorie, unproblème est l'équivalent d'une spéi�ation : 'est une sorte de ahier des hargesqui demande de réaliser un travail générique (dans [Color℄, 'est �trouver une bonneoloration des graphes�). Le problème se spéialise en une in�nité de as partiu-liers, préisés par un ensemble de paramètres, les données. Chaque jeu de valeurspossibles pour les données est appelé instane du problème (dans [Color℄, uneinstane est �un graphe G et un entier k�). Pour haque instane, on doit réaliserle travail générique, dans un format préisé dans le résultat. En général, il peutexister plusieurs résultats valides pour une instane donnée, et il faut en hoisir



Complexité, approximation, orales et promesses 25un quelonque. En revanhe, s'il n'existe auun résultat valide, on doit renvoyer�non�. La formalisation lassique des problèmes fait appel à la théorie des langages.La raison est la suivante. Si le paragraphe i-dessus permet d'initier le néophyte,il sera ritiqué par l'÷il expert qui voit se pro�ler des ambiguïtés qui portent legerme de ontraditions. Nous dérivons don les bases néessaires de théorie deslangages.Un alphabet est un ensemble �ni. Pour un alphabet Σ (on peut onsidérer que
Σ = {0, 1}), un mot de longueur n est un élément de Σn. On note

Σ∗ := ∪n∈NΣnl'ensemble des mots sur Σ. Un langage est une partie de Σ∗. Un problème dedéision est un problème du type[DeideL℄ Reonnaissane du langage L ⊆ Σ∗Données : Un mot x sur ΣRésultat : �oui� si x ∈ L et �non� si x /∈ L.Mais omment peut-on savoir si x ∈ L si on ne onnaît pas L ? En général, on nepeut pas6. Plus préisément, il existe des langages qu'on ne peut pas reonnaîtreave un algorithme, 'est-à-dire, un proédé automatique qui fontionne en temps�ni pour toute instane. Ii, �automatique� signi�e qu'un algorithme s'érit ommeune suite �nies d'opérations onsidérées élémentaires7.En général, le résultat d'un problème n'est pas une réponse �oui/non�. Une manièrede s'a�ranhir de ette partiularité est de onsidérer un problème Π omme unepartie de Σ∗
1 × Σ∗

2. L'ensemble des instanes de Π est représenté par Σ∗
1 tandisque Σ∗

2 ontient les résultats possibles de toutes les instanes. (I, R) ∈ Σ∗
1 × Σ∗

2 siet seulement si la réponse R est un résultat valide pour l'instane I8. Il est alorspratique de onsidérer le résultat �non� omme un résultat partiulier, qui n'est pasun élément de Σ∗
2, mais qui orrespond au fait que pour l'instane I, il n'existe pasde R ∈ Σ∗

2 tel que (I, R) ∈ Π. Le problème de déision assoié à un problème
Π ⊆ Σ∗

1 × Σ∗
2 est le langage Πdec := {I ∈ Σ1 | ∃R ∈ Σ∗

2, (I, R) ∈ Π}1.2.2 Complexité algorithmique : FP, FNP, P, NP et o-NPComme il existe en général plusieurs algorithmes résolvant un problème donné, onsouhaite souvent en trouver un qui soit aussi rapide que possible. On formalise6C'est le Théorème d'indéidabilité de Turing.7Voir [123℄ pour une formalisation des algorithmes, par exemple ave les mahines de Turing.Cette formalisation ne semble toutefois pas néessaire pour les besoins de e mémoire.8Les problèmes dont la réponse est plus ompliquée que �oui/non� sont habituellement appelésFuntional problems [123℄.



26 Tour d'horizon de la boîte à outilshabituellement la rapidité d'un algorithme omme suit. On mesure la taille |I| dehaque instane I. Dans le adre des langages, si I ∈ Σn, on pose |I| = n. Parexemple, pour un graphe G = (V,E), on dé�nit habituellement |G| en fontion de
|E| et |V | (par défaut, 'est |V | + |E|). Autrement dit la taille d'un graphe 'estson nombre de sommets plus son nombre d'arêtes. On évalue ensuite, le tempsd'exéution de l'algorithme sur l'instane I, e que l'on représente la plupart dutemps par le nombre d'opérations élémentaires e�etuées. Pour une fontion f :
N→ N, on dit que l'algorithmeA a une omplexitéO(f(n)) s'il existe une onstante
c telle que pour toute instane I le temps d'exéution de A sur I est inférieur à
c.f(|I|). Un algorithme A est polynomial s'il existe un polyn�me p tel que A est deomplexité p(n). De manière équivalente, un algorithme est polynomial s'il existeun entier k tel que A est de omplexité O(nk). Un problème Π est de omplexité
O(f(n)) s'il existe un algorithme de omplexité O(f(n)) le résolvant. Un problèmeest don polynomial , s'il peut être résolu par un algorithme polynomial. FP9 estla lasse des problèmes polynomiaux. P est la lasse des problèmes de déisionpolynomiaux.FNP est la lasse des problèmes Π ⊆ Σ∗

1 × Σ∗
2 tels qu'il existe un polyn�me ptel que |R| ≤ p(|I|) pour tout (I, R) ∈ Π et tels que le langage {(x, y) ∈ Π} estpolynomial. NP10 est la lasse des problèmes de déision assoié à un problèmede FNP. Informellement, un erti�at NP d'un problème de déision Π est uneinformation supplémentaire que l'on peut assoier à haque instane �oui� I de Π,qui permet de véri�er failement (i.e. par un algorithme polynomial) que I est bienune instane �oui� de Π. Formellement, un erti�at NP est obtenu en onsidérantun résultat valide pour haque instane �oui� d'un problème Π′ ∈ FNP dont Π estle problème de déision assoié. Par exemple le problème suivant est dans NP :[Color(de)℄ Coloration minimum (version déision)Données : Un graphe G = (V,E), un entier k.Résultat : Existe-t-il une k-oloration de G (oui/non).Commentaires : NP ar une k-oloration est un erti�at NP.En e�et, on véri�e failement qu'une fontion ϕ : V −→ {1, 2, . . . k} est une olo-ration de G : il su�t de véri�er que ϕ(v) 6= ϕ(w) pour tout (v, w) ∈ E.De manière similaire, un erti�at o-NP est un erti�at qui permet de véri�erqu'on a bien a�aire à une instane non, et o-NP est la lasse des problèmes quiont un tel erti�at.S'il est en général aisé de aluler la omplexité d'un algorithme, il est souvent9Funtional Polynomial.10Une dé�nition équivalente de NP, basée sur les mahines de Turing, est à l'origine du nomNP : non-deterministi polynomial.



Complexité, approximation, orales et promesses 27très dur d'estimer elle d'un problème. En partiulier, les questions suivantes sontatuellement parmi les plus importantes à la fois en mathématiques et en informa-tique théorique.Question 1.4 P ?
= NPQuestion 1.5 NP ?

= o-NPQuestion 1.6 P ?
= NP ∩ o-NPLa première de es trois questions est la plus élèbre, mais les deux autres ontde bonnes hanes d'être plus intéressantes enore. Nous élairons l'enjeu de esquestions dans la setion suivante à l'aide du onept de rédution. Par ailleurs,s'il est bien onnu que P = NP si et seulement si FP = FNP [123℄, l'équivaleneentre problèmes de reherhes et problèmes de déisions néessiterait une longuedisussion [15, 118, 124℄ ar elle soulève des problématiques spéi�ques non-résoluesaujourd'hui.1.2.3 Orales de résultats, rédutions et omplétudeL'intérêt que susite la théorie de la omplexité algorithmique tient probablementbeauoup dans le fait qu'elle permet de omparer la di�ulté de problèmes issusde domaines a priori très éloignés. Grâe aux orales et aux rédutions, es om-paraisons sont souvent possibles même si l'on ne onnaît pas la omplexité desproblèmes en question.Un orale est une opération élémentaire (virtuelle) que l'on ajoute aux opérationsque peut réellement e�etuer la mahine. Par exemple, un orale pour le problème[Color℄ est une opération virtuelle qui lit une instane (G, k) de [Color℄ et renvoie(omme par magie) une k-oloration de G.Un problème Π1 se réduit au sens de Turing à un problème Π2 s'il existe unalgorithme A résolvant Π1 en ayant un orale pour résoudre Π2 à disposition. C'estune rédution deCook si l'algorithmeA est polynomial. Considérons par exemplele problème de fatorisation des entiers.[Fator℄ Fatorisation des nombres entiersDonnées : Un nombre entier nRésultat : Une liste p1, p2, . . . , pk de nombres premiers tels que n = Πk

i=1piNotons que les entrées numériques sont odées en ériture binaire. La taille de nest don |n| = log(n). Un algorithme qui essaye tous les nombres de 1 à n (oumême √n) omme diviseurs de n est don de omplexité exponentielle en |n|. Bien



28 Tour d'horizon de la boîte à outilsque [Fator℄ ne soit pas un problème de déision, le problème suivant permet deomparer [Fator℄ ave les problèmes de déision.[LFat℄ Langage de déision équivalent à [Fator℄Données : Deux nombres entiers n et aRésultat : Existe-t-il un entier d ≤ a tel que d divise n ?Commentaires : NP ∩ o-NP. S'il existe, un diviseur d ≤ a est un erti�at NP.Sinon, la liste des fateurs premiers de n est un erti�at o-NP.La liste des fateurs de n est bien un erti�at o-NP de [LFat℄ ar on peuterti�er polynomialement qu'un entier est premier (en fait, on peut même déiderpolynomialement si un entier est premier [2℄).Pour trouver un fateur de n polynomialement ave un orale pour [LFat℄, on pro-ède par dihotomie sur l'intervalle [1..n]. Cela prend un temps O(log(n)). Comme
n a au plus log2(n) fateurs, on peut fatoriser omplètement n ave un algorithmede omplexité O((log(n))2) = O(|n|2).Si P = NP ∩ o-NP, alors il existe un algorithme polynomial pour fatoriser lesnombres entiers. Le protoole de ryptographie RSA atuellement répandu pourséuriser les transations �nanières se base sur la di�ulté de la fatorisation desentiers. Aussi, sous l'éventualité que P = NP ∩ o-NP, 'est peut-être bien plusque le million de dollars qu'o�re la fondation Clay pour la réponse à P = NP quiest en jeu.Une autre rédution, proposée par Karp, est habituellement utilisée pour omparerles problèmes de déision entre eux. Un problème de déision Π1 se réduit polyno-mialement (au sens de Karp) à un problème de déision Π2 s'il existe une fontion
ϕ des instanes de Π1 dans les instanes de Π2 telle que,i) ϕ(I) ∈ Π2 si et seulement si I ∈ Π1,ii) ϕ est alulable en temps polynomial.Un problème Π1 est NP-dur si tout problème Π ∈ NP se réduit polynomialementau sens de Turing à Π1. Un problème de déision Π1 est NP-omplet si Π1 ∈NP et si tout problème Π ∈ NP se réduit polynomialement au sens de Karp à
Π1

11. L'existene des problèmes NP-omplets est en soi un fait surprenant : pourbeauoup de lasses de omplexité et notament NP ∩ o-NP, on ne onnaît pas deproblèmes omplets. Grâe au travail de Cook, on sait que [SAT℄ est NP-omplet.En pratique, pour prouver qu'un problème Π est NP-dur (ou NP-omplet), onréduit un problème déjà onnu pour être NP-omplet (par exemple [SAT℄) à Π.Si P 6=NP, auun problème NP-omplet ne peut être résolu par un algorithme po-11Les liens entre les rédutions de Cook et de Karp (et d'autres) soulèvent des problématiquesspéi�ques et sont disutées dans [123℄.



Complexité, approximation, orales et promesses 29lynomial. Mais sous ette éventualité, il reste envisageable que NP=o-NP, e quipourrait être une avanée sans préédent pour les mathématiques disrètes, artous les problèmes NP-omplets béné�ieraient d'une justi�ation ourte que lesinstanes �non�, sont bien des instanes �non�.1.2.4 Orales de données : �Comment poser la question quandla taille des données est trop grosse�Le titre de ette setion peut paraître absurde : si l'on veut résoudre un problème,il faut bien ommener par prendre onnaissane des données. . . Cette intuitionse révèle fausse quand ertaines informations disponibles sont redondantes voiresuper�ues pour résoudre le problème qui nous intéresse. Parfois même, un aèstrès sobre à es informations est su�sant. Lorsque nous herhons un mot dansun ditionnaire, par exemple, nous ne prenons pas d'abord onnaissane de laliste des mots et de l'endroit ou ils sont dé�nis pour ensuite retrouver la page quinous intéresse. La plupart des gens utilisent une forme de reherhe dihotomiquequi leur permet d'examiner une in�me quantité d'information ontenue dans leditionnaire avant de trouver le mot qu'ils herhent. Dans ertains problèmes,il sera don plus naturel de onsidérer l'aès aux données omme une opérationélémentaire supplémentaire, ar l'information disponible est démesurément grandepour résoudre le problème qui nous onerne. Pour donner un sens à la omplexitédes problèmes et des algorithmes, il semble ependant néessaire de mesurer lataille des instanes. Pour ela on sépare l'information disponible en deux parties :� Les données �véritables�, dont la taille sert de mesure pour la taille de l'instane.� Un orale, apte à délivrer des informations omplémentaires sur demande. L'in-formation ontenue dans l'orale n'est pas diretement prise en ompte dans lesaluls de omplexitéConsidérons le problème suivant :[Ditionnary℄ Reherhe d'un mot dans un ditionnaireDonnées : Un entier n (le nombre de pages du ditionnaire), un mot m.Orale : Données: un mot m et un numéro de page t. Résultat: le mot m est-ildé�ni à la page t, avant ou après ?Résultat : Le numéro de la page où est dé�ni le mot m.Le problème [Ditionnary℄ est soluble en temps O(log(n)), 'est à dire en tempspolynomial dans la taille |n| = log(n) du nombre n de pages d'un ditionnaire (no-tons que e nombre de pages est néessaire pour démarrer un proédé de reherhedihotomique). Si et exemple est trivial, d'autres le sont beauoup moins, ommeles algorithmes d'optimisation dans les matroïdes [129℄, la minimisation des fon-tions sous-modulaires [91, 129℄ ou la méthode de l'ellipsoïde pour résoudre ertains



30 Tour d'horizon de la boîte à outilsprogrammes linéaires ayant un grand nombre de ontraintes [91℄.Evidemment, 'est la struture très partiulière de es problèmes qui permet d'avoirun algorithme polynomial. Faute de reposer sur une struture partiulière, la naturedu problème nous ontraint à poser beauoup de questions à l'orale pour avoir suf-�sement d'information. On obtient don souvent des résultats de non-polynomialité(indépendamment de P ?
= NP) pour des problèmes de e type. Comme exemplesitons la taille d'un plus ourt iruit dans un matroïde [103℄, la reherhe d'unpoint �xe dans le théorème de Brouwer-Sperner [95℄, ou enore une a�etation dansle ÷ur d'un jeu oopératif (Setion 1.4).

1.2.5 Problèmes numériquesLes problèmes numériques sont eux dont les données ontiennent des nombres,[Fator℄ est un exemple. Il existe au moins trois modèles permettant d'appréierl'in�uene des nombres dans la ompléxité. Le modèle binaire onsiste à onsidé-rer un nombre omme une donnée binaire quelonque : on onsidère que le nombre
n a une taille |n| = log(n + 1) dans les données. Par défaut, 'est dans e modèleque les notions de polynomialité et NP-ompletude sont dé�nies.Dans le modèle unaire les nombres sont odés en unaire (i.e. le nombre n estreprésenté par n bâtons). La taille du nombre n dans les données est alors n. Unalgorithme (respetivement, un problème) polynomial dans le modèle unaire estpseudo-polynomial . Un problème NP-dur (respetivement, NP-omplet) dans lemodèle unaire est fortement NP-dur (respetivement, fortement NP-omplet).Un troisième modèle de alul, le modèle arithmétique onsidère la taille detout nombre omme onstante (= 1). De plus les quatre opérations +,−, ∗, / sontonsidérées omme élémentaires (et prennent un temps onstant).La polynomialité dans le modèle binaire implique la polynomialité dans le modèleunaire, mais la polynomialité du modèle arithmétique est inomparable ave lesdeux autres modèles [91℄. Un algorithme (respetivement, un problème) est forte-ment polynomial s'il est polynomial à la fois dans le modèle binaire et dans lemodèle arithmétique.L'opération partie entière, (i.e. x 7→ ⌈x⌉) n'est pas polynomiale dans le modèlearithmétique (elle ne peut pas être e�etuée ave un nombre onstant d'appels auxquatre opérations élémentaires). Un algorithme (respetivement, un problème) estsemi-fortement polynomial s'il est polynomial à la fois dans le modèle binaire etdans le modèle arithmétique en onsidérant la partie entière omme une opérationélémentaire.



Complexité, approximation, orales et promesses 311.2.6 Optimisation et Approximation : �Comment faire bienquand on ne peut pas faire parfaitement�Pour de nombreux problèmes NP-durs, il existe des algorithmes rapides donnantdes solutions satisfaisantes. La théorie de l'approximation permet de juger de laqualité des solutions que fournit un algorithme pour un problème d'optimisation.Un problème d'optimisation est un problème auquel un ajoute un ritère pourjuger de la qualité des solutions. Par exemple, le problème [Color℄ peut être trans-formé en problème d'optimisation :[Color(opt)℄ Coloration minimum (version optimisation)Données : Un graphe G = (V,E).Résultat : Une k-oloration de G.Mesure : k, à minimiser.En passant du problème [Color℄ au problème [Color(opt)℄, on augmente l'ensembledes réponses possibles que peut renvoyer l'algorithme (n'importe quelle olorationest maintenant une réponse valide), e que l'on ompense par un ritère à optimiserjugeant de la qualité des solutions. Pour omparer deux algorithmes traitant d'unproblème d'optimisation, on utilise non seulement leur omplexité respetives maisaussi la qualité des solutions qu'ils renvoient. De même que pour la omplexité, onjuge souvent de la qualité dans le pire as. Plusieurs ritères sont toutefois possibles.Considérons un problème de minimisation12 Π, une fontion ρ : N → R et unalgorithme A pour Π. Pour toute instane I, soit solA(I) la mesure de la solutionrenvoyée par A sur I et opt(I) la mesure d'une solution optimale. A est une ρ-approximation de Π si :� A est un algorithme polynomial� solA(I) ≤ opt(I)ρ(|I|) pour tout instane IUn problème est ρ-approximable s'il a une ρ-approximation. De nombreux pro-blèmes sont approximables à rapport onstant, 'est-à-dire qu'ils sont c-approximablepour un ertaine onstante c. Le rapport d'approximation ρ∗(Π) d'un problème
Π est l'in�mum des c ∈ R ∪ {+∞} tel qu'il existe une c-approximation pour Π.Une notion moins ourante onsiste à mesurer l'éart entre l'optimum et la solutionfournie, de manière non pas multipliative mais additive. A est une approximationà di�érene au plus δ pour Π si� A est un algorithme polynomial� solA(I) ≤ opt(I) + δ pour tout instane IOn dé�nit δ∗(A) et δ∗(Π) de manière analogue à ρ∗(A) et ρ∗(Π).12Le as de la maximisation est traitable de manière similaire [123℄, mais ne sera pas utilisédans e mémoire.



32 Tour d'horizon de la boîte à outilsL'approximation à di�érene bornée est partiulièrement utile pour les problèmesde oloration des arêtes d'un graphe omme illustré par le Théorème de Vizing.Théorème 1.7 [129℄ Pour tout graphe simple G,(1.13) ∆(G) ≤ χ(L(G)) ≤ ∆(G) + 1De plus une ∆(G) + 1-oloration de L(G) peut être trouvée en temps polynomial.Autrement dit, le problème de oloration minimum est approximable à di�éreneau plus 1 dans les line-graphes. D'un autre �té, si P 6= NP , omme [Color(de)℄ estNP-omplet pour k = 3 dans les line-graphes [97, 129℄, δ∗[Color(Line−graphs)] =
1 et [Color(opt)℄ n'est pas approximable ave un ratio inférieur à 4/3 − ǫ pour
ǫ > 0. Quand l'algorithme de Vizing donne une k-oloration, on a une k/(k − 1)approximation de χ(L(G)). Comme on peut déider si χ(L(G)) = 1 ou 2, on aen fait ρ∗[Color(Line − graphs)] = 4/3. Le fait que le problème de oloration desarêtes ne soit pas mieux que 4/3 approximable ahe sa très bonne approximabilitépour les graphes ayant un grand degré maximum.1.2.7 Promesses et robustesse : �Résoudre un problème seule-ment sur des instanes partiulières�Le adre des promesses donne un sens simple et naturel et préis à la restritiond'un problème à une lasse d'instanes partiulières.Dans de nombreuses appliations des problèmes d'ordonnanement hromatique,on sait a priori que le graphe que l'on doit olorier possède ertaines propriétés(line-graphe, graphe d'intervalle. . . ). Il apparaît que des phrases omme �résoudreun problème sur les graphes qui ont la propriété p� prête à onfusion au niveau dela théorie de la ompléxité.Si la propriété p est failement déidable (i.e. p est une propriété polynomiale), onpeut se permettre de la véri�er avant de résoudre le problème de oloration quinous intéresse Les as ambigüs apparaissent quand la propriété p est omplexe àreonnaître, ar parfois, le problème de oloration est quand même faile à résoudresur tous les graphes qui ont la propriété p13.Un survey sur les problèmes de promesses est disponible dans [86℄. Une promesseest une propriété (vraie ou fausse) dé�nie sur les instanes d'un problème. Le résul-tat d'un problème de promesse est dé�ni seulement sur les instanes qui satisfontla promesse. Autrement dit, un algorithme A résout un problème de promesse Π si� A renvoie quelque hose pour toute instane de Π,� A renvoie un résultat (orret) pour toute instane de Π satisfaisant la promesse.13La oloration des graphes parfaitement ordonnables (sous-lasse de graphe parfaits dont lareonnaissane est NP-omplète) est un bon exemple.



Complexité, approximation, orales et promesses 33Si un algorithme A résout un problème de promesse Π, le problème spéi�ant Aest une réalisation de Π. Dans le as partiulier des problèmes de déision, unproblème de promesse est équivalent à une partition des instanes en trois lasses :les instanes �oui�, les instanes �non� et les instanes non-spéi�ées (pour lesquelleson peut répondre soit oui soit non). SoitNPP (respetivement o-NPP) la lassedes problèmes de promesses qui ont une réalisation NP (respetivement o-NP).Le onept de problèmes de promesses est dû à Even, Selman et Yaobi [73℄ quiont observé que le problème suivant est NP-dur.[ExSAT℄ Satisfaisabilité ExlusiveDonnées : Deux instanes I1 et I2 de SATPromesse : Exatement une des deux instanes I1 et I2 est satisfaisableRésultat : I1 est-elle satisfaisable ?Commentaires : NP-dur. NPP ∩ o-NPPEn un sens, [ExSAT℄ semble bien aratérisé : si I1 est satisfaisable, on le prouveave une a�etation des variables de I1, sinon, ave une a�etation des variablesde I2. Argumentons en quoi e problème n'est pas bien aratérisé. [ExSAT℄ estdans NPP : {(I1, I2) | I1 est satisfaisable } est une réalisation NP. [ExSAT℄ est danso-NPP : {(I1, I2) | I2 est satisfaisable } est une réalisation o-NP. Cependant, nousne onnaissons pas de réalisation NP ∩ o-NP pour [ExSAT℄ (et omme [ExSAT℄est NP-dur, il n'y en a pas à moins que NP = o-NP). La preuve de NP-di�ultéde [ExSAT℄14 suggère que le fait de devoir répondre pour toute instane n'est pasaussi anodin qu'il y parait à première vue. On pourrait essayer de remettre leparadigme des promesses en question, mais à notre onnaissane, il n'existe pasd'autre formalisation pour les questions du genre : �Quelle est la ompléxité duproblème de oloration pour les graphes G tels que χ(G) = ω(G)� (nous traitonsela dans la Proposition 2.5).La robustesse est un onept informel équivalent à elui des promesses. Le termerobustesse semble partiulièrement utilisé quand la promesse est dans o-NP15.14Pour résoudre une instane I de [SAT℄, on onsidère les deux instanes I ′ et I ′′ obtenuesen �xant la première variable de I à vrai et faux respetivement. Si l'on dispose d'un oralepour résoudre [ExSAT℄, on l'applique à (I ′, I ′′) (ela permet de déterminer le bon hoix pour lapremière variable, lorsque e hoix s'impose). Dans tous les as, la réponse de l'orale permet dehoisir une des deux instanes entre I ′ et I ′′ qui est satisfaisable si et seulement si I l'est. Onitère ensuite e proédé pour éliminer l'ensemble des variables.15L'existene de sous-lasses de TFNP ayant des problèmes omplets est le meilleur indie dela profondeur des questions liées à l'existene d'algorithmes robustes. L'importane de ertainsproblèmes dans la lasse TFNP [15, 118, 124, 123℄ (en partiulier, la fatorisation des entiers et lareherhe de point �xes pour le Théorème de Brouwer-Sperner) inite à une étude plus profonde dee type de questions. En partiulier, la réduibilité entre les problèmes de TFNP et les problèmesde NP ∩ o-NP semble quasiment inomprise (le problème de la fatorisation mis-à-part). Leonept d'existentially polynomial theorem [40℄ est orienté vers les mêmes problématiques, maissemble ne pas avoir atteint la même maturité que l'étude de TFNP.



34 Tour d'horizon de la boîte à outilsCette observation nous inite à proposer la dé�nition (informelle) suivante. Unproblème de robustesse est un problème de promesse ave un format de résultatalternatif. Un algorithme A résout un problème de promesse Π de manière robustesi� A renvoie un résultat pour toute instane de Π satisfaisant la promesse.� A renvoie un résultat ou une alternative pour toute instane de Π.Par exemple, le Théorème fort des graphes parfaits implique que le problème suivantpeut être résolu de manière robuste.[Colorparf℄ Coloration des graphes parfaits (version robuste)Données : Un graphe G = (V,E).Promesse : G est parfait.Résultat : Une ω(G)-oloration de G.Alternative : un trou impair ou un anti-trou impair de G.Ce problème est robuste polynomial , 'est-à-dire peut être résolu de manièrerobuste en temps polynomial. En e�et, on peut ombiner l'algorithme de olorationdes graphes parfaits de [91℄ et l'algorithme de reonnaissane des graphes parfaitsde [45℄, pour toujours donner une réponse valide. Il est ependant envisageableque le problème puisse être résolu de manière plus simple qu'en passant par lareonnaissane des graphes parfaits, omme remarqué dans [40℄. Notons par ailleursqu'il n'est pas néessaire a priori de savoir reonnaître la promesse pour avoir unalgorithme robuste polynomial. La programmation linéaire en nombres entiers surles polyèdres entiers illustre ette remarque à merveille (voir Setion 1.3.2.3).1.3 Programmes linéaires et relations min-max1.3.1 Polyèdres, programmation et dualité linéaire1.3.1.1 Desription par des générateursUne ombinaison linéaire d'une famille v1, v2, . . . vm de veteurs de Rn est unveteur de la forme v = λ1v1 + λ2v2 + . . . λmvm ave λi ∈ R. Si λi ≥ 0 pour tout
i, alors v est une ombinaison �nique. Si Σiλi = 1, alors v est une ombi-naison a�ne. Une ombinaison onvexe est une ombinaison à la fois a�neet �nique. L'enveloppe onvexe, conv(v1, v2, . . . vm) (respetivement, �nique,
cone(v1, v2, . . . vm)) est l'ensemble des ombinaisons onvexes (respetivement, o-niques) des veteurs v1, v2, . . . vm.



Programmes linéaires et relations min-max 351.3.1.2 Desription par des ontraintesUn demi-espae de Rn est un ensemble de la forme : {x | aTx ≤ b}, où a ∈ Rn et
b ∈ R. Un polyèdre est l'intersetion d'un nombre �ni de demi-espaes, autrementdit un polyèdre est un ensemble P de la forme P = {Ax ≤ b} où A est une matrieréelle de taillem×n et b ∈ Rm. L'inégalité cTx ≤ β est onséquene des inégalités
{Ax ≤ b} s'il existe y ≥ 0 tel que cT = yTA et yT b ≤ β. On onsidère souventdes systèmes de la forme {Ax ≤ b, x ≥ 0}, e que l'on transforme failement ensystème de la forme {A′x ≤ b′}, et réiproquement.1.3.1.3 Programmation linéaireLa programmation linéaire onsiste à optimiser une fontion linéaire sur un poly-èdre. Autrement dit, un programme linéaire s'érit sous la forme :

max cTx(1.14)(i)
Ax ≤ b(ii)
x ≥ 0(iii)Une solution réalisable est un veteur x qui satisfait (1.14)(ii). Une solutionoptimale est une solution réalisable x∗ qui est argument du maximum dans (1.14).1.3.1.4 Farkas-Minkowski-Weil et dualitéLe théorème suivant est habituellement attribué à Motzkin :Théorème 1.8 (de double représentation des polyèdres) P ⊆ Rn est un po-lyèdre si et seulement s'il existe {v1, v2, . . . vt} et {w1, w2, . . . ws} tels que P =

cone(v1, v2, . . . vt) + conv(w1, w2, . . . ws).Autrement dit, un ensemble est �niment ontraint si et seulement s'il est �nimentgénéré. Malgrè sa beauté, le Théorème 1.8 ne donne pas d'expliations à la solubilitéen pratique de la programmation linéaire. En revanhe, le lemme suivant donne unearatérisation o-NP de la solubilité d'un système linéaire :Lemme 1.9 (Farkas) Pour toute matrie réelle A ayant m lignes et tout veteur
b ∈ Rm, exatement une des deux propriétés suivantes est vraie :i) il existe x ≥ 0 tel que Ax ≤ b ;ii) il existe y ≥ 0 tel que yTA ≥ 0 et yT b < 0



36 Tour d'horizon de la boîte à outilsDe manière analogue, à tout programme linéaire, on peut assoier un programmedual dont les solutions optimales donnent une aratérisation NP de l'optimalitédes solution réalisables primales. Par exemple, le programme dual de (1.14) est
min bTy(1.15)(i)
yTA ≥ c(ii)
y ≥ 0(iii)Le terme de dual vient du fait qu'en passant deux fois au dual, on retrouve leprogramme originel.Théorème 1.10 (de dualité de la programmation linéaire) Pour toute ma-trie réelle A ayant m lignes et n olonnes, tout b ∈ Rm et tout c ∈ Rn, on a(1.16) max{cTx |Ax ≤ b, x ≥ 0} = min{bT y | yTA ≥ c, y ≥ 0}pourvu qu'il existe un x et un y réalisables.Chaun des programmes du Théorème 1.10 a un optimum in�ni si et seulement sison dual n'a pas de solution réalisable.

1.3.1.5 Complexité de la programmation linéaireKhahiyan a montré que la méthode de l'ellipsoïde permet de résoudre le problèmesuivant en temps polynomial (les données sont en omposantes rationelles) :[LinearProg℄ Programmation linéaire (Optimisation)Données : Une matrie A et deux veteurs b et c.Résultat : Une solution optimale de max{cTx |Ax ≤ b}En fait, l'analyse de l'algorithme de l'ellipsoïde indique qu'il n'est pas néessaire quele système soit expliitement donné [91, 129℄. A la plae, il su�t de disposer d'unorale de séparation : 'est-à-dire, une proédure qui, étant donné un veteur x,soit a�rme que x satisfait le système linéaire, soit fournit une inégalité valide pourle système mais violée par x. D'un autre �té, il est lair que si on peut optimiserpour tout objetif, alors on peut aussi séparer. On obtient don que �séparer estéquivalent à optimiser� [91, 129℄.



Programmes linéaires et relations min-max 371.3.2 Polyèdres entiers, programmation et dualité entière1.3.2.1 Programmation linéaire en nombres entiersUn programme linéaire en nombres entiers ou PLNE 16 onsiste à maximiserune fontion linéaire sur l'ensemble des veteurs entiers d'un polyèdre. Ce modèlepermet de modéliser aisément la plupart des problèmes d'optimisation ombina-toire. Cependant, la programmation linéaire en nombres entiers est un problèmeNP-omplet. Plus formellement,[ILP℄ Programmation linéaire en nombres entiersDonnées : Une matrie A, deux veteurs b, c et k ∈ QRésultat : Est-e que max{cTx |Ax ≤ b, x ∈ Nm} ≥ k ?Commentaires : NP-omplet, même si c = 1 et A n'a qu'une ontrainte [128℄.Notons qu'optimiser une fontion linéaire sur un ensemble X est équivalent à op-timiser ette fontion sur l'enveloppe onvexe17 de X :Proposition 1.11 Pour X ⊆ Rn et c ∈ Rn, on a(1.17) sup{cTx | x ∈ X} = sup{cTx | x ∈ onv(X)}Pour un polyèdre P ⊆ Rn, notons PI l'enveloppe onvexe de ses points entiers.(1.18) PI := onv(P ∩ Zn)Malgrè (ou plut�t grâe à) sa di�ulté, la programmation linéaire en nombresentiers a partiipé au développement de rihes théories. Nous en survolons quelques-unes dans les setions suivantes.1.3.2.2 Dualité faible et relaxation linéaireProposition 1.12 (Dualité faible pour les PLNE) Pour toute matrie A ettous veteurs b, c, on a(1.19) max{cTx |Ax ≤ b, x ∈ Nn} ≤ min{bT y | yTA ≥ c, y ∈ Nm}Il y a un saut de dualité18 lorsque l'inégalité (1.19) est strite. Pour prouver ladualité faible, on utilise généralement le onept suivant, qui permet de prouver un16integer linear program ou ILP.17En fait, la linéarité de la fontion objetif n'est pas néessaire dans la Proposition 1.11 arl'observation se généralise à la maximisation d'une fontion onvexe.18duality gap.



38 Tour d'horizon de la boîte à outilspeu plus. Pour un programme linéaire en nombres entiers,(1.20) max{cTx |Ax ≤ b, x ∈ Nn}le programme linéaire relaxé assoié, max{cTx |Ax ≤ b, x ≥ 0} est obtenu enoubliant la ontrainte d'intégralité des solutions. La Proposition 1.13 donne lesrelations entre programmes entiers et relaxés.Proposition 1.13 Pour toute matrie A et tous veteurs b, c, on a(1.21) max{cTx |Ax ≤ b, x ∈ Nn}
(a)

≤ max{cTx |Ax ≤ b, x ≥ 0}

(b)
= min{bT y | yTA ≥ c, y ≥ 0}

(c)

≤ min{bTy | yTA ≥ c, y ∈ Nm}Preuve(a) Lors de la relaxation, on maximise sur un ensemble plus grand (Nn ⊂ Rn
+) et lasolution du programme relaxé est don supérieure ou égale à elle du programmeen nombres entiers.(b) est le Théorème de dualité de la programmation linéaire.() L'argument est similaire à elui de (a).

2S'il est aisé d'obtenir une borne inférieure pour (1.20) (ar tout x entier tel que
Ax ≤ b donne une telle borne), il est moins trivial d'obtenir une borne supérieure.C'est l'une des motivations pour étudier le programme(1.22) min{bTy | yTA ≤ c, y ≥ 0}En e�et, toute solution de (1.22) donne une borne supérieure à l'optimum de (1.20).En partiulier, on peut résoudre (1.22) à l'optimum en temps polynomial (au moinslorsque A, b et c sont donnés de manière expliite). Toutefois la qualité d'une telleborne supérieure dépend du système onsidéré ar l'éart entre (1.20) et (1.22) peuts'avérer arbitrairement grand. Il est souvent intéressant d'interprêter le programme(1.22) ave des ontraintes d'intégralité : lorsque toutes les inégalités de (1.21)sont serrées, on obtient une relation min-max. Dans les prohaines setions, nousdisutons les théories assoiées aux as où l'une, voire les deux inégalités de (1.21)sont serrées.1.3.2.3 Polyèdres entiersUn polyèdre est entier s'il est égal à l'enveloppe onvexe des points entier qu'ilontient. Autrement dit, P est entier si P = PI . Le Théorème suivant, dû à Ed-monds et Giles [128, 129℄ aratérise les polyèdres entiers omme eux pour lesquelsl'inégalité (1.21)(a) est serrée indépendamment de la fontion objetif. Plus préi-sément :



Programmes linéaires et relations min-max 39Théorème 1.14 Soit P = {x |Ax ≤ b, x ≥ 0}. Les onditions suivantes sontéquivalentesi) P est un polyèdre entier.ii) max{cTx | x ∈ P} est atteint par un point entier pour tout c ∈ Rn (pourvuque le maximum soit �ni).iii) La valeur de max{cTx | x ∈ P} est entière pour tout c ∈ Nn (pourvu que lemaximum soit �ni).On peut résoudre la programmation linéaire en nombres entiers en temps polyno-mial quand le système d'inégalités dé�nit un polyèdre entier (ela se réduit essen-tiellement à résoudre le programme linéaire relaxé).[ILPinIntegerPolyhedra℄ PLNE dans les polyèdres entiersDonnées : Une matrie A, deux veteurs b et c.Promesse : {x|Ax ≤ b, x ≥ 0} est un polyèdre entier (non-vide et borné).Résultat : Une solution optimale entière de max{cTx |Ax ≤ b, x ≥ 0}.Alternative : Un sommet non-entier de max{cTx |Ax ≤ b, x ≥ 0} (ou une in-égalité onséquene de {Ax ≤ b, x ≥ 0} montrant que e système n'a pas desolution)Commentaires : Robuste Polynomial [128℄.Malheureusement, auune méthode générale n'est onnue pour reonnaître les po-lyèdres entiers, et pour ause : reonnaître les polyèdres entiers est un problèmefortement o-NP-omplet [126℄. Nous proposons quelques ra�nements du résultatde [126℄ et de sa preuve. Le problème que nous onsidérons est :[IntegerPolyhedra℄ Reonnaissane des polyèdres entiersDonnées : Une matrie A et un veteur bRésultat : Est-e que {x |Ax ≤ b} est un polyèdre entier ?Théorème 1.15 [IntegerPolyhedra℄ est un problème o-NP-omplet, même si l'onse restreint à un système de la forme(1.23) {A1x ≤ 0, A2x ≥ 0, aT
3 x = 1}où les matries A1, A2 et le veteur a3 sont à oe�ients {0, 1}.Papadimitriou et Yannakakis [126℄ ommentent qu'il aurait été surprenant que l'onpuisse reonnaître les polyèdres entiers ar ela aurait permis de savoir pour quelssystèmes on peut utiliser une tehnique de programmation linéaire pour résoudreun PLNE indépendamment de la fontion objetif. Notons que pour une fontionobjetif donnée, 'est non-seulement l'existene d'un optimum entier, mais aussil'optimisation sous promesse d'optimalité entière qui sont NP-dures :



40 Tour d'horizon de la boîte à outils[IntegerVertex℄ Sommet entier d'un système linéaireDonnées : Une matrie A, un veteur bRésultat : Est-e que {x |Ax ≤ b} a un sommet entier ?[ILPinIntegerVertex℄Données : Une matrie A, deux veteurs b, cPromesse : max{cTx |Ax ≤ b, x ≥ 0} est atteint par un sommet entierRésultat : Un sommet optimal entier pour max{cTx |Ax ≤ b, x ≥ 0}.Théorème 1.16 [IntegerVertex℄ est NP-omplet et [ILPinIntegerVertex℄ est NP-dur, même si l'on se restreint à un système de la forme(1.24) {A1x ≤ 0, A2x ≥ 0, aT
3 x = 1}et que les matries A1, A2 et les veteurs a3 et c sont à oe�ients {0, 1}.Le reste de la Setion 1.3.2.3 est onsaré aux preuves des Théorèmes 1.15 et 1.16,dont nous ommençons par donner les grandes lignes :Idée de preuve L'existene d'un iruit Hamiltonien dans un digraphe se réduitaux problèmes onsidérés. Pour ela, on assoie un polytope P à un digraphe Dde manière à e que les sommets de P soient en bijetion ave les iruits de D.On onstruit d'abord P de manière à e que seuls les sommets de P assoiés auxiruits Hamiltoniens de D ne soient pas des veteurs entiers. Une onstrutionsimilaire permet que seuls les iruits Hamiltoniens donnent des veteurs entiers.

2Soit D = (V,A) un digraphe. Une irulation sur D est une fontion x : A→ R+telle que(1.25) x(δin(v))− x(δout(v)) = 0 pour tout v ∈ VAutrement dit, x est une irulation si pour haque sommet du graphe, la sommedes valeurs entrantes est égale à la somme des valeurs sortantes. L'ensemble desirulations étant dé�ni par un ensemble �ni de ontraintes linéaires, 'est un �nepolyédral. L'ensemble des générateurs de e �ne est donné par un résultat de baseen théorie des �ots (voir [129℄, Théorème 11.1).Proposition 1.17 Les rayons extrêmes du �ne des irulations d'un digraphe Dsont les veteurs aratéristiques des iruits de D (à multipliation par un salaireprès).Notons CD le �ne des irulations de D et pour α > 0 onsidérons le polyèdre(1.26) Cα
D := CD ∩ {x ∈ RA | 1Tx = α}Une onséquene immédiate de la Proposition 1.17 est :



Programmes linéaires et relations min-max 41Proposition 1.18 Pour tout digraphe D et tout α > 0, l'ensemble des iruits de
D est en bijetion ave les sommets du polyèdre Cα

D de la manière suivante :
C ←→ α

1C

| C |(où 1C est le veteur aratéristique du iruit C). 2Les preuves des Théorèmes 1.15 et 1.16 utilisent une rédution à partir du problèmesuivant.[HamiltonOriented℄ Ciruit Hamiltonien dans les digraphesDonnées : Un digraphe simple D = (V,A)Résultat : D a-t-il un iruit Hamiltonien ?Commentaires : NP-omplet.Il nous faut toutefois supposer que le digraphe utilisé dans la rédution a un nombrepremier de sommets. La Proposition 1.19 montre que ette supposition ne rend pasle problème d'Hamiltoniité plus faile.[HamiltonOrientedPrime℄Données : Un digraphe simple D = (V,A)Promesse : |V | est un nombre premier.Résultat : D a-t-il un iruit Hamiltonien ?Proposition 1.19 [HamiltonOrientedPrime℄ est NP-dur.PreuveOn réduit [HamiltonOriented℄ à [HamiltonOrientedPrime℄. SoitD = (V,A)un digraphe. Soit p un nombre premier19 tel que |V | ≤ p < 2|V |. On onstruit undigraphe D′ qui a p sommets et qui est Hamiltonien si et seulement si D l'est. Si
|V | est premier, on prend D′ := D. Sinon, soit v ∈ V un sommet arbitraire. D′ estobtenu en élatant v en deux sommets (l'un ontenant les ars de δin

D (v) et l'autreontenant les ars δout
D (v)). Les deux sommets sont liés par un hemin Pt ayant

t := p− |V | ars (voir Figure 1.1).
2Proposition 1.20 Soit D = (V,A) un digraphe ayant un nombre premier p = |V |de sommets.i) C(p−1)!

D est un polyèdre entier si et seulement si D n'est pas Hamiltonien.ii) Cp
D a un sommet entier si et seulement si D est Hamiltonien.Preuve Les oordonnées non-nulles des sommets de Cα

D sont de la forme α/|C| où
C est un iruit de D. Il su�t de noter que pour tout iruit de D :19un tel nombre existe toujours [3℄ (et on peut le trouver en temps polynomial par reherheexhaustive, ar on veut trouver p (et erti�er sa primalité) en temps polynomial en |V | et non en
log(|V |)).
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Figure 1.1 � Rédution de [HamiltonOriented℄ à [HamiltonOrientedPrime℄
i) (p − 1)!/|C| est entier si et seulement si |C| ≤ p − 1, 'est à dire si C n'estpas un iruit Hamiltonien.
ii) p/|C| est entier si et seulement si |C| = p, 'est à dire si C est un iruitHamiltonien.

2Preuve du Théorème 1.15 Le système suivant dérit le polyèdre Cα
D :

x(δin(v))− x(δout(v)) = 0 pour tout v ∈ V(1.27)(i)
1

Tx = α(ii)
x ≥ 0(iii)La Proposition 1.20 i) donne don la o-NP-omplétude de [IntegerPolyhedra℄ (larédution est polynomiale ar la taille du nombre (p−1)! est log((p−1)!) ≤ p log(p)).Les deux astues suivantes permettent de se ramener à un système en oe�ients

{0, 1}.� Pour v ∈ V on pose une nouvelle variable yv et on remplae la ontrainte (1.27)(i)



Programmes linéaires et relations min-max 43assoiée à v par deux nouvelles ontraintes :(1.28) x(δin(v)) + y = 0 et x(δout(v)) + y = 0� On peut remplaer la ontrainte (1.27)(ii) par le système suivant qui fore laontrainte zi,j = (−1)i.i! pour toute paire i, j (et don zp−1,1 = i! pour p 6= 2premier).
w = 1(1.29)(i)
w + z1,j = 0 pour j ∈ {1, 2}(ii)
zi+1,j +

i+1∑

k=1

zi,k = 0 pour tout i ∈ [1..p− 2] et tout j ∈ [1..i+ 1](iii)
zp−1,1 +

∑

a∈A

xa = 0(iv)
2La démonstration du Théorème 1.16 se termine de manière équivalente à elledu Théorème 1.15. Notons que l'on peut failement adapter la preuve des Théo-rèmes 1.16 et 1.15 pour hanger la ontrainte aTx = 1 par une inégalité dans unsens ou dans l'autre.1.3.2.4 Systèmes TDI et box-TDIUn système Ax ≤ b est TDI 20 si pour tout c entier, le minimum dans l'équationde dualité

min{yT b | yTA = c, y ≥ 0} = max{cTx |Ax ≤ b}est atteint par un veteur y entier, dès que e minimum est �ni. De la aratérisa-tion (iii) du Théorème 1.14, on déduit don :Corollaire 1.21 Si Ax ≤ b est un système TDI et b est entier, alors {x |Ax ≤ b}est un polyèdre entier.De plus tout polyèdre entier peut être dérit par un système TDI. Un problème ou-vert majeur en ombinatoire polyédrale est de reonnaître (en temps polynomial)les systèmes TDI. En e�et, la plupart des résultats de ombinatoire polyédrale(voir [129℄) onsistent à établir qu'un système linéaire représentant un problèmeombinatoire est TDI. Une ompréhension ommune de es phénomènes (au traversd'un algorithme de reonnaissane polynomial) serait sans doute une avanée ma-jeure. Edmonds et Giles (f. [128℄) onjeturent ependant que ette reonnaissaneest o-NP-omplète. Notons de plus que de nombreux systèmes TDI ont une taille20totally dual integral.



44 Tour d'horizon de la boîte à outilsexponentielle dans la taille du problème ombinatoire qu'ils représentent. L'éven-tuelle polynomialité de la reonnaissane des systèmes TDI, n'implique don pasdiretement la polynomialité de la reonnaissane de ette struture sous-jaente.Les graphes parfaits sont un bon exemple de struture dérivant un système TDIde taille exponentielle dans la taille du graphe. Notons que la reonnaissane desgraphes parfaits est onnue pour être polynomiale [45℄.De nombreux systèmes TDI le restent quand on ajoute des bornes sur les valeurs desvariables. Un système Ax ≤ b est box-TDI si le système {Ax ≤ b, d1 ≤ x ≤ d2}est TDI pour tous d1, d2 ∈ Rn.1.3.2.5 Matries donnant des polyèdres entiersL'existene de solutions optimales entières d'un programme linéaire s'explique par-fois à partir de la matrie de ontraintes.Une matrie A est totalement unimodulaire ou TTU si toute sous-matriearrée de A a un déterminant dans {−1, 0,+1}. Cette propriété est fondamentaleen optimisation ombinatoire, elle admet plusieurs autres dé�nitions (notons qu'unematrie TTU est toujours a oe�ients dans {−1, 0,+1}) :Théorème 1.22 [128℄ Soit A une matrie à oe�ients dans {−1, 0,+1}, lesonditions suivantes sont équivalentes :i) A est totalement unimodulaire.ii) Le polyèdre {x |Ax ≤ b, x ≥ 0} est entier pour tout veteur entier b.iii) Le système Ax ≤ b est box-TDI pour tout veteur entier b.iv) Chaque sous-ensemble de lignes de A peut être partitionné en deux groupestels que la somme des lignes d'un groupe moins la somme des lignes de l'autreest un veteur à oe�ients dans {−1, 0,+1}.
iv) est le ritère de Ghouila-Houri .Voyons quelques exemples importants de matries TTU. Une haîne de sous-ensembles d'un ensemble V est une famille V1 ⊂ V2 ⊂ · · · ⊂ Vt ave Vi ⊆ V pourtout i. Une famille V1, V2 . . . Vt est laminaire si Vi ∩ Vj = ∅ ou Vi ⊆ Vj pourtout i. Notons que les familles laminaires généralisent à la fois les partitions et leshaînes. Une matrie à oe�ients {0, 1} est d'intervalles si pour haque ligne,tous les 1 sont onséutifs.1.3.2.6 Systèmes TDAUUne méthode extrêment puissante qui permet de prouver les relations min-maxutilise les matries TTU de manière plus �ne qu'en regardant simplement la matrie



Programmes linéaires et relations min-max 45de ontraintes (voir le Théorème 5.35 de [129℄).Soit A une matrie m× n entière. Le système Ax ≤ b est totalement dualementativement unimodulaire21 ou TDAU si pour tout c ∈ Rn, max{cTx |Ax ≤ b}a une solution duale optimale y ∈ Rm
+ (lorsque l'optimum est �ni) telle que leslignes de la matrie A orrespondant aux omposantes non-nulles de y forment unematrie totalement unimodulaire.Théorème 1.23 [129, 128℄ Un système TDAU est box-TDI.Un des intérêts d'énoner qu'un système est TDAU plut�t que box-TDI est qu'ilest parfois plus aisé de manipuler les opérations de ompositions sur les matriestotalement unimodulaires pour dériver de nouveaux as de systèmes TDAU (elapourrait être utile pour prolonger les résultats des Setions 4.2 et 5.2). Un autreintérêt est que ertaines lasses de systèmes linéaires semblent être box-TDI si etseulement si ils sont TDAU (Setions 4.2 et 5.2). Une telle équivalene pourraitaider à la reonnaissane de es systèmes box-TDI ar on dispose de aratérisa-tions puissantes des matries TTU [128℄ (partiulièrement depuis le Théorème dedéomposition de Seymour).1.3.2.7 Plans oupantsSoit P = {x |Ax ≤ b} un polyèdre. Soit c un veteur entier et δ ∈ Q. Clairement,si P ⊆ {x | cTx ≤ δ}22 alors PI ⊆ {x | cTx ≤ ⌊δ⌋}. L'inégalité {x | cTx ≤ ⌊δ⌋} estun plan oupant23. Gomory et Chvátal [128℄ ont observé que pour tout polyèdre

P = {x |Ax ≤ b}, on peut obtenir un ensemble de ontraintes dérivant PI enalulant itérativement des plans oupant à partir du système {x |Ax ≤ b}.1.3.3 Quelques théorèmes de ombinatoire polyédrale1.3.3.1 Petite philosophie à l'usage des (non)-spéialistes : Combina-toire polyédrale et relations min-maxLa ombinatoire polyédrale onsiste dans la mise en ÷uvre du paradigme sui-vant24 :L'ensemble des solutions d'un problème d'optimisation ombinatoire peut souventêtre représenté par l'ensemble des arêtes d'un hypergraphe H = (V, E) et don21C'est un néologisme.22'est-à-dire si cT x ≤ δ est onséquene de Ax ≤ b.23aussi appelé oupe de Gomory-Chvatal.24Nous donnons ii une vision ariaturale, ar e domaine nous semble di�ile à dé�nir demanière à la fois simple et préise.



46 Tour d'horizon de la boîte à outilspar l'ensemble X ⊆ RV des veteurs aratéristiques des éléments de E . L'enve-loppe onvexe de X peut être dérite par des générateurs (i.e. par des ombinaisonsonvexes d'élements de X). En vertue du Théorème de double représentation despolyèdres, conv(X) peut aussi être dérite par des ontraintes (i.e. les faettes de
conv(X)). La ombinatoire polyédrale onsiste à dérire es ontraintes, pour a-quérir une ompréhension �duale� du problème étudié.Ce hoix de présentation peut laisser penser qu'il existe un plongement natureld'une famille X d'objets ombinatoires dans un espae linéaire et inite à herherles faettes (voire un système TDI) dérivant l'enveloppe onvexe de X. Il faut tou-tefois tempérer l'idée que ette représentation est anonique ar il existe plusieursmanières de plonger X dans un espae linéaire. L'espae des �ots par exemplepeut être dérit par des variables sur les arêtes, mais aussi par des variables surles hemins. C'est à partir de ette deuxième formulation que Lehman et Seymouront donné des généralisation de la propriété ��ot-max-oupe-min� pour ertaineslasses d'hypergraphes [129, 49℄. Le problème de la oloration se prête aussi à desreprésentations dans di�érents espaes. Or si hoisir un bon espae pour plongerles objets ombinatoires peut s'avérer une question primordiale, il ne semble pasexister de méthode générale pour e�etuer e hoix. Pire, les nouvelles formulationssemblent souvent être déouvertes �par hasard�. A l'heure atuelle, la mise en ÷uvrede la ombinatoire polyédrale s'appuie non-seulement sur la méthode sienti�que,mais aussi sur la réation artistique.Une relation min-max est une formule du type

min{f(x) | x ∈ X} = max{g(y) | y ∈ Y }où X, Y sont des ensembles et f et g des fontions à valeurs réelles. Un des intérêtsd'avoir une formule min-max pour le problème min{f(x) | x ∈ X} est que l'on peuterti�er qu'un x ∈ X est un argument du minimum : il su�t de donner un y maxi-mum �dual�. Historiquement25, la ombinatoire polyédrale et l'étude des relationsmin-max sont intimement liées. En e�et, la plupart des relations min-max peuventêtre prouvées en plongeant les éléments de X dans un ertains espae Rn puisen interprétant (Y, g) omme un ensemble de ontraintes dérivant onv(X)26. Evi-demment pour qu'une telle approhe aboutisse il semble néessaire de se restreindreà des fontions objetifs f linéaires27. De plus, pour que la relation min-max prenne25Cela ne semble pas démenti aujourd'hui.26ela se ramène souvent à véri�er que (X, f) dérit un ensemble de ontraintes valides pouronv(Y ) puis à prouver que le PLNE ainsi formé a de bonnes propriétés d'intégralités (polyèdresentier, système TDI. . . ). Mais l'intégralité du polyèdre ainsi dé�ni n'est parfois pas su�sante.Un exemple est donné par la µ-oloration (le graphe P4 page 228 donne une obstrution à la
µ−olorabilité bien que le système (5.11) soit box-TDI et réalisable pour e graphe). Un autreexemple est donné par le TSP graphique (le graphe M1 page 68 admet, pour le système (1.61),une solution entière qui n'est pas dans l'enveloppe onvexe des tours de Steiner).27La onvexité de f guarantit que l'optimalité loale implique l'optimalité globale, e qui mèneà des théories de dualité et permet d'appliquer des paradigmes de résolution omme la méthodes



Programmes linéaires et relations min-max 47tout son sens dans le adre de la ombinatoire polyédrale (et que l'on puisse appli-quer des paradigmes omme l'équivalene séparation-optimisation [91℄), il semblenéessaire que la relation min-max soit satisfaite pour tout f linéaire. Le sens deette linéarité dépend enore une fois grandement de l'espae dans lequel X estplongé. Deux plongements di�érents pour les olorations sont disutés dans la Se-tion 1.3.3.4 et un troisième plongement est disuté dans la Setion 5.1.1. Chaqueplongement permet une plus ou moins grande expressivité (i.e. une palette de pro-blèmes �pondérés� assoiés) grâe à l'espae des fontions de oûts linéaires qu'ilimpose impliitement. Bien évidement, une plus grande expressivité se traduit parune plus grande omplexité algorithmique. L'aspet artistique de la ombinatoirepolyédrale onsiste don à imaginer des plongements qui permettent un ompromisentre l'expressivité et la omplexité algorithmique. Cette philosophie est illustréepour les problèmes d'ordonnanement hromatiques dans les Setions 4.2, 4.4.2,5.1.1, 5.2, et 5.3.Pour ertaines relations min-max, on peut donner une formulation polyédrale danslaquelle la relation min-max s'exprime à l'aide du Théorème de dualité, maisdont les versions pondérées dé�nies par ette formulation ne sont pas valides. Onpeut parfois �réparer� la formule min-max pondérée d'un des �tés (par exemple
max{f(x) | x ∈ X}) en ajoutant des inégalités valides (e faisant, on modi�e l'en-semble Y ). Mais parfois, les versions pondérées sont NP-dures et la formulationlinéaire ne semble pas d'un grand intérêt pour l'étude de la formule min-max enquestion (voir Setions 3.4.3 et 4.4.2 pour un tel exemple). Rien ne nous empêheependant de présenter une formule min-max dans le langage de la ombinatoirepolyédrale : un programme linéaire a la propriété de dualité entière28, si lui etson dual ont une solution optimale entière.1.3.3.2 CouplagesLe as d'éole de la ombinatoire polyédrale est le problème des ouplages dans lesgraphes. Soit G = (V,E), un graphe. Plongeons les ouplages de G = (V,E) dans
RE . Plus préisément, onsidérons l'ensembleM(G) des veteurs aratéristiquesdes ouplages de G = (V,E). Les inégalités suivantes sont valides pour M(G) etdon pour conv(M(G)).

xe ≥ 0 pour tout e ∈ E(1.30)(i)
x(δ(v)) ≤ 1 pour tout v ∈ V(ii)des ellipsoïdes [91℄. La onavité guarantit en revanhe que l'optimum est atteint sur un sommetde conv(X) et don par un élement de X .28'est un néologisme.



48 Tour d'horizon de la boîte à outilsEn e�et, (ii) traduit le fait qu'un sommet est adjaent à au plus une arête d'unouplage. x est le veteur d'inidene d'un ouplage si et seulement s'il est entieret satisfait (ii). Si le graphe est biparti, la matrie de ontraintes du système (1.30)est totalement unimodulaire [129℄ et on en déduit une formule min-max pour lepoids maximum d'un ouplage.Si le graphe n'est pas biparti, le système (1.30) ne dérit pas omplètement conv(M(G)).Pour un triangle (K3) par exemple, le veteur onstant 1/2 véri�e (1.30) mais n'estpas dans l'enveloppe onvexe des ouplages.On peut quand même s'en sortir en ajoutant des plans oupants : le système suivantest TDI pour tout graphe.
xe ≥ 0 pour tout e ∈ E(1.31)(i)
x(δ(v)) ≤ 1 pour tout v ∈ V(ii)
x(E[U ]) ≤

⌊
1

2
|U |
⌋ pour tout U ⊆ V(iii)Des extensions aux c-ouplages ainsi qu'une formulation équivalente pour la ou-verture par des arêtes sont présentées dans [129℄.1.3.3.3 Clique maximum et inégalité de stablesPour dérire les liques d'un graphe ave la méthode polyédrale, on peut tenter uneapprohe similaire à elle que nous avons dérite pour les ouplages en étudiant lepolytope de RV

+ suivant :
Pclique(G) := conv({veteurs aratéristiques des liques de G})Mais tout le travail reste à faire. Et omme le problème de la lique maximum estNP-dur, le polytope des liques est dé�ni par des ontraintes di�iles [129℄, 'est-à-dire dont on ne peut pas prouver la validité en temps polynomial à moins queNP = o-NP. Cependant, ertaines inégalités simples (i.e. dont on peut erti�er lavalidité en temps polynomial) sont su�santes pour de larges lasses de graphes :

xv ≥ 0 pour tout v ∈ V(1.32)(i)
x(S) ≤ 1 pour tout stable S de G(ii)Bien qu'il soit NP-dur de séparer sur le système 1.32, les ontraintes (1.32)(ii) sontquand même des ontraintes simples, ar il est faile de véri�er que S ⊆ V est



Programmes linéaires et relations min-max 49bien un stable. La théorie des graphes parfaits traite des graphes pour lesquels lesystème (1.32) a de bonnes propriétés d'intégralité (voir Théorème 2.4, page 101).Le problème dual assoié au système (1.32) s'interprète en termes de oloration etest disuté dans la setion suivante.1.3.3.4 Mais où est passé le polytope des olorations ?Contrairement aux ouplages et même aux liques, il n'existe pas de manière �na-turelle� de plonger les olorations dans un espae vetoriel. Cependant, il existeplusieurs formulations intéressantes. Nous en présentons deux dans ette setion.La première formule la oloration omme un problème de ouverture (ou de parti-tion) des sommets d'un graphe par des stables. C'est la formulation la plus onnueet elle qui semble avoir les meilleures propriétés algorithmiques pour le problèmede la oloration usuelle. C'est elle qui sert de base dans la deuxième partie de emémoire. La deuxième formulation exprime les partitions en liques de G = (V,E)en termes des stables d'un graphe auxiliaire, qui a E omme ensemble de sommets.Le potentiel de ette nouvelle formulation reste quasiment inexploré, bien qu'elleait déjà fait ses preuves empiriquement pour la oloration usuelle des graphes �den-ses� [47℄ et que son expressivité permette de modéliser le problème [Max-oloring℄(Setion 4.4.2).Couverture et partition par des stables La formulation lassique pour leproblème de la oloration minimum onsiste à hoisir l'ensemble des stables (passeulement maximum par inlusion) de G omme variables. On exprime alors laoloration omme un problème de partition des sommets en stables :
xS ≥ 0 pour tout S stable de G(1.33)(i)
x(v) = 1 pour tout v ∈ V(ii)Le programme min1

Tx sujet à (1.33) a la propriété de dualité entière pour toutgraphe satisfaisant χ = ω, mais n'est (box-)TDI que pour les graphes o-bipartis.Pour ertaines lasses de fontions objetifs sous-modulaires et ertaines lasses degraphes parfaits, le système a aussi la propriété de dualité entière (voir Setion 4.2).En partiulier résoudre le problème de oloration minimum, revient à hoisir lafontion objetif 1. Dans tous les as, 'est le dual de (1.33) qui dérit un systèmeTDI et qui exprime les formules min-max pour le oût minimum d'une olorationde G de manière plus élégante.Forêts lique-onnetantes L'idée suivante a été proposée par Denis Cor-naz [47℄ : soit B = {B1, B2, . . . Bk} une partition en liques de G (B est don



50 Tour d'horizon de la boîte à outilsune oloration de G). Soit G′ l'union disjointe des graphes G[Bi], pour i ∈ [1..k].
G′ est une union disjointe de liques et a k omposantes onnexes. Toute forêtmaximale par inlusion de G′ est omposée de |V | − k arêtes. Cela motive la dé-�nition suivante : une forêt F ⊆ E de G est lique-onnetante si l'ensembledes sommets de haune de ses omposantes onnexes induit une lique de G. Soit
ϕ(G) la ardinalité maximum d'une forêt lique-onnetante.Proposition 1.24 [47℄ Pour tout graphe G, on a χ(G) + ϕ(G) = |V |.On peut alors plonger les forêts lique-onnetantes dans RE et étudier leur en-veloppe onvexe. Toutefois, les symétries de la modélisation pénalisent l'e�aitéde l'implémentation [47℄. En e�et, en onsidérant seulement les hemins Hamilto-niens, on voit qu'une lique de taille n peut être dérite par plus que n!/2 forêtsdi�érentes. Plusieurs restritions permettent d'éliminer es symétries [47℄. L'astuequi semble la plus prometteuse nous amène à la dé�nition suivante : une forêt(lique-onnetante) est stellaire si tous ses arbres sont des étoile [47℄.Bien qu'il existe plusieurs forêts stellaires dé�nissant une partition en liques, nousavons observé que l'utilisation d'un ordre total sur V permet d'obtenir une bije-tion. Soit ≺ un ordre total sur V . Une étoile E0 de G est bien ordonnée si sonsommet entral est le plus petit (selon ≺) parmis les sommets de V (E0). Une fo-rêt est bien ordonnée si tous ses arbres sont bien ordonnés. Pour éonomisersur la longueur de la terminologie, renommons onstellations de (G,≺) les fo-rêts lique-onnetantes stellaires bien ordonnées de (G,≺). Le premier intérêt desonstellations est queProposition 1.25 Pour tout graphe G = (V,E) et tout ordre total ≺ sur V , lespartitions en liques de G sont en bijetion ave les onstellations de (G,≺). 2Le deuxième intérêt des onstellations de (G,≺) est qu'elles dé�nissent un hy-pergraphe héréditaire onforme. Autrement dit, elles sont les stables d'un grapheauxiliaire, omme nous l'expliquons maintenant. Deux arêtes e, f ∈ E(G) sontdépendantes dans (G,≺) s'il n'existe pas de onstellation qui ontient es deuxarêtes à la fois. e et f sont indépendantes sinon. Observons tout d'abord que e et fsont indépendantes si elles sont disjointes. D'autre part, si e = uv et f = uw, alors(1.34) (e, f) sont indépendantes ⇐⇒ (u ≺ v et u ≺ w et vw ∈ E(G))Le graphe des arêtes dépendantes de (G = (V,E),≺) est le graphe D(G,≺) =
(E,E ′) qui a E omme ensemble de sommets et tel que ef ∈ E ′ si et seulement sielles sont dépendantes dans (G,≺). La Proposition suivante est montrée de manièrelégèrement di�érente dans [47℄.Proposition 1.26 Pour tout graphe G et tout ordre total ≺ sur V (G), F ⊆ E(G)est une onstellation de (G,≺) si et seulement si F est un stable de D(G,≺).



Programmes linéaires et relations min-max 51Preuve La néessité d'être un stable de D(G,≺) est évidente (ar les onstellationsforment un hypergraphe héréditaire). Soit F un stable de D(G,≺). Véri�ons que Fdé�ni une forêt lique-onnetante stellaire bien-ordonnée de D(G,≺) en olletantes propriétés au fur et à mesure.
F est une Forêt : sinon, F ontient un iruit C ⊆ F . Prenons un sommet x de

C maximum (pour ≺). Les deux arêtes inidentes à x sur C sont dépendantes,ontradition.
F est stellaire : sinon F ontient un hemin v4, v3, v2, v1 sur trois arêtes. Par sy-métrie, supposons v3 ≺ v2, mais alors les arêtes v2v3 et v2v1 sont dépendantes,ontradition.
F est bien ordonnée : sinon, il existe v1v2, v2v3 ∈ F ave v3 ≺ v2, ontradition.
F est lique-onnetante : sinon, F ontient deux arêtes uv et uw telles que

u ≺ v ≺ w, mais vw /∈ E(G), ontradition.
2Corollaire 1.27 Pour tout graphe G et tout ordre total ≺ sur V (G),(1.35) χ(G) + α(D(G,≺)) = |V (G)|Cette formule n'est pas sans rappeler les formules de Gallai sur les liens entrestables, ouvertures par des sommets, ouplages et ouvertures par des arêtes. Maisomme le souligne Shrijver [129℄, les résultats polyédraux sur les ouplages ontun équivalent en termes de ouverture par des arêtes et le polytope des stables estéquivalent (par symétrie autour du point 1V /2) au polytope des ouverture par dessommets. Dans le as du lien entre les partitions en liques et les onstellations,un équivalent polyédral n'est pas envisageable puisqu'il semble ne pas exister dedé�nition naturelle du polyèdre des olorations.Pour les forêts liques onnetantes en général et les onstellations en partiu-lier, il semble naturel de les plonger dans RE . Quelques remarques élémentairessur les onstellations, leur polytope et leur appliations sont disponibles dans lesSetions 3.4.7 et 4.4.2. ainsi que dans [47℄.1.3.3.5 Sous-modularité et systèmes TDAUDe nombreux systèmes assoiés aux fontions sous-modulaires sont box-TDI. Latehnique de preuve typique repose sur le Théorème 1.23 : pour toute fontionobjetif, tel que le dual est réalisable, il existe une solution duale optimale dontles variables atives ont une struture partiulièrement simple. Cette tehnique estutilisée dans la Setion 4.2.2. Les résultats et méthodes liés à la sous-modularité etdisutés ii sont des fondamentaux de la théorie oopérative des jeux (Setion 1.4).Le point de départ ommun de es deux théories est l'étude des 2 polyèdres suivants



52 Tour d'horizon de la boîte à outilsassoiés à une fontion d'ensemble f 29 :
Pf := {x ∈ RV | x ≥ 0, x(U) ≤ f(U) pour tout U ⊆ V }(1.36)
EPf := {x ∈ RV | x(U) ≤ f(U) pour tout U ⊆ V }(1.37)Nous supposons que le leteur onnaît l'algorithme glouton pour trouver un in-dépendant de poids maximum dans un (poly)matroïde [129℄. Nous disutons iiseulement l'intégralité des systèmes (les questions algorithmiques sont traitéesdans [129℄).Théorème 1.28 [129℄ Pour tout matroïdeM, les inégalités de rang(1.38) x(U) ≤ r(U) pour tout U ⊆ Vforment un système box-TDI (et dérivent don l'enveloppe onvexe des indépen-dants deM lorsque l'on ajoute les inégalités x(U) ≥ 0).Idée de preuve Pour un objetif w ∈ RV �xé, onsidérer max{wTx} sujet à(1.38). Notons tout d'abord que les variables duales sont en bijetion ave les sous-ensembles de V . Choisir une solution duale optimale y. Déroiser y onsiste àprendre S, T ⊆ V tels que yS > 0 et yT > 0 et tels que ni S ⊆ T ni T ⊆ S, puis àdiminuer yS et yT et à augmenter yS∩T et yS∪T d'une même valeur α := min{yS, yT}.Le déroisement maintient toujours la réalisabilité. Grâe à la sous-modularité, ledéroisement préserve aussi l'optimalité. En déroisant y tant que 'est possible,on obtient une solution duale optimale dont les variables non-nulles forment unehaîne de sous-ensembles de V . La matrie d'inidene d'une haîne étant TTU, lesystème (1.38) est TDAU. 2Cela peut être généralisé pour deux (poly-)matroïdes :Théorème 1.29 (d'intersetion des polymatroïdes) [129℄ Soit f1 et f2 deuxfontions sous-modulaires sur V . Le système suivant est box-TDI :
x(U) ≤ f1(U) pour tout U ⊆ V(1.39)(i)
x(U) ≤ f2(U) pour tout U ⊆ V(ii)Idée de preuve Pour un objetif w ∈ RV �xé, hoisir une solution duale optimale

y. Séparer les omposantes de y assoiées à f1 et f2. Déroiser indépendammentes deux omposantes pour obtenir l'union de deux haînes. La matrie d'inidenede l'union de deux haînes étant TTU, le système est TDAU. 229Pf (et EPf ) viennent de (extended) polymatroid assoié à f , quand f est sous-modulaire.



Coeur d'un jeu oopératif ombinatoire 53D'autres systèmes box-TDI liés à des fontions sous-modulaires onernent les asoù l'on ne demande les inégalités que pour ertains sous-ensembles de V . En parti-ulier, lorsque f est sous-modulaire mais que f(∅) < 0, EPf est vide. Cependant,onsidérons le polyèdre EP ′
f dé�ni par :(1.40) x(U) ≤ f(U) pour tout U ∈ P(V )\∅Théorème 1.30 [129℄ Pour toute fontion sous-modulaire f , le système (1.40) estnon-vide et box-TDI.Idée de preuve Une solution duale optimale peut être déroisée en une famillelaminaire. La matrie d'inidene d'une famille laminaire étant TTU, le système(1.40) est TDAU. 2Par ailleurs, la fontion

f̂(U) := min{
∑

P∈P

f(P ) | P est une partition de U en ensembles non-vides}est sous-modulaire et EP ′
f = EP bf

. De plus, f̂ est l'unique fontion maximaleparmi l'ensemble des fontions f ′ sous-modulaires telles que f ′(∅) = 0 et f ′ ≤ f .La fontion f̂ est la tronation de Dilworth de f . Les théorèmes d'intersetiondes polymatroïdes et la tronation de Dilworth ont une généralisation ommune :Théorème 1.31 [129℄ Soit f1 et f2 deux fontions sous-modulaires sur V . Le sys-tème suivant est box-TDI :(1.41) x(U) ≤ fi(U) pour tout U ∈ P(V )\∅ et i = 1, 2.Idée de preuve Une solution duale optimale pouvant être déroisée en l'union dedeux familles laminaires, le système (1.41) est TDAU. 21.4 Jeux oopératifs : oeur, fontions équilibréeset tronations d'une fontion d'ensembleDans ette setion, nous présentons la théorie des jeux oopératifs en étudiant le÷ur EBf d'une fontion f
Bf := {x ∈ RV

+ | x(V ) = f(V ), x(U) ≤ f(U) pour tout U ⊆ V }(1.42)
EBf := {x ∈ RV | x(V ) = f(V ), x(U) ≤ f(U) pour tout U ⊆ V }(1.43)



54 Tour d'horizon de la boîte à outilsLe résultat de base de ette théorie est le Théorème de Bondareva-Shapley quiaratérise l'existene d'une solution dans le ÷ur d'une fontion f grâe au Lemmede Farkas. Ce théorème est ependant nettement insu�sant pour traiter la questionde la formation des oalitions (Setion 1.4.1.4) ainsi que de l'existene d'une solutionentière dans le ÷ur de f (Setion 1.4.3).Nous disutons les jeux oopératifs assoiés à ertains problèmes d'optimisationombinatoire (Setion 1.4.2) avant d'étudier le as du voyageur de ommere, pourlequel de nombreuses questions de théorie des jeux restent ouvertes et susitent desquestions algorithmiques originales (Setion 1.4.2.4).Nous étudions �nalement l'existene d'une solution entière dans le ÷ur d'une fon-tion totalement-équilibrée (Setion 1.4.3). Nous observons qu'une solution entièreexiste dans le as ou f est sous-ardinale (Setion 1.4.3.2) ainsi que dans le as où
f est taille-dé�nie (Setion 1.4.3.3) mais donnons un ontre-exemple pour le asgénéral (Setion 1.4.3.4).1.4.1 Jeux oopératifs : une a�aire de ÷ur1.4.1.1 Introdution aux jeux oopératifsLa théorie de jeux oopératifs étudie la manière dont un ensemble V de joueurs estsueptible de se répartir un ensemble de ressoures (pour la prodution desquellesils ont oopéré) ou des oûts (lorsqu'ils payent pour un servie qui leur est renduen ommun) [6℄. Pour ela, on suppose que la répartition doit jouir de propriétésmorales ou onurentielles. On essaye alors de traduire es prinipes en termesmathématiques.Exemple 1.32 Des équipes de reherhe opérationnelle de diverses universitésfrançaises s'assoient pour inviter un herheur Canadien pour donner une sériede onférenes. Celui-i vient suessivement dans les di�érentes villes lors d'ununique voyage (e qui a pour but originel de faire une éonomie sur le oût glo-bal de transport mais a aussi pour béné�e ollatéral de lutter ativement ontrela prodution de gaz à e�et de serre. . . ). Le oût de transport doit alors être par-tagé entre les di�érentes équipes. On pourrait diviser le prix de manière uniformeentre toutes les équipes. Cette solution n'est pas retenue en général, ar elle n'estni équitable (au sens moral), ni stable (au sens onurentiel). Par exemple, si leherheur vient visiter 4 universités Parisiennes et un entre de reherhe à Nie, ilreviendrait moins her aux universités Parisiennes de partager le oût d'un voyageintra-muros que de partager le oût d'un voyage passant par Nie.La théorie des jeux oopératifs prend son sens lorsque le fait de oopérer permetà un groupe d'obtenir une meilleure situation que si haun agissait indépendem-ment des autres. On suppose en général que ertains groupes de joueurs peuvent



Coeur d'un jeu oopératif ombinatoire 55former une oalition et jouer indépendamment des autres joueurs, voire expliite-ment ontre les autres joueurs, omme dans l'exemple suivant.Exemple 1.33 Un groupe de pirates a trouvé un trésor. Une oalition serèteémerge et s'entend pour tuer eux qui n'en font pas partie pendant la nuit. Lebut étant de se partager le butin en plus petit nombre et don ave une plus grossepart pour haun. Le phénomène peut bien sûr survenir réursivement. Parfois,jusqu'à e qu'il ne reste plus qu'un seul pirate.Une grande partie des onepts de la théorie des jeux oopératifs repose toute-fois sur l'hypothèse que les oalitions ne peuvent pas jouer diretement ontre lesautres, mais seulement indépendamment des autres [6℄. En fait une grande par-tie des résultats se basent sur un adre théorique élémentaire que nous présentonsmaintenant. Un jeu oopératif est une fontion d'ensemble f : P(V )→ R+ plusune valeur dans l'ensemble {oût, revenu}. V est l'ensemble des joueurs et f estla fontion aratéristique du jeu.On suppose en général que f(U) est le oût que peut payer le sous-groupe U(ou le gain qu'il peut s'otroyer) s'il déide de former une oalition (i.e. d'agirindépendamment des autres joueurs). A partir de là, la question de base que sepose la théorie des jeux oopératifs estt de savoir omment les oûts (ou les gains)vont être répartis. Une question moins ourante, mais qui tient le devant de la sènedans le Chapitre 4, est de savoir quelles oalitions vont se former. Pour simpli�er,l'enseignement de base de la théorie des jeux oopératifs est que es deux typesde questions sont duaux l'un de l'autre (au sens de la dualité en programmationlinéaire). Nous disutons es deux types de questions ainsi que le phénomène dedualité qui les relient dans les Setions 1.4.1.3 et 1.4.1.4.Nous disutons la théorie pour les jeux de oûts seulement. Le Théorème de Bondareva-Shapley (i-dessous) se transpose diretement aux jeux de revenus [6℄, tandis quel'étude des jeux ombinatoires et les questions d'intégralité néessiteraient une ins-petion spéi�que.1.4.1.2 Petite philosophie à l'usage des (non)-spéialistes : programma-tion linéaire (en nombres entiers) et tronations des fontionsd'ensemblesNous présentons ii un angle de vue alternatif onernant la Setion 1.4 : l'existenede solutions optimales (entières) pour l'optimisation de 1
Tx sur Pf se traduit entermes de �tronations� de la fontion f .Plusieurs questions liées au ÷ur d'un jeu oopératif reviennent à résoudre desprogrammes linéaires (éventuellement en nombres entiers) assoiés à une fontiond'ensemble f . A haun de es programmes orrespond naturellement une trona-



56 Tour d'horizon de la boîte à outilstion de f (i.e. une autre fontion d'ensemble assoiée à f) dont les valeurs sonten relation ave les solutions optimales des programmes linéaires onsidérés. Dansle as ou f est sous-modulaire, les valeurs optimales des di�érents programmes li-néaires oïnident et les tronations fusionnent en une unique fontion : la trona-tion de Dilworth de f . En général, les tronations di�èrent, mais ertaines peuventquand même être égales sans que f soit sous-modulaire. L'égalité des tronationsse traduit par des propriétés d'intégralité des programmes linéaires onsidérés, parl'existene de �solutions stables� en théorie des jeux ainsi parfois que par des as po-lynomiaux pour des problèmes NP-dur. De même que e paradigme aurait pu servirde point de départ à la théorie des graphes parfaits (relativement à la olorationminimum), il susite aussi des pistes de as intéressants pour le TSP.L'idée de dé�nir des tronations assoiées à une fontion f provient de la théoriede la tronation de Dilworth d'une fontion sous-modulaire (Théorème 1.30). Engénéral, l'ensemble des fontions sous-modulaires (à valeur 0 sur ∅) plus petitesqu'une fontion f donnée n'admet pas d'élément maximum :Exemple 1.34 Soit V = {1, 2, 3} et f dé�nie par :(1.44) f(S) :=






0 si S = ∅
2 si |S| = 1 ou 2
3 si S = Vonsidérons la fontion f ′, telle que f ′(S) = 2 pour tout S 6= ∅ et f ′′ telle que

f ′′(S) = |S| pour tout S ⊆ V . f ′ et f ′′ sont sous-modulaires, inférieures à f et àvaleur 0 sur ∅ mais il n'existe pas de telle fontion qui soit supérieure à la fois à
f ′ et à f ′′

2La notion de tronation sous-modulaire n'a don pas de sens pour une fontionarbitraire.1.4.1.3 Théorie lassique, ÷ur d'un jeu et fontions équilibréesDans ette setion, nous dé�nissons le ÷ur d'un jeu oopératif et énonçons lethéorème de Bondareva-Shapley, qui aratérise la non-vauité du ÷ur en termed'équilibre de la fontion aratéristique du jeu. Les problématiques et dé�nitionsde ette setion deviennent beauoup plus laires si l'on fait l'hypothèse que lafontion f est non-déroissante et que f(∅) = 0.L'hypothèse impliite que fait habituellement la théorie des jeux oopératifs estqu'un déideur (qui peut être une personne extérieure, ou l'assemblée des joueurs)doit déider omment répartir les oûts entre les joueurs de manière équitable.L'autre hypothèse, expliite elle-là, est que l'on herhe une imputation 'est-à-dire, un veteur x ∈ RV tel que x(V ) = f(V ). Plusieurs paradigmes peuventonduire à dé�nir l'équité d'une imputation. Nous présentons ii seulement le pa-



Coeur d'un jeu oopératif ombinatoire 57radigme du ÷ur et référons à [6℄ pour une disussion des autres paradigmes las-siques (valeur de Shapley, noyau. . . ).La dé�nition du ÷ur, vient du onstat suivant. Si on demande à un sous-ensemble
U de joueurs de payer, ensemble, un oût supérieur à f(U) (i.e. si x(U) > f(U)),ils pourraient former une oalition et tous en tirer un béné�e, par exemple enredistribuant les oûts de la manière suivante : x′v = xv − (x(U)− f(U))/|U |.Le ÷ur d'un jeu oopératif est l'ensemble des répartitions des imputations quiévitent qu'une telle oalition ait intérêt à se former : le ÷ur de f est l'ensemble
EBf des x ∈ RV tels que

x(U) ≤ f(U) pour tout ∅ 6= U ⊆ V(1.45)(i)
x(V ) = f(V )(ii)Une motivation alternative pour lé dé�nition du ÷ur est de nature éthique : bienque les joueurs ne soient pas toujours aptes à former une oalition et à ontester larépartition des oûts, il n'y a pas de raison qu'un ensemble de joueurs paye pourles autres joueurs. Un ensemble de lients ne devrait don pas payer plus que equ'il outerait pour les servir eux seulement (sans servir les autres lients). Cetteinterprétation s'applique par exemple aux lients d'une entreprise en situation demonopole.Le polyèdre Bf = EBf ∩ RV

+ est parfois aussi appelé ÷ur 30. Une imputationstable est un élément du ÷ur. En général, un jeu oopératif peut avoir un ÷urvide, e qui amène à des situations problématiques ar instables.Exemple 1.35 Trois amis (Adrien, Bernard et Clément) en vaanes sur une îleGreque déident de louer des sooters pour se déplaer. Ils veulent minimiser lesoûts, mais sont obligés de louer au moins deux sooters (ar eux-i n'ont que deuxplaes). Soit f la fontion d'ensemble qui ompte le nombre de sooters (et don leprix) que doit payer un sous-ensemble d'amis :� |V | = 3� f(∅) = 0� f(U) = 1 si |U | = 1 ou 2.� f(V ) = 2Si A et B s'entendent pour louer un sooter à deux, ils peuvent jouer indépendam-ment de C. On ne peut don pas forer A et B à payer un oût supérieur à 1.Supposons que A et B déident de partager en xA = t et xB = 1 − t. C doit donpayer 1 tout seul. C peut alors proposer à A de hanger de oalition pour s'assoierave lui. Ensemble, ils ne devront payer que 1 au lieu de 1 + t. Ils peuvent don30Les notations Bf et EBf ne sont pas lassiques en théorie des jeux. Elles viennent de (exten-ded) base polyhedron du polymatroïde assoié à une fontion f quand f est sous-modulaire.



58 Tour d'horizon de la boîte à outilstous deux diminuer le prix qu'il payaient lors de la première imputation. Mais Bse retrouve ave 1 à payer et peut à son tour proposer à l'un des deux autres des'assoier ave lui et d'être gagnant par rapport à la situation présente. . .Si le ÷ur d'un jeu oopératif est vide en général, une aratérisation de la non-vauité est susitée par l'exemple suivant :Exemple 1.36 Le loueur de sooter de l'Exemple 1.35 déide d'o�rir un rabaispour la loation de deux sooters, ar il sent que les trois touristes sont sur le pointde partir visiter l'île en bus. Le jeu s'exprime alors par une nouvelle fontion g :� |V | = 3� g(∅) = 0� g(U) = 1 si |U | = 1 ou 2.� g(V ) = αCette fois, (1.45) a une solution si et seulement si α ≤ 3/2. La su�sane de etteondition peut être vue en véri�ant que 1V /2 est une solution réalisable. La néessitévient du fait que g(V ) ≤ 3/2 est onséquene des autres inégalités (en sommant lesinégalités sur les U ayant |U | = 2 puis en divisant par deux).L'Exemple 1.36 re�ète la situation générale onernant la vauité du ÷ur ommenous le détaillons maintenant.Une partition frationnaire d'un ensemble V est une fontion λ : P(V ) \ ∅ →
[0, 1] telle que(1.46) ∑

S⊆V

λS1S = 1VUne ouverture frationnaire d'un ensemble V est une fontion λ : P(V ) \ ∅ →
R+ telle que(1.47) ∑

S⊆V

λS1S ≥ 1VUne fontion d'ensemble f sur V est équilibrée si(1.48) ∑
S⊆V

λSf(S) ≥ f(V )pour toute ouverture frationnaire λ de V .Le lemme de Farkas donne une ondition néessaire et su�sante pour que Bf et
EBf soient non-vides :Théorème 1.37 [25℄ Le polytope Bf assoié à un jeu f : P(V )→ R+ est non-videsi et seulement si la fontion f est équilibrée.



Coeur d'un jeu oopératif ombinatoire 59Théorème 1.38 (Bondareva) 31[25℄ Le ÷ur EBf d'un jeu f : P(V ) → R estnon-vide si et seulement si
∑

S⊆V

λSf(S) ≥ f(V )pour toute partition frationnaire λ de V .Dans le as (habituel) où f est non-déroissante et à valeur dans R+,Bf est non-videsi et seulement si EBf est non-vide. De plus, onsidérer des partitions frationnairesest alors équivalent à onsidérer des ouvertures frationnaires (en partiulier pourdé�nir l'équilibre de f).Le sous-jeu induit par U ⊆ V est la restrition de f à P(U). Une fontion esttotalement-équilibrée si la fontion induite par tout sous-jeu est équilibrée. Unefontion totalement-équilibrée est don non-déroissante. D'après le Théorème 1.37,
Bf 6= ∅ pour tout sous-jeu de f si et seulement si f est totalement-équilibrée.Si le Théorème de Bondareva-Shapley généralise l'Exemple 1.36, une autre géné-ralisation onsiste à demander quel est le maximum que l'on peut faire payer à unensemble de joueurs sans prendre le risque de la formation de oalitions.Pour une fontion d'ensemble f : P(V )→ R+, soit f la fontion dé�nie pour tout
U ⊆ V par(1.49) f(U) := min{

∑

T⊆V

λTf(T ) | λ est une ouverture frationnaire de U}En partiulier, nous autorisons à utiliser des valeurs f(T ) pour des ensembles T 6⊆ Upour onstruire f(U). Si f(∅) ≥ 0 et f est non-déroissante, ela n'est pas néessaireet on a :(1.50) f(U) = min{
∑

T⊆U

λTf(T ) | λ est une partition frationnaire de U}Par dé�nition, f(∅) = 0. Clairement, f ≤ f et f est totalement-équilibrée. En fait
f est l'unique fontion maximale ave es propriétés :31Le �Théorème de Bondareva-Shapley� est équivalent mais n'est habituellement pas formuléen es termes. Shapley [130℄ appelle �famille équilibrée� (balaned set) le support d'une partitionfrationnaire. L'ensemble des partitions frationnaires formant un polytope, on peut reformulerles onditions du Théorème 1.38 en termes des sommets de e polytope, 'est-à-dire ave unnombre �ni de onditions. Shapley observe que pour les sommets de e polytope, les oé�ients
λ sont dé�nis de manière unique par l'ensemble des variables atives (ette observation est àl'origine du mot �famille équilibrée�). De plus, Shapley [130℄ dérit tous les sommets du polytopedes partitions frationnaires pour |V | = 4. Nous utilisons impliitement les familles équilibréesdans la Setion 4.2. Si les familles équilibrées sont souvent utilisées pour énoner le Théorème 1.38,ela ne semble digne d'intérêt que dans la mesure où l'on est apable de dérire les sommets deleur polytope, e qui semble ouvert pour |V | ≥ 5.



60 Tour d'horizon de la boîte à outilsProposition 1.39 Pour toute fontion f : P(V ) → R+, et toute fontion f ′totalement-équilibrée telle que f ′ ≤ f , on a f ′ ≤ f .Preuve Soit f : V → R+ et f ′ totalement-équilibrée telle que f ′ ≤ f . Pour tout
U ⊆ V , il existe une ouverture frationnaire λ de U telle que f(U) =

∑
λTf(T ).Comme f ′ est totalement-équilibrée et f ′ ≤ f , on a aussi f ′(U) ≤ ∑λTf(T ), etdon f ′ ≤ f . 2En vertue de la Proposition 1.39, appelons tronation totalement-équilibrée de

f , la fontion f .1.4.1.4 Théorie duale : tronation sous-additive d'une fontion d'en-semblePar le prinipe de dualité, le Théorème de Bondareva-Shapley répond partiellementà une autre question que la non-vauité du ÷ur : elle de la formation des oali-tions. Plus préisement, un jeu a un ÷ur non-vide si et seulement si la oalitionde tous les joueurs est optimale parmis l'ensemble des partitions frationnaires desjoueurs en oalitions. Autrement dit, un jeu est équilibré si et seulement si auuneoalition n'a intérêt à se former. Mais si le jeu n'est pas équilibré le Théorèmede Bondareva-Shapley ne donne qu'une information partielle sur la formation desoalitions ar, en pratique, une oalition se forme ou ne se forme pas. Autrementdit, 'est d'un problème de partitions entières et non de partitions frationnairesdont il est question. Or, à notre onnaissane, il n'existe pas de onepts théoriquessimples pour traiter de la manière dont les oalitions devraient se former dans unontexte où haque joueur herhe à minimiser son oût. Le onept que nous étu-dions ii n'est pas motivé à la base par un ontexte de théorie de jeux, mais plut�tpar un ontexte de reherhe opérationnelle (voir Chapitre 4). En théorie des jeux,il se traduit par la problématique suivante :�Comment un oordinateur exterieur doit-il s'y prendre pour former l'ensemble desoalitions de manière à minimiser le oût total ?� ('est-à-dire la somme des oûtsdes oalitions).Pour une fontion d'ensemble f soit f̂ la fontion dé�nie pour tout U ⊆ V par(1.51) f̂(U) := min{
∑

P∈P

f(P ) | P est une partition de U en ensembles non-vides}Notons que si f est entière, alors f̂ l'est aussi. De même si f est non-déroissanteou si f est non-négative, alors f̂ l'est aussi. Par ailleurs, indépendamment de f ,on a que f̂(∅) = 0, que f̂ ≤ f et que f̂ est sous-additive. En fait f̂ est l'uniquefontion maximale ave es propriétés :Proposition 1.40 Pour toute fontion f : P(V ) → R, et toute fontion f ′ telleque f ′ ≤ f , f ′(∅) = 0 et f ′ est sous-additive, on a f ′ ≤ f̂ .



Coeur d'un jeu oopératif ombinatoire 61Preuve Soit f : V → R et f ′ sous-additive telle que f ′ ≤ f et f ′(∅) = 0. Pourtout U ⊆ V , il existe une partition {C1, C2, . . . Ck} de U telle que f̂(U) = f(C1) +
f(C2) + · · · + f(Ck). Comme f ′ est sous-additive, et f ′ ≤ f , on a aussi f ′(U) ≤
f(C1) + f(C2) + · · ·+ f(Ck) et don f ′ ≤ f̂ . 2En vertue de la Proposition 1.40, appelons tronation sous-additive32 de f , lafontion f̂ .Si la théorie lassique des jeux oopératifs se onentre sur la reherhe d'uneimputation, il est raisonnable d'étudier d'autres types de veteurs de partage desoûts x : V → R+, partiulièrement dans le as où f n'est pas sous-additive. Ilest alors intéressant d'étudier quand le ÷ur de f̂ est non-vide ('est e que nousfaisons dans la Setion 4.2). Il est don intéressant d'étudier les fontions f dontla tronation totalement-équilibrée et la tronation sous-additive sont égales (i.e.
f̂ = f). L'égalité de es deux tronations est aussi une propriété importante enombinatoire polyédrale omme nous le disutons dans la Setion 1.4.2.3.1.4.1.5 Sous-modularité, systèmes TDI et équilibre totalDans ette setion, nous observons que, parmis les fontions non-négatives et non-déroissantes, les fontions sous-modulaires forment une sous-lasse des fontionstotalement-équilibrées. De plus, si on se restreint aux fontions sous-additives, alorsla lasses des fontions dont le ÷ur dé�nit une système TDI est une lasse inter-médiaire.La sous-modularité33 est une propriété fondamentale en théorie des jeux [6℄ ar elleimplique des propriétés bien plus fortes que la non-vauité du ÷ur. En partiulier,on peut aluler une imputation de manière gloutonne si f est sous-modulaire :Proposition 1.41 (Shapley) Soit f une fontion d'ensemble sous-modulaire. Si
f(∅) = 0, alors EBf 6= ∅. Si de plus f est non-déroissante, alors Bf 6= ∅ et f esttotalement-équilibrée.Preuve Choisissons un ordre total arbitraire {1, 2, . . . n} sur V . Choisissons x :
V → R de manière gloutonne : xi := f({1, 2 . . . i})−f({1, 2 . . . i−1}). Par onstru-tion, x(V ) = f(V ) et par sous-modularité, x ∈ EBf . Si f est non-déroissante,
x ≥ 0, don x ∈ Bf . En appliquant l'algorithme glouton pour U ⊆ V , on obtientune solution dans le ÷ur du sous-jeu assoié à U . Don f est totalement-équilibrée.
232Le hoix du nom aurait pu se porter sur tronation de Dilworth (ar (1.51) est la dé�nitiondonnée à la tronation de Dilworth [129℄ Chapitre 48). Cependant, ette terminologie aurait étéambigue ar, dans le as où f est sous-modulaire, toutes les tronations que nous dé�nissons danse hapitre oïnident. Cette égalité des tronations est un des intérêts majeurs de la tronationde Dilworth.33Aussi appelée onavité ou onvexité en théorie des jeux.



62 Tour d'horizon de la boîte à outilsSoit |V | = 2. La fontion(1.52) f(U) :=






0 si |U | = 0
1 si |U | = 1
3 si |U | = 2montre qu'il n'est pas néessaire que f soit totalement-équilibrée pour que(1.53) x(U) ≤ f(U) pour tout U ⊆ Vsoit un système TDI. L'impliation est toutefois valide si l'on suppose f sous-additive. Autrement dit,Proposition 1.42 Soit f une fontion d'ensemble non-négative et non-déroissante.Si (1.53) est un système TDI alors f̂ = f . En partiulier, si f est sous-additive etsi (1.53) est un système TDI alors f est totalement-équilibrée.Preuve L'équilibre total signi�e que max{max cTx | x est sujet à (1.53)} a unesolution duale entière pour tout c ∈ {0, 1}V . Par dé�nition, ela est impliqué parla propriété TDI. 2De la Proposition 1.42 on déduit que de nombreux jeux oopératifs assoiés à desproblèmes d'optimisation ombinatoire, dont les inégalités de rang dérivent unsystème TDI sont totalement-équilibrés. Il est plus surprenant que la réiproquesoit parfois vraie et que l'équilibre total aratérise en fait es strutures ombina-toires. C'est le as notamment des graphes parfaits, omme nous l'observons dansla Setion 1.4.2.1.4.2 Jeu oopératif assoié à un problème d'optimisationombinatoireSi la donnée d'un jeu oopératif onsiste en une liste de 2V nombres dans le as gé-néral, de nombreux jeux admettent un odage ompat. C'est le as des jeux dé�nispar des quantités aratéristiques de strutures ombinatoires (omme le nombrehromatique d'un sous-graphe induit). Si la sous-modularité d'un jeu semble tou-jours traduire des as polynomiaux, l'importane de l'équilibre total est moinslaire. Nous reviendrons sur e point dans la Setion 1.4.3. En général, on assoieun jeu de oût à un problème de minimisation et un jeu de revenu à un problème demaximisation. Nous dérogeons à ette règle dans les Setions 1.4.2.1 et 1.4.2.2 pourdonner une aratérisation des hypergraphes héréditaires. Nous traitons ensuite dujeu de la oloration minimum et du TSP.



Coeur d'un jeu oopératif ombinatoire 631.4.2.1 Rang d'un hypergrapheSoit H = (V, E) un hypergraphe et soit r la fontion de rang dé�nie par(1.54) r(U) = max{|E| |E ∈ E , E ⊆ U}Nous avons vu (Proposition 1.2) que le rang d'un hypergraphe est toujours non-déroissant, entier, sous-ardinal que si f(U) > f(U − v) pour tout v ∈ U alors
f(U) = |U |. Nous observons maintenant que dans le as des fontions dé�nies parle rang d'un hypergraphe, la sous-additivité et l'équilibre total sont équivalentes etaratérisent l'hérédité :Proposition 1.43 Soit f : V → N sous-ardinale et non-déroissante. Les ondi-tions suivantes sont équivalentes :i) f est le rang d'un hypergraphe héréditaireii) f est totalement-équilibréeiii) f est sous-additive et si f(U) > f(U − v) pour tout v ∈ U alors f(U) = |U |Preuve i) =⇒ ii) Supposons que f soit le rang d'un hypergraphe héréditaire
H = (V, E). Soit U ⊆ V et K ⊆ U tel que |K| = f(U) et λ : P(V ) → [0, 1], unepartition frationnaire de U . On a :(1.55) ∑

S⊆U

λSf(S) ≥
∑

S⊆U

λSf(S ∩K) =
∑

S⊆U

λS|S ∩K| = |K| = f(U)Et don f est totalement-équilibrée.
ii) =⇒ iii) L'équilibre total implique toujours la sous-additivité. Supposons qu'ilexiste U tel que f(U) > f(U−v) pour tout v ∈ U mais f(U) ≤ |U |−1. Considéronsle reouvrement frationnaire λ de U tel que λU−v = 1/(|U | − 1) pour tout v et
λT = 0 sinon. On a(1.56) ∑ λSf(S) =

∑

v∈U

1

|U | − 1
f(U − v) ≤ |U | (f(U)− 1)

|U | − 1
< f(U)et f n'est pas totalement-équilibrée.

iii) =⇒ i) Supposons que f(U) > f(U − v) pour tout v ∈ U implique f(U) = |U |.D'après la Proposition 1.2, f est le rang d'un hypergraphe H = (v, E). Supposonsque H ne soit pas héréditaire. Il existe don K ∈ F et S ( K,S /∈ F . Puisque
S /∈ F , on a f(S) < |S|. On a don(1.57) f(S) + f(K\S) < |S|+ |K\S| = f(K)et f n'est don pas sous-additive. 2



64 Tour d'horizon de la boîte à outils1.4.2.2 Nombre de stabilitéSoit G = (V,E) un graphe et α la fontion d'ensemble sur V dé�nie par α(U) :=
α(G[U ]). Comme les stables de G dé�nissent une famille héréditaire, α est unefontion totalement-équilibrée pour tout graphe (f. Proposition 1.43). Par ailleurs :Proposition 1.44 α est une fontion sous-modulaire si et seulement si G est ungraphe sans-P3 (P3 est le graphe qui a 3 sommets et deux arêtes).Preuve Les stables de P3 ne dé�nissent pas les indépendants d'un matroïde ar lesstables maximaux n'ont pas tous la même ardinalité. Réiproquement, un graphesans-P3 est une union disjointe de liques, dont l'ensemble des stables forme lesindépendants d'un matroïde de partition (voir aussi Chapitre 2). 21.4.2.3 Nombre hromatiqueSoit G = (V,E) un graphe et χ la fontion d'ensemble sur V dé�nie par χ(U) :=
χ(G[U ]). Le ÷ur de la fontion χ est non-vide si et seulement si le nombre hro-matique de G est égal à son nombre hromatique frationnaire.Proposition 1.45 Soit G = (V,E) un graphe, alors χ est équilibrée si et seulementsi χ(G) = χ∗(G) :Preuve Soit λ : P(V )→ [0, 1] une partition frationnaire de V qui minimise(1.58) ∑

U⊆V

λUχ(U)Montrons qu'il existe une telle partition frationnaire ave λU = 0 si U n'est pasun stable. En e�et, il su�t, pour haque U tel que λU > 0 de onsidérer une χ(U)-oloration A1, A2, . . . Aχ(U) de U , d'ajouter λU à haun des λAi
et mettre λU à 0.L'optimum de (1.58) n'est don autre que χ∗. 2La Proposition est énonée de manière alternative dans [66℄ et dans un adre plusgénéral. Notons une uriosité au passage : la reonnaissane de la non-vauité du÷ur de χ ne semble même pas dans NP 34. En e�et, même si l'on dispose d'uneoloration C de G et d'une lique frationnaire x de G de même valeur, il semble NP-di�ile de erti�er que x est e�etivement une lique frationnaire de G35. En fait,nous onjeturons que la reonnaissane des graphes pour lesquels χ(G) = χ∗(G)est ∑2

P -omplète.Cependant, l'équilibre total aratérise une lasse de graphe de la plus haute im-portane. Comme un graphe G satisfait χ∗(G[U ]) = χ(G[U ]) pour tout U ⊆ V (G)34Bien que Deng, Ibaraki et Nagamohi [66℄ �prouvent� que e problème est NP-omplet (leurpreuve montrant seulement que le problème est NP-dur).35Le problème de séparation pour le polytope des liques frationnaires étant NP-dur.



Coeur d'un jeu oopératif ombinatoire 65si et seulement si G est parfait ([129℄, Théorème 65.10), on a le résultats suivant,observé aussi dans [66, 67℄.Corollaire 1.46 χ est une fontion totalement-équilibrée si et seulement si G estun graphe parfait. 2On montre, de manière similaire à la Proposition 1.44, que χ est sous-modulaire siet seulement si G est sans-P3.De même que la pertinene de la dualité anti-bloquante implique de se restreindreaux graphes ([129℄, Chapitre 82), l'équilibre total du nombre hromatique d'unhypergraphe implique que elui-i est en fait un graphe. Pour U ⊆ V , notons
χ(H [U ]) le nombre hromatique de l'hypergraphe induit par U .Corollaire 1.47 Pour un hypergraphe (sans boules)H, la fontion χ est totalement-équilibrée si et seulement si Hmin est un graphe parfait.Preuve Notons que olorier un hypergraphe H est équivalent à olorier l'hyper-graphe Hmin. L'équivalene ayant été montrée i-dessus dans le as des graphes,montrons la néessité que Hmin soit un graphe. Si e n'est pas le as, Hmin a unearête e telle que |e| ≥ 3. On a χ(H [e]) = 2 mais χ∗(H [e]) = |e|/(|e| − 1) < 2 quiest atteint par la partition frationnaire de e ayant les |e| sous-ensembles de e detaille e− 1 pour support. 21.4.2.4 Le jeu assoié au voyageur de ommereDans un graphe G = (V,E), un tour de Steiner sur U ⊆ V est une marhefermée ouvrant les sommets de U [50℄. On peut aussi voir un tour de Steiner sur
U omme une fontion x : E → N qui satisfait

xe ≥ 0 pour tout e ∈ E(1.59)(i)
x(δ(T )) ≥ 2 pour tout T ⊆ U(ii)
x(δ(T )) ≡ 0 (mod2) pour tout T ⊆ U(iii)Un yle Hamiltonien est don un tour de Steiner sur V , mais la réiproque n'estpas vraie. Si l : E → R+ est une longueur assoiée à haque arête de G, le problèmede trouver un plus ourt tour de Steiner est aussi appelé relaxation graphiquedu TSP [50℄. On peut ramener la relaxation graphique du TSP au TSP lui-mêmeen onsidérant le graphe omplet sur V muni de la métrique d dé�nie pour tout

x, y ∈ V par
d(x, y) = longueur d'un plus ourt hemin dans (G, d) de x à y



66 Tour d'horizon de la boîte à outilsLe problème que nous onsidérons ii a des appliations dans la modélisation detournées de véhiules qui doivent partir et revenir d'un unique dép�t. Le dép�test un sommet de G, noté r. Pour l : E → R+ et r ∈ V , onsidérons la fontiond'ensemble sur V − r dé�nie par
GTSP ((G, l, r), U) := longueur min d'un tour de Steiner sur U + r(1.60)Notons que, pour tout graphe pondéré enrainé (G, l, r), la fontion GTSP est non-déroissante et à valeur 0 sur l'ensemble vide. Notons aussi que GTSP ((G, l, r), U)est donné par le plus ourt iruit Hamiltonien dans le graphe omplet sur (U + r)muni de la métrique d. On dé�nit don GTSP pour un espae métrique enrainé

((V, d), r) de manière similaire (sans avoir besoin de graphe). Le jeu du TSP assoiéà un espae métrique enrainé est simplement dé�ni par la fontion GTSP . D'aprèsle Théorème de Bondareva-Shapley, le ÷ur de e jeu est non-vide si et seulement s'ilexiste un tour de Steiner ouvrant V +r, optimal parmi l'ensemble des ouverturesfrationnaires de V par des tours de Steiner enrainés sur r. Le graphe de Peterson(enrainé sur un de ses sommets) et les graphes de la Figure 1.2 sont des exemplesde graphes enrainés pour lesquels GTSP n'est pas équilibrée dans le as où l ≡ 1.Dans e as, la métrique d est simplement donnée par la longueur d'un plus ourthemin (en nombre d'arêtes) entre deux points. Un graphe pour lequel la fontion
GTSP est totalement-équilibrée pour la longueur l = 1 et indépendemment duhoix de la raine n'a don auun de es graphes omme sous-graphe isométrique36.Dans le as pondéré, les propriétés de la fontion d'ensemble GTSP ne dépendentpas seulement du graphe G, mais aussi des longueurs l. Toutefois, la métrique dhérite de ertaintes propriétés de G. Une des onséquenes en est que dans ertaineslasses de graphes, trouver un plus ourt tour de Steiner est polynomial quelles quesoient les longueurs l [50, 77℄. Notons en partiulier que pour e qui onerne lesquestions relatives aux tours de Steiner, a�eter la longueur 0 à une arête e revientà ontrater e et qu'a�eter la longueur +∞ revient à e�aer e. Autrement dit,les propriétés de graphes valides indépendamment de la longueur l sont en généralpréservées par mineurs. Il n'est don pas surprenant qu'il existe des aratérisationsintéressantes de ertaines lasses de graphes à partir des propriétés de la fontion
GTSP , dès que l'on s'intéresse à des propriétés valides pour toutes longueurs l.Les graphes pour lesquels la fontion GTSP est sous-modulaire pour toute a�e-tation d et toute raine r sont appelés naturellement sous-modulaires [94℄.Nous préferons le terme, moins ambigu de GTSP sous-modulaires. Plusieursaratérisations de es graphes sont données dans [94℄. En partiulier, e sont lesgraphes (onnexes) dont les omposantes 2-sommets onnexes sont soit des K4 soitdes graphes outer-planars. Herrer et Penn [94℄ ne semblent pas voir remarqué queette lasse est fermée par mineurs. De leur travaux, on déduit ependant que K2,336Pour aluler les valeurs de GTSP , il faut utiliser la métrique du graphe de départ (et nonla métrique d'un sous-graphe induit, qui peut ne pas être isométrique).



Coeur d'un jeu oopératif ombinatoire 67est le seul mineur exlu à la lasse des graphes GTSP sous-modulaires. Notonsque les arbres sont don une sous-lasse des graphes GTSP sous-modulaires. Oka-moto [121℄ propose un survey des questions liées à l'équilibre de la fontion GTSP .Inspiré par le théorème de Herrer et Penn [94℄, Okamoto [121℄ pose la questionde la aratérisation des graphes GTSP (totalement-)équilibrés37, dé�nis parle fait que la fontion GTSP soit (totalement-)équilibrée indépendamment de laraine r et des longueurs l.Cette lasse de graphe est liée aux graphes TSP-parfaits38 dé�nis par Fonluptet Naddef [77℄ omme les graphes pour lesquels l'enveloppe onvexe des tours deSteiner sur V est dé�nie par la relaxation suivante de (1.59) :
xe ≥ 0 pour tout e ∈ E(1.61)(i)
x(δ(U)) ≥ 2 pour tout U ⊆ V(ii)Nous observons quelques liens étroits entre les graphes TSP-parfaits et les GTSP(totalement-)équilibrés.Proposition 1.48 Tout graphe TSP-parfait est GTSP totalement-équilibré.Preuve Montrons que les inégalités qui dé�nissent le ÷ur de la fontion GTSPsont plus forte que les inégalités du système (1.61). Soit G = (V,E) et r, s ∈ V .Pour un graphe G = (V,E) et r ∈ V , soit T l'ensemble des marhes ferméesontenant le sommet r. Soit Λ : T → R+ une ouverture frationnaire de V pardes tours enrainés sur r. Pour T ∈ T et e ∈ E, soit T (e) le nombre de fois que Ttraverse e. Considérons le veteur x : E → R+ dé�ni par

xe :=
∑

T∈T

λTT (e)Considérons un sommet s ∈ V ave s 6= r. Pour tout T ∈ T ouvrant r et s et toute
(r, s)-oupe U ⊆ V , on a x(δ(U)) ≥ 2. D'autre part, omme T est une ouverturefrationnaire de V , la somme des λ ∈ Λ assoiés à des tours qui ontiennent s estsupérieure ou égale à 1. Don toute (r, s)-oupe U satisfait les ontraintes (1.61)(ii).Cela termine la preuve ar toute oupe de G est une (r, s)-oupe pour un ertain
s. 2Corollaire 1.49 Les graphes M1 et M2 de la Figure 1.2 font partie de la liste desmineurs exlus minimaux pour la lasse des graphes GTSP (totalement-)équilibrés.Preuve Les graphes M1 et M2 ne sont pas GTSP équilibrés, omme expliqué dansla Figure 1.2. Puisque M1 et M2 sont des mineurs minimaux exlus pour la TSP37Qu'il appelle �naturellement (totalement-)équilibrés�.38Qu'il serait plus juste d'appeler GTSP-parfaits.



68 Tour d'horizon de la boîte à outilsperfetion [77℄, la Proposition 1.48 implique qu'ils le sont aussi pour la lasse desgraphes GTSP (totalement-)équilibrés. 2Les graphes GTSP totalement-équilibrés ne sont pas toujours TSP-parfaits ommele montre le troisième et dernier mineur exlus M3 = C6 à la TSP-perfetion. Ene�et, K6 est GTSP totalement-équilibré [110℄ et a M3 omme mineur. Au vu dees résultats :Conjeture 1.50 Soit G un graphe. Les onditions suivantes sont équivalentes :� G est GTSP totalement-équilibré,� G est GTSP équilibré,� G est sans-mineur {M1,M2}.
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M2Figure 1.2 � Deux mineurs exlus à la lasse des graphes GTSP totalement-équilibrés. Pour es deux graphes (pondérés ave les longueurs 1), il existe uneouverture frationnaire en tours fermés ontenant r, de oût inférieur au plusourt tour de Steiner. Par exemple, M1 peut être ouvert par trois iruits de lon-gueur 6, pondérés ave un poids 1/2, donnant une ouverture frationnaire de oût

9, alors que GTSP ((M1, 1, r), V (M1)) = 10.Pour e que nous en savons ependant, il est ouvert de savoir si l'équilibre total dela fontion GTSPr se traduit par une bonne aratérisation pour le problème duvoyageur de ommere. Plus préisément, le problème suivant semble ouvert :[TBTSP℄ TSP totalement-équilibréDonnées : Un espae métrique enrainé M = ({1, 2, . . . n}, d, r).Promesse : GTSP (Kn, d, r) est une fontion totalement-équilibréeRésultat : Un tour sur V de longueur minimum.Commentaires : NPP. L'appartenane à o-NPP semble ouverte.



Coeur d'un jeu oopératif ombinatoire 69Une des di�ultés est que si M = (V, d, r) est un espae métrique enrainé danslequel GTSP est totalement-équilibrée, nous ne voyons pas omment erti�er po-lynomialement qu'un veteur x : V → R est un élément du ÷ur de GTSP , bienque la donnée du veteur x soit de taille polynomiale. En e�et, omment véri�erpolynomialement que x(U) ≤ GTSP ((V, d, r), U) pour tout U ⊆ V ?De même, pour un espae métrique enrainé donné, la question de la reonnais-sane de l'équilibre (total) de GTSP , semble ouverte [121℄39. Pire, les questionsde reonnaissane et d'optimisation semblent aussi ouvertes si l'on s'intéresse à lasous-modularité de la fontion GTSP pour un espae métrique donné.En onlusion de ette setion, rappelons que même si elles se révélaient non-pertinentes du point de vue de la omplexité algorithmique, les propriétés d'équi-libre total et la sous-modularité de la fontion GTSP sont fondamentales du pointde vue de la théorie oopérative des jeux (voir Exemple 1.32).1.4.3 Imputations entières dans le ÷urDans ette setion, nous étudions l'existene d'une imputation entière dans le ÷urd'une fontion entière totalement-équilibrée. Nous observons qu'une telle imputa-tion existe si la fontion est sous-ardinale ou si elle est taille-dé�nie, mais nousdonnons un ontre-exemple dans le as général.Si dans la théorie duale, la problématique se formule naturellement en variablesentières, dans la théorie lassique, les questions d'intégralité des solutions ne sontsouvent même pas évoquées. La raison est que le partage des oûts ou des gains sefait habituellement de manière monétaire (et don ontinue). Cependant, ertainesproblématiques font apparaître des questions de partage de biens inséables, ommeles sièges en théorie des votes :Exemple 1.51 Soit p : V → [0, 1] tel que p(V ) = 1 et D un nombre entier. Onmontre failement qu'il existe toujours x : V → N tel que x(V ) = D et tel que
⌊D.pv⌋ ≤ xv ≤ ⌈D.pv⌉. Mais peut-on partager les D sièges entre les partis de tellemanière qu'auun sous-ensemble U de partis ne puisse s'estimer laisé et ait intérêtà former une oalition pour obtenir plus de sièges40 ? Autrement dit, existe-t-il39Okamoto prouve la NP-ompletude de la reonnaissane de l'équilibre pour le jeu du TSPenrainé (i.e. pas pour la relaxation graphique et don pas pour la fontion GTSP). Sa preuveutilise la violation des inégalités triangulaires.40Notons que et exemple n'est pas vraiment réaliste ar tous les sous-ensembles de partisne sont pas suseptibles de former des oalitions. Les solutions entières dans le adre des jeuxoopératifs sont toutefois digne d'un grand intérêt (Annexe B). Pour pallier l'irréalisme d'unmodèle autorisant la oopération de tous les sous-ensembles dans le adre politique, il seraitintéressant de restreindre la oopération à une famille laminaire de sous-ensembles de V . Certainsjeux à oopération restreinte aux liques d'un graphe sont disutés dans le Chapitre 4. D'autresjeux à oopération restreinte sont étudiés dans [19℄.



70 Tour d'horizon de la boîte à outils
x : V → N tel que x(U) ≥ ⌊D × p(U)⌋ pour tout U ⊆ V .Une première ondition néessaire pour que le ÷ur de f ait une imputation (en-tière) est que le jeu soit équilibré. Une deuxième est que f(V ) ∈ N. Cela n'estlairement pas su�sant omme le montre l'exemple suivant, (onstruit à partir del'Exemple 1.51 en prenant |V | = 4 et pv = 1/4 pour tout v ∈ V et D = 2) :Exemple 1.52 Soit V = [1..4] et f dé�nie par(1.62) f(S) :=






0 si |S| = 0
1 si |S| = 1 ou 2
2 si |S| = 3 ou 4Alors f est équilibrée et entière mais n'a pas de solution entière dans son ÷ur (quionsiste en un seul point : x = 1/2).Nous montrons dans la Setion 1.4.3.1, qu'en un sens, une ondition néessaire pourl'existene d'une imputation entière est que f soit totalement équilibrée et entière.1.4.3.1 Tronation totalement-équilibrée entièreDe manière similaire aux oupes de Gomory-Chvátal, on peut, à partir des valeursde f , inférer d'autres inégalités qui donnent des bornes supérieures au programme

max{1Tx | x ∈ Pf ∩NV } :Ingrédient 1.53 Si λ est un reouvrement frationnaire de U , on a(1.63) x(U) ≤
⌊
∑

S⊆U

λSf(S)

⌋pour tout x entier dans Pf . 2Cependant, il ne su�t pas de prendre la partie entière de haque valeur de latronation totalement-équilibrée pour tirer tout son ar�me de l'Ingrédient 1.53(voir Exemple 1.52) : ontrairement aux tronations sous-additive et totalement-équilibrée, il faut aluler la tronation totalement-équilibrée entière réursivementen appliquant l'Ingrédient 1.53. Pour f : P(V )→ R+, on suppose, quitte à d'abordremplaer f(U) par minT⊇U f(T ), que f est non-déroissante. On dé�nit alors f ⌊.⌋réursivement par :(1.64)
f
⌊.⌋

(U) := min{⌊f(U)⌋,min{
∑

T(U

⌊λT f
⌊.⌋

(T )⌋ | λ est une partition frationnaire de U}}



Coeur d'un jeu oopératif ombinatoire 71Par dé�nition, f ⌊.⌋ est totalement-équilibrée et entière. C'est en fait l'unique fon-tion maximale ave ette propriété :Proposition 1.54 Soit f : P(V ) → R+, et f ′ : P(V ) → N totalement-équilibréetelle que f ′ ≤ f , alors f ′ ≤ f
⌊.⌋.Preuve Soit f : V → R+ et f ′ totalement-équilibrée entière telle que f ′ ≤ f .Supposons que f ′(U) > f

⌊.⌋
(U) pour un ertain U ⊆ V et hoisissons U minimal parinlusion. Si f ⌊.⌋

(U) = ⌊f(U)⌋ on a aussi f ′(U) ≤ f
⌊.⌋

(U), ontradition. Il existedon une partition frationnaire λ de U telle que f ⌊.⌋
(U) = ⌊∑T⊂U λTf

⌊.⌋
(T )⌋. Parminimalité de U , on a aussi f ′(U) ≤∑T⊂U⌊λTf

⌊.⌋
(T )⌋, ontradition. 2Le prinipal intérêt de la tronation totalement-équilibrée entière est donné par laProposition 1.55 qui montre, en un sens, qu'il est néessaire que f soit totalement-équilibrée et entière pour qu'elle ait une imputation entière dans son ÷ur. Pluspréisément,Proposition 1.55 Pour tout f : P(V )→ R+, on a

Pf ∩ NV = P
f
⌊.⌋ ∩NVPreuve L'inlusion Pf ∩NV ⊇ P

f
⌊.⌋ ∩NV vient de f ⌊.⌋ ≤ f . Pour l'autre inlusion,onsidérons x ∈ Pf ∩ NV . La fontion x : P(V ) → N qui a U assoie x(U) estentière. Comme elle est linéaire, elle est aussi totalement-équilibrée. D'après laProposition 1.54, on a x ≤ f

⌊.⌋ et don x ∈ P
f
⌊.⌋ ∩ NV . 2Dans la Setion 1.4.3.4, nous montrons ependant que ette tronation n'est passu�sante pour aratériser l'existene de points entiers dans le ÷ur d'une fontion

f .1.4.3.2 Fontion totalement-équilibrée sous-ardinaleDans ette setion, nous montrons que le ÷ur d'une fontion f sous-ardinale,entière et totalement-équilibrée ontient toujours un point entier. D'après la Pro-position 1.43, trouver un tel point est équivalent à trouver une arête de ardinalitémaximum dans un hypergraphe héréditaire lorsque l'on dispose d'un orale de rang.Or, ette tâhe est triviale même dans un hypergraphe quelonque :Proposition 1.56 Soit H = (V, E) un hypergraphe. Si l'on dispose d'un orale derang pour H, on peut trouver une arête de ardinalité maximum de E , en temps
O(|V |).Preuve Construisons ette arête de manière gloutonne : Posons d'abord U := V .Puis, pour haque élément v de U , enlevons v de U ssi r(U − v) = r(U). 2



72 Tour d'horizon de la boîte à outilsSi le fait que H soit héréditaire n'a auune importane pour le bon déroulementde l'algorithme, la Proposition 1.43 montre que l'hérédité est néessaire pour quele veteur aratéristique de l'arête ainsi trouvée soit dans le ÷ur de la fontion
r(H). En onséquene des Propositions 1.56 et 1.43, on a :Corollaire 1.57 Soit f : P(V )→ N totalement-équilibrée et sous-ardinale. Alorsle programme max{cTx | x ∈ Pf} a la propriété de dualité entière pour tout c ∈
{0, 1}V . En partiulier le ÷ur de f ontient un point entier. 2Bien que les inégalités de rang d'un hypergraphe héréditaire dé�nissent un systèmeayant la propriété de dualité entière pour toute fontion objetif c ∈ {0, 1}V , esystème ne dé�nit pas, en général, un polyèdre entier :Exemple 1.58 Soit G = C5 + v le graphe à 6 sommets qui a un C5 induit et unsommet isolé. Soit c ∈ RV tel que cu = 1 pour tout u ∈ C5 et cv = 2.

max{cTx | x(U) ≤ ω(G[U ]) pour tout U ⊆ V } = 7/3est atteint par x∗ = 1/3.1.4.3.3 C÷ur d'une fontion totalement-équilibrée taille-dé�nieUne fontion est taille-dé�nie41 si f(U) ne dépend que de |U |, 'est-à-dire s'ilexiste φ : [0..|V |] → R telle que f(U) = φ(|U |) pour tout U ⊆ V . Nous observonsque le ÷ur d'une fontion taille-dé�nie totalement-équilibrée entière ontient unpoint entier, mais ne dé�nit pas toujours un polyèdre entier.Proposition 1.59 Soit f une fontion taille-dé�nie totalement-équilibrée entièredé�nie par φ. Alors il existe un point entier dans le ÷ur de f .Preuve Posons t := ⌈φ(|V |)/|V |⌉ et hoisissons S ⊆ V tel que le veteur x dé�nipar
xv :=

{
t si v ∈ S

t− 1 si v /∈ Ssatisfasse x(V ) = f(V ). Montrons que x est dans le ÷ur de f . Sinon, parmisles Q ⊂ V tels que x(Q) > φ(|Q|), hoisissons Q de ardinalité maximum. On a
φ(|Q|) + 1 ≤ x(Q) ≤ |Q|t et don φ(|Q|)/|Q| < t. Soit v ∈ V \ Q. Considéronsla partition frationnaire de Q + v par tous les sous-ensembles de taille |Q|. Paréquilibre total de f , on a :

φ(|Q+ v|) ≤ |Q|+ 1

|Q| φ(|Q|)et don
φ(|Q+ v|)− φ(|Q|) ≤ φ(|Q|)

|Q| < t41size-de�ned.



Coeur d'un jeu oopératif ombinatoire 73Par intégralité de φ, on a don φ(|Q+ v|) ≤ φ(|Q|) + t− 1. Finalement,
x(Q+ v) ≥ x(Q) + t− 1 > φ(|Q|) + t− 1 ≥ φ(|Q+ v|)e qui ontradit la maximalité de Q. 2Observons que le ÷ur d'une fontion taille-dé�nie totalement-équilibrée entièren'est pas toujours un polyèdre entier :Exemple 1.60 Soit f la fontion dé�nie sur V = {1, 2, 3, 4} par(1.65) f(U) :=






0 si |U | = 0
2 si |U | = 1 ou 2
3 si |U | = 3 ou 4

max{(2, 1, 1, 1)Tx | x ∈ Pf } est atteint ave x = 1/2(3, 1, 1, 1). La valeur objetifest 9/2. Une solution duale optimale est donnée par yV = y1,2 = y1,3 = y1,4 = 1/2.1.4.3.4 C÷ur d'une fontion totalement-équilibrée généraleDans ette setion, nous donnons un exemple de fontion totalement-équilibréeentière qui n'a pas d'imputation entière dans son ÷ur.Au vu des résultats onernant le as sous-ardinal et taille-dé�ni, nous avionsonjeturé qu'il existe une solution entière dans le ÷ur d'une fontion totalement-équilibrée entière. Cette onjeture était l'une des motivations pour étudier les liensentre la théorie des jeux oopératifs et la ombinatoire polyédrale. Cette onjetureest malheureusement fausse, omme le montre l'exemple, dû à Gijswijt [83℄ que nousdérivons dans le reste de ette setion.Soit V := {1, 2, 3, 4, 5, 6} et A la matrie V × V suivante :(1.66) A :=





1 1 0 1 0 0
0 1 1 0 1 0
0 0 1 1 0 1
1 0 0 1 1 0
0 1 0 0 1 1
1 0 1 0 0 1



Pour i ∈ [1..6], soit Ti le sous-ensemble de V support de la i-ème ligne de A et
T := {T1, T2, . . . T6}. Pour S ⊆ V , soit
(1.67) f(S) :=






0 si |S| = 0
4 si |S| = 1 ou 2
4 si |S| = 3 et S ∈ T
6 si |S| = 3 et S /∈ T
6 si |S| = 4
7 si |S| = 5
8 si |S| = 6



74 Tour d'horizon de la boîte à outilsProposition 1.61 La fontion f est totalement-équilibrée, mais il n'existe pas desolution entière dans son ÷ur.Preuve Soit
Pf := {x ∈ RV | x ≥ 0, x(U) ≤ f(U) pour tout U ⊆ V }Montrons tout d'abord que f est totalement-équilibrée. Grâe au Théorème deBondareva-Shapley, il su�t de véri�er que pour tout S ⊆ V , il existe x∗S ∈ Pftel que x∗S = f(S). Comme la fontion f est invariante par l'ation du groupedes permutations irulaires sur les 6 éléments de V , on n'a pas besoin de donnerun tel x∗ pour haun des 26 sous-ensembles de V . A permutation irulaire près,on trouve un seul ensemble de taille 5 et trois ensembles de taille 4. Toutes leson�gurations de S ⊆ V sont don ouvertes dans (1.68).

(1.68) x∗S :=






4/3× (1, 1, 1, 1, 1, 1) si S = V
(1, 1, 2, 2, 1, 0) si S = {1, 2, 3, 4, 5}
(0, 1, 2, 2, 1, 0) si S = {2, 3, 4, 5}
(1, 0, 2, 2, 1, 0) si S = {1, 2, 4, 5}
(1, 2, 0, 1, 2, 0) si S = {1, 2, 4, 5}
(1, 1, 0, 2, 0, 0) si S = T1

2× 1S si |S| = 3 et S /∈ T
2× 1S si |S| = 2
4× 1S si |S| = 1Montrons maintenant que f n'a pas de solution entière dans son ÷ur. Soit Bf :=

{x ∈ P | x(V ) = f(V )}. Il su�t de véri�er que Bf = {x∗V }. Montrons que pourtout x ∈ Bf et tout i ∈ [1..6], on a f(Ti) = x(Ti). Par ontradition, supposons
f(Ti) > x(Ti) pour i ∈ [1..6]. En ajoutant les 5 autres inégalités f(Tj) ≥ x(Tj), ona :(1.69) x(V ) = f(V ) = 8 = 1/3(f(T1) + . . . f(T6)) > 1/3(x(S1) + . . . x(S6)) = x(V )e qui est impossible. On a don f(Ti) = x(Ti) = 4 et don Ax = (4, 4, 4, 4, 4, 4).Comme A est non-singulière (e.g. det(A)= −9), x∗ est la seule solution du système
Ax = (4, 4, 4, 4, 4, 4). 21.5 Une lassi�ation des problèmes d'ordonnane-ment hromatiqueLa théorie de la oloration peut être vue omme l'étude des partitions d'un en-semble �ni d'objets sous ontraintes d'inompatibilité. La théorie de l'ordonnane-ment, quant à elle, s'intéresse prinipalement aux permutations d'un ensemble �ni



Une lassi�ation pour l'ordonnanement hromatique 75d'objets. Ces deux disiplines débordent onstamment l'une dans l'autre, réantl'ordonnanement hromatique42. Après avoir introduit quelques onepts del'ordonnanement hromatique par baths (Setion 1.5.1), nous proposons une las-si�ation de type α|β|γ pour les problèmes d'ordonnanement hromatique traitésdans e mémoire (Setion 1.5.2).L'intérêt de ette lassi�ation est double : premièrement, elle devrait favoriserla ommuniation et partiiper à l'interféondation ordonnanement-oloration.Deuxièmement, et 'était notre motivation originelle, ette lassi�ation partiipeà la mise en ÷uvre du projet de synthèse présenté dans l'Annexe A.1.5.1 Introdution à l'ordonnanement hromatique par bathLa théorie de l'ordonnanement traite de l'organisation temporelle du travail. Ondispose de mahines sur lesquelles des tâhes doivent être exéutées. En pra-tique les mahines peuvent être des proesseurs sur lesquels on e�etue des aluls(qui sont alors les tâhes). Le ouple mahines-tâhes peut aussi signi�er amions-marhandises dans les problèmes de tournées de véhiules, traduteurs-textes dansune entreprise de tradution, ou enore enseignants-ours dans un lyée ou une uni-versité. Ordonnaner onsiste don à a�eter les tâhes aux mahines et à déiderà quel moment haque tâhe sera e�etuée.Un des intérêts de la théorie de l'ordonnanement est de pouvoir exprimer, dansun même formalisme mathématique, des problèmes issus de ontextes onretsdi�érents, mais relevant d'une même problématique. Nous référons à [32, 21, 112℄pour une présentation �lassique� des problèmes d'ordonnanement.Les ordonnanements sont des objets mathématiques omplexes, que l'on formaliseen général dans le langage de la programmation linéaire en nombres entiers. Cettemodélisation semble super�ue dans le adre de e mémoire, ar un ordonnanementadmet aussi une représentation graphique simple et intuitive : son diagramme deGant. Nous nous ontentons don d'illustrer les onepts sur quelques exemples.Commençons par un as que nous onnaissons bien : l'organisation du travail d'unherheur très en retard dans son planning.Exemple 1.62 Ordonnanement lassique43Marla Tex, professeure à l'Université Libre Mondiale, a passé les dernières semainesà essayer de savoir si P=NP. Elle se retrouve le dimanhe 31 mars au soir ave laliste suivante de hoses à faire d'ii le 10 avril au soir (veille de son départ pourune onférene à Tokyo).42Le terme Chromati Sheduling est promu par Dominique de Werra depuis plus de 30 ans [54,108, 63, 62, 59, 56, 57, 61, 58℄.43L'exemple 1.62 illustre le problème noté 1 |rj |
∑

wjUj dans la notation α|β|γ (présentée dansla Setion 1.5.2).



76 Tour d'horizon de la boîte à outilsIdenti�ant Tâhe Disponibilité rj Ehéane dj Durée pj Valeur wj

T1 Paris − 6 2 2
T2 Waterloo − 4 2 3
T3 Europe − 10 3 30
T4 JCRA 3 4 1 1
T5 PLS − 9 2 2
T6 Mari 5 7 1 2
T7 Amant − 10 1 2
T8 Chalet 5 7 2 3Tableau 1.1 � Les engagements de Marla : Une instane du problème 1 |rj |

∑
wjUj� Erire un résumé pour une onférene à Paris.� Erire un résumé pour une onférene à Waterloo.� Bouler un dossier de demande de �nanement européen (Europe).� Partiiper aux Journée de Combinatoire Rh�ne-Alpes (JCRA).� Erire un artile de vulgarisation pour le journal Pour la Siene (PLS).� Passer une journée de week-end ave son mari au bord d'un la.� Passer une journée ave son amant.� Passer le week-end dans un halet en montagne ave des amis.A haque ativité j est assoiée un intervalle de temps [rj, dj] durant lequel l'a-tivité peut être réalisée ainsi qu'un temps d'opération pj (l'ativité j ne peut êtreommenée avant la date rj , ne peut être terminée après la date dj et dure pjjournées). Les données (rj, dj, pj) sont résumées dans le Tableau 1.1 (dans lequel�rj = −� équivaut à rj = 0). Marla s'aperçoit qu'elle ne pourra pas répondre à tousses engagements avant son départ, mais ne se résout pas pour autant à réduire sontemps de sommeil ou à bâler ses tâhes. Elle déide d'estimer la valeur wj qu'apour elle la réalisation de haune de ses ativités et herhe omment s'organi-ser pour réaliser un ensemble d'engagements de valeur totale maximum avant leuréhéane.Après une minute de ré�exion, elle arrive à l'ordonnanement de la Figure 1.3,(dans lequel ertaines tâhes ne sont pas réalisées, ar Marla estime que les tâhesréalisées en retard ne valent pas mieux que des tâhes non réalisées). La �n dutraitement de la tâhe j est noté Cj.Dans la notation α|β|γ (setion 1.5.2) la modélisation qu'elle a fait de son problèmed'organisation se note

1 |rj |
∑

wjUjMarla n'est pas vraiment intéressée pour trouver une solution optimale de son pro-blème d'organisation personnelle (dont la modélisation est relativement subjetive,
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→

T2 T7 T4 T1 T6 T3

L M M J V S D L M M
C2 C7 C4 C1 C6 C3

0 5 10 tempsFigure 1.3 � Le premier planning de Marla Texen partiulier à ause des valeurs wj). Par uriosité, elle onsulte quand même lesite web de Bruker et Knust [34℄ pour onnaître la omplexité de sa formalisation.Elle se rend ompte qu'il y a au moins un aspet du problème qu'elle n'a pas pré-isé : la préemption. La préemption, onsiste à arrêter une tâhe en ours pour enommener une autre avant de revenir à la première. L'ordonnanement de la Fi-gure 1.3 est non-préemptif. La modélisation de Marla est NP-dure si l'on se restreintaux ordonnanements non-préemtifs mais pseudo-polynomial si la préemption estautorisée [34℄.Lundi matin, lors de la préparation du résumé de sa onférene de Waterloo (voirExemple 1.62), Marla traite du problème suivant :Exemple 1.63 Ordonnanement en baths parallèles ave un graphe d'intervalleomme ontraintes de ompatibilité, et nombre de tâhes bornées dans un bath 44.
B1 |col(G = o-interval), b ≤ n, p-bath |CmaxUn ensemble de n pièes en fonte I1, . . . , In doivent être uites dans un four enlohe. Le four peut uire jusqu'à b pièes à la fois. Chaque pièe possède untemps de uisson minimal pj . L'organisation du four onsiste en une suession dephases de uisson durant lesquelles on ne peut pas ajouter ni enlever des pièessous la lohe. Lorsqu'on uit un ensemble J de pièes en même temps, on lesuit don pendant le maximum des temps de uisson : l'ensemble J reste dans lefour pendant maxj∈J pj . En plus du temps de uisson, les pièes à uire doiventl'être à des températures spéi�ques. A haque pièe est assoié un intervalle detempératures admissibles. Pour que des pièes puissent être uites ensemble, il estnéessaire que leurs intervalles de températures aient une intersetion ommune.Le but est de trouver un planning de uisson qui utilise le four pendant le plusourt temps total possible. De manière équivalente, on veut avoir �ni de uire ladernière pièe le plus t�t possible.La Figure 1.4 présente une instane de e problème. Chaque tâhe y est représen-tée par un intervalle, dont la hauteur représente le temps minimal de uisson etles extrémités latérales représentent les températures minimales et maximales de44L'étude de e problème a fait l'objet d'une publiation ommune ave Gerd Finke, AndrásSeb® et Maurie Queyranne [76℄.
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Figure 1.4 � Une instane du problème 1 |G = o-interval, b = 3, p-bath |Cmax
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Figure 1.5 � Une partition des intervalles en baths de taille au plus 3.Un planning de uisson peut alors être représenté par un ordonnanement parbath, dans lequel plusieurs tâhes sont opérées en même temps, omme dans lesFigures 1.5 et 1.6. Dans l'extension de la notation α|β|γ que nous proposons (Se-tion 1.5.2) e problème se note
B1 |col(G = o-interval), b ≤ n, pS = p-bath |CmaxDu fait des ontraintes d'inompatibilités, les résultats onernant e problèmene sont pas failement aessibles dans la littérature issue de l'ordonnanement45.45En partiulier, ils ne sont pas réferenés dans [34℄ (ni ailleurs semble-t-il).
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I2 I4 I5 I1 I3 I6 I7 I8

8 13 19 tempsFigure 1.6 � Un ordonnanement orrespondant à la partition de la Figure 1.5Cependant (à fore de transitivité bibliographique et de partiipation à des onfé-renes), on trouve de nombreux résultats onernant e problème dans la littéra-ture. Une des raisons expliquant la di�ulté de l'aès aux résultats est la largeurdu spetre des appliations. En e�et, e problème intervient dans des ontextesde tournées de véhiules ave fenêtres de temps46 [68℄, de plani�ation de produ-tion [76, 107℄, de réseaux de ommuniation [14℄. Ce problème est polynomial si l'onsuppose que le temps d'opération d'un bath est unitaire [125, 113, 22, 76, 107℄.Il est polynomial si l'on supprime les ontraintes de ardinalité [68, 76, 38, 14℄.Il est polynomial si l'on supprime les ontraintes de ompatibilité entre les in-tervalles (voir [33℄ et/ou Setion 4.4.3). La omplexité du problème général restetoutefois ouverte.Exemple 1.64 Ordonnanement par baths ave éonomie d'éhelle.Lundi midi, alors que Marla disute d'ordonnanement par bath ave ses ol-lègues, elle réalise que e mode d'organisation peut s'appliquer à l'organisation deson propre travail (Exemple 1.62) : elle peut faire des éonomies de temps en pré-parant deux résumés similaires pour ses onférenes de Paris et de Waterloo. Bienque l'un des résumés doive être érit en anglais et l'autre en français, il lui su�td'en préparer un puis de le traduire. Elle estime à trois jours (au lieux de quatre,omme l'indique le Tableau 1.1), le temps de préparation de ses deux résumés. Celane olle pas ave son modèle en baths parallèles dans lequel le temps d'opérationserait de deux jours47. Elle réalise aussi qu'il y a un la près du halet où elleavait renoné à aller ave ses amis e week-end. Elle appelle son mari qui aepted'annuler leur journée ensemble pour se joindre au groupe d'amis pour une jour-née48. Marla onstate le lien entre la notion d'inompatibilité pour les intervalles del'Exemple 1.63 et l'inompatibilité de ertaines ativités dans son propre planning.Marla arrive �nalement au planning suivant :46La ompatibilité des intervalles orrespond aux fenêtres de temps (il faut supposer que ladurée des trajets est petite devant la taille des fenêtres de temps). Les temps d'opération (qu'ilfaut toutefois généraliser à des fontions d'ensemble omme dans (1.60) page 66) orrespondent àla longueur des trajets. La minimisation du makespan orrepsond à la minimisation de la longueurtotale des trajets.47Par ailleurs, dans un ordonnanement par baths, les deux tâhes devraient être traitéessimultanément alors que Marla n'a nul besoin de faire ses deux résumés ensembles, ni même l'unà la suite de l'autre. Ce genre de variantes n'est ependant pas disuté dans e mémoire.48Dans l'ivresse qu'elle éprouve à gagner du temps sur son planning, elle imagine un instantgagner enore un jour en invitant son amant en week-end, mais se rappelle que ni son mari ni sesamis ne sont au ourant de ette relation et que 'est peut-être mieux ainsi.
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T2 T1 T4 T7 T8 T6 T3

L M M J V S D L M M
C1

C2

C7C4

C8

C6 C3

0 5 10 tempsFigure 1.7 � Le planning de Marla Tex ave éonomies d'éhelleMarla est très intriguée par son nouveau planning ar elle sent que le gain detemps assoié au traitement groupé des tâhes est un phénomène général. Elle sentependant qu'il n'est pas aisé de quanti�er l'éonomie d'éhelle de manière générale,ar elle-i dépend du type de mahine onsidéré (voir Setion 2.4). Après avoirremanié son planning, elle appelle son amant pour l'informer du hangement deprogramme. Celui-i lui répond qu'il n'est pas disponible selon son bon vouloir etlui rarohe au nez. Déouragée par la omplexité de la logistique qu'impliquel'éonomie d'éhelle, Marla se remet à préparer ses onférenes. . .1.5.2 Classi�ation α|β|γ pour l'ordonnanement hromatiqueDans ette setion, nous proposons une lassi�ation de type α|β|γ pour les pro-blèmes d'ordonnanement pas bath ave ontraintes d'inompatibilité. Les deuxprinipales originalités par rapport à la notation lassique sont le hamp βIncomp quidérit l'inompatibilité des tâhes (voir Chapitres 3, 4 et 5) et le hamp, βProcT imequi, pour prendre en ompte l'éonomie d'éhelle, n'est plus dé�ni pour haquetâhe mais pour haque sous-ensemble de tâhes (voir Chapitre 4).1.5.2.1 Champ α : ressoures mahinesDans e mémoire, nous étudions seulement le as de l'ordonnanement par bathsur une mahine, le hamp α prendra toujours la valeur B1 (B pour bath, 1pour une mahine) 49. Une mahine par bath opère en traitant plusieurs tâhessimultanément. Un ordonnanement par bath sur une mahine se résume don àune partition ordonnée Q = (K1, K2, . . .Kk) de V .En raison de la Remarque 1.65 i-dessous, nous dé�nissons maintenant la mahineunique50 et les mahines parallèles. Dans les problèmes lassiques, un ordonnane-49Cette notation n'est pas lassique, Bruker et Knust [34℄ la notent 1 et spéi�ent dans lehamp β que la mahine opère par baths.50Single mahine.



Une lassi�ation pour l'ordonnanement hromatique 81ment sur une mahine est une fontion O : V → N telle que O(v) ∩ O(w) = ∅.Ii, O(v) donne l'ensemble des instants pendant lesquels la tâhe v est traitée. Laontrainte d'intersetion vide traduit le fait que la mahine ne peut traiter qu'uneseule tâhe à la fois. Un ordonnanement sur m mahines parallèles est alors unefontion de O : V × [1..m]→ N tel que O(v, j)∩O(w, j) = ∅ pour tous v, w ∈ V ettout j ∈ [1..m] et tel que O(v, i)∩O(v, j) = ∅ pour tous v ∈ V et tout i, j ∈ [1..m].Autrement dit, à haque instant, haque mahine exéute au plus une tâhe ethaque tâhe est exéutée par au plus une mahine.Remarque 1.65 [22, 34℄ Dans le as de temps d'opération unitaires, les ordon-nanements par bath sur une mahine sont en bijetions ave les ordonnanementssur mahines parallèles. De plus, ontraindre les baths à ontenir au plus b tâheséquivaut à onsidérer b mahines parallèles, tandis que des baths non ontraintsen ardinalité équivalent à un nombre in�ni de mahines parallèles.1.5.2.2 Champ β : aratéristiques des tâhes� βInomp indique les ontraintes d'inompatibilité. Celles-i dérivent les sous-ensembles de tâhes qui ne peuvent pas être traitées simultanément. Dans e mé-moire, nous supposons que l'inompatibilité est donnée par un graphe G ayantl'ensemble des tâhes pour sommets et dans lequel deux sommets forment unearrête si es deux tâhes ne peuvent pas être plaées dans un même bath. L'en-semble des tâhes traitées à un instant donné doit don induire un stable dans legraphe d'inompatibilité. Le as par défaut (∅) est que toutes les paires de tâhessont ompatibles, autrement dit que le graphe d'inompatibilité ne ontient au-une arête. La partition dé�nie par un ordonnanement par baths est don uneoloration de G51. Nous adoptons la notation proposée dans la Setion 2.3.3 : lessous-ensembles de tâhes admissibles dans un même bath (ou dans une mêmeouleur) sont notés col(G).De manière alternative au graphe d'inompatibilité, on pourrait onsidérer legraphe de ompatibilitéG, omplément de G. Un sous-ensemble de sommets de Vest une lique dans G si et seulement si 'est un stable de G. Un ordonnanementpar bath onsiste don en une partition ordonnée de V (G) en liques52.51Plus généralement, les ontraintes sont dérites par un hypergraphe d'inompatibilité H =
(V, E). L'ensemble des tâhes traitées à un instant donné ne doit alors ontenir auune arêtede H . En plus de la di�ulté oneptuelle, se pose le problème du odage de l'hypergraphed'inompatibilité (qui peut avoir un nombre exponentiel d'arêtes). Pour simpli�er la présentation,les disussions liées aux hypergraphes sont reportées aux setions �Pour aller plus loin� danshaque hapitre de la deuxième partie de e mémoire. Notons au passage qu'un hypergraphed'inompatibilité permet de dérire une ontrainte de type �ardinalité maximum� (l'hypergrapheest alors l'ensemble des iruit du matroïde uniforme Ub

n).52Plus généralement, on peut aussi dérire la ompatibilité par un hypergraphe H ′ dont lesarêtes sont les sous-ensembles traitables simultanément. Dans le as où H ′ est héréditaire, il estéquivalent à un hypergraphe d'inompatibilité (et on a H ′ = col(H), voir setion 2.3).



82 Tour d'horizon de la boîte à outilsLa valeur prise par βInomp est une lasse de graphes. Les lasses utilisées danse mémoire sont présentées dans le Chapitre 2 et l'Annexe A.2 page 257.� βDispo dé�ni les ontraintes de disponibilité des tâhes. En général, pourhaque tâhe, on dérit un sous-ensemble de N pendant lequel ette tâhe peutêtre opérée. Le as par défaut (∅) est que les tâhes sont toutes disponibles àtous les instants. Le as le plus général est qu'on assoie une liste d'entiers àhaque tâhe (List). Un as intermédiaire intéressant est quand les tâhes sontdisponibles pendant un intervalle de temps (rj, dj), éventuellement non-ontraintà droite (rj) ou à gauhe (dj). Ii rj est la date de disponibilité et dj est ladate éhue. Un autre as intéressant, qui ne s'applique que dans le as de tempsd'opérations unitaires, est que les tâhes sont soit disponibles tout le temps soitdéjà a�etées : la liste est soit N soit un singleton (PrExt). Le sous-as de PrExtdans lequel au plus une tâhe est préa�etée à haque instant est (1−PrExt). Lediagramme des rédutions entre les ontraintes de disponibilité est présenté dansla Figure 1.8. Les ontraintes de disponibilité sont étudiées dans le Chapitre 553.
List

(Convex-List)
rj , dj

rjdj PrExt

1−PrExt

∅Figure 1.8 � Contraintes de disponibilité sur les tâhes : oloration par liste.
53La Figure 5.3 page 221 montre d'une part que les ontraintes de disponibilité sont étudiées enordonnanement hromatique ave une terminologie di�érente, et d'autre part que les ontraintesde disponibilité sont intimement liées ave la fontion objetif (γ).



Une lassi�ation pour l'ordonnanement hromatique 83� βCard dé�nit les ontraintes de ardinalité des baths. Le as par défaut (∅)est qu'il n'y a pas de ontraintes de taille. L'autre as prinipal qui nous intéressedonne un majorant b à la taille d'un bath. On note (b ≤ n) si ette borne faitpartie de l'entrée et (b = onst) si 'est une onstante. Parfois, l'entrée donne uneborne di�érente pour haque bath ({bi}m1 ). Le diagramme des rédutions entreles ontraintes de ardinalité est présenté dans la Figure 1.954. Les ontraintesde ardinalité (prinipalement b ≤ n) sont étudiées dans le Chapitre 3.
{bi}m1

b ≤ n

b = const ∅Figure 1.9 � Contraintes de ardinalité sur les baths.

54En ordonnanement hromatique, ertains modèles onsidèrent aussi des bornes inférieuressur la taille d'un bath. Par exemple, le problème du ouplage multidimensionnel [52℄ demandeque tous les baths soient de taille exatement b. La oloration équitable [23, 42℄ demande queles baths aient une taille omprise entre b− 1 et b.



84 Tour d'horizon de la boîte à outils� βProTime dérit le temps d'opération . Dans le adre de e mémoire, le tempsd'opération est une fontion qui, à haque sous-ensemble de tâhes, J ⊆ Vassoie un temps d'opération, que nous supposons entier ou rationnel.
p : P(V ) → NLa valeur que prend le paramètre βProTime est une lasse de fontions d'en-sembles. Celles que nous utilisons sont dérites dans la Setion 2.4, le Chapitre 4et l'Annexe A.2 page 256. Il arrive, pour les lasses les plus générales de fontionsd'ensemble, que elles-i ne soient pas odables dans un espae polynomial en

|V | (par exemple, les fontions sous-modulaires). Pour ontourner e problème,on suppose parfois que la fontion est donnée par un orale de valeurs : étantdonné U ⊆ V , l'orale fournit la valeur p(U) en temps onstant.Les problèmes d'ordonnanement hromatique omportant des temps d'exéu-tion non-unitaires sont disutés dans le Chapitre 4.� βPreemption Un ordonnanement est non-préemptif si haune des tâhes doit êtreexéutée pendant un intervalle (ontigu) de temps. L'ordonnanement est pré-emptif si l'on peut interrompre l'opération d'une tâhe pour la reprendre plustard. La préemption peut être autorisée (pmtn), mais par défaut, elle ne l'estpas (∅). Tous les problèmes étudiés dans e mémoire le sont de manière non-préemptive, omme 'est habituellement le as en ordonnanement par baths.Comme nous ne reviendrons pas sur es résultats lassiques importants, il nousfaut mentionner que l'ordonnanement hromatique sur un nombre in�ni de ma-hines parallèles est étudié dans ses versions préemtives (multi-oloration) et non-préemptive (oloration par intervalles55). Dans le as préemptif, le problème estsoluble en temps polynomial sur les graphes parfaits [129℄. Le as non-préemptifest plus ompliqué (voir [129℄, page 1151 et surtout [88℄).1.5.2.3 Champ γ : objetifEtant donné un ordonnanement, on appelle Cj la date de �n d'opération de latâhe j. La qualité de l'ordonnanement est jugée par une fontion objetif quiest une fontion de NV
+ → N assoiant une valeur à la liste des Cj. Parfois lafontion objetif dépend de l'éhéane dj à laquelle la tâhe était attendue. Notonsla di�érene de nature entre les dates éhues (dj), qui sont des ontraintes �dures�,et les dates d'éhéane (dj), qui ne sont pas des ontraintes, mais servent à dé�nirla fontion objetif.Pour haque tâhe j, on dé�nitLe retard Tj := max{0, Cj − dj}(1.70) La pénalité unitaire Uj :=

{
0 si Cj ≤ dj

1 sinon(1.71)55interval oloring.



Une lassi�ation pour l'ordonnanement hromatique 85Remarquons que l'objetif Uj est la tradution mathématique des devises peu om-munes : �Tard ne vaut pas mieux que jamais� ou enore, �Maintenant que tu esen retard, prends tout ton temps�. En partiulier, pour et objetif là, on peut serestreindre à ordonnaner un sous-ensemble de tâhes �à l'heure� et négliger lesautres (voir Exemple 1.62).En général, la fontion objetif est donnée par une formule simple du style Cmax :=
maxn

j=1Cj ou ∑Cj :=
∑n

j=1Cj . Souvent, on pondère l'objetif par l'importanedes tâhes. Pour ela, on dé�nit des poids w : {1, 2 . . . n} → N et on utilise unobjetif du style ∑wjCj :=
∑n

j=1wj.Cj , qui est la version pondérée de ∑Cj.D'autres objetifs sont dé�nis de la même manière à partir des retards et despénalités unitaires, omme ∑Uj , ∑wjUj , ∑Tj , ∑wjTj . Parfois, la fontion ob-jetif est dé�nie de manière plus abstraite, par exemple ∑ f(Cj) :=
∑n

j=1 f(Cj),où l'on suppose juste que f est une fontion de N dans N . La version pondéréede ∑ f(Cj) est ∑wj.f(Cj) . Plus généralement, on peut assoier à haque tâheune fontion partiulière fj omme dans ∑ fj(Cj) :=
∑n

j=1 fj(Cj). Notons quedans e as, la version pondérée n'est pas plus générale. L'optimisation de la fon-tion Lmax := maxn
j=1(Cj − dj) se réduit à elle des fontions ∑Uj et ∑Tj ar lavaleur optimale de Lmax est égale au minimum des t ∈ Z tels qu'il existe un or-donnanement ave auune tâhe en retard après avoir appliqué la transformation

dj := dj + t.La Figure 1.10 représente les fontions que nous utilisons dans e mémoire. LesFigures 1.10 et 5.3 page 221 montrent que es fontions objetifs sont étudiées enordonnanement hromatique ave ave une terminologie di�érente de elle utiliséeen ordonnanement lassique.
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(min coloring)
C max

Lmax

(GOCCP)∑
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Figure 1.10 � Fontions objetifs et rédutions élémentaires pour l'ordonnane-ment hromatique. Les ombres orrespondent aux versions pondérées (wj). Entreparenthèses, le nom en ordonnanement hromatique du problème B1 | pS = 1 |



Chapitre 2Caratérisations de struturesombinatoires
Une lasse de graphes admet en général plusieurs types de aratérisations.Nous proposons une lassi�ation des types de aratérisations avant d'ex-poser quelques aratérisations des lasses de graphes ave lesquelles noustravaillons dans la deuxième partie de e mémoire. Ce kaléidosope de a-ratérisations fait partie de la boîte à outils élémentaire pour aborder desproblèmes d'ordonnanement hromatique : haque type de aratérisationo�re un angle de vue di�érent sur une lasse de graphes donnée. Savoir jon-gler ave les aratérisations permet de s'orienter rapidement vers les lassesde graphes pertinentes fae à une nouvelle problématique. Dans un deuxièmetemps, ela permet de trouver la méthode appropriée pour résoudre le pro-blème en question et parfois d'exprimer de nouvelles aratérisations.Nous donnons ensuite quelques briques élémentaires qui pourraient servir debase à la onstrution de lassi�ations plus larges omme des aratérisa-tions de lasses d'hypergraphes, voire de lasses de fontions d'ensemble. Dansette diretion, nous dérivons quelques propriétés des hypergraphes hérédi-taires. Cela permet de mettre en relief des similitudes liant les systèmes d'in-dépendane assoiés aux graphes et aux matroïdes, de donner des formulesmin-max ommunes pour ertains problèmes d'optimisation et d'élargir lavoie vers des généralisations de strutures dans lesquelles es formules sontvalides.Mots lés : Classes de graphes parfaits, aratérisations, inlusions. Graphes

{parfaits, triangulés, de Meyniel, sans-P4, d'intervalles, LGBIP}.Autres objets utilisés : Dualités pour les hypergraphes héréditaires et les lut-ters. Fontions d'ensembles valeur-polymatroïdales.
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2.1 Plusieurs aratérisations dans un même butDans ette setion nous dérivons des �types de aratérisations� qui s'appliquentà des lasses importantes de graphes. En général, une lasse de graphe admet plu-sieurs aratérisations de di�érents types. Ces aratérisations (que l'on utilise en-suite omme dé�nitions) o�rent des angles de vues omplémentaires sur les graphesontenus dans la lasse G onsidérée. Les �graphes d'intersetion� et �orientationdes arêtes� (Setions 2.1.2, 2.1.5 et 2.1.6) donnent des raisons struturelles pour les-quelles �les graphes du monde réel� G appartiennent spontanément à G. Les �stru-tures exlues� (Setion 2.1.3) permettent de prouver failement qu'un graphe n'est



Plusieurs aratérisations dans un même but 89pas dans la lasse G (erti�at o-NP) et aide grandement à omparer les lasses degraphes entre elles pour la relation d'inlusion. Les �propriétés polyédrales� ou la�validité d'un algorithme� (Setions 2.1.7 et 2.1.8) permettent de aratériser l'e�-aité d'un paradigme d'optimisation. �La déomposition en graphes plus simples�(Setion 2.1.4) donne souvent un erti�at NP d'appartenane à la lasse. Quandil est véritablement aompli, e type de aratérisation semble jouir impliitementdes qualités des autres aratérisations, qu'il aide à déduire.2.1.1 Petite philosophie à l'usage des (non-)spéialistesLes publiations étudiant les problèmes d'optimisation ombinatoire sous l'angle devue des lasses de graphes ne manquent pas (voir les référenes dans [29℄). Ce typed'analyse peut apparaître au néophyte omme digne de peu d'intérêt (d'un pointde vue reherhe opérationelle). Nous argumentons au ontraire (Setion 2.1.1.1),que l'étude des strutures ombinatoires en général et des lasses de graphes enpartiulier est un axe de reherhe majeur du point de vue de l'optimisation ombi-natoire appliquée. Nous mentionnons ensuite un paradigme élémentaire, mais dontla puissane semble sous-exploitée, qui permet de mettre à jour des liens intimesentre la ombinatoire polyédrale et les opérations utilisées en théorie des graphes(Setion 2.1.1.2).2.1.1.1 L'importane de l'étude des lasses de graphesCommençons par un onstat trivial : un programme informatique résout toujoursun problème partiulier. Plus préisément, un programme est une sorte de tradu-teur entre deux langages : elui des entrées et elui des sorties. Bien sûr, il existedes programmes érits dans le but de résoudre des problèmes relativement géné-raux. Mais si nos fantasmes d'intelligene arti�ielle nous initent à onevoir detels programmes, la théorie de la omplexité et l'expériene ont plut�t tendane ànous persuader que la simpliité des problèmes que l'on onsidère onditionne engrande partie l'e�aité des programmes que l'on sera apable de développer pourles résoudre1.Or l'apparente simpliité du onept de graphe est trompeuse : tel la tour de Babel,le onept de graphe illustre l'orgueil du mathématiien qui roit pouvoir saisir larihesse du monde ave un onept épuré. Mais la omplexité algorithmique hâtieeux qui ignorent la rihesse des mondes ahés derrière e ristal sans âme qu'estle onept de graphe. En e�et, les graphes généraux sont d'une généralité fatale àla mise en ÷uvre d'algorithmes théoriquement e�aes : la plupart des problèmesde bases, omme trouver un stable de ardinalité maximum ou une oloration1Dans un autre ordre d'idées, les traduteurs automatiques généraux pour traduire orrete-ment les langues naturelles ne semblent pas près de voir le jour. . .



90 Caratérisations de strutures ombinatoiresminimum ne sont, en un sens, même pas approximables sur les graphes généraux [8,51℄. Sur e onstat, on peut penser que 'est le problème de la oloration qui estdi�ile. La théorie des lasses de graphes suggère toutefois un autre point de vue.Le quali�atif �général�, assoié au onept de graphe peut paraître surprenant.On le omprend par la pratique de la modélisation : lorsque l'on traduit un pro-blème appliqué en termes de graphes, la nature du problème impose très souventune struture partiulière aux graphes qui interviennent dans les instanes de ettemodélisation. La mise-à-jour de propriétés que satisfont es graphes est don uneondition sine qua none, préalable au développement d'un algorithme théorique-ment e�ae (pour peu que la modélisation onsidérée soit une généralisation duproblème de oloration minimum).Le premier type de aratérisations que nous présentons (Setion 2.1.2) donnel'argument prinipal montrant que la modélisation en termes de graphes générauxn'est souvent pas la manière la plus naturelle de modéliser un problème. Ce type dearatérisations nous indique plut�t que les modélisations en termes de graphes sontsouvent déjà le résultat d'une modélisation, tellement simple et tellement ouranteque l'on en a même pas forément onsiene (e qui est bien dommage).Le hi, 'est qu'il est di�ile de mettre à jour des spéi�ités �utiles� que satisfontles graphes utilisés lors de la modélisation des problèmes appliqués. Rendre e pro-essus de mise-à-jour plus e�ae est, à mon avis, l'une des raisons d'être majeuresde la transdisiplinarité appliquée-fondamentale autour du thème des struturesombinatoires. En e�et, les problèmes appliqués peuvent ontribuer à la pertinenede la onnaissane aadémique par la mise-à-jour de strutures réurrentes dansles problèmes étudiés. Ces strutures peuvent alors orienter les reherhes théo-riques vers la mise au point de méthodes de résolution adaptées aux appliations.De nombreux travaux étudient les problèmes sur des lasses de graphes lassiques.Malheureusement, peu de travaux étudient la pertinene appliative des struturesombinatoires onsidérées. Pire enore, rares semblent être les nouvelles struturesombinatoires dé�nies pour apturer la partiularité des appliations onsidérées.Les strutures que nous dérivons dans e hapitre sont prinipalement des asd'éoles [129, 29, 88℄. Il est toutefois intriguant que, pour de nombreuses applia-tions, les strutures mises en jeu puissent être dérites en ombinant l'expressivitéde es as d'éole. La oloration bornée par exemple (Chapitre 3), peut être vueomme un problème de partition en indépendants ommuns d'un graphe (parfaitdans de nombreuses appliations) et d'un matroïde (uniforme). D'autres problèmesde partition font naturellement apparaître les indépendants ommuns de plusieursgraphes d'intervalles [76℄. Malheureusement, trop peu de travaux théoriques étu-dient en profondeur les questions algorithmiques et struturelles propres à es objetshybrides. Ceux-i semblent pourtant avoir une grande pertinene appliative,que nous assimilons informellement au rapport



Plusieurs aratérisations dans un même but 91pertinene appliative := expressivité/omplexité algorithmiqueIi, la omplexité algorithmique est propre au modèle abstrait (ave lequel on tentede dérire l'appliation que l'on a en tête). Selon la théorie de la omplexité algo-rithmique, la omplexité d'un modèle est un invariant sur lequel nous n'avons quepeu de prise. D'un autre �té, l'expressivité2 d'un modèle onerne la nature etla préision ave lesquels les paramètres interviennent dans la spéi�ation de emodèle. On peut don espérer améliorer la pertinene appliative en hoisissant(ou en réant) des modèles qui expriment bien les aratéristiques de l'appliationvisée, mais qui ne laissent pas la plae aux paramètres super�us. La pertineneappliative des problèmes sur les graphes peut don être améliorée en mettant àjour les propriétés des graphes qui interviennent réellement dans le modèle.2.1.1.2 Opérations sur les graphes et ombinatoire polyédraleConsidérons la formulation (polyédrale) du problème de la lique de poids maxi-mum ave variables sur les sommets. Plus préisément, onsidérons une famille deoupes pour e problème (par exemple, les inégalités de liques et/ou les inégalitésde trous impairs et/ou . . . ).Remarque 2.1 La lasse des graphes pour lesquels une telle formulation polyédraledonne un polyèdre entier est fermée par passage au sous-graphe induit.Preuve L'intégralité du polyèdre signi�e que la famille de oupes onsidérée donneune borne inférieure serrée pour toute fontion objetif w : V → R. Or e�aer lesommet v orrespond à se restreindre aux poids w tels que w(v) = 0. 2J'ai longtemps onsidéré la remarque 2.1 omme triviale. Or, après avoir ré�éhiaux graphes GTSP-équilibrés, j'ai eu la hane de lire le papier de Fonlupt et Nad-def [77℄, qui mentionne le r�le des mineurs de graphes dans la relaxation graphiquedu TSP. Aujourd'hui, il me paraît surprenant que ni le mot ni même le oneptde mineur ne soit mentionné dans plusieurs artiles qui traitent de la relaxationgraphique du TSP [94, 121℄, alors que la notion intervient de manière ruiale dansles énonés qui y sont proposés. Mais je dois avouer qu'avant de lire [77℄, je n'enavais pas onsiene non plus.C'est dans e ontexte que la remarque 2.1 m'est apparue omme l'arhétype d'unlien systématique entre les opérations sur les graphes et la ombinatoire polyédrale3.Ce lien, ou plut�t, e paradigme est mentionné dans la Setion 2.1.3 et au ours dela Setion 2.2, relativement aux opérations qui �érasent� les graphes.2C'est un néologisme.3Bien que e lien soit trivial au niveau logique, il semble ne pas l'être au niveau ulturel.



92 Caratérisations de strutures ombinatoiresUne des idées issues de l'utilisation de e paradigme est présentée dans la Se-tion 2.2.5.3 : la pertinene de la ontration Y-∆ dans le adre de la relaxationgraphique du TSP. L'agréable surprise et la grande onlusion émanant de e para-digme est toutefois que de nombreuses lasses de graphes, bien onnues pour êtrestables par passage à l'induit, le sont aussi pour d'autres opérations suseptibles detraduire des formulations polyédrales ave variables sur les sommets ou les arêtes.Ce fait est d'autant plus réjouissant qu'il s'applique aux lasses fondamentalespour les appliations omme les intervalles, LGBIP, omparabilité et triangulés.L'approhe polyédrale serait-elle e�ae dans es lasses de graphes pour d'autresproblèmes que eux issus de la théorie des graphes parfaits ?Une étude ultérieure serait néessaire pour pouvoir interpréter le lien entre la om-binatoire polyédrale et les opérations de (dé-)omposition, évoquées dans la Se-tion 2.1.4 (et ave plus de détails dans [129℄, Chapitre 65).2.1.2 Graphe d'intersetion d'une famille d'ensemblesest l'i�ne ave laquelle nous signalons une telle aratérisation. Soit Fune famille d'ensembles. Le graphe d'intersetion de F est le graphe G∩F quia F omme ensemble de sommets et tel que (F1, F2) est une arête si et seulementsi (F1 ∩ F2) 6= ∅. Le graphe d'intersetion ontient su�samment d'informationpour dérire les sous-ensembles de F deux-à-deux disjoints4 : e sont les stables dugraphe d'intersetion de F .Soit F une famille d'ensembles. L'hypergraphe d'intersetion des arêtes de
F , est l'hypergraphe H∩F qui a F pour sommets et dont {F1, F2 . . . Fj} est unearête si et seulement si (

⋂j

i=1 Fi) 6= ∅. Clairement, H∩F est héréditaire pour toutefamille F . Si on peut toujours déduire le graphe d'intersetion de F à partir de sonhypergraphe d'intersetion (en onsidérant les hyperarêtes de taille 2), on ne peutpas, en général, déduire l'hypergraphe d'intersetion de F à partir de son graphed'intersetion :Exemple 2.2 Soit F = {{1, 2}, {1, 3}, {2, 3}} et F ′ = {{0, 1}, {0, 2}, {0, 3}}. Lesgraphes d'intersetion de F et F ′ sont tous deux des triangles, bien que les hyper-graphes d'intersetions soient di�érents.Dans ertains as ependant, le graphe d'intersetion ontient toute l'informationontenue dans l'hypergraphe d'intersetion. Une famille F est Helly si pour toutesous-famille E de F , telle que E1 ∩ E2 6= ∅ pour tous E1, E2 ∈ E , on a aussi
(
⋂

E∈E E) 6= ∅. Si l'hypergraphe d'intersetion de F est Helly, alors {F1, F2 . . . Ft}est une arête de H∩F si et seulement si 'est une lique de G∩F .4aussi appelés ouplages.



Plusieurs aratérisations dans un même but 93Si F n'est pas Helly, il onvient d'être vigilant lorsque l'on onsidère les liques de
G. Une Helly-lique de F est un sous-ensemble E ⊆ F qui est ontenu dans unearête de l'hypergraphe d'intersetion de F . Une Helly-lique de F est don toujoursune lique du graphe d'intersetion de F . La famille F de l'Exemple 2.2 montreque la réiproque est fausse. Notons que par dé�nition, ette réiproque aratériseles familles Helly :Remarque 2.3 L'ensemble des Helly-liques de F est égal à l'ensemble des liquesde G∩F si et seulement si la famille F est Helly. 22.1.3 Sous-strutures exluesest l'i�ne ave laquelle nous signalons une telle aratérisation. Certaineslasses de graphes admettent une dé�nition en termes de sous-graphes exlus, rela-tivement à une famille d'opérations à préiser. Dans ette setion, nous dérivonsertaines de es opérations sur les graphes qui interviennent fréquemment dans esaratérisation par exlusions. Nous dessinons aussi quelques graphes partiuliersqui interviennent dans plusieurs aratérisations par exlusion.Notons que la aratérisation d'une lasse de graphes G par sous-graphes exlusne dérit pas vraiment les graphes de la lasse G mais aide plut�t à maîtriser lesgraphes qu'elle ne ontient pas. Cette interprétation philosophique peut en partieêtre formalisée dans le langage de la omplexité : une aratérisation par grapheexlus nous guide souvent vers une aratérisation o-NP du problème d'apparte-nane à la lasse G. Une aratérisation par graphes exlus est partiulièrementutile pour prouver un énoné du type : �Il est néessaire d'être dans G pour avoirune propriété p donnée�. En e�et, prouver un tel énoné est équivalent à véri�er lesdeux faits suivants :i) La propriété p est préservée par les opérations utilisées dans la aratérisationde G onsidérée.ii) Auune des obstrutions de l'appartenane à G ne satisfait la propriété p.Dans les sous-setions suivantes, nous onsidérons un graphe G = (V,E) et F =
{F1, F2, . . .} une liste (éventuellement in�nie) de graphes.2.1.3.1 Suppression de sommets et sous-graphes induitsPour v ∈ V , le sous-graphe G − v est le graphe qui a V − v omme sommets etdont deux sommets de V − v sont reliés dans G− v si et seulement s'il sont reliésdans G. Pour U ⊆ V , le graphe G−U est obtenu en supprimant5 suessivementtous les sommets de U et G[U ] est le graphe induit par U , obtenu en enlevant5On dit aussie�aer ou deleting.



94 Caratérisations de strutures ombinatoirestous les sommets de V \U . H est un sous-graphe induit de G s'il existe U ⊆ V telque H = G[U ].
G est sans-F , si G ne ontient auun des graphes Fi omme sous-graphes induits.
2.1.3.2 Suppression et ontrations d'arêtesNous dé�nissons ii les opérations pour les graphes simples seulement. Pour e ∈ E,supprimer 6 l'arête e donne le graphe G \ e qui a V omme sommets et E − eomme arêtes. Contrater l'arête e = uv donne le graphe G/e obtenu en enlevantles sommets u et v puis en ajoutant un nouveau sommet adjaent à N(u)∪N(v). Legraphe G1 est un mineur de G s'il peut être obtenu par une suite de suppressionset de ontrations d'arêtes ainsi que de suppressions de sommets.
G est sans mineurs-F , si G ne ontient auun des graphes Fi omme mineur.Les graphes dé�nis par des propriétés topologiques, omme la plongeabilité surune surfae, sont souvent stables par passage au mineur. Par ailleurs, les graphesdé�nis par des propriétés valables pour toutes pondérations des arêtes sont sou-vent valables par passage au mineur. Par exemple, si la pondération orrespondà des longueurs, la ontration orrespond à se restreindre à la longueur 0 et lasuppression orrespond à se restreindre à la longueur +∞. La stabilité par pas-sage au mineur survient en partiulier dans les propriétés relatives à la relaxationgraphique du TSP qui sont valables pour toutes les longueurs.La ontration fant�me7 de l'arête e = uv, notéeG|e est équivalente à la ontra-tion de e, sauf que le nouveau sommet est adjaent à N(u)∩N(v). Pour e ∈ E(G),on a aussi

G|e := (G+ e)/eSi une propriété est stable par passage au mineur, elle l'est aussi par ontra-tion fant�me. Mais ertaines lasses de graphes sont stables par ontration et parontration fant�me sans être stables par suppression d'arêtes. Les graphes d'in-tervalles sont un exemple.6On dit aussie�aer ou deleting.7C'est un néologisme.



Plusieurs aratérisations dans un même but 952.1.3.3 Contration de sommets et opération ∆− YSoit v ∈ V , la ontration voisinage-lique8 de v donne le graphe G/v qui a
V −v omme sommets et dans lequel l'ensemble des sommets voisins de v induisentune lique. Autrement dit,

E(G/v) := E(G− v) ∪ {wx |w, x ∈ NG(v)}Le as spéial de la ontration voisinage-lique dans lequel v + N(v) induit legraphe K1,3 est la ontration Y −∆.Il est trivial de voir que les propriétés de plongeabilité sur les surfaes sont stablespar ontration Y −∆. La stabilité par ontration Y −∆ survient aussi dans lespropriétés relatives à la relaxation graphique du TSP (Setion 2.2.5.3).La ontration Y −∆ est une opération qui �préserve l'information d'un graphe� :elle peut être inversée de la manière suivante. Si G[{x, y, z}] est un triangle, l'opé-ration ∆ − Y onsiste à enlever les arêtes de e triangle et à ajouter un nouveausommet voisin seulement de x, y et z. De nombreuses lasses de graphes stables parontration Y −∆ ne sont toutefois pas stables par l'opération ∆ − Y omme lesgraphes planaires, planaires externes, GTSP-sous-modulaires et GTSP-équilibrés,disutés dans la Setion 2.2.5.2.1.3.4 Sous-graphes isométriques exlus
U ⊆ V induit un sous-graphe isométrique de G si pour tous u, v ∈ U , la distane(i.e. le plus ourt hemin, en nombre d'arêtes) entre u et v dans G[U ] est la mêmeque dans G.
G est isométriquement sans-F , si G ne ontient auun des graphes Fi ommesous-graphe isométrique.2.1.3.5 Quelques graphes spéiauxLe yle Cn est un graphe ave [1..n] omme sommets tel que i, j forme une arêtesi et seulement si |i− j| = 1 ou |i− j| = n− 1. Un yle est pair (respetivementimpair) si n est pair (respetivement impair). Un trou est un yle Cn induitave n ≥ 4. Un hemin Pn est un graphe ave [1..n] omme sommets tel que i, j8Cette opération ne semble pas avoir été étudiée auparavant. De même que le passage à l'induit,elle a une interprétation naturelle pour les formulations polyédrales ave variables sur les sommetsdu graphe. En partiulier, ette opération intervient naturellement dans la formulation polyédraled'un problème qui a une expressivité intermédiaire entre l'Hamiltoniité et la relaxation graphiquedu TSP. Cet axe de reherhe n'est pas disuté plus au delà dans e mémoire.



96 Caratérisations de strutures ombinatoiresforme une arête si et seulement si |i− j| = 1. Malheureusement, ontrairement auxyles, le nombre d'arêtes et de sommets d'un hemin sont de parité di�érentes,e qui prête souvent à onfusion lorsque l'on parle de parité. Nous dé�nissons laparité du hemin Pn omme la parité de son nombre n de sommets. Un grapheomplet est un graphe ave n sommets toutes les arêtes possibles.Si C est à la fois un yle et un graphe partiel de G, les arêtes entre les sommetsde C qui ne sont pas des arêtes de C sont des ordes. Une orde est ourte si ellejoint deux sommets à distane 2 d'un yle. Deux ordes (i, j) et (k, l) d'un yle
C sont roisées si {k, l} ∩ {i, j} = ∅ et k et l ne sont pas sur le même hemin de
C joignant i à j. Les ordes (i, j) et (k, l) sont non-roisées sinon. Une maisonest un yle impair ave une orde ourte.
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Plusieurs aratérisations dans un même but 972.1.4 Déomposition en graphes plus simplesest l'i�ne ave laquelle nous signalons une telle aratérisation. Si une ara-térisation d'une lasse C par sous-graphes exlus est attrayante, elle parle toutefoisplus de e que n'est pas la famille C que de e qu'elle ontient. Ave le reul, lapopularité de la onjeture forte des graphes parfaits semble plus due à la simpliitéde l'énoné qu'à la pertinene sienti�que. Bien que le paradigme de aratérisationpar strutures exlues soit très utile, omme nous l'avons vu dans la setion pré-édente, une preuve de ette onjeture passe pour l'instant par un théorème plusprofond qui dérit les graphes parfaits en termes de déomposition. En l'ourene,tout porte à roire que le véritable théorème de déomposition des graphes parfaitsn'a même pas enore été énoné.Le paradigme de déomposition est probablement le plus profond et le plus mysté-rieux des paradigmes de aratérisation de lasse de graphes que nous présentonsii. Tout d'abord, les �bonnes déompositions� sont di�iles à dé�nir et même àimaginer. Ensuite, prouver qu'elles s'appliquent orretement est souvent long etfastidieux. Finalement il reste en général ouvert de savoir si on peut transformeres déompositions en opérations algébriques ; il n'est même pas toujours trivial deles ra�ner en déompositions anoniques. Finalement, lorsqu'il est omplètementabouti, un théorème de déomposition donne souvent aux autres aratérisationsun goût de simple onséquene. De plus, les bonnes déompositions guident gé-néralement vers des algorithmes d'optimisation et de reonnaissane e�aes, oupermettent au moins de prouver l'optimalité de tels algorithmes. La théorie desgraphes parfaits est une mine d'or pour l'exploration de e paradigme, qui s'ap-plique à de nombreuses sous-lasses des graphes parfaits et qui a été la motivationoriginelle de la dé�nition de nombreuses opérations. Nous n'avons pas pu appro-fondir assez ette voie pour tirer pleinement parti de son potentiel. Aussi, nousdérivons seulement les déompositions qui nous servent diretement. Nous réfé-rons à [129℄, Chapitre 65 (pour les graphes parfaits) et [29℄ (pour les sous-lassesde graphes parfaits) pour un traitement plus omplet de e paradigme.2.1.4.1 Vrai-faux jumeau et (o)-répliationDans un graphe G = (V,E), dupliquer un sommet v onsiste à ajouter un sommet
v′ à G, dont l'adjaene est la même que elle de v et tel que v et v′ sont adjaents.De manière équivalente, deux sommets voisins ayant le même voisinage sont desvrais jumeaux . Répliquer un sommet v ave un fateur r signi�e le dupliquer
r− 1 fois si r ≥ 1 et le retirer du graphe si r = 0. Deux sommets non-voisins ayantle même voisinage sont des faux jumeaux . v et w sont faux jumeaux dans G si etseulement s'ils sont vrais jumeaux dans G. L'adjontion de faux jumeaux est donla o-dupliation (o-répliation).



98 Caratérisations de strutures ombinatoires2.1.4.2 Union disjointe, join omplet, sommets universels et isolésL'union disjointe G1∪G2 de deux graphes G1 et G2 tels que V (G1)∩V (G2) = ∅est le graphe qui a V (G1)∪V (G2) omme sommets et E(G1)∪E(G2) omme arêtes.Le join omplet G1 ⊕G2 est l'opération omplémentaire de l'union disjointe :(2.1) G1 ⊕G2 := (G1 ∪G2)Autrement dit, l'adjaene induite sur G1 et G2 est préservée et tous les sommetsde G1 sont adjaents à tous les sommets de G2.Un sommet v est universel s'il est voisin de tous les autres sommets. Autrementdit, v est universel dans G si G est obtenu par join omplet entre G[v] et G[V − v],ou enore si v est isolé dans G.2.1.4.3 Sommet simpliialUn sommet v est simpliial si son voisinage N(v) induit une lique.Un ordre (v1, . . . , vn) sur V est un ordre de déomposition simpliial ou ordresimpliial si pour tout i, vi est simpliial dans G[vi, . . . vn].2.1.4.4 Ensemble d'artiulationUn ensemble d'artiulation dans un graphe G est un sous-ensemble U de som-mets tels que G[V \U ] ait stritement plus de omposantes onnexes que G. Si U estun ensemble d'artiulation d'un graphe onnexe G, soit {Vi}i=1...t les omposantesde G[V \U ] (L'ensemble des Vi ave U forme don une partition de V ). En général,e ne sont pas les propriétés des G[Vi] qui jouent un r�le, mais les propriétés des
G[Vi ∪ U ].
U est une lique d'artiulation (resp. sommet d'artiulation) si U est unensemble d'artiulation et G[U ] induit une lique (resp. |U | = 1).Un graphe peut évidemment avoir plusieurs liques d'artiulation. Gavril [81℄ adérit la struture d'arbre de l'ensemble des liques d'artiulation d'un graphe G.2.1.5 Orientation des arêtesest l'i�ne ave laquelle nous signalons une telle aratérisation. Plusieurslasses de graphes peuvent être aratérisées en termes de digraphes. Il s'agit deonsidérer une lasseD de digraphes satisfaisant une ou plusieurs propriétés, omme



Plusieurs aratérisations dans un même but 99être sans iruit ou être transitif. A partir de D, on dé�nit la lasse de graphes Gobtenus en e�açant l'orientation des digraphes de D. De manière équivalente, onaratérise G ∈ G par l'existene d'une orientation −→G de G telle que −→G ∈ D.Ce genre d'approhe donne une aratérisation des graphes de omparabilité (àpartir des digraphes transitifs), mais aussi des graphes triangulés, des graphes par-faits (par les noyaux [129℄) ainsi que de nombreuses sous-lasses de graphes deomparabilité, e que nous détaillons dans la prohaine setion.2.1.6 Ordre, graphe de omparabilité et diagramme de Hasseest l'i�ne ave laquelle nous signalons une telle aratérisation. Plusieurssous-lasses importantes de graphes sont des sous-lasses de graphes de ompa-rabilité. Ces lasses interviennent dans le adre des problèmes de olorations maisaussi dans d'autres domaines de l'optimisation ombinatoire (optimisation des fon-tions sous-modulaires, ordonnanement ave ontraintes de préédene). Comme ilexiste deux manières standards de représenter un poset : son diagramme de Hasseet son digraphe de omparabilité, il est important de pouvoir failement faire laorrespondane entre les deux. Cela permet d'une part de failiter la di�usion desrésultats entre disiplines, mais aussi de hoisir la représentation appropriée en vuede résoudre un problème donné. Quelques résultats obtenus selon e paradigmesont :� La orrespondane entre les graphes sans-P4 et des digraphes séries-parallèles.� L'équivalene des graphes trivialement parfaits, des familles laminaires et desordres dont le diagramme de Hasse et une forêt orientée (entrante ou sortante).� La orrespondane entre les graphes sans-P3 et les ordres dont le diagramme deHasse est une union de haîne.� La aratérisation des ordres d'intervalles omme eux pour lesquels une grandefamille de problèmes de partition en stables et d'ordonnanement ave ontraintesde préédene sont équivalents.2.1.7 Propriété polyédrale et formule min-maxest l'i�ne ave laquelle nous signalons une telle aratérisation. Considéronsun problème d'optimisation ombinatoire et un PLNE générique représentant eproblème. On dé�nit la lasse des instanes pour lesquelles le PLNE a une propriétéd'intégralité donnée, par exemple, matrie totalement unimodulaire, polyèdre en-tier, mais aussi TDI, IDP, MIRUP ou enore rang de Chvátal = 1.Ce genre d'approhe est très onnu pour donner une aratérisation des graphesparfaits (à partir de la ondition χ(G) = ω(G)) ainsi que pour les graphes unimo-



100 Caratérisations de strutures ombinatoiresdulaires, bipartis ou enore les lutters idéaux. Il est moins onnu que les graphesde parité, de Meyniel et triangulés puissent aussi être aratérisés par de tellespropriétés.
2.1.8 Optimalité d'un algorithmeest l'i�ne ave laquelle nous signalons une telle aratérisation. Considéronsun algorithme A, qui ne résout pas néessairement le problème pour lequel il a étéonçu pour toutes les instanes. On dé�nit l'ensemble des instanes pour lesquellesl'algorithme A donne un résultat orret. Ce genre d'approhe est onnu pour per-mettre de aratériser, au sein des hypergraphes héréditaires, eux qui dé�nissentles indépendants d'un matroïde. Mais les graphes sans-P4 peuvent aussi être ara-térisés par l'optimalité d'un algorithme glouton pour le problème de la olorationminimum. Des résultats partiels et réents, que nous n'avons pas eu le temps d'in-lure dans e mémoire montrent que l'optimalité des algorithmes lassiques pourla oloration aratérisent quelques lasses standards de graphes parfaits, pour peuque l'on demande l'optimalité de l'algorithme pour le problème de la olorationpondérée9.
2.1.9 Propriété d'une fontion d'ensemble assoiéeConsidérons une fontion r dé�nie sur l'ensemble des graphes, par exemple r(G) =
α(G). On assoie alors une fontion d'ensemble (sur V ) à tout graphe G = (V,E),par exemple pour U ⊆ V , on pose r(U) := r(G[U ]). On peut bien sûr généraliserette approhe aux hypergraphes, ou en dé�nissant une fontion d'ensemble surl'ensemble des arêtes. Les indépendants des matroïdes sont bien onnus pour êtrearatérisés par la sous-modularité de la fontion de rang. Le développement de lathéorie des jeux oopératifs ombinatoires a donné de nouvelles aratérisations dee genre. Par exemple, un graphe est parfait si et seulement si la fontion d'ensemble
χ(G[U ]) dé�nie pour tout U ⊆ V est totalement-équilibrée.9De telles aratérisations pour le problème de la oloration minimum onernent par exempleles paires (algorithmes,lasses de graphes) suivantes : (LexColor, Meyniel), (SimpleLex, Parité) ouenore (MCColor, Meyniel ∩ faiblement triangulé). Ces trois aratérisations ne sont pas disutéesplus au delà dans e mémoire.



Classes de graphes 1012.2 Classes de graphesDans ette setion, nous mentionnons les types de aratérisations disutées pré-édemment qui s'appliquent pour quelques lasses de graphes. Certaines aratéri-sations nouvelles sont disutées plus en détails. Les relations d'inlusions pour eslasses de graphes sont résumées dans la Figure A.2 page 257.2.2.1 χ = ω et perfetionDans ette setion, nous disutons les graphes pour lesquels χ = ω. Nous ommen-çons par les graphes parfaits, avant de donner des raisons fortes, selon la théoriede la omplexité algorithmique, pour lesquelles la ondition χ = ω ne dé�nit pasune lasse de graphes intéressante.2.2.1.1 Graphes parfaitsLa perfetion est liée à l'étude des propriétés d'intégralité du système suivant as-soié à tout graphe G.
xv ≥ 0 pour tout v ∈ V(2.2) (i)
x(C) ≤ 1 pour toute lique maximale C de G(ii)Théorème 2.4 Soit G un graphe. Les onditions suivantes sont équivalentesi) Le système (2.2) est TDI.ii) Le système (2.2) dé�nit un polyèdre entier.iii) χ(G[S]) = ω(G[S]) pour tout S ⊆ V .iv) G n'a ni trou ni antitrou impair.Un graphe est parfait s'il véri�e les onditions du Théorème 2.4. Une des foresde la théorie des graphes parfaits est don que plusieurs propriétés d'intégralitédu (2.2) dé�nissent la même lasse de graphes (ela n'est en général pas le as enombinatoire polyédrale [129℄).



102 Caratérisations de strutures ombinatoires2.2.1.2 Graphes pour lesquels χ = ωLes graphes pour lesquels χ = ω méritent l'attention de quelques minutes. Onpeut en déterminer le nombre hromatique χ ainsi que le nombre de lique ω entemps polyn�mial [129℄. Cependant, trouver les objets optimaux orrespondantsest NP-dur. Une telle a�rmation peut-être prouvée proprement à l'aide du adredes problèmes de promesse.Proposition 2.5 Les problèmes suivants sont NP-durs :i) Données : G. Résultat : Est-e que χ(G) = ω(G) = 3 ?ii) Données : G. Promesse : χ(G) = ω(G) = 3. Résultat : une 3-oloration de
G.iii) Données : (G, k). Promesse : χ(G) = ω(G). Résultat : une k-lique de G.Preuve i) Rappelons que déider si un graphe et 3-olorable est un problème NP-omplet. Hors un graphe G est 3-olorable si et seulement si ω(G) ≤ 3 et si l'uniondisjointe de G ave un triangle véri�e χ(G) = ω(G).ii) Réduisons (au sens de Turing) 3-olorabilité à trouver une 3-oloration sous lapromesse χ = ω = 3 (�non� et �oui� réfèrent à la 3-olorabilité de G). Etant donnéun graphe G, si ω(G) ≥ 4 répondre �non�. Si ω(G) ≤ 3, onsidérer G′, l'uniondisjointe de G ave un triangle. Appliquons un algorithme A à G′ qui trouve une

3−oloration quand χ(G′) = ω(G′) = 3. Si la sortie de A est une 3-oloration ré-pondre �oui�. Si la sortie de A n'est pas une 3 oloration, répondre �non�.iii) Réduisons (au sens de Turing) l'existene d'une lique de taille au moins k àtrouver une ω-lique sous la promesse χ(G) = ω(G).Etant donné un graphe G et un entier k, onstruisons le graphe Gk qui a k opiesde V (G) omme sommets et tel que (v, w) est une arête dans Gk si v et w n'appar-tiennent pas à la même opie et si v et w sont des opies de sommets reliés dans G.Appliquons un algorithme B à Gk qui trouve une k lique quand χ(Gk) = ω(Gk).Répondre �oui� si et seulement si B renvoie une lique de taille k.Montrons que la rédution est valide. Observons que Gk a une lique de taille k si etseulement si G en a une. Notons aussi que χ(Gk) ≤ k. On a don pour tout graphe
G et tout k, d'une part que ω(Gk) ≤ ω(G) et d'autre part que ω(Gk) ≤ χ(Gk) ≤ k.Si l'on a répondu �oui� on a ω(Gk) = χ(Gk) = k ≤ ω(G).Si l'on a répondu �non�, 'est soit pareque ω(Gk) = χ(Gk) < k, soit que ω(Gk) <
χ(Gk) ≤ k. Dans les deux as on a aussi ω(G) < k. 2



Classes de graphes 1032.2.2 Les lassiques : triangulés, intervalles et LGBIP2.2.2.1 Graphes triangulésUn graphe est triangulé10 s'il n'a pas de trou.Proposition 2.6 La lasse des graphes triangulés est stable par répliation, ajoutde sommet universel, ontration d'arête, ontration fant�me, ontration voisinage-lique.Preuve Auune de es opérations ne rée de trous. 2Théorème 2.7 Soit G un graphe. Les onditions suivantes sont équivalentesi) Tout sous-graphe induit de G a un sommet simpliial.ii) Tout sous-graphe induit de G qui n'est pas une lique a une lique d'ar-tiulation.iii) G est le graphe d'intersetion de sous-arbres d'un arbre.iv) G admet une orientation A telle que si vw ∈ A et vx ∈ A alors wx ∈ E.v) χb(H) = σb(H) pour tout graphe obtenu à partir de G par répliation.vi) G est sans trou (Ck pour k ≥ 4).vii) G est sans-{induit, ontraté11}-{C4}.2.2.2.2 Split graphesThéorème 2.8 Soit G un graphe. Les onditions suivantes sont équivalentesi) V (G) peut-être partitionné en un stable et une lique.ii) G est le graphe d'intersetion d'une famille de sous-étoiles d'une étoiledont seules les sous-étoiles qui n'induisent pas une feuille peuvent apparaîtreplus d'une fois dans la famille.iii) G et G sont triangulés.iv) G est sans-{C4, C4, C5}.Un graphe véri�ant les onditions du Théorème 2.8 est un split graphe.10hordal, en anglais.11Pour la ontration d'arêtes ou pour la ontration voisinage-lique.



104 Caratérisations de strutures ombinatoires2.2.2.3 Graphes de omparabilité et de permutationThéorème 2.9 Soit G = (V,E) un graphe. Les onditions suivantes sont équiva-lentesi) Il existe un poset (V,≺) tel que a, b ∈ E si et seulement si a ≺ b ou
b ≺ a.ii) Il existe une orientation des arêtes de G telle que si ab, bc ∈ A alors
ac ∈ A.Un graphe est de omparabilité s'il véri�e les onditions du Théorème 2.9. Laaratérisation par sous-graphes induits exlus des graphes de omparabilité estassez longue et omplexe [114℄. Il est envisageable que la proposition suivante mèneà des aratérisations plus simples.Proposition 2.10 La lasse des graphes de o-omparabilité est stable par ontra-tion d'arêtes et par ontration voisinage-lique. 2Un graphe est de permutation s'il véri�e les onditions du Théorème 2.11.Théorème 2.11 Soit G = ([1..n], E) un graphe. Les onditions suivantes sontéquivalentesi) Il existe une bijetion f sur [1..n] telle que a, b ∈ E si et seulement si
(a− b)(f(a)− f(b)) > 0.ii) G et G sont de omparabilité.2.2.2.4 Graphes bipartisThéorème 2.12 Soit G un graphe. Les onditions suivantes sont équivalentesi) La matrie d'inidene (arêtes-sommets) de G est totalement unimodu-laire.ii) V (G) peut-être partitionné en deux stables (⇐⇒ χ(G) ≤ 2)iii) G est sans yle impair induitUn graphe véri�ant les onditions du Théorème 2.12 est biparti .2.2.2.5 Arbres et forêtsUne forêt est un graphe sans yle. Un arbre est une forêt onnexe.



Classes de graphes 105Proposition 2.13 La lasse des forêts est stable par mineurs et par o-ontrationd'arête. 2Remarque 2.14 Soit G un graphe. Les onditions suivantes sont équivalentesi) G est sans yles,ii) G est sans-mineur-K3,iii) G est sans-{induit, ontration d'arête}-K3.2.2.2.6 Line-graphes de bipartisProposition 2.15 Les line-graphes de (multi-)graphes bipartis sont stables parontration fant�me.Preuve Si G = ((A,B), E) est une (multi-)graphe biparti, et (a, b1), (a, b2) ∈ E,la ontration fant�me dans L(G) est obtenue en réant un nouveau sommet isolé
b′ dans G, en enlevant les arêtes (a, b1) et (a, b2), en ajoutant l'arête (a, b′), puis enpassant au line-graphe. 2L'ensemble des stables du line-graphe d'un graphe biparti est un as partiulierbien onnu de système d'indépendane dé�ni par l'intersetion de deux matroïdes :un tel système peut même être dérit par l'intersetion de deux matroïdes de par-tition. Nous observons en fait que la possibilité d'exprimer l'ensemble des stablesomme les indépendants ommun de deux matroïdes aratérise les line-graphes demultigraphes bipartis :Théorème 2.16 Soit G un graphe. Les onditions suivantes sont équivalentesi) G est le line-graphe d'un multigraphe biparti.ii) Il existe deux matroïdes M1 et M2 sur V (G) dont l'ensemble desindépendants ommun est égal à l'ensemble des stables de G.iii) G est sans-{C2n+5, K1,3, P4 + v, 2K2 + v} [115℄iv) G est sans-{induit, fant�me}-{C2n+5, K1,3, 2K2 + v}Preuve iii)⇐⇒ i) est montré dans [115℄i)=⇒ ii) Si G = (V,E) est le line-graphe d'un multigraphe bipartiG′ = ((A,B), V ),les stables de G sont donnés par l'intersetion des deux matroïdes de partition sur
V orrespondants à l'inidene de A et de B respetivement [129℄.iii) =⇒ iv) Proposition 2.15.iv) =⇒ iii) P4 + v donne K1,3 par ontration fant�me.



106 Caratérisations de strutures ombinatoiresii)=⇒ iii)12 On véri�e que la famille des stables de haun des graphes {C2n+5, K1,3, gem, 2K2 + v}ne peut être dérit par l'intersetion de deux matroïdes de la manière suivante.Supposons qu'il existe deux tels matroïdes M1 = (V, I1) et M2 = (V, I2). Lessous-ensembles de V minimaux dépendants dans le système d'indépendane dé�niparM1∩M2 sont donnés par le lutter (C(M1)∪C(M1))
min et e lutter est l'en-semble des arêtes de G. Si les stables de G forment les indépendants ommun de

M1 etM2, il existe un étiquetage des arêtes de G ave trois étiquettes possibles :
{1},{2} ou {1, 2} selon que l'arête est un iruit de M1, de M2 ou des deux (lesr�les deM1 etM2 sont symétriques). En général, on tire des onlusion de la stru-ture des P3 de G : pour haque P3 induit, les deux arêtes sont étiquetées hauneave un numéro di�érent (et seulement ave un numéro). Pour C2n+5, omme pour
K1,3 la ontradition est direte. Pour les deux graphes restant, il faut observerde plus que haque i ∈ {1, 2} appartient à l'étiquette des trois arêtes de haquetriangle, dès que deux arêtes de e triangle ontiennent i dans leur étiquette. 22.2.2.7 Graphes d'intervallesUn graphe d'intervalle(s) est le graphe d'intersetion d'intervalles de la droiteréelle. De même que pour les graphes de omparabilité, la liste des sous-graphesinduits exlus n'est pas triviale. D'autres aratérisations plus simples pourraientéventuellement être obtenues grâe à la proposition suivante.Proposition 2.17 Les graphes d'intervalles sont stables par ontration d'arêtes,ontration fant�me et ontration voisinage-lique.Preuve Pour deux intervalles I et J qui s'intersetent, la ontration onsiste àremplaer I et J par leur union et la ontration fant�me par leur intersetion.La ontration voisinage-lique de l'intervalle I est obtenue en remplaçant tous lesintervalles J qui intersetent I par I ∪ J (puis en e�açant I). 2Un ordre � sur V est d'intervalle(s) si V est en bijetion ave un ensembled'intervalles de la droite réelle tels que si [av, bv] et [aw, bw] représentent v et wrespetivement, on a(2.3) v ≺ w ⇐⇒ bv < awLes graphes de omparabilité orrespondants aux ordres d'intervalles ne sont donpas les graphes d'intervalles mais leurs ompléments.Clairement, un ordonnanement par bath qui respete les ontraintes de préé-dene d'un poset donne une oloration du graphe de omparabilité de e poset.La réiproque est fausse, omme le montre la Figure 2.2 : une partition en an-tihaîne d'un poset ne peut pas toujours être ordonnée en baths qui respetent12La preuve de ette impliation repose sur des onepts généraux qui sont exposés dans la Se-tion 2.3. La leture préalable du Théorème 2.22 est reommandée pour des raisons pédagogiques.



Classes de graphes 107les ontraintes de préédene. Cela est ependant possible pour les ordres d'in-tervalles [113, 22℄. Nous observons que ette propriété aratérise les ordres d'in-tervalles : le poset ayant C4 = 2K2 omme graphe de omparabilité est l'uniqueposet induit exlu pour lequel les olorations ne peuvent pas être ordonnées pourrespeter les ontraintes de préédene.
a b

c d

Figure 2.2 � Une partition en antihaînes du poset ayant C4 omme graphe deomparabilité. Cette partition ne peut pas être ordonnée de manière à respeterles ontraintes de préédenes.Théorème 2.18 Soit G un graphe. Les onditions suivantes sont équivalentesi) [85, 125℄ G est le graphe d'intersetion d'une famille d'intervalles dela droite réelle.ii) [85, 125℄ G est le omplément du graphe de omparabilité d'un posetd'intervalles.iii) [85, 125℄ G est un graphe de o-omparabilité et triangulé.iv) [85, 125℄ G est un graphe de o-omparabilité sans-C4.v) [125℄ G = (V,E) est le omplément du graphe de omparabilité d'unposet (V,≺) et pour tout v, w ∈ V on a soit A(v) ⊆ A(w) soit A(w) ⊆ A(v).vi) G = (V,E) est le omplément du graphe de omparabilité d'un po-set (V,≺) et pour toute partition en liques {C1, C2, . . . Ck} de G, il existe unepermutation π de [1..k] telle que l'ordonnanement par bath {Cπ(1), Cπ(2), . . . Cπ(k)}respete les ontraintes de préédene de ≺.En un sens, les graphes d'intervalle sont don exatement les graphes dans lesquelsles problèmes d'ordonnanement ave ontraintes de préédenes sont équivalentsaux problèmes d'ordonnanement ave ontraintes d'inompatibilité. La validité deette équivalene se onrétise prinipalement lorsqu'on l'on traite d'un problèmed'ordonnanement ave minimisation du makespan Cmax
13. Cette équivalene s'ap-13Sans ontraintes supplémentaires qui pourraient briser l'invariane par permutation desbaths, omme des dates de disponibilité rj par exemple.



108 Caratérisations de strutures ombinatoiresplique diretement aux résultats des Chapitres 3 et 4. Le Lemme 2.19 est un pointd'artiulation dans la preuve du Théorème 2.18.Lemme 2.19 [85, 125℄ Un graphe de omparabilité n'a pas d'antitrou Cn pour
n ≥ 5.Preuve Le as n = 5 étant évident, supposons que n ≥ 6. Soit v1, v2 . . . vn lessommets de Cn, ordonnés en suivant les arêtes de Cn. Supposons que Cn soit ungraphe de omparabilité. S.p.d.g, on peut orienter l'arête v1, v3 dans le sens −→1, 3.On a alors −→1, i pour tout i ∈ [3..n−1]. On a ensuite −−−−→i, n− 1 pour tout i ∈ [1..n−3].Puis −−−−→n− 3, i pour i ∈ {n − 1, n, 1}. L'arête v1, vn−3 doit don être dans les deuxsens à la fois, ontradition. 2Preuve[du Théorème 2.18℄ i) ⇐⇒ ii) ⇐⇒ iii) est bien onnu [85, 125, 88, 29℄.
iii) =⇒ iv) : Un graphe triangulé n'a pas de trou et don pas de C4 induit.
iv) =⇒ iii) : D'après le Lemme 2.19, un graphe de o-omparabilité sans-C4 est ungraphe triangulé.
ii) =⇒ vi) : Soit V = {I1, I2, . . . In} un ensemble d'intervalles de la droite réelledé�nissant l'ordre d'intervalle (V,≺). Soit {C1, C2, . . . Ck} une partition en liquesdu graphe d'intervalle assoié. Pour haque lique Ci, il existe un point ti tel quetous les intervalles de Ci ontiennent le point ti. Choisissons un tel point ti pourhaque i ∈ [1..k] et supposons (quitte à permuter les Ci) que t1 ≤ t2 ≤ · · · ≤ tk.Véri�ons que l'ordonnanement par baths {C1, C2, . . . Ck} respete les ontraintesde préédene. Si e n'est pas le as, il existe deux intervalles I ∈ Ci et J ∈ Cjave 1 ≤ i < j ≤ k tels que la �n de l'intervalle J préède stritement le début de
I. Cela est impossible ar ti ≤ tj .
vi) =⇒ iv) : Si (V,≺) n'est pas un ordre d'intervalles, le graphe G de omparabilitéde (V,≺) ontient un C4. Considérons la partition en liques de G donnée par laFigure 2.2 (les autres sommets étant plaés dans des liques de taille 1). Cettepartition ne peut être ordonnée de manière à respeter les ontraintes de préédenede (V,≺).
ii) =⇒ v) Soit deux intervalles I1 = [a1, b1] et I2 = [a2, b2]. On a, quitte à éhangerles r�les de I1 et I2, que b1 ≤ b2. Par dé�nition d'un ordre d'intervalle, on a
A(I2) ≤ A(I1).
v) =⇒ iv) Si (V,≺) a le poset de la Figure 2.2 omme sous poset, on a A(a) 6⊆ A(b)et A(b) 6⊆ A(a). 22.2.3 Graphes sans-P4L'algorithme suivant donne une oloration réalisable pour tout hypergraphe et toutordre total sur les sommets en entrée.L'algorithme First-Fit :Données : Un (hyper)graphe G et un ordre total sur V (G).



Classes de graphes 109Résultat : Une oloration des sommets de G.Considérer les sommets dans l'ordre et donner à haun la plus petite ouleur pos-sible (sans réer de on�it ave les sommets préédemment oloriés.)L'algorithme First-Fit ne donne pas toujours une oloration optimale. Par exemple,si First-Fit prend le graphe G = ({1, 2, 3, 4}, {(1, 3), (2, 4), (3, 4)}) ave l'ordre
{1, 2, 3, 4} en entrée, il rend la 3-oloration {1, 2}, {3}, {4} alors que χ(G) = 2.D'un autre oté, si G est sans-P4, First-Fit est optimal.Théorème 2.20 Soit G un graphe. Les onditions suivantes sont équivalentesi) G est sans-P4.ii) G peut être obtenu à partir d'un seul sommet en ajoutant itérativementdes vrais et des faux jumeaux.iii) Pour tout U ⊆ V , G[U ] est onnexe si et seulement si G[U ] ne l'est pas.iv) L'algorithme First-Fit donne une oloration optimale pour tout ordretotal sur V en entrée.v) Tout α-stable de G intersete toute ω-lique de G.vi) Tout stable maximal de G intersete toute lique maximale de G.vii) Tout sous-graphe induit onnexe de G a un diamètre d'au plus 2.viii) G est le graphe de omparabilité d'un poset séries-parallèles.ix) Pour tout d : V → N, il existe une oloration φ : V → N telle que

φ(v) ≤ d(v) pour tout v si et seulement si pour toute lique K de G, on a
|K| ≤ max{d(v) | v ∈ K}.2.2.3.1 Graphes trivialement parfaits, P4, C4Un graphe véri�ant les onditions du Théorème 2.21 est trivialement parfait[88, 87℄.Théorème 2.21 Soit G un graphe. Les onditions suivantes sont équivalentesi) G et n'a pas de P4 ni de C4 induit.ii) Tout sous-graphe induit onnexe de G a un sommet universel.iii) G est le graphe d'intersetion d'une famille laminaire.iv) G est le graphe de omparabilité d'un poset dont le diagramme deHasse est une forêt orientée (entrante ou sortante).



110 Caratérisations de strutures ombinatoires2.2.3.2 Graphe de partition, multiparti omplet et P3Théorème 2.22 Soit G un graphe. Les onditions suivantes sont équivalentesi) G est une union disjointe de liquesii) G est multiparti ompletiii) G est sans-P3iv) G est le line-graphe d'une union disjointe d'étoilesv) G est le graphe de omparabilité d'un poset dont le diagramme deHasse est une union de haînes.vi) La fontion U 7→ α(G[U ]) est sous-modulaire (sur P(V )).vii) La fontion U 7→ χ(G[U ]) est sous-modulaire.2.2.4 Améliorer la perfetion2.2.4.1 Graphes de MeynielUn graphe véri�ant les onditions du Théorème 2.23 est de Meyniel .Théorème 2.23 Soit G un graphe. Les onditions suivantes sont équivalentes :i) Tout yle impair de G a au moins deux ordes.ii) G est sans trou impair ni maison.iii) GQ est parfait pour toute partition partielle de V (G) par des liques(⇐⇒ G est PrExt-parfait).2.2.4.2 Graphes de parité et de GallaiThéorème 2.24 [37℄ Soit G un graphe. Les onditions suivantes sont équivalentesi) Pour toute paire de sommets (v, w), tous les hemins induits joignant v et wont la même parité.ii) Tout yle impair de G a au moins deux ordes roisées.iii) G est sans trou impair, ni maison, ni P4 + v.iv) G×K2 est parfait [60, 99℄.



Classes de graphes 111Un graphe véri�ant les onditions du Théorème 2.24 est dit de parité [36℄Un graphe est de Gallai 14 si tout yle impair de G a au moins deux ordesnon-roisées.2.2.4.3 Graphes triangulés sans-diamantThéorème 2.25 [60℄ Soit G un graphe. Les onditions suivantes sont équivalentesi) G sans trou ni diamant.ii) G est obtenu à partir de liques par union disjointe et par sommetsd'artiulation.iii) G×K3 est parfait.iv) G×Kk est parfait pour tout k ∈ N.2.2.4.4 Graphes unimodulaires et équilibrésUn graphe est unimodulaire si sa matrie d'inidene liques-max-sommets esttotalement unimodulaire. Un graphe est équilibré si sa matrie d'inidene liques-max-sommets est équilibrée.Proposition 2.26 La lasse des graphes unimodulaires est fermée par sous-grapheinduit, par sommet d'artiulation, et par répliation.Preuve Ces opérations peuvent être dé�nies sur les matries en général, et ellespréservent la propriété TTU. 22.2.5 Classes de graphes pas forément parfaitsD'autres lasses de graphes jouent un r�le important dans les appliations queles sous-lasses de graphes parfaits. Des aratérisations intéressantes sont parfoisonnues.2.2.5.1 Graphes d'ars irulairesUn graphe d'ar(s) irulaire(s) est le graphe d'intersetion d'intervalles duerle. Contrairement aux familles d'intervalles de la droite réelle, les familles d'in-14i-triangulated.



112 Caratérisations de strutures ombinatoirestervalles du erle ne sont pas toujours Helly (on peut avoir trois tels intervallesqui s'intersetent tous deux à deux mais dont l'intersetion ommune est vide).2.2.5.2 Graphes planaires externesUn graphe est planaire-externe15 si l'on peut le dessiner de manière planaireave tous ses sommets sur la fae extérieure.Théorème 2.27 Soit G un graphe. Les onditions suivantes sont équivalentesi) G est outer-planar.ii) G sans mineur-{K2,3, K4}iii) G est sans-{mineur, Y-∆}-{K4}2.2.5.3 Graphes liés à la relaxation graphique du TSPLa leture préalable des Setions 1.4.2.4, 2.1.3.2 et 2.1.3.3 est néessaire à la leturede la présente setion.Théorème 2.28 Soit G un graphe. Les onditions suivantes sont équivalentesi) G est GTSP-sous-modulaire [94℄.ii) Il existe au plus deux hemins non-triviaux16 sommets-disjoints entre toutespaires de sommets [94℄.iii) G est obtenu à partir de opies de K4 et de graphes planaires externespar sommets d'artiulation [94℄.iv) G sans mineur-K2,3.Théorème 2.29 [77℄ Soit G un graphe. Les onditions suivantes sont équivalentesi) G est GTSP-parfait.ii) G est obtenu par les opérations de ompositions dé�nies dans [77℄.iii) G sans mineur-{M1,M2, C6}.La ontration Y-∆ permettrait-elle une simpli�ation, dans la desription desgraphes TSP-parfaits, et plus généralement, dans les lasses de graphes liées à larelaxation graphique du TSP? Un premier pas onsisterait à élairir les onditionssous lesquelles ette opération s'applique. Par exemple,15outer-planar.16i.e. omportant au moins 2 arêtes.



Classes d'hypergraphes héréditaires 113Question 2.30 Les graphes TSP-parfaits sont-ils les mêmes que les graphes sans-
{mineur, Y-∆}-C6La stabilité de l'opération ∆-Y est même envisageable dans les graphes TSP-parfaits. Une piste pour expliquer que es deux opérations puissent s'appliquerest que les tours de Steiner dans les deux graphes (avant et après ontration) sontpresque en bijetions. Plus préisément, la bijetion a lieu si l'on oublie la onditionde ouverture du sommet qui disparaît dans la ontration.Dans l'étude des graphes GTSP-équilibrés, il reste peut-être un pas sérieux à fran-hir pour montrer que {M1,M2} sont les seuls mineurs exlus. De plus, une araté-risation par déomposition, pour dérire les graphes GTSP-équilibrés reste enoreà proposer.Conjeture 2.31 Soit G un graphe. Les onditions suivantes sont équivalentesi) G est GTSP-équilibré.ii) G est GTSP-totalement-équilibré.iii) G sans mineur-{M1,M2}.iv) G sans {mineur, Y-∆}-M2.2.3 Classes d'hypergraphes héréditairesNous notons que, dans les hypergraphes, les problèmes de la ouverture par dessommets, de la ouverture par des arêtes et de la oloration sont oneptuellementéquivalents (Setion 2.3.2). Nous disutons ensuite dans quelle mesure les opéra-tions de dualité dé�nies dans les matroïdes et les lutters sont ompatibles. Celafait en partiulier apparaître un lien élémentaire (mais fondamental) entre la olo-ration, le bloquant et le dual au sens des matroïdes (Setion 2.3.3). Vient ensuitele tour des mineurs d'être interprétés de manière ommune dans les matroïdes,les lutters onformes et plus généralement les hypergraphes héréditaires. Grâe àette dé�nition de mineurs, nous mentionnons omment aratériser les indépen-dants des matroïdes (Setion 2.3.5) et les hypergraphes onformes (Setion 2.3.6),à l'aide d'une unique obstrution parmis l'ensemble des hypergraphes héréditaires.2.3.1 Petite philosophie à l'usage des (non-)spéialistes : l'in-térêt de la généralisation aux hypergraphesDans la Setion 2.3, nous présentons brièvement quelques généralisations ommunesdes onepts qui s'appliquent à la fois dans les graphes (au sens hypergraphesonformes) et les matroïdes. Le but originel de ette desription ommune est de



114 Caratérisations de strutures ombinatoiresmontrer que les hypergraphes donnent un adre oneptuel simple pour dérireles �problèmes lassiques� étudiés dans [129℄, mais aussi ertains �problèmes nou-veaux�, omme la oloration bornée. L'espoir à plus long terme est d'étudier desgénéralisations ommunes de strutures ombinatoires pour lesquelles l'approhepolyédrale permet de dérire les problèmes. Si l'on pense à la propriété TDI desinégalités de rang par exemple, on peut rêver d'une généralisation ommune desgraphes parfaits, des line-graphes et des matroïdes. Si l'on pense à la propriété IRPpour le problème de la oloration minimum, on peut aussi espérer une généralisa-tion ommune des graphes parfaits et des matroïdes. Soyons honnête, l'approheproposée ii ne donne pas d'espoir, à ourt terme, de omprendre es éventuelsobjets. Mais à défaut de permettre de prendre le taureau par les ornes, ette ap-prohe permet de le prendre par la queue, en rappelant que de telles généralisationspeuvent aussi être étudiées sous l'angle des hypergraphes qui leur font obstrution.Comme premier pas dans ette diretion, nous observons que les matroïdes et leshypergraphes onformes peuvent être dérits de manière extrêmement simple entermes de mineurs exlus d'hypergraphes.2.3.2 Couplage, ouverture et olorationSoit H = (V, E) un hypergraphe. Une ouverture par des sommets de H est unensemble de sommets T ⊆ V tel que toute arête ontient au moins un sommet de
T . A tout hypergraphe on assoie la quantité τ(H), omme la ardinalité minimumd'une ouverture par des arêtes. Un ensemble d'arêtes M qui ont deux-à-deux uneintersetion vide s'appelle un ouplage (ou empilement d'arêtes). La ardinalitémaximum d'un ouplage est notée ν(H).Pour tout hypergraphe H et tout ouplage M , une ouverture par des sommetsdoit ontenir au moins un sommet par arête de M . On a don ν(H) ≤ τ(H).De manière transposée, un reouvrement est un ensemble d'arêtes qui reouvrentles sommets de H. La ardinalité minimale d'un reouvrement est notée ρ(H). Ona ρ(H) = τ(HT ). Un ensemble de sommets S tel que S ∩ e ≤ 1 pour tout e ∈ E estappelé fortement stable. La ardinalité maximale d'un ensemble fortement stableest notée α(H). On a α(H) = ν(HT ) et �nalement α(H) ≤ ρ(H).Etant donné un hypergraphe, une ouleur est un ensemble de sommets qui neontient auune arête. La ardinalité maximale d'une ouleur est notée α(H). Uneoloration est une partition de V en ouleurs. De manière plus lassique, une olo-ration est une appliation φ de V dans N telle que dans toute arête, il y a au moinsdeux sommets de ouleurs di�érentes (autrement dit |φ(e)| ≥ 2 pour tout e ∈ E).Le nombre minimum de ouleurs néessaires pour olorier H est noté χ(H).On peut transformer le problème de oloration en un problème de reouvrement enonsidérant l'hypergraphe olorant col(H) de H qui a le même ensemble de sommet



Classes d'hypergraphes héréditaires 115que H et qui a l'ensemble des ouleurs de H omme arêtes. On a alors :Proposition 2.32 Pour tout hypergraphe H, χ(H) = ρ(col(H)) = τ((col(H))T )
22.3.3 Dualités et olorationNous avons dé�ni le transposé d'un hypergraphe (habituellement appelé �dual� etnoté H∗). Nous allons voir que d'autres opérations méritent aussi le quali�atif de�dual�, lorsque l'on se restreint à ertaines familles d'hypergraphes. Nous pensonsdon que le terme �dual� devrait être évité autant que possible lorsque l'on dé�nitune opération partiulière de dualité. A la plae, il nous semble plus pertinent dehoisir systématiquement une terminologie partiulière.Le terme de dualité réfère en général au fait qu'une appliation est involutive.Pour un ensemble E, une appliation f de E dans lui-même est dite involutive si
f(f(x)) = x pour tout x ∈ E.Pour de nombreuses opérations f , on a f(f(f(x))) = f(x) pour tout x, mais pas
f(f(x)) = x. Pour une appliation f : E → E telle que f(f(f(x))) = f(x), onappelle f(f(x)) la fermeture de x. Un élément x est fermé s'il est égal à safermeture.Pour un hypergraphe simple H, on dé�nit :

Hmin = (V, {F ∈ E |F est minimal par inlusion dans E})
Hmax = (V, {F ∈ E |F est maximal par inlusion dans E})

H↑ = (V, {F ⊆ V |F ontient une arête de E})
H↓ = (V, {F ⊆ V |F est ontenu dans une arête de E})Un lutter est un hypergraphe tel qu'auune arête n'en ontient une autre. Pourtout hypergraphe H, Hmin et Hmax sont don des lutters.Un hypergraphe est héréditaire si H = H↓.Pour un hypergraphe H = (V, E), le bloquant b(H) = (V, T ) est l'hypergrapheayant pour arêtes l'ensemble des ouvertures par des sommets (minimales par in-lusion) de H. Le bloquant d'un hypergraphe est don toujours un lutter. En fait,les ensembles fermés pour la dualité bloquante sont exatement les lutters :Proposition 2.33 [129, 49℄ Pour tout hypergraphe H, b(b(H)) = Hmin. En parti-ulier, b(b(H)) = H si et seulement si H est un lutter.Il existe au moins une autre opération de dualité sur les hypergraphes qui a leslutters omme ensembles fermés : la dualité telle qu'on la onçoit pour les bases



116 Caratérisations de strutures ombinatoiresd'un matroïde.Le dual au sens matroïdal d'un lutter C = (V, E), est le lutter dm(C) = (V, E)où E := {V \E |E ∈ E}. Le dual au sens matroïdal d'un lutter est don toujoursun lutter.Proposition 2.34 Pour tout lutter C, dm(dm(C)) = C. 2Une troisième opération intéressante s'applique aux hypergraphe, mais ette fois,sans mener à un phénomène de dualité. Pour un hypergraphe H = (V, E), le o-lorant col(H) = (V,F) est le lutter des ensembles maximaux qui ne ontiennentauun élément de E . Autrement dit, le olorant de H est le lutter des ouleursmaximales (par inlusion) de H .Le olorant est lié au bloquant et au dual au sens matroïdal de la manière suivante :Théorème 2.35 Pour tout hypergraphe H = (V, E), on a col(H) = dm(b(H)). Deplus, si l'on se restreint aux lutters, col est une opération inversible.Preuve Pour X ⊆ V , les onditions suivantes sont équivalentes :� X intersete toutes les arêtes de E� V \X ne ontient auune arête de E
col est une opération inversible sur les lutters ar elle résulte de la omposition deduex opérations inversibles. 2Pour tout lutter H , il existe don un unique lutter H ′ tel que col(H ′) = H . Onnote don H ′ = col−1(H).Le Théorème 2.35 permettrait de dé�nir plusieurs notions des graphes et des ma-troïdes dans un langage uni�é.Par exemple, dans un matroïde M, on a col({iruits(M)}) = {bases(M)} et
col({bases(M)}) = {hyperplans(M)}.Dans un graphe G, on a col({arêtes(G)}) = {stables(G)} et col({liques(G)}) estl'ensemble des ouleurs maximales possibles dans une lique-oloration de G.2.3.4 Mineurs de lutters et d'hypergraphes héréditairesNous adoptons la dé�nition de mineurs au sens de Shrijver [129℄ pour les Hyper-graphes et de Cornuéjols [49℄ pour les lutters. Ces dé�nitions sont ompatibles. Deplus, la dé�nition de mineurs dans les matroïdes [129℄ est aussi ompatibles aveelles-i si l'on assimile un matroïde au lutter de ses bases.Le passage à l'induit dans les graphes (e�aer le sommet v) peut aussi être omplétépar une deuxième opération, qui onsiste à mettre une boule sur tous les voisinsde v. Cela donne aussi une notion de mineur ompatible ave les notions i-dessus.



Classes d'hypergraphes héréditaires 117Elle admet aussi une interprétation pour le problème du stable de poids maximum :ontrater un sommet équivaut à lui a�eter un poids in�niment plus grand que lepoids de tous les autres sommets. On n'utilise pas ette opération en général arelle donne, en un sens, un as partiulier du passage au sous-graphe induit.Cependant, ela mène à l'utilisation de graphes ave boules, qui semble être labonne notion pour étudier les problèmes d'indépendants de poids maximum dansun adre ommun aux graphes et aux matroïdes.2.3.5 MatroïdesLes matroïdes peuvent être aratérisés simplement et de plusieurs manières parmisl'ensemble des hypergraphes héréditaires [129℄. Nous proposons une aratérisationpar mineur exlus qui n'est pas mentionnée habituellement. Cela onsiste à noterque ertaines des opérations onnues sur les matroïdes (passage au mineur) sontompatibles ave la dé�nition plus générale onnue dans les hypergraphes. Unetelle aratérisation pour les systèmes desriptibles par l'intersetion de deux ma-troïdes n'est pas onnue (bien qu'une aratérisation partielle soit donnée dans leThéorème 2.15).Théorème 2.36 Soit H = (V, E) un hypergraphe simple héréditaire. Les ondi-tions suivantes sont équivalentes :i) H est un matroïde.ii) H est sans mineur-P3.iii) Le lutter col−1(H) est sans mineur-P3.iv) L'algorithme glouton donne un indépendant de poids maximum pourtoute pondération w : V → N [129℄.v) L'algorithme glouton donne un indépendant de ardinalité maximumde H [U ] pour tout U ⊆ V et tout ordre sur U en entrée [129℄.Idée de preuve Les lutters qui dérivent les bases (respetivement, les iruits)d'un matroïde sont stables par mineurs parmi l'ensemble des lutters.v) =⇒ ii) Si l'algorithme glouton ne donne pas un indépendant de ardinalitémaximum sur la restrition de H à U , soit X un ensemble rendu par l'algorithmeglouton et Y ∈ E(H) de ardinalité supérieure à X. 2



118 Caratérisations de strutures ombinatoires2.3.6 Graphes, onformalité et dualité anti-bloquanteDans ette setion, nous aratérisons les graphes parmis l'ensemble des hyper-graphes. Pour e faire il est plus agréable d'autoriser les boules.Un hypergraphe H = (V, E) est onforme si pour tout U ⊆ V tel que haque paired'élements de U soit ontenu dans une arête de H, l'ensemble U est aussi ontenudans une arête de H. Notons que H est onforme ⇐⇒ Hmax est onforme ⇐⇒ H↓est onforme.Théorème 2.37 Soit H = (V, E) une hypergraphe simple héréditaire. Les ondi-tions suivantes sont équivalentes :i) H est onforme.ii) Le transposé HT de H est Helly.iii) Emax est l'ensemble des liques maximales d'un graphe G = (V,E).iv) H est sans mineur U2
3 .v) col−1(H) est sans mineur U3

3 .vi) Pour tout U ⊆ V tel que r({v, w}) = 2 pour tout v, w ∈ U , on a r(U) = |U |.Les indépendants d'un graphe G = (V,E) dé�nissent un hypergraphe héréditaire
H = (V, I) dont le lutter des iruits col−1(H) est l'ensemble E, dont tous les élé-ments sont de taille 2. La lasse des systèmes d'indépendane des graphes sansboules n'est don pas fermés par mineur (ar ontrater un sommet rée desboules dans le graphe). Cependant, la lasse des graphes ave possibilité de boulesest, elle, lairement fermée par mineur. Le seul mineur exlu est l'hypergraphe U3qui a trois sommets et une seule arête de taille 3. De plus, omme nous l'avonsexpliité dans le Théorème 2.37, on peut aratériser les systèmes d'indépendaneissus des graphes par le rang.Pour un hypergraphe H = (V, E), l'antibloquant a(H) = (V, C) est l'hypergrapheayant pour arêtes l'ensemble des fortement stables maximaux (par inlusion) de H.On a lairement a(H) = a(Hmax) = a(H↓).Proposition 2.38 Pour un hypergraphe H, a(a(H)) = Hmax si et seulement si Hest onforme.Un hypergraphe est don �fermé� pour la �dualité� antibloquante si et seulement si'est un lutter onforme.



Classes de fontions d'ensemble 1192.4 Classes de fontions d'ensembleLes fontions d'ensemble forment une famille d'objets ombinatoires des plus géné-raux. Dans la Setion 2.4.1, nous présentons quelques lasses de fontions lassiquesutilisées dans les problèmes de partition de oût minimum. Dans la Setion 2.4.2nous évoquons l'intérêt d'une lassi�ation systématique des fontions d'ensembles.2.4.1 Fontions valeur-polymatroïdalesPlusieurs sous-lasses de fontions polymatroïdales jouissent de propriétés d'éhangesplus fortes que la sous-modularité. La dé�nition suivante permet de traduire de ma-nière ompate l'une de es propriétés17.Une fontion f est valeur-polymatroïdale si f(∅) = 0, f est non-déroissante, etpour tous S, T ⊆ V tels que f(S) ≥ f(T ) et tout u ∈ V \(T ∪ S), on a(2.4) f(S + u) + f(T ) ≤ f(S) + f(T + u).Proposition 2.39 Une fontion valeur-polymatroïdale est polymatroïdale.Preuve Soit f une fontion valeur-polymatroïdale. Puisque f est non-déroissante,on a f(S) ≥ f(T ) pour tout T ⊆ S ⊆ V . On a don aussi f(S + u) + f(T ) ≤
f(S) + f(T + u) pour tout u ∈ V \S. D'après la ondition (1.6) du Théorème 1.1page 19, f est sous-modulaire. 2La prinipale motivation derrière la dé�nition des fontions valeur-polymatroïdalesest donnée dans la Proposition 2.40, que nous utilisons dans la Setion 4.3.2 pourtrouver une partition en liques de oût minimum dans un graphe d'intervalle.Proposition 2.40 Pour tout hypergraphe héréditaire H = (V, E) et toute fontionvaleur-polymatroïdale f sur V (G), il existe une partition {Q1, Q2, . . . Qk} de V enéléments de E qui minimise∑i f(Qi) telle que l'un des Qi est un élément maximal(par inlusion) de E .Preuve Soit Q une partition de oût minimum de V . Choisissons Q ∈ Q tel que
f(Q) ≥ f(T ) pour tout T ∈ Q. Si Q n'est pas un élément maximal de E , il existe
t ∈ V \Q tel que Q+t ∈ E . Maintenant, t appartient à un T ∈ Q−Q. Puisque f estnon-déroissante, f(Q) ≥ f(T ) ≥ f(T − t). Puisque f est valeur-polymatroïdale,
f(K + t) + f(T − t) ≤ f(K) + f(T ). On répète alors e proédé jusqu'à e que Qdevienne un élément maximal de E . 2En général, le rang d'un (poly)matroïde n'est pas valeur-polymatroïdal, et la Pro-position 2.40 ne s'applique pas omme le montre la Figure 2.3.17Les résultats de ette setion ont fait l'objet d'un artile ommun ave Gijswijt et Quey-ranne [84℄.



120 Caratérisations de strutures ombinatoires

b

b

b

bb

bb

b

b

b

a
b


d

G

bb

bb

bb

a b d
M

b

b

b

b

ba
 dr
TFigure 2.3 � La fontion f est donnée par le rang du matroïdeM. On obtient aussi

2f omme le plus ourt tour de Steiner sur l'arbre T enrainé sur r. Une partitionde G en liques de oût minimum est χ(G, f) = 2 = f({a, b}) + f({c, d}). Auunepartition en liques de G de oût minimum ne ontient une lique maximale.2.4.1.1 Fontions maximum et baths parallèlesPour p : V → R+, dé�nissons f(U) pour tout U ⊆ V par :(2.5) f(U) := max
u∈U

p(u)Alors f est valeur-polymatroïdale. En e�et, soient S, T ⊆ V tels que f(S) ≥ f(T )et u ∈ V \(S ∪ T ). Alors, puisque p(s) = f(S) ≥ f(T ) = p(t) pour s ∈ S et t ∈ T ,on a
f(S+u)+f(T ) = max{p(s), p(u)}+p(t) ≤ p(s)+max{p(t), p(u)} = f(S)+f(T+u).Une fontion d'ensemble qui peut être dé�nie selon (2.5) pour un ertain p est unefontion p-bath ou max-bath .2.4.1.2 Fontions s-bath, baths séries et fontions sp-bathPour p : V → R+ et s ∈ R+ dé�nissons f(U) pour tout U ⊆ V par :(2.6) f(U) := s+

∑

u∈U

p(u)Une fontion d'ensemble qui peut être érite selon (2.6) est une fontion s-bath,ou de bath en série. Ce type de fontion de oût arrive en ordonnanement parbath quand il y a un temps de réglage onstant préalable au traitement d'un



Classes de fontions d'ensemble 121ensemble de tâhes18. Une fois le réglage e�etué, la mahine traite les tâhes unepar une, de manière séquentielle.Les fontions sp-bath19 généralisent à la fois les fontions max-bathes et s-bathes : pour p1 : V → R+ et p2 : V → R+, posons pour tout U ⊆ V :(2.7) f(U) := max
u∈U

p1(u) +
∑

u∈U

p2(u)Les fontions sp-bathes sont valeur-polymatroïdales ar :Remarque 2.41 Si f est une fontion valeur-polymatroïdale et g une fontionadditive, alors f + g est valeur-polymatroïdale. 22.4.1.3 Fontions ardinales tronquées et matroïde uniformeSoit b ∈ N. Pour tout U ⊆ V posons :(2.8) f(U) := min{b, |U |}Une telle fontion de oût arrive lorsque l'on minimise le prix d'entrée à la pisine :Si le prix d'une entrée est 1 et qu'il existe un abonnement de oût b donnant droit àun nombre d'entrées illimitées, le prix minimum que l'on peut payer pour x entréesest min{b, x}. Une telle fontion d'ensemble est ardinale tronquée. En posant,
n := |V |, on peut aussi dé�nir f omme le rang du matroïde uniforme U b

n. Nousprésentons maintenant une lasse plus générale.2.4.1.4 Fontions taille-dé�nies onavesPour ψ : N→ R+ telle que ψ(0) = 0. Pour tout U ⊆ V posons :(2.9) f(U) := ψ(|U |)Alors f est valeur-polymatroïdale ⇐⇒ f est polymatroïdale ⇐⇒ ψ admet uneextension non-déroissante onave sur le segment [0, |V |]. Une telle fontion esttaille-dé�nie onave [84℄. Non seulement les fontions ardinales tronquées sontun as spéial, mais toute fontion taille-dé�nie onave entière s'érit de manièreunique omme ombinaison onique de telles fontions. En partiulierRemarque 2.42 Les fontions ardinales tronquées sont les rayons extrêmes du�ne des fontions taille-dé�nies onaves. 218set-up time.19C'est un néologisme.



122 Caratérisations de strutures ombinatoires2.4.1.5 Probabilités indépendantesPour p : V → [0, 1], dé�nissons f(U) pour tout U ⊆ V par :(2.10) f(U) := 1− Πu∈Up(u) pour tout U ⊆ VUne telle fontion est probabiliste. Des référenes sur les appliations de l'optimi-sation probabiliste sont disponibles dans [64℄.Proposition 2.43 Les fontions probabilistes sont valeur-polymatroïdalesPreuve Soit S, T ⊆ V tels que f(S) ≥ f(T ) et u ∈ V \(S∪T ). Posons f(S) = 1−σet f(T ) = 1− τ (et don σ ≤ τ). On a alors
f(S) + f(T + u) = (1− σ) + (1− p(u)τ)

≥ (1− p(u)σ) + (1− τ) = f(S + u) + f(T ).

22.4.2 Une théorie générale à venirLes fontions d'ensemble permettent non-seulement d'exprimer des fontions deoût mais aussi des ontraintes d'indépendane. Nous invitons le leteur à noterque le problème de partition de oût minimum [Ponlu℄ (dé�ni dans la onlu-sion de e mémoire) est entièrement rédutible à la donnée d'une fontion d'en-semble20. Sans intérêt du point de vue de la omplexité algorithmique, ette rédu-tion montre toutefois l'énorme potentiel d'expressivité des fontions d'ensemble.Cela indique surtout qu'une lassi�ation des fontions d'ensemble, qui étende lalassi�ation onnue des lasses de graphes, serait aussi intéressante et généraleque fastidieuse et tehnique. Une telle lassi�ation passerait don par la miseen ÷uvre de paradigmes analogues à eux présentés dans la Setion 2.1. Cepen-dant, rien n'indique que es paradigmes puissent être étendus à autre hose que lesgraphes. D'autres paradigmes restent sûrement à trouver. La dé�nition des fon-tions valeur-polymatroïdales et surtout des fontions sous-modulaires initent àpenser qu'un axe prometteur est d'analyser les fontions d'ensemble selon les pro-priétés d'éhange dont elles jouissent (omme les fontions valeur-polymatroïdalesou sous-modulaires).A ourt terme, e qui me semble le plus réaliste, 'est de mettre à jour des a-ratérisations des lasses de graphes (ou d'hypergraphes) intéressantes sur la basede propriétés de fontions d'ensembles assoiées. A l'instar de la généralisation qui20Réa�eter le poids +∞ aux ensembles qui ne sont pas admissibles pour former un bath.
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124 Caratérisations de strutures ombinatoiresfait passer des matroïdes aux polymatroïdes puis aux fontions sous-modulraires,j'espère que de telles aratérisations de lasses de graphes mèneront à la déou-verte de lasses de fontions d'ensembles fondamentales, par la simple relaxationde la ondition de sous-ardinalité.A long terme, on peut espérer qu'une lassi�ation pertinente des fontions d'en-semble nous guide dans l'élaboration de prinipes algorithmiques généraux (omme'est dejà le as pour e qui relève de la sous-modularité). Les questions algorith-miques relatives aux fontions totalement-équilibrées posées dans la Setion 1.4sont un exemple des espoirs balbutients que fait germer ette �théorie générale�des strutures ombinatoires, lorque l'on tente de fonder ette théorie dans le adreformel des fontions d'ensemble.
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Chapitre 3La oloration bornée
Le nombre hromatique b-borné, χb(G), d'un graphe G est le nombre mini-mum de ouleurs néessaires pour olorier G ave la ontrainte que haqueouleur soit utilisée au plus b fois (où b est un entier non-nul). Caluler χb estNP-dur, même dans les graphes bipartis ou les graphes d'intervalles. Nousétudions la frontière de polynomialité relative aux lasses de graphes. Le résul-tat prinipal du hapitre est un algorithme polynomial pour les omplémentsde graphes triangulés, e qui généralise plusieurs résultats réents. Cet algo-rithme s'insère dans une perspetive plus large, basée sur l'étude d'une borneinférieure sur χb(G) = χb(G). Cette borne (appelée BT-mod) généralise lesformules de Berge-Tutte pour le ouplage non-biparti et l'inégalité de liquepour la oloration. Nous dé�nissons et étudions les graphes bornés-parfaits,pour lesquels BT-mod est serrée pour tout sous-graphe induit et tout entier b.Nous aratérisons les graphes triangulés omme les graphes dont tous les ré-pliqués sont bornés-parfaits et proposons plusieurs onjetures onernant lesgraphes bornés-parfaits.Mots lés : oloration bornée, borne-perfetion, graphe triangulé, déompositionsimpliiale, formule de Berge-Tutte, répliation, graphe parfait, graphe sans-K1,3,graphe sans-K4, omplexité.Autres objets utilisés : matroïde uniforme, forêt, ouplage multidimensionnel(3-DM), approximation polynomiale.

127



128 La oloration bornéeMenu du jour3.1 Quelques bases de oloration bornée . . . . . . . . . . . 1283.1.1 Philosophie : ontraintes de ardinalité . . . . . . . . . . 1293.1.2 Une aratérisation des graphes sans-K1,3 . . . . . . . . 1313.1.3 Sous-problèmes NP-omplets minimaux de [PCliqB℄ . . 1323.2 La formule de Berge-Tutte modulo-b et les graphesbornés-parfaits . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1343.2.1 La formule de Berge-Tutte modulo-b . . . . . . . . . . . 1353.2.2 Les graphes bornés-parfaits . . . . . . . . . . . . . . . . 1363.2.3 Borne-perfetion, répliation et o-répliation . . . . . . 1403.2.4 Une onjeture forte pour les bornés-parfaits . . . . . . 1433.3 Algorithmes pour les graphes triangulés . . . . . . . . . 1463.3.1 Glouton pour les graphes d'intervalles . . . . . . . . . . 1463.3.2 c-ouplages pour les split graphes . . . . . . . . . . . . . 1513.3.3 Réseau simpliial pour les triangulés . . . . . . . . . . . 1543.4 Pour aller plus loin . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1643.4.1 Coloration ave bornes non-uniformes . . . . . . . . . . 1643.4.2 Approximabilité et omplexité . . . . . . . . . . . . . . . 1663.4.3 Programmes linéaires basés sur BT-mod . . . . . . . . . 1693.4.4 Appliations et ompléxité de la (o)-répliation . . . . 1713.4.5 [ColB℄ pour les arbres et borne-perfetion faible . . . . . 1733.4.6 Extensions aux hypergraphes . . . . . . . . . . . . . . . 1763.4.7 Utilisation des forêts lique-onnetantes . . . . . . . . . 181
3.1 Quelques bases de oloration bornéeDans une oloration d'un graphe, la ardinalité d'une ouleur est le nombre desommets oloriés ave ette ouleur.Dans de nombreuses appliations de la oloration il onvient de onsidérer desontraintes sur la ardinalité des ouleurs1. La ardinalité maximum d'une ou-leur est le nombre maximum de sommets que l'on peut olorier ave ette ouleur.Nous onsidérons prinipalement le as uniforme où toutes les ouleurs ont unemême ardinalité maximum b. Le problème entral que nous étudions dans e ha-pitre est don :[ColB℄ Coloration b-bornée (version déision)1Lire [22, 24, 76, 79, 107℄ pour onnaître quelques appliations. Lire l'Exemple 3.1 et la Re-marque 3.2, puis ré�éhir 2 minutes pour trouver une multitude d'appliations.



Quelques bases de oloration bornée 129Données : Un graphe G, deux entiers b et k.Résultat : Est-e que χb(G) ≤ k, i.e. est-e qu'il existe une oloration de G enau plus k ouleurs, haune de ardinalité maximum b ?Commentaires : NPC. Une oloration est un erti�at NP. [Color℄ et Partition entriangles (sur le graphe omplémentaire) sont des as spéiaux.En fait, il est souvent plus faile de dérire [ColB℄ sur le graphe omplémentaire.Une b-lique est une lique de ardinalité au plus b. Une partition en b-liques de
G est une oloration b-bornée de G. Nous étudions don le problème :[PCliqB℄ Partition en b-CliquesDonnées : Un graphe G, deux entiers b et k.Résultat : Est-e que χb(G) ≤ k, i.e. est-e qu'il existe une partition de V en auplus k liques, toutes de taille au plus b?Dans e hapitre, le terme de bath est employé pour désigner une b-lique dansune partition en b-liques de G.3.1.1 Petite philosophie à l'usage des (non-)spéialistes : l'ubi-quité des ontraintes de ardinalité et des lasses degraphes.Dans ette setion, nous évoquons l'importane des ontraintes de ardinalité puisl'importane des lasses de graphes dans l'analyse des problèmes de oloration.Partons d'un exemple virtuel pour illustrer les appliations de la oloration bornée.Exemple 3.1 Au ours d'un dîner de Gala, on souhaite répartir un ensemble demathématiiens autour de tables. On souhaite leur permettre de se reposer intel-letuellement lors du dîner. Pour e faire, on évite de plaer deux mathématiiensspéialistes d'un même domaine à une même table. Chaune des tables peut a-ueillir jusqu'à b = 8 personnes. On peut modéliser ela par le problème de olo-ration b-bornée d'un graphe dont les sommets orrespondent aux mathématiienset tel que deux mathématiiens sont reliés par une arête s'ils ont une spéialité enommun.On généralise aisément et exemple aux �problèmes réels� de la reherhe opéra-tionnelle :Remarque 3.2 Les ontraintes de ardinalité sur les ouleurs sont néessaires àla pertinene de la modélisation dans de nombreuses appliations de la oloration,en partiulier lorsqu'il s'agit de partitionner des objets du monde physique.Montrons maintenant pourquoi il est intéressant d'étudier e problème sur ertaines



130 La oloration bornéelasses de graphes.Dans l'Exemple 3.1, si les mathématiiens n'ont qu'une seule spéialité, le grapheest une union disjointe de liques (haque lique orrespond à une spéialité). Danse as, on peut résoudre [ColB℄ par un algorithme glouton quel que soit b (en fait,et algorithme glouton semble marher même dans le as non-uniforme, f. Théo-rème 3.53). Supposons maintenant que haque mathématiien ait (au plus) deuxspéialités. Le graphe est alors un line-graphe (haque spéialité est représentéepar un sommet et haque mathématiien est représenté par une arête2). [ColB℄ estalors NP-dur ar [Color℄ l'est aussi. Cependant, de même que pour [Color℄, on peutdonner une solution en temps polynomial pour [ColB℄ qui utilise au plus une ou-leur de plus que l'optimum (voir Setion 3.1.2 et Corollaire 3.58 page 167). Voyonsmaintenant un exemple d'appliation pour [PCliqB℄.Exemple 3.3 Lors d'une onférene, on répartit des mathématiiens dans deshambres pouvant aueillir au plus b = 4 personnes. A�n de maximiser les in-terations sienti�ques, on tente de répartir les mathématiiens de manière à eque, dans haque hambre, haque paire de mathématiiens ait une spéialité enommun. On peut modéliser ela par le problème de partition en b-liques du graphedérit dans l'Exemple 3.1.Enore une fois, si haque mathématiien n'a qu'une seule spéialité, le graphe estune union disjointe de liques. Notons V = K1, . . . , Kk l'ensemble de es liques.Dans le as uniforme, un algorithme glouton donne enore la solution et on a
χb(G) =

∑
i⌈|Ki|/b⌉ (voir Setion 3.2). En revanhe, dans le as non-uniforme leproblème est fortement NP-dur (voir Théorème 3.52 page 165).Voii maintenant un exemple motivant une extension aux hypergraphes :Exemple 3.4 Au ours d'un déjeuner, des mathématiiens se répartissent autourde tables. Leur goût permanent du travail olletif les inite à hoisir un uniquesujet de disussion autour de haque table. Un groupe de mathématiiens ne resteraautour d'une table que s'ils partagent, tous ensemble, une même spéialité.Cette fois, le graphe dérit dans l'Exemple 3.1 ne ontient pas assez d'informationpour résoudre le problème de l'Exemple 3.4, ar il est possible que 3 mathémati-iens partagent une spéialité deux-à-deux sans en avoir une ommune à tous les

3. Autrement dit, l'hypergraphe (mathématiiens-vs-spéialités) de l'Exemple 3.4n'est pas forement onforme (i.e. ne peut pas être représenté par les liques d'ungraphe). Le problème de la oloration bornée des hypergraphes est disuté dans laSetion 3.4.6.1 dans le as matroïdes.2Si un mathématiien n'a qu'une seule spéialité, il peut être représenté par une arête lejoignant à sa spéialité ainsi qu'à une �spéialité virtuelle� qui lui est propre.



Quelques bases de oloration bornée 1313.1.2 Une aratérisation des graphes sans-K1,3Dans toute sous-lasse de graphes sans-K1,3, les problèmes [Color℄, [ColB℄ ainsi quela oloration équitable sont (polynomialement) équivalents. De plus, il y a un liensimple entre les trois �nombres hromatiques� orrespondants [55, 79, 93℄. Bien quees résultats ne soient pas nouveaux, nous disutons es rédutions et e lien ar ilsdonnent une formule min-max pour χb(G) si G est parfait et sans-K1,3. Cela sertd'introdution à la Setion 3.2 dans laquelle nous donnons une formule min-maxvalide dans une lasse plus générale de graphes.Une k-oloration équitable de G est une k-oloration dans laquelle toutes lesouleurs ont la même ardinalité ave une di�érene d'au plus 1. Soit χ=(G) le pluspetit k tel que G a une k-oloration équitable. Considérons le problème,[ColEq℄ Coloration équitableDonnées : Un graphe G et un entier k.Résultat : Existe-t-il une k-oloration {C1, C2, . . . Ck} des sommets de G telleque |Ci| − |Cj| ≤ 1 pour tout i, j ∈ [1..k] ?Le nombre hromatique borné d'un graphe est lié au nombre hromatique et aurapport |V |/b :Ingrédient 3.5 [93℄ Pour tout graphe G et tout entier b(3.1) χb(G) ≥ max{χ(G), ⌈|V |/b⌉}Malheureusement, l'Ingrédient 3.5 n'a pas la forme requise pour donner une bonnearatérisation pour le problème de la oloration bornée même dans le as où l'in-égalité (3.1) est serrée, puisqu'en général on ne peut pas erti�er polynomialementque χ(G) ≥ k. Toutefois, bien qu'il ne donne pas de solution polynomiale à [ColB℄pour les graphes sans-K1,3, le Théorème 3.6 implique l'équivalene de [Color℄, de[ColB℄ et de [ColEq℄ pour toute sous-lasse de graphes sans-K1,3.Théorème 3.6 [55, 79, 93℄ Pour un graphe G, les onditions suivantes sont équi-valentes :i) G est sans K1,3ii) toute omposante onnexe d'un sous-graphe de G induit par deux stables dis-joints est une haîne ou un yle pair.iii) pour tout sous-graphe induit H de G, on a l'égalité
χb(H) = max{χ(H),

⌈ |V (H)|
b

⌉
}iv) χ=(H) = χ(H) pour tout sous-graphe induit H de G.



132 La oloration bornéeEn fait, étant donnée une oloration optimale d'un graphe sans-K1,3 et un en-tier b, on peut onstruire en temps polynomial une oloration b-bornée de G ayant
max{χ(G), ⌈|V |/b⌉} ouleurs [55, 79℄. L'algorithme onsiste en deux phases, �gas-pillage de ouleurs� et �éhanges bihromatique�. Le gaspillage onsiste, étant don-nés un entier b et une k-oloration d'un graphe G, à reolorier arbitrairement er-tains sommets ave de nouvelles ouleurs, de manière à obtenir une oloration de
G utilisant max{k, ⌈|V |/b⌉} ouleurs.L'algorithme Ehange bihromatique :Données : Un graphe G sans-K1,3, un entier b et une k-oloration de G ave
k ≥ ⌈|V |/b⌉.Résultat : Une k-oloration b-bornée de G.Tant qu'il y a une ouleur C qui ontient plus que b sommets :Choisir une ouleur D telle que |D| < b. Trouver une haîne induite impaire dans
G[C ∪D] qui a ses extrémités dans C. Ehanger les ouleurs des sommets sur ettehaîne.�n Tant que.La validité et la polynomialité du proédé de gaspillage-éhange i-dessus donne :Corollaire 3.7 [55, 79℄ Si G est une lasse de graphes sans-K1,3 alors [ColB℄restreint à G est polynomialement équivalent à [Color℄ restreint à G. 2En partiulier, [ColB℄ est polynomial pour les graphes parfaits sans-K1,3 et donpour les line-graphes de bipartis. Par ailleurs, le proédé d'éhange bihromatiquepeut être adapté pour obtenir une k-oloration équitable d'un graphe G sans-K1,3à partir d'une k-oloration de G [55℄.3.1.3 Sous-problèmes NP-omplets minimaux de [PCliqB℄Dans ette setion, nous dérivons les lasses de graphes (minimales par inlusion)dans lesquelles [PCliqB℄ est NP-omplet. Nous reensons trois telles lasses. Leproblème suivant, étudié par Dahlhaus et Karpinski [52℄ est lui aussi NP-ompletdans es trois lasses de graphes.[PerfetMDM℄ Couplage Multidimensionnel ParfaitDonnées : Un graphe G = (V,E) et un entier bRésultat : Existe-t-il une partition de V en liques de ardinalité exatement b.Commentaires : NPC. Polynomial sur les graphes triangulés [52℄.Notons que [PerfetMDM℄ est un as partiulier de [PCliqB℄, mais aussi de [ColEq℄(en passant au graphe omplémentaire). Quand 'est possible, il est don plus inté-ressant de prouver la NP-omplétude de [PerfetMDM℄ sur G que elle de [PCliqB℄



Quelques bases de oloration bornée 133sur G. Notons que le omplément d'un graphe obtenu par répliation d'un bipartiomplet est sans-{P4,paw, 2K2 + v} et que l'union disjointe de split graphes om-plets est sans-{P4, C4,paw}.Théorème 3.8 [PerfetMDM℄ est NP-omplet même si l'on se restreint à l'unedes lasses suivantesi) bipartis omplets répliquésii) ompléments d'unions disjointes de split graphes omplets (amélioration de [22℄).iii) o-bipartis (même si k = 3 est un paramètre �xé [22℄).Preuve i) On réduit [3-PARTITION℄ à [PerfetMDM℄ restreint aux graphes bi-partis omplets répliqués.[3-Partition℄Données : Un ensemble A ayant 3m éléments. Une taille s : A→ N. Une apaité
B ∈ N.Résultat : Existe-t-il une partitionA de A enm ensembles:A = {A1, A2, . . . Am},telle que |Ai| = 3 et ∑a∈Ai

s(a) = B pour tout i.Commentaires : fortement NPC, même si B
4
< s(a) < B

2
pour tout a ∈ A [80℄.Considérons le graphe biparti omplet G = ((A′, C), E), où C est un ensemble à

m éléments et A′ est une opie de A. Répliquons s(a) fois haque sommet a ∈ A′et 2B fois haque sommet c ∈ C. Soit Ĝ le graphe ainsi obtenu (ette rédutionest polynomiale ar [3-PARTITION℄ est fortement NP-omplet). Notons que Ĝ aexatement 3mB sommets. On véri�e que G a un ouplage B-dimensionnel parfaitsi et seulement si I est une instane �oui� de [3-PARTITION℄ :� Etant donné une solution A de [3-PARTITION℄, on onstruit une partition en
3m B-liques de Ĝ en hoisissant arbitrairement un sommet ci de C pour haquelasse Ai = {ai1, ai2, ai3} de A. Pour j = 1, 2, 3, on forme alors 3 baths ayantrespetivement les s(aij) sommets de aij et B − s(aij) sommets de ci.� Soit K = {K1, K2 . . .K3m} une 3m-partition en liques de tailles b de Ĝ. Aprèsrépliation, A′ et C induisent haun des unions disjointes de liques. Par non-onnexité, haque Ki intersete au plus une lique de A′ et au plus une liquede C. Comme A′ ontient un stable de taille 3m, haque bath Ki ontient om-plètement l'une des liques de A′. Comme s(aij) < B pour tous i, j, haque Kiintersete exatement une lique de C. L'ensemble C dé�nit don une partitionsur A : aj , ak ∈ A sont dans la même lasse Ai si et seulement s'ils sont onte-nus dans deux Ki qui intersetent une même lique de C. On peut véri�er que
|Ai| = 3. En e�et, si |Ai| ≤ 2, on a 2B +

∑
a∈Ai

s(a) > B|Ai| (ar 0 < s(a)).Si |Ai| ≥ 4, on a 2B +
∑

a∈Ai
s(a) < B|Ai| (ar s(a) < B/2). On a don que

|Ai| = 3, que 3B = 2B +
∑

a∈Ai
s(a) et �nalement que ∑a∈Ai

s(a) = B pourhaque i.



134 La oloration bornéeii) On réduit [3-PARTITION℄ à [PerfetMDM℄ restreints aux ompléments d'uniondisjointes de split graphes omplets. Pour haque a ∈ A, onstruisons un splitgraphe omplet Ga ayant pour sommets (Sa, Ka) ave |Sa| = s(a) + 1 et |Ka| =
m − 1. Soit G l'union disjointe des Ga. Soit D = B + 3m. Observons que Dm =
|V (G)|. On véri�e que G a un ouplage D-dimensionnel parfait si et seulement si
I est une instane �oui� de [3-PARTITION℄ :� Etant donné une 3-Partition de A, on onstruit une partition de V (G) en 3mstables de taille D : pour haque lasse Ai = {ai1, ai2, ai3} de la 3-Partition,on onstruit un stable ontenant ∪jSai,j

et un sommet de haque Ka pour a ∈
A\{ai1, ai2, ai3}.� Soit B = {B1 . . . Bm} une partition de V (G) en m stables de taille D. Commepour haque a, Ga est un split graphe omplet tel que ω(Ga) = m, Bi ontientsoit un sommet de Ka soit tous les sommets de Sa. B dé�nit don une partitionsur A : a1, a2 ∈ A sont dans la même lasse si Sa1

et Sa2
sont ontenus dans lemême Bi. Soit ti le nombre de stables Sa ontenus dans Bi. On a

3m+ tiB/4 < |Bi| = 3m+B < 3m+ tiB/2Don ti = 3 pour tout i et ∑

a |Sa⊆Bi

|Sa| = Biii) Dans [22℄, la NP-omplétude de [PCliqB℄ sur les graphe o-bipartis est reven-diquée, mais la preuve donne diretement la NP-omplétude de [PerfetMDM℄ surles o-bipartis ar dans la rédution, les k = 3 stables de la partition ont tous lamême taille. 2Les lasses de graphes �intéressantes� qui ontiennent l'une des lasses du Théo-rème 3.8 et dans lesquelles [PerfetMDM℄ et [PCliqB℄ sont par onséquent NP-omplets sont présentées dans la Figure A.3 page 260. La NP-omplétude de [ColB℄sur les graphes trivialement parfaits venant du as ii) et elle de [PCliqB℄ sur lesunimodulaires vient du as i) ar les unimodulaires sont fermés par répliation(Proposition 2.26 page 111) est ontiennent les bipartis.3.2 La formule de Berge-Tutte modulo-b et les graphesbornés-parfaitsDans ette setion nous donnons une borne inférieure3 pour χb(G) qui généraliseà la fois l'inégalité χ(G) ≥ α(G) et l'inégalité de Berge-Tutte pour le ouplagemaximum. Nous étudions les graphes pour lesquels ette borne est serrée. Nousnous onentrons sur la partition en b-liques plut�t que sur la oloration bornée3Cette borne inférieure a été déouverte en ollaboration ave G. Finke, M. Queyranne et A.Seb® [76℄.



La formule de Berge-Tutte modulo-b et les graphes bornés-parfaits 135ar il est plus faile d'utiliser des liques, ave lesquelles nous manipulons des om-posantes onnexes, que des stables, qui impliquent de manipuler des omposanteso-onnexes.3.2.1 La formule de Berge-Tutte modulo-bNous présentons ii une borne inférieure sur χb(G) valide pour tout graphe G ettout entier b. Il y a trois ingrédients dans la reette de ette borne inférieure :Ingrédient 3.9 χb(G) est une fontion d'ensemble non-déroissante sur V arune partition en b-liques de G induit une partition en b-liques de G[U ] pour tout
U ⊆ V . 2Ingrédient 3.10 χb(G) est égal à la somme des χb sur l'ensemble des omposantesonnexes de G.Preuve Si G n'est pas onnexe, omme une lique est toujours ontenue dans uneomposante onnexe, le problème se déompose en sous-problèmes indépendants(un par omposante onnexe). 2Ingrédient 3.11 Pour tout U ⊆ V , le nombre de b-liques néessaires pour parti-tionner G[U ] est au moins ⌈|U |/b⌉. 2Pour U ⊆ V , notons C1(U), C2(U), . . . Ct(U) les sous-ensembles de sommets desomposantes onnexes de G[U ]. Dé�nissons(3.2) σb(G) := max

U⊆V

t∑

i=1

⌈ |Ci(U)|
b

⌉Un ensemble U dé�nit σb si 'est un argument du maximum dans (3.2).Proposition 3.12 [76℄ Pour tout graphe G et tout entier positif b,(3.3) χb(G) ≥ σb(G) (Inégalité BT-mod)De plus, étant donnés G, b et k, déider si σb(G) ≥ k est dans NP.Preuve Les nombres entre parenthèses indiquent le numéro de l'ingrédient à utiliserpour la relation onsidérée. Pour tout U ⊆ V , on a
χb(G)

(3.9)

≥ χb(G[U ])
(3.10)
=

∑
i χb(G[Ci(U)])

(3.11)

≥
∑

i

⌈ |Ci(U)|
b

⌉

Finalement, puisque l'inégalité i-dessus est vraie pour tout U , elle le reste enpassant au maximum sur U ⊆ V . L'appartenane à NP vient du fait que pour un



136 La oloration bornéesous-ensemble U donné, on peut onstruire les omposantes onnexes de G[U ] entemps polynomial. Autrement dit, un ensemble U qui dé�nit σb(G) est un erti�atNP. 2Nous avons hoisi d'appeler l'inégalité (3.3) la formule de Berge-Tutte modulo b(ou BT-mod) à ause de sa similarité ave la formule qui donne la ardinalitéd'un ouplage maximum dans un graphe. Montrons que BT-mod donne lieu à uneformule min-max généralisant à la fois �Berge-Tutte-Gallai� onernant le nombreminimum d'arêtes néessaires pour ouvrir les sommets d'un graphe et l'égalité
χ(G) = α(G) pour la partition en liques des graphes parfaits.Proposition 3.13 Soit G un graphe et b un entier. On a χb(G) = σb(G) dans lesas suivants :i) b = 2 [76℄ii) χ(G) = α(G) et b ≥ ω(G)Preuve i) Une partition en 2-liques de G est une partition de V (G) qui ontientdes des liques de taille 1 et 2, autrement dit �des arêtes� et �des sommets�. Si Ga un sommet isolé v, on a χ2(G − v) = χ2(G) − 1 et σ2(G − v) = σ2(G) − 1. Ilsu�t don de prouver la formule pour les graphes sans sommets isolés. Or dans untel graphe, une partition en 2-liques est équivalente à une ouverture en arêtes eton a χ2(G) = ρ(G). Le fait que ρ(G) = σ2(G) dans un graphe sans sommets isolés(voir détail à la page 461 de [129℄) termine la preuve.ii) Si b ≥ ω(G), la ontrainte de ardinalité des liques est une ontrainte super�ue,'est-à-dire que toute lique est aussi une b-lique, don χb(G) = χ(G). De plus,pour tout graphe G, tout entier b et tout stable S de G, on a(3.4) σb(G) ≥

t∑

i=1

⌈ |Ci(S)|
b

⌉
= |S|On a don σb(G) ≥ α(G) et don

χb(G) = χ(G) ≥ σb(G) ≥ α(G)Si α(G) = χ(G), un α-stable de G et une χ-partition en liques de G sont unepreuve de l'égalité dans BT-mod. 23.2.2 Les graphes bornés-parfaitsUn graphe est dit borné-parfait si tous ses sous-graphes induits satisfont BT-mod ave égalité pour tout b. Une motivation pour demander l'égalité pour tout



La formule de Berge-Tutte modulo-b et les graphes bornés-parfaits 137sous-graphe vient de l'éueil suivant4 :Proposition 3.14 Les problèmes suivants sont NP-durs :� Données : (G, b). Résultat : Est-e que χb(G) = σb(G) ?� Données : (G, b, t). Promesse : χb(G) = σb(G). Résultat : χb(G) ≤ t ?� Données : (G, b, t). Promesse : χb(G) = σb(G). Résultat : σb(G) ≥ t ?Preuve Dans le as partiulier où b ≥ |V |, les trois problèmes orrespondentrespetivement à �Reonnaître les graphes pour lesquels χ = α�, �Partitionner enliques les graphes pour lesquels χ = α� et �Trouver un stable max dans les graphespour lesquels χ = α�. Chaun de es problèmes est NP-dur omme détaillé dans laProposition 2.5, page 102. 2Nous souhaitons mettre en garde ontre l'éventualité d'un ul de sa oneptuel : ladé�nition des graphes bornés-parfaits est simplement une tentative pour ontournerl'éueil de la Proposition 3.14. Cependant, à l'inverse des graphes parfaits, nous neonnaissons pas de formulation polyédrale pour le problème de la oloration bornéedans laquelle le passage au sous-graphe induit ait une interprétation naturelle. Ilest don sage d'envisager qu'une dé�nition basée sur un autre renforement de laondition χb(G) = σb(G) mène à une lasse de graphes plus intéressante. Aprèsle septiisme polyédral vient le septiisme algorithmique : les deux problèmesde bases onernant les graphes borné-parfaits (optimisation et reonnaissane)restent ouverts à la l�ture de e mémoire :Partition en b-liques des graphes bornés-parfaitsDonnées : Un graphe G, deux entiers b et k.Promesse : G est borné parfaitRésultat : Est-e que χb(G) ≤ k ?Commentaires : NPP∩ o-NPP({(G, k, t) |χb(G) ≤ k} est une réalisation NP et
{(G, k, t) | σb(G) ≥ k} est une réalisation o-NP). L'existene d'une réalisa-tion NP ∩ o-NP est ouverte.[BP℄ Borne perfetionDonnées : Un graphe GRésultat : Est-e que χb(G[U ]) = σb(G[U ]), pour tout b ∈ N et tout U ⊆ V ?Commentaires : Ouvert. Pas onnu pour être dans NP ni dans o-NP.Il existe ependant un argument de poids pour justi�er la pertinene et la profon-deur de la dé�nition des graphes borné-parfaits. Cela est basé sur un phénomèneanalogue à elui qui avait motivé Claude Berge lors de la dé�nition des graphesparfaits : ette lasse ontient plusieurs lasses fondamentales dans lesquelles le4Une fois que l'on a demandé l'égalité χb = σb pour tout sous-graphe induit, la Conjeture 3.23donne une prise sur la pertinene de demander ou non l'égalité pour tout b.



138 La oloration bornéeproblème [PCliqB℄ est traitable de manière élégante (Théorème 3.15 et Conje-ture 3.16). L'analogie ave les idées de Claude Berge se prolonge ar la lasse desgraphes borné-parfaits semble jouir de propriétés surprenantes qui rappellent lesfameuses onjetures de Berge pour les graphes parfaits (Conjetures 3.23 et 3.28).Théorème 3.15 Si G appartient à l'une des lasses suivantes, alors il est borné-parfait. De plus, [PCliqB℄ est polynomial dans haune de es lasses.i) Triangulés� Graphes d'intervalles [76℄� Split graphesii) Parfaits o-sans-K1,3 [55, 93, 79℄� Co-sans-P3� Compléments de line-graphes de multi-graphes bipartis.iii) Parfaits sans-K4 [76, 93℄� BipartisPreuve i) Voir Setion 3.3.ii) SiG est o-sans-K1,3, d'après le Théorème 3.6, on a χb(G) = max{χ(G), ⌈|V |/b⌉}.Si G est parfait, on a χ(G) = α(G). Don si G est parfait o-sans-K1,3, on a(3.5) χb(G) = max{α(G), ⌈|V |/b⌉}Si (3.5) est serrée, BT-mod l'est aussi (un ensemble S qui réalise σb(G) est donnésoit par un α-stable soit par V lui-même). Pour la polynomialité, omme G estparfait, on peut trouver une partition en liques optimum. On applique ensuite leCorollaire 3.7 pour trouver une χb(G) partition en b-liques.iii) Si b = 1, 'est trivial. Sinon, si b = 2, on applique le Théorème 3.13 i). Si b ≥ 3,on applique le Théorème 3.13 ii) 2Une généralisation ommune de la borne perfetion des graphes triangulés, bipartiset o-sans-P3 serait :Conjeture 3.16 Les graphes de Gallai sont bornés-parfaits.Observons maintenant quelques as de graphes qui ne sont pas bornés-parfaits. Ungraphe est minimalement non-borné-parfait s'il n'est pas borné-parfait, maissi tous ses sous-graphes induits le sont.Proposition 3.17 Les trous impairs et leurs ompléments sont minimaux non-bornés-parfaits.Preuve Pour voir que C2n+5 et C2n+5 ne sont pas bornés-parfaits, il su�t deonsidérer b = 2n + 5. La ontrainte de taille est alors super�ue et on a χb(G) =
χ(G) > α(G) = σb(G).Les trous impairs et leur ompléments sont minimalement non-bornés-parfaits aren enlevant un sommet, on obtient soit une haîne soit le omplément d'une haînequi sont toutes deux parfaites et o-sans-K1,3. 2



La formule de Berge-Tutte modulo-b et les graphes bornés-parfaits 139La Figure 3.1 donne des exemples de graphes minimaux non-bornés-parfaits, equi peut être véri�é �à la main� et qui est disuté de manière plus générale etdétaillée dans la Proposition 3.30. Pour es graphes, le fait que χ3(G) > σ3(G)peut aussi être prouvé par des arguments de dualité appliqués aux programmeslinéaires présentés dans la Setion 3.4.3.
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G3Figure 3.1 � Trois graphes pour lesquels 3 = χ3(Gi) > σ3(Gi) = 2.Grâe au Théorème 3.15, nous savons que les parfaits minimaux non-bornés-parfaitsontiennent à la fois une lique de taille au moins 4, un trou (pair) et un o-K1,3,(e que on�rme la Figure 3.1). Montrons de plus que es trois strutures doiventêtre imbriquées dans un graphe 2-sommet onnexe.Remarque 3.18 Si G est l'union disjointe des graphes G1, G2 . . . Gt, alors χb(G) =∑
i χb(Gi) et σb(G) =

∑
i σb(Gi). 2Remarque 3.19 Un graphe est borné parfait si et seulement si les graphes induitspar haune de ses omposantes onnexes le sont. 2Proposition 3.20 Soit G un graphe ayant un sommet d'artiulation v. Soient

C1, C2 . . . Ct les omposantes onnexes de G − v et soit Gi = G[Ci + v], pour i =
1, 2 . . . t. Alors G est borné-parfait si et seulement si tous les Gi sont borné-parfaits.Preuve Si l'un des Gi n'est pas borné-parfait, alors G ne l'est pas non plus ar Giest un sous-graphe induit de G.Supposons maintenant que Gi soit borné-parfait pour tout i = 1 . . . t et �xons
b ∈ N. Notons que

∑

i

χb(Gi − v) = χb(G− v) ≤ χb(G) ≤ 1 +
∑

i

χb(Gi − v)et étudions les deux as ainsi suggérés.



140 La oloration bornéeCas 1) Si χb(G) = χb(G− v), on a
χb(G) = χb(G− v) =

∑
χb(Gi − v) =

∑

i

σb(Gi − v) = σb(G− v) ≤ σb(G)et don χb(G) = σb(G) d'après la borne BT-mod.Cas 2) Si χb(G) = 1 + χb(G − v). Soit Si un sous-ensemble minimal qui dé�nit
σb(Gi). Montrons que l'union des Si dé�nit σb(G). Puisque χb(G) = 1+χb(G−v),on a χb(Gi) = 1+χb(Gi−v) pour tout i et don, par borne-perfetion de Gi, que
σb(Gi) = 1 + σb(Gi − v). On a don v ∈ Si pour tout i. Par minimalité, haunedes omposantes onnexes de haun des Si a une ardinalité ongrue à 1 mo-dulo b. Appelons Di l'unique omposante de Si qui ontient v. Les omposantesonnexes de G[Si] qui ne ontiennent pas v sont aussi des omposantes onnexesde G[∪Si] et l'union des Di forme une unique omposante dans G[∪Si] de ar-dinalité ongrue à 1 modulo b. On a don σb(G[∪Di]) = 1 + σb(G[∪(Di − v)]) etdon σb(G[∪Si]) = 1 + σb(G[∪(Si − v)]). Finalement :

σb(G[∪Si]) = 1 + σb(G[∪(Si − v)]) = 1 +
∑

σb(G[Si − v])

= 1 +
∑

χb(Gi − v) = 1 + χb(G− v) = χb(G)

2Corollaire 3.21 La borne-perfetion est préservée par sommet d'artiulation.Corollaire 3.22 Les minimaux non-bornés-parfaits sont 2-sommets onnexes.Il semble (en dehors des anti-trous impairs de taille ≥ 9), que les minimaux non-bornés-parfaits sou�rent tous de non-égalité dans (BT-mod) déjà pour b = 3 :Conjeture 3.23 (Faible des graphes bornés-parfaits) Un graphe est borné-parfait si et seulement s'il est parfait et χ3(G[U ]) = σ3(G[U ]) pour tout U ⊆ V .Nous avons fait une autre observation empirique qui, en onséquene de la Propo-sition 3.13 ii), est au moins aussi forte que la Conjeture 3.23.Conjeture 3.24 Si G est parfait et minimal non-borné-parfait, alors ω(G) = 4.Dans la Setion 3.2.4, nous disutons une onjeture enore plus forte qui déritles graphes bornés-parfaits par sous-graphes induits exlus.3.2.3 Borne-perfetion, répliation et o-répliationDans la Setion 3.2.2, par analogie ave les graphes parfaits, nous avons dé�niles graphes bornés-parfaits, qui satisfont BT-mod pour tout sous-graphe induit ettout b. Mais les graphes parfaits sont non-seulement stables par passage à l'induitmais aussi par répliation. Ce n'est pas le as des bornés-parfaits omme le montrent



La formule de Berge-Tutte modulo-b et les graphes bornés-parfaits 141les graphes G2 et G3 de la Figure 3.1. En e�et, G2 est obtenu en dupliquant le �toit�de la �maison� P5, et G3 peut être obtenu soit en répliquant deux fois un sommet de
C4, soit en o-dupliquant le sommet d'artiulation d'une raquette (voir Figure 3.2page 142). Dans ette setion, nous aratérisons les graphes triangulés omme lesgraphes qui restent bornés-parfaits quand on les réplique et nous onjeturons unearatérisation similaire pour la o-répliation des graphes de Berge sans-raquette.De même que pour le passage à l'induit, nous ne onnaissons pas d'interprétationpolyédrale de la (o-)répliation. Cependant, de même que pour la oloration, la(o-)répliation admet une interprétation appliative intéressante dans le adre dela oloration bornée. Cela est disuté dans la Setion 3.4.4 en même temps que lesquestions algorithmiques.3.2.3.1 Une nouvelle aratérisation des graphes triangulésLes graphes qui restent bornés-parfaits par répliation sont exatement les graphestriangulés :Théorème 3.25 Soit G un graphe. Les onditions suivantes sont équivalentesi) G est triangulé.ii) Il existe b ≥ 3 tel que χb(H) = σb(H) pour tout graphe H obtenu par réplia-tion à partir de G.iii) χb(H) = σb(H) pour tout graphe H obtenu par répliation à partir de G ettout entier b non-nul.Preuve Nous montrons dans la Setion 3.3.3 que les graphes triangulés sont bornésparfaits.i)=⇒ iii) vient du fait que la lasse des graphes triangulés est fermée par répliation.iii) =⇒ ii) est trivial.ii) =⇒ i) Soit G un graphe non-triangulé et b ≥ 3. G a un yle Ck omme sous-graphe induit (ave k ≥ 4). Nous onstruisons un graphe H répliqué de G, tel que
χb(G) > σb(G).i) Si k = 2q + 1, on prend H = Ckii) Si k = 2q, on dé�ni H à partir de Ck en répliquant un sommet ave unfateur b (voir G3 dans la Figure 3.1 page 139 et G dans la Figure 3.19 page171).Il est faile en utilisant la symétrie de es graphes de montrer que, dans les deuxas χb(H) = q + 1 > q = α(H) = σb(H). On peut aussi le voir en utilisant laformulation (3.11) page 170, omme illustré dans la Figure 3.19 page 171. 2



142 La oloration bornée3.2.3.2 Une onjeture pour les graphes de Berge sans-raquetteObservons que parmi les trois prinipales lasses de graphes bornés-parfaits déou-vertes jusqu'à présent, une est stable par répliation (les triangulés) et deux sontstables par o-répliation. Autrement dit :Remarque 3.26 Si G est parfait o-sans-K1,3 ou parfait sans-K4 alors G estborné-parfait pour tout graphe H obtenu par o-répliation de G.Preuve La perfetion, le fait d'être o-sans-K1,3 et le fait d'être sans-K4 sont troispropriétés préservées par o-répliation. 2La raquette est le graphe à 5 sommets, tel que l'un des sommet a degré 1 et les 4autres induisent un K4 (voir Figure 3.2).
b bb bb

b

b

b

b

b

b

b

b

bFigure 3.2 � La raquette.La remarque 3.26 est liée à une observation empirique : les graphes de Bergesans-raquette sont bornés-parfaits. Puisque la lasse des graphes (de Berge) sans-raquette est stable par o-répliation, il est équivalent de onjeturer leur borne-perfetion ou de onjeturer la aratérisation suivante :Conjeture 3.27 Les onditions suivantes sont équivalentesi) G est parfait et sans-raquette.ii) G est parfait et χ3(H) = σ3(H) pour tout graphe H obtenu par o-répliationà partir de G.iii) χb(H) = σb(H) pour tout graphe H obtenu par o-répliation à partir de Get tout entier b non-nul.Cette onjeture peut être délinée en une onjeture forte : l'impliation i) =⇒ iii)ainsi qu'une onjeture plus faible : l'impliation i) =⇒ ii). Les autres impliationssont évidentes : iii) =⇒ ii) est trivial et ii) =⇒ i) vient du fait que le graphe G3 dela Figure 3.1 est obtenu en o-dupliquant le sommet d'artiulation d'une raquette.



La formule de Berge-Tutte modulo-b et les graphes bornés-parfaits 1433.2.4 Une onjeture forte pour les bornés-parfaitsNous onjeturons que les minimaux non-bornés-parfaits sont les trous impairs,leurs ompléments et les graphes obtenus en remplaant le C4 d'un des graphes dela Figure 3.1 par un yle pair. Cette onjeture implique les autres onjeturesonernant les graphes bornés-parfaits présentées dans les setions préédentes.Nous disutons aussi des arguments qui ont mené à la formulation de ette onje-ture et qui donnent des éléments de preuve.Une antenne (voir Figure 3.3 pour une autre dé�nition) est un graphe G = (V,E)tel quei) Il existe s, t ∈ V tels que G− {s, t} est un yle pair C2kii) Il existe a, b ∈ V (C2k) tels que G[a, b, s, t] = K4.iii) Le voisinage de s est inlus dans le voisinage de a.iv) Le voisinage de t est inlus dans le voisinage de a.Notons que les r�les de s et t dans la dé�nition des antennes sont symétriques.
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z c
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C2k

Ann0
2k Ann1

2k Ann2
2kFigure 3.3 � A haque yle pair, on peut assoier 3 antennes. Il existe don troislasses d'antennes : Ann0

2k, Ann1
2k et Ann2

2k.Conjeture 3.28 (Forte des graphes bornés-parfaits) Les onditions suivantessont équivalentesi) G est parfait et sans antenne.ii) G est parfait et χ3(H) = σ3(H) pour tout sous-graphe induit H de G.iii) χb(H) = σb(H) pour tout sous-graphe induit H de G et tout entier b non-nul.



144 La oloration bornéeLa première raison d'être de la Conjeture 3.28 est évidemment :Proposition 3.29 Les antennes sont des graphes minimalement non-bornés-parfaits.Preuve Montrons que pour tout i ∈ {0, 1, 2} et tout k ≥ 2, on a
k + 1 = χ3(Ann

i
2k) > σ3(Ann

i
2k) = k

k+ 1 ≥ χ3(Ann
i
2k) est donné par un ouplage parfait ontenant (ab) omme arête,tandis que σ3(Ann

i
2k) ≥ k est donné par un stable de taille k de C2k. L'inégalité

χ3(Ann
i
2k) > σ3(Ann

i
2k) peut être vue �à la main� mais est aussi prouvée dans laSetion 3.4.3 omme onséquene de la dualité faible de la programmation linéaire.

Anni
2k est minimal non-borné-parfait ar pour v ∈ {a, s, t}, on a ω(Anni

2k− v) = 3et on a don un graphe de Berge-sans-K4 qui est borné-parfait d'après le Théo-rème 3.15 et pour v /∈ {a, s, t}, le graphe Anni
2k − v est triangulé et don borné-parfait d'après le Théorème 3.15. 2La deuxième raison d'être de la Conjeture 3.28 est la Proposition 3.30 qui montreque l'on ne peut pas onstruire d'autres graphes minimalement non-bornés-parfaitsà partir d'une antenne en lui ajoutant des arêtes (mis-à-part en passant de Ann0

2kà Ann1
2k et de Ann1

2k à Ann2
2k).Proposition 3.30 Soit G = (V,E) un graphe et s, t ∈ V tel que G − {s, t} estun yle pair C2k. Alors G est minimalement non-borné-parfait si et seulement si'est une antenne.Preuve Soit G = (V,E) un graphe minimalement non-borné-parfait ave s, t ∈ Vtel que G− {s, t} est un yle pair C2k. AlorsFait 1) ω(G) = 4 et il existe a, b voisins sur C2k tels que G[a, b, s, t] = K4.Fait 2) χ3(G) = k + 1 et σ3(G) = kSoit z, c ∈ V (C2k) tels que za, bc ∈ E(C2k).Fait 3) s n'est pas adjaent à la fois à z et c.De même t n'est pas adjaent à la fois à z et c. De plus, quitte à éhanger les r�lesde z et c, on aFait 4) c n'est adjaent ni à s ni à t.Nous donnons maintenant la �n de la preuve de la Proposition 3.30 avant d'expli-quer les Faits i-dessus. Si G n'est pas Ann2k, appelons x le premier sommet de

N(s)∪N(t) renontré en parourant le hemin V (C2k)−{a} de c vers z. Si x = z,alors G est une antenne et est don minimalement non-borné-parfait d'après la Pro-position 3.29. Si x 6= z, soit Q le sous-hemin induit entre b et x (inlus) ontenant
c. Si Q a une nombre pair de sommets, l'un de G[Q + s] ou G[Q + t] est un trouimpair (ar d'après le Fait 4, |Q| ≥ 3), e qui ontredit la minimalité de G. Si Q aune nombre impair de sommets, le graphe G[Q+ s+ t+ a + b] est soit isomorpheà Ann′

|Q| (si sx ∈ E et tx ∈ E), soit isomorphe à Ann|Q| (si exatement l'une desarêtes sx et tx est présente dans E).



La formule de Berge-Tutte modulo-b et les graphes bornés-parfaits 145Preuve du Fait 1) Puisque G n'est pas un trou ni un antitrou impair, G estparfait. D'après le Théorème 3.15 iii), puisque G n'est pas borné-parfait,G ontientun K4. Puisque ω(C2k) = 2, on a aussi ω(G) ≤ 4. 2Preuve du Fait 2) Dans la haîne suivante,(3.6) k + 1 ≥ χ3(G) > σ3(G) ≥ α(G) ≥ α(C2k) = kla première inégalité vient en ouvrant V + s+ t par un ouplage parfait dont (s, t)forme une arête. La deuxième inégalité vient du fait que G est non-borné-parfait,et don que χb(G) > σb(G) pour un ertain b, mais que, omme G est parfait, ona k = χb(G) ≥ σb(G) = α(G) = k pour b ≥ 4 = ω(G). 2Preuve du Fait 3) Si s est adjaent à la fois à z et c, alors G − {t, a, b} est unyle impair dont toutes les éventuelles ordes partent de s. Appelons segment,un sous-hemin S de longueur au moins 1 du hemin P := G − {s, t, a, b} tel que
G[S + s] est un iruit. Le hemin P est partitionné en segments. Par parité de P ,il existe un segment S tel que G[S + s] est un iruit impair. Soit S∗ le premier telsegment renontré en allant de z à c. Si |S∗| ≥ 5, G n'est pas minimalement non-borné-parfait, ontradition. Si |S∗| = 3, alors χ3(G) ≤ k ar on peut partitionner
G en deux triangles (S∗ et {a, b, t}) et en arêtes, e qui ontredit le Fait 2. 2Preuve du Fait 4) D'après le Fait 3, s et t sont tous deux adjaents à au plus unsommet de l'ensemble {z, c}. Montrons don qu'ils ne peuvent être adjaents, l'unà c et l'autre à z. S.p.d.g supposons que sz ∈ E et tc ∈ E. Alors χ3(G) = k ar onpeut partitionner V (G) en deux triangles ({z, a, s} et {b, c, t}) et en arêtes, e quiontredit le Fait 2. 2Cela termine la preuve de la Proposition 3.30. 2La Conjeture 3.28 implique les autres onjetures formulées préedemment :Corollaire 3.31 La Conjeture 3.28 impliquei) la Conjeture 3.24 (ω(G) = 4 si G est parfait et minimal non-borné-parfait).ii) la Conjeture 3.27 (borne-perfetion des graphes de Berge-sans-raquette).iii) la Conjeture 3.16 (borne-perfetion des graphes de Gallai).Preuve i) Dans une antenne, on a ω(G) = 4.ii) Les antennes ontiennent toutes une raquette.iii)On utilise le fait suivant :Proposition 3.32 [35℄ Soit G = (X,E) un graphe de Gallai et V ⊆ X tel que
G[V ] soit un graphe biparti 2−onnexe. Alors tous les x ∈ X−V satisfont l'un desénonés suivants :i) N(x) ∩ V = V



146 La oloration bornéeii) G[V + x] est un graphe bipartiSi un graphe G ontient une antenne, alors G ontient un C2k. De plus dans uneantenne, le sommet s (ou t) n'est pas adjaent à tous les sommets de C2k maisinduit un triangle ave eux. D'après la Proposition 3.32, un graphe de Gallai estdon sans antenne. 23.3 Algorithmes pour les graphes triangulés3.3.1 Glouton pour les graphes d'intervallesPour les intervalles on peut onstruire une partition optimale en b-liques de ma-nière gloutonne, e qui est un avantage à la fois pédagogique et algorithmique5.La polynomialité de [PCliqB℄ pour les graphes d'intervalles peut être prouvée àpartir d'un résultat de [125℄ : le problème d'ordonnanement sur mahines paral-lèles ave durées unitaires et ontraintes de préédene P | pj = 1, prec|Cmax estpolynomial si on restreint aux �ordres d'intervalles�, autrement dit, aux ontraintesde préédene dont le graphe de omparabilité est o-triangulé. La rédution de[ColB℄ pour les o-intervalles à e problème d'ordonnanement a été observéedans [22, 113℄. Cette rédution est expliquée dans la Setion 2.2.2.7, où une araté-risation des graphes d'intervalles est donnée en termes d'équivalene des ontraintesde préedene et de ontraintes d'inompatibilité.Nous disutons un algoritme légèrement di�érent de elui de [125℄6 que nous avonsdéouvert avant de réaliser que e problème était deja résolu. L'algorithme suivant� que nous appelons GAC (Algorithme Glouton ave Compatibilité) � onstruitune partition en b-liques d'un graphe d'intervalle, où le graphe est donné par unereprésentation en intervalles. Dans et algorithme, les baths sont suessivementréés dans l'ordre B1, . . . , Bℓ, (ℓ est un entier positif). A haque étape de l'algo-rithme, un bath Bi est appelé insaturé si le nombre de sommets qu'il ontientest plus petit que b (i.e.|Bi| < b). Sinon, Bi est saturé.Considérons les intervalles I1, . . . , In dans un ordre non-déroissant de leur pointsde terminaison bi (voir Figure 3.4). Les termes `premier', `dernier', `avant', `après'réfèrent à et ordre. L'algorithme suivant �nit de s'ouper d'un bath avant deommener à en remplir un autre. De plus, à l'intérieur de haque bath, il onsidèreles sommets dans l'ordre 1, 2, . . . n sans revenir en arrière. C'est pourquoi il estappelé �glouton�.5Les résultats et preuves de la Setion 3.3.1 sont issus d'une ollaboration ave G. Finke, M.Queyranne et A. Seb® [76℄.6L'algorithme de [125℄ est de omplexité O(n + m) alors que le notre est en O(n log(n)).
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I1 b b

I2 b b

I3 b b

I4 b b

I5 b b

I6 b b

I7 b b

I8 b b

I9 b b

I10 b b

I11 b b

indiesdes intervalles

extrémitésdes intervallesFigure 3.4 � Représentation ordonnée par bi roissants d'un graphe d'intervalle GL'algorithme GAC : Construire un bath par itération jusqu'à e que tous les in-tervalles soient plaés dans des baths. Au ours de la i-ème itération (i = 1, . . . , l),on ouvre un nouveau bath Bi et on lui a�ete le premier intervalle Ij = [aj , bj ] quin'a pas enore été plaé dans un bath. Après avoir plaé Ij dans Bi, on a�ete les
b premiers intervalles intersetant bj (ou tous, s'il y en a moins que b).Appelons étiquette de Bi, le premier intervalle plaé dans le bath Bi. Les pointsterminaux des étiquettes sont non-déroissants par onstrution.Notons aussi que l'algorithme suivant fournit la même solution et montre que GACpeut être vu omme une version de �rst-�t, algorithme lassique pour le problème debin-paking [96℄, modi�é pour prendre en ompte les ontraintes de ompatibilité :L'algorithme GAC' : On ommene ave auun bath. On onsidère les inter-valles un par un dans l'ordre (j = 1, . . . , n). On insère l'intervalle Ij dans le bathinsaturé Bi, ayant le plus petit indie i, et qui est ompatible ave Ij. S'il n'y a pasde tel bath (insaturé et ompatible), on en rée un nouveau et Ij est mis dedans.La solution de GAC est illustrée sur un exemple dans la Figure 3.5.Proposition 3.33 [76℄ Pour tout graphe d'intervalles G et tout b ∈ N, GACdonne une χb(G) partition en b-liques de G. GAC' a une omplexité en temps
O(n log(n)).Preuve On proède par indution sur le nombre d'intervalles dans la séquene
B1, B2, . . . , Bl de baths onstruite par GAC. Puisque l'algorithme proède de ma-nière gloutonne, la séquene B2, . . . , Bl est séletionnée par GAC si on met le graphe
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I1 b b

I2 b b

I3 b b

I4 b b

I5 b b

I6 b b

I7 b b

I8 b b

I9 b b

I10 b b

I11 b b

B1 = {I1, I2, I3}

B2 = {I4, I5, I7}

B3 = {I6, I8, I11}

B4 = {I9}
B5 = {I10}

indiesdes intervalles

extrémitésdes intervallesFigure 3.5 � Solution optimale founie par GAC pour χ3(G).
G[V − B1] en entrée. Il est don su�sant de montrer qu'il existe une partition Bde G en b-liques, telle que |B| = χb(G) et telle que B1 ∈ B.L'étiquette de B1 est I1 = [a1, b1]. Rappelons que I1 est un sommet simpliial de G.Soit D1 le bath ontenant I1 dans une partition optimaleD, telle que |D1∩B1| soitmaximum parmi l'ensemble des D possibles. Montrons D1 = B1. Puisque I1 ∈ D1,tous les intervalles dans D1 ontiennent b1.Si |B1| < b, 'est qu'il y a moins que b intervalles ompatibles ave I1. GAC a donmis exatement les voisins de I1 dans B1. Puisque D1 est une lique ontenant I1,
D1 ⊆ B1. Par monotoniité de χb on a que

|B| − 1 = χb(G− B1) ≤ χb(G−D1) = |D| − 1,qui prouve l'optimalité de B (si |B1| < b).Si |B1| = b. Supposons, par ontradition, qu'il existe Ij ∈ B1\D1. Par monotoniitéde χb, D1 ⊆ B1 peut être exlu. Il existe don Ik = [ak, bk] ∈ D1 \ B1. Puisque B1onsiste en les premiers b intervalles de G, on a j < k, et don bj ≤ bk. Puisque Ik ∈
D1, on a b1 ∈ Ik. E�etuons l'éhange suivant : d'une part D′

1 := (D1 \ {Ik})∪{Ij}et d'autre part, pour D ∈ D ontenant Ij , D′ := (D \ {Ij})∪{Ik}. Les baths ainsiredé�nis satisfont les ontraintes de ompatibilité. Pour D′
1, on a b1 ∈ Ij, et b1 estaussi ontenu dans tous les intervalles de D1. Pour D′, on a aussi que Ik renontretous les intervalles que Ij renontre (on a que bj ≤ bk, que b1 ∈ Ik, et que tous lespoints de terminaisons sont au moins aussi grands que b1).Mais alors |D′

1 ∩B1| > |D1 ∩B1|, e qui ontredit la dé�nition de D, et termine lapreuve. 2



Algorithmes pour les graphes triangulés 149Construisons maintenant une solution duale, 'est-à-dire un sous-ensemble U dé�-nissant σb(G). L'algorithme est glouton et traite les sommets dans l'ordre In, . . . I1inverse de GAC. On onstruit une haîne déroissante de sous-ensembles de V telsque χb ne déroît pas.L'algorithme DualGAC : Ayant stoké la solution B1, . . . , Bℓ fournie par GAC,onsidérer les intervalles In, . . . I1, un par un. Si Ii intersete un intervalle Ij (i 6=
j), étiquette d'un bath insaturé , redé�nir G := G[V − Ii] et redé�nir les baths de
G omme les baths induits sur le graphe G[V − Ii]).Montrons d'abord omment tourne et algorithme sur l'exemple de la Figure 3.5.Le résultat est représenté dans la Figure 3.6 : l'intervalle I11 est enlevé puis-qu'il intersete l'étiquette du bath insaturé B5. I8 est enlevé parequ'il inter-sete I6, étiquette du bath B3 qui est maintenant insaturé. I8 est aussi enlevéparequ'il intersete I9, étiquette du bath B4. Finalement, on obtient l'ensemble
U = {I1, I2, I3, I4, I6, I9, I10} qui dé�ni σ3(G).

I1 b b

I2 b b

I3 b b

I4 b b

I6

b b

I9

b b

I10

b b

C1 = {I1, I2, I3, I4}

C2 = {I6}

C3 = {I9}

C4 = {I10}

indiesdes intervalles

extrémitésdes intervallesFigure 3.6 � Solution dé�nissant σ3(G), fournie par DualGAC pour l'ensembled'intervalles de la Figure 3.5Proposition 3.34 Pour tout graphe d'intervalle G et tout b ≥ 2 on a σb(G) =
χb(G). DualGAC onstruit un sous-ensemble U qui véri�e

χb(G) =
∑

i

⌈
Ci(G[U ])

b

⌉DualGAC peut être implémenté en temps O(n log(n)).Preuve On sait déjà que χb(G) ≥ σb(G). Montrons l'autre sens par indution sur
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n :C'est évident si n = 1. Supposons que ça soit vrai pour tous les graphes ayantstritement moins de sommets que G. Puisque χb et σb sont toutes deux additivessur les omposantes onnexes, on peut supposer que G est onnexe. Si il existe
v ∈ V (G) tel que χb(G− v) = χb(G) on a �ni ar par hypothèse de réurrene :

χb(G) = χb(G− v) = σb(G− v) ≤ σb(G)On peut don supposer que χb(G − v) < χb(G) pour tout v ∈ V (G). Sous ettehypothèse, on montre que les baths dé�nis par GAC partitionnent V (G) en bathsde taille b et un unique bath B tel que |B| = 1. Si GAC ne renvoie pas au moinsun bath insaturé, on a χb(G − v) = χb(G) pour tout v ∈ V (G). Soit B ∈ B lepremier bath insaturé. Si |B| ≥ 2, soit L le dernier intervalle plaé dans B parGAC, et soit I l'étiquette de B. Puisque tous les intervalles plaés après L sontdisjoints de I, GAC renvoie les même baths sur G − L que sur G (à part que Ba un intervalle de moins). Comme ette solution est optimale (Proposition 3.33),
χb(G− L) = χb(G), ontradition.Don |B| = 1. Soit t le point terminal de l'unique intervalle I ∈ B. Premièrement,notons que les intervalles plaés après I ont un point terminal après t puisqu'ilsne ontiennent pas t (sinon ils seraient plaés dans B). Leur point initial est donaussi plus grand que t.Nous montrons que les points terminaux des intervalles plaés avant I sont avant
t et don que es intervalles sont disjoints de eux plaés après I. Sinon, soit J ledernier intervalle qui ontient t plaé avant I. Alors χb(G− J) = χb(G), ar auundes intervalles plaés dans es baths stritement après le bath de J jusqu'à I (Iompris) ne peut être plaé dans le bath de J : sinon GAC les auraient plaés là,à la plae de J . La ontradition χb(G − J) = χb(G) implique que les intervallesplaés avant I sont disjoints de eux plaés après.Le intervalles plaés avant I forment don une omposante de G, et puisque G estonnexe, tous les intervalles de G y sont. Cela termine la preuve que χb(G) = σb(G).On peut implémenter DualGa en O(n2), en regardant, pour haque intervalle Ijet haque bath Bi, si Ij intersete le point de terminaison de l'étiquette de Bi.Pour une implémentation qui traite haque intervalle en temps log(n), on garde enmémoire une liste, disons U , qui ontient les baths insaturés dans l'ordre induitpar B. Lors du traitement de l'intervalle Ij, on peut savoir par dihotomie sur leséléments de U si Ij intersete l'étiquette d'au moins un bath insaturé. En e�et,s'il existe un tel bath, 'est en partiulier le as du bath insaturé ayant la plusgrande étiquette inférieure à j. 2



Algorithmes pour les graphes triangulés 1513.3.2 c-ouplages pour les split graphes[PCliqB℄ restreint aux splits graphes se réduit au ouplage biparti dans un grapheauxiliaire [42, 113℄, ou au �ot max dans un graphe biparti orienté auxiliaire [27, 22℄.Les deux rédutions prouvent la polynomialité. Notre algorithme pour les trian-gulés, présenté dans la Setion 3.3.3, généralise es rédutions mais implique denombreuses di�ultés supplémentaires. Il nous semble don pédagogiquement im-portant de montrer e qui se passe pour les split graphes dans un premier temps.Soit G = ((S,K), E) un split graphe (où S est un stable et K une lique). Danstoute partition en b-liques de G, les sommets de S sont dans des baths distints(et don χb(G) ≥ |S|). Etant donnée une partition en b-liques de G, enlevonsles sommets qui appartiennent à un bath ontenant un sommet de S. Il reste unensemble V ′ ⊆ K, qui peut être partitionné ave ⌈|V ′|/b⌉ baths. [PCliqB℄ sur lessplit-graphes se réduit don à trouver |S| b-liques ontenant les sommets de S etun maximum de sommets de K. Cela s'exprime omme un problème de c-ouplagedans le graphe biparti auxiliaire G′ qui a (S,K) omme bipartition et dans lequel
s ∈ S et k ∈ K sont reliés si et seulement si ils sont reliés dans G (voir Figure 3.7).Autrement dit, G′ est obtenu à partir de G en enlevant les arêtes induites par
K. On met la apaité c(k) = 1 pour tout sommet k ∈ K et c(s) = b − 1 pourtout s ∈ S. Une partition en b-liques optimale est ensuite obtenue à partir d'un
c-ouplage max omme illustré dans la Figure 3.8 : haque sommet de S est plaédans le même bath que ses voisins dans le c-ouplage et l'ensemble V ′ des sommetsde K insaturés par le ouplage sont partitionnés arbitrairement en ⌈|V ′|/b⌉ baths.

Figure 3.7 � Graphe biparti G′ représentant un split graphe G (où G est le splitgraphe onstruit à partir de G′ en remplaçant le stable dans l'ellipse par une lique).Etant donné un c-ouplage maximum, on peut aussi trouver un sous-ensemblede sommets qui dé�nit σb(G) ave une tehnique de haînes alternées (voir [129℄,Chapitre 16 pour ette tehnique). Pour ela, on onsidère l'ensemble des sommetsde S insaturés par le c-ouplage (Figure 3.9). On reherhe ensuite une haîne
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Figure 3.8 � c-ouplage maximum sur G′ et partition en b-liques assoiée. Ii,
b = 3. Pour v ∈ S, on a c(v) = 2 et pour v ∈ K, on a c(v) = 1.

Figure 3.9 � Sommets de S insaturés par le c-ouplage.
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Figure 3.10 � Sommets �marqués� dans la reherhe d'une haîne augmentante.

Figure 3.11 � Ensemble S ⊂ V dé�nissant σ3(G), onstruit à partir du ouplagemaximum en enlevant tous les voisins des sommets marqués.



154 La oloration bornéeaugmentante pour le c-ouplage, e faisant on marque de nouveaux sommets de S(Figure 3.10). Soit S ′ l'ensemble des sommets de S ainsi marqués lors de la reherhed'une haîne augmentante. Un ensemble dé�nissant σb(G) est obtenu en enlevantles voisins des sommets de S ′ (Figure 3.11). La validité de ette proédure estprouvée dans le as plus général des graphes triangulés dans la prohaine setion.3.3.3 Réseau simpliial pour les triangulésDans ette setion nous étudions la struture simpliiale des graphes triangulés.Nous montrons omment représenter de manière anonique un graphe triangulépar un graphe biparti et détaillons deux algorithmes (appelés S.c-M et Dual-S.c-M) :Théorème 3.35 Soit G un graphe triangulé et b ∈ N. L'algorithme S.c-M fournitune partition B = {B1, . . . , Bl} en b-liques de G et Dual-S.c-M fournit un ensemble
U tels que

χb(G) = |B| =
∑

i

⌈ |Ci(U)|
b

⌉
= σb(G)Les deux solutions sont don optimales. Les deux algorithmes sont polynomiaux.En plus de généraliser la polynomialité de [PCliqB℄ sur les intervalles et sur les split,le théorème 3.35 généralise la polynomialité du problème du ouplage multidimen-sionnel parfait [PerfetMDM℄ restreint aux triangulés [52℄ ('est-à-dire la questionde l'existene d'une partition de G en liques, toutes de taille exatement b). Enfait, la polynomialité de [PCliqB℄ sur les graphes triangulés peut être déduite desrésultats de [52℄7 :Proposition 3.36 Soit G = (V,E) un graphe et b, k, deux entiers. Alors χb(G) ≤

k si et seulement si le graphe G′, obtenu à partir de G en ajoutant kb−|V | sommetsuniversels, a un ouplage b-dimensionnel parfait. 2Autrement dit, [PerfetMDM℄ et [PCliqB℄ sont polynomialement équivalents surtoute lasse de graphes fermée par ajout de sommets universels. Or les graphestriangulés sont fermés par ajout de sommets universels, puisque les trous n'ont pasde tels sommets.Nous présentons quand même les algorithmes (déouverts avant que nous ne pre-nions onnaissane des résultats de [52℄8), d'une part ar l'étude simpliiale préli-minaire est à notre avis intéressante en elle-même et d'autre part ar nous prouvonsla borne-perfetion des graphes triangulés.7bien que ela ne nous soit apparu que tardivement et que Frédéri Gardi ait laissé ouvertle problème [PCliqB℄ sur les graphes triangulés dans sa thèse [79℄. La rédution donnée dans laProposition 3.36 est don triviale après oup, mais le hemin qui y a mené fût bien long. . .8L'algorithme de [52℄ utilise aussi une tehnique de c-ouplages suessifs. L'avantage de [52℄ estde ne pas néessiter la déomposition simpliiale anonique, mais un ordre simpliial quelonque.



Algorithmes pour les graphes triangulés 1553.3.3.1 Struture simpliiale des graphes triangulésLa aratérisation des graphes triangulés en termes de sommets simpliiaux (Théo-rème 2.7 i)) est équivalente au fait qu'un graphe est triangulé si et seulement siil a un ordre de déomposition simpliial. Un graphe triangulé a en général plu-sieurs tels ordres. On va don ra�ner l'idée d'élimination simpliiale en dé�nissantun ordre partiel sur les sommets. L'idée de base (déjà exploitée dans [44℄ pourdes questions d'Hamiltoniité) pour aboutir à une déomposition anonique, estd'enlever réursivement tous les sommets simpliiaux du graphe.Soit G un graphe triangulé, on dé�nit S(G) omme l'ensemble des sommets sim-pliiaux de G. Observons (voir exemple Fig. 3.12) queLemme 3.37 [44℄ S(G) est une union disjointe de liques.Preuve[nouvelle℄ Un graphe est une union disjointe de liques si et seulement s'ilest sans-P3 (Setion 2.2.3.2). Supposons qu'il y ait un P3 induit dans S(G), alorsle sommet au milieu du P3 n'est pas simpliial, ontradition. 2Appelons les liques de S(G), les blos simpliiaux de G. La séquene simpli-iale de G est la suite G1, . . . , Gt oùG1 = G,Gt = S(Gt) et pour tout 1 ≤ i ≤ t−1,
Gi+1 = Gi−S(Gi) (autrement dit, Gi+1 est le sous-graphe de Gi induit sur tous lessommets non-simpliiaux de Gi). L'ensemble K de tous les blos simpliiaux dansla séquene S(G1), . . . ,S(Gt) forme une partition de V (G).Le Lemme suivant, nous permet de représenter un graphe triangulé par un graphebiparti de manière anonique.Lemme 3.38 Soient L et M ontenues dans S(Gi) et S(Gj) respetivement, ave
i < j et soit v ∈ M . Il existe une arête entre un sommet de L et v si et seulementsi tous les sommets de L sont voisins de v.Preuve Les sommets de L induisent une lique et sont simpliiaux dans S(Gi). 2Dé�nissons une relation binaire→ sur K omme suit : L,M ∈ K satisfont L→ Msi L et M sont ontenues dans S(Gi) et S(Gj) respetivement, i < j et il y a unearête dans G entre un sommet de L et un sommet de M .Grâe à la ondition �i < j�, la relation → est aylique. Sa fermeture transitiveré�exive dé�nit don un ensemble partiellement ordonné (K,�).Pour v ∈ V , notons K(v), l'unique blo de K qui ontient v. On utilisera aussi la no-tation K→ x qui signi�e que l'une des deux assertions équivalentes du Lemme 3.38est satisfaite.Proposition 3.39 Soient K,L,M ∈ K tels que K → L et K → M . Alors soit
M → L soit L→M .
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Figure 3.12 � Un graphe triangulé G dont les sommets sont partitionnés selonl'ensemble des blos simpliiaux. Le diagramme de Hasse de (K,�)

Figure 3.13 � La séquene G1, . . . , Gt et le réseau simpliial SN (G)



Algorithmes pour les graphes triangulés 157Preuve Soit i tel que K ∈ S(Gi). Puisque K → L et K → M , il existe v ∈ Let w ∈ M tels que K → v et K → w. Comme L est simpliiale dans Gi, on a
(v, w) ∈ E(Gi). On a don soit M → L soit L→ M . 2Pour K,L ∈ K, notons K ։ L le fait que K ouvre L dans le poset (K,�).Corollaire 3.40 ([44℄) Le diagramme de Hasse de (K,�) est une di-forêt en-trante. Si G est onnexe, 'est un di-arbre entrant.Preuve Rappelons qu'une di-forêt entrante est un digraphe aylique dont lesdegrés sortants sont ≤ 1. Supposons, par ontradition, qu'il existe K,L,M ∈ Ktels que K ։ L et K ։ M . D'après la proposition 3.39, soit M → L soit L→ M .Par symétrie, supposons L → M . Cela ontredit K ։ M puisque K � M peutêtre déduit de K → L et de L→M . 2Corollaire 3.41 Soient K,L,M ∈ (K,�) tels que K � L et K � M . Alors soit
L � M soit M � L.Preuve L'ensemble {N ∈ K |N � K} forme une haîne dans (K,�). L et Mappartenant à ette haîne, ils sont omparables. 2Corollaire 3.42 ([44℄) Soit K1 � Kj � Kz ∈ K. Si K1 → Kz alors Kj → Kz.Preuve Le Corollaire 3.40 implique qu'il existe un unique hemin K1 ։ K2 ։
· · · ։ Kj ։ · · · ։ Kz dans le Diagramme de Hasse de (K,�) ayant K1 et Kzomme extrémités. En partiulier, pour haque i dans l'intervalle [1..z − 1], on a
Ki → Ki+1. Don d'après la Proposition 3.39, si Ki → Kz alors Ki+1 → Kz. Parindution, on a Kj → Kz pour j ∈ [1..z − 1]. 2Pour un graphe triangulé G ayant K omme blos simpliiaux, le réseau simpli-ial SN (G) de G est le graphe biparti ayant (V,K) omme bipartition et ayantune arête entre K et v si K → v. Autrement dit(3.7)

K → v ⇐⇒
{
K � K(v)
(k, v) ∈ E(G) ∀k ∈ K ⇐⇒

{
K � K(v)
∃k ∈ K tel que (k, v) ∈ E(G)La Figure 3.13 montre le réseau simpliial assoié au graphe triangulé de la Fi-gure 3.12.Lemme 3.43 Pour tout K ∈ K, soit AK := {v ∈ V (G) | v ∈ L � K}, soit

NSN (G)(K) ⊆ V le voisinage de K dans SN (G) et A+
K := AK ∪NSN (G)(K). Alorsl'ensemble NSN (G)(K) ⊆ V déonnete l'ensemble AK de V \A+

K.Preuve Supposons que (x, y) ∈ E(G) ave x ∈ AK et y ∈ V \A+
K . On a soit

K(y) → x, soit K(x) → y. Si K(y) → x, alors K(y) � K(x) � K, ontradition.Si K(x) → y, on a K(x) � K(y). Comme K(x) � K, d'après le Corollaire 3.41,on a soit K(y) � K soit K � K(y). Or K(y) � K est exlu par hypothèse. On



158 La oloration bornéea don K(x) � K � K(y) et K(x) → K(y) et don, d'après le Corollaire 3.42,
K → K(y) e qui ontredit que y ∈ V \A+

K . 23.3.3.2 c-ouplages suessifs pour les triangulésLemme 3.44 Soit G un graphe triangulé ayant K omme blos simpliiaux. Pourtoute lique B de G, l'ensemble des liques de K qui ont une intersetion non-videave B forme une haîne dans le poset (K,�).Preuve Soient v, w ∈ B tels que K(v) 6= K(w). Puisque (v, w) ∈ E(G) maisn'appartiennent pas au même blo simpliial, on a v ∈ S(Gi) et w ∈ S(Gj) ave
i < j. Par dé�nition de →, on a K(v)→ K(w) et don K(v) � K(w). 2Etant donné une lique B d'un graphe trianguléG, le Lemme 3.44 permet de dé�nirl'étiquette de B omme le plus petit élément de (K,�) qui intersete B.Appelons bien étiquetée sur K ∈ K , une partition en b-liques B = (B1, . . . , Bm)d'un graphe triangulé G telle qu'il y a au plus un Bi tel que |Bi ∩ K| 6= 0 et
|Bi ∩K| 6= b. La partition sera dite bien étiquetée si elle est bien étiquetée sur tousles K ∈ K.En partiulier dans une partition bien étiquetée sur K ∈ K, il y a au plus une
b-lique qui a K omme étiquette sans être totalement inluse dans K.Lemme 3.45 [Faultatif pour Th 3.35℄ Pour tout graphe triangulé G et tout b, ilexiste une χb(G)-partition bien étiquetée en b-liques de G.Preuve Montrons omment dé�nir une χb-partition bien étiquetée en b-liques àpartir d'une partition en b-liques B = (B1, . . . , Bχb

). Supposons que la partitionest déjà bien étiquetée pour haque K ∈ S(Gj), pour j = [1..p − 1] et liftons lapour les K ∈ S(Gp). Pour haque K ∈ S(Gp) l'ensemble de sommets
B(K) := ∪{Bi |étiquette(Bi)=K}Biforme une lique de Gp. On peut don redéouper B(K) en ⌈|B(K)|/b⌉ b-liques,toutes de taille b sauf éventuellement la dernière en a�etant d'abord tous lessommets de K. On aura don au plus une lique (notée BK si elle existe) telle que

|BK ∩K| 6≡ 0 mod b. 2L'intérêt des partitions bien étiquetées est de pouvoir être représentées par les
c-ouplages du réseau simpliial de G.Remarque 3.46 Soit un graphe triangulé G et b ∈ N. A toute partition bienétiquetée B = (B1, . . . Bm) de G en b-liques, on peut assoier de manière uniqueune apaité c sur SN (G) telle que c(v) := 1 ∀v ∈ V (G) et pour tout K ∈ K,

c(K) :=

{
b− |BK ∩K| si BK existe
0 sinon



Algorithmes pour les graphes triangulés 159On peut ensuite assoier de manière unique un c-ouplage M à B de la manièresuivante : (K, v) ∈M si v ∈ BK\K. 2Un exemple de la orrespondane entre c-ouplages et partitions en b-liques estdonné dans la paire de Figures (3.14,3.15)Notons que la réiproque est fausse dans le sens qu'un même c-ouplage peut êtredé�ni par plusieurs partitions bien étiquetées en b-liques. Toutefois, les seuls hoixque l'on a onernent la manière de partitionner l'intérieur des blos simpliiauxen liques de taille b. Par exemple, à partir du c-ouplage de la Figure 3.15, onpeut reonstruire la partition bien étiquetée de manière unique au hoix près d'unsommet de K1 qui doit être a�eté à BK1. Pour �xer les idées :Remarque 3.47 Soit un graphe triangulé G, b ∈ N, une apaité c sur SN (G) un
c-ouplage M. Pour tout K ∈ K, soit K ′ ⊆ V l'ensemble des sommets insaturésparM. Supposons que






c(v) = 1 pour tout v ∈ V (G)
0 ≤ c(K) ≤ b− 1 pour tout K ∈ K
c(K) + |K ′| ≡ 0 mod b pour tout K ∈ Kalors on peut assoier une partition bien étiquetée de G en b-liques àM telle quel'appliation de la proédure du Lemme 3.45 redonne c etM.Preuve Il su�t d'appliquer l'algorithme S.c-M i-dessous à partir du point iv. 2La morale des Remarques 3.47 et 3.46 est don que toute l'information né-essaire pour onstruire une partition en b-liques optimale peut êtrereprésentée par une apaité c et un c-ouplage M sur SN (G).Cette rédution aux c-ouplage permet d'utiliser l'attirail d'optimisation que l'ononnaît sur eux-i. Toutefois, il reste le problème de savoir quelles apaités a�eterà haque K ∈ K.La preuve algorithmique du Lemme 3.48 suivant va nous donner une lé pour eproblème de alul de apaités.Lemme 3.48 (Faultatif pour Th 3.35) Soit G = ((A,B), E) un graphe bi-parti. Soit c : A ∪ B −→ N et une famille en haîne, A = (A1 ⊂ · · · ⊂ Az) desous-ensembles de A. Alors il existe un c-ouplage de G qui soit simultanémentmaximum sur haun des sous graphes G[Ai, B] pour i ∈ [1..z].Preuve Diretement en utilisant un algorithme de haînes alternées : supposonsque l'on ait onstruit un c-ouplageM simultanément maximum sur G[Aj , B] pour

j = [1..i]. On peut augmenterM jusqu'à un c-ouplage maximum sur G[Ai+1, B]par des éhanges de haînes alternées. Pour haque sommet v de G, au ours dehaque éhange, le nombre d'arêtes inidentes à v dansM ne diminue pas. 2L'intuition qui a mené à l'algorithme S.c-M se base sur le fait que dans la preuve



160 La oloration bornée

Figure 3.14 � Une partition bien étiquetée ave b = 3

Figure 3.15 � Les apaités sur K et le c-ouplage orrespondant à la partition bienétiquetée de la Figure 3.14



Algorithmes pour les graphes triangulés 161du Lemme 3.48, on peut aluler les apaités au fur et à mesure de laonstrution du ouplage. Il su�t juste que pour haque i, les apaitésdes sommets dans Ai ainsi que les apaités dans N(Ai) soient détermi-nées au moment de l'optimisation de M sur G[Ai, B].Le Lemme 3.48 doit être interprété dans S.c-M en prenant : A = V , B = K et
Ai = ∪i

j=1S(Gj). Dé�nissons aussi SN i := SN (G)[Ai, B].l'algorithme �Suessive c-mathing� (S.c-M) :i) Construire le graphe biparti SN (G) = ((V (G),K(G)), E ′).ii) Donner une apaité c(v) = 1 à tous les sommets dans la lasse V (G).iii) Pour i allant de 1 à tA) Trouver un c-ouplage (noté (M(SN i(G)))) simultanément maximumpour tous les SN j(G), 1 ≤ j ≤ i.B) Pour haque lique K dans S(Gi+1)1) Compter le nombre |K ′| de sommets de K insaturés par (M(SN i(G))).2) Donner à K la apaité 0 ≤ c(K) < b ave c(K) ≡ −|K ′| mod b.iv) Noter M le c-ouplage de SN (G) obtenu en iii).v) Pour haque lique K dans KA) Parmis l'ensemble K ′ de sommets de K insaturés par M, en hoisir
⌊|K ′|/b⌋ et les partitionner en baths de taille b.B) A�eter les sommets restants de K ′, ainsi que les sommets de V (G)adjaents à K dansM à un même bath.Le déroulement S.c-M est montré sur un exemple dans la Figure 3.16.Considérons maintenant le problème �dual� de la partition en b-liques. On herhedon un sous-ensemble de sommets U de V qui dé�nisse σb(G) (équation 3.2). Dansla partition dé�nie par l'algorithme S.c-M, si tous les baths sont saturés, U = Vfait l'a�aire. En général, il existe des baths insaturés (marqués en bleus dans lequartier supérieur gauhe de la Figure 3.17). On applique alorsl'algorithme Dual-S.c-M :i) Appliquer S.c-M.ii) Marquer toutes les soures insaturées.iii) Appliquer la proédure d'augmentation du ouplage par des haînes alternéeset marquer les soures ainsi atteintes.iv) Retourner U := V \{v ∈ V | ∃K ∈ K, K marqué, (K, v) ∈ SN (G)}Le déroulement Dual-S.c-M est montré sur un exemple dans la Figure 3.17.Le Lemme 3.49 donne l'élément lé dans la preuve d'optimalité de la paire d'algo-rithmes S.c-M :
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Up-left Phase i) et ii). on ne représente pas les apaités des sommets de G ar ellessont unitaires.Up-right Phase iii) A) A) Comme N(S(G1)) = ∅, le ouplage vide est optimal.Phase iii) B) On a�ete les apaités (en rose) aux blos simpliiaux de G1.Phase iii) A) On alule un ouplage max entre S(G1)∪S(G2) et son voisinage(ars en gras).Down-left Phase iii) B) A�etation des apaités aux liques simpliiales de G2.Phase iii) A) Calul d'un ouplage max par un algorithme de haînes alternées.Noter que les degrés dans M des sommets de G omme des sommets de Kn'ont pas diminué.Down-right Phase iii) B) (non-dessiné) On met la apaité 2 sur l'unique lique de
G3. Phase iv) Le ouplage M est elui obtenu en [Down-left℄. Phase v) A)Une seule lique a une nombre su�sant de sommets non-saturés pour formerun bath. Phase v) B) Tous les autres baths sont dé�nis par le ouplage.Figure 3.16 � Déroulement de S.c-M sur un exemple
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Up-left Phase ii).Up-right Phase iii).Down-left Phase iv) Les sommets remplis de noirs sont les voisins d'éléments de Kmarqués à la phase iii).Down-right Phase iv) Noter le fait général, qui permet de prouver l'optimalité deS.c-M et de Dual-S.c-M : L'ensemble U renvoyé se déompose en omposantesonnexes, haune d'elle intersetant au plus un bath marqué.Figure 3.17 � Déroulement de Dual-S.c-M sur l'exemple de la Figure 3.17



164 La oloration bornéeLemme 3.49 Soit U l'ensemble renvoyé par Dual-S.c-M. Chaque omposante onnexede G[U ] ontient au plus un bath marqué.Preuve Supposons qu'on ait un hemin P = (v0, . . . , vz) dans G[U ] tel que v0 et vzsoient dans des baths marqués distints. Supposons P minimal par inlusion (eten partiulier induit). D'après le Lemme 3.43, v0 ← v1 et vz−1 → vz. Prenons unsommet vj ∈ P qui appartienne à un S(Gi) ave i minimum, puis parmi eux-là,ave j minimum. On a alors
vj−1 ← vj − · · · − vj+α → vj+α+1ave α ≥ 0. On a lairement que K(vj) = · · · = K(vj+α), don vj → vj+α+1et don α = 0 par minimalité de P . Mais alors, par simpliialité de vj , on a

(vj−1, vj+1) ∈ E(G), e qui ontredit la minimalité de P . 2Preuve du Théorème 3.35 Soit U l'ensemble renvoyé par Dual-S.c-M. Notonspremièrement que les baths induits sur G[U ] sont des liques et sont don inlusdans une seule omposante onnexe de G[U ]. Deuxièment les sommets de V \Uétant des suesseurs de soures marquées, ils sont tous dans des baths marqués.Chaque omposante onnexe Ci de G[U ] omporte don un ertain nombre debaths saturés et au plus un bath insaturé. La quantité ⌈|Ci|/b⌉ est don égale aunombre de baths ontenus dans Ci. Chaque bath étant représenté par au moinsun sommet dans U , le nombre ∑i⌈|Ci(U)|/b⌉ est égal au nombre de baths de lasolution renvoyée par S.c-M, e qui termine la preuve. 23.4 Pour aller plus loin3.4.1 Coloration ave bornes non-uniformesNous étudions ii le problème de la oloration bornée non-uniforme dans lequelles ouleurs n'ont pas toutes la même ardinalité maximum :[ColBNU℄ Coloration bornée non-uniformeDonnées : Un graphe G, une liste {bi}ki=1 de nombres entiers (ave k ≤ |V | et
|V | ≥ b1 ≥ . . . bk ≥ 1).Résultat : Existe-t-il une k-oloration de G telle que la ouleur i soit utiliséepour au plus bi sommets.Remarque 3.50 La supposition qu'il y a au plus |V | ouleurs disponibles (k ≤ |V |)et qu'elles ont toutes une ardinalité maximum majorée par |V | ne réduit pas lagénéralité du problème (Si il y a plus que |V | ouleurs, on peut toujours partitionneret une apaité plus grande que |V | est inutile). Cette supposition assure que la taillede l'instane est polynomiale dans la taille du graphe. 2



Pour aller plus loin 165Malheureusement, [ColBNU℄ se trouve être NPC, même pour des lasses très pauvresde graphes, dans lesquelles [ColB℄ est trivial. Avant d'étudier la frontière de poly-nomialité observons que [ColBNU℄ ne peut pas être formulé omme un problèmede ouverture des sommets d'un hypergraphe par un nombre minimum d'arêtes(alors que [ColB℄, si). En e�et, si un seul bi est grand, deux ouleurs réalisablesséparement peuvent ne pas être réalisables simultanément.Notons que [ColBNU℄ ontient le problème de la k-oloration partielle maximum(dé�ni dans le Chapitre 5) :Proposition 3.51 Pour toute lasse G de graphes, [ColPart℄ restreint à G se réduitpolynomialement à [ColBNU℄ lui aussi restreint à G.Idée de preuve Pour tout graphe G et tout k, t ∈ N, il existe une k-olorationpartielle de G qui ontient au moins t sommets si et seulement si G admet uneoloration {bi}-bornée ave(3.8) bi :=






|V | si i ≤ k

1 si k < i ≤ k + |V | − t
0 si k + |V | − t < i

2Théorème 3.52 [ColBNU℄ est NP-omplet même pour les graphesi) o-sans-P3.ii) split.Idée de preuve i) Considérons le problème équivalent de partition en liques
{bi}-bornées sur les graphes sans-P3. On réduit [3-PARTITION℄ à e problème enonsidérant le graphe qui a m liques, haune de ardinalité B ave la liste deapaités b1, . . . , b3m donnée par la liste des 3m valeurs s(a) des éléments a ∈ A.ii) Le problème de k-oloration partielle étant NP-omplet pour les split graphes [138℄,il su�t d'appliquer la Proposition 3.51 2Théorème 3.53 Le problème [ColBNU℄ est polynomial pour les graphesi) o-bipartis (ouplage biparti)ii) sans-P3Idée de preuve i) Ce as se réduit failement au ouplage max : puisque les liquesont taille au plus 2 dans un biparti, on peut réduire l'information ontenue dans laliste des bi à seulement deux paramètres. Ces deux paramètres sont le nombre t de
bi tels que bi ≥ 2 et le nombre k (de bi tels que bi ≥ 1). Le problème a une solutionsi et seulement si min{ν(G), t}+ k ≥ |V |.ii) La polynomialité est une onséquene direte du théorème d'union des ma-troïdes, ar les stables d'un graphe sans-P3 dé�nissent les indépendants d'un ma-



166 La oloration bornéetroïde sur V (voir Proposition 3.75 pour une extension). La polynomialité a aussiété établie par de Werra [57℄ qui a formulé un problème plus général que [ColBNU℄par un programme linéaire dont la totale unimodularité de la matrie de ontraintesaratérise les graphes sans-P3. 2Remarque 3.54 Il semble que l'algorithme glouton suivant résout aussi [ColBNU℄pour les graphes sans-P3. Le graphe est omposé de α liques disjointes, ordon-nées par taille déroissante. Considérer les bi dans un ordre arbitraire. La pre-mière ouleur est omposée de min{α, b1} sommets (un sommet par lique, pour les
min{α, b1} premières liques de G). Enlever les sommets oloriés, réordonner lesliques par taille déroissante et reommener pour haun des bi.La question suivante semble spéialement digne d'intérêt autant du point de vuedes appliations que du point de vue théorique.Question 3.55 Quelle est la omplexité de [ColBNU℄ sur les line-graphes de bi-partis9 ?Nous adressons bien sûr la même question pour les lasses de graphes pour lesquellesà la fois [ColB℄ et [PartialColor℄ sont polynomiaux omme les threshold et surtoutles forêts. La question pour les forêts mérite probablement aussi une attentionpartiulière ar plusieurs artiles disutent de [ColB℄ sur ette lasse de graphe (voirSetion 3.4.5). De plus, [ColBNU℄ est polynomial sur les forêts quand le nombre deouleurs est �xé [16℄ ave une méthode qui ne semble pas s'étendre à un nombrevariable de ouleurs.3.4.2 Approximabilité et omplexité à paramètres �xésDans l'étude du problème [ColB℄, la omplexité de la restrition à des lasses degraphes peut être omplétée par plusieurs autres paradigmes. Par exemple, onpeut �xer la valeur d'un des paramètres b et k. On peut aussi herher à donnerdes solutions ave de bonnes garanties de performane. Nous évoquons es deuxapprohes.3.4.2.1 Complexité à paramètres �xésThéorème 3.56 [ColB℄ est polynomial si l'on se restreint aux graphesi) sans-P4 et à b �xé [22℄9Il ne semble pas que le prinipe de l'éhange bihromatique permette de résoudre [ColBNU℄sur les line-graphes de bipartis. En e�et l'éhange bihromatique permet seulement d'équilibrerla ardinalité des ouleurs et non d'aentuer les deséquilibres. Si [ColBNU℄ est polynomial elaahe probablement une propriété d'éhange intéressante que satisfont les lines de bipartis et quimériterait d'être mise en avant.



Pour aller plus loin 167ii) sans-P4 et à k �xé [22℄iii) d'intervalles et à k �xé [22℄iv) bipartis et à b �xé [22℄v) quelonques et à k ≤ 2 �xé [9℄Nous ommentons le point v), que nous avons déouvert indépendamment de [9℄.Le nombre hromatique d'un graphe G est inférieur ou égal à 2 si et seulement si
G est biparti. Mais dans une bipartition d'un graphe, une des deux ouleurs peutavoir beauoup plus de sommets que l'autre. Si G est onnexe, ette bipartition estunique et e déséquilibre est intrinsèque à G. En revanhe, si G n'est pas onnexe, ledéséquilibre peut parfois être ompensé d'une omposante à l'autre. Supposons quel'on olorie les omposantes onnexes de G une par une. La marge de man÷uvreque nous avons se résume à hoisir quel �té de la bipartition est a�eté à quelleouleur. L'in�uene de e hoix sur le déséquilibre ne dépend que de la di�érenede ardinalité entre les deux omposantes onnexes. Ces observations mènent à :Proposition 3.57 [9℄ Le problème de la 2-oloration b-bornée est polynomial.Idée de preuve Clairement, χb(G) ≤ 2 implique que G est biparti. Supposonsdon que G soit biparti. Notons C = {C1, . . . Ct} les omposantes onnexes de G.Pour i ∈ [1..t], notons (ci, di) la ardinalité des deux omposantes onnexes de Ciainsi que qi := min{ci, di} et pi := max{ci, di} − qi. Notons b′ := b −∑t

i=1 qi. Ona que χ2(G) ≤ 2 si et seulement l'ensemble [1..t] peut être partitionné en deuxsous-ensembles tels que la somme des pi sur haun est inférieur à b′. Cela est uneinstane du problème �Partition� qui est pseudopolynomial. La polynomialité de[ColB℄ déoule du fait que les nombres {ci} et {di} sont odés en unaire au traversdes sommets du graphe. 23.4.2.2 Minimisation du nombre de ouleurs et approximabilité[ColB℄ peut être redé�ni en deux versions optimisation : ayant �xé l'un de b ou kdans l'entrée, on herhe à minimiser l'autre dans l'algorithme. Nous ne dérivonsqu'une de es possibilité ave le problème :[ColB℄ Coloration b-bornée (version optimisation de k)Données : Un graphe G, un entier b.Résultat : Une k-oloration b-bornée de GMesure : k (à minimiser).Comme orollaire des résultats de la Setion 3.1.2, on a :Corollaire 3.58 Soit G une lasse de graphe ontenue dans les sans-K1,3. La ver-sion optimisation de k de [ColB℄ et de [Color℄ restreints à G ont le même ratio et



168 La oloration bornéele même delta d'approximabilité. 2Idée de preuve [ColB℄ ne peut pas être mieux approximé que [Color℄ puisque[Color℄ est un as spéial (pour b ≥ |V |).Pour un graphe G sans-K1,3 et une k-oloration de G (donnée par un algorithmequelonque pour [Color℄) on déduit une max{k, ⌈|V |/b⌉}-oloration de G en tempspolynomial ave l'algorithme �Gaspillage - Ehange bihromatique�. Rappelons que
χb(G) = max{χ(G), ⌈|V |/b⌉}. On véri�e que

max{k, ⌈|V |/b⌉} − χb(G) ≤ k − χ(G)et que
max{k, ⌈|V |/b⌉}/χb(G) ≤ k/χ(G)en onsidérant les trois as possibles, selon omment s'insère ⌈|V |/b⌉ dans l'inégalité

k ≥ χ(G). 2Pour les graphes généraux, onsidérons l'algorithme suivant :Algorithme �Déoupage� :Données : Un graphe G, un entier b et une k-oloration {C1, C2, . . . Ck} de G.Résultat : Une oloration b-bornée de G.Reolorier haque ouleur Ci ave ⌈|Ci|/b⌉ ouleurs de ardinalité au plus b de tellemanière qu'au plus une nouvelle ouleur utilisée pour Ci ait ardinalité stritementinférieure à b.Théorème 3.59 Pour toute lasse de graphe G, ρ([ColB(G)℄) ≤ 1+ρ([Color(G)℄).Cela est atteint par l'algorithme �Déoupage� et 1 + ρ est une borne asymptotique-ment serrée pour la garantie de perfomane de l'algorithme �Déoupage�.Preuve Etant donnée une k-oloration d'un graphe G, soit k′ le nombre de ouleursutilisées par �Déoupage�. On a k′ ≤ χb(G) + k ar après reoloriage, il y a au plus
k ouleurs qui ont une ardinalité stritement inférieure à b. On a

k′ ≤ χb(G) + k ≤ χb(G) + ρχ(G)et don k′/χb(G) ≤ 1 + ρ.La borne est asymptotiquement serrée, omme le montre les graphes omplémen-taires de la famille de graphes {Gb = (Vb, Eb)}b∈N, dont Vb est formé de b ensemblesde ardinalité b + 1, haun induisant une lique, tels que haun des b ensemblesontient un sommet spéial unique tels que l'ensemble des sommets spéiaux induiseaussi une lique. Il n'y a pas d'autre arêtes dans Gb (voir G3 dans la Figure 3.18).On a χ(Gb) = b et χb(Gb) = b+1. �Déoupage� donne une 2b-partition en b-liquesde Gb. 2
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Figure 3.18 � Graphe G3 de la preuve du Théorème 3.59.Proposition 3.60 [ColB℄ est approximable avei) ρ = 2 sur les graphes parfaitsii) ρ∗ = 4/3 et δ∗ = 1 sur les bipartis.iii) ρ∗ = 4/3 et δ∗ = 1 sur les line-graphes.Preuve i) voir Théorème 3.59.ii) Rappelons qu'il est NP-dur de déider si χb ≤ 3 pour les graphes bipartis, eladonne δ∗ ≥ 1 et ρ∗ ≥ 4/3. Soit G = ((A,B), E) un graphe biparti et b un entier.On peut déider si χb ≤ 2 ave la Proposition 3.57. Si χb ≥ 3, l'appliation del'algorithme �Déoupage� ave la oloration (A,B) en entrée donne une olorationqui utilise au plus une ouleur de plus que χb(G), d'où δ∗ = 1 et ρ∗ ≤ 4/3.iii) Rappelons qu'il est NP-dur de déider si χ ≤ 3 dans les line-graphes, mais que
δ∗[Color] = 1 et ρ∗[Color] = 4/3 sont atteints par l'algorithme de Vizing ([129℄,Chapitre 28). Il su�t alors d'appliquer le Corollaire 3.58. 23.4.3 Programmes linéaires basés sur BT-modDans ette setion, nous montrons omment formuler [PCliqB℄ par un problèmede reouvrement des sommets par les arêtes d'un hypergraphe, et don un PLNEdu type min{1y |Ay ≥ 1, y ∈ {0, 1}}. Nous observons que e PLNE n'a pas debonnes propriétés d'intégralité, mais que la borne BT-mod peut être interprétéeomme une famille de oupes valides (et intéressantes) pour ette formulation10.Le seul usage que nous faisons de ette formulation est de donner un erti�atque ertains graphes ne satisfont pas BT-mod ave égalité, grâe à une paire desolutions optimales pour les programmes primaux et duaux relaxés.10Cette tradution polyédrale ne semble pas digne d'interêt, ar elle mène à une propriété dedualité entière seulement pour des fontions objetifs spéi�ques : même ave la famille de oupesassoiées à BT-mod, le système onsidéré ne dé�nit presque jamais un polyédre entier.



170 La oloration bornée3.4.3.1 Formulation omme un problème de reouvrementNotons Cb(G) l'ensemble des b-liques de G. On peut représenter [PCliqB℄ par unPLNE de type partition : pour y ∈ RCb(G), on a χb(G) = min1
Ty tel que

yC ≥ 0 pour tout C ∈ Cb(G)(3.9) (i)
y(v) = 1 pour tout v ∈ V(ii)On peut aussi représenter [PCliqB℄ par un PLNE de type reouvrement. Soit

(Cb(G))max, le lutter des b-liques de G qui ne sont pas ontenues dans d'autres
b-liques de G. On a χb(G) = min1

Ty tel que
yC ≥ 0 pour tout C ∈ (Clb(G))max(3.10)(i)
y(v) ≥ 1 pour tout v ∈ V(ii)Les relaxations linéaires de es formulations, en plus de faire intervenir un grandnombre de variables, ne semblent pas valoir la peine d'être étudiées11 après examende l'Exemple 3.61.Exemple 3.61 Pour G = K3 et b = 2, on a χ2(K3) = 2 mais min{1x | x sujet à(3.10)} = 3/2.3.4.3.2 Interprétation polyédrale de BT-modReprenons la formulation (3.10) de la ouverture de V par des b-liques, et ajoutonsles inégalités BT-mod :
yC ≥ 0 pour tout (C ∈ Cb(G))max(3.11)(i)
y(U) ≥ ⌈|U |/b⌉ pour tout U ⊆ V(ii)Les inégalités (3.10)(ii) ne sont plus érites expliitement puisqu'elles sont des aspartiuliers de (3.11)(ii).Expliitons la validité de la formulation (3.11) :11On peut véri�er que es formulations donnent des solutions optimales entières pour toutsous-graphe induit et pour tout b si et seulement si G est biparti.



Pour aller plus loin 171Proposition 3.62 Pour tout graphe G et tout b ∈ N+, y ∈ {0, 1}Cb(G) est le ve-teur aratéristique d'un reouvrement de G par des b-liques si et seulement si ysatisfait (3.11).Preuve Si y entier est solution de (3.11), il est aussi solution de (3.10) et est don leveteur aratéristique d'une ouverture de V par des b-liques. Réiproquement,dans une ouverture en b-liques il y a au moins ⌈|U |/b⌉ liques inidentes à Upuisqu'une b-lique n'est inidente qu'à au plus b sommets. 2Observons que la formulation (3.11) est intimement liée à la borne BT-mod :Proposition 3.63 Pour tout graphe G et b > 0, on a χb(G) = σb(G) si et seule-ment si le programme linéaire min{1Ty | y satisfait (3.11)} a la propriété de dualitéentière. 2

Figure 3.19 � G = C6 ave un sommet répliqué b = 4 fois. Solutions primaleset duales optimales pour la formulation (3.11). Les ellipses dérivent les variablesnon-nulles (toutes valent 1/2). A gauhe, une ouverture frationnaire en b-liques.A droite, un empilement frationnaire de sous-ensembles de sommets (noter queles deux grandes ellipses ont une valeur objetif de 2 = ⌈5/b⌉).3.4.4 Appliations et ompléxité de la (o)-répliationLe sens de la répliation dans le adre de la partition en b-liques est le suivant :Un sommet répliqué r fois doit être onsidéré omme r opies d'un sommet dontles opies peuvent, mais ne doivent pas néessairement, appartenir au même bath.



172 La oloration bornéeDe manière analogue si un sommet est o-répliqué, ses opies doivent être misesdans des baths distints. Notons que la o-répliation pour la partition en b-liquesorrespond à la répliation pour la oloration b-bornée et vie-versa.L'utilisation expliite de la répliation peut être utile quand les sommets du graphene représentent plus des tâhes, mais des types de tâhes. Le nombre de opies de vdé�ni alors le nombre de tâhes de type v. La répliation appliquée à [PCliqB℄ dansle as des graphes d'intervalles a été utilisée dans [107℄ dans le ontexte de l'industriemétallurgique. L'Exemple 3.64 donne une appliation mathématiquement prohede elle de [107℄12.Exemple 3.64 L'Université Libre Mondiale (U.L.M.) dispose d'une rihesse uniqueau monde : Un de ses professeurs émérites, Marla Tex, a mis au point inq opiedu premier prototype d'ordinateurs disposant d'un moteur d'Intelligene Emotio-nelle Arti�ielle. Ces ordinateurs sont apables de donner un feed-bak en tempsréel aux programmeurs sur les erreurs sémantiques qu'ils introduisent dans leursprogrammes. Pour ela, l'ordinateur onfronte les spéi�ations impliites à la réa-lisation du ode 13. De nombreuses SS2I ont payé une fortune pour envoyer quelquesemployés faire des stages dans l'U.L.M. Chaque SS2I envoie quelques employés enmission, tous pendant un même intervalle de temps. Marla Tex s'est engagée ào�rir une formation d'une journée à tous les employés qui e�etuent un séjourdans l'U.L.M. Mais son temps est préieux et elle préfère former plusieurs her-heurs à la fois, de manière à minimiser le nombre total de jours de formation.L'université lui laisse la priorité dans l'élaboration du planning des stagiaires. Laformation étant prinipalement onstituée d'un TP, elle ne peut enadrer plus de 5personnes à la fois (ses ordinateurs ne supportent pas enore les inohérenes duesaux bin�mes). Pour minimiser le nombre de jours de formation, elle doit trouverune partition en liques de taille au plus 5 du graphe ayant les séjours omme som-mets (intervalles), es derniers étant répliqués autant de fois qu'il y a de stagiairesa�etés à e séjour.Les graphes d'intervalles étant stables par répliation, Le modèle de l'Exemple 3.64est don polynomial si les sommets répliqués sont donnés un par un, mais ela n'estque pseudo-polynomial si les fateurs de répliations sont odés en binaire. Lesalgorithmes GAC et S.c-M sont ependant failement adaptables en algorithmessemi-fortement polynomiaux14Voyons maintenant un as de graphe qui reste borné-parfait par o-répliation etl'appliation de ela pour des problèmes d'emploi du temps.Exemple 3.65 Dans l'Université Libre Mondiale, il y a un ensemble A de pro-fesseurs, un ensemble D de groupes d'étudiants (promotions) et un ensemble E ⊂12J'ai trouvé plus amusant de dérire une appliation farfelue. . .13Non, désolé, je n'ai pas trouvé plus farfelu.14On ommene par remplaer haque fateur de répliation par son reste modulo b, puis lagénéralisation est direte.
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A × D de ours (supposés de même durée) qui doivent être donnés. Supposonsqu'on herhe le nombre minimum de réneaux horaires pour que tous les ourssoient donnés. Cela est équivalent à trouver une χ(L(G))-oloration du line-graphe
L(G) du graphe biparti G = ((A,D), E). Si l'on ne dispose que de b salles, le pro-blème revient à trouver une oloration b-bornée de L(G). Si un même professeurdonne plusieurs ours à un même groupe, on peut le modéliser par un multigrapheen parallélisant l'arête (a, b) ∈ E autant de fois que a doit donner de ours à b. Laparallélisation des arêtes de G se traduit dans L(G), par la répliation des sommets.Les line-graphes de bipartis étant parfaits sans-K1,3, le graphe de l'Exemple 3.65reste parfait sans-K1,3 après répliation15. Le modèle est don pseudo-polynomial,mais l'existene d'un algorithme semi-fortement polynomial est ouvert et, à notreavis, intéressante pour des raisons similaires à la Question 3.55 page 166.Voyons maintenant un as où la borne-perfetion est perdue par répliation.Exemple 3.66 Les ligues Françaises et Irlandaises de Srabble organisent une se-maine de vaanes ommune dans une gigantesque station balnéaire. Plusieurs lubsde haque pays partiipent à l'évènement. Le premier but étant de faire se renon-trer les membres des deux pays en vue de laner un hampionnat multi-langue etde diversi�er nos programmes télévisuels. La fédération Française a remarqué queles membres de haque lub français entretiennent une forte aversion envers lesmembres des autres lubs Français (de même pour les Irlandais entre eux). L'autrebut de l'évènement est don d'initer les membres de di�érents lubs à enterrer lahahe de guerre en terrain amial. Finalement, pour loger tout e beau monde, lastation balnéaire dispose de k hambre-dortoirs pouvant haune aueillir au plus
b-personnes. Ne voulant pas prendre trop de risques quant à l'expression de l'ani-mosité de leurs membres, les fédérations déident de ne pas mettre deux srabbleursvenant du même pays mais de lubs di�érents dans une même hambre. On peutmodéliser le problème de répartition dans les hambres par [PCliqB℄ dans le graphebiparti (omplet) ayant l'ensemble des lubs Français et Irlandais respetivementomme otés de la bipartition, haque Club étant répliqué autant de fois qu'il a demembres16.Les bipartis omplets n'étant pas triangulés, leur répliqués ne sont pas bornés-parfaits. En fait, on a pire : le modèle de l'Exemple 3.66 est fortement NP-dur (f.Théorème 3.8).3.4.5 [ColB℄ pour les arbres et borne-perfetion faibleHansen et al. [93℄ ont noté la non-trivialité de la omplexité de [ColB℄ restreintaux arbres. Il existe au moins quatre artiles apportant une réponse signi�ative à15Autrement dit, le omplément de e graphe reste borné-parfait après o-répliation.16Non il n'est pas arti�iel e problème ! ! !



174 La oloration bornéeette question [43, 9, 102, 23℄.Proposition 3.67 [9℄ [ColB℄ est polynomial sur les forêts.Indépendamment [102℄ prouve la polynomialité pour les arbres 17. Par ailleurs,[43℄ donne une formule pour aluler χb sur les arbres :Proposition 3.68 [43℄ Soit G = ((A,B), E) un arbre, v un sommet de degrémaximum dans G et b un entier. Alors� χb(G) = 2 si b ≥ max{|A|, |B|}� χb(G) = max{3, ⌈|V |/b⌉, 1 + ⌈(|V | − α(G−N(v)))/b⌉} si b < max{|A|, |B|}Dans la formule de la Proposition 3.68, on voit apparaître une idée nouvelle parrapport aux ingrédients de la borne BT-mod (les ompléments d'arbres ne sontpas bornés-parfaits omme le montre le graphe G1 dans la Figure 3.1 page 139).L'essene de ette idée semble être :Ingrédient 3.69 Soit G un graphe, b un entier et v ∈ V .(3.12) χb(G) ≥ 1 +

⌈ |V | − ω(N(v))

b

⌉où N(v) désigne le sous-graphe induit par le voisinage étendu de v.Preuve ω(N(v)) est un majorant de la ardinalité du bath qui ontient v. Il fautdon au moins ⌈(|V | − ω(N(v)))/b⌉ baths pour les sommets qui ne sont pas dansle même bath que v. 2Nous proposons une borne inférieure pour χb qui généralise à la fois BT-mod et l'In-grédient 3.69 en vue de donner une formule min-max pour [PCliqB℄ ommune pourles o-arbres et les graphes bornés-parfaits. En fait nous proposons un ingrédientplus fort que 3.69.Ingrédient 3.70 Pour tout graphe G = (V,E), tout stable S de G et tout b,(3.13) χb(G) ≥
⌈ |V | − |∑v∈S ω(N(v))|

b

⌉
+ |S|Preuve Il faut |S| b-liques pour ouvrir S. Pour v ∈ S, la b-lique qui ouvre v,a une taille inférieure ou égal à ω(N(v)). Ensemble, les |S| b-liques qui ouvrent

S ne ouvrent don pas plus que |∑v∈S ω(N(v))| sommets. 2L'utilisation de l'Ingrédient 3.70 et son avantage par rapport à 3.69 sont illustrésdans la Figure 3.20.17Par la suite un algorithme pour les graphes de largeur d'arbre bornée a été donné [23℄, maisil ne nous parait pas lair que l'algorithme soit polynomial en log(b).
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Figure 3.20 � Graphe G satisfaisant χ3(G) = 4 > 3 = σ3(G) mais dont χ3(G) estobtenu en appliquant l'Ingrédient 3.70 au stable {v, w}.Pour U ⊆ V , notons C1(U), C2(U), . . . les sous-ensembles de sommets des ompo-santes onnexes de G[U ]. Dé�nissons(3.14) ςb(G) = max
U⊆V

∑

i

max
Si⊆Ci(U)

{⌈ |Ci(U)| − |∑v∈Si
ω(NCi(U)(v))|

b

⌉
+ |Si|

}où Si est un stable de G[Ci(U)] et NCi(U)(v) désigne le sous-graphe induit par levoisinage étendu de v dans G[Ci(U)].Les Ingrédients 3.70 et 3.69 ne mènent pas forement à de bonnes aratérisationsar ils utilisent le paramètre ω. Cependant,Proposition 3.71 (Borne BT-mod-faible) Pour tout graphe G et tout b,(3.15) χb(G) ≥ ςb(G)De plus déider ςb(G) ≥ t est dans NP si l'on se restreint à une lasse de graphesfermés par passage à l'induit, dont la reonnaissane est dans NP et dans laquelledéider ω(G) ≤ p est dans NP ('est la as pour les graphes parfaits).En raison des préautions énonées dans la Proposition 3.71, nous proposons d'ap-peler faiblement borné-parfait, un graphe G qui est parfait et pour lequel
χb(G[U ]) = ςb(G[U ]) pour tout U ⊆ V et tout b ∈ N. Nous n'e�etuons pasd'étude pour es graphes, mais posons quelques questions :Question 3.72 Est-e que les o-forêts, les graphes lique-séparables et les line-graphes de bipartis (et plus généralement les lasses de graphes non-borné-parfaitsmais pour lesquels [PCliqB℄ n'a pas été prouvé être NP-omplet) sont faiblementbornés-parfaits ?La Figure 3.21 donne un exemple de graphe minimalement non-faiblement borné-parfait.Mais si NP6=o-NP, il devrait aussi exister de petites obstrutions, ou du moins, desobstrutions appartenant à des lasses pauvres de graphes parfaits. En vue d'obtenirune aratérisation des graphes faiblement bornés-parfaits, ou simplement de savoirquelles lasses sont suseptibles d'en être des sous-lasses, il onvient d'étudier laquestion �duale� de la Question 3.72 :Question 3.73 Quels sont les graphes minimaux non-faiblement bornés-parfaits ?Que peut-on dire sur es obstrutions si l'on se restreint aux lasses suivantes
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Figure 3.21 � Graphe G tel que χ3(G) = 5 > 4 = ς3(G).� o-trivialement parfaits� o-bipartiset plus généralement aux lasses pour lesquelles [PCliqB℄ est NP-omplet ?Un travail de nettoyage important reste don à e�etuer pour y voir plus lair surla possibilité d'une amélioration de la borne BT-mod18.3.4.6 Extensions aux hypergraphesNous proposons deux extensions du problème de la oloration bornée aux hyper-graphes et nous les disutons dans le as des matroïdes. Dans la Setion 3.4.6.1,nous remplaçons le graphe à olorier par un hypergraphe. Dans la Setion 3.4.6.2,nous remplaçons les ontraintes de ardinalité par l'appartenane aux arêtes d'unhypergraphe et disutons le problème de la oloration minimum et de l'indépendantommun maximum.3.4.6.1 Coloration bornée des hypergraphesEtant donné un hypergraphe H = (V, E) et un entier b, le nombre hromatique
b-borné χb(H) de H est le nombre minimum de ouleurs de ardinalité au plus bqu'il faut pour olorier H. De manière équivalente χb(H) est le nombre minimumd'arêtes de taille au plus b dans l'hypergraphe (col(H))↓ qu'il faut pour partitionner
V .Dans le as ou E est l'ensemble des iruits d'un matroïdeM, (col(H))↓ est l'hy-pergraphe des indépendants. Le théorème d'union des matroïdes implique alorsque l'on peut résoudre le problème de �oloration bornée non-uniforme pour lesmatroïdes�.18D'autant plus que l'on pourrait imaginer un ingrédient enore plus fort que 3.70, en rem-plaant |∑v∈S ω(N(v))| par la ardinalité maximum de l'union de |S| liques ouvrant S. Pourque la borne inférieure sur χb ainsi dérivée donne lieu à un bon erti�at, il faudrait alors se res-treindre à une lasse de graphe dans laquelle [PartialColor℄ est bien soluble, omme les graphesde (o-)omparabilité (voir Setion 5.2 pour le problème [PartialColor℄).



Pour aller plus loin 177Commençons par la oloration bornée uniforme. L'hypergraphe donné par les in-dépendants de taille au plus b d'un matroïde M est enore un matroïde, appelé
b-tronation de M. Si r est le rang de M, le rang de la b-tronation de M estdonné, pour tout U ⊆ V par min{b, r(U)}.On peut don donner le nombre hromatique borné d'un matroïde :Proposition 3.74 Soit M = (V, r) un matroïde et b ∈ N. Le nombre minimum
χb(M) d'indépendants de taille au plus b qui ouvrent V est donné par

χb(M) = max
U⊆V

⌈ |U |
min{b, r(U)}

⌉Preuve Diretement en utilisant le théorème de ouverture d'un matroïde par desbases ([129℄, Corollary 42.1c), appliqué à la b-tronation deM. 2Pour le as de bornes non-uniformes,Proposition 3.75 Soit M = (V, r) un matroïde et {bi}ki=1 une liste d'entiers.Il existe une partition de V en k indépendants I1, . . . Ik tels que |Ii| ≤ bi si etseulement si
k∑

i=1

min{r(U), bi} ≥ |U |pour tout U ⊆ VPreuve En utilisant le Théorème d'union des matroïdes ([129℄, Corollary 42.1c)appliqué aux matroïdes M1, . . .Mk, où Mi = (V,min{r, bi}) est la bi tronationdeM. 23.4.6.2 Indépendants ommuns d'un graphe et d'un matroïdeLa ontrainte de ardinalité maximum (au plus b) peut être reformulée omme uneontraintes d'indépendane dans le matroïde uniforme U b
n. Etant donné un graphe

G = (V,E) et un matroïdeM = (V, r), une M−lique est un sous-ensemble de
V qui est à la fois une lique de G et un indépendant dans M. Nous posons lesquestions de trouver une partition de V en un nombre minimum de M−liquesainsi que de trouver la ardinalité maximum d'uneM−lique.Couverture minimum Notons χM(G) le nombre minimum deM-liques qu'ilfaut pour partitionner V . Nous disutons la possibilité d'une formule min-max etla ompléxité du alul de χM(G).Nous avons interprété la formule de Berge-Tutte-Gallai (pour la ouverture mini-mum par des arêtes) omme une formule modulo 2. Nous l'avons étendue au as



178 La oloration bornéemodulo-b pour un entier b quelonque en montrant qu'elle donnait une borne infé-rieure pour χb(G). Nous montrons maintenant omment l'étendre du as modulo-bau as matroïdal. Pour ela nous utilisons :Ingrédient 3.76 Pour tout hypergraphe H = (V, E) et tout C ⊆ V , le nombreminimum d'arêtes de H néessaires pour ouvrir C est au moins ⌈|C|/r(C)⌉ 2Pour tout graphe G = (V,E) et tout matroïdeM = (V, r), notons(3.16) σM(G) := max
U⊆V

∑

i

⌈ |Ci(U)|
r(Ci)

⌉

Une raison pour étudier la borne (3.17) est qu'elle donne, dans les as où elle estserrée, une bonne aratérisation du problème de partition enM−liques :Proposition 3.77 Pour tout graphe G = (V,E) et tout matroïdeM = (V, r) :(3.17) χM(G) ≥ σM(G)De plus, déider σM(G) ≥ k est dans NP (dans le modèle où M est dérit par unorale d'indépendane).Preuve Pour tout U ⊆ V , on a
χM(G) ≥ χM(G[U ]) =

∑
i χM(G[Ci(U)])

(3.76)

≥
∑

i

⌈ |Ci(U)|
r(Ci(U))

⌉

Puisque les inégalités i-dessus sont vraies pour tout U , elles le restent en passantau maximum sur U ⊆ V .Un erti�at NP onsiste en un ensemble U ⊆ V qui réalise σM(G). Sur haqueomposante onnexe Ci(U) de G[U ], on peut alors aluler un indépendant maxi-mum (i.e. de rang r(Ci)) ave l'algorithme glouton. 2La proposition 3.78 rassemble plusieurs formules min-max sous une même forme :Proposition 3.78 L'inégalité de �Berge-Tutte matroïdale� (3.17) est serrée dansles as suivants :i) G est omplet et M est quelonque (théorème de ouverture d'un matroïdepar des bases.)ii) G est borné-parfait et M est uniforme (oloration bornée, borne BT-mod)iii) G est parfait et M est libre (oloration, inégalité χ ≥ α)iv) G est quelonque et M est uniforme de rang 2 (ouverture des sommets d'ungraphe par des arêtes, formule de Berge-Tutte-Gallai)



Pour aller plus loin 179Malheureusement, ette formule ne semble pas donner une formule min-max dansd'autres as que eux de la proposition 3.78 : l'exemple de la Figure 3.22, pourlequel nous sommes redevables à Jaint Szabó et Zsolt Fekete [133℄ semble exluretoute autre paire de lasses (graphe,matroïde) intéressantes. Le as des matroïdesde partitions généralisées (aratérisés par l'exlusion de M(G2) omme mineur)mériterait toutefois une inspetion plus détaillée :Question 3.79 La borne (3.17) est-elle serrée pour les graphes bornés-parfaits etles matroïdes de partition généralisées ?
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G2Figure 3.22 � Graphe G1 et matroïdeM =M(G2) (le matroïde des yles de G2)pour lesquels χM(G) = 3 > 2 = σM(G).Bien que la borne (3.17) ne mène pas à une formule min-max, la polynomialitén'est pas néessairement ondamnée pour les matroïdes généraux (et il est donenvisageable que d'autres ingrédients mènent à une formule min-max) :Proposition 3.80 [133℄ Soit G = (V = (S,K), E), un split graphe etM = (V, I)un matroïde. Le problème de partitionner V en un nombre minimum deM−liquesse réduit polynomialement au théorème d'union des matroïdes.Preuve SiM a une boule, la partition est impossible. Sinon, il faut exatementuneM−lique pour ouvrir haun des sommets de S. LaM−lique qui ouvre lesommet s ∈ S est inluse dans l'unique lique qui ontient le voisinage étendu de

s. Considérons don pour haque s ∈ S, le matroïdeMs, omme la restrition de
M à N+

V (s). Considérons aussi le matroïde MK dé�ni par la restrition de M à
K. On a que χM(G) est égal à |S| plus le minimum des 0 ≤ k ≤ |K| tel que l'uniondesMs ave k opies deMK soit de rang V . Ce plus petit k peut être déterminéen temps polynomial grâe au théorème d'union des matroides. 2Nous laissons don omme sujet ouvert de dérire les paires intéressantes (lassede graphes, lasse de matroïdes) telles que χM(G) peut être déterminé en tempspolynomial. En partiulier :Question 3.81 Le problème de la partition en M-liques est-il polynomial pourles graphes triangulés et les matroïdes généraux ?



180 La oloration bornéeIndépendant ommun maximum Nous disutons ii le problème de trouveruneM−lique maximum. On peut aisément résoudre e problème pour les lassesde graphes dont on peut énumérer en temps polynomial toutes les liques maxi-males : on alule un indépendant maximum de la restrition deM à haune dees liques et on ompare ensuite les solutions obtenues. D'autres as moins triviauxsont polynomiaux, omme le poids maximum d'une M-lique pour un graphe deomparabilité et un matroïde uniforme [131℄19.En guise de résultat négatif pour le problème de la M-lique maximum, nousadaptons la rédution de [HamiltonianPath℄ à [3MatroidInters℄ :Proposition 3.82 Le problème de déterminer une M-lique de ardinalité maxi-mum est NP-omplet même si l'on restreint G aux ompléments de line-graphes debipartis etM aux matroïdes graphiques (et même planaires).Idée de preuve On réduit l'existene d'un hemin Hamiltonien dans un grapheplanaire à e problème. Etant donné un digraphe D = (V,A) on onstruit le graphebipartiG = ((V ′, V ′′), E) dans lequel V ′ et V ′′ sont deux opies de V et dont (v′, w′′)est une arête ssi (v, w) ∈ A (notons que A ≡ E). Soit M = (E, I) le matroïdedes yles de D dont l'indépendane est exprimée sur E. On véri�e qu'il y a unouplage de G, indépendant dans M, de ardinalité |V | − 1 ssi D a un heminHamiltonien. 2De même, la rédution de [3DM℄ à [3MatroidInters℄ nous guide vers :Proposition 3.83 Le problème de déterminer une M-lique de ardinalité maxi-mum est NP-omplet même si l'on restreint G aux ompléments de line-graphes demultigraphes bipartis etM aux matroïdes de partition.Notons que la Proposition3.83 n'est pas plus forte que la Proposition 3.82, bienles matroïdes de partition soient des as partiuliers des matroïdes graphiques, arnous ne savons pas si l'on peut se restreindre aux line-graphes de graphes simplesdans la Proposition 3.83.Preuve On réduit la restrition onforme de [3DM℄ à e problème. Etant donnétrois ensembles V1, V2, V3 de même ardinalité, et T ⊆ V1 × V2 × V3, soit G =
((V1, V2), T ) le multigraphe biparti tel que pour tout t = (v1, v2, v3) ∈ T , t est unearête de G inidente à v1 et v2. Soit M le matroïde de partition sur T dont leslasses sont dé�nies par l'inidene entre T et V3. On véri�e que G a un ouplageindépendant dansM si et seulement si (V1, V2, V3) admet une partition en élémentsde T . 2

19Problème que l'on peut résoudre grâe à l'algorithme de Ford-Bellman pour trouver le pluslong hemin de longueur inférieur ou égal à k dans un graphe orienté aylique.



Pour aller plus loin 1813.4.7 Utilisation des forêts lique-onnetantesDans ette setion, nous montrons que les onstellations peuvent servir de solepour modéliser le problème [PCliqB℄. Plus préisement, [PCliqB℄ sur G se réduitau problème d'un indépendant ommun du graphe des arêtes dépendantes D(G,≺)et d'un matroïde de partition généralisée.La formulation des partitions en b-liques à l'aide des forêts liques-onnetantesse base sur l'observation suivante : une partition en liques assoiée à une forêtlique-onnetante est une partition en b-liques si et seulement si haque arbrede la forêt ontient au plus b − 1 arêtes. Supposons don que l'on ait un ordrequelonque ≺ sur V (G). Rappelons qu'une forêt lique-onnetantes stellaire bienordonnée (selon ≺) est aussi appelée onstellation de (G,≺). De plus, F ⊆ E estune onstellation de (G,≺) si et seulement si 'est un stable de D(G,≺). Les arbresd'une onstellation ontiennent au plus b − 1 arêtes si et seulement si le degré dehaque sommet dans la forêt est inférieur ou égal à b− 1. De ette observation ondéduit :Proposition 3.84 Pour tout graphe G = (V,E) tout ordre total ≺ sur V et toutentier b non-nul,
|V | = χb(G) + r(col(D(G,≺)) ∩

⊕

v∈V

U b−1
δout(v))où r(col(D(G,≺)) ∩ (

⊕U b−1
δout(v))) est la ardinalité maximum d'un indépendantommun du graphe D(G,≺) et du matroïde de partition généralisé dé�ni ommela somme direte des matroïdes uniformes de rang b− 1 dé�nis par l'ensemble desars vw pour haque sommet v ∈ V .La Proposition 3.84 donne don un hamp d'appliation au problème de l'indé-pendant ommun de ardinalité maximum dans un graphe et un matroïde disutédans la Setion 3.4.6. A notre onnaissane, auune lasse de graphes G n'est onnuepour laquelle ette rédution donne un algorithme polynomial pour [PCliqB℄ sur

G. Cependant, ette approhe et elle proposée dans la Setion 4.4.2 pour le pro-blème de la max-oloration mériteraient une inspetion ultérieure ar elles peuventêtre généralisées en une approhe ommune pour le problème de la max-oloration
b-bornée (voir [Pintro℄ dans le Chapitre 0), motivation originelle de e mémoire.
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Chapitre 4Bathes ave éonomie d'éhelle
Etant donné un graphe G = (V,E) et une fontion f : P(V ) → R+, onherhe une partition en liques {Q1, Q2, . . . Qk} de G qui minimise∑k

i=1 f(Qi).De manière équivalente, on herhe à minimiser le makespan d'un ordonnan-ement par bath ave ontraintes de ompatibilité données par G et danslequel le temps d'opération d'un bath est donné par la fontion f . On parled'éonomie d'éhelle lorsque f(A ∪ B) < f(A) + f(B) pour deux ensemblesde tâhes A,B ⊆ V disjoints. Nous proposons une formulation linéaire ennombres entiers pour le problème i-dessus, par un problème de partitionde oût minimum ave variables sur les liques de G. Ce programme donneune formule min-max pour ertaines lasses de graphes et de fontions d'en-sembles. En partiulier, on obtient la formule χ(G) = α(G) (si G est parfaitet f ≡ 1), mais aussi le théorème d'intersetion des polymatroïdes, les for-mules pour les c-ouplages bipartis ainsi que la formule de Greene-Kleitman(si f est le rang d'un matroïde uniforme). On obtient aussi de nouveaux as,notament pour la fontion f(U) := maxv∈U p(u) qui est le temps d'opérationd'une mahine max-bath.Nous traitons indépendamment les graphes d'intervalles, pour lequels etteapprohe polyédrale est mise en éhe, mais dans lesquels une partition enliques de oût minimum peut être obtenue par programmation dynamiquesi f est max-bath ou probabiliste.Nous disutons �nalement le problème de partition de oût minimum aveontraintes de ardinalité, polynomial si f est max-bath mais NP-dur si fest sous-modulaire.Mots lés : max-oloration, fontion sous-modulaire, graphe d'intervalle, line-graphe de biparti, oeur d'un jeu ave oopération restreinte aux liques d'ungraphe, système (box-)TDI.Autres objets utilisés : oloration probabiliste, entropie hromatique, grapheparfait, formule de Greene-Kleitman, tournées de véhiules sur un réseau en arbre.183



184 Bathes ave éonomie d'éhelleMenu du jour4.1 L'éonomie d'éhelle : une problématique transversale 1844.1.1 Philosophie : l'éonomie d'éhelle . . . . . . . . . . . . . 1854.1.2 Max-oloration omme une motivation introdutive . . . 1884.1.3 Coûts de baths généraux et PLNE . . . . . . . . . . . . 1904.1.4 Le problème dual : jeux à oopération restreinte . . . . . 1914.1.5 Tronation sous-additive d'une fontion partielle . . . . 1924.2 Suès et limites de l'approhe jeux oopératifs . . . . 1934.2.1 Fontions quelonques et graphes bipartis . . . . . . . . 1944.2.2 Fontions sous-modulaires et line-graphes de bipartis . . 1954.3 Approhes �lassiques� pour [PCliqBathGen℄ . . . . . 2014.3.1 Complexité de [PCliqBathGen℄ pour des oûts valeur-polymatroïdaux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2014.3.2 Programmation dynamique sur les graphes d'intervalles 2034.3.3 TSP-enrainé sur un réseau en arbre . . . . . . . . . . . 2064.4 Pour aller plus loin . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2074.4.1 Une approhe alternative pour [MaxColor℄ . . . . . . . . 2074.4.2 Le polytope des onstellations . . . . . . . . . . . . . . . 2084.4.3 Cardinalité bornée et max-oloration des matroïdes . . . 210
4.1 L'éonomie d'éhelle : une problématique trans-versaleLe but de ette setion est d'introduire le leteur aux problèmes d'ordonnanementpar baths ave temps d'opérations donnés par une fontion d'ensemble. Nousommençons par évoquer en quoi les temps d'opérations donnés par une fontiond'ensemble élargissent onsidérablement l'appliabilité des modèles d'ordonnane-ment par baths (Setion 4.1.1). Nous illustrons ensuite le problème général traitédans e hapitre ave le problème d'ordonnanement sur une mahine max-bathave ontraintes de ompatibilité entre les tâhes (Setion 4.1.2). Nous proposonsune formulation linéaire en nombres entiers pour la minimisation du oût d'unepartition en liques, e qui est équivalent à la minimisation du makespan d'un or-donnanement par bath ave ontraintes de ompatibilité (Setion 4.1.3). Nousinterprétons la dualité forte de la relaxation linéaire de ette formulation ommeune loi d'équilibre des prix en théorie des jeux oopératifs ave oopération res-treinte (Setion 4.1.4).



L'éonomie d'éhelle : une problématique transversale 1854.1.1 Petite philosophie à l'usage des (non)-spéialistes : l'op-timalité omme un ompromis entre la simpliité etl'éonomie d'éhelleDans ette setion, nous expliquons de manière informelle en quoi l'optimisationd'un ordonnanement par bath résulte d'un équilibre entre des in�uenes ontra-ditoires. La première in�uene, l'éonomie d'éhelle, inite à réer de gros baths,tandis que de nombreuses autres in�uenes tendent au ontraire à en limiter lataille. Dans la prohaine sous-setion, nous évoquons l'universalité de e phéno-mène et dans la sous-setion suivante nous le spéialisons au adre partiulier quenous explorons dans e hapitre.4.1.1.1 Un phénomène d'équilibre universelExemple 4.1 Le �Café Arhimède� dispose d'une grande terrasse. L'unique ser-veuse est poussée à optimiser l'e�aité de son servie ar le nombre de lientsest en perpétuelle augmentation. En partiulier, pour minimiser la distane qu'elleparourt, elle livre souvent plusieurs boissons à la fois. Évidemment, plus elle sertde tables avant de retourner au omptoir, plus elle éonomise sur la distane to-tale parourue. Mais d'autres fateurs l'obligent au ontraire à e�etuer de petitestournées :� Son plateau ne peut porter qu'un nombre limité de boissons à la fois,� Plus elle porte de boissons, plus la gestion de la tournée devient omplexe,� Si elle porte trop de boissons, elle ourt le risque de les renverser,� Le délai entre une ommande et le servie doit rester raisonnable.En pratique, on observe que la �bonne stratégie� de servie suit la loi suivante :Le nombre de boissons servies par tournée augmente ave l'intensité des om-mandes.Evidemment, au-delà d'une ertaine intensité de ommandes, une unique serveusene sera plus apable de toutes les satisfaire et il faudra en engager une autre. Suppo-sons maintenant qu'il y ait n serveurs qui travaillent. Si l'intensité des ommandesaugmente, la patronne du afé aura reours à une autre stratégie avant d'engagerun n+ 1ème serveur : la spéialisation. En e�et, à nombre �xé de boissons serviespar tournées, l'éonomie de distane augmente quand le nombre de tables visitéesdiminue ainsi que quand es tables sont prohes les unes des autres. Autrement dit,plus il y a de serveurs, plus la zone que haun ouvrira sera petite :La spéialisation augmente ave l'intensité des ommandes.Un bath est une tournée e�etuée par le serveur entre deux retours au omptoir.Une tâhe est une boisson qui doit être servie. L'augmentation de la taille desbaths et la spéialisation des baths en groupes de tâhes similaires sont deux



186 Bathes ave éonomie d'éhelleaspets d'un onept plus général : �l'éonomie d'éhelle�. Pour shématiser, onpeut formaliser l'éonomie d'éhelle de la manière suivante : le temps (ou oût)d'opération f(A ∪ B) de deux ensembles A et B disjoints de tâhes est plus pe-tit que f(A) + f(B). La validité d'une telle inégalité ne dépend pas du fait quel'organisation en harge du traitement des tâhes ait pour voation d'extraire desmatières premières, de produire des voitures, de transporter des abriots, de trai-ter des données informatiques, de réer des logiiels ou même des théorèmes. Enfait, l'éonomie d'éhelle est un des fateurs expliquant la réussite éonomique desgrandes organisations.Cependant, un serveur n'attend pas toujours que son plateau soit plein pour e�e-tuer une tournée, même pendant une période de pointe. De même, l'e�aité d'uneentreprise ne dépend pas que de son aptitude à tirer parti de l'éonomie d'éhelle.Dans l'industrie automobile par exemple, au sués du �Fordisme� a suédé eluidu �juste-à-temps�. Si dans le premier 'est l'éonomie d'éhelle qui fait fore deLoi, dans le seond, on herhe plut�t à améliorer la �exibilité et la réativité. Cen'est pas pareque le �juste-à-temps� a été promu après le �Fordisme� que 'est unemeilleure dotrine. Il semble plut�t que le Fordisme ait été une réponse adaptée àun ontexte de forte roissane et que le juste-à-temps soit une réponse adaptée àdes ontextes éonomiques plus diversi�és et moins prévisibles.En général, la réussite éonomique dépend don d'un équilibre entre des foresantagonistes. Si la simpliité, la �exibilité et la réativité d'une entreprise sont desfateurs déterminants de viabilité éonomique, es qualités sont di�iles à préserverquand la taille de l'organisation augmente et don souvent inompatibles ave lamaximisation de l'éonomie d'éhelle. Cet équilibre se traduit souvent par uneforme de spéialisation jumelée au partenariat ave d'autres entreprises à voationomplémentaire (par exemple, la haîne de relations fournisseurs-lients, la sous-traitane ou enore les �lliales par zones géographiques. . . )1.Ce type d'équilibre apparaît aussi dans l'organisation du travail des herheurs.L'attrait pour l'amélioration, la généralisation et l'uni�ation des théories pousseà la transdisiplinarité et aux projets ambitieux, qui permettent des avanéesmajeures. . . . . . lorsque es projets aboutissent. D'un autre �té, les li-mites de temps et de ommuniation poussent à la spéialisation des onnaissaneset à la simpli�ation des questionnements, lesquelles assurent une prodution régu-lière de résultats. . . . . .mais qui peut, à long terme, dégénerer en onsan-guinité stérile.
1Dans d'autres ontextes, on peut aussi herher le bon ompromis entre l'éonomie d'éhellegénérée par une diretion globale (par exemple nationale) et les avantages de souplesse que permetun système déentralisé. . .



L'éonomie d'éhelle : une problématique transversale 1874.1.1.2 Et l'ordonnanement par baths dans tout ça ?Un équilibre similaire entre fores antagonistes a lieu dans les problèmes d'optimi-sation ombinatoire2 ou de reherhe opérationnelle, en partiulier en ordonnan-ement par bath. En e�et, si l'éonomie d'éhelle inite à ordonnaner de grosbaths, d'autres fateurs poussent au ontraire à en limiter la taille. Les fateurslimitants que nous disutons dans e hapitre, sont des �ontraintes dures�, ommel'inompatibilité du traitement simultané de ertaines tâhes (i.e. les ontraintes deoloration), ou enore la apaité de traitement des mahines (i.e. les ontraintesde ardinalité, voir Setion 4.4). D'autres fateurs partiipent à la limitation de lataille des baths, la réativité par exemple, qui s'exprime au travers d'une fontionobjetif omme∑Cj ou ∑Uj (ela est évoqué dans le Chapitre 5).Dans le présent hapitre, nous étudions la minimisation du makespan Cmax sousontraintes d'inompatibilité. L'utilisation de et objetif traduit une motivationsimple : la minimisation des oûts opérationnels. De manière intéressante, l'opti-misation de et objetif est lié à une forme d'équilibre : la loi de l'o�re et de lademande. Modulo ertaines simpli�ations, ette loi s'exprime plus préisément enthéorie des jeux oopératifs omme suit. Dans un ontexte où la onurrene et l'in-formation sont parfaites, le prix maximum que l'on peut faire payer aux lients estégal au oût minimum néessaire à une entreprise pour les servir. Tehniquementparlant, ela revient à généraliser le théorème de Bondareva-Shapley au ontexted'une oopération restreinte aux arêtes d'un hypergraphe. Si la version ontinue deette généralisation (i.e. le problème de partition frationnaire de oût minimum)n'est qu'une simple appliation de la dualité en programmation linéaire [74℄, 'estla version entière ependant (i.e. le problème de partition de oût minimum) quiest pertinente dans les appliations. Bien que sujette à de nombreuses obstrutions,la dualité forte dans le as entier o�re un formalisme ommun pour exprimer plu-sieurs résultats de ombinatoire polyédrale (Setion 4.2). On montre que la validitéde ette dualité forte ((4.3) page 191) implique de se restreindre aux hypergraphesonformes. De plus, ave une perte de généralité qui semble relativement faible onpeut dire que ette dualité forte néessite aussi de se restreindre aux hypergrapheshéréditaires, donnés par les liques d'un graphe parfait ainsi qu'aux fontions deoût sous-modulaires.Curieusement, l'approhe étudiée ii (i.e. oopération restreinte aux liques d'ungraphe) pour obtenir une formule min-max à l'aide du oeur des jeux oopéra-tifs ne semble pas avoir été proposée dans la littérature. D'autres approhes ont2Le terme d'équilibre peut paraître inapproprié ar l'optimisation ombinatoire traite d'opti-misation dans un domaine de réalisabilité. Mais un autre point de vue modélise les ontraintesfortes en les relaxant en ontrepartie d'un oût (très élevé si la ontrainte est très forte). Le phé-nomène d'équilibre apparaît don lorsque l'on onsidère la relaxation Lagrangienne des problèmesonsidérés.



188 Bathes ave éonomie d'éhellepar exemple été proposées pour une oopération restreinte aux indépendants d'unmatroïde [19℄. Le lien entre les jeux opératifs et les �ots sous-modulaires estmentionné dans [74℄.4.1.2 Max-oloration omme une motivation introdutiveUne mahine max-bath est une mahine par baths dont le temps f(U) de trai-tement d'un ensemble de tâhes U ⊆ V est donné par f(U) := maxu∈U p(u).Soit G = (V,E) un graphe et p : V → N. Le problème de la max-olorationonsiste dans le traitement des sommets de V sur une mahine max-bath avedes ontraintes d'inompatibilité données par les arêtes de G. L'objetif est donde trouver une oloration {S1, S2, . . . Sk} de G qui minimise le makespan. Celui-is'exprime omme la somme des temps d'opération des di�érents baths :
Cmax :=

k∑

i=1

f(Si)Le makespan ne dépend don pas de l'ordre dans lequel les baths sont ordon-nanés, mais seulement de la manière dont on partitionne V . Ce problème d'or-donnanement est don un problème de partition de oût minimum. Le problème[PCliqMax℄ est équivalent au problème de la max-oloration en passant au grapheomplémentaire.[PCliqMax℄ Partition en liques sur une mahine max-batheDonnées : Un graphe G = (V,E) et une fontion p : V → N.Résultat : Une partition en liques {C1, C2, . . . Ck} de GMesure : ∑k

i=1(maxv∈Ci
p(v)) à minimiser.Commentaires : Le problème de oloration équivalent en passant au graphe om-plémentaire est noté [MaxColor℄.Notons χ(G, p) la valeur optimum d'une partition en liques pour le problème[PCliqMax℄. χ(G, p) est lié à la taille d'un stable de poids maximum dans le graphepondéré (G, p) :Proposition 4.2 [65℄ Pour tout graphe pondéré (G, p), on a(4.1) χ(G, p) ≥ α(G, p)Preuve Soit (G = (V,E), p) un graphe pondéré et S un stable de G, on a :
χ(G, p) ≥ χ(G[S], p) =

∑

v∈S

p(v)



L'éonomie d'éhelle : une problématique transversale 189où la première inégalité vient du fait que toute partition en liques de G en induitune de oût inférieur ou égal sur tout sous-graphe induit. On obtient (4.1) enhoisissant un stable de poids maximum pour S. 2Cependant, même dans les graphes sans-P4 (pour lesquels [PCliqBathGen℄ estpolynomial [65℄), la borne (4.1) n'est pas serrée [65℄ (voir aussi Figure 4.1).
b b bb

p(s) = 1 p(t) = 3 p(u) = 1

s t uFigure 4.1 � Une pondération du graphe P3 telle que 4 = χ(P3, p) > α(P3, p) = 3.
Nous revenons sur l'inégalité (4.1) dans la Setion 4.4.1. Un des buts de e hapitreest de développer une meilleure borne inférieure pour χ(G, p). Cette borne inférieurese base sur une autre interprétation de la formulation linéaire en nombres entiersassoiée à la théorie des graphes parfaits : le problème [PCliqMax℄ peut être éritomme un problème de partition de oût minimum ayant l'ensemble des liques de
G omme variables, l'ensemble des sommets de G omme ontraintes et tel que leoût f(C) d'une lique C est donné par maxv∈C p(v). Nous érivons maintenant eprogramme linéaire pour le graphe pondéré de la Figure 4.1.

min ys + 3yst + 3yt + 3ytu + yu

ys + yst = 1

yst + yt + ytu = 1

ytu + yu = 1

yC ∈ {0, 1} pour toute lique C de GUne solution optimale de e programme est donnée par ys = ytu = 1. Après avoirrelaxé les ontraintes yC ∈ {0, 1} en yC ≥ 0 le programme dual donne un erti�atd'optimalité de la partition {{s}, {t, u}} : le veteur xs = xu = 1 et xt = 2, qui estune solution optimale du programme :
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max xs + xt + xu

xs ≤ 1

xs + xt ≤ 3

xt ≤ 3

xt + xu ≤ 3

xu ≤ 1

4.1.3 Coûts de baths généraux et PLNELe problème [PCliqBathGen℄ suivant onsiste à généraliser le problème [PCliq-Max℄ au as de temps d'opérations quelonques. Pour un graphe G, on note C(G)l'ensemble des liques (non-vides) de G.[PCliqBathGen℄ Partition en liques sur mahine par bathesDonnées : Un graphe G = (V,E) et un orale de valeurs, qui fournit f(C) entemps onstant pour haque C ∈ C(G).Résultat : Une partition en liques {C1, C2, . . . Ck} qui minimise∑k

i=1 f(Ci).Nous formulons [PCliqBathGen℄ par un programme linéaire en nombres entiers etplus préisément omme un problème de partition.
min fTy(4.2) (i) ∑

C∋v

yC = 1 pour tout v ∈ V(ii)
yC ∈ {0, 1} pour tout C ∈ C(G)(iii)Dans la plupart des appliations, f est non-négative et non-déroissante. Dans eas, on peut à loisir relaxer les ontraintes (4.2)(ii) en∑C∋v yC ≥ 1 et les ontraintes(4.2)(iii) en yC ∈ N sans hanger la valeur de l'optimum de (4.2). En e�et, si yest une solution de e programme relaxé, on peut réa�eter yA := 1 pour tout

A ∈ C(G) tel que yA > 1. La solution reste réalisable et puisque f est non-négative,la valeur objetif n'augmente pas. Ensuite, si yA = yB = 1, ave A,B ∈ C(G) telsque A ∩ B 6= ∅ alors B \ A est enore une lique de G et nous pouvons réa�eter
yB := 0 et yB\A := 1. La solution reste réalisable et puisque f est non-déroissante,la valeur objetif n'augmente pas.



L'éonomie d'éhelle : une problématique transversale 1914.1.4 Le problème dual : jeux à oopération restreinteIndépendamment des propriétés de f , on peut relaxer les ontraintes (4.2)(iii) en
yC ∈ N, ar les ontraintes (4.2)(ii) impliquent que l'ensemble des solutions estinhangé. Après ette tranformation, le dual de la relaxation linéaire de (4.2) estdon de maximiser 1

Tx sujet à :(4.3) ∑
v∋C

xv ≤ f(C) pour tout C ∈ C(G)Si f est non-négative et non-déroissante, on peut relaxer (4.2), sans hanger lavaleur objetif de la manière suivante :
min fTy(4.4) (i) ∑

C∈v

yC ≥ 1 pour tout v ∈ V(ii)
yC ∈ N pour tout C ∈ C(G)(iii)Le dual de la relaxation linéaire de (4.4) est de maximiser 1

Tx sujet à :
∑

v∈C

xv ≤ f(C) pour tout C ∈ C(G)(4.5) (i)
xv ≥ 0 pour tout v ∈ V (G)(ii)Si G est parfait et f ≡ 1, (4.5) est TDI. Aussi, si G est omplet et f est sous-modulaire (4.3) est box-TDI. Dans les deux as, on obtient don une formule min-max pour [PCliqBathGen℄ à partir de la relaxation linéaire de (4.2). Dans laSetion 4.2, nous explorons d'autres paires (G, f) pour lesquelles le système (4.3)a de bonnes propriétés d'intégralité.Le système (4.5) peut être interprété en théorie des jeux oopératifs dans le adred'une oopération restreinte : seuls les ensembles de joueurs qui induisent unelique peuvent oopérer (ou de manière équivalente, la valeur d'une oalition quin'induit pas une lique est +∞). Une répartition des oûts x ∈ RV est don stablesi et seulement si elle respete les ontraintes (4.3). Si le oeur de la fontion fest vide dès que G n'est pas une lique (ar alors f(V ) = +∞), le système (4.3)est pourtant TDI dans de nombreux as où G n'est pas une lique. Comme nousl'avons argumenté dans les Setions (1.4.1.4) et (1.4.1.5), la stabilité (au sens de



192 Bathes ave éonomie d'éhellela théorie des jeux) des solutions du système (4.3) lorsque elui-i est TDI inite àétudier les as dans lesquels les tronations sous-additives et totalement-équilibréesde f sont égales (plut�t que le simple sous-as où f est totalement-équilibrée).4.1.5 Tronation sous-additive d'une fontion partielleDans ette setion, nous assoions deux fontions auxiliaires à f dé�nies sur P(V ) :la tronation sous-additive et la tronation totalement-équilibrée. Nous expliquonspourquoi l'égalité de es tronations est fondamentale aussi bien en théorie des jeuxoopératifs qu'en ombinatoire polyédrale. Nous supposons que f : C(G) → R estnon-négative et non-déroissante3.Pour U ⊆ V , nous notons f̂G(U) le oût minimum d'une partition en liques de
G[U ] :(4.6) f̂G(U) := min{

∑

P∈P

f(P ) | P est une partition de G[U ] en liques}De manière équivalente, on peut onsidérer l'extension f ′ : P(V )→ R ∪ {+∞} de
f telle que f ′(U) := f(U) pour U ∈ E et f ′(U) := +∞ pour U /∈ E .(4.7) f̂ ′(U) := min{

∑

P∈P

f ′(P ) | P est une partition de U en ensembles non-vides}Clairement, f̂G(U) = f̂ ′(U) pour tout U ⊆ V . D'après la Proposition 1.40, f̂ ′ estla plus grande fontion sous-additive inférieure ou égale à f ′, 'est pourquoi nousl'appelons la tronation sous-additive de fG. De manière similaire, pour U ⊆ V , onnote f(U) le oût minimum d'une partition frationnaire de G[U ] en liques.(4.8)
fG(U) := min{

∑

P∈P

f(P ) | P est une partition frationnaire de G[U ] en liques}Clairement, on a aussi fG = f ′. D'après la Proposition 1.39, f ′ est la plus grandefontion totalement-équilibrée inférieure ou égale à f ′, 'est pourquoi nous l'appe-lons la tronation totalement-équilibrée de fG.Du point de vue de la omplexité algorithmique, la question adressée par e hapitreest la di�ulté du alul de f̂G(V ) = χ(G, f). La question adressée habituellementpar la ombinatoire polyédrale est de déterminer pour quelles paires (G, f) le sys-tème (4.3) est TDI ou box-TDI. Une autre question naturelle est de déterminer3Supprimer es hypothèses néessiterait probablement un examen minutieux et sûrement desdé�nitions plus générales qui ompliquent l'interprétation en termes de théorie des jeux. D'autrepart, omme nous l'avons vu dans la Setion 1.4.1.3, traiter parallèlement les résultats pour Bfet EBf mène plut�t à des lourdeurs qu'à une meilleure ompréhension.



Suès et limites de l'approhe jeux oopératifs 193les as où le oût minimum d'une partition de G en liques est égal à max1
Txsujet à (4.3)(x n'étant pas néessairement entier). En e�et, ela semble mener àune bonne aratérisation pour le problème [PCliqBathGen℄. Cependant, mêmedans le as où f = 1, ela ne donne pas une bonne aratérisation puisque 'estéquivalent à l'égalité χ(G) = χ∗(G) (Proposition 1.45). Demander l'égalité pourtout sous-graphe induit est don une question naturelle à la fois en ombinatoirepolyédrale et en théorie des jeux oopératifs :Remarque 4.3 Soit G un graphe et f : C(G)→ R+ non déroissante. Les ondi-tions suivantes sont équivalentes :� χ(H, f) = max1

Tx sujet à (4.5) pour tout sous-graphe induit H de G,� Les tronations sous-additive f̂G et totalement équilibrée fG de f sont égales.4.2 Suès et limites de l'approhe jeux oopératifsDans ette setion, nous étudions plusieurs lasses de fontions. Pour haque lasse
F , nous herhons à determiner les graphes G pour lesquels le système (4.3) donneune formule min-max pour le oût minimum χ(G, f) d'une partition de G en liquespour tout f ∈ F . Le Théorème type que nous visons est illustré dans la Propo-sition 4.4. Il s'agit d'une équivalene entre des propriétés de théorie des grapheset des propriétés polyédrales liées à la lasse F onsidérée. L'équivalene se basesur la onstrution d'une haîne d'impliations qui met en sandwih des propriétéspolyédrales entre des propriétés relevant de la théorie des graphes. Le pas di�ile(lorsqu'il est possible), onsiste à bouler la haîne d'impliations à l'aide d'uneméthode de théorie des graphes. Idéalement don, la première ondition est detype déomposition et la dernière est de type sous-graphe exlus4. Nous disutonsquelques lasses de fontions F relativement naturelles, qui pourraient mener àdes lasses de graphes intéressantes. Malheureusement, dans la plupart des as, lesrésultats sont largement inahevés et nous ne pouvons pas enore ne serait-e queformuler de onjetures raisonnables.L'intérêt des résultats disutés dans la Setion 4.2 repose en partie sur le fait quepour ertaines lasses de fontions F , on a pour tout graphe G :

f̂G = fG pour tout f ∈ F ⇐⇒ (4.5) est TDI pour tout f ∈ FL'équivalene de es deux propriétés a par exemple lieu pour la lasse F = {1}4C'est le shéma que semble avoir tenté d'appliquer Paul Seymour pour plusieurs des preuvesmonumentales auxquelles il a ontribué (matries TTU [128℄, hypergraphes binaires Menge-riens [129℄, graphes parfaits). On a parfois tendane à mentionner (i.e. dans les enseignements) egenre de aratérisation seulement sous l'angle des obstrutions (graphes parfaits, hypergraphesMengériens) ou seulement sous l'angle des déompositions (matrie TTU), alors que les deuxpoints de vue sont largement omplémentaires.



194 Bathes ave éonomie d'éhelleet ela aratérise les graphes parfaits (Corollaire 1.46 page 65, et Théorème 2.4page 101).4.2.1 Fontions quelonques et graphes bipartisDans ette setion, nous observons que les graphes bipartis sont intimement liés àla lasse des fontions quelonques.Proposition 4.4 Soit G un graphe, les onditions suivantes sont équivalentes :i) G est biparti,ii) La matrie des ontraintes du système (4.3) est TTU,iii) (4.3) est box-TDI pour tout f : C(G)→ R,iv) f̂G = fG pour tout f : C(G)→ {0, 1, 2} non-déroissante,v) G n'a pas de yle impair (induit).Preuve v) ⇐⇒ i)⇐⇒ ii) voir [129℄.
i) =⇒ ii) La matrie d'inidene sommets-arêtes d'un graphe biparti est totale-ment unimodulaire [129℄. L'ensemble des liques d'un graphe biparti étant égalà l'ensemble de ses arêtes plus l'ensemble de ses sommets, la matrie d'inidenesommets-liques est elle aussi totalement unimodulaire.
ii) =⇒ iii) Voir Théorème 1.22 page 44.
iii) =⇒ iv) est trivial.
iv) =⇒ v) Supposons que G ontienne un yle impair Cn. Considérons la fontion
fn dé�nie sur les liques de Cn par(4.9) f(U) :=






0 si U = ∅
1 si U est une lique de taille 1 ou 2
2 si U = K3Le fontion f est dé�nie pour haque lique K de G par f(K) := fn(Cn ∩K). Ona alors que max{1Tx | x satisfait (4.3)} = n/2 est atteint par x = 1/2× 1V (Cn). 2De plus, dans les graphes bipartis, [PCliqBathGen℄ est équivalent à trouver unouplage de poids maximum (en donnant le poids f({u}) + f({v}) − f({u, v}) àl'arête (uv)). Plus généralement, on peut énoné un résultat qui a été publié tantde fois qu'il serait fastidieux de le réditer à un groupe d'auteurs :Proposition 4.5 (Folklore) Soit G = ((A,B), E) un graphe biparti, f : E ∪A∪

B → N et w : A∪B → N. Alors le oût minimum d'une w-ouverture de A∪B pardes liques est égal au maximum de wTx sujet à (4.5). Une ouverture en liquesde oût minimum est équivalente à trouver un w-ouplage de poids maximum pourla pondération f({u}) + f({v})− f({u, v}) assoiée à haque arête (uv).



Suès et limites de l'approhe jeux oopératifs 195Preuve La formule min-max est une simple reformulation de la propriété TDI dusystème (4.5). Montrons la rédution au problème du c-ouplage de poids maxi-mum. Un ensemble de liques qui ouvre w(v) fois haque sommet peut être vuomme une fontion y : A ∪ B ∪ E → N qui satisfait
yv +

∑

e∋v

ye = w(v) pour tout v ∈ A ∪ BAutrement dit, on a yv = w(v)−∑e∋v ye pour tout v. Une w-ouverture s'exprimedon indépendamment des variables yv pour v ∈ A ∪ B. De plus yv ≥ 0 si etseulement si ∑e∋v ye ≤ w(v) 'est-à-dire si y est un w-ouplage. En hoisissant lespoids annonés pour les arêtes, on a que le poids de toute w-ouverture y plus lepoids du w-ouplage dé�ni par y est onstant (∑a∈A w(a)f(a) +
∑

b∈B w(b)f(b)).En e�et, le oût d'une w-ouverture est
∑

a∈A

yaf(a) +
∑

b∈B

ybf(b) +
∑

e∈E

yef(e)

=
∑

a∈A

(
w(a)−

∑

e∋a

ye

)
f(a) +

∑

b∈B

(
w(b)−

∑

e∋b

ye

)
f(b) +

∑

e∈E

yef(e)

=

(
∑

a∈A

w(a)f(a) +
∑

b∈B

w(b)f(b)

)
+
∑

ab∈E

(f(ab)− f(a)− f(b)) yab

24.2.2 Fontions sous-modulaires et line-graphes de bipartisDans ette setion, nous étudions la lasse des fontions sous-modulaires. Si lesline-graphes de multi-graphes bipartis jouent un r�le fondamental relativement àette lasse de fontions, quelques graphes exotiques se omportent bien vis-à-vis dusystème (4.3). A défaut de aratériser es graphes, nous o�rons une liste (que nousonjeturons omplète) de graphes pour lesquels (4.3) n'a pas de bonnes propriétésd'intégralité.4.2.2.1 Fontion sous-modulaire sur une famille héréditaireProposition 4.6 Soit E une famille héréditaire sur V et f : E → R. Les onditionssuivantes sont équivalentes :i) Il existe g : P(V ) → R sous-modulaire telle que f(A) = g(A) pour tout
A ∈ E .ii) f(S ∩ T )+ f(S ∩T ) ≤ f(S)+ f(T ) pour tous S, T ⊆ V tels que (S ∪ T ) ∈ E .



196 Bathes ave éonomie d'éhelleiii) f(S) ≤ f(S − t) + f(S − u)− f(S − t− u) pour tous S ⊆ E et t 6= u ∈ S.Preuve i) =⇒ ii) : Si g est une extension sous-modulaire de f , alors g véri�e enpartiulier la ondition de sous-modularité sur les paires (S, T ) dont l'union estdans E .ii) =⇒ iii) : Appliquer ii) aux ensembles S + t et S + u.iii) =⇒ i) : S.p.d.g. f est dé�nie sur tous les singletons de V (sinon, en prenantune valeur quelonque, par exemple f(s) := 0, iii) reste véri�ée). Dé�nissons unefontion f ′ de la manière suivante. Soit < une extension linéaire de l'ordre ⊆ sur
P(V ), telle que E soit un idéal inférieur de (E , <). Dé�nissons les valeurs de f ′réursivement selon l'ordre <.(4.10)
f ′(S) :=

{
f(S) si |S| ≤ 1
min{f(S),mint6=u∈S{f ′(S − t) + f ′(S − u)− f ′(S − t− u)}} sinonD'après le Théorème 1.1 page 19, pour toute fontion f , la fontion f ′ est unefontion sous-modulaire5. Par ailleurs, si f véri�e iii), on a f ′(S) = f(S) pour tout

S ∈ E , don f ′ est une extension de f . 2Si E est une famille héréditaire, une fontion f : E → R est sous-modulaire (sur
E) si elle véri�e les onditions de la Proposition 4.6.4.2.2.2 Les line-graphes de bipartisNous montrons que le système (4.3) est TDAU dans le as où G est un line-graphede multigraphe biparti et f est une fontion sous-modulaire. En fait nous mon-trons un peu plus, de sorte que, par analogie ave les �ots sous-modulaires ([129℄,Chapitre 60), on pourrait quali�er les objets ombinatoires dé�nis dans le Théo-rème 4.7 de ouplages sous-modulaires (bipartis)6. La Setion 1.3.3.5 ontientdes prérequis pour la preuve du Théorème 4.7.Théorème 4.7 Soit G = ((A,B), E) un multigraphe biparti et pour tout v ∈ V :=
A∪B, soit fv une fontion sous-modulaire sur l'ensemble δ(v) des arêtes inidentesà v. Alors le système suivant est TDAU (et don box-TDI) :

x(U) ≤ fv(U) pour tout v ∈ V et tout U ⊆ δ(v)(4.11)5Une onstrution équivalente a été donnée par Edmonds pour assoier une fontion sous-modulaire à toute fontion d'ensemble [129℄ page 784.6Le as non-biparti, (aussi appelé �mathoid�, f. [129℄ page 765) donne lieu à un problèmeNP-dur.



Suès et limites de l'approhe jeux oopératifs 197Notons que le Théorème 4.7 ontient le Théorème 1.31 (et don le théorème d'in-tersetion des polymatroïdes) qui orrespond au as où A = {a} et B = {b} (et Ene ontient que des arêtes parallèles entre a et b). Nous donnons une idée de preuvepour le Théorème 4.7 en le réduisant au Théorème 1.31. Nous donnons ensuite unepreuve plus standard.Idée de preuve Soit fA la fontion d'ensemble sur E dé�nie pour F ⊆ E par :(4.12) fA(F ) :=
∑

a∈A

fa(δ(a) ∩ F )Dé�nissons fB de manière analogue. Notons que fA et fB sont des fontions sous-modulaires (omme somme de fontions sous-modulaires). D'après le Théorème 1.31page 53, le système suivant est don box-TDI :
x(F ) ≤ fA(F ) pour tout F ∈ P(E)\∅(4.13)(i)
x(F ) ≤ fB(F ) pour tout F ∈ P(E)\∅(ii)Comme les inégalités (4.13) s'érivent omme sommes à oe�ients entiers desinégalités de (4.11), e dernier système est lui aussi box-TDI (et les deux systèmesdé�nissent le même polyèdre). 2Nous donnons un shéma de démonstration plus détaillé pour le Théorème 4.7.Preuve Soit w : E → R et y une solution duale optimale de la maximisation de

1
Tx sur (4.11). Déroisons y en y∗ sur haque δ(v), indépendamment pour haque
v ∈ A ∪ B. D'après [129℄, Théorème 48.1, on peut hoisir y∗ tel que les sous-ensembles de δ(v) orrespondants aux omposantes non-nulles de la restrition de
y∗ à δ(v) forme une famille laminaire (de sous-ensembles d'arêtes de δ(v)). L'unionsur v ∈ A de es variables atives forme enore une famille laminaire (et il en vade même pour l'union sur v ∈ B). Les variables atives de y∗ peuvent don êtreérite omme l'union de deux familles laminaires, dont la matrie d'inidene estTTU d'après [129℄, Théorème 41.11. Le système (4.11) est don TDAU (et donbox-TDI d'après [129℄, Théorème 5.35). 24.2.2.3 Obstrutions pour les graphes sous-modulairement parfaitsDans ette setion nous étudions les graphes �qui se omportent bien� vis-à-visdes fontions sous-modulaires. Des exemples de tels graphes sont les bipartis, leursline-graphes ainsi que la fermeture par sommet d'artiulation de es deux lasses.Nous donnons une liste d'obstrutions à la �perfetion sous-modulaire�. Les résul-tats sont enore trop épars pour motiver une dé�nition formelle de ette notion.Nous regroupons plut�t sous e nom les di�érentes notions que l'on peut dé�nirpar l'intégralité du système (4.3). Un des espoirs est que es di�érentes notions



198 Bathes ave éonomie d'éhellen'en donnent qu'une seule. Nous présentons quelques graphes pour lesquels le sys-tème (4.3) ne donne pas une formule min-max pour ertains oûts sous-modulaires(Figures 4.2, 4.3 et 4.4).Remarque 4.8 La lasse des graphes pour lesquels le système (4.3) est TDAUpour tout f sous-modulaire est fermée par sommet d'artiulation. 2
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MFigure 4.2 � Graphe G et matroïde graphiqueM sur un même ensemble à 5 élé-ments. Une ouverture frationnaire optimale est donnée par 1/2×({b}+{a, b, c}+
{c, d} + {a, d, e}+ {e}) de oût 7/2 ({a, b, c} et {a, d, e} ont rang 2 dansM). Unempilement frationnaire optimal est donné par xb = xe = 1 et xa = xc = xd = 1/2
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M = M(K4)Figure 4.3 � Représentation par intervalles de deux graphes trivialement parfaits
G1 et G2 (qui di�èrent seulement par le fait que c est adjaent ou non à g) etun matroïdeM = M(K4) sur un même ensemble à 6 éléments. Dans G1 ommedans G2, max1

Tx sujet à (4.5) est atteint par xa = xb = xc = 1/2 et xd = xe =
xg = 1. Une ouverture frationnaire optimale est donnée par yC = 1/2 pour
C ∈ {{a, b, g}, {a, c, e}, {b, c, d}, {d}, {e}, {g}} et yC = 0 sinon.
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GFigure 4.4 � Graphe G dont la partition frationnaire yC = 1/2 pour C ∈

{{a, b, g}, {a, c, e}, {b, c, d}, {d}, {e}, {g}} et yC = 0 sinon est optimale pour lafontion f de (4.14). Le oût de la partition est 17/2. Un empilement fration-naire optimal est donné par xa = xb = 7/4 et xc = xd = 5/4 et xe = 5/2

(4.14) f(K) :=






2 si K ∈ {{a}, {b}, {c}, {d}}
3 si K ∈ {{e}, {a, c}, {b, d}}
4 si K ∈ {{a, b}, {c, d}}
5 si K ∈ {{a, e}, {b, e}, {c, e}, {d, e}, {c, d, e}}
6 si K ∈ {{a, b, e}, {a, c, e}, {b, d, e}}4.2.2.4 Obstrutions à la max-perfetionDans ette Setion, nous présentons trois graphes pour lesquels le système (4.4)ne donne pas une formule min-max pour le as des fontions de oût max-bath(Figures 4.5, 4.6 et 4.7).
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GFigure 4.5 � Soit p(a) = p(b) = p(c) = 2, p(d) = p(e) = p(g) = 1 et f la fontionmax-bath dé�nie par p. Une solution optimale pour la relaxation linéaire de (4.5)est donnée par yC = 1/2 si C ∈ {{d},{e},{g},{a, b, g},{a, c, e},{b, c, d}} et yC = 0sinon. Le oût de la partition est 9/2. L'optimalité peut être prouvée à l'aide d'un
x qui maximise 1

Tx sous les ontraintes (4.5), par exemple, xa = xb = xc := 1/2et xd = xe = xg := 1.
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p(g) = 1 p(b) = 2 p(a) = 3

p(c) = 1 p(d) = 1

p(e) = 2 p(h) = 1Figure 4.6 � Soit f la fontion max-bath dé�nie par p. Une solution opti-male pour la relaxation linéaire de (4.5) est donnée par yC = 1/2 si C ∈
{{g},{b, g},{a, b, c},{a, d, e},{c, d},{e, h}, {h}} et yC = 0 sinon. Le oût de lapartition est 13/2. L'optimalité peut être prouvée à l'aide d'un x qui maximise
1

Tx sous les ontraintes (4.5), par exemple, xa = 3/2, xc = xd := 1/2 et
xb = xe = xg = xh := 1.
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b bb b b b

p(a) = 2 p(b) = 1 p(c) = 1 p(d) = 1 p(e) = 1 p(g) = 2

GFigure 4.7 � Soit f la fontion max-bath dé�nie par p. Une solution opti-male pour la relaxation linéaire de (4.5) est donnée par yC = 1/2 si C ∈
{{a, c, g}, {a, d, g}, {b, e}, {c, e}, {b, d}} et yC = 0 sinon. Le oût de la partitionest 7/2. L'optimalité peut être prouvée à l'aide d'un x qui maximise 1

Tx sous lesontraintes (4.5), par exemple, xa = 1, xb = xc = xd = xe = xg = 1/2.4.3 Approhes �lassiques� pour [PCliqBathGen℄Dans ette setion nous attaquons [PCliqBathGen℄ par un autre angle que laborne (4.4). Nous ommençons par donner quelques limites imposées par la om-plexité algorithmique (Setion 4.3.1). Le résultat prinipal de la Setion 4.3 est unalgorithme de programmation dynamique qui permet de résoudre [PCliqBathGen℄sur les graphes d'intervalles quand on se restreint aux oûts valeur-polymatroïdaux(Setion 4.3.2).
4.3.1 Complexité de [PCliqBathGen℄ pour des oûts valeur-polymatroïdauxDans ette setion, nous mentionnons quelques résultats de omplexité pour [PCli-qBathGen℄ restreint à quelques lasses de fontions valeurs polymatroïdaux etquelques lasses de graphes. Les di�érents résultats de NP-omplétude disréditentd'éventuelles tentatives pour étendre les résultats de polynomialité disutés dansla Setion 4.3.2.Mis-à-part les oûts dé�nis par un TSP enrainé sur un réseau en arbre, les lassesde fontions onsidérées sont toutes �valeur-polymatroïdales� et dé�nies dans laSetion 2.4.1.



202 Bathes ave éonomie d'éhelle4.3.1.1 MaximumLa restrition de [PCliqBathGen℄ aux fontions max-bath, a fait l'objet de plu-sieurs artiles. Le problème orrespondant de oloration sur le graphe omplémen-taire est aussi appelé �max-oloring�. Nous y référons par [MaxColor℄. Un trai-tement plus détaillé et d'autres référenes sont présentées dans [70℄ (en partiu-lier pour l'approximabilité). [MaxColor℄ est fortement NP-omplet sur les splitgraphes [65, 27℄, sur les graphes bipartis [65℄ et sur les graphes d'intervalles [71℄.De plus, [MaxColor℄ est polynomial sur les graphes sans-P4 [65℄ et les omplémentsde graphes d'intervalles [76, 68, 14℄. Notons �nalement que [MaxColor℄ admet unPTAS sur les split graphes et les arbres (pour lesquels l'appartenane à P ou àNPC est ouverte) [70℄.4.3.1.2 Fontion ardinale tronquée et q-oloration partielleSoit q ∈ N. Considérons [PCliqBathGen℄ restreint aux oûts dé�nis pour haquelique K par f(K) := min{|K|, q}. Un oût f de e type est ardinal tronqué.[PCliqBathGen℄ restreint aux oût ardinaux tronqués intervient dans la relationde Greene-Kleitman qui donne la ardinalité maximum de l'union de q stables pourertains graphes (voir le problème de la oloration partielle [ColPart℄, Setion 5.2).Bien que [ColPart℄ soit NP-omplet dans les split graphes [138℄,Remarque 4.9 Le problème [PCliqBathGen℄ est polynomial si on se restreint auxoûts ardinaux tronqués et aux split graphes.Idée de preuve Si q = 1, le problème est équivalent à trouver χ(G). Sinon, toutepartition des sommets dont une lasse est omposée d'une lique de ardinalitémaximum et haun des autres sommets est dans une lasse partiulière est opti-male. 2La simpliité de ette remarque nous pousse à demander pour quelles lasses degraphes [PCliqBathGen℄ restreint aux oûts ardinaux tronqués est polynomial.Par ailleurs, n'y aurait-il pas une formule min-max simple pour e problème (autreque la formule de Greene-Kleitman) ?4.3.1.3 Fontion taille-dé�nie onaveComme nous l'avons vu, e type de oût s'exprime omme somme de fontionsardinales tronquées. Pour e type de oûts ependant, [PCliqBathGen℄ est NP-dur dans les split graphes [84℄.



Approhes �lassiques� pour [PCliqBathGen℄ 2034.3.1.4 Probabilités indépendantes[PCliqBathGen℄ restreint aux oûts probabilistes est fortement NP-omplet dansles split graphes [64℄. Plus de référenes sont proposées dans [70℄.4.3.1.5 Entropie ChromatiqueSoit p : V → [0, 1] et pour U ⊆ V , posons
cU :=

∑

u∈U

p(u)(4.15)
f ′(U) := −cU log(cU).(4.16)Si cV = 1, f ′ est une fontion d'entropie hromatique. Bien que f ′ ne soit pasvaleur-polymatroïdale (elle n'est pas non-déroissante), la fontion f := f ′ + cest valeur-polymatroïdale, e qui déoule de la onavité de la fontion x 7→ x −

x log(x) [4℄. Puisque pour toute partition en liques V = K1 ∪ · · · ∪ Kk, on a∑
i f(Ki) =

∑
i f

′(Ki)+c(V ), les deux fontions f ′ et f donnent les même partitionsoptimales.[PCliqBathGen℄ restreint à e type de oût est étudié dans [4, 41℄ et est fortementNP-omplet sur les ompléments de graphes d'intervalles [41℄.4.3.2 Programmation dynamique sur les graphes d'intervallesDans ette Setion, nous montrons que [PCliqBathGen℄ restreint aux oûts valeur-polymatroïdaux et aux graphes d'intervalles est Polynomial. En fait, toujours pourles oûts valeur-polymatroïdaux, nous avons montré que et algorithme peut êtreétendu pour trouver une partition en Helly-liques optimum pour les familles d'arsirulaires7 [84℄.L'intérêt de la propriété valeur-polymatroïdale8 est :7Ce qui pourrait avoir des appliations en ordonnanement ylique.8Suite à une disussion ave Maurie Queyranne, une dé�nition un peu plus générale a émergé :une fontion est totalement sous-modulaire s'il existe un ordre total ≻ sur V tel que pour tous
S ≺ T et tout u ∈ V \(T ∪S), on a f(S +u)+ f(T ) ≤ f(S)+ f(T +u). La totale sous-modularitépeut prendre la plae de la valeur-polymatroïdalité dans les Propositions 2.40 et 4.10. Par ailleurs,les oûts dé�nis par l'entropie hromatique (Setion 4.3.1.5) sont totalement sous-modulaires. Latotale sous-modularité met peut-être enore mieux le doigt sur e qui joue un r�le dans la preuvedes Propositions 2.40 et 4.10. La dé�nition de la totale sous-modularité est plus générale, maiselle me semble intuitivement moins laire dans le ontexte de l'éonomie d'éhelle, 'est pourquoij'ai mené la disussion autour des fontions valeur-polymatroïdales.



204 Bathes ave éonomie d'éhelleProposition 4.10 Pour tout graphe G et toute fontion valeur-polymatroïdale fsur V (G), il existe une partition P de oût χ(G, f) dans laquelle un des baths de
P est une lique maximale de G.Preuve Voir Proposition 2.40. 2Dans [76℄, [PCliqBathGen℄ est résolu sur les ompléments de graphes d'intervallesen temps O(n3) pour les fontions de oûts de type maximum. L'algorithme estbasé sur l'observation que (pour tout graphe et tout oût p : V → R+) il existe unepartition en liques optimale dans laquelle un des baths ontenant un sommet deoût maximum est une lique maximale par inlusion. Cela n'est plus vrai pour lesoûts valeur-polymatroïdaux omme le montre l'exemple de la Figure 4.8. Cepen-dant, on peut donner une légère généralisation de l'algorithme proposé dans [76℄,qui donne une solution optimale pour tous les oûts valeur-polymatroïdaux.
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p(a) = 1/2

p(b) = 1/2

p(c) = 1/2

p(d) = 3/8

Figure 4.8 � Soit f le oût probabiliste dé�ni par p. Le sommet d a un oûtmaximum f({d}) = 1 − p(d) = 5/8. Cependant, il n'y a pas de partition enliques optimale dans laquelle d est dans une lique maximale puisque 25/16 =
f({a, b}) + f({c, d}) > χ(G, f) = f({a, b, c}) + f({d}) = 12/8.Théorème 4.11 Pour tout graphe d'intervalles G = (V,E) et toute fontion valeur-polymatroïdale f sur V donnée par un orale de valeur, on peut trouver une parti-tion en liques de G de oût χ(G, f) en temps O(n3).Preuve Soit {Ii = [ai, bi]}i=1,...,n un ensemble d'intervalles représentant le graphe
G. Considérons l'ensemble X des extrémités des intervalles.

= {ai}i=1,...,n ∪ {bi}i=1,...,n = {1, . . . , q}Le sous-problème I(i, j) onsiste en l'ensemble des intervalles omplètementontenus dans l'intervalle fermé [i, j]. Pour toute paire i ≤ j ∈ X, soit F (i, j) :=
χ(G[I(i, j)], f), le oût minimum d'une partition en liques du sous-graphe induit



Approhes �lassiques� pour [PCliqBathGen℄ 205par I(i, j) (par dé�nition, F (i, j) = 0 si I(i, j) = ∅). L'approhe par programma-tion dynamique est basée sur le Lemme 4.12 qui implique que l'on peut séparer leproblème restreint à I(i, j) en deux sous-problèmes.Lemme 4.12 Pour tout i, j ∈ X, il y a une partition en liques optimale de
G[I(i, j)] dans laquelle au moins un des baths induit une lique maximale de
G[I(i, j)].Preuve Diretement à partir de la Proposition 4.10 2Etant donné i < z < j ∈ X, soit Kz

i,j l'ensemble des intervalles de I[i, j] ontenantle point z. Notons que Kz
i,j est une lique pour tout i ≤ z ≤ j ∈ X.Lemme 4.13 Pour toute paire i < j dans X, on a la relation de réurrene sui-vante :(4.17) F (i, j) = min

z∈[i,j]
{f(Kz

i,j) + (F (i, z − 1) + F (z + 1, j))}Preuve D'après le Lemme 4.12, il y a une partition en liques optimale de G[I(i, j)]dan laquelle un des baths est une lique maximaleB∗. Toutes les liques maximalesde G[I(i, j)] sont onsidérées lorsque l'on onsidère le minimum dans (4.17). Don
B∗ = Kz∗

i,j pour un ertain z∗. Etant donné un tel point z∗, tout interval dans
I[i, z∗ − 1] a son extrémité terminale avant l'extrémité initiale de tout intervalledans I[z∗ + 1, j]. Par onséquent, le graphe G(I[i, j]\B∗) se déompose en deuxsous-graphes déonnetés : G(I[xi, z

∗− 1] et G(I[z∗ +1, j]. On peut don résoudreles deux problèmes assoiés à es sous-graphes indépendamment. 2L'algorithme de programmation dynamique part des onditions initiales :
F (i, i) = f(I[i, i]) pour tout i = 1, . . . , qEn appliquant la relation de réurrene (4.17) en augmentant la taille j − i dessous-problèmes, il alule une partition optimale

S(xi, xj) =

{
∅ si I[i, j] = ∅ ;
S(i, z∗ − 1) ∪ B∗ ∪ S(z∗ + 1, j) sinon.La valeur optimale est χ(G, f) = F (1, q) et S(1, q) est une solution optimale.Puisqu'il y a O(q2) = O(n2) sous-problème et O(q) = O(n) valeurs andidates pour

z dans haque sous-problème, l'algorithme de programmation dynamique résout leproblème en temps O(n3). Cela termine la preuve du Théorème 4.11. 2



206 Bathes ave éonomie d'éhelle4.3.3 TSP-enrainé sur un réseau en arbreLes oûts dérits par le TSP sur un graphe enrainé sont dé�nis dans la Se-tion 1.4.2.4. D'après le Théorème 2.28, si le graphe est un arbre, une telle fontionde oût est polymatroïdale (ela est expliqué plus simplement dans la Figure 4.9).L'Exemple 2.3 page 120 illustre toutefois que e type de oût n'est en général pasvaleur-polymatroïdal. En l'ourene, [PCliqBathGen℄ restreint aux graphes d'in-tervalles pour la ompatibilité et aux oûts donnés par un TSP enrainé sur uneétoile est NP-omplet (bien que 2-approximable) [14℄.
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1Figure 4.9 � Un arbre enrainé pondéré par l : E → R. La fontion de oût
GTSP d'un plus ourt tour de Steiner ouvrant U + r est égal 2 fois le oût del'arbre ouvrant U + r. Par exemple, pour U = {a, b, f}, le oût est de 12 et pour
U = {c, d, e, f}, le oût est de 16.[PCliqBathGen℄ restreint aux graphes d'intervalles et oûts donnés par un TSPenrainé sur un arbre a des appliations dans ertains problèmes de tournées devéhiules ave fenêtre de temps (où la longueur l(e) représente le oût du trajet surl'arête e et nous supposons que les temps de transport sont négligeables omparésà la taille des fenêtres [68℄).Une éventuelle propriété d'éhange intéressante de e type de oûts, plus forte que lasous-modularité reste envisageable, e que nous faisons transparaître au travers dela question suivante. Bien que les graphes sans-P4 ne soient pas sous-modulairementparfaits9,Question 4.14 Le système (4.5) est-il TDI pour tout graphe G sans-P4 et toutefontion de oût f dé�nie par un TSP enrainé sur un réseau en arbre ? [PCliq-BathGen℄ est-il polynomial pour e type d'instanes ?9Voir Exemple 4.4, ou enore, 3K2 ave un oût donné par le rang deM(K4).



Pour aller plus loin 2074.4 Pour aller plus loin4.4.1 Une approhe alternative pour [MaxColor℄Les papiers qui étudient [MaxColor℄ se onentrent presque exlusivement sur leslasses de graphes. Certains résultats s'intéressent aussi au nombre de valeurs dif-férentes que prend la fontion p : V → N. Nous illustrons que l'interation entrela struture du graphe et la struture des oûts donne une prise algorithmiquealternative dans ertains as. Cette onlusion est obtenue par le biais d'une a-ratérisation des paires (G, p) pour lesquelles un stable de poids maximum donneune formule min-max pour le oût minimum d'une partition en liques.Dans le problème [PCliqMax℄, si tous les poids sont égaux, on retombe naturelle-ment sur la théorie des graphes parfaits :Proposition 4.15 Si (G, p) est un graphe pondéré et p(v) = p(w) > 0 pour tous
v, w ∈ V (G) alors χ(G[U ], p) = α(G[U ], p) pour tout U ⊆ V si et seulement si Gest parfait. 2D'un autre �té l'inégalité de stable de poids maximum ne donne en général uneformule min-max que pour les graphes sans-P3.Proposition 4.16 Soit G un graphe. On a χ(G, p) = α(G, p) pour tout p : V → Nsi et seulement si G est sans-P3.Preuve Si G ontient un P3, on hoisi p omme dans la Figure 4.1 page 189 et
p = 0 pour les sommets en dehors de e P3. On a alors 4 = χ(G, p) > α(G, p) = 3.La su�sane vient du fait qu'un graphe sans-P3 est une union disjointe de lique(Théorème 2.22). SiG = (V,E) est l'union disjointe de k liques : V = {C1, C2, . . . Ck},onsidérons un sommet si de poids maximum dans haune des liques. Clairementl'ensemble des si forme un stable de poids égal au oût de la partition de V donnéepar G lui-même : (C1, C2, . . . Ck). 2Notons que dans la Figure 4.1, le graphe fait obstrution ar le sommet du milieudu P3 est de oût supérieur aux deux autres. Cet ordre sur les poids est néessairepour faire obstrution, omme le montre la proposition suivante :Proposition 4.17 Soit (G, p) un graphe pondéré tel qu'il existe un ordre simpliialqui étend l'ordre partiel des p déroissant. Alors χ(G[U ], p) = α(G[U ], p) pour tout
U ⊆ V .Preuve Par indution sur le nombre de sommets du graphe. C'est trivial si G a unseul sommet. Soit (G, p) un graphe pondéré, v un sommet simpliial de G qui a unpoids maximum et H = G − N+(v). Comme on peut mettre v et tous es voisinsdans une seule lique, on a :(4.18) χ(G, p) ≤ χ(H, p) + p(v)



208 Bathes ave éonomie d'éhelleComme v est isolé dans H + v, on a :(4.19) α(H, p) + p(v) ≤ α(G, p)Par hypothèse d'indution, χ(H, p) = α(H, p) et don χ(G, p) ≤ α(G, p). On adon χ(G, p) = α(G, p) en utilisant la Proposition 4.2 page 188. 2En fait, la simpliialité de l'ordre des poids déroissants aratérise la validité deette formule min-max :Proposition 4.18 Soit (G, p) un graphe pondéré tel que les oûts soient tous dif-férents et non nuls. Alors χ(G[U ], p) = α(G[U ], p) pour tout U ⊆ V si et seulementsi l'ordre déroissant des p est un ordre simpliial.Preuve Si l'ordre déroissant des p n'est pas simpliial, alors il existe trois sommets
x, y, z tels que xy ∈ E, yz ∈ E, xz /∈ E, p(y) > p(x) > 0 et p(y) > p(z) > 0. On aalors χ(G[{x, y, z}], p) > α(G[{x, y, z}], p) (voir Figure 4.1). 2Nous laissons ouverte la question de aratériser les graphes pondérés pour lesquels
χ(G[U ], p) = α(G[U ], p) pour tout U ⊆ V dans le as général où les p(v) ne sontni tous égaux ni tous di�érents.On peut aussi espérer aller enore plus loin ave ette approhe hybride, en résolvant[PCliqMax℄ ave des outils plus puissants que la borne inférieure donnée par lepoids maximum d'un stable. Par exemple, si l'on onsidère la borne (4.4) donnéepar la théorie des jeux, on pourrait tout aussi bien tirer parti des interationsentre la struture du graphe et l'ordre des oûts10. Avant de laisser de �té espistes prometteuses, notons qu'il serait intéressant de suivre le paradigme de laSetion 2.1.1.1, en étudiant les appliations pour savoir, la struture des graphesmis en jeux est suseptible d'être liée à elle des oûts. Une réponse positive a déjàémergée dans e sens pour le problème [Pintro℄ :Proposition 4.19 [105℄ Dans le as où les intervalles [pv, qv] du graphe de om-patibilité dérivent des temps minimaux (pv) et maximaux (qv) d'opération, l'algo-rithme GAC de la Setion 3.3.1, adapté en onsidérant un ordre déroissantdes pv donne une solution optimale pour toute ontrainte de apaité b.Les ontraintes de temps maximaux d'opération interviennent par exemple dansles appliations de type Hoist Sheduling Problem (HSP).4.4.2 Le polytope des onstellationsDans ette setion, nous proposons une approhe polyédrale pour le problème [PCli-qMax℄ basée sur les onstellations. Cela on�rme la pertinene du lien observé dans10Les graphes des Figures 4.5, 4.6 et 4.7 néessitent des oûts partiuliers pour faire obstrutionau fait que (4.4) donne une formule min-max.



Pour aller plus loin 209la Setion 4.4.1 entre la struture du graphe et la struture des oût. En partiu-lier, nous montrons une rédution de [PCliqMax℄ au problème du stable de poidsmaximum dans un graphe auxiliaire.Soit G = (V,E) un graphe et p : V → R. Pour tout xy ∈ E tels que p(x) ≥ p(y),a�etons le poids w(xy) := p(x) − p(y) à l'arête xy. Informellement, e poidsorrespond à la diminution du oût d'une partition en liques en plaçant y dans lamême lique que x plut�t que tout seul. Plus préisément, si ≺ est une extensionlinéaire de l'ordre non-roissant des p, le oût minimum d'une partition en liquespeut être réinterprété en terme du poids maximum d'une onstellation de (G,≺).Autrement dit,Proposition 4.20 Pour tout graphe G = (V,E), tout p : V → R+ et tout ordretotal ≺ sur V tel que x ≺ y pour tous x, y ∈ V (G) tels que p(x) > p(y),(4.20) ∑
v∈V

p(v) = χ(G, p) + α(D(G,≺, w))où w est la pondération des arêtes mentionnée i-dessus.A notre onnaissane, auune lasse de graphes G n'est onnue pour laquelle etterédution donne un algorithme polynomial pour [PCliqMax℄. Cependant, notonsque les forêts lique-onnetantes ne semblent pas posséder l'expressivité néessairepour modéliser d'autres sous-problèmes de [PCliqBathGen℄ mentionnés dans lesSetions 4.3.1 et 4.3.3. Cela est plut�t une bonne nouvelle si l'on s'intéresse à lapertinene appliative des onstellations relativement au problème [PCliqMax℄.La NP-omplétude de déterminer une onstellation de poids maximum dans lessplit graphes, les ompléments d'intervalles et les ompléments de bipartis dé-oule des résultats disutés dans la Setion 4.3.1.1. Cela implique que le polytopedes onstellations n'est pas désriptible dans es lasses de graphes (à moins queNP=o-NP [129℄, Setion 5.12). Notons ependant que ette preuve de NP-di�ultéde la desription du polytope des onstellation ne tient que si l'on s'intéresse à l'en-semble des ordres possibles sur les sommets. Suite à la disussion menée dans laSetion 4.4.1, il reste envisageable que le polytope des onstellations soit désrip-tible dans les split graphes ou les ompléments d'intervalles, si l'on se restreint àdes ordres sur les sommets �ompatibles ave la struture du graphe�. Mais reve-nons à une problématique dont la solution à ourt terme semble plus tangible :la desription du polytope des onstellations des graphes omplets est enore loind'être triviale11.Finalement, observons que l'approhe par le polytope des onstellations et l'ap-prohe proposée dans la Setion 3.4.7 (pour le problème de la oloration b-bornée)peuvent être ombinées en une approhe ommune pour le problème de la max-oloration b-bornée. Ce dernier problème se réduit don à trouver un indépendant11Tout du moins pour la poignée de spéialistes qui se sont penhés sur la question, 'est-à-dire,Denis Cornaz, Jean Fonlupt et moi-même [48℄.



210 Bathes ave éonomie d'éhellede poids maximum, ommun au graphe des arêtes dépendantes et à un matroïdede partition généralisée.4.4.3 Cardinalité bornée et max-oloration des matroïdesDans ette setion nous disutons le problème de partition de oût minimum avebaths restreint aux indépendants d'un matroïde. Cela ontient les problématiquesassoiées aux ontraintes de ardinalité (qui orrespondent aux matroïdes uni-formes). Nous donnons une borne inférieure sur le oût minimum d'une partitionen indépendants d'un matroïde. Cette borne donne une formule min-max si f estmax-bath dans le as d'un système d'indépendane donné par un matroïde uni-forme. Cette borne n'est ependant pas serrée pour les matroïdes généraux. Enl'ourene, la polynomialité pour les matroïdes généraux semble ouverte si f estmax-bath. D'un autre �té, le problème de partition de oût minimum en indé-pendants est NP-dur pour les matroïdes uniformes même si f est sous-modulaire(et même si f est donnée par un TSP enrainé sur un enrainé).Contrairement aux problèmes traités dans les Chapitres 3 et 5, le Théorème d'uniondes matroïdes ne semble pas permettre de résoudre le problème de partition deoût minimum en indépendants. Cependant, le Théorème de ouverture par desbases (que nous exprimons en terme de partition en indépendants pour des raisonspréisées après) permet de développer une borne inférieure intéressante.Théorème 4.21 (de ouverture d'un matroïde par des bases [129℄) Pour toutmatroïdeM, le nombre minimum d'indépendants qu'il faut pour partitionner V estégal au minimum de(4.21) max
U⊆V

⌈ |U |
r(U)

⌉L'inégalité min ≥ max dans le Théorème 4.21 déoule d'un argument de omptageélémentaire :Ingrédient 4.22 Pour tout hypergraphe héréditaire H = (V, I), le nombre mini-mum d'indépendants néessaire pour partitionner V est supérieur ou égal à
max
U⊆V

⌈ |U |
r(U)

⌉Preuve La ardinalité de l'union de k arêtes de H inluses dans U est inférieure à
kr(U). 2L'ingrédient 4.22 s'exprime aussi par la dualité faible en programmation linéaireen nombre entiers : onsidérons la paire de programmes linéaires duaux (où x ∈ RIet y ∈ RP(V )).
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min 1

Tx(4.22)(i) ∑

I∋v

xI ≥ ⌈|U |/r(U)⌉ pour tout U ⊆ V(ii)
x ≥ 0(iii)
max

∑

U⊆V

⌈|U |/r(U)⌉.yU(4.23)(i)
∑

U | I∩U 6=0

yU ≤ 1 pour tout I ∈ I(ii)
yU ≥ 0(iii)D'après l'Ingrédient 4.22, une solution entière de (4.22) est une ouverture de Vpar des éléments de I. On peut généraliser la borne donnée par ette relaxationlinéaire en remplaçant la fontion de oût 1 par une fontion de oût f 12.Proposition 4.23 Pour tout hypergraphe héréditaire H = (V, I) et toute fontionnon-déroissante f : I → R+, le oût minimum d'une partition de V en indépen-dant est supérieur ou égal à :
max

∑

U⊆V

⌈|U |/r(U)⌉.yU(4.24)(i)
∑

U | I∩U 6=0

yU ≤ f(I) pour tout I ∈ I(ii)
yU ≥ 0(iii)La Proposition 4.24 montre que ette approhe donne une formule min-max dans leas des matroïdes uniformes si f est un oût max-bath. Ce problème de partition,équivalent à un problème d'ordonnanement par baths parallèles ave ontraintesde ardinalité :

B1 | p-bath, b ≤ n |Cmaxpeut être résolu par l'algorithme glouton suivant [33℄.Algorithme glouton pour max-oloring : Considérer les éléments de V dansun ordre déroissant des p. Mettre haque sommet dans la ouleur de plus petitindie possible (en préservant le fait que haque bath est un indépendant).12De manière similaire à e que nous avons fait dans le as des hypergraphes onformes (voir(4.4) page 191).



212 Bathes ave éonomie d'éhelleAlgorithme dual glouton U b
n : Considérer la haîne d'ensembles Ui = {v1, v2, . . . vi}.A�eter la valeur yUn

:= p(n) et yUi
:= p(vi)− p(vi+1) pour i ∈ [1..n− 1].Proposition 4.24 Pour tout matroïde uniforme U b

n et tout p : {1, 2, . . . n} → N,l'algorithme glouton pour max-oloring donne une partition de oût minimum enindépendants et l'algorithme dual glouton donne une solution de (4.24), de mêmevaleur que la partition.Preuve Pour tout hypergraphe héréditaire et toute fontion f non-déroissante lasolution donnée par l'algorithme glouton est réalisable par onstrution. La solutiondonnée par l'algorithme dual glouton est elle aussi toujours une solution réalisablear, pour tout I ∈ I, y(I) = maxv∈Ip(v) ≤ f(I). Puisque les deux solutions sontréalisables, le oût de la partition est supérieur ou égal à ∑U⊆V ⌈|U |/r(U)⌉yU .Nous montrons, que les deux solutions sont égales siM = U b
n et f est max-bath,par indution sur n. Considérons la partition induite en enlevant le sommet (n)de plus petit oût. E�etuons la mise-à-jour duale suivante : yUn

:= 0 et yUn−1
:=

yUn−1
+ p(n) et onsidérons deux as :Cas n 6≡ 1(modb) : Le oût de la partition et la valeur de la solution duale restentinhangées.Cas n ≡ 1(textmodb) : Le oût de la partition ainsi que la valeur de la solutionduale diminuent de p(n).

2La borne inférieure donnée par (4.24) n'est ependant pas serrée pour les matroïdeset les oûts max-bath en général omme le montre la Figure 4.10.
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MFigure 4.10 � Soit f le oût max-bath dé�ni par p(a) = p(b) = p(c) := 2et p(d) = p(e) = p(g) := 1. Le oût minimum d'une partition frationnairerespetant les ontraintes 4.22 ii) est 11/3, obtenu par la solution xI = 1/3pour I ∈ {{a, b, c}, {a, c, d}, {b, c, g}, {a, b, e}, {d, e}, {d, g}, {e, g}} et xI = 0 si-non. Une solution duale (i.e. optimale pour 4.24) est obtenue ave yU = 1/3 pour
U ∈ {{a}, {b}, {c}, {a, b, g}, {b, c, d}, {a, c, e}, {d, e, g}} et yU = 0 sinon.



Pour aller plus loin 213La question de la omplexité de [MaxColor℄ dans les matroïdes reste toutefoisouverte :Question 4.25 Quelle est la omplexité de trouver une partition en indépendantsde oût minimum si l'on se restreint aux oûts max-bath ?Si e problème était polynomial, on pourrait aussi essayer de l'étendre aux oûtsvaleur-polymatroïdaux. Cependant, pour les oûts sous-modulaires, le problème departition en indépendants est NP-dur13.Proposition 4.26 Le problème de partition de oût minimum en indépendants estNP-omplet si l'on se restreint aux matroïdes uniformes et aux oûts donnés par leTSP sur un arbre enrainé.Preuve On réduit [3-Partition℄ à e problème.[3-Partition℄Données : Un ensemble A ayant 3m éléments. Une taille s : A→ N. Une apaité
B ∈ N.Résultat : Existe-t-il une partitionA de A enm ensembles:A = {A1, A2, . . . Am},telle que |Ai| = 3 et ∑a∈Ai

s(a) = B pour tout i.Commentaires : fortement NPC, même si B
4
< s(a) < B

2
pour tout a ∈ A [80℄.Pour une instane de [3-Partition℄, onsidérons le matroïde uniforme de rang Bsur un ensemble de ardinalité mB. Créons ensuite un arbre enrainé dans unefeuille r ave longueurs unitaires sur les arêtes, omme dans la Figure 4.11. Alors[3-Partition℄ a une solution si et seulement s'il existe une tournée de véhiulesenrainée en r ouvrant l'ensemble des feuilles de l'arbre de la Figure 4.11, telleque haque tournée ouvre au plus B sommets, et telle que le oût total de latournée soit 2m(1 + 3 +B). 2La question de l'approximabilité pour e genre de problèmes élémentaires de tour-nées de véhiules semble malheureusement peu étudiée.

13Voir [68℄ pour des appliations plus détaillées et des référenes.
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Figure 4.11 � Une rédution de [3-Partition℄ au problème de partition en indépen-dants dans un matroïde uniforme ave oûts donnés par le TSP enrainé sur unarbre.



Chapitre 5Un objetif pour voir les rayons γ
Le problème de la oloration minimum de G se réduit au problème du stablede poids maximum dans un graphe auxiliaire : G×Kn. L'expressivité de eproblème auxiliaire dépasse largement la oloration lassique et permet demodéliser d'autres problèmes omme Min Color Sum ou la q-oloration par-tielle maximum, mais aussi l'ordonnanement ave dates de disponibilités etd'éhéanes, la oloration par liste et l'extension préolorée. Ces problèmes seréduisent tous à [GOCCP℄ (generalized optimum ost hromati partition) :problème de oloration dans lequel on a seulement hangé la fontion obje-tif (dans tout e hapitre, le temps d'opération d'un bath est unitaire). Nousdérivons les rédutions élémentaires entre es problèmes.La ontrepartie de l'expressivité de ette rédution au problème du stablemaximum dans G × Kn est sa omplexité algorithmique. D'autres rédu-tions moins expressives permettent de traiter plus e�aement ertains sous-problèmes de [GOCCP℄ et de donner une relation min-max pour ertaineslasses de graphes. Nous disutons trois tehniques de e genre.La formule de Greene-Kleitman met en relation la ardinalité maximum del'union de k stables et le oût minimum d'une partition de G en liques (ausens du Chapitre 4) lorsque la fontion de oût est le rang d'un matroïdeuniforme.L'ordonnanement hromatique ave dates d'éhéanes doit satisfaire uneontrainte élémentaire par lique de G. La su�sane de es ontraintes a-ratérise les graphes sans-P4.Etant donné une oloration partielle Q d'un graphe G, l'extension préolo-rée onsiste à trouver une oloration minimum de G qui étend la préolo-ration Q. Cela se réduit à la oloration ordinaire dans un graphe auxiliaire
G/Q onstruit à partir de G en ontratant haque lasse de préouleur enun sommet. Le résultat prinipal de e hapitre est que le graphe G/Q estparfait pour toute a�etation préalable Q de ouleurs si et seulement si Gest le omplément d'un graphe de Meyniel.215



216 Un objetif pour voir les rayons γ
Mots lés : préa�etation, extension préolorée, graphe de Meyniel, ordonnane-ment ave dates déhéanes, graphe sans-P4, q-oloration partielle.Autres objets utilisés : graphe parfait, graphe d'Artemis, min olor sum, opti-mum ost hromati partition (OCCP), liste-oloration, stable maximum.Menu du jour5.1 Objetifs de l'ordonnanement et oloration par liste . 2165.1.1 GOCCP et produit de G ave Kn . . . . . . . . . . . . . 2175.1.2 Sous-problèmes et rédutions . . . . . . . . . . . . . . . 2205.1.3 Quelques résultats de omplexité . . . . . . . . . . . . . 2235.2 Formule de Greene-Kleitman et box-perfetion . . . . 2245.3 Dates déhéanes et graphes sans-P4 . . . . . . . . . . . 2275.4 Extension préolorée sur les o-Meyniel . . . . . . . . . 2295.4.1 Philosophie : les ontraintes de préa�etations . . . . . . 2305.4.2 Contration, PrExt-perfetion et graphes de o-Meyniel 2305.5 Pour aller plus loin . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2385.5.1 Approximabilité de [PrExt℄ et de [ListCol℄ . . . . . . . . 2395.5.2 Extension de préoloration dans les hypergraphes . . . . 240
5.1 Objetifs de l'ordonnanement et oloration parlisteDans ette setion, nous présentons les problèmes d'ordonnanement hromatiqueque l'on peut formuler à partir du problème de oloration lassique simplementen hangeant la fontion objetif. Nous présentons le problème [GOCCP℄ et mon-trons l'équivalene ave le problème du stable de poids maximum dans G × Kn(Setion 5.1.1). Les problèmes que nous étudions dans e hapitre sont des sous-problèmes de [GOCCP℄. Conevoir es problèmes omme des restritions de [GOCCP℄permet d'exhiber failement ertaines rédutions polynomiales (Setion 5.1.2). Cesrédutions permettent de s'orienter dans les nombreux résultats de omplexitéonnus pour es problèmes. Nous survolons es résultats de omplexité pour quelqueslasses de graphes parfaits (Setion 5.1.3).



Objetifs de l'ordonnanement et oloration par liste 2175.1.1 GOCCP et produit de G ave KnDans ette setion, nous dérivons une rédution du problème de la olorationminimum au problème du stable de ardinalité maximum dans un graphe auxi-liaire : G ×Kn. Nous présentons ensuite le problème [GOCCP℄ et montrons qu'ilest équivalent au problème du stable de poids maximum dans G×Kn.Soit G1 = (V1, E1) et G2 = (V2, E2) deux graphes simples. Le produit artésiende G1 par G2 (illustré dans la Figure 5.1), est le graphe G1 × G2 = (V1 × V2, E
′)tel que ((v1, v2), (w1, w2)) ∈ E ′ si et seulement si(5.1) (v1 = w1 et (v2, w2) ∈ E2) ou ((v1, w1) ∈ E1 et v2 = w2)
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Figure 5.1 � Produit de P3 ave K4.La Proposition 5.1 met les olorations de G en orrespondane ave les stablesde G × Kn. On parle ii de oloration au sens strit du terme, 'est-à-dire, unenumérotation des sommets (et non une partition en stables, qui est une notionmoins �ne à ause des permutations sur les ouleurs).Proposition 5.1 [17, 18℄ Soit G = (V,E) un graphe et k ∈ N. L'ensemble des k-olorations partielles de G est en bijetion ave les stables de G×Kk. En partiulier,
χ(G) = min{k |α(G×Kk) = |V (G)|}. De plus, la ardinalité maximum αq(G) d'unsous-graphe q-olorable de G est égal à α(G×Kq).Idée de preuve S ⊆ V (G)× V (Kk) est un stable de G×Kk si et seulement sii) S ne ontient pas plus d'un sommet par ligne,ii) La restrition de S à haque olonne est un stable.



218 Un objetif pour voir les rayons γLa première ondition équivaut au fait que haque sommet est olorié au plus unefois. La deuxième ondition traduit le fait que haque olonne (qui orrespond àune lasse de ouleur) induit un stable de G. 2Nous observons maintenant que la Proposition 5.1 permet une grande expressivitépour modéliser les problèmes d'ordonnanement hromatique, en pondérant lessommets deG×Kn et en herhant un stable de poids maximum. La Proposition 5.2montre de plus que ette rédution de la oloration au problème du stable maximumpeut servir de dé�nition au problème [GOCCP℄ i-dessous.[GOCCP℄ Generalized Optimum Cost Chromati PartitionDonnées : Un graphe G, un entier k ≥ χ(G) et une fontion de oût f : V ×
[1..k]→ NRésultat : Une k-oloration {S1, S2, . . . Sk} de G.Mesure : ∑

v∈V fv(Cv), à minimiser.Dans [GOCCP℄, fv(t) est le oût de plaer le sommet v dans la t-ème ouleur et
Cv est la notation en ordonnanement pour désigner la ouleur du sommet v (voirFigure 5.2).
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Figure 5.2 � Produit d'un paw ave K4. Les 4-olorations de G sont en bijetionave les stables de G×K4.Nous montrons maintenant l'équivalene entre [GOCCP℄ et le problème du stable



Objetifs de l'ordonnanement et oloration par liste 219de poids maximum dans G×Kn.Proposition 5.2 Soit G une lasse de graphes. [GOCCP℄ sur G est polynomiale-ment équivalent au problème du stable de poids maximum sur la lasse des graphes
{G×Kt |G ∈ G, t ≥ χ(G)}.Preuve Soit G un graphe, k ≥ χ(G) et f : V × [1..k] → N une instane de[GOCCP℄. Soit [GOCCP ](G, f) le oût minimum d'une k-oloration de G, B unmajorant des valeurs de f et α(G,B − f) le poids maximum d'un stable dans legraphe G×Kt pondéré ave les valeurs de B − f . On a

B × |V | = [GOCCP ](G, f) + α(G×Kt, B − f)Réiproquement, une pondération f2 des sommets de G×Kk dé�nit une instanede [GOCCP℄ en onsidérant le oût B − f2 pour [GOCCP℄ où B est un majorantdes valeurs de f2. 2L'intérêt d'érire les olorations (partielles) de G omme les stables de G × Kqapparaît lorsque l'on sait résoudre le problème du stable (de poids) maximum poures graphes dans G×Kq. La perfetion de G×Kq pour q ≥ 3 aratérise les graphestriangulés sans-diamant (Théorème 2.25) et la perfetion de G×K2 aratérise lesgraphes de parité (Théorème 2.24). S'il est futile de demander quand G × Knest sans-K1,3 (e qui est équivalent au fait que G soit sans-P3), l'appartenane àd'autres lasses de graphes pourrait être intéressante et donner de nouveaux as depolynomialité de [GOCCP℄.Question 5.3 Quelle est la lasse des graphes G tels que G × Kq est h-parfait(pour q ≥ 2) ?Une motivation derrière ette question est que si G est sans roue impaire (i.e. untrou impair ave un sommet universel) alors G×Kn l'est aussi. Il ne semble donpas évident de générer des graphes G×Kq qui ne soient pas h-parfait si G est h-parfait. Le Théorème 5.10 indique ependant que G×Kq n'est pas h-parfait mêmesi G est un graphe parfait très simple. Notre méonnaissane des obstrutions àla h-perfetion nous dissuade don d'étudier diretement la Question 5.3. Nousproposons toutefois :Question 5.4 Est-e que G×Kq est h-parfait pour tout q ∈ N si G est un grapheséries-parallèles ?La Question 5.4 est motivée par les faits suivants :� Les graphes séries-parallèles sont t-parfaits [129℄ (et don h-parfaits).� Les graphes séries-parallèles ont tree-width au plus 2 (la omplexité de [GOCCP℄sur les graphes ayant tree-width au plus k semble ouverte, mais les résultatsde [101℄ indiquent que e problème pourrait être polynomial).� G×Kq est parfait pour tout q ∈ N si G est un arbre (Théorème 2.25).



220 Un objetif pour voir les rayons γ5.1.2 Sous-problèmes et rédutionsDans ette setion, nous dérivons les rédutions de base entre les problèmes d'or-donnanement hromatique pour di�érentes fontions objetif et les sous-problèmesde la oloration par liste. Une dé�nition plus préise de es problèmes est disponibledans l'Annexe A.3. Cette setion vise prinipalement à expliquer la Figure 5.3.La Figure 5.3 donne le diagramme des rédutions polynomiales pour les problèmesd'ordonnanement par bath ave temps d'opération unitaires (B1 | pS = 1, . . . ).En vertu de la Remarque 1.65, es problèmes sont équivalents aux problèmes d'or-donnanement sur un nombre in�ni de mahines parallèles ave temps d'opérationunitaires (P∞ | pj = 1, . . . ). Si les relations entre les problèmes exprimés dans lelangage de l'ordonnanement lassique et de l'ordonnanement hromatique ne sontpas immédiates, la seule raison en est que les objetifs de l'ordonnanement las-sique sont formulés en termes de minimisation d'un oût (makespan, temps totald'opération. . . ), alors que ertains objetifs de l'ordonnanement hromatique sonthabituellement formulés en termes de maximisation d'un gain (stable maximum,oloration partielle maximum. . . ). Cependant, les formulations par gain et par oûtsont reliées par une dualité élémentaire qui revient à dire que maximiser f est équi-valent à minimiser −f . Plus préisément, la somme des optimums des problèmesde minimisation de oût et de maximisation de gain est souvent une expressiontrès simple, qui implique l'équivalene polynomiale des deux problèmes onsidérés.A titre d'exemple, nous exprimons ertaines de es relations dans la propositionsuivante. Pour un graphe G et q ∈ N, αq(G) est la ardinalité maximum de l'unionde q stables de G. Pour r, d : V → N, α(r,d)(G) est la ardinalité maximum d'unsous-graphe admettant une oloration partielle φ telle que r(v) + 1 ≤ φ(v) ≤ d(v).Pour w : V → N, α(r,d)(G,w) est le poids maximum d'une telle oloration (voir laSetion 1.5 pour l'expliation des autres notations).Proposition 5.5 Pour tout (hyper-)graphe G on a les relations suivantes (la Fi-gure 5.3 résume es formules).
|V | = α(G) + B1 | col(G), pS = 1, dj = 1 |

∑
Uj(5.2)

|V | = αq(G) + B1 | col(G), pS = 1, dj = q |
∑

Uj(5.3)
|V | = α(r,d)(G) + B1 | col(G), pS = 1, rj |

∑
Uj(5.4)

w(V ) = α(r,d)(G,w) + B1 | col(G), pS = 1, rj |
∑

wjUj(5.5)
B × |V | = α(G×Kk, B − f) + B1 | col(G), pS = 1 |

∑
fjCj(5.6)où B est un majorant des valeurs de la fontion f : G×Kk → N.Preuve La preuve de es formules repose sur le fait que la somme de la fontionobjetif à maximiser et la fontion objetif à minimiser est une onstante (égale à
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min color sum ==∑
Cj

max µ-colorable +∑
Uj

OCCP ==∑
f(Cj)

max stable set +
dj = 1 | ∑Uj

max q-colorable +
dj = q | ∑Uj

max (γ, µ)-colorable +
rj |

∑
Uj

∑
Tj

max list colorable +
fj ∈ {0, 1} | ∑ fj(Cj)

GOCCP ==∑
fj(Cj)

min color sum ==∑
Cj

max µ-colorable +∑
Uj

min coloring ==
Cmax

1-PrExt

PrExt

(γ, µ)-colorability
rj | Lmax

list colorability

µ-colorability +
Lmax

Figure 5.3 � Fontions objetifs et rédutions polynomiales élémentaires pour l'or-donnanement hromatique dans le as de temps d'opération unitaires. Les ombresorrespondent aux versions pondérées de l'objetif (wj). La dualité gain-oût estsignalée par �+�, qui signi�e que les deux objetifs sont omplémentaires (i.e. leursomme admet une expression simple). �==� signale des dé�nitions équivalentespour la minimisation des oûts.



222 Un objetif pour voir les rayons γ
1 dans la plupart des as, ou à w(v) pour les as pondérés). L'équation (5.6) a étéprouvée dans la Proposition 5.2.Considérons l'équation (5.4). Bien qu'elle soit, en un sens, un partiulier de (5.6),nous en donnons une preuve ar un des pas de la preuve onsiste à intégrer desontraintes fortes (i.e. dates de disponibilité) à la fontion objetif.Soit r, d : V → N et φ une oloration de G. Chaque sommet v tel que r(v) + 1 ≤
φ(v) ≤ d(v) ompte pour 1 dans la fontion objetif α(r,d)(G) et les autres sommetsomptent pour 0.Inversement, pour le problème

B1 | col(G), pS = 1, rj |
∑

Ujles sommets en retard omptent pour 1 et les sommets tels que r(v) + 1 ≤ φ(v) ≤
d(v) omptent pour 0. Au sens strit de l'ordonnanement ave dates de disponibi-lités, si un sommet v est en avane (i.e. si φ(v) < r(v) + 1), la oloration n'est pasréalisable. Cependant, étant donnée une oloration φ, on peut reolorer l'ensembledes sommets v tels que φ(v) < r(v)+1 de manière à e que φ(v) > d(v). Autrementdit, on peut transformer tous les sommets en avane en sommets en retard. On peutdon supposer qu'il n'y a pas de sommets en avane, e que l'on peut simuler enassoiant le oût 1 au fait que φ(v) < r(v) + 1.La somme de la fontion de gain (assoiée à α(r,d)(G)) et de la fontion de oût(assoiée à B1 | col(G), pS = 1, rj, |

∑
Uj) est don égale à 1 indépendamment dusommet et de la ouleur onsidérés. 2Proposition 5.6 [ConvexListCol℄ et B1 |col(G), pS = 1, rj | Lmax sont polyno-mialement équivalents (et l'équivalene est valide à l'intérieur d'une lasse quel-onque d'hypergraphes).Preuve Soit G un (hyper-)graphe et r, d : V → N. [ConvexListCol℄ se réduit à

B1 | pS = 1, rj | Lmax ar G admet une oloration φ telle que r(v)+1 ≤ φ(v) ≤ d(v)si et seulement si l'optimum de Lmax est négatif ou nul. L'autre sens vient du faitque l'optimum de Lmax est égal au minimum des t ∈ Z tels que [ConvexListCol℄soit réalisable pour la même instane dans laquelle on a remplaé tous les d(v) par
d(v) + t. 2Proposition 5.7 [PrExt℄ se réduit polynomialement à [ConvexListCol℄Preuve Soit G un (hyper-)graphe et Q une préoloration de G. Quitte à renommerles ouleurs, supposons que la liste des préouleurs utilisées est [1..|Q|]. Pour k ≥
|Q|, il existe une k-oloration qui étend Q si et seulement si Lmax ≤ 0 en hoisissant
rj = 0 et dj = k pour les sommets qui ne sont pas préoloriés et en hoisissant rj =
i− 1 et dj = i si le sommet j est préolorié ave la ouleur i. Le nombre minimumde ouleurs néessaires pour olorier G en respetant Q est don le minimum des
k tels que Lmax = 0. 2



Objetifs de l'ordonnanement et oloration par liste 2235.1.3 Quelques résultats de omplexitéNous survolons quelques résultats de omplexité et d'approximabilité pour les pro-blèmes dérits dans la Figure 5.3.En plus des rédutions polynomiales, il existe d'autres rédutions intéressantesentre des sous-problème de [GOCCP℄. Par exemple, [MinColorSum℄ est approxi-mable ave un fateur 1.796 dans toute lasse de graphe pour laquelle [PartialqColor℄est polynomial [78℄.Théorème 5.8 Le problème de [MinColSum℄ est NP-omplet mais approximableave ratio borné pour les graphes� parfaits (3.591
[78]

≥ ρ).� bipartis (27/26
[82]

≥ ρ
[13]
> 1).� de omparabilité (1.796

[78]

≥ ρ).Pour disuter de la omplexité de [PrExt℄, on onsidère souvent que les préou-leurs sont rangées par taille déroissante (|Q1| ≥ |Q2| ≥ . . . ). [1-PrExt℄ est donéquivalent à [PrExt℄ ave la ondition |Q1| ≤ 1.Théorème 5.9 Le problème de l'extension pré-olorée est NP-omplet pour lesgraphes� parfaits (même si |Q1| ≤ 2 et |Q3| = 0 [109℄).� bipartis (même si |Q1| ≤ 1 et |Q4| = 0) [98, 24℄.� LGBIP [72, 75℄� Line-graphes de bipartis omplets [46℄� de permutation [101℄� d'intervalles (même si |Q1| ≤ 2) [20℄� d'intervalles propres [116℄Cependant, [1-PrExt℄ est polynomial dans les graphes triangulés [117℄ et [PrExt℄est polynomial dans les graphes parfaits si |Q2| ≤ 1 et |Q3| = 0 [109℄. La Figure A.4page 261 résume la omplexité pour [PrExt℄ sur quelques lasses de graphes parfaits.Théorème 5.10 [ListCol℄ est NP-omplet même si l'on se restreint aux graphesi) o-bipartis (Cas onforme de [3DM℄).ii) bipartis omplets [101℄iii) split graphes omplets.Preuve iii) La rédution est quasi-identique à elle de [101℄ pour les bipartis om-plets. Soit C1, C2, . . . Cm les m lauses d'une instane de [SAT℄ sur n variables. Ononstruit le split graphe omplet G = ((S,K), E) tel que S et en bijetion ave leslauses et K en bijetion ave les variables. La liste de ouleurs possibles pour le



224 Un objetif pour voir les rayons γsommet représentant la variable Xi est {Xi,¬Xi}1. Pour le sommet représentantla lause X1 ∨X2 ∨ ¬X3 par exemple, la liste est {X1, X2,¬X3}, e que l'on géné-ralise sans ambiguïté. On véri�e que le graphe est liste-olorable si et seulement sil'instane de [SAT℄ orrespondante est satisfaisable. 2Proposition 5.11 [101℄ [ListCol℄ est Polynomial si l'on se restreint aux forêts.Proposition 5.12 [60℄ [GOCCP℄ est polynomial si l'on se restreint aux graphestriangulés sans-diamant.Contrairement à [MinColorSum℄, [OCCP℄ n'est pas approximable orretementmême pour des sous-lasses de graphes parfaits [100℄. En revanhe, l'approximabi-lité de [ListCol℄ semble relativement ouverte de même que elle de [PartialqColor℄ou enore de [PrExt℄.5.2 Formule de Greene-Kleitman et box-perfetionDans ette Setion, nous présentons quelques résultats �lassiques� onernantla formule de Greene-Kleitman [89, 90℄ pour la taille αq(G) du sous-graphe q-hromatique de ardinalité maximum de G. La prinipale originalité de ette se-tion onsiste à pointer du doigt que la validité de ette formule peut souvent êtreprouvée aisément en observant que le système Ax ≤ 1 est TDAU pour ertaineslasses de graphes (au lieu de seulement TDI pour les graphes parfaits).Puisque le système
xv ≥ 0 pour tout v ∈ V(5.7) (i)
x(C) ≤ 1 pour toute lique maximale C de G(ii)dérit l'enveloppe onvexe des stables pour les graphes parfaits, on pourrait envi-sager que le système suivant donne l'enveloppe onvexe de l'union de q stables.
0 ≤ xv ≤ 1 pour tout v ∈ V(5.8) (i)
x(C) ≤ q pour toute lique maximale C de G(ii)Notons qu'en plus d'avoir hangé les ontraintes x(C) ≤ 1 en x(C) ≤ q (transfor-mation, qui seule, ne fait pas perdre la propriété TDI), on a ajouté les ontraintes1La rédution de [101℄ est identique au détail près que dans [101℄, K induit un stable. Commeles listes assoiées aux sommets sont disjointes, l'adjaene sur K est sans importane.



Formule de Greene-Kleitman et box-perfetion 225
xv ≤ 1. Un graphe est de Greene-Kleitman2 si pour tout sous-graphe induit etpour tout q, la maximisation de 1

Tx sujet à (5.8) a la propriété de dualité entière.Autrement dit, G est de Greene-Kleitman si pour tout U ⊆ V (G) et pour toutentier q, la ardinalité maximum de l'union de q stables est égale au minimum de(5.9) ∑
K∈Q

min{q, |K|}où Q parourt l'ensemble des partitions en liques de G[U ]. Greene et Kleitman [89,90℄ ont montré que les graphes de omparabilité et leurs ompléments ont ettepropriété3. En partiulier, le système (5.8) dérit en fait l'enveloppe onvexe del'union de q-stables pour les graphes de (o)-omparabilité [69, 39℄. En général, onherhe à résoudre le problème :[PartialColor℄ Coloration partielle maximum (version déision)Données : Un graphe G, deux entiers k et tRésultat : Existe-t-il une k-oloration partielle de G qui ouvre t sommets ?Commentaires : Contient [Color℄ et stable maximum (pour t = |V |, resp. k = 1).La première mauvaise nouvelle est que la formule de Greene-Kleitman ne marhepas pour les graphes parfaits en général, omme le montre la Figure 5.4. Pire,[ColPart℄ est NP-dur dans les split graphes [138℄4.
b bb

bb bb

bb

b

b

bb

b

b

bb

be a
 b g

d

Figure 5.4 � Pour q = 2, max{1Tx | x sujet à (5.8)} = 9/2 est atteint par xa =
xb = xc := 1/2 et xd = xe = xg := 1. L'optimalité peut être prouvée à l'aided'une solution duale, 'est-à-dire une partition frationnaire en liques : yC = 1/2si C ∈ {{d},{e},{g},{a, b, g},{a, c, e},{b, c, d}} et yC = 0 sinon.2Cei est un néologisme.3Ce résultat est sujet à de nombreuses généralisations, en dehors même du adre des indé-pendants dans les graphes. La onjeture de Berge sur les partitions en hemin dans les graphesorientés est la plus élèbre [129℄.4Bien que, dans les split graphes, le problème �dual�, de trouver une partition en lique quiminimise (5.9) soit trivial (Setion 4.3.1.2).



226 Un objetif pour voir les rayons γOn peut relier la non-intégralité du système (5.8), au fait que le système (5.7) n'est�que� TDI (et pas box-TDI) pour les graphes parfaits. Cela motive la dé�nitiondes graphes box-parfaits omme les graphes pour lesquels le système (5.7) estbox-TDI [39℄. En e�et, si (5.7) est box-TDI, alors (5.8) est TDI pour tout q. Ce-pendant, les graphes box-parfaits forment une sous-lasse strite des graphes deGreene-Kleitman et auune aratérisation n'est onnue pour es deux lasses degraphes. Contrairement aux graphes parfaits, il n'est don pas lair qu'il existeune lasse naturelle et/ou aisément desriptible de graphes qui aratérise la va-lidité des relations min-max données par le système (5.8). La Figure 5.5 montreles liens entre quelques lasses de graphes reliées aux propriétés d'intégralité dessystèmes (5.7) et (5.8). D'autres obstrutions à la box-perfetion sont mentionnéesdans [39℄.

parity

GKG

box-perfectbalanced

comparabilityunimodular

interval bipartiteLG-bip

perfect

P4-freeFigure 5.5 � Classes de graphes liées à l'intégralité des systèmes (5.7) et (5.8).Proposition 5.13 Les graphes équilibrés sont de Greene-Kleitman.Preuve SoitM la matrie d'inidene liques-max-sommets d'un graphe équilibré.La matrie M ′ obtenue en ollant la matrie identité de taille |V (G)| au dessousde M est aussi équilibrée. 2Conjeture 5.14 Les graphes de parité sont box-parfaits.Pour prouver la onjeture 5.14, il su�rait de prouver que la box-perfetion estpréservée par ollage par biparti.



Dates déhéanes et graphes sans-P4 227Voyons maintenant des exemples qui montrent que les autres inlusions sont fausses.Exemple 5.15 A est une matrie équilibrée, minimalement non-TTU et M estla matrie d'inidene liques-max-sommets d'un graphe G à 7 sommets. G estun graphe équilibré (et don de Greene-Kleitman), mais G est minimalement non-unimodulaire et minimalement non-box-parfait.(5.10) A :=





1 1 1 1
1 1 0 0
1 0 1 0
1 0 0 1



M :=





1 1 1 1 0 0 0
1 1 0 0 1 0 0
1 0 1 0 0 1 0
1 0 0 1 0 0 1



PreuveM n'a pas la matrie d'inidene d'un yle impair omme sous-matrie etest don équilibrée. Véri�ons que G n'est pas box-parfait (et don pas unimodulairenon plus). Il su�t pour ela de hoisir q = 2 et wT = (2, 1, 1, 1, 1, 1, 1). On a alors
maxwTx sujet à (5.8) = 11/2 atteint ave xT = 1/2(1, 1, 1, 1, 2, 2, 2). Une solutionduale optimale est donnée par yl = 1/2 pour haune des lignes de M ainsi quepour les trois dernières lignes de la matrie identité de taille 7 plaée sous M dansle système (5.8) et yl = 0 pour les 4 premières lignes de ette matrie identité.
G est don non-box-parfait (et don non-unimodulaire). On peut véri�er que Gest minimalement non-unimodulaire (et don minimalement non-box-parfait) dela manière suivante. A symétrie près, G a trois type de sommets (orrespondantsrespetivement à la première olonne deM , aux 3 suivantes et aux trois dernières).Notons a, b, c respetivement es trois types de sommets. G−a est un LGBIP. G−bet G− c sont des graphes d'intervalles. 2Exemple 5.16 3K2 (le omplément du graphe formé de 6 sommets et de troisarêtes disjointes) est un graphe sans-P4 (et don box-parfait) qui est minimalementnon-équilibré.5.3 Dates déhéanes et graphes sans-P4Nous donnons ii une formulation polyédrale du problème d'ordonnanement avedates d'éhéanes B1 | col(G), pS = 1 |Lmax et montrons que la validité de etteformulation aratérise les graphes sans-P4.Proposition 5.17 Soit G = (V,E) un graphe et d : V → N. Si G admet une olo-ration φ : V → N telle que φ(v) ≤ d(v) pour tout v ∈ V alors |K| ≤ max{d(v) | v ∈
K} pour toute lique K de G.Preuve Si φ respete les dates d'éhéanes etX ⊆ V , on a φ(X) ⊆ [1..max{d(v) | v ∈
X}]. Comme il faut |K| ouleurs distintes pour olorier une lique K de G, on a
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|φ(K)| = |K|. On doit don aussi avoir

|φ(K)| = |K| ≤ |[1..max{d(v) | v ∈ X}]|

2La ondition de la Proposition 5.17 n'est pas su�sante en général, omme le montrela Figure 5.6. Cependant, elle est su�sante pour les graphes sans-P4.
b bb b

1 2 2 1

(G, d)Figure 5.6 � Graphe pondéré (G, d) tel que |K| ≤ max{d(x) | x ∈ K} pour toutelique K de G mais qui n'a pas de oloration φ : V → [1..2] telle que φ(v) ≤ d(v)pour tout v.La aratérisation suivante a été observée indépendamment dans [26℄, sous la ter-minologie �µ-oloration�.Théorème 5.18 Soit G = (V,E) un graphe. Les propriétés suivantes sont équiva-lentes :i) G est sans-P4ii) Pour tout d : V → N, il existe une oloration φ : V → N telle que φ(v) ≤
d(v) pour tout v si et seulement si pour toute lique K de G, on a |K| ≤
max{d(w) |w ∈ K}.Preuve ii) =⇒ i) Si G a un P4 induit, les dates d'éhéanes données dans la Fi-gure 5.6 (étendues ave d(v) = |V | sur les autres sommets) donnent une obstrutionà l'existene d'une oloration sans que la ondition de lique ne soit violée.i) =⇒ ii) Soit G sans-P4 et d : V (G) → N tels que |K| ≤ max{d(v) | v ∈ K} pourtoute lique K de G. Soit (v1, v2, . . . vn) un ordre qui étend l'ordre non-déroissantdes d(v) sur V . Montrons que l'algorithme glouton appliqué à (v1, v2, . . . vn) donneune oloration φ telle que φ(v) ≤ d(v) pour tout v. Sinon, il existe t ∈ [1..n] telque φ(vt) > d(vt). Comme l'algorithme glouton donne une oloration optimale de

G[{v1, v2, . . . vt}] et que G est parfait, il existe une lique Kt de taille φ(vt) dans
G[{v1, v2, . . . vt}]. Par onstrution de l'ordre (v1, v2, . . . vn), on a max{d(vi) | i ≤
t} = d(vt). On a |Kt| = φ(vt) > d(vt), ontradition. 2Corollaire 5.19 Le problème B1 | col(G), pS = 1 |Lmax est polynomial si on serestreint aux graphes sans-P4.



Extension préolorée sur les o-Meyniel 229Preuve Soit G un graphe sans-P4 et d : V (G)→ N. La valeur optimale de Lmax estégale au minimum des t ∈ Z tels que le graphe admette une oloration respetantles dates éhues dt(v) = d(v)+ t. Une telle oloration peut être trouvée de manièregloutonne si elle existe (voir la preuve du Théorème 5.18). 2Plus généralement, il semble que pour les graphes sans-P4, on puisse traiter le pro-blème B1 | col(G), pS = 1 | ∑wjUj ave la tehnique disutée dans ette setion.Toutefois, l'algorithme glouton ne semble pas s'étendre diretement. A la plaenous proposons seulement une éventuelle formule min-max pour e problème :Conjeture 5.20 Pour tout graphe sans-P4 et tout d : V → N, le système suivant,à variables dans RV est box-TDI :(5.11) x(K) ≤ max{d(v) | v ∈ K} pour toute lique K de GUne des motivations pour la Conjeture 5.20 est que pour un graphe sans-P4,un veteur x ∈ {0, 1}V qui satisfait (5.11) admet une oloration qui respete lesdates d'éhéanes (voir preuve du Théorème 5.18). La Conjeture 5.20 impliquedon une formule min-max pour le maximum de sommets que l'on peut olorieravant leur date éhue (ela serait étendrait don aussi [26℄, en donnant une formulepour le sous-graphe µ-olorable de poids maximum). Comme as partiulier dela Conjeture 5.20, si (5.11) est TDI, on en dérive une formule min-max pour leproblème [MaxColor℄ sur le omplément du graphe G (voir Chapitre 4).5.4 Extension préolorée sur les o-MeynielDans ette setion, nous dérivons le problème de l'extension préolorée. L'étudede e problème peut être motivée par la problématique plus large dont il relève :les �ontraintes de préa�etation� en optimisation. Nous montrons omment ré-duire l'extension préolorée à la oloration lassique dans un graphe auxiliaire etaratérisons les ompléments de graphes de Meyniel en terme de ette rédution.Une pré-oloration d'un graphe G = (V,E) est un oloration d'un sous-grapheinduit de G. Autrement dit, une pré-oloration est une olletionQ = {C1, . . . , Cm}de stables deux-à-deux disjoints de G. On dit qu'une k-oloration {S1, . . . , Sk} de
G étend Q si pour haque j = 1, . . . , m on a Cj ⊆ Sj . Le problème [PrExt℄ estdé�ni omme suit :[PrExt℄ Extension pré-olorée (version déision)Données : Un graphe G, un entier k et une pré-oloration Q de G utilisantseulement des ouleurs dans {1, . . . , k}.Résultat : Existe-t-il une oloration de G qui étend Q ?Commentaires : NPC. Une k-oloration qui étend Q est un erti�at NP. [PrExt℄généralise [Color℄ (qui revient à prendre Q = ∅).



230 Un objetif pour voir les rayons γNous étudions prinipalement la version sur le graphe omplémentaire, ave leproblème de partition en liques.5.4.1 Petite philosophie à l'usage des (non-)spéialistes : l'ubi-quité des ontraintes de préa�etation.Dans des ontextes appliqués, il arrive souvent qu'on ait besoin de ontraintes exo-tiques pour modéliser un problème d'optimisation. En partiulier, pour des raisonstehniques, historiques ou soiales, l'organisation du système que nous désironsoptimiser est parfois partiellement �xée à l'avane. Par exemple, lors de la réor-ganisation des herheurs dans les bureaux d'un laboratoire de mathématique, ilarrive que l'on réa�ete seulement les bureaux des non-permanents. En termes deprogrammation mathématique, on peut modéliser es ontraintes de préa�etationsen �xant la valeur de ertaines variables avant le proessus d'optimisation. Bien quees préa�etations réduisent la taille du problème onsidéré, elles peuvent altérerles propriétés struturelles de telle manière que la omplexité algorithmique passede polynomiale à NP-dure. Le problème de l'extension préolorée illustre bien ephénomène d'augmentation de omplexité, ar s'il est trivial de olorier un graphebiparti optimalement, [PrExt℄ est NP-omplet sur les graphes bipartis.Le Sudoku peut être vu omme un as partiulier de [PrExt℄ dans lequel V (G) estla grille 9×9 et deux sommets sont adjaents s'ils sont sur la même ligne, la mêmeolonne ou le même sous-arré. Dans le Sudoku, on herhe à étendre une olorationpartielle en une 9-oloration. Bien qu'il soit faile de trouver une 9-oloration dela grille vierge, il est parfois di�ile de trouver une extension d'une préolorationdonnée. Certaines généralisations (naturelles) du Sudoku sont d'ailleurs NP-dures.5.4.2 Contration, PrExt-perfetion et graphes de o-MeynielNous expliquons omment [PrExt℄ se réduit à [Color℄ dans un graphe auxiliaire.Puis nous utilisons ette tehnique pour donner une nouvelle aratérisation desgraphes de Meyniel. La polynomialité de [PrExt℄ sur les graphes de o-Meyniel estune onséquene.Etant donné une pré-oloration Q = {C1, . . . , Cm} de G, on dé�nit le graphe
G/Q dont les sommets sont obtenus à partir de V en ontratant, pour haque
j, l'ensemble des sommets de Cj en un seul sommet cj, les autres sommets res-tant inhangés. On met une arête sur toutes les paires de cj . Les arêtes onte-nues dans V \ (C1 ∪ · · · ∪ Cm) sont inhangées. Il y a une arête dans G/Q entre
v ∈ V \ (C1 ∪ · · · ∪ Cm) et cj si v est adjaent à au moins un sommet de Cj. Latehnique de ontration est illustrée dans la paire de Figures 5.7 et 5.8. La preuvedu lemme suivant est direte.
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Figure 5.7 � Un graphe G et une préoloration Q de G

Figure 5.8 � Le graphe ontraté G/Q de la Figure 5.7



232 Un objetif pour voir les rayons γLemme 5.21 [106℄ Pour tout graphe G et toute pré-oloration Q de G, l'ensembledes olorations qui étendent Q est en bijetion ave les olorations de G/Q. Enpartiulier, le nombre minimum de ouleurs qu'il faut pour étendre Q est égal à
χ(G/Q). 2La portée du Lemme 5.21, en vue de transposer les résultats de omplexité entre[Color℄ et [PrExt℄, semble très générale. En partiulier, il semble naturel de de-mander dans quels as le graphe ontraté est un graphe parfait, puisqu'on peutalors résoudre [PrExt℄ en temps polynomial en oloriant le graphe ontraté avela méthode de Grötshel-Lovász-Shrijver [91℄.Théorème 5.22 [106℄ G/Q est un graphe parfait pour toute préoloration Q de
G si et seulement si G est un graphe de o-Meyniel.La polynomialité déoule immédiatement :Corollaire 5.23 [106℄ [PrExt℄ est polynomial pour les graphes de o-Meyniel.La néessité d'être un graphe de o-Meyniel dans le Théorème 5.22 se véri�e aisé-ment ar les minimaux exlus pour les graphes de o-Meyniel sont les trous impairset les hemins impairs de longueur supérieure ou égale à 5. Si un graphe G a untrou impair, la préolorationQ vide donne G/Q imparfait. Si G a un hemin impair
v1-· · · -vt, la préoloration Q = {{v1}, {vt}} donne un trou impair dans le graphe
G/Q (la ontration a pour seul e�et d'ajouter l'arête v1vt).Nous avons dérivé la su�sane d'être o-Meyniel par une minutieuse inspetion [106℄,qui montre que lors de la ontration des graphes de o-Meyniel, on ne rée pas detrou impair, ni d'antitrou (pair ou impair). En fait, omme on ne rée pas non plusde prismes, on a un résultat plus préis :Théorème 5.24 [106℄ Soit G un graphe de o-Meyniel et Q une préoloration de
G, alors G/Q est le omplément d'un graphe d'Artemis.Il reste ependant ouvert de aratériser la lasse des graphes que l'on peut obtenirpar ontration d'un graphe de o-Meyniel. Un des intérêts du Théorème 5.24est qu'on peut se passer de la preuve du Théorème fort des graphes parfaits pourterminer la preuve du Théorème 5.22 et utiliser seulement la preuve de la perfetiondes graphes d'Artemis.Le reste de la Setion 5.4 onsiste en une tradution de la preuve duThéorème 5.24 donnée dans [106℄. La disussion est menée dans le grapheomplémentaire, pour le problème orrespondant de partition en liques, à l'aidede la o-ontration. Si Q est un ensemble de liques de G deux-à-deux disjointes,le graphe oontraté est GQ := (G/Q).Lemme 5.25 Dans un graphe de Meyniel G, soit P = p0-· · · -pn un hemin induitet x un sommet de V (G) \ V (P ) adjaent à p0 et pn. Alors soit x est adjaent à



Extension préolorée sur les o-Meyniel 233tous les sommets de P , soit n est pair et N(x) ∩ V (P ) ⊆ {p2i | i = 0, . . . , n/2}.Preuve Appelons segment, un sous-hemin S de longueur au moins 1 de P tel que
G[S + x] est un iruit. Le hemin P est partitionné est segments. Soit ph-· · · -pjun segment tel que j − h ≥ 2. Alors x, ph, . . . , pj induit un trou, don j − h estpair. Don tout segment a une longueur paire ou égale à 1. Supposons qu'il y aitun segment de longueur 1 et un segment de longueur paire. Alors il y a aussi deuxtels segments onséutifs. Ave x es deux segments induisent une maison, e quiontradit le fait que G est de Meyniel. En onlusion, soit tous les segments ontlongueur 1 (i.e., x est adjaent à tous les sommets de P ), soit tous les segments ontlongueur paire. 2Lemme 5.26 Dans un graphe de Meyniel G, soit H un trou pair et x un sommetde V (G) \ V (H) adjaents à deux sommets onséutifs de H. Alors x est adjaentsoit à tous les sommets de H soit à exatement trois sommets onséutifs de H.Preuve Soient x1, . . . , xn les sommets de H ordonnés de manière irulaire. Sup-posons que x soit adjaent à x1 et x2 mais pas à tout les sommets de H et soit
xi un sommet de H qui n'est pas voisin de x. Supposons que x soit adjaent à unsommet xj tel que j /∈ {1, 2, 3, n}. Par symétrie, on peut supposer que i < j. Alorssoit x1-· · · -xj soit x2-· · · -xj est un hemin induit impair. Dans les deux as, x estadjaent aux deux extrémités de e hemin sans être adjaent à tous ses sommets,e qui ontredit le Lemme 5.25. Don N(x) ∩ V (H) ⊆ {x1, x2, x3, xn}. Si x n'estadjaent ni à x3 ni à xn, alors V (H) ∪ {x} induit une maison. Si x est adjaent àla fois à x3 et xn alors x, x3, . . . , xn induit un trou impair. 2Lemme 5.27 Dans un graphe de Meyniel G, soit Q une lique, P = p0-· · · -pn unhemin induit de G \ Q et z un sommet extérieur à Q ∪ V (P ). Supposons que zet p0 soient adjaents à tous les sommets de Q, que z ne soit pas adjaent à p1, etqu'il existe q ∈ Q adjaent à p0 et pn mais pas à p1. Alors pn est adjaent à tousles sommets de Q.Preuve Nous prouvons e lemme par indution sur n. Supposons qu'un sommet
q′ ∈ Q ne soit pas adjaent à pn. D'après le Lemme 5.25 appliqué à P et q,puisque q est adjaent à p0, pn mais pas à p1, le hemin P a une longueur paireet N(q) ∩ V (P ) ⊆ {p2i | i = 1, . . . , n/2}. Soit j < n le plus grand entier telque q soit adjaent à pj. Puisque j est pair, {pj, . . . , pn, q} induit un trou pair
C. Supposons que j = 0. Alors q′ est adjaent à q et p0 mais pas à pn. D'aprèsle Lemme 5.26 appliqué à C et q′, e dernier est adjaent à p1 mais à auun de
{p2, . . . , pn}. Appelons C ′ le trou pair induit par V (C) + q′ − p0. Le sommet z estadjaent à q et q′ dans C ′ mais pas à p1. D'après le Lemme 5.26, z est adjaentà pn mais à auun sommet de {p1, . . . , pn−1}. Mais alors V (C) ∪ {z} induit unemaison, e qui ontradit que j = 0. Don j ≥ 2. Par l'hypothèse d'indution, pjest adjaent à tous les sommets de Q. Puisque q′ est adjaent à q et pj sur Cmais pas à pn, le Lemme 5.26 implique que q′ est adjaent à pj+1 mais à auunsommet de {pj+2, . . . , pn}. Mais alors {p0, q, q

′, pj+1, . . . , pn} induit une maison, e



234 Un objetif pour voir les rayons γqui ontradit l'existene de q′. 2Lemme 5.28 Dans un graphe de Meyniel G, soit Q une lique, X un ensembleonnexe de sommets de G \ Q et z un sommet extérieur à Q ∪X. Supposons que
z soit adjaent à tous les sommets de Q mais à auun de X et que haque sommetde X ait un non-voisin dans Q. Alors un des sommets de Q n'a auun voisin dans
X.Preuve Nous prouvons le lemme pas indution sur la taille de X. Si |X| = 1,l'énoné est reux. Supposons don que |X| ≥ 2. Soit x, x′ deux sommets distintsde X tels que X \ {x} et X \ {x′} soient onnexes (par exemple, prendre deuxfeuilles d'un arbre ouvrant de X pour x, x′). Par l'hypothèse d'indution, il y adeux sommets q, q′ de Q tels que q n'a pas de voisins dans X \ {x} et q′ n'a pas devoisins dans X \ {x′}. Si q n'est pas voisin de x ou si q′ n'est pas voisin de x′, alorsle lemme est prouvé. Supposons don que q soit voisin de x et que q′ soit voisin de
x′. Soit P le plus ourt hemin de x à x′ dans X. Alors soit V (P ) ∪ {q, q′} induitun trou impair, soit V (P ) ∪ {q, q′, z} induit une maison, ontradition. 2Lemme 5.29 Soit G un graphe de Meyniel et Q une famille de liques deux-à-deux disjointes de G. Alors le graphe oontraté GQ ne ontient pas d'antitrous detaille supérieure ou égale à 6.Preuve Supposons que GQ ontienne un antitrou A de taille au moins 6. Puisquel'ensemble des liques deQ est oontraté en un stable, il y a au plus deux sommetsde A qui proviennent de la oontration d'une lique et s'il y a deux tels sommetsdans A, il sont onséutifs dans l'ordre ylique de A. S'il y a 5 sommets onséutifsde A qui ne proviennent pas de la oontration d'une lique ils induisent unemaison de G, ontradition. Don il n'y a pas inq tels sommets. A est don detaille 6 et a exatement deux sommets provenant de la oontration d'un lique.Soit x1, . . . , x6 les sommets de A ordonnés de manière ylique, tels que x1 et x2soient des sommets oontratés. Soit C1 la lique dont la oontration ait donnée
x1. Puisque x1 et x6 ne sont pas adjaents, x6 n'est pas adjaent à tous les sommetsde C1, don il y a un sommet q1 de C1 qui n'est pas adjaent à x6 dans G. Don
G[q1, x3, x4, x5, x6] induit une maison de G, ontradition. 2Lemme 5.30 Soit G un graphe de Meyniel et Q une famille disjointe de liquesde G. Alors le graphe oontraté GQ ne ontient pas de trou impair.Preuve Nous prouvons le lemme par indution sur m = |Q|. Si m = 0, alors GQ =
G et le lemme est prouvé. Supposons don que m > 0 et soit Q = {C1, . . . , Cm}.Supposons que GQ ontienne un trou impair H. Soit {x1, . . . , xn} l'ensemble dessommets de H ordonnés de manière ylique. Pour haque j = 1, . . . , m, on peutsupposer que le sommet réé par la oontration de Cj appartient à H (sinon Hest un trou impair de GQ \ {Cj}, e qui ontradit l'hypothèse d'indution. Soit
xij le sommet de H réé par la oontration de Cj, et s.p.d.g, supposons que
1 < i1 < i2 < · · · < im ≤ n.



Extension préolorée sur les o-Meyniel 235Supposons que m = 1. On peut supposer que i1 = 1. Puisque x3 et x1 ne sont pasadjaents dans GQ, x3 n'est pas voisin de tous les sommets de C1 dans G. Il y adon un sommet q1 de C1 qui n'est pas voisin de x3 dans G. Le hemin P = x2-
· · · -xn est induit est impair, et q1 est adjaent aux deux extrémités de P mais pasau sommet x3 de P , e qui ontradit le Lemme 5.25. Don m ≥ 2.Les sommets oontratés xi1 , . . . , xim induisent un stable dans H. Don pour tout
j, on a ij+1− ij ≥ 2. Puisque n est impair et que m ≥ 2, il existe j tel que ij+1− ijest impair (et don ij+1 − ij ≥ 3). S.p.d.g, nous pouvons supposer que i2 − i1 estimpair et que i1 = 1 (don i2 ≥ 4). Soit R le hemin impair x2-· · · -xi2−1.Puisque x3 et x1 ne sont pas voisins dans GQ, il y a un sommet q1 de C1 qui n'estpas adjaent à x3 dans G. De même, il y a un sommet q2 de C2 qui n'est pasadjaent à xi2−2 dans G. De plus, si m ≥ 3, on peut appliquer le Lemme 5.28 à lalique Cj , l'ensemble onnexe R et xij−1, e qui implique que :(5.12)Pour j = 3, . . . , m, il y a un sommet qj ∈ Cj adjaent à auun sommet de R.Maintenant, hoisissons des sommets y1, . . . , yn de G de la manière suivante. Pour
k = 1, . . . , n, s'il existe j tel que ij = k, posons yk := qj ; sinon posons yk := xk. Lessommets hoisis y1, . . . , yn induisent un yle impair H de G. Notons que, dans H ,le sommet y2 est adjaent seulement à y1, y3 et éventuellement à yi2 = q2 (d'après(5.12)). Nous montrons maintenant que(5.13) Tout voisin de q1 dans V (H) \ {y2, yn} est dans {q2, . . . , qm}.Soit u un voisin de q1 dans V (H)\{y2, yn}. Puisque x2 et xi2 ne sont pas adjaentsdans GQ, il y a un unique sommet q′2 de C2 qui n'est pas adjaent à y2 dans G. Lesous-graphe de G induit par V (H)∪{q′2} \ {y1, yn, q2} est onnexe, don il ontientun plus ourt hemin U de y2 à u. Puisque y3 est le seul voisin de y2 dans e sous-graphe, y3 est un voisin de y2 dans U . Le Lemme 5.27 peut être appliqué à C1, U et
yn, e qui implique que u est adjaent à tout C1. Don u doit être dans {q2, . . . , qm}sinon q1 et u seraient adjaents dans GQ. Cela prouve (5.13). De manière similaire,on a :(5.14) Tout voisin de q2 dans V (H) \ {yi2−1, yi2+1} est dans {q1, q3, . . . , qm}.Maintenant, haun de y2, . . . , yi2−1 a degré 2 dans H .Colorons en bleu ertains sommets du hemin H \ x1 = x2-· · · -xn de GQ de lamanière suivante. Les sommets x2 et xn sont oloriés en bleu. Pour j = 2, . . . , m,le sommet xij est olorié en bleu si et seulement si tous les sommets de la lique
Cj orrespondante sont voisins de q1. Tous les autres sommets de H restent non-oloriés. Appelons segment bleu, tout sous-hemin de longueur au moins 1 dans
H\ x1 dont les deux extrémités sont bleues et dont les autres sommets ne sont pas



236 Un objetif pour voir les rayons γoloriés. Puisque H\x1 est de longueur impaire et ses extrémités sont bleues, il a unsegment bleu impair. Soit xh-· · · -xi un segment bleu impair, tel que 2 ≤ h < i ≤ n.Supposons que i− h ≥ 3. Alors (5.13) implique que q1, xh, xh+1, . . . , xi−1, xi induitun trou impair dans GQ \ {C1}, e qui ontredit l'hypothèse d'indution sur |Q|.On doit don avoir i− h = 1. Puisque ij+1 − ij ≥ 2 pour tout j et i2 ≥ 4, ela estpossible seulement si h = n−1. Cela implique que xn−1-xn est le seul segment bleuimpair et que tout sommet bleu xk di�érent de xn a k pair.De manière similaire, nous olorons en rouge ertains sommets du hemin H \ xi2de GQ de la manière suivante. Les sommets xi2−1 et xi2+1 sont oloriés en rouge.Pour j = 1, 2, . . . , m et j 6= 2, le sommet xij est olorié rouge si et seulement si tousles sommets de la lique Cj orrespondante sont adjaents à q2. Appelons segmentrouge, tout sous-hemin de longueur supérieure ou égale à 1 de H\xi2 dont les deuxextrémités sont rouges et dont les sommets intérieurs ne sont pas rouges. Commedans le as bleu, nous obtenons que xi2+1-xi2+2 est le seul segment rouge impair,et que tout sommet rouge xl di�érent de xi2−1 et de xi2+1 a soit l pair soit l = 1.Si i2 = n− 1, alors m = 2 et V (R) ∪ {q1, q2, xn} induit un trou impair (si q1, q2 nesont pas adjaents) ou une maison (si q1, q2 sont adjaents) dans G, ontradition.Supposons don que i2 ≤ n−3. Puisque xi2+2 est rouge et que xn−1 est bleu, il y a unsous-hemin xk-· · · -xl de xi2+2-· · · -xn−1 tel que xk est rouge, xl est bleu, et auundes sommets intérieurs de xk-· · · -xl n'est olorié. D'après les deux paragraphespréédents, k, l sont tous deux pairs. Si k = l, alors (5.13) implique qu'il y aune lique Cj telle que k = ij , et alors V (R) ∪ {q1, q2, qj} induit un trou impair(si q1 et q2 ne sont pas adjaents) ou une maison (si q1 et q2 sont adjaents) de
G, ontradition. Don k 6= l. Si q1 et q2 sont adjaents, alors (5.13) et (5.14)impliquent que {q1, xk, . . . , xl, q2} induit un trou impair de GQ \ {C1, C2}, e quiontradit l'hypothèse d'indution sur |Q|. Si q1 et q2 ne sont pas adjaents, alors
V (R) ∪ {q1, xk, . . . , xl, q2} induit un trou impair dans GQ \ {C1, C2}, enore uneontradition. Cela termine la preuve du Lemme 5.30 2Lemme 5.31 Soit G un graphe de Meyniel et Q une famille de liques disjointesde G. Alors le graphe oontraté GQ ne ontient pas de prisme.Preuve Supposons que GQ ontient un prisme K formé par des hemins P1 = u0-
· · · -ur, P2 = v0-· · · -vs, P3 = w0-· · · -wt, ave r, s, t ≥ 1 et des triangles A =
{u0, v0, w0} et B = {ur, vs, wt}. D'après le Lemme 5.29, K n'est pas un antitrousur 6 sommets et on peut don supposer qu'un de r, s, t n'est pas égal à 1. Soit
Q = {C1, . . . , Cm}. Nous avons m ≥ 1 puisqu'un graphe de Meyniel ne ontientpas de prismes (ar eux-i ontiennent une maison). Pour haque j = 1, . . . , m,appelons cj le sommet de GQ qui provient de la oontration de Cj, et soit C =
{c1, . . . , cm}. Par le Lemme 5.30, GQ ne ontient pas de trou impair, don r, s, t ontla même parité. Notons que V (K) \ C ⊂ V (G) et que N(cj) ⊂ V (G) pour haque
j = 1, . . . , m (puisque C est un stable). Montrons que(5.15) |A ∩ C| = 1 et |B ∩ C| = 1.



Extension préolorée sur les o-Meyniel 237Notons que |A ∩ C| ≤ 1 et |B ∩ C| ≤ 1 puisque A,B sont des liques et C estun stable de GQ. Maintenant, supposons à symétrie près, que A ∩ C = ∅. Pourhaque j = 1, . . . , m, nous pouvons appliquer le Lemme 5.28 dans G à la lique Cj,l'ensemble onnexe A \ N(cj) et un voisin z de cj dans K (plus préisément : si
cj = ui ave i < r, alors prenons z = ci+1 ; si cj = ur et si s ≥ 2 ou t ≥ 2, prenons
z = vs ou z = wt respetivement ; si cj = ur et s = t = 1, alors r ≥ 3 et prenons
z = ur−1 ; un z similaire existe si cj ∈ V (P2) ∪ V (P3)). Le Lemme 5.28 impliquequ'il y a un sommet qj ∈ Cj qui n'est voisin d'auun sommet de A \N(cj). Soit Ple sous-graphe de G induit par (V (K) \ C) ∪ {q1, . . . , qm}. Soit u′1 le voisin de u0dans P \ {v0, w0} (don u′1 est soit u1 soit un qj), et de même soit v′1 le voisin de
v0 dans P \ {u0, w0}. Soit R un plus ourt hemin de u′1 à v′1 dans P \ {u0, v0, w0}.Alors V (R) ∪ {u0, v0, w0} induit une maison dans G, ontradition. Cela prouve(5.15).Par (5.15) et à symétrie près, on peut supposer que u0 = c1, et don v0, w0 sontdes sommets de G. Comme i-dessus, d'après le Lemme 5.28, pour j = 2, . . . , m,nous pouvons hoisir un sommet qj dans Cj voisin d'auun {v0, w0} \N(cj).Montrons maintenant que :(5.16) Les sommets v1 et w1 de GQ sont dans C.Supposons, à symétrie près, que v1 ne soit pas dans C. Nous pouvons alors hoisirun sommet q′1 ∈ C1 qui n'est pas adjaent à v1. Soit P le sous-graphe de G induitpar (V (K) \ C) ∪ {q′1, q2, . . . , qm}. Soit R le plus ourt hemin de q′1 à v1 dans
P \ {v0, w0}. Alors R a longueur au moins 2 et V (R) ∪ {v0, w0} induit une maisondans G, ontradition. Cela prouve (5.16).Par (5.16), nous pouvons supposer que v1 = c2 et w1 = c3. Rappelons que q2 estun sommet de C2 qui n'est pas adjaent à w0 et que q3 est un sommet de C3 quin'est pas adjaent à v0. Puisque v1 et w1 ne sont pas voisins, les longueurs s, t de
P2, P3 ne peuvent pas être toutes deux égales à 1. Supposons don que s ≥ 2. Nousmontrons que :(5.17) Le sommet q2 est adjaent à tout C1.Supposons que q2 n'est pas adjaent à un sommet q′′1 ∈ C1. Soit P le sous-graphede G induit par (V (K) \C) ∪ {q′′1 , q2, . . . , qm}. Soit R le plus ourt hemin de q′′1 à
q2 dans P \ {v0, w0}. Alors R a longueur au moins 2 et V (R) ∪ {v0, w0} induit unemaison de G, ontradition. Ce qui prouve (5.17).Maintenant, soit q1 un sommet de C1, et soit P le sous-graphe de G induit par
(V (K) \ C) ∪ {q1, . . . , qm}. Nous montrons que(5.18) Tout voisin de q2 dans V (P ) \ {v0, v2} est dans {q1, . . . , qm}.Soit x un voisin de q2 in V (P ) \ {v0, v2}. On peut supposer que x 6= q1. Le sous-graphe P \ {q1, q2, v2} est onnexe, don il ontient un plus ourt hemin X de v0 à
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x. Puisque v0 n'a pas de voisins dans V (P )\{q1, q2, w0}, w0 appartient à X (ommevoisin de v0). Maintenant, le Lemme 5.27 peut être appliqué à C2, X et v2, e quiimplique que x est adjaent à tout C2. Cela signi�e que x est dans {q1, . . . , qm} arsinon, v1 et x seraient adjaents dans GQ. Cela prouve (5.18).Dans GQ, marquons ertains sommets deK\v1 de la manière suivante. Les sommets
v0 et v2 sont marqués. Pour j = 1, . . . , m et j 6= 2, le sommet cj est marqué si etseulement si, dans G, le sommet q2 est voisin de tous les sommets de la lique
Cj orrespondante de G. Tous les autres sommets de K sont inhangés. Appelonssegment un sous-hemin de longueur au moins 1 de K \v1 dont les deux extrémitéssont marquées et les sommets intérieurs sont non-marqués. Supposons qu'il existeun segment impair X de longueur ≥ 3. Alors V (X) ∪ {q2} induit un trou pairdans GQ\{C2}, e qui ontradit le Lemme 5.30. Don tout segment a une longueurpaire ou égale à 1. Notons que V (P1) ∪ V (P2) \ {v0, v1} induit un hemin induit,de longueur impaire (ar r, s ont la même parité), et ses deux extrémités sontmarquées ; don e hemin ontient un segment impair, qui, omme noté i-dessusà longueur 1. Appelons y le voisin de v2 sur e hemin. Notons que nous avonssoit s ≥ 3 et y = v3 soit s = 2 et y = ur. Par (5.18) et le fait que les sommetsde C sont deux-à-deux non-adjaents, le seul segment possible de longueur 1 est
v2-y. Don y est marqué, et (5.18) implique y ∈ C. Supposons que s ≥ 3. Alors
V (P3) ∪ V (P2) \ {v1, v2} induit un hemin induit impair, dont les extrémités sontmarquées, et don il ontient un segment de longueur 1. Le seul tel segment possibleest v0-w0, don w0 est marqué, et (5.18) implique w0 ∈ C, e qui ontradit (5.15).Don s = 2 et y = ur. Maintenant, puisque B ontient ur il ne peut pas ontenir unautre sommet de C, don wt n'est pas dans C, e qui, par (5.16) implique que t ≥ 2.La symétrie entre s et t est don rétablie, et omme i-dessus, on peut prouver que
t = 2 et que q3 est voisin de ur. Mais alors q2, v0, w0, q3, ur induit un trou impairou une maison de G, ontradition. 2Les Lemmes 5.29, 5.30 et 5.31 impliquent que GQ est un graphe d'Artemis, e quiprouve le Théorème 5.24.
5.5 Pour aller plus loinNous mentionnons ii quelques extensions possibles du travail présenté dans ehapitre. Une piste majeure qui semble largement inexploitée onerne l'approxi-mabilité des sous-problèmes de [ListCol℄. Nous remarquons ensuite que la tehniquede ontration pour l'extension préolorée s'étend aux hypergraphes. Cependant,'est le théorème d'union des matroïdes qui permet de résoudre les problèmes dee hapitre dans le as des matroïdes.



Pour aller plus loin 2395.5.1 Approximabilité de [PrExt℄ et de [ListCol℄Nous mentionnons ii le hamp de problèmes ouverts que onstitue l'approximabi-lité des sous-problèmes de la oloration par liste, et donnons une 2-approximationélémentaire pour [PrExt℄ sur les graphes parfaits.Les deux sous-problèmes prinipaux de [GOCCP℄, dé�nis dans la Setion 5.1.2, quine sont pas aussi des sous-problèmes de [ListCol℄ sont relativement bien étudiésquant aux questions d'approximabilité (voir [92℄ pour [MinColorSum℄ et [100℄ pour[OCCP℄). Une raison en est peut être que es problèmes ont été dé�nis originelle-ment omme des problèmes d'optimisation. Or les sous-problèmes de la olorationpar liste admettent aussi une version optimisation naturelle : quelle est la ardina-lité maximum d'un sous-graphe liste-olorable ? En vertu de la tradution de esproblèmes dans le langage de l'ordonnanement, donnée dans la Figure 5.3, le seuild'approximabilité des problèmes de minimisation orrespondants peut se révélerplus pertinent pour ertaines appliations. Nous laissons là ette double piste dereherhe.Considérons maintenant la version suivante de la minimisation de [PrExt℄ : étantdonné une préoloration Q de G, quel est le nombre minimum de ouleurs nées-saires pour étendre Q ? Ce problème est bien approximable lorsque que [Color℄ l'estaussi, omme le montre l'algorithme suivant.L'algorithme Union :Données : Un graphe G et une préoloration Q de G.Résultat : Une k-oloration de G qui étend Q.Utiliser |Q| ouleurs pour olorier les sommets dans Q. Colorier G−V (Q) ave desnouvelles ouleurs. La oloration de G est donnée par l'union de Q et des nouvellesouleurs.Théorème 5.32 Pour toute lasse de graphe G fermée par passage au sous-grapheinduit, ρ([PrExt(G)℄) ≤ 1 + ρ([Color(G)℄). Cela est atteint par l'algorithme Unionet 1+ρ est une borne serrée pour la garantie de performane de l'algorithme Union.Preuve Soit ρ tel que [Color℄ soit ρ approximable sur G. Soit C = {C1, C2, . . . Ck}une k-oloration d'un graphe G telle que k ≤ ρχ(G), et Q une préoloration de G.Quitte à les renommer, supposons que les ouleurs de C soient di�érentes de ellesde Q. La oloration donnée par Q si v ∈ Q et par C sinon est valide et utilise auplus k + |Q| ouleurs. On a :(5.19) max{χ(G), |Q|} ≤ χ(G/Q) ≤ k + |Q| ≤ ρχ(G) + |Q|(5.20) k + |Q|
χ(G/Q)

≤ ρχ(G) + |Q|
max{χ(G), |Q|} ≤

(1 + ρ)×max{χ(G), |Q|}
max{χ(G), |Q|}On a don bien une 1 + ρ approximation de χ(G/Q).La borne est serrée omme le montre la famille de graphes {Gn}n∈N, tel que Gn



240 Un objetif pour voir les rayons γest l'union disjointe de n arêtes et Q onsiste n préouleurs de taille 1 (un sommetpour haune des arêtes de Gn). L'algorithme Union donne une 2n-oloration quiétend Q alors que χ(G/Q) = n. 2Corollaire 5.33 (PrExt) est 2-approximable sur les graphes parfaits.Il semble que l'approximabilité à di�érene bornée soit ouverte pour [PrExt℄ dansles line-graphes et même pour les LGBIP.5.5.2 Extension de préoloration dans les hypergraphesNous observons que la tehnique de ontration se généralise à l'extension de préo-loration dans les hypergraphes. Bien que ette tehnique semble inutile dans le asdes matroïdes, le théorème d'union des matroïdes permet de résoudre [GOCCP℄lorsque l'hypergraphe à olorier a pour arêtes les iruits d'un matroïde.Etant donnée une pré-olorationQ = {C1, . . . , Cm} d'un hypergraphe H, on dé�nitl'hypergrapheH/Q dont les sommets sont obtenus à partir de V (H) en ontratant,pour haque j, l'ensemble des sommets de Cj en un seul sommet cj, les autressommets restant inhangés. On met une (hyper-)arête (de taille 2) sur haque paire
(ci, cj) ave 1 ≤ i, j ≤ m. Les arêtes ontenues dans V (H) \ (C1 ∪ · · · ∪ Cm) sontinhangées. Les arêtes qui intersetent au moins deux pré-ouleurs sont e�aées. Si
A forme une arête de H qui intersete exatement une pré-ouleur Cj , on formeune nouvelle arête cj + (A\(Cj)) dans H/Q. La démonstration du lemme suivantest direte.Lemme 5.34 Pour tout hypergraphe H et toute pré-oloration Q de H, l'ensembledes olorations qui étendent Q est en bijetion ave les olorations de H/Q. Enpartiulier, le nombre minimum de ouleurs qu'il faut pour étendre Q est égal à
χ(H/Q). 2Cependant, nous ne onnaissons auune lasse d'hypergraphes pour lesquels leLemme 5.34 donne un résultat de omplexité intéressant (en dehors des omplé-ments de graphes de Meyniel). Par exemple, on perd la propriété d'être un matroïdeen utilisant la ontration :Exemple 5.35 Soit H = {1, 2, 3, 4}, E l'hypergraphe qui a omme arêtes, tous lesensembles de taille 3 (H est l'ensemble des iruits du matroïde U2

4 ). Considérons lapréoloration Q = {{1, 2}} = {C1} de H. Le lutter des minimaux de l'hypergrapheontraté
(H/Q)min = ({c1, 3, 4}, {{c1, 3}, {c1, 4}})ne dé�nit pas les iruits d'un matroïde (ar isomorphe au graphe P3)Cependant le théorème d'union des matroïdes s'adapte très bien à la préolorationet même à la oloration par liste (et en fait, enore plus généralement, à [GOCCP℄).



Pour aller plus loin 241Proposition 5.36 SoitM = (V, I) un matroïde (donné par un orale d'indépen-dane) et L : V → P([1..k]) une liste de ouleurs admissibles pour haque sommet.On peut liste-olorier un nombre maximum de sommets en temps polynomial.Preuve Pour haque i ∈ [1..k], L−1(i) est un matroïdeMi (la restrition deM à
L−1(i)). D'après le théorème d'union des matroïdes, l'union desMi est enore unmatroïde, et on peut en trouver un indépendant maximum en temps polynomial.
2Proposition 5.37 SoitM = (V, I) un matroïde (donné par un orale d'indépen-dane) et f : V × V → N une fontion de oûts pour [GOCCP℄. On peut aluleren temps polynomial une partition de oût minimum en indépendants.Preuve Soit B un majorant des valeurs de f . Pour haque ouple (v, t) ∈ V × Von assoie une nouvelle valeur f ′(v, t) := B − f(v, t). Grâe au Théorème d'uniondes matroïdes, une partition de oût minimum revient à trouver un indépendantde poids maximum dans l'union des V opies pondérées deM. 2
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Conlusion
Dans ette onlusion, je reviens d'abord sur le problème [Pintro℄ disuté en in-trodution. Pour ela, je présente un problème plus général [Ponlu℄ en faisantressortir la omplémentarité des résultats positifs et négatifs de omplexité pourdes sous-problèmes de [Ponlu℄. Je présente ensuite le sentiment qui domine dansl'évaluation de mon travail et de la ommunauté à la vie de laquelle j'ai partiipé.Après 4 années de dotorat, je suis de plus en plus onvainu que la simpliité del'aès aux résultats issus de la reherhe en mathématiques disrètes peut et doitêtre améliorée.En mettant en ÷uvre l'artillerie ombinée de la ombinatoire polyédrale et de lathéorie de la omplexité algorithmique, un troisième paradigme s'est révélé nées-saire : la lassi�ation. En e�et, l'étude des nombreux problèmes disutés dans emémoire a fait apparaître un manque de ohérene et don de visibilité des pro-blématiques et résultats issus de l'ordonnanement hromatique. D'une part, er-tains résultats sont redéouverts à plusieurs déennies d'intervalle. D'autre part, lesmême problématiques théoriques apparaissent dans des ontextes appliqués di�é-rents. Cela motive la mise en ÷uvre d'une terminologie ommune. Dans e sens, leprinipal apport de e mémoire est l'identi�ation de quelques bases oneptuellesutiles en vue d'une lassi�ation méthodique des résultats d'ordonnanement hro-matique. En partiulier deux onepts généraux ont émergé :i) Les ontraintes d'(in)ompatibilité dé�nies par des hypergraphes,ii) Les oûts d'opération dé�nis par des fontions d'ensemble.La présentation des problèmes selon es onepts a deux avantages. D'une part, elaaugmente sensiblement la versatilité des modèles d'ordonnanement par baths.D'autre part, ela permet de onevoir de nombreux problèmes omme des aspartiuliers d'un même problème général, et don d'exhiber et de tirer parti desrédutions entre es problèmes. La ontrepartie de la généralité de ette présenta-tion est qu'elle néessite d'être étudiés dans des modèles de alul à orales (pourpouvoir leur donner sens dans le adre de la omplexité algorithmique)5.5Les questions liés aux matroïdes et aux fontions sous-modulaires sont déjà disutées danse adre depuis longtemps. Faut-il, par nos reherhes, réaliser la prophétie de Yann Kie�er, qui243



244 ConlusionPourquoi une telle soif de lassi�ation des résultats ? C'est pareque si l'on en roîtles hypothèses lassiques de la théorie de la omplexité (P 6= NP), la profusion desrésultats de omplexité pour des as spéiaux de problèmes lassiques re�ète larihesse intrinsèque du monde des problèmes. Or le théorème de Cook a 35 ans, etle nombre de résultats de omplexité depuis lors néessite des méthodes adaptéespour traiter e�aement et de manière ohérente et ensemble de résultats.Je tente d'illustrer ette rihesse intrinsèque du monde des problèmes dans la Fi-gure 5.9. Celle-i donne, de plus, une vue shématique de la omplémentarité desrésultats obtenus grâe à l'approhe polyédrale et la théorie de la omplexité pourertains as spéiaux du problème suivant :[Ponlu℄ Partition de oût minimum sous-ontraintesDonnées : Un graphe G = (V,E), un hypergraphe héréditaire (V, E) donné parun orale d'appartenane à E , un temps d'opération f : P(V ) → R+ donnépar un orale de valeurs.Résultat : Une partition en liques {C1, C2, . . . Ck} de G telle que Ci ∈ E pourtout i.Mesure : ∑k

i=1(f(Ci)) à minimiser.Dans la première table, le oût f est unitaire (i.e. f(U) = 1 pour tout U ⊆ V ) Dansla deuxième table, le système d'indépendane est libre. Dans la troisième table, legraphe de ompatibilité est omplet. P : il existe un algorithme polynomial. Undiamant signale l'existene d'une formule min-max. NPC : NP-omplet. ρ : seuild'approximabilité en temps polynomial.[a℄ Théorème d'union des matroïdes[b℄ Coloration des graphes parfaits[℄ Les inégalités de rang forment un système TDI[d℄ Setion 3.2 pour l'étude de la formule min-max et Setion 3.3.3 pourl'algorithme et la preuve de la formule.[e℄ et [f ℄ Voir Setion 3.4.2[g℄ Voir Setion 4.3.2[h℄ Max-oloring est fortement NP-omplet sur les split graphes [65, 27℄.[i℄ Max-oloring est 4c-approximable quand le problème de la oloration est
c-approximable [127℄.[j℄ ρ∗ = 8/7 est le seuil d'approximation de max-oloring sur les graphesbipartis [70, 127, 65℄.annone que les orales sont le adre de la théorie de la omplexité de demain ? C'est le sujet d'unautre débat.
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systèmed'in
dépendane Matroïde ? ? ? ρ ≥ 4/3IntersetionMatroïde P [a℄ ? ? ρ ≥ 4/3Partition P ? ? ρ ≥ 4/3GénéraliséeUniforme P P P [d℄ 2 ≥[e℄ ρ ≥[f ]

4/3(b ≤ n)Libre P P P P [b℄(b = +∞) Complet Intervalle Triangulé ParfaitGraphe de ompatibilité
Coûtd'unb
ath Polymatroïdal P [℄ NPC NPC ρ ≥ 8/7Steiner TSP P 2 ≥[k℄ ρ ≥[l℄ NPC NPC ρ ≥ 8/7sur un arbreMax-bath P P [g℄ NPC [h℄ 4 ≥[i℄ ρ ≥[j℄ 8/7Unitaire P P P P [b℄Complet Intervalle Triangulé ParfaitGraphe de ompatibilité

Coûtd'unb
ath Polymatroïdal P [℄ NPC NPC NPCSteiner TSP P NPC [n℄ NPC NPCsur un arbreMax-bath P P P[m℄ ?Unitaire P P P P [a℄Libre Uniforme Partition Matroïde(b = +∞) (b ≤ n) GénéraliséeSystème d'indépendaneFigure 5.9 � Complexité de trois sous-problèmes de [Ponlu℄.



246 Conlusion[k℄ et [l℄ Voir [14℄.[m℄[n℄ Proposition 4.26 page 213.Apport philosophique. Dans e mémoire, nous avons disuté de problèmesd'ordonnanement hromatique. Nous avons illustré la omplémentarité des anglesde vue qu'o�rent les disiplines suivantes :i) les lasses de strutures ombinatoires [29, 28, 122℄,ii) l'ordonnanement [32, 34℄,iii) la ombinatoire polyédrale [129℄,iv) la théorie de la omplexité algorithmique [80, 1℄,v) l'approximation polynomiale [8, 51℄.Cette omplémentarité laisse présager d'ouvrages de synthèses faisant ressortir lesliens entre es disiplines, ar de plus en plus de publiations font états de résul-tats issus du métissage de es tehniques. Aujourd'hui ependant, la maîtrise dehaun de es paradigmes passe par une onnaissane enylopédique de nombreuxrésultats : s'orienter dans la littérature d'un de es domaines est trop fastidieuxpour que des non-spéialistes puissent pro�ter des résultats que l'on trouve dansles publiations. D'un autre �té, les états de l'art permettent souvent un gain detemps substantiel pour le néophyte. Or une partie importante du travail de syn-thèse onsiste à reenser et à lasser les résultats. Il m'est apparu progressivementqu'une partie de e travail de lassement peut être fait de manière automatique.Cela permet non seulement de faire gagner du temps dans le travail de synthèse,mais aussi d'améliorer la qualité de es synthèses. Je disute ela plus en détailsdans l'Annexe A, en soulignant quelques idées simples et générales. Ces idées serésument prinipalement à utiliser �la méthode des posets pour les bases de don-nées�. La simpliité, la versatilité et la puissane de ette méthode me onfèrentune motivation partiulière pour partiiper à son développement et à sa mise enappliation dans les années à venir.



Annexe AClassi�ations, SGBD et posets
Dans ette annexe, nous évoquons quelques utilisation des ensembles partielle-ment ordonnés (posets) dans les systèmes de gestion de base de données (SGBD).Cela permet une amélioration phénoménale de l'aès aux informations répertoriéesdans ette base, lorsque es informations sont naturellement munies de relationsde omparaisons. Cette méthode est déjà impliitement et partiellement utiliséeave suès [34, 28, 51℄. Elle se révèle d'une aide préieuse lors de la lassi�ationet la synthèse des résultats sur les strutures ombinatoires [28℄ et des résultatsqui onernent l'optimisation [34, 28, 51℄. Le but de ette annexe est de donner unaperçu de es potentialités qu'o�rent quelques onepts simples, mais qui ensemble,forment une boîte à outils ohérente et puissante. Je tenais à partiiper à la di�u-sion des idées ontenues dans ette boîte à outils, ar je souhaite partiiper à sondéveloppement dans les années à venir. Nous présentons d'abord les motivationset bases théoriques sur lesquelles s'appuient ette boîte à outil (Setion A.1). Nousdonnons ensuite un aperçu du type de synthèses qui peuvent être faites de manièregraphique, automatisée et interative grâe aux Figures des Setions A.2 et A.3(ette fontionalité est déjà en partie mise en ÷uvre dans [28℄).A.1 De l'importane des posets dans les synthèsesComme de nombreuses disiplines sienti�ques �vivantes�, les théories de l'ordon-nanement et de la oloration sont soumises à un phénomène de rami�ation desproblématiques. Bien que ertains résultats profonds et généraux simpli�ent parfoisle orpus des résultats, l'ensemble des résultats pertinents (i.e. que l'on ne sait pasdéduire d'autres résultats plus généraux) est en perpétuelle roissane.Les synthèses de résultats font l'objet d'une forte demande de la part de la om-munauté sienti�que. Cela est illustré par le suès des ouvrages de Garey et Jonh-son [80℄ pour la omplexité des problèmes d'optimisation ombinatoire, de Aaron-247



248 Classi�ations, SGBD et posetsson et Kuperberg [1℄ pour les lasses de omplexité, de T'Kindt et al. [137℄, Brukeret Knust [32, 34℄ pour l'ordonnanement, de Ausiello et al. [8, 51℄ pour l'approxi-mabilité, de Shrijver [129, 128℄ pour la ombinatoire polyédrale et la PLNE, deBrandstädt et al. [29, 28℄ pour les lasses de graphes ou enore de Oxley pour leslasses de matroïdes [122℄. Les ouvrages mentionnés i-dessus tentent d'apporter dela ohérene et de l'ordre au grand nombre de résultats dont ils traitent. Mais ils nesont pas seulement utiles pour le domaine de spéialité dont ils traitent. Certainsparadigmes utilisés pour e�etuer la synthèse et la présentation des résultats sedégagent de es ouvrages et peuvent être transposés à d'autres disiplines.C'est au travers de ette vision transdisiplinaire de la déouverte que nous avonstenté d'adapter les paradigmes de Bruker et Knust [32, 34℄1 pour formuler etappliquer la thèse suivante :Thèse 1 : L'utilisation d'un adre général permettant d'exprimer les problèmes deoloration omme des sous-problèmes dans une notation symbolique uni�ée (type
α | β | γ) permet d'e�etuer la synthèse des résultats onernant les problèmes deoloration.La ohérene d'une telle synthèse favorise l'aessibilité et le développement desrésultats (aussi bien de manière spéialisée que transdisiplinaire). Autrement dit,la mise en plae d'une telle notation améliore l'appliabilité des résultats ainsi queleur potentiel à servir de sole pour des onjetures et théorèmes ultérieurs, ommenous le disutons dans la Setion A.1.1 Alors que nous tirions les béné�es de eparadigme pour l'étude des problèmes d'ordonnanement hromatique, un autreparadigme, à la fois plus simple et plus général s'est naturellement dégagé : laméthode des posets pour les bases de données. Nous résumons ette méthode dansles deux thèses suivantes :Thèse 2 : Une myriade de théorèmes peut être exprimée e�aement omme leséléments d'un poset produit.Le but prinipal de la Setion A.1.2 est d'expliquer en quoi les herheurs exprimentspontanément de nombreux théorèmes de ette manière. En pratique, l'intérêt deette deuxième thèse est déuplé par la mise en ÷uvre de l'artillerie automatiquedes bases de données ombinée ave les potentialités ergonomiques qu'o�rent lesalgorithmes élémentaires pour manipuler les posets.Thèse 3 : L'utilisation ombinée des posets et des bases de données permet desopérations simples et automatiques qui améliorent onsidérablement l'e�aité del'aès aux informations (lorsque elles-i sont �naturellement� munies de relationsde omparaisons).Certaines opérations sur les posets partiulièrement utiles sont disutées dans laSetion A.1.3.1Basé sur des publiations de Graham et al qui remontent à la �n des années 70.



De l'importane des posets dans les synthèses 249A.1.1 Thèse 1 : La notation α |β | γ omme un pont entre laoloration et l'ordonnanementCette première thèse est introduite plus préisement dans la Setion 1.5 et estillustrée sobrement dans la deuxième partie de e mémoire. Sa pertinene et saréalisabilité s'appuient sur deux points :Premièrement, de nombreuses rami�ations sont étudiées parallèlement, voire demanière onjointe entre la oloration et l'ordonnanement. Cela motive l'utilisationd'un langage et d'une notation ommune.Deuxièmement, la notation α | β | γ a fait ses preuves quant à sa apaité à stru-turer et à synthétiser une large palette de résultats de omplexité. Or de nombreuxrésultats onernant les problèmes d'ordonnanement hromatique sont redéou-verts à plusieurs années d'intervalle. Il nous semble don important d'améliorerl'aessibilité de es résultats.Dans la deuxième partie de e mémoire, ertains ponts sont onstruits entre esdeux disiplines, montrant que ertains problèmes s'expriment indi�éremment danses deux langages, pour peu que l'on dispose du bon ditionnaire. Nous tentons dedonner les bases d'un tel ditionnaire dans la Setion 1.5. A un niveau plus onret,la Setion 5.1 (et partiulièrement la Figure 5.3 page 221) donnent une bonneillustration de l'équivalene et de l'interféondation des questionnements issus dela oloration et de l'ordonnanement.
A.1.2 Thèse 2 : Exprimer l'information par les éléments d'unproduit de posetsLa plupart des théorèmes d'optimisation ombinatoire sont exprimés dans uneforme paramétrique, qui onsiste à �roiser� les onepts spéi�ques de ertainsparadigmes2.Nous donnons des exemples de posets qui nous intéressent partiulièrement (Se-tion A.1.2.1).L'intérêt de ette deuxième thèse nous semble di�ile à argumenter autrement quepar l'exemple. A ette �n, nous présentons une synthèse de résultats onernant laoloration bornée, issus du Chapitre 3 (Setion A.1.2.2).2Les formalisme des problèmes, la omplexité algorithmique et la ombinatoire polyédrale sonttrois exemples de paradigmes, présentés i-dessous.



250 Classi�ations, SGBD et posetsA.1.2.1 La paramétrisation standard des théorèmesLa déomposition en posets présentée ii est en partie arbitraire. Elle re�ète tou-tefois la manière dont la plupart d'entre nous lassons les théorèmes dans nosreprésentations personnelles, ainsi que la manière dont nous les ommuniquons.Un éventuel hoix de posets plus �naturels�, ou plus �élémentaires� néessiteraitprobablement une longue ré�exion et ertainement une plus grande ulture et uneplus grande expériene que la mienne.
Π1 Classes de problèmes (Par exemple, si l'on souhaite se restreindre aux problèmesd'ordonnanement, on hoisit en général la déomposition en sous-posets selon
α | β | γ.).

Π2 Classes de omplexité �positive�, 'est-à-dire existene d'un algorithme pourrésoudre un problème donné (on peut séparer les propriétés d'un algorithmesselon son e�aité (i.e. temps de alul), la qualité de ses solutions (i.e. garantied'approximation, probabilité de réussite), mais aussi le modèle de alul danslequel l'algorithme est formulé (RAM-séquentielle, parallèle, non-déterministe,quantique. . . )). La séparation entre es ritères semble à la fois naturelle, aiséeen pratique et permet de représenter des dimensions omplémentaires de l'analysedes algorithmes.
Π2′ Classes de omplétude ou de �omplexité négative�3. L'étude des omplexitéspositives et négatives ont l'étude des rédutions en ommun4.
Π3 Classes de graphes (que l'on peut étendre aux hypergraphes voire aux fontionsd'ensembles, ou enore restreindre aux lasses ontraintes de préédene (i.e. deposets)). L'étude des lasses de graphes est liée à elle des posets des lassesd'opérations qui préservent l'appartenane à ertaines lasses de graphes. Deuxposets fondamentaux de lasses d'opérations semblent se distinguer, selon quees opérations interviennent dans des aratérisations par graphes interdits oudans des théorèmes de (dé-)ompositions (voir Setions 2.1.3 et 2.1.4).
Π4 Classes de résultats polyédraux. Etant donné un problème de Π1 et une for-mulation pour e problème (un ensemble de variables ave lequel on formule leproblème), on exprime souvent un résultat de ombinatoire polyédrale grâe àdeux paramètres : l'un dérit l'ensemble des ontraintes onsidérées5 et l'autredérit les propriétés d'intégralité du programme ainsi formé6. Bien que la stru-turation des lasses de formulations et des lasses de ontraintes ne semble pashose aisée, le poset des propriétés d'intégralités est à la fois rihe en relations ethomogène dans sa terminologie.3Bien que les résultats de omplétude soient en général disutés de manière parallèle auxrésultats positifs, es deux types de résultats semblent indépendants.4Les rédutions servent indi�éremment pour les résultats positifs et négatifs. De plus, on peutmontrer une rédution entre deux problèmes sans onnaître ni résultat positif ni résultat négatifpour auun de es deux problèmes.5Pour la formulation ave des variables sur les sommets du stable de poids maximum, ononsidère les inégalités d'arêtes, de liques, de yle impair, de roues. . .6matrie TTU/équilibrée, polyèdre entier/IDP/MIRUP/rang de Chvátal 1, système TDI. . .
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Π5 Classes de validation soiale7 (pour un papier ou un théorème, on peut onsi-dérer sa langue, ses dates assoiées (pour trouver le dernier état de l'art sur unsujet, ou enore réditer le premier auteur d'un résultat pour une déouverte),son statut (validé par Pr.Dr. untel ou par un autre, publié ii ou là, aessibilitélibre ou payante. . . )).La pertinene et la portée de ette deuxième thèse semble don relativement large.La mise en pratique d'une base de donnée utilisant les idées de la troisième thèseet l'utilisation de ette deuxième thèse pour d'autres types d'informations seraientnéessaire pour pouvoir les juger.Notons que la présentation des théorèmes sous ette forme paramétrique pose undouble problème : le hoix des formulations générales et la déomposition en posetsélémentaires. En e�et, bien que ertains aspets puissent être gérés de manièresouple et dynamique (voir thèse 3), le format d'entrée dans la base de donnéessemble nous ontraindre à es deux hoix de manière statique. Le hoix d'uneformulation générale onsiste à �xer, a priori, la forme des théorèmes que l'onsouhaite exprimer. Le poset suggéré i-dessus pour lequel ette question se posede manière fondamentale est le poset Π1 des problèmes (les autres jouissent d'uneertaine uniformité ulturelle qui rend les hoix plus ou moins naturels). Le posetdes problèmes est à la fois le plus grand8 et elui qui traduit la plus grande diversitéulturelle9. L'enjeu à relever pour assurer la perenité de ette deuxième thèse estillustré par le poset des problèmes : il s'agit de hoisir une formulation générale quijouisse de qualités a priori ontraditoires.i) Simpliité (i.e. la dé�nition du problème général doit être onise).ii) Large appliabilité et potentiel struturant. Le problème général permet d'ex-primer de nombreux sous-problèmes simplement en restreignant les valeursdes paramètres qui dé�nissent le problème général.iii) Tradutibilité ave les ultures dominantes. Pouvoir traduire une informationgénérale dans un adre et un langage assoié à un domaine de reherhe parti-ulier assure l'aessibilité de l'information et favorise la transdisiplinarité10.iv) Souplesse évolutive. C'est la grande inonnue liée au hoix d'un formalisme :ombien de temps sera-t-il adapté pour exprimer les résultats ultérieurs ?7Ces exemples illustrent que les posets généralisent à la fois les ensembles et les donnéesnumériques. Autrement dit, les données que l'on manipule habituellement sont souvent muniesd'une relation d'ordre vide ou omplète.8On peut onsidérer que le poset des lasses de graphes est un sous-poset de elui des problèmes.9De nombreux problèmes équivalents sont disutés ave des terminologies di�érentes selonqu'ils sont présentés dans le langage de l'ordonnanement, de la oloration de graphes, de lathéorie des nombres. . .10L'éhe de l'Esperanto laisse de quoi méditer sur le oût à investir pour le suès d'un nouveaulangage qui n'apporte pas de béné�es nouveaux.



252 Classi�ations, SGBD et posetsA.1.2.2 Une étude de as illustrant la rihesse des liens entre les di�é-rents théorèmesExemple A.1 Le problème de la oloration bornée est un problème NP, qui gé-néralise la oloration usuelle. A e titre, il n'est pas approximable à rapport moinsque V 1−ǫ pour les graphes généraux. Il admet ependant une 2-approximation dansles graphes parfaits. De plus, il est polynomial dans les graphes o-triangulés. Parailleurs, 'est un problème polynomialement équivalent à la oloration usuelle danstoute sous-lasse de graphes sans-K1,3. D'un autre oté, 'est un as spéial de laplupart des problèmes d'ordonnanement sur mahines parallèles ave ontraintesd'inompatibilité. . .L'Exemple A.1 utilise impliitement la méthodologie des posets : on n'y parle pasde la polynomialité de la oloration bornée pour les ompléments de graphes d'in-tervalles ar ela déoule du as des graphes o-triangulés. . . . . . pour peuque l'on onnaisse la relation d'inlusion entre es deux lasses de graphes. No-tons qu'en faisant e hoix de présentation, on perd le fait que l'algorithme pourles graphes d'intervalles est beauoup plus e�ae que l'algorithme onnu pour lesgraphes triangulés. Des informations ontenues dans l'Exemple A.1, on peut déduireautomatiquement (ave la méthode des posets) que le problème de la olorationbornée est polynomial dans les line-graphes de bipartis11. En e�et, les line-graphesde bipartis sont des graphes à la fois parfaits et sans-K1,3. Combiné ave la poly-nomialité de la oloration sur les graphes parfaits et l'équivalene entre olorationet oloration bornée sur les graphes sans-K1,3, ela donne le résultat annoné. Demême, on a une approximation à di�érene au plus 1 dans les line-graphes, enutilisant les résultats de Vizing sur la oloration minimum des line-graphes.Au travers de e réit, nous espérons faire sentir la puissane de la méthode desposets. Nous invitons le leteur septique à méditer sur le fait suivant. FrédériGardi a onsaré sa thèse à l'étude de la oloration bornée [79℄. Il y laisse la om-plexité de e problème ouverte sur les graphes o-triangulés. Mais dans ette mêmethèse, il mentionne la polynomialité du ouplage multidimensionnel parfait sur lesgraphes triangulés. Or, on montre aisément que le ouplage b-dimensionnel parfaitest polynomialement équivalent à la partition en b-liques sur toute lasse de graphefermée par ajout de sommets universels (e qui est le as des graphes triangulés).Autrement dit, e qui m'est apparu pendant quelques mois omme un problèmeouvert intéressant pouvait être résolu en utilisant un résultat onnu et une rédu-tion élémentaire. De la à onlure que les mathématiques peuvent être faites par lesordinateurs, il y a un gou�re que je ne m'aviserai pas de franhir. En revanhe, jesuis persuadé que la déouverte en mathématique n'est pas di�érente de la déou-verte dans les autres sienes : elle résulte en grande partie de la ommuniation11Ce résultat a des appliations importantes pour les problèmes d'emploi du temps.



De l'importane des posets dans les synthèses 253et du nomadisme12. On peut penser que Frédéri Gardi et moi-même sommes demauvais étudiants puisqu'il a fallu si longtemps pour faire ete observation élé-mentaire. Mais on peut aussi interpréter les hoses autrement : la �déouverte� neonsiste-t-elle pas simplement en une formulation mentale des évidenes ahées ?Bien sûr, on ne peut pas prédire la forme des évidenes que vont formuler les gé-nies. Mais pour la plupart des herheurs, qui, omme moi, passent leur temps àra�ner des paradigmes établis, on peut prédire une bonne partie des résultats quivont émerger. Et on peut don utiliser l'outil informatique pour struturer etteonnaissane émergeante et en failité la di�usion.
A.1.3 Thèse 3 : La méthode des posets pour les bases dedonnéesLa méthode des posets dans une base de données onsiste à permettre aux utilisa-teurs qui onsultent la base d'utiliser les relations onnues entre les données pourrendre l'aès à l'information plus e�ae. Des illustrations de e paradigme sont :� Le alul du diagramme de Hasse d'une relation d'ordre : lors d'un a�hagegraphique, enlever les relations qui sont onséquenes des autres améliore lalisibilité.� Le alul des éléments extrêmaux d'un poset : 'est e qui est fait pour améliorerla lisibilité en réduisant le nombre de résultats aessibles dans [34℄ (maximauxpolynomiaux, minimaux NP-durs) ainsi que dans [51℄ (bornes inférieures et su-périeures sur le seuil d'approximabilité).� La restrition des hamps à l'intersetion d'idéaux élémentaires13 et de omplé-ments d'idéaux élémentaires : ela permet de réduire e�aement l'espae dereherhe lors d'une onsultation de la base, par un proédé de reherhe diho-tomique généralisé. C'est une méthode que l'on peut utiliser lors de la reherhede la �frontière de omplexité d'un problème�, ainsi que pour déterminer la lassedes graphes qui aratérise une propriété donnée.� La ontration d'�intervalles de valeurs�14 : ela permet de hoisir le degré dedétail ave lequel l'information est a�hée. Par exemple, on ontrate souvent leslasses de omplexité O(n log(n)),O(n2),O(n4) en polynomial et O(1.1n),O(2n)en exponentiel.12Je réfère aux travaux de Mihel Soutif pour une disussion historique du r�le, dans la déou-verte sienti�que, de la ommuniation au delà des frontières établies.13Un idéal élémentaire inférieur (respetivement supérieur) d'un poset est l'ensemble des élé-ments plus petits (respetivement plus grands) qu'un élément donné.14Un intervalle de valeurs est un sous-ensemble I d'un poset tel que si a, c ∈ I et a ≤ b ≤ c,alors b ∈ C.



254 Classi�ations, SGBD et posetsLe produit de posets étant enore un poset, les outils permettant de manipulerl'information d'un poset peuvent être dé�nis pour un unique poset15. Par ailleurs,il semble que l'algèbre relationelle soit une enveloppe théorique su�sante pourdisuter les bases de données sur des posets (les relations dans un poset peuventêtre odées dans une table). Autrement dit, une base de donnée utilisant la méthodedes posets devrait pouvoir s'appuyer fortement sur les tehnologies existantes.Dans la deuxième thèse, nous avons évoqué plusieurs qualités que devraient avoirles posets dans une base de donnée. Il semble au moins que l'utilisation de basesde données améliore grandement la Tradutibilité. En e�et, ertaines tradutionspeuvent être mises dans la base rendant le proessus de tradution automatique16.De plus, l'utilisation du langage permettant le plus grand niveau de détail ne semblepas néessaire, ni pour l'entrée, ni pour l'extration des données dans la base. Pourela il onvient d'identi�er les onepts importants (omme �polynomial� pour laomplexité), et de les étiqueter dans la base omme des ontrations de oneptsplus �ns.A.1.4 Conlusion sur la méthode des posetsDe nombreux résultats peuvent être représentés omme les éléments d'un posetproduit. Si es résultats sont rentrés dans une base de données ave un grandnombre de détails, ela n'entrave en rien la simpliité de la onsultation : dans laplupart des moteurs de reherhe et dans la plupart des bases de données, 'estjustement en restreignant les valeurs possibles de ertains hamps que l'on obtientune réponse onise à une question iblée et ela indépendemment du nombred'informations aessibles par ailleurs. L'intérêt de l'utilisation des bases de donnéesen général et de la méthode des posets en partiulier est évidente quand on lit la notedesriptive de [51℄ (�paper desribing how the ompendium is used�) dans laquelleles auteurs expliquent les hoix préalables au travail d'arhiviste17. En e�et, le hoixstatique de la présentation oblige à passer sous silene la omplexité exate desalgorithmes reensés (linaire ou ubique), e qui peut être un inonvénient majeurde son appliabilité. De plus, les notes en bas de pages dans [51℄ pour distinguerl'approximabilité des sous-problèmes (selon les lasses de graphes par exemple),montrent lairement que le hoix statique de la présentation n'est pas adapté pourrendre ompte de telles rami�ations.15Bien que la plae en mémoire de l'information et l'e�aité des algorithmes dépende de ladéomposition en produit.16Des exemples de tradutions sont données dans la Figure 5.3 page 221.17�In 1993 the two authors of this paper started to ollet approximation results. We soon notiedthat the amount of approximability results was enormous, and therefore we had to limit ourselvesto onsidering polynomial time approximation results for NP optimization problems that are notsolvable optimally in polynomial time . . . We of ourse olleted the best upper and lower boundsof approximation, but we did not try to �nd the fastest approximation algorithm giving the bestapproximation upper bound - any polynomial time algorithm su�ed. . . �



Les strutures ombinatoires utilisées 255A.2 Les strutures ombinatoires utiliséesDans ette annexe, nous présentons quelques inlusions pour :� Certaines lasses de fontions d'ensemble, qui interviennent omme fontions deoûts (ou temps d'opération) en ordonnanement par baths (Figure A.1)� Certaines lasses de graphes parfaits (Figure A.2)Pour améliorer la lisibilité nous ne présentons que le diagramme de Hasse des in-lusions onsidérées.Pour une lasse de graphes G, on note G := {G |G ∈ G}, la lasse des graphesomplémentaires de graphes de G. Pour toute paire (G1,G2) de lasses de graphes,on a� G1 ⊇ G2 ⇐⇒ G1 ⊇ G2 et es inlusions sont indiquées par G1 → G2.� G1 ⊇ G2 ⇐⇒ G1 ⊇ G2 et es inlusions sont indiquées par G1 ⇒ G2.Les lasses de graphes auto-omplémentaires (i.e. telles que G = G) sont entouréesd'un ovale épais. Lorsque G1 ⊇ G2 et G1 ⊇ G2 on le note par une �èhe épaisse,sauf dans le as où l'une des deux lasses est auto-omplémentaire, ar la doubleinlusion vient automatiquement ave l'une des inlusions. Finalement, les rela-tions d'inlusion en traits disontinus sont des onjetures, ou pour le moins, desinlusions pour lesquelles nous ne onnaissons ni preuve, ni ontre-exemple.
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Taille-invariante
concave

cardinale
tronquée

Figure A.1 � Quelques lasses de fontions d'ensembles
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258 Classi�ations, SGBD et posetsA.3 Petite synthèse pour [ColB℄ et [PrExt℄Dans ette setion, nous présentons quelques résultats de omplexité pour les pro-blèmes [ColB℄ et [PrExt℄. Nous présentons des résultats pour [ColB℄ dans un formatinspiré de la notation α | β | γ, omme suggéré dans les Setions 1.5.2. Nous illus-trons la simpliité de la mise en pratique de la Thèse développée dans la Se-tion A.1.2, en y inluant quelques résultats d'approximation pour le problème[ColB℄.Nous présentons ensuite quelques résultats de omplexité pour [ColB℄ et [PrExt℄selon un format graphique prohe de elui utilisé dans [28℄. Cela illustre la terriblepuissane ommuniative des outils graphiques dont on dispose pour représenterl'information des posets et donne du rédit à la thèse développée dans la Se-tion A.1.3.[ColB℄ Coloration b-bornée (version déision)Données : Un graphe G, deux entiers b et k.Résultat : Existe-t-il une k-oloration de G telle que haque ouleur soit utiliséepour au plus b sommets?Commentaires : [Color℄ est un as partiulier (pour b = +∞). Partition en tri-angles est un as partiulier (sur le graphe G pour b = 3).[PrExt℄ Extension pré-olorée (version déision)Données : Un graphe G, un entier k et une pré-oloration Q de G utilisantseulement des ouleurs dans {1, . . . , k}.Résultat : Existe-t-il une oloration de G qui étend Q ?Commentaires : [Color℄ est un as partiulier (pour Q = ∅).



Petite synthèse pour [ColB℄ et [PrExt℄ 259Théorème A.2 Les problèmes suivants sont (maximaux) polynomiaux� B1 | b ≤ n, ol(forest) |Cmax [9, 102℄� B1 | b ≤ n, ol(law-free-Berge) |Cmax [55, 93, 79℄, Th. 3.6� B1 | b ≤ n, ol(o-K4-free-Berge) |Cmax [93, 76℄, Th. 3.15� B1 | b ≤ n, ol(o-hordal) |Cmax Th. 3.35� B1 | b = onst, ol(P4-free) |Cmax [22℄� B1 | b = onst, ol(bipartite) |Cmax [22℄� B1 | b ≤ n, ol(P4-free) |Cmax = onst [22℄� B1 | b ≤ n, ol(interval) |Cmax = onst [22℄Théorème A.3 Les problèmes suivants sont (minimaux) NP-durs� B1 | b ≤ n, ol({P4,paw, C4}-free) |Cmax [22℄, Th. 3.8� B1 | b ≤ n, ol({P4,paw, 2K2 + v}-free) |Cmax Th. 3.8� B1 | b = 4, ol(interval) |Cmax [22℄� B1 | b ≤ n, ol(bipartite) |Cmax = 3 [22℄Théorème A.4 Les approximations suivantes sont (maximales) polynomiales� B1 | b ≤ n, ol(perfet) |Cmax | ρ = 2 Th. 3.59� B1 | b ≤ n, ol(line-graph) |Cmax | ρ∗ = 4
3

Prop. 3.60� B1 | b ≤ n, ol(bipartite) |Cmax | ρ∗ = 4
3

Prop. 3.60Théorème A.5 Les approximations suivantes sont (minimales) NP-dures� B1 | b ≤ n, ol(line-graph) |Cmax | ρ = 4
3
− ǫ Prop. 3.60� B1 | b ≤ n, ol(bipartite) |Cmax | ρ = 4

3
− ǫ Prop. 3.60
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Annexe BMots équilibrés et ordonnanementjuste-à-temps
Dans ette annexe, nous présentons brièvement les résultats disutés dans[31℄ Small deviations, JIT sequening and symmetri ase of Frankel's onje-ture −2005− (aepté à Disrete Mathematis ave N. Brauner).[111℄ Simultaneous optimization of lassial objetives in JIT sheduling

−2005− (aepté à European Journal of O.R. ave V. Lebaque et N.Brauner).Comme le niveau de disussion de es papiers est très tehnique, nous mettonsii l'aent sur les aspets philosophiques sous-jaents et les perspetives ma-thématiques plus générales dans lesquelles nous pensons qu'ils s'insrivent.En partiulier, nous disutons le prinipe de proportionalité dans le adreplus général de la ohérene. Nous essayons aussi de faire ressortir quelquesdangers sournois réés par le hoix des fontions objetifs en juste-à-temps.Nous suggérons que la omplexité algorithmique o�re un angle d'attaqueintéressant pour analyser et généraliser la onjeture de Fraenkel.Mots lés : Partage et représentation proportionnelle en nombres entiers, motséquilibrés et séquenes de Beatty, ordonnanement juste-à-temps, optimisationmulti-objetifs simultanée.Autres objets utilisés : Prinipe de proportionalité, partages ohérents, trans-disiplinarité, holisme et modélisation.B.1 Petite philosophie de l'interféondation éthique-éonomie-sieneSelon Vitor Hugo, 263



264 Mots équilibrés et ordonnanement juste-à-temps�Le monde matériel repose sur l'équilibre, le monde moral sur l'équité�.L'équité dans le partage des hoses est une préoupation soiale omniprésente, qu'ils'agisse d'imp�t, de démoratie représentative, ou enore d'aès aux soins [11℄. Sil'on en roit la loi du moindre e�ort dans la philosophie Védique, ou enore ladesription des lois physiques selon Lagrange, l'optimalité et l'équilibre ne sontque deux manières de dérire les phénomènes naturels. L'équilibre est don unsoui éonomique primordial1, qu'il s'agisse de �abilité des proédés de fabriation,de ompétitivité dans l'organisation des transports, ou enore de stabilité dansles prises de déisions olletives2. A plus long terme, l'équilibre se traduit par lanéessité de faire évoluer notre mode de vie selon des ritères de développementdurables, sous peine de nous voir ontraints au silene omme de vulgaires riquets3.Or il semble que les onlusions des points de vue basées sur l'équité et sur l'équi-libre onvergent dans l'analyse mathématique de nombreuses situations. Par exemple,la méthode de Sainte-Laguë [12, 10, 11℄ pour les partages proportionnels en nombresentiers remporte autant de palmes selon des ritères moraux que selon des ritèresd'optimisation. Le monde matériel et le monde moral ne seraient-ils pas deux illu-sions, ou plut�t deux desriptions omplémentaires d'une même réalité plus vaste,dont nous tentons péniblement de rendre ompte au travers de nos pereptions etonepts morelés ?Les diversités ulturelles onstituent une rihesse partiulière dans ette quête deonnaissane : voir le voisin faire di�éremment nous o�re la possibilité de re-mettre en question des a priori ulturels mal fondés dont nous n'avions même pasonsiene [11℄. Mieux, es diversités sont souvent une manière privilégiée d'envisa-ger de nouvelles manières de faire, en tirant parti de l'expériene des autres [53℄ eten herhant e qui pourrait nous unir au delà de e qui semble devoir nous séparer(Setion B.4). En e sens, la ommunauté des herheurs se doit de partiiper àl'amélioration des outils de ommuniations4 et de vulgarisation, tout autant quede développer des onnaissanes nouvelles par la reherhe spéialisée.
1La prolifération des perhes du Nil et l'ativité humaine ollatérale dans le �lm �Le auhemarde Darwin� peut laisser penser que l'équilibre n'est pas une néessité de la nature : la loi du plusfort fait enore mieux l'a�aire. Mais si l'on envisage les hoses à l'éhelle des ivilisations et non desindividus, il semble évident que la roissane illimitée est une illusion immature et l'exploitationintense, une folie suiidaire. Après l'apogée, le délin : lorsque les riquets ont dévoré toutes lesressoures, ils sont ondamnés à se faire oublier et à espérer que la �ore se régénère. . .2Un lien entre la stabilité dans les jeux oopératifs et l'optimisation ombinatoire est disutédans les Setions 1.4 et 4.1.1 de e mémoire.3Est-il néessaire d'évoquer la liste des déséquilibres planétaires auxquels partiipe l'humanité ?La �surpêhe� (des oéans) illustre de manière partiulièrement imagée que les déséquilibres quenous sommes apables de perevoir en tant qu'individus ne sont que la partie émergée de l'iebergdes évolutions auxquelles nous partiipons.4Nous avons tenté d'y partiiper ave l'analyse proposée dans l'Annexe A.



Problèmes de partages, solutions par des mots 265B.2 Problèmes de partages, solutions par des motsUn mot in�ni (respetivement, �ni) sur un alphabet∑ est une fontion de N dans∑ (respetivement, de [1..t] dans ∑). Par exemple abacaba . . . est le début d'unmot sur {a, b, c}.Exemple B.1 A la mort d'un vieux hamelier, un notaire est en harge de parta-ger les hameaux de elui-i entre ses trois �ls : Arthas, Balnazarr et César. Lors del'ériture de son testament, le vieux hamelier avait 18 hameaux et avait demandéque 9 soient donnés à Arthas, 6 à Balnazarr et 3 à César. Malheureusement, de-puis l'ériture du testament, ertains hameaux sont morts, d'autres ont été voléset d'autres enore ont été prêtés à des ousins nomades. Finalement, le notaire nesait pas ombien de hameaux doivent être partagés entre les trois �ls (ar ertainshameaux qui ont été prêtés sont suseptibles de revenir dans les prohains mois).Pour ontourner le problème, le notaire déide que les hameaux seront donnés unpar un et au fur et à mesure qu'on les retrouvera, selon un ordre préétabli, odé parun mot sur {a, b, c}. Par exemple le mot aba . . . signi�e que le premier hameaudoit être donné à Arthas, le deuxième à Balnazarr, le troisième à Arthas. . .Les mots donnent un adre simple et uni�é pour traiter ertaines questions del'ordonnanement juste-à-temps (JIT)5, du partage des sièges de manière propor-tionelle en démoratie représentative ou enore de la théorie des �les d'attentes.Pour r : {1, 2, . . . n} → [0, 1] tel que ∑n

i=1 ri = 1, on souhaite trouver un mot telque la lettre i arrive ave la densité6 ri. Autrement dit, si l'on note xi,k le nombrede fois où la lettre i est présente sur l'intervalle [1..k], on souhaite trouver un mottel que xi,k ≃ kri. Souvent les ri sont tous rationnels et on peut se ramener à l'étudede mots périodiques.B.2.1 Les partages équitables sont-ils proportionnels ?L'idéal xi,k = kri est lié à la philosophie Aristotéliienne qui identi�e le oneptde partage �juste� à la méthode du partage proportionnel [11℄. Mihel Balinski [11℄donne un oup de pied monumental à notre royane qui identi�e inonsiemmentjustie et proportionalité7 : la proportionnalité est anrée dans les raines de notre5just-in-time.6r pour rate, ou taux de prodution.7Cette fusion entre un onept philosophique di�ilement dé�nissable et une règle mathéma-tique simple est à mon avis un phénomène ourant. Blaise Pasal va enore plus loin dans etteritique : �La outume fait toute l'équité, par ette seule raison qu'elle est reçue ; 'est le fonde-ment mystique de son autorité�. Par exemple, peu de Français envisagent une remise en ause dusystème életoral pour les életions présidentielles alors que le srutin majoritaire à deux toursa montré qu'il était la ause de larges biais quant à sa voation à faire émerger le andidat re-présentant le mieux l'ensemble des français (En 1988, les sondages donnaient Raymond Barre



266 Mots équilibrés et ordonnanement juste-à-tempsulture, mais l'étude la règle du Ketoubot dans le Talmud [11, 7℄ montre qu'il existed'autres manières �ohérentes� que la proportionalité pour dé�nir la justie.
B.2.2 De l'origine des partages représentables par des mots.Une fois que l'on a hoisi une règle de �partage juste� (par exemple entre le Ke-toubot et la loi de proportionalité (qui donne le partage kri)), il arrive souventque la répartition presrite ne soit pas un nombre entier (alors que le partage xi,kd'un groupe de k hameaux est entier par dé�nition). Un moyen de ontournerle problème onsiste à vendre les hameaux et à répartir le béné�e des ventes.Mais ertains problèmes de partages, omme les sièges en démoratie représen-tative ou l'ordonnanement juste-à-temps, sont intrinsèquement des problèmes departages en nombres entiers. Plusieurs méthodes ont été disutées pour transformerun partage proportionnel frationnaire en un partage en nombre entier [10℄ (etteproblématique est le sujet du livre [12℄). Une méthode employée historiquement,la méthode de Hamilton, onsiste à hoisir xi,k := ⌊kri⌋, puis à a�eter les entiersrestant par ordre déroissant des parties frationnaires kri − ⌊kri⌋. Cette méthodeoptimise de nombreux ritères [104, 12℄ mais mène à un problème majeur : le pa-radoxe de l'Alabama, du nom de l'état qui a vu son nombre de siège xi,k diminuerlors d'une augmentation du nombre total k de sièges au ongrès amériain. Le prin-ipe de monotonie de la hambre est qu'il faut éviter le Paradoxe de l'Alabama.Dans les questions de partage en nombres entiers, se restreindre à des partagesdesriptibles par des mots est équivalent à se onformer au prinipe de monotoniede la hambre. Si les partages en nombres entiers sont bien étudiés dans le adre del'idéal proportionnel8, ça ne semble pas être le as pour d'autres types de partagesohérents, omme elui presrit par le Ketoubot.omme �andidat Condoret�, 'est-à-dire qui aurait battu tous les autres au seond tour. En
2002, le débat du seond tour a lairement montré l'inapaité de e type de srutin à reentrerle débat autour des andidats les plus représentatifs de l'ensemble de la population.). Bien qu'iln'existe pas de systèmes életoral sans biais lorsqu'il s'agit d'élire un unique représentant [10℄,d'autres modes de srutins sou�rent de moins de défauts [10℄ (et permettent de reentrer le dé-bat sur les andidats plus prohes de l'opinion générale). A l'instar de Pasal, on peut donritiquer les justi�ations ulturelles qui servent de base à l'identi�ation que nous faisons entreertains prinipes philosophiques et les proédés tehniques utilisés pour tenter de mettre en pra-tique es prinipes. Comme le montre impliitement Balinski [10, 11℄, es identi�ations abusivesinonsientes peuvent être repérées grâe aux di�érenes ulturelles (avant d'être analysées envue d'être améliorées). Faire la distintion de nature entre les prinipes philosophiques énonésdans les onstitutions et les tentatives de mise en appliation est un préalable à la ohérene dessystèmes politiques, éonomiques et judiiaires de demain.8voir [12℄ pour l'approhe axiomatique et le hapitre de Kubiak dans [112℄ pour l'optimisationde ertaines fontions objetifs.



Problèmes de partages, solutions par des mots 267B.2.3 Sienes physiques et RO : l'homogénéité des formulesUne fois l'idéal de proportionalité hoisi et la monotonie de la hambre requise, unautre postulat onsiste à herher des mots tels que ⌊kri⌋ ≤ xi,k ≤ ⌈kri⌉, ou plusgénéralement, tels que xi,k − kri soit petit pour tous i et k. Ce faisant, on postuleimpliitement que 'est la di�érene xi,k−kri qui mesure l'injustie, l'irrégularité ouenore le oût éonomique de ette irrégularité. Une manière alternative onsisteà herher à e que le rapport xi,k/kri soit prohe de 1. A priori, es objetifsne sont pas ontraditoires. Mais la di�érene et le rapport peuvent donner desrésultats sensiblement di�érents lorsque l'on utilise une �fontion d'agglomération�(omme ∑i,k((xi,k/kri) − 1)2 ou maxi,k |xi,k − kri|) pour dé�nir l'optimalité d'unmot. Le hoix de la fontion d'agglomération est partiulièrement important dansles modèles d'ordonnanement juste-à-temps qui étudient la régularité sur plusieursniveaux9. Dans es modèles, on assoie un veteur aratéristique à haque typede lettre (si a est un type de voiture, le veteur préise si e type de voiture estéquipée d'un ou de deux airbags, de l'ABS, voire du nombre de boulons que lavoiture omporte. . . ). Dans e type de ontexte, il onvient d'être vigilant sur lesabsurdités auxquelles peuvent onduire les fontions d'agglomération :Exemple B.2 Il est absurde de faire la somme d'un nombre de petits pois et d'unnombre de pastèques pour évaluer une quantité de nourriture. Il est plus pertinentde pondérer les deux termes de ette somme par la masse ou la quantité d'énergied'un pois et d'une pastèque. On obtient alors un résultat homogène, 'est-à-dire unnombre de kilos ou de alories.Il en va de même pour les fontions objetifs que nous développons en RO : leminimum syndial est que les formules soient �homogènes�. Le verdit semble assezsévère pour les objetifs lassiques du JIT (basés sur xi,k − kri) : ils ne sont pashomogènes10. Dans le as à un seul niveau, ela ne semble pas mener à des solutionsaberrantes. Mais imaginons la situation suivante :

9multi-level JIT sheduling.10La �dimension� de xi,k−kri est un nombre de pièe de type i. Prendre le max ou la somme detelles quantités n'est don pas homogène. D'un autre �té, les objetifs issus de l'agglomérationdu rapport (xi,k/kri) sont homogènes. Par exemple, la minimisation de ∑i,k((xi,k/kri) − 1)2onduit à l'optimalité d'une �méthode de diviseur�, la méthode de Sainte-Laguë-Webster, promueen théorie des votes pour ses propriétés axiomatiques [12, 10, 11℄.



268 Mots équilibrés et ordonnanement juste-à-tempsExemple B.3 Un responsable du planning sur une haîne de prodution trouver,à l'aide de sont ordinateur, le minimum de∑i,k(xi,k−kri)
2, modélisation lassiquedans la littérature pour le as multi-niveaux (le i variant sur les types de ompo-sants des voitures). Vous êtes partiulièrement �er de votre solution ar le problèmeest onnu pour être NP-dur. Lorsque vous annonez le planning aux employés, im-pressionnés par vos onnaissanes théoriques en optimisation, ils n'osent pas vousfaire part de leurs doutes quant à la qualité de votre ordonnanement. Toutefois,au bout de deux heures, puis périodiquement, vous êtes ontraints d'arrêter la lignede prodution pour ause de surharge de travail au stand où sont �xés les air-bags. Perplexe quant à la raison de ette aophonie, vous �nissez di�ilement lajournée. Arrive alors l'heure de rendre des omptes à votre hef, le soir même enréunion. Après un quart d'heure de disussion, elui-i vous traite d'abruti ar ilvient de réaliser que dans votre fontion objetif, le terme orrespondant aux bou-lons11 dans la fontion objetif a rendu négligeable elui des pièes dont la gestionest ritique (et qui surviennent généralement en faibles quantités).Moralité, si l'on souhaite avoir des modèles pertinents, il onvient d'interpréterleur sens physique et/ou éonomique. Mais ela semble souvent partiulièrementdi�ile. Une manière ourante onsiste à tout exprimer en termes monétaires, oue qui revient au même, par une fontion d'aggrégation à valeurs réelles. Même sila valeur exate des oé�ients reste inonnue pour les aluls appliqués, l'homo-généité des formules est une ondition failement véri�able qui permet de déteterque ertains modèles sont suseptibles de nous guider vers des solutions peu in-téressantes. La di�ulté de onstruire des formules pertinentes est un indie dufait que l'on ne omprend pas e que l'on herhe à optimiser. Cela inite à réétu-dier le problème ave un point de vue éonomique. Une approhe alternative, lamodélisation axiomatique [12℄, est évoquée dans la Setion B.412.B.2.4 L'équivalene des fontions objetifs.Toujours en herhant des mots prohes de l'idéal proportionnel, une autre ap-prohe, qui permet d'éviter d'avoir à hoisir entre plusieurs fontions objetifsonsiste à prouver l'équivalene de es objetifs. Le as des objetifs basés sur

xi,k − kri est étudié en détail dans [111℄. Malheureusement, pour la plupart des11Cette histoire est issue d'une ritique que j'ai formulée à l'enontre d'une fontion objetifproposée dans le adre d'un projet universitaire qui avait pour espoir d'améliorer un planning deprodution dans une usine de Toyota. . .12La méthode (ou modélisation) axiomatique [12℄ onsiste à herher des solutions qui res-petent des prinipes (omme la monotonie de la hambre). Cette approhe permet d'exprimerles modèles dans un autre souvent plus adapté pour transrire les idées informelles. La modé-lisation axiomatique permet d'éviter d'avoir à hoisir un objetif partiulier, souvent di�ile àjusti�er. En ontrepartie, la di�ulté de la méthode axiomatique survient lorsque les prinipesrequis ne sont pas ompatibles : hoisir entre plusieurs prinipes est en quelque sorte équivalentà hoisir une fontion d'agglomération.



Le problème MDJIT et les mots équilibrés. 269paires de fontions objetifs, nous avons exhibé des familles de densités (dont lasomme vaut 1) telles qu'il n'existe pas de mots (ave les densités présrites) op-timisant les deux objetifs à la fois. Cette impossibilité d'optimisation simultanéea en partiulier lieu dans le as de haune des trois paires d'objetifs pris dansl'ensemble
{

max
i,k
|xi,k − kri|,

∑

i,k

|xi,k − kri|,
∑

i,k

(xi,k − kri)
2

}

B.3 Le problème MDJIT et les mots équilibrés.En vue de minimiser un objetif basé sur xi,k−kri, on peut ommener par observerque :Proposition B.4 [132, 30, 104℄ Pour tout n ∈ N et tout r1 ≥ r2,≥ · · · ≥ rn ≥ 0tels que ∑ ri = 1, il existe un mot tel que
⌊kri⌋ ≤ xi,k ≤ ⌈kri⌉pour tout 1 ≤ i ≤ n et tout k ∈ N.Pour des problèmes omme elui de l'Exemple B.1 ou pour le partage de siègesen représentation proportionelle, il semble su�sant de herher à e que xi,k soitprohe de kri (en termes de xi,k − kri ou de xi,k/kri). Cependant, pour le JIT, unedes motivations est de réguler la harge de travail sur la ligne de prodution. Danse as, l'origine du temps n'a que peu d'importane et 'est plut�t �l'équilibre loal�qui est déterminant. En terme d'objetifs juste-à-temps, les ingénieurs de Renaultont d'ailleurs retenu l'intérêt de e type de ontraintes (par rapport aux hypothèsesplus lassiques du JIT) lors du Challenge ROADEF'05 ave des formules du type :�xi,k+10−xi,k doit être prohe de 10×ri pour tout k�. Cela se rapprohe de la notiond'équilibre étudiée en théorie des nombres. La lettre i est C-équilibrée dans unmot si elle apparaît autant de fois sur toutes paires de sous-mots de même taille,en tolérant une di�érene d'au plus C. Autrement dit, i est équilibrée si pour tout

(k1, l1) et (k2, l2) tels que l1−k1 = l2−k2 on a |(xi,l1−xi,k1
)−(xi,l2−xi,k2

)| ≤ C. Unmot est C-équilibré si toutes ses lettres sont C-équilibrées (on dit plut�t �équilibré�pour 1−équilibré).Nous avons observé que le C-équilibre de la lettre i est impliqué par le fait que
|xi,k−kri| soit petit pour tout k. Cette observation provient de l'étude du problèmeMDJIT 13 qui onsiste, étant donné B ∈ Q+, à herher un mot tel que |xi,k−kri| ≤
B pour tout 1 ≤ i ≤ n et tout k.13Maximum deviation just-in-time.



270 Mots équilibrés et ordonnanement juste-à-tempsProposition B.5 [104℄ Supposons qu'un mot satisfasse |xi,k − kri| ≤ B pour tout
1 ≤ i ≤ n et tout k ∈ N.� Si B < 1/2, alors le mot est équilibré [30℄,� Si B < 3/4, alors le mot est 2-équilibré,� Si B < 1, alors le mot est 3-équilibré.Bien que l'on ne puisse pas toujours onstruire un mot équilibré ave des densités
ri données (même en supposant ∑ ri = 1), les Propositions B.4 et B.5 impliquentque l'on peut toujours onstruire un mot 3−équilibré. La possibilité de toujourspouvoir onstruire un mot 2−équilibré semble ouverte.Malgré e lien entre le MDJIT et les mots C−équilibrés, la omplexité algorith-mique nous amène à penser que es deux problèmes sont relativement di�érents.Soit n ∈ N, B ∈ Q+, d1 ≥ d2,≥ · · · ≥ dn ≥ 0 une liste d'entiers et D :=

∑
di. Onsouhaite onstruire un mot de D lettres sur l'alphabet {1, 2 . . . n} ave les densités

di/D et des �propriétés de régularité� (i.e. un petit B pour MDJIT ou un petit Cpour les mots équilibrés).
Pseudo-polynomial, est-e e�ae ?Avant de disuter la omplexité de es problèmes, il nous faut noter le point philo-sophique suivant. Du point de vue de la omplexité algorithmique, l'étude des motsdoit aorder une plae d'honneur au as du odage des di en unaire. Autrementdit, les algorithmes pseudo-polynomiaux pour onstruire des mots peuvent souventêtre onsidérés omme e�aes en pratique. Nous tentons de donner un argumentpour ette a�rmation. Dans l'Exemple B.1, une fois le proédé de partage déidé,il faut le mettre en plae. Or, dans les mondes matériels et éonomiques, le oûtlogistique de n hameaux (transport, nourriture, soins. . . ) est plut�t de l'ordre de
n que de log(n). Autrement dit, il est aeptable que le temps de alul de la proé-dure d'a�etation des hameaux soit multiplié par 2 lorsque le nombre de hameauxà distribuer double, ar en e as, le temps de alul de la proédure de déisionreste raisonnable par rapport au oût de sa mise en plae.Théorème B.6 [132℄ MDJIT est pseudo-polynomial (et se réduit à trouver unouplage parfait dans un graphe biparti onvexe ayant 2D sommets).Dans le odage unaire des di, MDJIT est don un problème faile. Pour e qui estdu odage binaire, l'appartenane de MDJIT à NP est ouverte, ependant :Théorème B.7 [30℄ MDJIT est dans o-NP : on peut erti�er en temps polyno-mial qu'il n'existe pas de mot ayant les densités ri := di/D ave une déviationmaximum ne dépassant pas B.



Le problème MDJIT et les mots équilibrés. 271Le Théorème B.7 se déduit des onditions de Hall (pour l'existene d'un ouplageparfait) appliquées au graphe onstruit dans [132℄ : es onditions se traduisent parune ondition arithmétique ompate.Pour l'existene d'un mot équilibré, la situation est inverse : on peut erti�er entemps polynomial (pour un odage binaire) qu'un mot équilibré existe. Cela pro-vient en grande partie du fait que les séquenes 1−équilibrées sont des objets ma-thématiques bien plus struturés que leur dé�nition ne le laisse supposer. Uneséquene de Beatty est un sous-ensemble de Z de la forme : {⌊r−1
i t + βi⌋}t∈Z.Toute séquene de Beatty est équilibrée et réiproquement, toute séquene équili-brée est une séquene de Beatty à partir d'un ertain entier [119, 120, 135℄. Cettequasi-équivalene est à la base de la preuve du résultat suivant.Théorème B.8 [Non publié℄ Soit n ∈ N, d1 ≥ d2,≥ · · · ≥ dn ≥ 0 et D :=

∑
di.Déider s'il existe un mot équilibré sur n lettres tel que la i-ème lettre a la densité

di/D est un problème NP.Idée de preuve Pour toute séquene équilibrée S ⊆ Z de densité ri, il existe unnombre entier ti et un nombre βi tels que
S ∩ [ti..∞] = {⌊r−1

i t+ βi⌋}t∈Z ∩ [ti..∞]En partiulier, si ri est rationnel, la séquene S est périodique à partir de ti. Unmot équilibré sur n lettres est don périodique à partir de max{ti | i ∈ [1..n]}. Sil'on onsidère une période de e mot et qu'on la répète, on obtient une partitionde Z en séquenes de Beatty. Il existe don un mot équilibré ave les densités ri siet seulement s'il existe une liste {β}ni=1 tels que pour tout 0 ≤ i < j ≤ n on a :(B.1) {⌊r−1
i t+ βi⌋}t∈Z ∩ {⌊r−1

j s + βj⌋}s∈Z = ∅Chaune des O(n2) équations (B.1) peut être rérite omme un PLNE ave 3 va-riables. Les équations (B.1) peuvent don être véri�ée en temps polynomial [128℄14.La liste des β est don un erti�at NP de l'existene d'un mot équilibré ar l'onpeut supposer que βi = bi/di ave 0 ≤ bi < D. 2Remarque B.9 Il serait intéressant d'avoir une aratérisation arithmétique simplepour résoudre les équations B.1, plut�t que d'invoquer la mahinerie de Lenstra oude Barvinok pour la PLNE en dimension �xe.La question suivante ne semble pas étudiée expliitement :Question B.10 Existe-t-il un algorithme (pseudo-)polynomial pour déider s'ilexiste un mot équilibré ave des densités données ? Ce problème est-il (fortement-)NP-omplet ? Est-il dans o-NP ?A la plae, une question d'apparene anedotique onernant le as ou toutes lesdensités sont di�érentes tient le devant de la sène des publiations onernant lesmots équilibrés :14La PLNE en dimension �xe est polynomiale.



272 Mots équilibrés et ordonnanement juste-à-tempsConjeture B.11 (Fraenkel) Soit n ≥ 3 et r1 > r2 > · · · > rn > 0 tels que∑
ri = 1. Il existe un mot équilibré sur n lettres tel que la lettre i a la densité ri siet seulement si pour tout i, on a

ri =
2n−i

2n − 1Pour le as n = 2, toutes les paires de nombres (r1, 1 − r1) sont valides ar leomplément d'une séquene de Beatty est enore une séquene de Beatty. Pour
n = 3 et 4, une aratérisation des n−uplets de densités ave lesquelles ont peutonstruire un mot équilibré est donnée dans [134℄ et [5℄. La Conjeture de Fraenkelest prouvée pour n = 3 [134℄, n = 4 [5℄, n = 5 [135℄ et n = 6 [136℄. C'est la néessitéqui résiste dans ette onjeture. La su�sane est faile ar on peut réursivementonstruire des mots équilibrés ave les densités présrites à partir de abacaba : si
M est la période pour le mot sur n lettres et z est une nouvelle lettre,MzM donnela période pour le mot sur n + 1 lettres. Notons que ette période est toujours�symétrique�, mais ela est seulement un fait empirique. En fait, on peut prouver laConjeture de Fraenkel si l'on se restreint aux mots symétriques (la symétrie d'unmot implique en partiulier que ses densités soient di�érentes).Théorème B.12 [31℄ Soit n ≥ 3 et r1 ≥ r2 ≥ · · · ≥ rn > 0 tels que ∑ ri = 1.Alors il existe un mot équilibré symétrique sur n lettres tel que la lettre i a ri pourdensité si et seulement si pour tout i, on a

ri =
2n−i

2n − 1B.4 Epilogue - Théorie des jeux et RO : la ohé-rene.Comme le souligne Mihel Balinski [11℄, il existe un prinipe mathématique quijusti�e aussi bien les partages proportionnels que les partages promus par le Tal-mud : la ohérene. La ohérene est un ritère mathématique issu de la théoriedes jeux, dont la simpliité et la généralité en font quasiment un ritère nées-saire d'équité [11℄. Sa fore tient en partie dans la généralité de sa dé�nition quilui permet d'élairer les questions d'équité dans des ontextes très généraux et enpartiulier pour le ontexte des partages en nombres entiers. La dé�nition formellepeut paraître abstraite, mais elle traduit simplement le bon sens : si l'on onsidèreun partage entre les trois �ls A, B et C, omme équitable, alors on devrait en parti-ulier onsidérer e partage omme équitable si l'on ne ompare que les attributionsde A et B15. Nous dé�nissons maintenant la ohérene dans un adre général avantde l'illustrer par un ontre-exemple dans le as du problème des hameaux.15Quelques absurdités matérielles auxquelles mènent les partages non-ohérents sont soulignésdans [11℄.



Epilogue - Théorie des jeux et RO : la ohérene. 273Soit M une méthode de partage sur un ensemble ∑ de béné�iaires. On supposeque M permet aussi d'e�etuer des partages sur les sous-ensembles de∑. AlorsMest ohérente si pour toute répartition x produite par M et tout U ⊆∑, la res-trition de x à U est aussi une répartition produite parM . Considérer la ohéreneomme un prinipe néessaire a onséquene est sévère pour l'analyse des fontionslassiquement utilisées en JIT. . . Par exemple, les solutions données par le MDJITne sont pas ohérentes, omme nous l'expliquons maintenant. Considérons le jeu dedemandes (1, 1, 4, 4). A quelques symétries près16, l'unique solution optimale pourette instane est cdacdcdbcd [111℄. Or, si l'on se restreint aux lettres a et c (i.e. auxdemandes (1, 4)), MDJIT donne l'unique solution ccacc. Les solutions optimales deMDJIT ne sont don pas ohérentes ar pour respeter les solutions données surles paires de lettres, une solution optimale pour les demandes (1, 1, 4, 4) devraitpermettre de plaer a et b au milieu du mot.La réponse lassique, donnée par la ommunauté RO pour défendre les objetifsomme maxi,k |xi,k − kri| ou ∑i,k |xi,k − kri| est que, e qui ompte du point devue opérationnel, 'est la minimisation des oûts et non la justie envers les typesde pièes. Nous sommes don renvoyés à la mise en garde proposée dans les Se-tions B.1 et B.2.3 :Lorsque l'on souhaite appréhender les oûts de manière globale, voire dans uneoptique de développement durable, peut-on espérer modéliser orretement �la mi-nimisation des oûts� ?J'aimerais revenir sur un élément de réponse, pour moi très onstrutif, ar il donnedu sens et guide le plaisir dans l'organisation des onnaissanes. Cet élément deréponse onsiste en un ate de foi : la démarhe transdisiplinaire est un prérequisà la pertinene et la simpliité17 de e que nous entreprenons. Plus préisement,la quête holistique est néessaire à la profondeur, la beauté et la pérennité de nosonstrutions mentales. Autrement dit,Nous onstruisons sans esse des modèles mathématiques pour tenter de quanti�erles prinipes de bases de la physique, de l'éthique et de l'éonomie. Le destin denos modèles n'est-il pas de dérire une réalité unique, ou du moins ohérente, dontla simpliité transende les ontraditions inhérentes au loisonnement ulturel dumonde dans lequel nous évoluons ?
16Ce qui nous intéresse ii 'est que l'on ne peut éhanger la plae de a qu'ave b [111℄.17Dans le sens de l'épuration du super�u.
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