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�La s
ien
e ne doit pas faire oublier l'engagement...

�Pour être soi, il faut se projeter vers 
e qui est étranger,se prolonger dans et par lui. Demeurer en
los dans sonidentité, 
'est se perdre et 
esser d'être. On se 
onnaît, on se
onstruit par le 
onta
t, l'é
hange, le 
ommer
e ave
 l'autre.Entre les rives du même et de l'autre, l'Homme est un pont.�Jean-Pierre Vernant, La Traversée des frontières4



l'engagement ne doit pas faire oublier la s
ien
e.�Pierre-Vi
tor Tournier

�L'Homme 
onstruit trop de murs et pas assez de ponts.�Construisons des ponts en traversant les murs.5
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Introdu
tionThéorie de la démonstration et théorie du 
al
ul, et plus pré
isément théorie des lan-gages de programmation, sont étroitement liées. Outre la 
oïn
iden
e temporelle qui faitqu'on a vu se développer à la même période (les années 30) des 
adres théoriques2 et desthèses ou résultats fondamentaux3 qui ont sans doute posé les fondements de la théorie dela démonstration moderne et 
ontribué à marquer le début de l'ère informatique, on a trèsrapidement vu des s
ienti�ques développer à la fois un intérêt pour la théorie des preuveset la théorie du 
al
ul.Si les liens entre 
al
ul et démonstration formelle peuvent sembler évidents au premierabord du fait de leur 
ara
tère expli
ite, formel, véri�able (voire mé
anisable) et laissantpeu de pla
e à la subje
tivité (quoique), 
'est véritablement dans les années 60 ave
 la
orrespondan
e de Curry-Howard que se noue le n÷ud qui tient depuis lors théorie de lapreuve et théorie des langages de programmation étroitement liées.C'est ainsi que des avan
ées4 d'un 
�té du pont ont t�t fait de produire de nouveaux ré-sultats � ou mieux, de nouvelles questions et problématiques � sur l'autre rive. Ces é
hangesde bons pro
édés ont lieu dans les deux sens et vont des questions les plus fondamentalesaux plus appliquées, des interrogations les plus traditionnelles aux innovations les plusré
entes. Ainsi les re
her
hes et les attentes 
on
ernant les langages de programmationont-elles stimulé les investigations mathématiques dans le 
hamp de la preuve.Les liens qui ont été établis5 entre les langages de programmation dé
laratifs et la théoriemathématique des preuves sont tout à fait exemplaires, parti
ulièrement intéressants etprin
ipalement de deux types :� d'un 
�té, la 
orrespondan
e de Curry-Howard déjà évoquée plus haut a permis defournir un fondement théorique parti
ulièrement solide à la programmation fon
tion-nelle en mettant en 
orrespondan
e formule logique et type informatique, preuveintuitionniste et programme, rédu
tion de 
oupure et étape de 
al
ul et en�n preuvesans 
oupure et résultat, ou valeur. Elle a aussi permis de transférer des résultats dethéorie de la démonstration en théorie de la programmation et a été l'o

asion dedévelopper des outils d'analyse formelle de 
es langages s'appuyant sur des méthodeslogiques. La traversée du pont dans l'autre dire
tion ne fut pas moins ri
he, la 
or-respondan
e ayant ainsi renouvelé les questions qui se posaient au sujet des résultatsd'élimination des 
oupures ; des questions liées à l'e�
a
ité de 
es transformationsont notamment pu trouver un é
ho plus attentif du fait de 
es 
onnexions...2λ-
al
ul, ma
hines de Turing, 
al
ul des séquents, dédu
tion naturelle, voire fon
tions ré
ursives de la
al
ulabilité.3théorème de 
omplétude de Gödel, théorème de Herbrand, théorèmes d'in
omplétudes de Gödel etautres résultats d'indé
idabilité, interprétation de Brouwer-Heyting-Kolmogorov des preuves intuition-nistes, théorème d'élimination des 
oupures de Gentzen, thèse de Chur
h-Turing...4doit-on parler de dé
ouverte ou d'invention dans nos 
hamps ?5�tissés� serait peut-être plus juste. 11



� dans un autre ordre d'idées, les questions liées à la re
her
he (automatique) de dé-monstration ont été à l'origine d'un paradigme de programmation apparu dans lesannées 70, la programmation logique dont Prolog est le représentant 
anonique. Dans
ette dire
tion également on a vu des 
ontributions dans les deux dire
tions, outrele fait que le langage lui-même vienne de 
onsidérations logiques. Ainsi en est-il del'introdu
tion des notions de preuves uniformes ou de fo
alisation en logique linéairequi ont un grand intérêt logique en elles-mêmes et ont été introduites à l'o

asion dere
her
hes en programmation logique.Les deux paradigmes de programmation sus-mentionnés, programmation fon
tionnelleet programmation logique, sont également intéressants en 
e qu'ils entretiennent ave
 lalogique des relations de nature assez di�érente et que 
ette di�éren
e se 
ristallise autourde la notion de 
oupure :� en programmation fon
tionnelle, un programme est une démonstration et la dyna-mique du 
al
ul réside dans la rédu
tion de la 
oupure ; le résultat du 
al
ul est unepreuve sans 
oupure. Ce paradigme, 
elui du λ-
al
ul, 
onsiste à 
onsidérer le 
al
ul
omme une rédu
tion de preuve ;� en programmation logique, un programme est une 
olle
tion de formules (un séquent)et une étape de 
al
ul est le passage d'un séquent à un autre par appli
ation d'unerègle d'inféren
e. La dynamique du 
al
ul réside don
 dans la 
onstru
tion d'unepreuve et le résultat du 
al
ul est une preuve 
omplètement 
onstruite. La re
her
hede preuve n'a de 
han
e d'être e�e
tive que si l'on n'utilise pas la règle d'inféren
equ'est la 
oupure, la seule règle du 
al
ul des séquents qui demande véritablement del'inventivité, de l'imagination. En 
e sens, la re
her
he de preuve repose de manièrefondamentale sur l'élimination des 
oupures, mais pas dans son aspe
t e�e
tif. Leparadigme de la programmation logique est don
 
elui de la re
her
he de preuvesans 
oupure .Mais, alors que les résultats des 
al
uls dans les deux paradigmes sont des objets iden-tiques, des preuves sans 
oupure, la dynamique du 
al
ul6 et le lien que 
ette dynamiqueentretient ave
 la règle de 
oupure sont très di�érents d'un 
as à l'autre.On peut voir 
ela sous un autre angle : la règle de 
oupure peut être vue 
ommeun moyen de faire interagir, ou 
ommuniquer, les preuves. Dans le paradigme de 
al
ulpar rédu
tion de preuve, 
ette 
ommuni
ation 
orrespondra par exemple au passage d'unargument à une pro
édure. Dans le paradigme de 
al
ul par re
her
he de preuve, la 
oupureservira plut�t7 à relier le résultat d'un 
al
ul (une preuve) à une propriété que l'on auraétablie à propos du système (par des moyens mé
aniques ou non) et à en déduire uneinformation à propos d'autres 
al
uls potentiels par exemple : on pourra ainsi déduire dufait qu'un 
al
ul a abouti et du fait que l'on a élimination des 
oupures qu'un autre 
al
ulserait possible (ou non) : 
'est i
i plus l'admissibilité de la 
oupure que l'élimination de la
oupure qui 
ompte et elle sert plus dans le raisonnement à propos des 
al
uls que pour ledéroulement des 
al
uls eux-mêmes.Une di�éren
e fondamentale entre logique et programmation (et qui est peut-être l'undes éléments qui font la ri
hesse du lien preuves�programmes) est que la logique a un
ara
tère �sa
ré� alors qu'un langage de programmation est, assez fondamentalement, faitpour être �bidouillé�, �ha
ké�. Si l'on ne sait pas très bien d'où vient la logique (
'est6Et la question visant à savoir 
omment on 
al
ule est au moins aussi importante que 
elle interrogeant
e qu'on 
al
ule.7Outre le fait de rendre possible la re
her
he de preuve par des moyens mé
aniques.12



peut-être le propre de son 
ara
tère mathématique), les langages de programmation sonttrès 
lairement ÷uvre humaine : il s'agit d'un objet te
hnique, d'un outil arti�
iel dans lepremier sens du terme. Loin de nous l'idée que la logique ne soit pas sujette au bidouillage(on la torture même parfois...) ni qu'il n'y ait pas de 
ara
tère universel dans les langages deprogrammation, bien au 
ontraire, mais for
e est de 
onstater que les 
ritères de 
on
eption,de validation et d'évaluation de l'une et des autres di�èrent et 
'est, nous semble-t-il, pourle meilleur.L'un des exemples les plus frappants de la distin
tion que l'on vient de mentionner estpeut-être la question du 
ontr�le dans les langages de programmation. Les langages deprogrammation (qu'il s'agisse du paradigme fon
tionnel ou logique) sont 
onstruits surun modèle d'exé
ution sous-ja
ent (plus ou moins formel) et (presque) tous prévoient desmanières de déroger à 
e modèle standard d'exé
ution. Qu'il s'agisse des mé
anismes de
apture du 
ontexte d'évaluation, de mé
anismes d'é
happement, de modi�
ations des
omportements de ba
ktra
king ou d'élagages de l'arbre de re
her
he de preuve, on peutgénéralement 
onsidérer les opérateurs de 
ontr�le 
omme une manière de réi�er l'envi-ronnement d'exé
ution du programme et de donner au programmeur une main sur 
etenvironnement d'exé
ution (il y a souvent, derrière 
ette volonté, d'importantes questionsd'e�
a
ité).Toujours est-il que les mé
anismes de 
ontr�le sont une donnée et un problème bien 
om-plexe. D'après la brève présentation que l'on vient de donner des mé
anismes de 
ontr�le,le le
teur ne sera pas surpris par le fait qu'il soit di�
ile d'interpréter logiquement les
onstru
tions de 
ontr�le, mais 
'est un dé� intéressant qui a des impli
ations (appli
a-tions ?) pratiques loin d'être négligeables : 
'est bien souvent dans 
es 
onstru
tions 
om-plexes à manipuler, 
ar jouant ave
 les limites même du modèle de programmation que leprogrammeur a à l'esprit, que viennent se ni
her les erreurs de programmation, voire leserreurs de 
on
eption du langage.Les re
her
hes que nous présentons dans 
ette thèse se situent au 
arrefour de la théoriede la démonstration et de la théorie des langages de programmation. On parle souventde logique de la programmation pour désigner 
ette interfa
e. Les résultats que nous pré-sentons peuvent être reliés à trois thématiques, outre 
e que nous avons déjà dis
uté plushaut : la propriété de séparation (ou théorème de Böhm), la propriété de fo
alisation etl'appro
he intera
tive de la logique et du 
al
ul. Nos résultats 
on
ernent trois domaines,le λµ-
al
ul, la logique linéaire et la ludique. Cette thèse est 
omposée de trois partiesprésentant 
ha
un de 
es domaines ave
, en toile de fond, un domaine d'appli
ation 
om-mun : une meilleure 
ompréhension du 
ontr�le dans les langages fon
tionnels et logiquespar l'utilisation de méthodes issues de théorie de la démonstration.Les trois parties de la thèse sont largement indépendantes, quant aux questions abordéesainsi qu'aux outils te
hniques utilisés et aux résultats qui y sont présentés. Il y a pourtantplusieurs éléments qui font le lien entre les di�érentes parties et qui justi�e, nous l'espérons,que 
es résultats soient regroupés dans la même thèse :� Notre motivation pour l'étude d'une appro
he intera
tive de la re
her
he de preuveétait une meilleure 
ompréhension du 
ontr�le dans les langages logiques et le déve-loppement du Λµ-
al
ul é
laire quant à lui 
ertains éléments 
on
ernant le 
ontr�ledans les langages fon
tionnels ;� L'origine de notre intérêt pour le λµ-
al
ul était la propriété de séparation. L'ap-pro
he que nous avons adoptée, visant à analyser 
e qui faisait é
houer la séparationet à réparer le problème, quitte à modi�er le 
al
ul, était inspirée de la ludique où la13



propriété de séparation est traitée 
omme un élément requis dans le développementde la théorie ;� La propriété de fo
alisation est elle aussi au fondement de la ludique et 
'est pourmieux 
omprendre 
e sur quoi elle reposait que nous avons mené nos re
her
hes dans
ette dire
tion ;� Le Λµ-
al
ul fait partie de la tradition Curry-Howard, ou rédu
tion de preuve, tandisque les résultats de fo
alisation et la programmation logique sont apparentés à lare
her
he de preuve. Nous tentons, via la re
her
he de preuve intera
tive, de proposerun 
adre dans lequel la re
her
he de preuve se fait par élimination des 
oupures : lare
her
he de preuve intera
tive serait une sorte de re
her
he de preuve par éliminationdes 
oupures.Contenu et 
ontributions de la thèse :� Partie introdu
tive. Nous introduisons dans les deux premiers 
hapitres de la thèseles notions te
hniques qui seront né
essaires au développement de nos travaux.� Chapitre 1 : Notions de théorie de la démonstration. Nous introduisonsdans 
e 
hapitre des notions générales de théorie de la démonstration qui nousserviront dans le reste de la thèse, et tout parti
ulièrement les 
al
uls des séquents
lassique, LK, et linéaire, LL. Nous avons fait le 
hoix, dans 
e 
hapitre, de nepas nous limiter aux notions stri
tement né
essaires, mais de présenter des notionsou résultats qui, s'ils ne sont pas for
ément né
essaires aux développements te
h-niques qui suivront, mettent en éviden
e le lien qu'il peut y avoir entre di�érentesquestions, di�érents résultats. À 
e dernier titre, 
e 
hapitre s'inspire d'une sériede 
ours sur la théorie de la démonstration que nous avons donnés aux graduatestudents du Chennai Mathemati
al Institute.� Chapitre 2 : Notions de λ-
al
ul et de λµ-
al
ul. Dans 
e 
hapitre, nousintroduisons le λ-
al
ul de Chur
h et le λµ-
al
ul de Parigot. Nous donnons éga-lement une dis
ussion détaillée du théorème de Böhm.� Partie I : Λµ-
al
ul. Dans 
ette première partie, nous étudions le Λµ-
al
ul.� Chapitre 3 : Du λµ-
al
ul au Λµ-
al
ul. Ce 
hapitre est 
onsa
ré à une analysede l'é
he
 de la séparation en λµ-
al
ul, prouvé par David et Py, 
e qui nous 
onduità proposer une variante du λµ-
al
ul, le Λµ-
al
ul, pour laquelle la séparation estvéri�ée, et que nous introduisons dans 
e 
hapitre.� Chapitre 4 : Théorème de Böhm pour le Λµ-
al
ul. Nous prouvons dans
e 
hapitre le théorème de séparation (théorème de Böhm) pour le Λµ-
al
ul. Lesrésultats de 
e 
hapitre ont été publiés dans [Sau05℄.� Chapitre 5 : Con�uen
e du Λµ-
al
ul. Ce 
hapitre est 
onsa
ré à la preuve dela 
on�uen
e du Λµ-
al
ul. La preuve est assez longue et 
omplexe mais elle a pour
orollaire une preuve de la 
on�uen
e du λµη-
al
ul, légèrement plus 
ourte quela preuve pré
édemment 
onnue. Certains résultats de 
e 
hapitre ont été publiésdans [Sau08a℄.� Chapitre 6 : Λµ-
al
ul simplement typé. Nous étudions dans 
e 
hapitre unsystème de types simples pour le Λµ-
al
ul. Les résultats de 
e 
hapitre ont étépubliés dans [Sau08a℄.� Chapitre 7 : Une analyse du Λµ-
al
ul via des réseaux. Ce 
hapitre est
onsa
ré à l'étude d'une variante des réseaux de démonstration de la logique li-néaire, les SANE, grâ
e auxquels nous analysons les rédu
tions du Λµ-
al
ul de14



manière plus atomique. Nous prouvons en parti
ulier un théorème de séparationpour 
es réseaux, une simulation du Λµ-
al
ul, et expliquons dans quelle mesureun autre 
al
ul est sous-ja
ent aux SANE. Ce 
hapitre a donné lieu à un rapportde re
her
he 
o-é
rit ave
 Mi
hele Pagani [PS08℄.� Chapitre 8 : λµ-
al
uls, streams et 
ontr�le. Dans 
e dernier 
hapitre 
on
er-nant le Λµ-
al
ul, nous établissons quelques résultats 
omparant diverses versionsdu λµ-
al
ul que l'on trouve dans la littérature, nous développons l'interprétationde stream du Λµ-
al
ul et développons la 
onnexion ave
 le 
ontr�le délimité. Cer-tains résultats de 
e 
hapitre ont été publiés dans [Sau08a℄.� Partie II : Fo
alisation en logique linéaire. Nous nous pen
hons dans 
ette partie surles propriétés de fo
alisation de la logique linéaire.� Chapitre 9 : Une preuve modulaire de la fo
alisation. Ce 
hapitre est 
onsa-
ré à une preuve de la fo
alisation basée sur la stru
ture de graphe de fo
alisation.Ce 
hapitre a donné lieu à publi
ation dans [MS07℄.� Chapitre 10 : Multifo
alisation. Nous développons dans 
e 
hapitre une va-riante des systèmes fo
alisés que nous appelons multifo
alisation. La multifo
ali-sation trouve une origine très naturelle dans la preuve du 
hapitre pré
édent etles graphes de fo
alisation. Nous mettons en éviden
e l'existen
e d'une notion demaximalité parmi les preuves multifo
alisées et établissons des résultats 
ompa-rant preuves maximalement multifo
alisées et réseaux de démonstration. Certainsrésultats de 
e 
hapitre ont été publiés dans [CMS08℄.� Partie III : Programmation Ludique. Cette dernière partie s'atta
he à proposer unmodèle de re
her
he de preuve intera
tive, ou de re
her
he de preuve par éliminationdes 
oupures, dans le 
adre de la ludique.� Chapitre 11 : Introdu
tion à la ludique. Ce 
hapitre introduit la ludique.� Chapitre 12 : Vers une programmation ludique : Re
her
he de preuveintera
tive. Nous proposons dans 
e 
hapitre de 
onsidérer di�éremment la re-
her
he de preuve. Alors que dans les appro
hes usuelles, en parti
ulier les ap-pro
hes de la programmation logique via les preuves uniformes, la 
onstru
tion depreuve 
onsiste en la spé
i�
ation d'un programme par un séquent et la re
her
hed'une preuve de 
e séquent en suivant une dis
ipline spé
i�que (prouvabilité uni-forme ou fo
alisation), voire en utilisant des stratégies parti
ulières pour les ins-tru
tions de 
ontr�le, notre modèle de re
her
he de preuve intera
tive 
onsiste à
onstruire une preuve (un dessein de la ludique) qui soit 
apable d'interagir, denormaliser, ave
 un ensemble de tests, lui-même spé
i�é 
omme des desseins dela ludique. Nous proposons une ma
hine abstraite pour exé
uter 
ette re
her
hede preuve intera
tive et montrons 
omment traiter le ba
ktra
king de manièreintera
tive. Ce 
hapitre a donné lieu à publi
ation dans [Sau08b℄.
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Chapitre 1Notions de théorie de ladémonstration. Résumé:On introduit dans 
e 
hapitre des notions générales de théorie de la démonstrationqui nous serviront dans le reste de la thèse.Sommaire1.1 Cal
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The King of Fran
e was a man. I was a man.Therefore I was the King of Fran
e.F. ! I'm sinking again.Leonard Cohen, Beautiful LoversNous introduisons dans 
e 
hapitre un 
ertain nombre de notions de théorie de ladémonstration en vue des développements à suivre dans le reste de 
ette thèse.Nous avons été guidés dans la réda
tion de 
e 
hapitre par deux idées :� la né
essité de poser les dé�nitions des notions né
essaires au développement desrésultats originaux de 
ette thèse ;� plut�t qu'une liste, un 
atalogue de dé�nitions sans 
ohéren
e sinon l'exhaustivité,nous avons souhaité mettre en perspe
tive diverses notions de théorie de la démons-tration, des thèmes ré
urrents ou en
ore des notions qui se font é
ho.Nous avons ainsi renon
é à ne présenter que 
e qui était stri
tement né
essaire pour déve-lopper nos résultats de manière à mettre en éviden
e 
ertains liens et des 
onne
tions entredivers thèmes de théorie de la démonstration et de ses liens ave
 le 
al
ul.Ainsi, l'appro
he de la 
omplétude de LK de la se
tion 1.2 ne nous sert pas dans lasuite de la thèse mais nous permet de mettre en éviden
e des origines à l'appro
he dere
her
he de preuve et à la fo
alisation dans des thèmes 
lassiques de théorie de la démons-tration. De même, la présentation des deux systèmes de règles alternatifs pour 
onjon
tionet disjon
tion dans LK en se
tion 1.1.5 n'a peut-être pas d'autre utilité que de rendre plusnaturelle l'introdu
tion des fragments multipli
atifs et additifs de la logique linéaire. Unautre exemple est la dis
ussion sur la 
onstru
tivité de LJ : les mentions en se
tion 1.3.3 despropriétés d'existen
e et de disjon
tion de LJ, pour né
essaires qu'elles soient dans une telleintrodu
tion, pourraient paraître su�santes et l'introdu
tion des théories 
onstru
tives deHarrop pourrait au 
ontraire sembler super�ue. Ce point a été guidé par la volonté de �pré-parer le terrain� pour l'introdu
tion des formules héréditaires de Harrop et la prouvabilitéuniforme à la se
tion 1.6.2.Le le
teur qui souhaiterait plus de détails sur l'un des points abordés dans 
e 
hapitrepourra 
onsulter l'un des ouvrages de Girard [Gir87b, GLT89, Gir06℄, Kleene [Kle67, Kle04℄Miller [Mil99℄, David, Nour et Ra�alli [DNR04℄ ou Troelstra et S
hwi
htenberg [TS96℄.1.1. Cal
ul des séquents 
lassique1.1.1 Termes et formulesDé�nition 1.1 (Langage du premier ordre)Un langage du premier-ordre L est la donnée (i) d'ensembles Pn de symboles deprédi
at pour 
haque arité n ≥ 0, (ii) d'ensembles Fn de symboles de fon
tion pour
haque arité n ≥ 0 (les symboles de fon
tion d'arité nulle sont appelés des symboles de
onstante), et (iii) d'un ensemble dénombrable X de variables.18



Dé�nition 1.2 (Termes de L)Les termes de L sont dé�nis indu
tivement 
omme suit :� une variable x est un terme ;� si t1, . . . , tn sont des termes et si f est un symbole de fon
tion d'arité n (f ∈ Fn),alors f(t1, . . . , tn) est un terme.Dé�nition 1.3 (Formules de L)Les formules de L (notées A,B, . . . , F,G, . . . ) sont dé�nies indu
tivement 
omme suit :� si t1, . . . , tn sont des termes et si P est un symbole de prédi
at d'arité n (P ∈ Pn),alors P (t1, . . . , tn) est une formule (dite formule atomique) ;� si A et B sont des formules, alors A ∧B, A ∨B, A⇒ B, ¬A sont des formules ;� si A est une formule et si x est une variable, alors ∀x.A et ∃x.A sont des formules.Dans la suite, quand on parlera d'une formule A, on parlera le plus souvent d'uneo

urren
e parti
ulière de la formule A. On ne détaille pas maintenant 
e point qui serapré
isé lorsque nous introduirons les 
al
uls des séquents.Remarque 1.4On 
onsidèrera également par la suite des logiques du se
ond ordre, 
'est-à-dire ave
une quanti�
ation sur les prédi
ats et non plus seulement sur les termes. On introduiradans 
e 
as un ensemble supplémentaire X de variables du se
ond ordre et de nouvelles
onstru
tions pour les formules : une variable du se
ond ordre X sera une formule etsi X ∈ X et si A est une formule, ∃2X.A et ∀2X.A seront des formules.Dé�nition 1.5 (Variables libres et liées)Les o

urren
es libres et liées d'une variable dans une formule sont dé�nies 
ommesuit :� une o

urren
e de variable dans un terme (resp. une formule atomique) est tou-jours libre ;� si une o

urren
e de x est libre dans A, alors elle est libre dans A ∧ B, B ∧ A,
A ∨B, B ∨A, A⇒ B, B ⇒ A et dans ¬A ;� si une o

urren
e de x est libre dans A et si y 6= x, alors elle est libre dans ∀y.Aet dans ∃y.A ;� une o

urren
e libre de x dans A est liée dans ∀x.A et dans ∃x.A ;� une o

uren
e liée de x dans A est liée dans toute formule 
onstruite sur A.Comme d'habitude, le nom d'une variable liée n'importe pas, la seule 
hose qui importeétant le quanti�
ateur responsable de la liaison de la variable. En 
onséquen
e, on autorisele renommage de variables liées (α-renommage) et on 
onsidérera toujours les formules à 
erenommage près. En outre, on pourra également supposer que la 
onvention de Barendregts'applique : au
une variable n'apparaît à la fois libre et liée dans une formule et les variablesliées sont toutes distin
tes les unes des autres (
'est-à-dire que toute paire de quanti�
ateursapparaissant dans la formule lient des variables distin
tes).Dé�nition 1.6 (Modèle d'un langage du premier-ordre)Étant donné un langage du premier-ordre L, un modèle M de L 
onsiste en un en-semble non-vide |M|, le domaine deM, une fon
tion fM : |M|n 7→ |M| pour 
haquesymbole de fon
tion f dans Fn et une fon
tion PM : |M|n 7→ {v, f} (ou, de manièreéquivalente, une partie PM de |M|n) pour tout symbole de prédi
at P de Pn.Étant donné un langage L et un modèleM pour L, on dénotera par L[M] le langage

L étendu par les 
onstantes c pour c ∈ |M| (et on étend bien sûr de manière 
anonique le19



modèleM en un modèle de L[M] ave
 cM = c).On peut maintenant asso
ier une valeur de vérité à 
haque formule 
lose de L[M] :Dé�nition 1.7 (Interprétation d'une formule 
lose)Étant donné un terme 
los t ou une formule 
lose F de L[M], on peut dé�nir leurinterprétation 
omme suit :� M(c) = c ;� M(f(t1, . . . , tn)) = fM(M(t1), . . . ,M(tn)) ;� M(P (t1, . . . , tn)) = PM(M(t1), . . . ,M(tn)) ;� M(F ∧G) = v siM(F ) =M(G) = v et vaut f sinon ;� M(F ∨G) = f siM(F ) =M(G) = f et vaut v sinon ;� M(F ⇒ G) = v siM(F ) = v ou siM(G) = v, et vaut f sinon ;� M(¬F ) = v siM(F ) = f et f sinon ;� M(∀x.F ) = v si pour tout c ∈ |M|,M(F [c/x] = v et vaut f sinon ;� M(∃x.F ) = v si, pour un 
ertain c ∈ |M|,M(F [c/x] = v et vaut f sinon ;Un système dédu
tif ou système d'inféren
e ou système de démonstrationest un formalisme dans lequel on peut étudier des propriétés des formules logiques, éven-tuellement pour les relier aux interprétations possibles des formules. Une 
ara
téristiqueimportante des systèmes dédu
tifs est qu'une démonstration formelle sera généralementun objet �ni (ou au moins un objet admettant une des
ription �nie) et même un objetdé�ni indu
tivement, là où les modèles de la logique font intervenir des objets in�nis. Lesdémonstrations sont don
 naturellement plus sujettes à un traitement symbolique automa-tique.Nous introduirons dans la suite de 
e 
hapitre plusieurs systèmes de démonstration etdiverses logiques qui nous seront utiles pour la thèse et nous rappellerons 
ertaines de leurspropriétés fondamentales. Nous nous pen
herons en parti
ulier sur deux 
al
uls introduitspar Gerhard Gentzen dans les années 30 [Gen69℄, la dédu
tion naturelle et le 
al
ul desséquents.1.1.2 Cal
ul des séquents LKLe 
al
ul des séquents est un système dédu
tif introduit par Gentzen dans les années30 [Gen69℄. Si 
e système n'est pas très naturel ni pratique pour y faire e�e
tivement desdémonstrations mathématiques, il se révèle être un ex
ellent outil pour étudier la stru
turedes démonstrations.Dé�nition 1.8 (Séquent pour LK)Un séquent pour LK est la donnée de deux ensembles d'o

urren
es de formules,les hypothèses Γ et les 
onséquen
es ∆, et sera noté Γ ⊢ ∆.Un séquent Γ ⊢ ∆ doit se 
omprendre 
omme l'assertion a�rmant que la 
onjon
tiondes formules de Γ entraîne (ou a pour 
onséquen
e) la disjon
tion des formules de ∆.C'est volontairement que nous ne pré
isons pas le sens donné à �
onjon
tion�, �entraîner�,�avoir pour 
onséquen
e� et �disjon
tion�, puisque nous souhaitons justement étudier lasigni�
ation et la valeur que 
es termes prennent une fois qu'on a donné un système dedémonstration parti
ulier que nous souhaitons étudier.20



A ⊢ A Initial
Γ1 ⊢ A,∆1 Γ2, A ⊢ ∆2

Γ1,Γ2 ⊢ ∆1,∆2
CoupureFig. 1.1 � Cal
ul des Séquents LK � Groupe Identité (Règle initiale et Coupure).

Γ ⊢ ∆
Γ, A ⊢ ∆

LW
Γ ⊢ ∆

Γ ⊢ A,∆ RW
Γ, A,A ⊢ ∆

Γ, A ⊢ ∆
LC

Γ ⊢ A,A,∆
Γ ⊢ A,∆ RCFig. 1.2 � Cal
ul des Séquents LK � Groupe Stru
turel (A�aiblissement et Contra
tion).

Remarque 1.9 (Sur l'utilisation d'o

uren
es de formules)On fera bien la distin
tion entre un ensemble de formules, un multi-ensemble deformules et un ensemble d'o

urren
es de formules :� dans le premier 
as, on n'aura pas de répétition de formule ;� dans le deuxième 
as, on pourra avoir une multipli
ité de formules identiquesmais on ne pourra pas distinguer une o

urren
e d'une autre o

uren
e ;� dans le troisième 
as, on aura à la fois la possibilité de 
onsidérer de multipleso

urren
es d'une même formules et de faire la distin
tion entre 
es o

urren
eset en parti
ulier de distinguer les inféren
es appliquées à 
ha
une d'entre elles.La manière la plus 
ommode de distinguer les o

urren
es de formules est de leurattribuer des indi
es, des adresses permettant de distinguer 
haque o

urren
e.
Dé�nition 1.10 (Cal
ul des séquents LK)Les règles d'inféren
e (ou inféren
es) de LK sont données aux �gures 1.1, 1.2et 1.3. Elles sont réparties en trois groupes : le groupe identité qui 
ontient la règleinitiale et la 
oupure, le groupe stru
turel qui 
ontient des règles permettant de gérerles formules du séquents (
ontra
tion, a�aiblissement) et en�n le groupe logique quidé�nit les règles d'inféren
e des 
onne
teurs logiques.Les inféren
es ont toujours un séquent 
on
lusion et un 
ertain nombre (0, 1 ou2) de séquents prémisses.Une preuve D d'un séquent Γ ⊢ ∆ est un arbre �ni de règles d'inféren
e de LKtel que� Γ ⊢ ∆ est le séquent 
on
lusion de la première inféren
e r de la preuve (ondit alors que Γ ⊢ ∆ est la 
on
lusion ou la ra
ine de la preuve et que r estl'inféren
e 
on
lusion) ;� si (ri)i∈I sont immédiatement au-dessus de r dans D, les 
on
lusions des (ri)i∈Isont les prémisses de r ;� les feuilles de l'arbre sont des inféren
es sans prémisse.21



Γ ⊢ A,∆
Γ,¬A ⊢ ∆

L¬ Γ, A ⊢ ∆

Γ ⊢ ¬A,∆ R¬
Γ,⊥ ⊢ ∆

L⊥
Γ ⊢ ⊤,∆ R⊤

Γ, A ⊢ ∆

Γ, A ∧B ⊢ ∆
L ∧ 1

Γ, B ⊢ ∆

Γ, A ∧B ⊢ ∆
L ∧ 2

Γ ⊢ A,∆ Γ ⊢ B,∆
Γ ⊢ A ∧B,∆ R∧

Γ, A ⊢ ∆ Γ, B ⊢ ∆

Γ, A ∨B ⊢ ∆
L∨ Γ ⊢ A,∆

Γ ⊢ A ∨B,∆ R ∨ 1
Γ ⊢ B,∆

Γ ⊢ A ∨B,∆ R ∨ 2

Γ1 ⊢ A,∆1 Γ2, B ⊢ ∆2

Γ1,Γ2, A⇒ B ⊢ ∆1,∆2
L⇒ Γ, A ⊢ B,∆

Γ ⊢ A⇒ B,∆
R⇒

Γ, A[t/x] ⊢ ∆

Γ,∀x.A ⊢ ∆
L∀ Γ ⊢ A,∆

Γ ⊢ ∀x.A,∆ R∀ (∗) Γ, A ⊢ ∆

Γ,∃x.A ⊢ ∆
L∃ (∗) Γ ⊢ A[t/x],∆

Γ ⊢ ∃x.A,∆ R∃(*) Pour 
es règles, x 6∈ FV (Γ,∆).Fig. 1.3 � Cal
ul des Séquents LK � Groupe Logique (¬, ∧, ∨, ⇒, ∀, ∃, ⊤, ⊥).Remarque 1.11De la même manière que nous distinguons di�érentes o

urren
es de formules, nousdistinguerons di�érentes o

urren
es d'un séquent ou d'une règle d'inféren
e dans unepreuve.De manière générale, et dès que 
ela n'introduit pas d'ambiguïté, nosu nous au-toriserons à omettre la mention du terme �o

urren
es de� et parlerons de formules(resp. séquents, resp. règles d'inféren
e) à la pla
e d'o

urren
es de formules (resp. deséquents, resp. de règles d'inféren
e).Remarque 1.12Au lieu de travailler sur un ensemble d'o

urren
es de formules, on pourrait 
onsidérerdes séquents 
onstitués à partir de listes (ave
 répétition) de formules en 
onsidérantune règle stru
turelle supplémentaire, l'é
hange :
Γ1, B,A,Γ2 ⊢ ∆

Γ1, A,B,Γ2 ⊢ ∆
LEx

Γ ⊢ ∆1, B,A,∆2

Γ ⊢ ∆1, A,B,∆2
RExOn y gagnerait une 
ertaine pré
ision ave
 la possibilité d'étudier les preuves qui né-
essitent l'utilisation de la règle d'é
hange et les 
as où l'on peut se passer de 
etterègle (
e qui 
onduit à l'étude des logiques non-
ommutatives où la règle d'é
hange estrestreinte (règle d'é
hange 
y
lique par exemple) voire interdite.Le fait de 
onsidérer des listes de formules et la règle d'é
hange permet de fairedisparaître l'ambiguïté liée à l'utilisation d'ensembles ou de multi-ensembles de for-mules, mais dans 
e 
as, il devient important que les règles d'inféren
es s'appliquent,par exemple, seulement aux formules de Γ et ∆ les plus pro
hes du symbole ⊢ et nonpas à n'importe quelle formule du séquent.22



Dé�nition 1.13 (Formule prin
ipale d'une inféren
e)Soit Γ ⊢ ∆ un séquent 
on
lusion d'une inféren
e r. On dit qu'une o

urren
e deformule F ∈ Γ ⊢ ∆ est la formule prin
ipale de r si F est la formule distinguée duséquent à laquelle s'applique l'inféren
e r.Remarque 1.14Plus pré
isément, la notion de formule prin
ipale 
orrespond à 
e qui suit :� dans le 
as d'une règle logique :� le 
onne
teur le plus haut de F est le 
onne
teur 
orrespondant à la règle r.Ce 
onne
teur est appelé 
onne
teur logique prin
ipal ;� l'o

urren
e F n'apparaît dans au
une des prémisses de r. On dit que F estdétruite ou 
onsommée par l'inféren
e ;� des sous-formules de F apparaissent dans 
haque prémisse de r. Il s'agit desdes
endantes, o

uren
es �lles (ou plus simplement sous-o

urren
es)de F ;� dans le 
as d'une règle stru
turelle, la formule prin
ipale est la formule 
ontra
téeou a�aiblie.Remarque 1.15Kleene [Kle52℄ utilise la terminologie de des
endant dans le sens opposé : 
'est la formuledu séquent 
on
lusion qui est des
endante de la formule de la prémisse : nos �o

ur-ren
es �lles� sont appelées �an
êtres� 
hez Kleene. Nous utilisons pour notre part uneterminologie 
ompatible ave
 la notion de sous-formule et qui est plus naturelle vis-à-visdes questions posées en re
her
he de preuve.Propriété 1.16Toutes les règles de LK sauf 
elles du groupe identité ont exa
tement une formuleprin
ipale.La règle d'identité (ou d'axiome) a deux formules prin
ipales tandis que la 
oupuren'a au
une formule prin
ipale.Dé�nition 1.17 (Formules du 
ontexte)Une formule de la 
on
lusion d'une inféren
e qui n'est pas prin
ipale est dite formuledu 
ontexte, 
ontextuelle ou formule auxiliaire de la règle.Remarque 1.18On remarque que pour toutes les règles de LK, si Γ ⊢ ∆ est 
on
lusion d'une inféren
e ret que F ∈ Γ ⊢ ∆ est une formule auxiliaire de Γ ⊢ ∆, alors il y a dans 
haque prémisse
Γ′ ⊢ ∆′ de r au plus une o

urren
e de formule G 
orrespondant à F , 
'est-à-dire :� F et G sont des o

urren
es de la même formule ;� l'o

urren
e G provient de la re
opie de tout ou partie des formules 
ontextuellesde Γ ⊢ ∆ dans la prémisse Γ′ ⊢ ∆′ et que 
ette o

urren
e 
orrespond pré
isémentà une 
opie de l'o

urren
e F .Par ailleurs, pour toute règle de LK, si Γ ⊢ ∆ est prémisse d'une règle d'inféren
e
r, si F ∈ Γ ⊢ ∆, alors� soit F est des
endante de la formule prin
ipale de r ;� soit F 
orrespond à une o

urren
e de formule auxiliaire de la 
on
lusion de r ;� soit r est une règle de 
oupure et F est une formule de 
oupure.23



La notion d'o

urren
e �lle d'une autre formule permet de relier les o

urren
es deformules apparaissant dans les divers séquents de la preuve.Dé�nition 1.19 (Sous-o

urren
e)Soit D une preuve d'un séquent Γ ⊢ ∆ et soit Γ′ ⊢ ∆′ un séquent de D. G ∈ Γ′ ⊢ ∆′est une sous-o

uren
e de F ∈ Γ ⊢ ∆ si :� soit Γ′ ⊢ ∆′ est la ra
ine de D et G et F sont la même o

urren
e de formule ;� soit Γ ⊢ ∆ est 
on
lusion d'une inféren
e r, Γ′ ⊢ ∆′ appartient au sous-arbre D0enra
iné en une prémisse Γ0 ⊢ ∆0 de r, il existe F0 ∈ Γ0 ⊢ ∆0 telle que G est unesous-o

urren
e de F0 et :� F est formule prin
ipale de Γ ⊢ ∆ et F0 est une o

urren
e �lle de F ;� F est une formule auxiliaire de Γ ⊢ ∆ et F0 est l'o

urren
e de formule de
Γ0 ⊢ ∆0 
orrespondant à F .Dé�nition 1.20 (Formule traçable jusqu'à un séquent)Soit D une preuve de Γ ⊢ ∆. On dit que F ∈ Γ ⊢ ∆ est traçable jusqu'à un séquent

Γ′ ⊢ ∆′ de D si 
e séquent 
ontient une sous-o

urren
e de F .Remarque 1.21La possibilité d'appliquer une inféren
e de LK à une séquent Γ ⊢ ∆, une fois laformule prin
ipale 
hoisie, ne dépend jamais de la stru
ture des formules auxiliairesde la règle qu'on souhaite appliquer à l'ex
eption des règles R∀ et L∃ (en revan
he,l'appli
abilité dépend éventuellement du nombre de formules du 
ontexte, 
omme dansle 
as de la règle initiale qui demande qu'il n'y ait au
une formule 
ontextuelle).On peut donner une autre présentation du 
al
ul des séquents dans lequel les sé-quents possède également une signature Σ : Γ ⊢ ∆ où la signature permet d'enregistrerles variables qui sont sus
eptibles d'apparaître dans le séquent (
'est-à-dire qu'on sup-pose l'invariant FV (Γ,∆) ⊆ Σ véri�é pour 
haque séquent d'une preuve) et on n'aplus besoin de véri�er les variables libres des formules 
ontextuelles mais seulement devéri�er la signature et, par la même o

asion, d'étendre 
ette signature.Quelques théorèmes formels de LK :� A ∨B ⊢ B ∨A Commutativité de la disjon
tion� ⊢ A ∨ ¬A Tiers ex
lu (Tertium non datur)� ⊢ ((A⇒ B)⇒ A)⇒ A Loi de Peir
e� ⊢ (¬¬A)⇒ A Élimination de la Double Négation� ⊢ ∃x∀y(P (x)⇒ P (y)) La Propriété du Buveur� A ∨B ⊢ ¬(¬A ∧ ¬B) Une Instan
e des lois de de Morgan� ⊢ (A⇒ B) ∨ (B ⇒ A)� ⊢ ¬¬(A ∨ ¬A) Tiers ex
lu "intuitionniste"� (p⇒ q) ⊢ (¬q ⇒ ¬p)� (¬q ⇒ ¬p) ⊢ (p⇒ q)On donne en �gure 1.4 quelques exemples de preuves de LK.1.1.3 Admissibilité de la 
oupure et élimination des 
oupuresL'une des propriétés fondamentales du 
al
ul des séquents établie par Gentzen estrelative à la règle de 
oupure : 24



A ⊢ A ini

⊢ A,¬A R¬
⊢ A,A ∨ ¬A R ∨ 2

⊢ A ∨ ¬A,A ∨ ¬A R ∨ 1

⊢ A ∨ ¬A RC

A ⊢ A ini

A ⊢ B,A RW

⊢ A⇒ B,A
R⇒

A ⊢ A ini

(A⇒ B)⇒ A ⊢ A,A L⇒

(A⇒ B)⇒ A ⊢ A RC

⊢ ((A⇒ B)⇒ A)⇒ A
R⇒

A ⊢ A ini

A ⊢ A ∨ ¬A R ∨ 1

¬(A ∨ ¬A), A ⊢ L¬

¬(A ∨ ¬A) ⊢ ¬A R¬

¬(A ∨ ¬A) ⊢ A ∨ ¬A R ∨ 2

¬(A ∨ ¬A),¬(A ∨ ¬A) ⊢ L¬

¬(A ∨ ¬A) ⊢ LC

⊢ ¬¬(A ∨ ¬A)
R¬

P (y) ⊢ P (y)
ini

P (y) ⊢ P (y), P (z)
RW

P (t), P (y) ⊢ P (y), P (z)
LW

P (t) ⊢ P (y), P (y)⇒ P (z)
R⇒

P (t) ⊢ P (y),∀z.(P (y)⇒ P (z))
R∀

P (t) ⊢ P (y),∃x.∀y.(P (x)⇒ P (y))
R∃

⊢ P (t)⇒ P (y),∃x.∀y.(P (x)⇒ P (y))
R⇒

⊢ ∀y.(P (t)⇒ P (y)),∃x.∀y.(P (x)⇒ P (y))
R∀

⊢ ∃x.∀y.(P (x)⇒ P (y)),∃x.∀y.(P (x)⇒ P (y))
R∃

⊢ ∃x.∀y.(P (x)⇒ P (y))
RCFig. 1.4 � Quelques preuves de LK.Théorème 1.22 (Théorème fondamental de Gentzen, ou Hauptsatz )La règle de 
oupure est admissible dans LK, 
'est-à-dire que :

Γ ⊢LK ∆ ⇐⇒ Γ ⊢LK\Coupure ∆Le résultat de Gentzen est en fait plus que 
ela : non seulement il établit que les 
al
ulsdes séquents 
lassiques ave
 ou sans règle de 
oupure ont le même pouvoir dédu
tif (
e quiétablit l'admissibilité de la règle de 
oupure), mais il donne également une pro
édure pourtransformer une preuve du système ave
 
oupure en une preuve sans 
oupure du mêmeséquent (
'est l'élimination des 
oupures).La première 
onséquen
e de l'admissibilité de la 
oupure est la 
ohéren
e du 
al
ul desséquents LK :Théorème 1.23 (Cohéren
e de LK )On ne peut démontrer à la fois une formule et sa négation dans LK.En e�et, si A est une formule, et qu'on dispose de preuves D1 et D2 de ⊢ A et ⊢ ¬A,alors en appliquant une règle L¬ à la 
on
lusion de D1 puis en 
oupant les deux preuves, onobtient une preuve D du séquent vide, mais par l'admissibilité de la 
oupure, il existeraitune preuve sans 
oupure du séquent vide or on véri�e immédiatement qu'au
une règle deLK ne peut s'appliquer au séquent vide à part la 
oupure, 
e qui assure la 
ohéren
e deLK.Propriété de la sous-formule. L'admissibilité de la 
oupure est également essentielleen 
ela qu'elle a pour 
onséquen
e la propriété de la sous-formule. En e�et, au moins dans25



le 
al
ul du premier ordre, la règle de 
oupure est la seule qui fasse intervenir dans lesprémisses d'une inféren
e des formules qui ne soient pas des sous-formules des formules duséquent 
on
lusion : toutes les règles de LK sont analytiques à part la 
oupure. On déduitalors immédiatement du Hauptsatz la propriété de sous-formule :Théorème 1.24 (Propriété de la sous-formule)Un séquent prouvable peut être prouvé en n'utilisant que des sous-formules des formulesapparaissant dans le séquent.En e�et, une preuve sans 
oupure ne fait intervenir que des sous-formules du séquentra
ine. Ce résultat est essentiel en re
her
he de preuve puisqu'il diminue 
onsidérablementl'espa
e de re
her
he de preuve.Non-déterminisme de LK. On présente maintenant le 
ontre-exemple de Lafont quiillustre le non-déterminisme de l'élimination des 
oupures de LK.Considérons la preuve suivante :
D =

D1

⊢ Γ
⊢ Γ, A

W

D2

⊢ ∆
⊢ ∆,¬A W

⊢ Γ,∆
coupureL'élimination des 
oupures de 
ette preuve peut se réduire, au 
hoix, sur l'une des deuxpreuves suivantes qui n'ont rien à voir l'une ave
 l'autre :

D ′1 =

D1

⊢ Γ
⊢ Γ,∆

W ⋆ ou D ′2 =

D2

⊢ ∆
⊢ Γ,∆

W ⋆Il existe un autre non-déterminisme dans l'élimination des 
oupures de LK, nettementmoins problématique et plus dû à la stru
ture du 
al
ul des séquents qu'au système 
lassiquelui-même. Nous dis
uterons 
e point lorsque nous introduirons les séquents linéaires ense
tion 1.5.1.1.4 Séquents dissymétriquesQuand on 
onsidère le système LK, on 
onstate une très grande symétrie entre desrègles gau
he et des règles droite : les règles stru
turelles gau
he et droite, les règles dela 
onjon
tion et les règles de la disjon
tion, les règles des quanti�
ateurs universels etexistentiels, et
... Cela nous amène à 
onsidérer un système dérivé de LK dans lequel on
onsidère des séquents dissymétriques, n'ayant des formules que d'un 
�té du symbole ⊢,
'est-à-dire de la forme : ⊢′ Γ. Le 
al
ul perd sa symétrie mais est beau
oup plus simple.Dans 
e système, l'impli
ation devient un 
onne
teur dé�ni : A ⇒ B ≡ ¬A ∨ B et lanégation n'apparaît qu'au niveau des formules atomiques, 
'est-à-dire qu'en notant ¬A,on désignera la forme normale de de Morgan de la formule ¬A qui est dé�nie par lesystème de réé
riture suivant, évidemment 
on�uent et terminant :
¬(A ∨B)→ (¬A ∧ ¬B) ¬∀xA→ ∃x¬A ¬¬A→ A
¬(A ∧B)→ (¬A ∨ ¬B) ¬∃xA→ ∀x¬A A⇒ B → ¬A ∨BOn est maintenant à même de dé�nir le système LK' de la �gure 1.526



Groupe Identité :
⊢′ A,¬A Axiome

⊢′ A,Γ ⊢′ ¬A,∆
⊢′ Γ,∆ CoupureGroupe Stru
turel :

⊢′ Γ, B,A,∆
⊢′ Γ, A,B,∆ Ex

⊢′ Γ
⊢′ A,Γ W

⊢′ A,A,Γ
⊢′ A,Γ CGroupe Logique :

⊢′ A,Γ ⊢′ B,Γ
⊢′ A ∧B,Γ ∧ ⊢′ A,Γ

⊢′ A ∨B,Γ ∨1
⊢′ B,Γ
⊢′ A ∨B,Γ ∨2

⊢′ A,Γ
⊢′ ∀xA,Γ ∀ (∗) ⊢′ A[t/x],Γ

⊢′ ∃xA,Γ ∃(*) Pour 
ette règle, x 6∈ FV (Γ).Fig. 1.5 � Cal
ul des séquents 
lassique ave
 séquents à un 
�té.1.1.5 Présentation alternative des règles pour ∧ et ∨On peut donner des présentations alternatives de règles d'inféren
e pour ∧ et ∨ (dansle 
al
ul original ou dans le 
al
ul à un 
�té) qui est équivalente en terme de prouvabilitéà la première présentation :
⊢′ A,∆1 ⊢′ B,∆2

⊢′ A ∧B,∆1,∆2
∧m

⊢′ A,B,∆
⊢′ A ∨B,∆ ∨mLes nouvelles règles sont appelées règles multipli
atives tandis que les règles de laprésentation originale sont appelées additives, le 
al
ul des séquents original sera appelé
al
ul des séquents additif et noté LKa tandis que le 
al
ul où les règles pour la disjon
tionet la 
onjon
tion ont été rempla
ées par les règles multipli
atives sera appelé 
al
ul desséquents multipli
atif et noté LKm. Pour établir l'équivalen
e entre 
es deux systèmes,l'utilisation des règles stru
turelles est essentielle. Dans la suite de 
e paragraphe, on notera

∧a, ∨a1 et ∨a2 les formes originales des règles d'inféren
e.Proposition 1.25 (Équivalen
e de LKa et LKm)Soit ⊢′ Γ un séquent. On a l'équivalen
e suivante :
⊢′LKa

Γ ⇐⇒ ⊢′LKm
Γ.Démonstration : ⇒ Soit D une preuve de ⊢′ Γ dans LKa. On obtient une preuve de ⊢′ Γdans LKm en remplaçant les o

urren
es de ∧a, ∨a1 et ∨a2 par des suites d'inféren
esde LKm (C⋆ représente plusieurs appli
ations de la règle C) 
omme suit :

⊢′ Γ, F ⊢′ Γ, G

⊢′ Γ, F ∧G ∧a devient ⊢′ Γ, F ⊢′ Γ, G

⊢′ Γ,Γ, F ∧G ∧m.... C⋆

⊢′ Γ, F ∧G27



⊢′ Γ, Fi

⊢′ Γ, F1 ∨ F2
∨ai devient ⊢′ Γ, Fi

⊢′ Γ, F1, F2
W

⊢′ Γ, F1 ∨ F2

∨m

⇐ Ré
iproquement, soit D une preuve de ⊢′ Γ dans LKm. On obtient une preuvede ⊢′ Γ dans LKa en remplaçant les o

urren
es de ∧m et ∨m par des suites d'infé-ren
es de LKa (W ⋆ représente plusieurs appli
ations de la règle W ) 
omme suit :
⊢′ Γ1, F ⊢′ Γ2, G

⊢′ Γ1,Γ2, F ∧G
∧m devient ⊢′ Γ1, F.... W ⋆

⊢′ Γ1,Γ2, F

⊢′ Γ2, G.... W ⋆

⊢′ Γ1,Γ2, G

⊢′ Γ1,Γ2, F ∧G
∧a

⊢′ Γ, F1, F2

⊢′ Γ, F1 ∨ F2

∨m devient ⊢′ Γ, F1, F2

⊢′ Γ, F1, F1 ∨ F2
∨a2

⊢′ Γ, F1 ∨ F2, F1 ∨ F2
∨a1

⊢′ Γ, F1 ∨ F2
C

�L'élément essentiel de la preuve pré
édente est la possibilité d'appliquer les règles d'af-faiblissement et de 
ontra
tion qui sont toutes deux né
essaires dans 
haque dire
tion. Onremarque par ailleurs que la preuve indique en fait que l'on peut prendre n'importe quellepaire de règles pour ∧ et de règles pour ∨.On remarquera par ailleurs que si l'on prend les règles ∨m et ∧a, alors pour 
haqueformule de la forme A∧B ou A∨B dans un séquent, il y a exa
tement une règle logique quipeut être appliquée, alors qu'ave
 les règles ∨a et ∧m on avait plusieurs règles disponibles(∨a1 ou ∨a2 d'un 
�té, et le 
hoix de la partition du 
ontexte Γ1,Γ2 de l'autre).1.1.6 Permutabilité des règles d'inféren
e à la Kleene-CurryLe 
al
ul des séquents 
onsidère des preuves formelles qui sont des arbres de séquents etde règles d'inféren
e. Une preuve fournit don
 un ordre partiel sur des o

urren
es de règlesd'inféren
e. Cet ordre partiel est bien sûr 
ompatible ave
 la stru
ture de sous-formules1,mais il y a bien plus de séquentialité en
ore dans une preuve en 
al
ul des séquents du faitde la stru
ture arbores
ente de 
es objets.Il est naturel de se demander dans quels 
as on peut intervertir des règles d'inféren
eapparaissant dans une preuve de LK : à quelles 
onditions, lorsqu'un séquent 
ontenantdes formules A et B est prouvable en appliquant d'abord (de bas en haut) une inféren
eayant A pour formule prin
ipale puis une inféren
e ayant B pour formule prin
ipale, peut-on trouver une autre preuve du même séquent qui est égale à la première à l'ordre près desdeux inféren
es sus-mentionnées ?Cette question est à l'origine de nombreuses questions en théorie de la démonstration,tant du point de vue de la 
onstru
tion de preuves que du point de vue de la question del'identité de preuves. Les premiers à avoir mené une étude approfondie de 
ette questionde la permutabilité des inféren
es en 
al
ul des séquents sont 
ertainement Kleene [Kle52℄et Curry [Cur52℄2.1Puisqu'on ne fait pas d'inféren
e profonde 
omme en 
al
ul des stru
tures [Gug07℄ par exemple.2Si Curry semble avoir présenté ses premiers résultats antérieurement à Kleene (il a donné une 
onféren
een dé
embre 1948 lors d'une réunion de l'Asso
iation for Symboli
 Logi
 et de l'Ameri
an Mathemati
alSo
iety), leurs travaux sont indépendants et les résultats de Kleene sur le sujet sont plus développés etsystématiquement présentés que 
eux de Curry. Nous ferons dans la suite référen
e aux travaux de Kleene-Curry sur la permutabilité. 28



Nous donnons i
i quelques uns des résultats présentés par Kleene [Kle52℄ qui ont in�uen
éles travaux sur la prouvabilité uniforme [MNPS91℄ ; nous étudierons plus loin le lien entre
es résultats et les résultats de fo
alisation en logique linéaire d'Andreoli.Nous nous plaçons dans le 
al
ul des séquents 
lassique ave
 la règle de disjon
tionmultipli
ative à la pla
e de la règle additive (voir la se
tion 1.1.5) et nous 
onsidérons desséquents à un seul 
�té (voir la se
tion 1.1.4) 
e qui ne 
hange pas les résultats mais diminuele nombre de 
as à traiter puisqu'il y a moins de règles d'inféren
e. Nous 
ommençons pardé�nir la notion de règles d'inféren
e adja
entes, qui sont les inféren
es sus
eptibles d'êtreinterverties :
Dé�nition 1.26 (Inféren
es adja
entes)Soit D une preuve en 
al
ul des séquents. Deux règles d'inféren
e ayant une o

urren
edans D sont dites adja
entes lorsqu'elles ne sont séparées que par des règles stru
-turelles et qu'elles s'appliquent à des formules qui sont des
endantes de deux formulesdistin
tes d'un séquent de D (
'est-à-dire qu'elles ne sont pas sous-formules l'une del'autre).
Exemple 1.27Les deux o

uren
es étoilées des règles d'inféren
e ∧ et ∨ sont adja
entes dans lapreuve 
i-dessous :

D =

E1

⊢ Γ, A,C,D
E2

⊢ Γ, B,C,D

⊢ Γ, A ∧B,C,D ∧⋆

⊢ Γ, A ∧B,C,D,E W

⊢ Γ, A ∧B,C ∨D,E ∨
⋆

⊢ Γ, (A ∧B) ∨ (C ∨D), E
∨

L'interversion ou la permutation de deux règles d'inféren
es adja
entes, r1 et r2,
onsiste, à partir d'une preuve D de séquent 
on
lusion ⊢ Γ à laquelle s'applique uneinféren
e r1 dont l'une des prémisses est au-dessous de la 
on
lusion d'une inféren
e r2 (lesdeux règles étant adja
entes), à 
onstruire une nouvelle preuve D ′ dans laquelle l'ordre desdeux inféren
es a été é
hangé, 
'est-à-dire que r2 est maintenant au-dessous de r1 et quele reste de la preuve est in
hangé : 29



E ′

⊢ Γ′
E ′′

⊢ Γ′′

⊢ Γ1
r2

⊢ Γ
r1 −→

E ′

⊢ Γ′

⊢ Γ′1
r1

E ′′

⊢ Γ′′

⊢ Γ
r2

E ′

⊢ Γ′
E ′′

⊢ Γ′′

⊢ Γ1
r2

⊢ Γ
r1 −→

E ′

⊢ Γ′

⊢ Γ′1
r1

E ′′

⊢ Γ′′

⊢ Γ′′1
r1

⊢ Γ
r2

E

⊢ Γ′

⊢ Γ1
r2

⊢ Γ
r1 −→

E

⊢ Γ′

⊢ Γ2
r1

⊢ Γ
r2

E ′1
⊢ Γ′1

E ′2
⊢ Γ′2

⊢ Γ3
r1

E ′′

⊢ Γ′′

⊢ Γ
r2 −→

E ′1
⊢ Γ′1

E ′′

⊢ Γ′′

⊢ Γ1
r2

E ′2
⊢ Γ′2

E ′′

⊢ Γ′′

⊢ Γ2
r2

⊢ Γ
r1Fig. 1.6 � Divers s
hémas de permutation.Dé�nition 1.28 (Permutabilité d'inféren
es logiques)On dit que deux règles (du fragment logique) R1 et R2 sont permutables ou peuventêtre interverties si pour toute preuve D et toutes o

urren
es r1 de R1 et r2 de R2de 
on
lusions respe
tives S1 et S2, telles que :� r1 et r2 sont adja
entes dans D, r1 étant au-dessus de r2 ;� la formule prin
ipale de r1 n'est pas une sous-o

urren
e de la formule prin
ipalede r2 ;� les prémisses de r1 forment un ensemble de séquents R1 et les prémisses de r2un ensemble de séquents S ∪ R2 où S est telle que S1 est dans la sous-preuveenra
inée en S (autrement dit, la formule prin
ipale de r1 est sous-o

urren
ed'une formule de S) ;il existe une preuve D ′ qui ne di�ère de D qu'en remplaçant le sous-arbre de D enra
inéen S2 dont les feuilles sont les séquents R1 ∪ R2 par une dédu
tion dans laquelle S2 est
on
lusion d'un 
ertain nombre de règles stru
turelles puis d'une règle R1 au-dessus delaquelle sont éventuellement appliquées des règles stru
turelles au-dessus desquelles ontrouve des o

urren
es des règles R2 (zéro ou plusieurs règles).Remarque 1.29Cette notion devrait être pré
isée dans 
ertains 
as :� lorsqu'il y a plusieurs prémisses à la règle r2 
ar 
ela peut 
onduire à une dupli-
ation de la règle r1 voire à une dupli
ation d'une partie de la preuve ;� lorsque r1 a plusieurs prémisses la permutation peut éventuellement 
onduire àidenti�er deux instan
es de la règle r2, voire deux portions de preuve ;� si r2 est sans prémisse, 
ela peut entraîner l'e�a
ement de r1.Nous avons volontairement donné une dé�nition relativement impré
ise de la permu-tation de règles d'inféren
e (et en tout 
as relativement abstraite) 
ar nous voudronsl'adapter au 
al
ul des séquents de la logique linéaire au 
hapitre 9.Divers s
hémas de permutation (qui ne 
orrespondent pas for
ément aux permuta-tions de LK) sont représentés en �gure 1.6.Ainsi, l'interversion des deux 
onne
teurs adja
ents dans la preuve de l'exemple 1.27produit la preuve : 30



D ′ =

E1

⊢ Γ, A,C,D

⊢ Γ, A,C ∨D ∨
⋆

⊢ Γ, A,C ∨D,E W

E2

⊢ Γ, B,C,D

⊢ Γ, B,C ∨D ∨
⋆

⊢ Γ, B,C ∨D,E W

⊢ Γ, A ∧B,C ∨D,E ∧⋆

⊢ Γ, (A ∧B) ∨ (C ∨D), E
∨où l'on 
onstate qu'on a dupliqué la règle ∨⋆.Le théorème suivant est une adaptation d'un théorème dû à Kleene [Kle52℄ au 
al
ul desséquents à un seul 
�té :Théorème 1.30 (Permutabilité des règles d'inféren
e dans LK [Kle52℄)Soit Γ ⊢ ∆ un séquent dans lequel au
une variable n'apparaît à la fois libre et liée.Considérons une 
lassi�
ation des o

urren
es de 
onne
teurs logiques apparaissantdans Γ ⊢ ∆ en k ensembles C1, . . . Ck véri�ant :� si ci ∈ Ci est un 
onne
teur dans la portée de cj ∈ Cj , alors i ≤ j ;� si ci = ∃ ∈ Ci et cj = ∀ ∈ Cj , alors i ≤ j, sauf si cj est dans la portée de ci.Dans 
e 
as, toute preuve de Γ ⊢ ∆ peut être réarrangée par permutation de règlesd'inféren
e (et sans 
hanger son séquent 
on
lusion) de telle sorte que le long de n'im-porte qu'elle bran
he de la preuve, les inféren
es 
orrespondant à des 
onne
teurs de Ciapparaissent au-dessous des inféren
es 
orrespondant à des 
onne
teurs de Cj si i < j.Les deux 
onditions sur les 
onne
teurs dans l'énon
é du théorème sont né
essaires.Pour la première 
ondition, il est bien évident qu'on ne peut pas s'en passer. Pour lase
onde 
ondition, son 
ara
tère né
essaire est moins évident, mais la preuve du théorèmedu buveur donnée en �gure 1.4 est un exemple où la permutation entre le ∀ et le ∃ estimpossible.Le théorème 1.30 a pour 
onséquen
e immédiate le théorème du séquent médian deGentzen [Gen69℄ qui a�rme que tout séquent 
onstitué de formules prénexes a une preuveoù toutes les règles sur les quanti�
ateurs sont appliquées au-dessous des règles sur les
onne
teurs propositionnels3.1.2. Complétude de LK� Whitehead and Russell, as is well-known, 
onstru
ted logi
 and mathemati
sby initially taking 
ertain evident propositions as axioms and deriving the theo-rems of logi
 and mathemati
s from these by means of some pre
isely formulatedprin
iples of inferen
e (...). Of 
ourse, when su
h a pro
edure is followed thequestion at on
e arises whether the initially postulated system of axioms andprin
iples of inferen
e is 
omplete, that is, whether it a
tually su�
es for thederivation of every logi
o-mathemati
al proposition. �3La preuve de Gentzen [Gen69℄ du théorème du séquent médian utilise déjà une sorte de permutationd'inféren
e, mais pas dans un sens aussi élaboré que 
hez Kleene. Gentzen fait plut�t reposer sa preuve surdes propriétés de la 
ontra
tion et de l'a�aiblissement que sur une vraie permutation d'inféren
e 
ommedé�ni 
i-dessus. En parti
ulier, la notion d'o

urren
e de formule ne semble pas tout à fait 
laire dans 
ettepreuve de Gentzen.On peut ensuite déduire fa
ilement le théorème de Herbrand du théorème du séquent médian [Gir87b℄.31



Ainsi débute l'arti
le de Gödel démontrant le théorème de 
omplétude du 
al
ul des pré-di
ats [Gö30, Hei67℄. En e�et, pour un système dédu
tif, deux questions sont importantesvis-à-vis d'une sémantique :� Tous les énon
és qui peuvent être prouvés sont-ils vrais ?� Tous les énon
és vrais sont-ils prouvables ?Ces deux questions 
orrespondent aux propriétés de 
orre
tion et de 
omplétude d'unsystème de démonstration. Il faut à vrai dire être plus pré
is et parler de validité plut�tque de vérité, la validité d'un énon
é étant sa �vérité dans tout modèle�. La 
orre
tion de
LK ne pose pas de problème : grâ
e à l'admissibilité de la 
oupure, il su�t de véri�er que
haque règle du système sans 
oupure préserve la validité. La 
omplétude est en revan
hebeau
oup plus 
omplexe. Ce
i n'est pas surprenant puisque, alors qu'on peut appro
herla notion de prouvabilité de manière stru
turée et indu
tive, analytique, grâ
e au résultatd'admissibilité de la 
oupure, la notion de validité de son 
�té est moins fa
ilement sujetteà l'analyse.La 
omplétude du 
al
ul des prédi
ats a été initialement démontrée par Gödel en1930 [Gö30, Hei67℄. Nous allons i
i nous intéresser à la 
omplétude de LK, en 
onsidé-rant le 
al
ul sans 
oupure et dans sa présentation ave
 seulement des formules à droite du
⊢. On dira d'un séquent ⊢ Γ qu'il est valide si, pour tout modèleM, l'une des formulesde Γ est interprétée par la valeur de vérité v.La 
omplétude de LK s'énon
e alors 
omme suit :Théorème 1.31 (Complétude de LK)Si un séquent ⊢ Γ est valide alors il est prouvable dans LK sans 
oupure.On prouvera en fait la 
ontraposée de l'énon
é du théorème, 
'est-à-dire que si unséquent ⊢ Γ n'est pas prouvable, alors il existe un modèle du langage L dans lequel au
uneformule de Γ n'est vraie.Nous allons utiliser une te
hnique de re
her
he de preuve qui va 
onsister à 
onsidérerune méthode de 
onstru
tion de preuve qui soit 
omplète dans le sens où, si le séquent estprouvable, notre méthode trouve né
essairement une preuve. On utilisera ensuite le faitque, si ⊢ Γ est un séquent non-prouvable dans LK, on obtient par notre méthode un objet(qui n'est don
 pas une preuve dans LK) permettant de 
onstruire un 
ontre-modèle de
⊢ Γ.Ce type de te
hnique pour établir la 
omplétude a notamment été proposé par Smul-lyan [Smu68℄.Dé�nition 1.32 (Séquents stru
turés)On 
onsidère des séquents de la forme : L; Γ;Φ, où� L est un ensemble de littéraux (formules atomiques ou négations de formulesatomiques),� Γ est une liste ordonnée de formules quel
onques et� Φ est une liste ordonnée de formules quanti�ées existentiellement.On dit que le séquent L; Γ;Φ est satisfaisable si le séquent (de LK) ⊢ L,Γ,Φ estsatisfaisable (on ne se préo

upe alors plus de l'ordre des formules de Γ et Φ).32



Règles Impropres : Open
L; Γ;Φ

Open
Failure
L; ∅; ∅ FailureRègles de Classi�
ation :

l, L; Γ;Φ

L; l,Γ;Φ
Clitt

L; Γ;Φ,∃x.A
L;∃x.A,Γ;Φ

C∃Règles Logiques :
A,¬A,L; Γ;Φ

ini
L;⊤,Γ;Φ

⊤

L;A,Γ;Φ L;B,Γ;Φ

L;A ∧B,Γ;Φ
∧ L;A,B,Γ,Φ

L;A ∨B,Γ,Φ ∨

L;A[y/x],Γ;Φ

L;∀x.A,Γ;Φ
∀

L;A[t/x]; Φ,∃x.A
L; ∅;∃x.A,Φ ∃Fig. 1.7 � Arbres de dérivation systématiques. Dans la règle ∀, la variable y n'apparaît paslibre dans L,Γ,Φ.Dé�nition 1.33 (Arbre de Dérivation Systématique)On 
onsidère une énumération ǫ des termes du langage du premier ordre 
onsidéré.Un arbre de dérivation systématique pour le séquent L; Γ;Φ est un arbre dedérivation enra
iné en L; Γ;Φ dont les règles d'inféren
e (à bran
hement �ni) sontdonnées en �gure 1.7 et qui est tel que :� une bran
he d'un arbre de dérivation systématique peut être in�niment longue ;� la règle ini est appliquée dès que possible : dès qu'un arbre de dérivation sys-tématique 
ontient un séquent de la forme A,¬A,L′; Γ′; Φ′, 
e séquent doit être
on
lusion d'une règle open ou d'une règle ini� quand une règle ∃ est utilisée, la variable doit être instan
iée par le premier termede l'énumération ǫ qui n'a pas été utilisé plus bas dans la dérivation pour uneinstan
iation de 
e quanti�
ateur.Un arbre de dérivation systématique est dit maximal ou 
los lorsqu'il ne 
ontientpas d'o

urren
e de la règle open.Un arbre de dérivation systématique est un arbre é
he
 si il 
ontient une o

ur-ren
e de la règle failure ou bien une bran
he in�nie. Dans le 
as 
ontraire, on parled'arbre su

ès.Remarque 1.34Dans le 
adre d'une énumération ǫ, on pourrait reformuler 
omme suit les règles 
on
er-nant les exponentielles, en supposant que la 
omposante Φ des séquents 
ontient main-tenant des formules exponentielles indexées :

L; Γ;Φ,∃0x.A
L;∃x.A,Γ;Φ

C∃i

L;A[ǫ(k)/x]; Φ,∃k+1x.A

L; · ;∃kx.A,Φ
∃i
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¬P (tk), P (yk−1), . . . ,¬P (t1), P (y0),¬P (t0) ; P (yk) ; ∃x.∀y.(¬P (x)∨ P (y))
ini

P (yk−1), . . . ,¬P (t1), P (y0),¬P (t0) ; ¬P (tk), P (yk) ; ∃x.∀y.(¬P (x)∨ P (y))
Clitt... ∃

P (y1),¬P (t1), P (y0),¬P (t0) ; ∅ ; ∃x.∀y.(¬P (x)∨ P (y))
∃

¬P (t1), P (y0),¬P (t0) ; P (y1) ; ∃x.∀y.(¬P (x)∨ P (y))
Clitt

P (y0),¬P (t0) ; ¬P (t1), P (y1) ; ∃x.∀y.(¬P (x)∨ P (y))
Clitt

P (y0),¬P (t0) ; (¬P (t1) ∨ P (y1)) ; ∃x.∀y.(¬P (x)∨ P (y))
∨

P (y0),¬P (t0) ; ∀y.(¬P (t1) ∨ P (y)) ; ∃x.∀y.(¬P (x)∨ P (y))
∀

P (y0),¬P (t0) ; ∅ ; ∃x.∀y.(¬P (x) ∨ P (y))
∃

¬P (t0) ; P (y0) ; ∃x.∀y.(¬P (x)∨ P (y))
Clitt

∅ ; ¬P (t0), P (y0) ; ∃x.∀y.(¬P (x) ∨ P (y))
Clitt

∅ ; ¬P (t0) ∨ P (y0) ; ∃x.∀y.(¬P (x)∨ P (y))
∨

∅ ; ∀y.(¬P (t0) ∨ P (y)) ; ∃x.∀y.(¬P (x)∨ P (y))
∀

∅ ; ∅ ; ∃x.∀y.(¬P (x)∨ P (y))
∃

∅ ; ∃x.∀y.(¬P (x)∨ P (y)) ; ∅
C∃Fig. 1.8 � Arbre de dérivation systématique pour la formule du buveur. La règle initialeest appliquée lorsque pour la première fois un terme tk est égal à l'une des variables yi ave


i < k.Remarque 1.35Il y a prin
ipalement trois 
hoses importantes à noter 
on
ernant les arbres de dérivationsystématiques :� on a in
orporé les règles stru
turelles de LK dans les règles logiques et dansl'axiome (la règle initiale fait l'a�aiblissement, l'existentielle est pré
édée d'une
ontra
tion),� on utilise toujours la version réversible de la règle logique quand une telle règleexiste (
'est-à-dire la disjon
tion multipli
ative et la 
onjon
tion additive) et� dans la règle ∃, on prend la première formule de la liste de formules existentielles
omme formule prin
ipale et puis la formule est re
lassée à la �n de la liste, 
'est-à-dire qu'on e�e
tue une 
ontra
tion sur une formule existentiellle avant de luiappliquer une règle existentielle et que l'utilisation des règles existentielles estpar
imonieuse (
es règles ne sont appliquées que lorsque la partie médiane duséquent est vide) et équitable (
haque formule existentielle dans le séquent severra, à son tour, appliquer une règle d'inféren
e et on par
ourra tout l'ensembledes termes du langage grâ
e à l'énumération).Nous prouvons maintenant le théorème de 
omplétude. La preuve est 
onstituée dedeux parties : on 
ommen
e par prouver que si un séquent ⊢ Γ n'est pas prouvable dans
LK alors les arbres de dérivations systématiques 
los de ·; Γ; · sont né
essairement desarbres é
he
. Nous 
onstruisons ensuite, à partir d'un arbre é
he
, un 
ontre-modèle pourle séquent initialement 
onsidéré.Démonstration : Considérons un séquent ⊢ Γ qui n'est pas prouvable dans LK (ave
 lesséquents à un 
�té). Soit T un arbre de dérivation systématique pour le séquent

⊢ ∅; Γ; ∅ ave
 l'énumération ǫ qui soit maximal (
'est-à-dire qu'il ne 
ontient au
unn÷ud open).Il s'agit for
ément d'un arbre é
he
 
ar dans le 
as 
ontraire on pourrait 
onstruire34



à partir de T une preuve de ⊢ Γ dans LK (
e qui est impossible par hypothèse) :On obtient en e�et une preuve de ⊢ Γ dans LK à partir de T en transformant tousles L; Γ; Φ en ⊢ L,Γ,Φ, en e�açant toutes les règles de 
lassi�
ation, en 
onservantles règles ⊤, ∨, ∧ et ∀ telles qu'elles sont, en ajoutant le nombre approprié de règlesd'a�aiblissement avant une règle initiale et en e�e
tuant une 
ontra
tion avant 
haqueappli
ation d'une règle existentielle.Puisque l'arbre 
onsidéré est un arbre-é
he
, alors il y a né
essairement au moinsune bran
he é
he
 (bran
he in�nie ou se terminant sur un n÷ud failure), on 
onsidèreune telle bran
he que l'on appellera β. Cette bran
he va nous permettre de 
onstruireun 
ontre-modèle du séquent 
on
lusion.Nous allons donner des valeurs de vérité aux formules atomiques du langaged'après β, 
e qui nous fournit un modèle, noté Hβ , 
omme suit : on peut interpréterles symboles de fon
tion 
omme des fon
tions des termes dans les termes, la seulepartie intéressante étant la valeur de vérité des formules atomiques qui nous indique
omment interpréter les symboles de prédi
at du langage. L'interprétation des for-mules atomiques est dé�nie 
omme suit : si une formule atomique A apparaît dansla 
omposante de gau
he d'un séquent de β, elle prend la valeur de vérité f ; si sanégation apparaît dans la 
omposante de gau
he, A prend la valeur v. Les formulesatomiques qui n'apparaissent dans au
un des séquents de la bran
he β prennent lavaleur v (une valeur arbitraire 
onviendrait).Ce pro
édé est bien dé�ni puisque deux littéraux opposés ne peuvent pas appa-raître dans la même bran
he é
he
 : si A apparaît dans la partie gau
he du séquent
βm de β et que ¬A est dans la partie gau
he de βn, alors ils appartiennent tousles deux à la 
omposante de gau
he de βmax(m,n) puisque l'on ne retire jamais deformule de la 
omposante de gau
he des séquents en montant le long d'une bran
he.Mais dans 
e 
as, la pro
haine règle de β doit être une règle axiome par 
onstru
tionde l'arbre de dérivation systématique, 
e qui est impossible sur une bran
he é
he
.Un tel modèle est appelé modèle de Herbrand .On véri�e maintenant que le séquent 
on
lusion de l'arbre est e�e
tivement falsi�épar 
e modèle, en montrant que toute formule apparaissant dans un séquent de β estinterprétée par f dans Hβ ; puisque la ra
ine fait bien sûr partie de 
ette bran
he, onpourra 
on
lure. On raisonne par indu
tion sur la stru
ture de la formule :� Si A est un littéral, alors par dé�nition du modèle, elle est interprétée par f .� A ne peut pas être ⊤ puisque 
ela impliquerait qu'une règle ⊤ est appliquéedans β mais alors β n'est pas une bran
he é
he
 ;� Si A est B ∧ C, alors, si A apparaît dans β, A �nira par arriver en premièreposition de la 
omposante du milieu d'un séquent βm. Le séquent en questionest alors l'ar
-sortant d'une règle ∧ qui a deux ar
s entrants, dont l'un des deuxfait bien sûr partie de β. Supposons par exemple qu'il s'agit de l'ar
 de gau
he ;dans 
e 
as, B est dans βm+1 et par hypothèse d'indu
tion B est interprétéepar f dans Hβ et don
 A est aussi interprétée par f dans Hβ ;� Si A est B ∨ C alors il existe βm tel que A est en première position de la
omposante du milieu de βm. La règle suivante qui est appliquée est don
 ∨produisant βm+1 qui 
ontient à la fois B et C. Par hypothèse d'indu
tion B et

C sont fausses dans Hβ et leur disjon
tion l'est aussi ;� Si A est ∀x.B alors la formule sera en première position d'un 
ertain βm.Sa prémisse βm+1 
ontient une formule B[y/x] qui est interprétée par f parhypothèse d'indu
tion et don
 A est fausse dans Hβ ;� Si A est ∃x.B, alors 
ette formule sera �nalement en première position duséquent du milieu et sera 
lassi�ée ensuite dans la 
omposante de droite duséquent 
e qui assure que la bran
he é
he
 β est né
essairement in�nie. On vadon
, le long de la bran
he β, appliquer une in�nité d'instan
es de la règle ∃ àla formule A et qui, grâ
e à ǫ, énumèreront tous les termes : pour 
haque terme
t, il existe un séquent βt de β ayant B[t/x] dans sa 
omposante médiane et quiest don
, par hypothèse d'indu
tion, interprétée par f dans Hβ de telle sorte35



A ⊢ A axiome
Γ1 ⊢ A Γ2, A ⊢ Ξ

Γ1,Γ2 ⊢ Ξ
coupureFig. 1.9 � Cal
ul des séquents LJ : Groupe Identité.que A reçoit également la valeur f .Nous avons don
 prouvé que toute formule apparaissant dans la bran
he β étaitinterprétée par f dans le modèle Hβ de telle sorte que toute formule du séquent
on
lusion est fausse dans Hβ ; 
e séquent ne peut être valide.

�1.3. Logique intuitionniste : LJ1.3.1 Non-
onstru
tivisme de LKLe 
al
ul des séquents LK n'est pas 
onstru
tif dans le sens que d'une preuve de ⊢ A∨Bon ne peut pas for
ément extraire une preuve de ⊢ A ou de ⊢ B du fait de l'utilisationpossible du tiers ex
lu 
omme dans la démonstration suivante :Proposition 1.36Il existe deux nombres irrationnels a, b tels que ab est rationnel.Démonstration : Considérons le nombre irrationnel √2. De deux 
hoses l'une. Soit √2
√

2 estrationnel, soit il est irrationnel.Dans le premier 
as, il su�t de prendre a = b =
√

2 tandis que dans l'autre 
as, onpose a =
√

2
√

2 et b =
√

2 et on obtient ab = (
√

2
√

2
)
√

2 =
√

2
2

= 2 Puisqu'il n'y apas de troisième possibilité, 
ela montre le résultat.
�Cette preuve est parti
ulière : même si la preuve est valide, on ne peut pas en extraireune information sur l'irrationalité de √2

√
2 (qui est en e�et irrationnel), ni sur une quel-
onque paire d'irrationnels véri�ant la propriété : on ne peut pas 
onstruire de témoin de
e que le théorème a�rme.Dans le système LK, 
ette propriété est due à la possibilité d'utiliser la 
ontra
tion àdroite qui permet de prouver le tiers ex
lu :

A ⊢ A ini

⊢ A,¬A R¬
⊢ A,A ∨ ¬A R ∨ 2

⊢ A ∨ ¬A,A ∨ ¬A R ∨ 1

⊢ A ∨ ¬A RC1.3.2 Le 
al
ul des séquents LJDé�nition 1.37 (Séquents intuitionnistes)Les séquents de LJ sont de la forme Γ ⊢ Ξ où Ξ 
ontient au plus une formule.36



Γ ⊢ Ξ
Γ, A ⊢ Ξ

LW
Γ ⊢

Γ ⊢ A RW
Γ, A,A ⊢ Ξ

Γ, A ⊢ Ξ
LCFig. 1.10 � Cal
ul des séquents LJ : Groupe Stru
turel.

Γ ⊢ A
Γ,¬A ⊢ L¬ Γ, A ⊢

Γ ⊢ ¬A R¬

Γ1 ⊢ A Γ2, B ⊢ Ξ

Γ1,Γ2, A⇒ B ⊢ Ξ
L⇒ Γ, A ⊢ B

Γ ⊢ A⇒ B
R⇒

Γ, A ⊢ Ξ

Γ, A ∧B ⊢ Ξ
L ∧ 1

Γ, B ⊢ Ξ

Γ, A ∧B ⊢ Ξ
L ∧ 2

Γ ⊢ A Γ ⊢ B
Γ ⊢ A ∧B R∧

Γ, A ⊢ Ξ Γ, B ⊢ Ξ

Γ, A ∨B ⊢ Ξ
L∨ Γ ⊢ A

Γ ⊢ A ∨B R ∨ 1
Γ ⊢ B

Γ ⊢ A ∨B R ∨ 2

Γ, A[t/x] ⊢ Ξ

Γ,∀x.A ⊢ Ξ
L∀ Γ ⊢ A

Γ ⊢ ∀x.A R∀ (∗) Γ, A ⊢ Ξ

Γ,∃x.A ⊢ Ξ
L∃ (∗∗) Γ ⊢ A[t/x]

Γ ⊢ ∃x.A R∃(*) x 6∈ FV (Γ). (**) x 6∈ FV (Γ,Ξ).Fig. 1.11 � Cal
ul des séquents LJ : Groupe Logique.Dé�nition 1.38 (Cal
ul des séquents LJ)Le 
al
ul des séquents LJ est le système dé�ni par les �gures 1.9, 1.10 et 1.11.De même que LK, LJ satisfait un théorème d'élimination des 
oupures et une propriétéde la sous-formule mais la stru
ture de LJ nous fournit des propriétés bien plus intéressantesqui témoignent du 
ara
tère 
onstru
tif de LJ.1.3.3 Propriétés d'existen
e et de la disjon
tionL'élimination des 
oupures, nous donne :Proposition 1.39 (Propriété de la disjon
tion)Si ⊢LJ A ∨B, alors ⊢LJ A ou ⊢LJ B.Remarque 1.40La propriété de la disjon
tion nous assure en parti
ulier qu'on ne peut pas prouver letiers ex
lus dans LJ : si ⊢ a∨¬a était prouvable dans LJ pour un littéral a, on pourraitprouver soit ⊢ a, soit ⊢ ¬a, 
'est-à-dire a ⊢ 
e qui n'est pas le 
as puisqu'au
une règle si
e n'est la 
oupure et l'a�aiblissement ne s'applique au premier séquent et au
une règlesinon la 
oupure, l'a�aiblissement et la 
ontra
tion ne s'applique au se
ond séquent.Proposition 1.41 (Propriété de l'existen
e)Si ⊢LJ ∃x.A, alors il existe un terme t tel que ⊢LJ A[t/x].Ces propriétés sont valables lorsque le séquent ne 
ontient pas d'hypothèse, 
'est-à-diredans le 
as d'une théorie vide, pas né
essairement quand il y a des formules à gau
he
omme le montre le 
as du séquent A ∨B ⊢ A ∨B.37



Les théories de Harrop sont des théories 
onstru
tives :Dé�nition 1.42 (Théorie de Harrop)� Une (o

urren
e d'une) sous-formule B de A est dite stri
tement positive sielle n'apparaît ni sous une négation ni à gau
he d'une impli
ation ;� Une formule de Harrop est une formule A dont au
une sous-formule stri
tementpositive n'est de la forme B ∨ C ou ∃x.B ;� Une théorie de Harrop est un ensemble de formules de Harrop.Proposition 1.43 (Constru
tivité des théories de Harrop)Si Γ est une théorie de Harrop, on a les propriétés suivantes :� si Γ ⊢LJ A ∨B alors Γ ⊢LJ A ou Γ ⊢LJ B ;� si Γ ⊢LJ ∃xA alors il existe un terme t tel que Γ ⊢LJ A[t/x].1.3.4 Comparaison de la prouvabilité en LJ et en LKLa prouvabilité dans LJ est évidemment plus faible que la prouvabilité en LK puisquetoute preuve de LJ est a fortiori une preuve de LK. Les relations entre la prouvabilité dansLJ et dans LK sont pourtant plus �nes que 
ette simple observation.En LJ, la règle de 
ontra
tion à droite est interdite mais elle est autorisée à gau
he.Ainsi, si ⊢ A∨¬A n'est pas prouvable dans LJ , on peut en revan
he prouver ⊢ ¬¬(A∨¬A) :
A ⊢LK A

Ini

⊢LK A,¬A R¬
⊢LK A,A ∨ ¬A R∨

⊢LK A ∨ ¬A,A ∨ ¬A R∨
⊢LK A ∨ ¬A RC

A ⊢LJ A
Ini

A ⊢LJ A ∨ ¬A R∨
¬(A ∨ ¬A), A ⊢LJ

L¬

¬(A ∨ ¬A) ⊢LJ ¬A R¬

¬(A ∨ ¬A) ⊢LJ A ∨ ¬A R∨

¬(A ∨ ¬A),¬(A ∨ ¬A) ⊢LJ
L¬

¬(A ∨ ¬A) ⊢LJ
LC

⊢LJ ¬¬(A ∨ ¬A)
R¬L'idée d'une preuve intuitionniste de ¬¬(A ∨ ¬A) est de 
ommen
er par envoyer laformule à prouver dans la protion gau
he du séquent grâ
e à la règle de la négation 
e quipermet d'utiliser la 
ontra
tion à gau
he pour avoir plusieurs 
opies de la formule et de larepla
er dans la portion de droite du séquent grâ
e au se
ond ¬. De 
ette remarque, il n'ya qu'un pas jusqu'aux ¬¬-tradu
tions :Dé�nition 1.44 (¬¬-tradu
tion de Gödel)� A⋆ = ¬¬A pour A une formule atomique ;� (A ∧B)⋆ = A⋆ ∧B⋆ ;� (∀xA)⋆ = ∀xA⋆ ;� (¬A)⋆ = ¬A⋆ ;� (A⇒ B)⋆ = A⋆ ⇒ B⋆ ;� (A ∨B)⋆ = ¬¬(A⋆ ∨B⋆) ;� (∃xA)⋆ = ¬¬∃xA⋆.Théorème 1.45

Γ ⊢LK A si, et seulement si, Γ⋆ ⊢LJ A
⋆. 38



Lemme 1.46
⊢LK A⇔ A⋆.Dé�nition 1.47Une formule A est dite stable quand ⊢LJ ¬¬A⇒ A.Lemme 1.48Quelle que soit la formule A, A⋆ est stable.Lemme 1.49Si Γ ⊢LK ∆ alors Γ⋆,¬∆⋆ ⊢LJ .Remarque 1.50On peut don
 �nalement a�rmer que 
e qui distingue LJ de LK, plus que le plus grandpouvoir dédu
tif de LK, 
'est le fait que la prouvabilité en LJ est une relation plus �nequ'en LK.Informellement, un logi
ien intuitionniste ne peut pas né
essairement prouver uneformule A qu'un logi
ien 
lassique peut prouver, mais il peut trouver une autre for-mule (A⋆) qu'il saura prouver et que le logi
ien 
lassique ne sait pas distinguer de lapré
édente.En parti
ulier, en logique intuitionniste, l'utilisation du tiers ex
lu (ou de la 
ontra
-tion à droite) doit être expli
itement mentionnée dans la formule par l'utilisation de ladouble négation (en logique linéaire, on aura le même phénomène mais ave
 toutes lesrègles stru
turelles à part la règle d'é
hange, et non pas seulement pour RC).1.4. La dédu
tion naturelleLa dédu
tion naturelle a également été introduite par Gentzen [Gen69℄. Les dédu
tionsformelles de la dédu
tion naturelle sont pro
hes du raisonnement mathématique usuel,
'est d'ailleurs 
e qui a motivé l'introdu
tion de 
e système par Gentzen en 1935 quivoulait mettre au point un formalisme qui re�ète de manière aussi pré
ise que possibleles raisonnements logiques e�e
tivement à l'÷uvre dans les preuves mathématiques4Dé�nition 1.51 (Séquents de la dédu
tion naturelle)Les séquents de la dédu
tion naturelle sont donnés par un ensemble Γ, les hypothèsesdu séquent, et une formule A, la 
on
lusion du séquent. On notera les séquents Γ ⊢ A.Dé�nition 1.52 (Dédu
tion naturelle NJ, NK)� La dédu
tion naturelle intuitionniste, ou NJ , est dé�nie par les règles d'inféren
edes �gures 1.12 et 1.13 ;� La dédu
tion naturelle 
lassique, ou NK, est le résultat de l'ajout de la règle dela �gure 1.14 à NJ .� Une dédu
tion (ou preuve) du séquent Γ ⊢ A dans NJ ou NK est un arbre �nid'inféren
es du système 
onsidéré dont la ra
ine est Γ ⊢ A.4Gentzen [Gen69℄, se
tion 2 : �we wish to set up a formalism that re�e
ts as a

urately as possible thea
tual logi
al reasonning involved in mathemati
al proofs�.39



Γ, A ⊢ A Ax
Γ ⊢ A Γ ⊢ B

Γ ⊢ A ∧B ∧I Γ, A ⊢ B
Γ ⊢ A⇒ B

⇒ I
Γ ⊢ A

Γ ⊢ ∀x.A ∀I (⋆)

Γ ⊢ A1 ∧A2

Γ ⊢ Ai
∧Ei (i ∈ {1, 2}) Γ ⊢ A Γ ⊢ A⇒ B

Γ ⊢ B ⇒ E
Γ ⊢ ∀x.A
Γ ⊢ A[t/x]

∀E

(⋆) Pour 
ette règle, x 6∈ FV (Γ).Fig. 1.12 � Dédu
tion naturelle NJ, fragment ⇒,∧,∀.
Γ ⊢ A

Γ ⊢ A ∨B ∨I1
Γ ⊢ B

Γ ⊢ A ∨B ∨I2
Γ ⊢ A[t/x]

Γ ⊢ ∃x.A ∃I Γ, A ⊢⊥
Γ ⊢ ¬A ¬I

Γ ⊢ A ∨B Γ, A ⊢ C Γ, B ⊢ C
Γ ⊢ C ∨E Γ ⊢ ∃x.A Γ, A ⊢ C

Γ ⊢ C ∃E (⋆) Γ ⊢ ¬A Γ ⊢ A
Γ ⊢⊥ ¬E

(⋆) x n'est pas libre dans Γ, CFig. 1.13 � Fragment ∨,∃,¬ de la dédu
tion naturelle.Remarque 1.53On donne 
i-dessous un exemple de preuve en dédu
tion naturelle :
Γ ⊢ A ∧B ⇒ C

Ax
Γ ⊢ A Ax

Γ ⊢ B Ax

Γ ⊢ A ∧B ∧I
A ∧B ⇒ C,A,B ⊢ C ⇒ E.... ⇒ I3

⊢ (A ∧B ⇒ C)⇒ (A⇒ (B ⇒ C))où Γ = A ∧B ⇒ C,A,B.Parmi les dérivations en dédu
tion naturelle, on met en éviden
e 
ertaines stru
tures,
ertaines formes de dérivation. On va en parti
ulier être intéressé par l'étude des relationsentre diverses preuves via la notion de 
oupure :Dé�nition 1.54 (Coupure en dédu
tion naturelle)� Une 
oupure en dédu
tion naturelle est la su

ession immédiate de l'introdu
tiond'un 
onne
teur et de son élimination, 
omme dans l'exemple suivant :
D1

Γ ⊢ A

D2

Γ, A ⊢ B
Γ ⊢ A⇒ B

⇒ I

Γ ⊢ B ⇒ E� Une preuve sans 
oupure est une preuve qui ne 
ontient au
une 
oupure.Une preuve 
ontenant une 
oupure peut être vue 
omme une preuve stru
turée ave
40



Γ,¬A ⊢⊥
Γ ⊢ A ⊥ CFig. 1.14 � Raisonnement par l'absurde.un lemme : dans l'exemple 
i-dessus, on démontre le lemme A dans la dérivation D1 d'unepart et on utilise le lemme A dans la dérivation D2 puisqu'il fait partie de l'ensembled'hypothèses.Il est naturel de se demander si on peut obtenir, à partir d'une dédu
tion 
ontenantune 
oupure, une dédu
tion sans 
oupure, 
e qui 
orrespondrait informellement à unedémonstration dire
te, sans lemme. La dédu
tion naturelle permet de dé�nir un pro
édéd'élimination des 
oupures qui a été étudié en détail par Prawitz [Pra65℄ :

D1

Γ ⊢ A

D2

Γ, A ⊢ B
Γ ⊢ A⇒ B

⇒ I

Γ ⊢ B ⇒ E −→⋆
D̃

Γ ⊢ B où D̃ est sans 
oupure.qui a de bonnes propriétés, à savoir d'être 
on�uent (pour le fragment ⇒,∧,∀ de NJ)et de terminer.Les dédu
tions formelles de la dédu
tion naturelle sont pro
hes du raisonnement mathé-matique usuel, mais elles manquent de stru
ture :� La notion de 
oupure est impli
ite : il n'y a pas de règle expli
ite pour la 
oupure
omme on en a pour les 
onne
teurs logiques ;� ND n'est vraiment satisfaisante que pour un fragment de la logique intuitionniste :
⇒, ∧, ∀.De manière paradoxale, les 
onne
teurs qui sont le plus intéressants du point de vuede la logique intuitionniste sont ∨ et ∃ pour lesquels la dédu
tion naturelle ne se
omporte pas bien.1.4.1 Dédu
tion naturelle à 
on
lusions multiplesLa non-
on�uen
e de l'élimination des 
oupures en logique 
lassique est problématique,en parti
ulier si l'on veut utiliser 
es systèmes de démonstration pour représenter desprogrammes et l'élimination des 
oupures pour représenter la dynamique des 
al
uls. Il estsouvent souhaitable, sauf dans des 
as bien parti
uliers, qu'un programme, lan
é sur lesmêmes arguments, donne toujours le même résultat.Parigot a introduit une variante de la dédu
tion naturelle NK, dont les 
on
lusions ontplusieurs 
on
lusions, 
omme dans LK mais dont l'élimination des 
oupures est 
on�uente.Ce système est à l'origine du λµ-
al
ul que nous étudierons dans le 
hapitre suivant. Lesystème de dédu
tion naturelle 
lassique à 
on
lusion multiple, que l'on notera CND, estun sous-produit de la dédu
tion libre [Par91℄ (FD, pour Free dedu
tion) introduite parParigot, système qui emprunte 
ertains aspe
ts à la dédu
tion naturelle et au 
al
ul desséquents et qui peut en
oder le 
al
ul des séquents et la dédu
tion naturelle.Le système CND est présenté en �gure 1.15.41



Γ, A ⊢ A,∆ Ax

Γ, A ⊢ B,∆
Γ ⊢ A⇒ B,∆

⇒ I
Γ ⊢ A,∆ Γ ⊢ A⇒ B,∆

Γ ⊢ B,∆ ⇒ E

Γ, A ⊢ ∆

Γ ⊢ ¬A,∆ ¬I
Γ ⊢ ¬A,∆ Γ ⊢ A,∆

Γ ⊢ ∆
¬EFig. 1.15 � Dédu
tion naturelle Classique à plusieurs 
on
lusions, fragment ⇒,¬.1.5. La logique linéaireUne origine sémantique. La logique linéaire [Gir87a℄ trouve son origine dans une sim-pli�
ation des domaines de S
ott [S
o76℄ par Girard, les espa
es 
ohérents qui utilisent lapropriété de stabilité5 de Berry [Ber78℄.En parti
ulier, les fon
tions linéaires (fon
tions stables qui préservent les unions quel-
onques : f(a ∪ b) = f(a) ∪ f(b)) jouent un r�le essentiel dans les espa
es 
ohérents et
onduisent à une dé
omposition de l'espa
e de fon
tions usuel X ⇒ Y en une partie li-néaire ⊸ et une partie dite exponentielle !(_) :

X ⇒ Y = !X ⊸ YSi la logique linéaire trouve son origine dans les sémantiques de 
ohéren
e, sa théoriede la démonstration est très ri
he et 
'est sur 
ette théorie, et en parti
ulier son 
al
ul desséquents, que nous allons maintenant nous pen
her.1.5.1 Cal
ul des séquents linéaire, LLL'introdu
tion de la linéarité 
onduit Girard [Gir87a℄ à remettre en 
ause les règlesstru
turelles de 
ontra
tion et d'a�aiblissement : 
es règles empê
hent évidemment touttraitement linéaire, 
'est-à-dire dans lequel le nombre d'o

urren
es d'une formule im-porterait. Alors que la logique intuitionniste, dans son 
al
ul des séquent LJ, interdit la
ontra
tion à droite, la logique linéaire va interdire purement et simplement les règlesstru
turelles.La logique linéaire va avoir les propriétés de 
onstru
tivité de LJ tout en ayant la symétriede LK. On 
onsidérera ainsi des séquents à un seul 
�té 
omme on l'a vu pour LK : ⊢ Γet on 
onsidérera des formules littérales, ou atomiques : a, a⊥, b, b⊥, . . . la négation linéaire
(_)⊥ étant dé�nie au niveau des formules atomiques par les dualités de de Morgan.5On appelle espa
e 
ohérent X la donnée d'un ensemble appelé la trame de X, noté | X | et d'unerelation ré�exive et symétrique, la relation de 
ohéren
e, notée x⌢

⌣Xy. On appelle 
lique de X un sous-ensemble a de | X | dont les points sont deux à deux 
ohérents et on note a ⊏ X pour �a est une 
lique deX�.Une fon
tion stable entre deux espa
es 
ohérents X et Y est une fon
tion qui préserve les 
liques, quiest 
roissante et 
ontinue et qui véri�e la 
ondition de stabilité, 
'est-à-dire qui préserve les interse
tions
ompatibles (si a ∪ b ⊏ X, f(a ∩ b) = f(a) ∩ f(b)) 
e qui mène à 
onsidérer l'ordre stable : f ⊑ g si
∀a ⊆ b ⊏ X, f(a) = f(b) ∩ g(a). 42



Deux 
onjon
tions et deux disjon
tions. En l'absen
e des règles stru
turelles, lesprésentations alternatives des inféren
es pour la 
onjon
tion et la disjon
tion 
lassiques deLK ne sont plus équivalentes. Cela nous amène naturellement à 
onsidérer deux 
onne
teursdistin
ts pour la 
onjon
tion et deux 
onne
teurs distin
ts pour la disjon
tion : une paire
onjon
tion/disjon
tion sera dite multipli
ative tandis que l'autre sera dite additive :Dé�nition 1.55 (Conne
teurs multipli
atifs et additifs)� Les 
onne
teurs multipli
atifs seront notés ⊗ (le tenseur, la 
onjon
tion mul-tipli
ative), O (le par, la disjon
tion multipli
ative), 1 (l'unité de la 
onjon
tion)et ⊥ (l'unité de la disjon
tion).� Les 
onne
teurs additifs seront notés N (le ave
, la 
onjon
tion additive), ⊕(le plus, la disjon
tion additive), ⊤ (l'unité de la 
onjon
tion) et 0 (l'unité de ladisjon
tion).Dé�nition 1.56 (Inféren
es multipli
atives et additives)Les inféren
es asso
iées aux 
onne
teurs multipli
atifs et additifs sont les suivantes :
⊢ Γ
⊢ Γ,⊥ [⊥]

⊢ Γ, A,B

⊢ Γ, A O B
[O]

⊢ Γ, A ⊢ ∆, B

⊢ Γ,∆, A ⊗ B [⊗] ⊢ 1
[1]

⊢ Γ,⊤ [⊤]
⊢ Γ, A ⊢ Γ, B

⊢ Γ, A N B
[N]

⊢ Γ, A

⊢ Γ, A ⊕ B [⊕0]
⊢ Γ, B

⊢ Γ, A ⊕ B [⊕1]Remarque 1.57On a les paires de 
onne
teurs duaux pour les relations de de Morgan : ⊗ / O, ⊕ / N,
1/⊥ et 0/⊤.L'impli
ation linéaire est ainsi dé�nie 
omme : A⊸ B , A⊥ O B.Remarque 1.58Les unités sont des versions d'arité nulle des 
onne
teurs multipli
atifs et additifs :� [O] a deux sous-formules, A et B ; [⊥] n'en a au
une.� [⊗] a deux prémisses, ⊢ Γ, A et ⊢ ∆, B, et une partition du 
ontexte en deuxsous-ensembles ; [1] n'a au
une prémisse et le 
ontexte est vide (l'ensemble videest le seul ensemble à avoir une partition de 
ardinalité nulle).� [N] a deux prémisse,⊢ Γ, A et ⊢ Γ, B, qui 
opient 
ha
une le 
ontexte de la formuleprin
ipale ; [⊤] a zéro prémisse et le 
ontexte est libre.� ⊕ a deux règles d'inféren
e ; 0 n'a au
une règle d'inféren
e.Les exponentiels. L'autre ingrédient des espa
es 
ohérents que nous avons mentionnéest la 
onstru
tion ! qui permettait de relier l'impli
ation linéaire et l'impli
ation 
lassique.On 
onsidère don
 deux nouveaux 
onne
teurs ! et ?, les exponentiels, qui vont permettrede gérer la multipli
ité des formules ; 
e n'est que sur les formules pré�xées d'un ? que l'onpourra e�e
tuer 
ontra
tion ou a�aiblissement :

⊢ ? Γ, B

⊢ ? Γ, !B
[!] ⊢ Γ

⊢ Γ, ?B
[?w]

⊢ Γ, ?B, ?B

⊢ Γ, ?B
[? c]

⊢ Γ, B

⊢ Γ, ?B
[? d]Les deux exponentiels sont duaux pour les lois de De Morgan ((?A)⊥ ≡ !A⊥)43



⊢ A,A⊥ ini
⊢ Γ, A ⊢ ∆, A⊥

⊢ Γ,∆
cut

⊢ Γ
⊢ Γ,⊥ [⊥]

⊢ Γ, A,B

⊢ Γ, A O B
[O]

⊢ Γ, A ⊢ ∆, B

⊢ Γ,∆, A ⊗ B [⊗] ⊢ 1
[1]

⊢ Γ,⊤ [⊤]
⊢ Γ, A ⊢ Γ, B

⊢ Γ, A N B
[N]

⊢ Γ, A

⊢ Γ, A ⊕ B [⊕0]
⊢ Γ, B

⊢ Γ, A ⊕ B [⊕1]

⊢ Γ, A[c/x]

⊢ Γ,∀x.A [∀] si c 6∈ FV (Γ,∀x.A)
⊢ Γ, A[t/x]

⊢ Γ,∃x.A [∃]

⊢ Γ, A

⊢ Γ,∀2X.A
[
∀2

] si X 6∈ FV (Γ)
⊢ Γ, A[F/X]

⊢ Γ,∃2X.A
[
∃2

]

⊢ ? Γ, B

⊢ ? Γ, !B
[!] ⊢ Γ

⊢ Γ, ?B
[?w]

⊢ Γ, ?B, ?B

⊢ Γ, ?B
[? c]

⊢ Γ, B

⊢ Γ, ?B
[? d]Fig. 1.16 � Cal
ul des séquents pour LLOn 
omplète le tableau en 
onsidérant les quanti�
ateurs du premier et du se
ond ordre.Dé�nition 1.59 (Cal
ul des séquents de LL)Le 
al
ul des séquents de LL est donné en �gure 1.16.Dé�nition 1.60 (Fragments parti
uliers)On 
onsidèrera les fragments de LL suivants, ave
 ou sans quanti�
ateurs selon le
as :� MALL est le fragment de LL qui ne 
ontient pas les exponentiels ;� MLL est le fragment de LL qui ne 
ontient que les 
onne
teurs multipli
atifs ;� MELL est le fragment de LL 
ontenant les 
onne
teurs multipli
atifs et exponen-tiels ;� On désignera par MLL− le fragment multipli
atif sans unité.Remarque 1.61On peut restreindre la règle initiale à ne s'appliquer que sur des formules atomiques :

⊢ a, a⊥ iniExemple 1.62On donne en �gure 1.17 un exemple de preuve en logique linéaire sur laquelle nousreviendrons au 
hapitre 9.La logique linéaire satisfait évidemment le théorème d'élimination des 
oupures
e qui fournit une propriété de sous-formule (tant que le se
ond ordre n'est pas 
on
erné)et des propriétés similaires à la propriété d'existen
e et de disjon
tion de LJ :Propriété 1.63� Si ⊢LL ∃x.A alors il existe un terme t tel que ⊢LL A[t/x] ;� Si ⊢LL A ⊕ B alors soit ⊢LL A soit ⊢LL B.44



⊢ q, q⊥ ini ⊢ r, r⊥ ini

⊢ q ⊗ r, q⊥, r⊥
⊗

⊢ q ⊗ r, q⊥ O r⊥
O

⊢ s, s⊥ ini

⊢ q ⊗ r, s ⊗ (q⊥ O r⊥), s⊥
⊗

⊢ p ⊕ (q ⊗ r), s ⊗ (q⊥ O r⊥), s⊥
⊕

⊢ 1
1

⊢ p ⊕ (q ⊗ r), s ⊗ (q⊥ O r⊥), s⊥ ⊗ 1
⊗Fig. 1.17 � Exemple d'une preuve dans LL.En outre, les règles exponentielles évitent de retrouver, dans LL, les paires 
ritiques deLafont que nous avons vu dans LK. En e�et, dans le 
as d'une 
oupure :

⊢ Γ, !A⊥ ⊢ ∆, ?A

⊢ Γ,∆
cutseule la formule ?A peut être a�aiblie.Si l'élimination des 
oupures de LL ne présente pas le problème de non-déterminismerévélé par la paire 
ritique de Lafont, l'élimination des 
oupures de LL n'est pas pourautant 
on�uente à 
ause des 
as de 
ommutation lors de l'élimination des 
oupures quandla formule de 
oupure n'est pas la formule prin
ipale des inféren
es de ses prémisses 
ommele montre l'exemple suivant :

D
⊢ Γ, A,C

⊢ Γ, A ⊕ A′, C [⊕0]

E

⊢ ∆, B,B′, C⊥

⊢ ∆, B O B′, C⊥
[O]

⊢ Γ, A ⊕ A′,∆, B O B′
cutOn peut réduire la 
oupure de plusieurs manières selon l'ordre dans lequel on e�e
tue la
ommutation de la 
oupure ave
 les règles [⊕0] et [O], on peut ainsi obtenir :

D
⊢ Γ, A,C

E

⊢ ∆, B,B′, C⊥

⊢ Γ, A,∆, B,B′
cut

⊢ Γ, A,∆, B O B′
[O]

⊢ Γ, A ⊕ A′,∆, B O B′
[⊕0] ou D

⊢ Γ, A,C

E

⊢ ∆, B,B′, C⊥

⊢ Γ, A,∆, B,B′
cut

⊢ Γ, A ⊕ A′,∆, B,B′ [⊕0]

⊢ Γ, A ⊕ A′,∆, B O B′
[O]Cette non-
on�uen
e n'est pas du même ordre que 
elle de la paire 
ritique de Lafont
ar elle est due à l'ordonnan
ement des règles d'inféren
e imposé par le 
al
ul des séquents.Ainsi, les deux preuves obtenues sont équivalentes modulo les permutations d'inféren
es àla Kleene-Curry étudiées plus haut.1.5.2 Réseaux de démonstration pour MLLLa manière usuelle d'aborder le problème de l'identité de preuve en logique linéaire(et de donner une représentation 
anonique des preuves) 
onsiste à utiliser les réseaux dedémonstration qui ont été initialement introduits par Girard [Gir87a℄.Les réseaux de démonstration sont des stru
tures qui ne 
onservent pas l'informationd'ordonnan
ement des règles non né
essaire dans une preuve de séquents. Une stru
ture de45



A O B

A B

O

A ⊗ B

A B

⊗ ini

a a⊥ cut

A⊥ALa 
ellule ini est restreinte aux formules atomiques.Fig. 1.18 � Cellules des réseaux de démonstration pour MLL−.démonstration MLL− est ainsi un graphe qui 
onsiste en la forêt des arbres de formulesdu séquent ⊢ Γ 
omplétée d'une stru
ture additionnelle représentant les règles initiales :Dé�nition 1.64 (Stru
tures de démontration MLL−)Une stru
ture de démonstration (ou stru
ture de preuve) deMLL− de 
on
lusions
⊢ Γ est un graphe 
onstitué de 
ellules représentées en Figure 1.18 qui sont 
onne
téespar des �ls portant pour labels des formules de MLL−.Pour 
haque formule F de ⊢ Γ il y a un �l pendant ave
 le label F appelé 
on
lu-sion.Des 
onditions supplémentaires sont imposées de manière à assurer qu'une stru
turede preuve est bien un objet logique représentant une preuve, 
'est-à-dire qu'il peut êtreséquentialisé en une preuve de séquent.Dé�nition 1.65 (Réseaux de démonstration MLL−)Un réseau de démonstration MLL− de 
on
lusions ⊢ Γ est une stru
ture de preuvequi provient de la déséquentialisation d'une preuve du 
al
ul des séquents D de ⊢ Γen oubliant l'ordonnan
ement des règles d'inféren
e : une règle d'inféren
e de MLL−est transformée 
omme la 
ellule 
orrespondante dans la Figure 1.18 et les 
ellules sont
ombinées en suivant la tra
e des o

urren
es de formules dans la preuve de séquent.L'élimination des 
oupures dans les réseaux de démonstration est 
on�uente.Critères de 
orre
tion. La dé�nition pré
édente ne donne pas de 
ritère pratique quipermette de véri�er qu'une stru
ture de preuve donnée est bien un réseau de démonstration,
'est-à-dire qu'elle peut e�e
tivement être séquentialisée en une preuve de LL. Il existede nombreux 
ritères pour 
ara
tériser les réseaux de démonstration qui ont en général lapropriété d'être non pas des 
ritères indu
tifs, mais géométriques. On peut 
iter par exemplele 
ritère de Danos-Régnier : une stru
ture de preuve π est un réseau de démonstrationsi tout sous-graphe obtenu en enlevant, pour 
haque n÷ud O de π, exa
tement l'une desdeux arêtes prémisses du n÷ud est 
onnexe et a
y
lique.1.6. Programmer en logiqueLe prin
ipe de la programmation logique est de modéliser le 
al
ul 
omme une re
her
hede démonstration. Dans 
e modèle de 
al
ul, on identi�e un programme ave
 un séquentet on voit le 
al
ul 
omme la re
her
he d'une preuve de 
e séquent.Les di�érents 
adres de programmation logique varient selon les logiques utilisées, lesformes de séquents que l'on 
onsidère ainsi que les stratégies de démonstration que l'onutilise [MNPS91℄. 46



Un exemple historique de programmation logique est 
elui de la programmation par
lauses de Horn sur laquelle est fondé le langage Prolog.1.6.1 Preuves uniformesNous allons présenter un 
adre formel développé dans un arti
le de Dale Miller, etal. [MNPS91℄ qui permet de généraliser la programmation logique à des logiques et desensembles de formules plus généraux. On se pla
e dans le 
adre intuitionniste de LJ .Dé�nition 1.66 (Preuves uniformes)Une preuve uniforme est une preuve en 
al
ul des séquents satisfaisant la 
onditionsuivante : pour toute o

urren
e dans la preuve d'un séquent dont le 
�té droit n'estpas une formule atomique, 
e séquent est 
on
lusion d'une règle d'introdu
tion droite.Dé�nition 1.67 (Prouvabilité uniforme)Étant donné un séquent Γ ⊢ F , on dit que Γ ⊢ F est prouvable uniformément dansune logique donnée s'il existe une preuve de Γ ⊢ F dans 
ette logique qui soit uniforme.Étant donnée une notion de prouvabilité ⊢, on note ⊢unif la prouvabilité uniforme
orrespondante.Dé�nition 1.68 (Langage de programmation logique abstrait)Un langage de programmation logique abstrait est la donnée d'un triplet (D,G,⊢L)tel que, pour toute partie �nie Γ de D, les 
lauses de programme, et pour toute for-mule G ∈ G, le but, la prouvabilité de Γ ⊢ G (ie. Γ ⊢L G) 
oïn
ide ave
 la prouvabilitéuniforme de Γ ⊢ G (ie. Γ ⊢unif
L G).Remarque 1.69Les propriétés de prouvabilité uniforme sont très liées aux résultats de Kleene-Currysur la permutabilité des inféren
es.1.6.2 Exemples et 
ontre-exemplesOn donne i
i quelques exemples et 
ontre-exemples de langages de programmationlogique abstraits.Logique intuitionniste. La logique intuitionniste ne fournit pas un langage de program-mation logique abstrait : si l'on 
onsidère la prouvabilité intuitionniste, alors le séquent

p ∨ q ⊢ q ∨ p est prouvable mais n'est pas prouvable uniformément. En e�et, la preuve :
p ⊢ p Ax

p ⊢ q ∨ p R ∨ 1
q ⊢ q Ax

q ⊢ q ∨ p R ∨ 2

p ∨ q ⊢ q ∨ p L∨est une preuve intuitionniste, mais il n'est pas possible de fournir une preuve uniformede 
e séquent : supposons en e�et qu'on ait une preuve uniforme, on aurait 
omme dernièrerègle, soit
p ∨ q ⊢ p

p ∨ q ⊢ q ∨ p R ∨ 147



soit
p ∨ q ⊢ q

p ∨ q ⊢ q ∨ p R ∨ 2mais au
un des deux séquents prémisses n'est prouvable (que 
e soit uniformément ousimplement dans LJ).Logique linéaire. De même, la logique linéaire 
omplète, même dans son fragment intui-tionniste, ne donne pas un langage de programmation logique abstrait. On peut 
onsidérerles 
ontre-exemples suivants :1. a ⊗ b ⊢ b ⊗ a (pour la même raison que plus haut...)2. ! a ⊢ ! a ⊗ ! a (pour pouvoir prouver 
e séquent, il faut d'abord 
ontra
ter le !a àgau
he puis dé
omposer le ⊗)3. !(a N b) ⊢ ! a4. b ⊗ (b⊸ ! a) ⊢ ! aLes 
lauses de Horn. Si l'on restreint les ensembles D et G aux 
lauses de Horn et si l'on
onsidère la prouvabilité intuitionniste, on obtient un langage de programmation logiqueabstrait. Cela revient à avoir les ensembles D et G dé�nis par les grammaires respe
tivessuivantes :
G ::= ⊤ | A | G1 ∧G2 | G1 ∨G2 | ∃x.G
D ::= A | G⇒ A | D1 ∧D2 | ∀x.Doù A désigne une formule atomique du 1er ordre.Formules héréditaires de Harrop. On peut étendre la syntaxe des buts et 
onserverun langage de programmation logique abstrait, en utilisant les formules héréditaires deHarrop :

G ::= ⊤ | A | G1 ∧G2 | G1 ∨G2 | ∃x.G | ∀x.G | D ⇒ G
D ::= A | G⇒ A | D1 ∧D2 | ∀x.D1.6.3 Sémantique opérationnelle de la re
her
he de preuveInstru
tions de re
her
he.Su

ess P ⊢O ⊤ ;And P ⊢O G1 ∧G2 si, et seulement si, P ⊢O G1 et P ⊢O G2 ;Or P ⊢O G1 ∨G2 si, et seulement si, P ⊢O G1 ou P ⊢O G2 ;Instan
e of P ⊢O ∃αG si, et seulement si, il y a un terme t de type α tel que

P ⊢O G[t/x] ;Augment P ⊢O D ⇒ G si, et seulement si, P ∪ {D} ⊢O G ;Generi
 P ⊢O ∀αG si, et seulement si, P ⊢O G[c/x] où c est un paramètre de type αqui n'est libre ni dans P ni dans G. 48



Chaînage arrière.Dé�nition 1.70 (Ba
k
haining)On 
onsidère une formule B 
onstruite sur les 
onne
teurs ⊤, ∧, ⇒ et ∀.On dé�nit |B| 
omme le plus petit ensemble de paires tel que :1. (∅, B) ∈ |B| ;2. si (∆, B1 ∧B2) ∈ |B|, alors (∆, B1) ∈ |B| et (∆, B2) ∈ |B| ;3. si (∆,∀x.B′) ∈ |B|, alors (∆, B′[t/x]) ∈ |B| pour tout terme 
los t ;4. si (∆, G⇒ B′) ∈ |B|, alors (∆ ∪ {G}, B′) ∈ |B|.En termes informels, si (∆, A) ∈ |B|, alors on peut utiliser B pour établir A si toutesles formules de ∆ peuvent être prouvées.On peut restreindre le ba
k
haining au 
as où A est une formule atomique :
Γ −→ G1 . . . Γ −→ Gn

Γ −→ A
BCsi A est atomique, B ∈ Γ et ({G1, . . . Gn}, A) ∈ |B|.Remarque 1.71Ave
 la logique linéaire, le ba
k
haining devient : ||B|| est le plus petit ensemble depaires tel que :1. (∅, ∅, B) ∈ ||B|| ;2. si (Γ,∆, B1 N B2) ∈ ||B||, alors (Γ,∆, B1) ∈ ||B|| et (Γ,∆, B2) ∈ ||B|| ;3. si (Γ,∆,∀x.B′) ∈ ||B||, alors (Γ,∆, B′[t/x] pour tout terme 
los t ;4. si (Γ,∆, B1 ⇒ B2) ∈ ||B||, alors (Γ ∪ {B1},∆, B2) ∈ ||B|| ;5. si (Γ,∆, B1 ⊸ B2) ∈ ||B||, alors (Γ,∆ ∪ {B1}, B2) ∈ ||B||.et on a la règle de 
haînage arrière :

Γ; ∅ −→ B1 . . . Γ; ∅ −→ Bn Γ;∆1 −→ C1 . . . Γ;∆m −→ Cm

Γ;∆1, . . . ,∆m, B −→ A
BCLLave
 m,n ≥ 0, A atomique et ({B1 . . . Bn}, {C1 . . . Cm}, A) ∈ ||B||
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Chapitre 2Notions de λ-
al
ul et de λµ-
al
ulRésumé:Nous rappelons dans 
e 
hapitre les prin
ipales dé�nitions 
on
ernant le λ-
al
ul[Chu41℄ et introduisons les propriétés notables de 
e 
al
ul. Nous énonçons et dis
utonsplus parti
ulièrement le théorème de Böhm [Bö68℄, ou théorème de séparation, quimotivera l'étude du λµ-
al
ul que nous mènerons dans la suite de 
ette thèse. Nousintroduisons ensuite le λµ-
al
ul de Mi
hel Parigot [Par92℄ qui est une extension simpledu λ-
al
ul permettant d'étendre la 
orrespondan
e de Curry Howard de la logiqueintuitionniste à la logique 
lassique ainsi que de 
oder dire
tement en λµ-
al
ul desopérateurs de 
ontr�le usuels des langages fon
tionnels. Nous rappelons également lespropriétés prin
ipales du λµ-
al
ul.Sommaire2.1 Le λ-
al
ul de Chur
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Le λ-
al
ul a été inventé et développé par Alonzo Chur
h [Chu40, Chu41℄ dès les années30. Si le λ-
al
ul avait à l'origine pour obje
tif de servir de fondement aux mathématiquesà partir des notions de fon
tion et d'appli
ation1 � projet qui s'est révélé être un é
he
 �le λ-
al
ul a en revan
he eu un développement formidable dans les re
her
hes logiques etinformatiques puisqu'il s'est révélé pertinent tant pour étudier les notions de 
al
ulabilitéque 
elles de dédu
tion. L'isomorphisme de Curry-Howard [How80℄, établissant une 
or-respondan
e entre λ-termes et preuves en dédu
tion naturelle ainsi qu'entre 
al
uls des
λ-termes et rédu
tion des 
oupures, a en parti
ulier permis de 
onstruire un pont entrethéorie du 
al
ul et théorie de la démonstration.Réferen
es. Ce 
hapitre vise à mettre en pla
e les prin
ipales dé�nitions utiles pour lasuite de 
ette thèse et ne vise au
unement à l'exhaustivité, 
e qui serait vain si l'on 
onsidèreles quelques référen
es auxquelles le le
teur désireux d'en lire plus � ou autrement � pourrase référer [Bar84, Kri90, GLT89, AC98℄.2.1. Le λ-
al
ul de Chur
h2.1.1 Dé�nition du λ-
al
ul purDé�nition 2.1 (Syntaxe du λ-
al
ul)On se donne un ensemble in�ni dénombrable V de variables (notées x, y, z . . . ). Ondésignera par Σλ l'ensemble des termes du λ-
al
ul, ou λ-termes, qui sont dé�nis parla syntaxe suivante :

t ::= x | λx.t | (t)uRemarque 2.2
λ est un lieur de variable ; on ne rappelle pas les dé�nitions des variables libres et liéesd'un terme, ni de l'α-équivalen
e, non plus que de la substitution (sans 
apture) d'unevariable par un terme que l'on notera i
i t {u/x}.Dé�nition 2.3 (Contexte du λ-
al
ul)Les 
ontextes (à un trou) du λ-
al
ul sont dé�nis par la syntaxe suivante :

C ::= [] | λx.C | (C)t | (t)CSi t est un terme et C un 
ontexte, C[t] sera le résultat du rempla
ement de [] par tdans C.Dé�nition 2.4 (Règles de rédu
tion du λ-
al
ul)Les règles de rédu
tion du λ-
al
ul sont au nombre de deux :règle β : (λx.t)u −→β t {u/x}règle η : λx.(t)x −→η t si x 6∈ FV (t)1À la manière dont la théorie de Zermelo-Fraenkel a permis de fonder les mathématiques sur la notiond'ensemble et d'appartenan
e. 52



Remarque 2.5Ces règles de rédu
tion passent au 
ontexte, 
'est-à-dire qu'on peut les appliquer partoutdans le terme où apparaît un sous-terme de l'une des deux formes indiquées. Pluspré
isément, si C est un 
ontexte, on a :
C[(λx.t)u] −→β C[t {u/x}]
C[λx.(t)x] −→η C[t] si x 6∈ FV (t)On 
onsidèrera toujours la β-rédu
tion dans notre 
al
ul, et on n'in
lura l'η-rédu
tionque lorsqu'on le pré
isera. Un terme de la forme (λx.t)u (resp. λx.(t)x ave
 x 6∈ FV (t))est appelé un β-redex (resp. η-redex) ; le résultat d'une appli
ation d'une rédu
tionest le réduit.Dé�nition 2.6 (Formes normales)On appelle forme β-normale du λ-
al
ul (ou, plus simplement, forme normale) toutterme qui ne 
ontient pas de β-redex. On parlera également de forme βη-normale.Une dé�nition alternative de la syntaxe du λ-
al
ul est la suivante :Dé�nition 2.7

Σλ est également dé�ni par la syntaxe suivante :
t ::= λx1 . . . xn.(x)t1 . . . tk (n, k ≥ 0)
| λx1 . . . xn.(λx.u)vt1 . . . tk (n, k ≥ 0)Dans le premier 
as, la variable x est appelée variable de tête tandis que dans lese
ond 
as, le redex (λx.u)v est appelé redex de tête.Proposition 2.8 (Cara
térisation des formes normales)Les formes β-normales du λ-
al
ul sont les éléments du sous-ensemble des λ-termesdé�nis par la syntaxe suivante :

n ::= λx1. . . . λxk.(x)n1 . . . nk ave
 k, l ≥ 0La β-rédu
tion est a priori une rédu
tion non-déterministe puisqu'il peut exister ungrand nombre de β-redex dans un λ-terme. On a pourtant une propriété de 
on�uen
e :Théorème 2.9 (Con�uen
e du λ-
al
ul)
t

β ⋆��

β

⋆ // t′

β ⋆��
t′′

β

⋆ // uLe diagramme 
i-dessus doit se lire : si t, t′, t′′ ∈ Σλ sont tels que t −→⋆
β t
′, t′′ alors ilexiste u ∈ Σλ tel que t′, t′′ −→⋆

β u. Le résultat est également vrai de la rédu
tion βη. Cettepropriété entraîne que si t et u sont βη-équivalents, ils ont un réduit 
ommun et que si tpossède une forme normale, elle est unique. 53



2.1.2 Stratégies de rédu
tionMalgré la 
on�uen
e, on peut être intéressé par 
onsidérer des stratégies de rédu
tionparti
ulières, 
'est-à-dire des dis
iplines selon lesquelles on applique les règles de rédu
tion.Dé�nition 2.10 (Rédu
tion de tête)La rédu
tion de tête 
onsiste à réduire le redex de tête, s'il existe.La rédu
tion de tête 
onduit à dé�nir une notion de formes normales restreintes, lesformes normales de tête :Dé�nition 2.11 (Formes normales de tête)Les formes normales de tête sont les termes de la forme t = λx1. . . . λxm.(x)t1 . . . tnpour m,n ∈ N, ave
 les ti des λ-termes quel
onques.Si l'on 
onsidère la β-rédu
tion, on 
onstate qu'elle n'agit qu'à l'intérieur du redexqu'elle est en train de réduire. En parti
ulier, si un terme t est une abstra
tion, de la forme
λx.u, 
ette abstra
tion ne sera jamais modi�ée, quelles que soient les rédu
tions que l'onfait. De la même manière, si t est de la forme (x)u, les rédu
tions potentielles se feronttoutes à l'intérieur de u et un réduit de t aura né
essairement la forme : t′ = (x)u′, ave
 u′un réduit de u. Cela nous amène à la propriété suivante des formes normales de tête :Proposition 2.12 (Réduits d'une forme normale de tête)Soit t = λx1. . . . λxm.(x)t1 . . . tn un terme en forme normale de tête, et soit u tel que

t −→⋆
β u. Alors il existe u1, . . . , un tels que u = λx1. . . . λxm.(x)u1 . . . un et ti −→⋆

β uipour tout 1 ≤ i ≤ k.Ainsi, ni le nombre de λ pré�xant le terme, ni la variable de tête, ni le nombre d'ar-guments de la variable de tête ne varient au 
ours du 
al
ul à partir du moment où l'ona atteint une forme normale de tête. Il s'agit ainsi d'une portion de terme dé�nitivement
al
ulée. Si on 
onsidère en plus la rédu
tion η, 
ette propriété n'est évidemment plusvalide.Il n'est pas vrai que tout λ-terme ait une forme normale, pas plus qu'il n'est vrai qu'un
λ-terme a né
essairement une forme normale de tête, 
omme le montre l'exemple suivant :Dé�nition 2.13 ((∆)∆)On 
onsidère le terme ∆ = λx.(x)x. On a (∆)∆ −→β (∆)∆ et 
e terme 
ontient unseul β-redex. Il ne peut don
 se réduire sur une forme normale :

(∆)∆ −→β (∆)∆ −→β . . .La notion de formes normales de tête est 
ru
iale pour dé�nir les termes résolubles,ou solvables :Dé�nition 2.14 (Résolubilité)Un λ-terme t est dit résoluble s'il se réduit sur une forme normale de tête.La terminologie résoluble vient de la question suivante : pour quels λ-termes 
los t,peut-on trouver une suite de termes u1 . . . un telle que (t)u1 . . . un =β λx.x, 
'est-à-direpour quels termes t, l'équation C[t] = u a-t-elle une solution quel que soit u ?On dé�nit également la stratégie de rédu
tion gau
he :54



Dé�nition 2.15La stratégie de rédu
tion gau
he est dé�nie 
omme suit :� si t n'est pas en forme normale de tête, t −→g u si t se réduit sur u par unerédu
tion de tête ;� si t = λx1. . . . λxm.(x)t1 . . . tn est en forme normale de tête, soit i minimal tel que
ti ne soit pas en forme β-normale, si ti −→g ui alors

t −→g λx1. . . . λxm.(x)t1 . . . ti−1uiti+1 . . . tn.La rédu
tion gau
he 
onsiste à réduire toujours le β-rédex le plus à gau
he dans le terme
t (
elui dont la �(� est la plus à gau
he). Si t possède une forme normale, la rédu
tion gau
heatteindra 
ette forme normale.On parlera par ailleurs de rédu
tion standard t1 −→β t2 −→β . . . −→β tn s'il n'arrivejamais qu'on réduise dans ti un redex qui soit à gau
he du redex réduit2 dans tj pour j < i.Le théorème de standardisation du λ-
al
ul assure qu'il existe toujours une rédu
tionstandard d'un terme t à l'un quel
onque de ses β-réduits u.Dé�nition 2.16 (0, 1)On 
onsidère deux termes 
los parti
uliers du λ-
al
ul qui serviront pour la séparation :� 0 = λx.λy.y ;� 1 = λx.λy.x.On 
ode le 
ouple par (t, u) = λz.(z)tu (on a alors (t, u)0 −→⋆ u et (t, u)1 −→⋆ t) eton dé�nit aussi des 
ouples paramétrés :

〈t, u〉k = λx1 . . . xk.λz.((z)(t)x1 . . . xk)(u)x1 . . . xkqui permettent de sto
ker un 
ertain nombre d'arguments avant de déterminer s'ils re-tournent la 
omposante de gau
he ou bien 
elle de droite et on a bien sûr :� 〈t, u〉0 = (t, u).� (〈t, u〉k)v1 . . . vk1 −→⋆ (t)v1 . . . vk et� (〈t, u〉k)v1 . . . vk0 −→⋆ (u)v1 . . . vk.2.1.3 Ma
hine abstraite de KrivineOn peut présenter la rédu
tion du λ-
al
ul via une ma
hine abstraite, la ma
hine abs-traite de Krivine [Kri92℄. Il s'agit en fait d'une variante de la rédu
tion de tête, la rédu
tionde tête faible, qui s'arrête dès qu'on ren
ontre le premier λ de la forme normale de tête.On peut 
onstruire une variante de la ma
hine qui 
al
ule e�e
tivement la rédu
tion detête en allant regarder sous les λ mais qui est plus 
omplexe à présenter.2Il faudrait introduire la notion de résidu pour avoir une dé�nition pré
ise de 
e
i.55



Dé�nition 2.17 (Ma
hine Abstraite de Krivine)Les états de la ma
hine abstraite de Krivine sont 
onstitués de triplets 〈t, [e],K〉où t est un λ-terme, e est un environnement qui asso
ie des 
l�tures (paire d'un terme etd'un environnement, de la forme t[e]) à des λ-variables et où K est une pile de 
l�tures.Un état initial de la ma
hine est de la forme 〈t, [∅],⊥〉 où t est un λ-terme (
los),l'environnement n'est dé�ni nulle part et où la pile est vide (représentée par ⊥).La ma
hine de Krivine est 
omposée de trois transitions, dont l'appli
abilité dépendde la stru
ture du terme exé
uté :
〈x [e] K〉 −→ 〈t [e′] K〉 si e(x) = t[e′]
〈λx.t [e] u[e′] ·K〉 −→ 〈t [x = u[e′]; e] K〉
〈(t)u [e] K〉 −→ 〈t [e] u[e] ·K〉On peut interpréter les transitions de la KAM 
omme les �trois instru
tions� du λ-
al
ul : déréféren
er une variable, empiler et dépiler.La ma
hine s'arrête lorsqu'elle atteint une forme de tête faible : soit un λ, soit unevariable (si on admet des termes ouverts dans les états initiaux, 
e qui est né
essaire pourétendre la ma
hine au-delà de la rédu
tion de tête faible) :� On ne peut jamais être bloqué lorsque l'on est dans la troisième 
on�guration ;� On peut être bloqué lorsque l'on est dans le se
onde 
on�guration et que K = ⊥,
'est le 
as où l'on a trouvé le λ de tête ;� On peut être bloqué dans la première 
on�guration si l'environnement e ne lie pas lavariable x à une 
l�ture, mais 
ela suppose que la variable x était libre dans le termede départ.2.1.4 Types simplesDé�nition 2.18 (λ-
al
ul simplement typé)On dé�nit un système de types simples pour le λ-
al
ul. Les types se 
onforment à lasyntaxe suivante :

A,B, ... ::= o | A→ BOn dé�nit 
omme suit un système de typage pour le 
al
ul :
Γ, x : A ⊢ x : A

V ar
Γ, x : A ⊢ t : B

Γ ⊢ λx.t : A→ B
Abs

Γ ⊢ t : A→ B Γ ⊢ u : A
Γ ⊢ (t)u : B

AppLa présentation qu'on vient de faire des types simples est appelé λ-
al
ul simplementtypé à la Curry . On 
onsidérera aussi dans la suite λ-
al
uls typés à la Chur
h , 
'est-à-dire ave
 annotation de type expli
ite sur les variables de type, les termes ayant alors laforme λxA.t.Correspondan
e de Curry-Howard. Le λ-
al
ul simplement typé peut être mis en
orrespondan
e [How80℄ ave
 le fragment impli
atif de la dédu
tion naturelle intuitionniste56



NJ , de la manière suivante : Types ←→ FormulesJugements de typage ←→ Séquents de NJ
λ-termes typés ←→ Dédu
tions de NJ

β-rédu
tion ←→ Rédu
tion des 
oupuresPropriétés des types simples. Le λ-
al
ul simplement typé a de bonnes propriétésvis-à-vis de la rédu
tion :Théorème 2.19 (Préservation du type)Si t est typable de type A et si t −→⋆
β u, alors u est typable de type A.Théorème 2.20 (Normalisation forte)Les λ-termes typés sont fortement normalisants ; il n'existe au
une suite de rédu
tionsin�nie à partir d'un λ-terme typé t.On notera que 
es propriétés restent vraies en ajoutant la η-rédu
tion.Formes β-normales η-longues. Un λ-terme simplement typé t de type A1 → · · · →

Am → A où A est atomique (ne 
ontient pas de →) peut être pré�xé de n λ-abstra
tionsau maximum, respe
tivement de type A1, . . . , An : λx1. . . . λxn.u où u a le type A. D'unautre 
�té, rien n'oblige à 
e que t soit e�e
tivement pré�xé par 
es n abstra
tions et nonpas seulement par une fra
tion d'entre elles. De même, si u est un sous-terme de type
B1 → · · · → Bn → B (ave
 B atomique) de t, alors il peut lui être appliqué au maximum
n termes en arguments : (u)v1 . . . vn où 
haque vi est de type Bi, mais rien n'oblige à 
equ'il soit e�e
tivement appliqué à n arguments et non pas simplement aux k premiers.On peut don
, en regardant le type d'un terme, 
onnaître une information sur sa stru
-ture syntaxique ou sur la forme du 
ontexte dans lequel il est pla
é.Dans le 
as des formes normales, la situation est en
ore plus intéressante, puisqu'onsait qu'un terme en forme normale est de la forme t = λx1. . . . λxk.(y)u1 . . . ul et que les
onsidérations pré
édentes nous assurent que si t est de type A1 → · · · → Am → A et y detype B1 → · · · → Bn → B, ave
 A et B atomiques, alors on a k ≤ m et l ≤ n.La notion de forme β-normale η-longue permet de 
onsidérer des termes qui réa-lisent les égalités, 
'est-à-dire des termes qui ont systématiquement �le bon nombre de λ�et �le bon nombre d'arguments� :Dé�nition 2.21 (Forme η-longue d'un λ-terme typé)On dé�nit la tradu
tion [_]ηl d'un λ-terme simplement typé en forme normale t : Aen un λ-terme simplement typé [t]ηl : A, la forme η-longue de t, 
omme suit :Soit t une forme normale de type A1 → · · · → An → A′, où A′ est atomique. t estde la forme λx1 . . . λxp.((y)u1 . . . uk) pour 0 ≤ p ≤ n et k ≥ 0 ; on pose alors

[t]ηl = λx1 . . . λxn.(y)[u1]
ηl . . . [uk]

ηl[xp+1]
ηl . . . [xn]ηloù les variables (xi)p<i≤n sont 
hoisies de manière à 
e qu'il n'y ait pas de 
on�it devariable et sont de type (Ai)p<i≤n. 57



Remarque 2.22La tradu
tion [_]ηl est bien dé�nie par indu
tion sur le 
ouple (taille du terme, tailledu type) muni de l'ordre lexi
ographique 
ar� la taille des termes 
onsidérés diminue stri
tement pour les ui (mais le type peutdevenir plus 
ompliqué, d'où l'utilisation de l'ordre lexi
ographique) et� pour les variables xi, soit la taille diminue si le terme t n'était pas une variable,soit, au 
as où t était une variable, la taille du type diminue puisque le type de
xi est l'un des Ai qui apparaît dans le type de t.Le fait que la forme η-longue possède �le bon nombre de λ� se 
omprend aisémentd'après la dé�nition de la tradu
tion. Le fait que la variable de tête y soit, dans le terme

[t]ηl, �appliquée au bon nombre d'arguments� se voit 
omme suit : dans t, (y)u1 . . . ukétait de type Ap+1 → · · · → An → A′, 
'est-à-dire que y est de type B1 → · · · → Bk →
Ap+1 → · · · → An → A′, �attendant� k + n − p arguments, pré
isément le nombred'arguments auxquels y est appliquée dans le terme [t]ηl.Dans la se
tion suivante, on présente le théorème de séparation du λ-
al
ul non-typé.2.2. SéparationCette se
tion est 
onsa
rée à l'étude de la propriété de séparation dans le λ-
al
ul, égale-ment appelée théorème de Böhm du nom de Corrado Böhm qui la démontra en 1968 [Bö68℄.On 
ommen
e par énon
er le théorème, on étudiera ensuite quelques unes des 
onsé-quen
es de 
e théorème et on terminera en donnant une autre 
ara
térisation de la sépa-ration. La se
tion 3.3 du 
hapitre 3, page 73 nous donnera l'o

asion de dis
uter plus endétail le 
as de non-séparation et 
omplètera la présente se
tion.Théorème 2.23 (de séparation de Böhm [Bö68℄)Soient t et t′ deux formes normales distin
tes du λ-
al
ul, non η-équivalentes, et ayantleurs variables libres parmi x1, . . . , xn.Alors il existe des termes 
los u1, . . . , un et ~v = v1, . . . , vk tels que� t[~u/~x]~v −→⋆ 1 et� t′[~u/~x]~v −→⋆ 0.Cette propriété d'un 
al
ul est très générale, on peut d'ailleurs en donner un énon
équi s'a�ran
hit un peu plus de la syntaxe du λ-
al
ul en utilisant des 
ontextes :Théorème 2.24Soient t et t′ deux formes normales distin
tes du λ-
al
ul non η-équivalentes. Pour toustermes u, v, il existe un 
ontexte Cu,v tel que Cu,v(t) −→⋆ u et Cu,v(t

′) −→⋆ v.2.2.1 Conséquen
es et portée du théorèmeLa séparation est une propriété importante d'un formalisme 
omme le λ-
al
ul, et 
epour plusieurs raisons dont on va maintenant donner un bref aperçu.Conséquen
es sémantiques. Une première 
onséquen
e du théorème de séparation estqu'il donne des 
onditions fortes pour avoir un modèle du λ-
al
ul. En e�et, deux termesnormalisables ne peuvent être identi�és que s'ils sont βη-équivalents.58



Les libertés laissées par le théorème 
on
ernent don
 essentiellement le fait d'être ex-tensionnel (deux termes η-équivalents sont, ou non, identi�és dans la sémantique) et dansl'interprétation des termes qui ne sont pas normalisables (on identi�e plus ou moinsde termes qui n'ont pas de forme normale � de tête). Pré
isons un peu plus 
es notions :Dé�nition 2.25 (Sémantique du λ-
al
ul)Une sémantique du λ-
al
ul est une relation d'équivalen
e ≡ sur les λ-termes véri-�ant :� Si t −→⋆ u, alors t ≡ u� Si t ≡ u, alors pour tout 
ontexte C, C[t] ≡ C[u]Autrement dit, il s'agit d'une relation d'équivalen
e 
ompatible ave
 la β-rédu
tion etqui passe aux 
ontextes.Dé�nition 2.26 (Sémantique in
ohérente)Une sémantique in
ohérente est une sémantique qui identi�e tous les λ-termes, ils'agit d'une sémantique triviale.On a alors 
omme 
orollaire du théorème de séparation :Corollaire 2.27Tout sémantique ≡ qui identi�e deux termes normaux non η-équivalents est in
ohérente.Démonstration : Soient t et u deux termes normaux non η-équivalents. Il s'agit simplementde trouver un 
ontexte séparant grâ
e au théorème de Böhm. On a ensuite C[t] −→⋆ 1et C[u] −→⋆ 0.Soient alors a et b deux termes quel
onques, ave
 D = (C)ab, on a D[t] −→⋆ a et
D[u] −→⋆ b et don
 a ≡ b.

�Comme nous l'avons noté, la liberté reste du 
�té de l'identi�
ation de termes sansforme normale, mais là en
ore, il faut être prudent : on obtient en e�et une sémantiquein
ohérente si on identi�e tous les termes non normalisables. En e�et, λx.λy.(x)(∆)∆ et
λx.λy.(y)(∆)∆ n'ont pas de forme normale mais ne peuvent être identi�és sans obtenirune sémantique in
ohérente puisque dans le 
ontexte (([])λx.u)λx.v ils se réduisent sur uet v qui peuvent être deux termes quel
onques.Point de vue purement syntaxique. On peut également 
onsidérer le résultat 
ommeun 
ritère purement syntaxique que l'on veut voir rempli par un langage : le théorème (ouplus exa
tement la preuve du théorème) dit en substan
e que l'on peut totalement explorerun terme en forme normale, que l'on peut en faire remonter n'importe quelle partie enposition de tête. La démonstration du théorème, par la méthode appelée de Böhm out,donne en fait une manière de 
onstruire une exploration des arbres des deux termes quiatteint une di�éren
e.C'est don
 un résultat qui parle autant de la syntaxe des termes que des règles du
al
ul, de sa sémantique. Il s'agit ainsi d'une propriété d'adéquation de notre syntaxe au
al
ul, et ré
iproquement. C'est un 
ritère pour savoir que la syntaxe de nos termes estbonne vis-à-vis de nos règles de 
al
ul.2.2.2 Une autre présentation de la séparationOn peut également voir le problème de la séparation sous un autre angle, par la dé�ni-tion d'une relation d'orthogonalité. Cette présentation permet de rappro
her le résultat de59



séparation de Böhm pour le λ-
al
ul du théorème de Séparation de la Ludique de Jean-YvesGirard [Gir01℄.Dé�nition 2.28 (Orthogonalité λ-termes/
ontextes)On 
onsidère N l'ensemble des λ-termes en forme normale et C l'ensemble des 
ontextes,
'est-à-dire des termes ave
 un trou.La relation binaire ⊥⊂ N× C est dé�nie par (t ⊥ C ) ⇐⇒ C (t) est solvable.On peut alors dé�nir l'orthogonal d'un ensemble de termes en forme normale et d'unensemble de 
ontextes :Dé�nition 2.29 (Othogonal d'un ensemble de termes)Soit T ⊂ N un ensemble de formes normales de Σλ. On dé�nit T⊥ par :
T⊥ = {C ∈ C/∀t ∈ T, t ⊥ C }Dé�nition 2.30 (Orthogonal d'un ensemble de 
ontextes)Soit D ⊂ C un ensemble de 
ontextes. On dé�nit D⊥ par :
D⊥ = {t ∈ N/∀C ∈ D, t ⊥ C }La relation pré
édente véri�e les propriétés 
lassiques d'une relation d'orthogonalité :Proposition 2.31Soient X et Y des sous-ensembles de N (resp. de C), on a :1. X ⊂ Y ⇒ Y ⊥ ⊂ X⊥2. X ⊂ X⊥⊥3. X⊥ = X⊥⊥⊥Démonstration : Ces propriétés sont presque immédiates mais nous en donnons tout de mêmerapidement les preuves (on fait les preuves pour les ensembles de termes, mais en faiton n'utilise pas 
ette hypothèse) :1. Soient X et Y tels que X ⊂ Y . Soit alors C un élément de Y ⊥, on a pardé�nition : ∀t ∈ Y, t ⊥ C et don
 par in
lusion de X dans Y, ∀t ∈ X, t ⊥ C ,
'est-à-dire que C ∈ X⊥.2. Soit X un ensemble de termes et soit t ∈ X . On a par dé�nition de X⊥,

∀C ∈ X⊥, t ⊥ C , don
 t ∈ (X⊥)⊥ = X⊥⊥. D'où X ⊂ X⊥⊥.3. On a par la propriété pré
édente : X ⊂ X⊥⊥ don
 en appliquant la propriété 1 à
ette in
lusion, on obtient X⊥ ⊃ X⊥⊥⊥. Par ailleurs, en appliquant à nouveau2, on a X⊥ ⊂ (X⊥)⊥⊥ = X⊥⊥⊥, d'où l'égalité re
her
hée.
�On peut alors énon
er la séparation 
omme suit :Théorème 2.32 (Séparation)Le double orthogonal d'un terme en forme normale est sa 
lasse d'η-équivalen
e.On peut également reformuler les 
hoses 
omme suit :60



Dé�nition 2.33 (préordre d'orthogonalité)On dé�nit le préordre ≤⊥ sur les formes normales de la manière suivante :
x ≤⊥ y ⇐⇒ {x}⊥⊥ ⊂ {y}⊥⊥On peut alors exprimer la séparation de la manière suivante :Théorème 2.34 (Séparation, formulation en termes d'ordre)Le préordre d'orthogonalité, quotienté par η, est anti-symétrique : 
'est un ordre.2.3. Le λµ-
al
ul de Parigot.Étendre la 
orrespondan
e de Curry-Howard à la logique 
lassique. Pendantlongtemps, la 
orrespondan
e de Curry-Howard établissait un lien entre preuves en logiqueintuitionniste et programmes, mais les tentatives pour relier preuves en logique 
lassiqueet programme se sont longtemps révélées infru
tueuses ; on ne parvenait par à déterminerle 
ontenu 
al
ulatoire des preuves de la logique 
lassique.Le λµ-
al
ul de Parigot [Par92℄ est le résultat de 
ette volonté d'étendre la 
orres-pondan
e de Curry-Howard à la logique 
lassique de manière à 
omprendre le 
ontenu
al
ulatoire des preuves de la logique 
lassique en développant des termes de preuve pourune présentation de la dédu
tion naturelle 
lassique minimale.Plusieurs propositions préexistaient (par exemple le λC-
al
ul de Felleisen [FH92℄ 
onçupour fournir une théorie syntaxique du 
ontr�le dans les langages fon
tionnels et plus tardrelié à la logique 
lassique par Gri�n [Gri90a℄, ou le système LC de Girard [Gir91℄ quidonne une présentation de la logique 
lassique à partir d'une notion de polarité pour laquellel'élimination des 
oupures devient 
on�uente), mais l'appro
he de Parigot di�ère des deuxthéories mentionnées pré
édemment. En e�et, il s'agit véritablement d'un 
al
ul (LC n'apas vraiment de syntaxe de termes, il s'agit en
ore vraiment d'une logique, il ne fournitpas de 
al
ul non-typé), et le pouvoir dédu
tif de la logique 
lassique n'est pas retrouvéen ajoutant un axiome supplémentaire (¬¬A ⇒ A dans le 
as du λC-
al
ul) mais enétendant les règles de dédu
tion (et don
 en dé�nissant une version 
lassique de la dédu
tionnaturelle). À 
haque règle de la logique 
orrespond une 
onstru
tion syntaxique du 
�té
al
ulatoire de la 
orrespondan
e et en 
onséquen
e le λµ-
al
ul a plus de 
onstru
tionssyntaxiques que le λ-
al
ul : la µ-abstra
tion et le nommage des termes.En outre, le λµ-
al
ul présente l'avantage d'être une extension simple du λ-
al
ul etd'en préserver un grand nombre de propriétés.2.3.1 Dé�nition du λµ-
al
ulLe λµ-
al
ul de Parigot est une extension du λ-
al
ul qui permet de faire une 
orres-pondan
e entre les termes du 
al
ul typé et les preuves de la dédu
tion naturelle 
lassiquequi soit 
ompatible ave
 l'élimination des 
oupures. C'est don
 une manière de donner un
ontenu 
al
ulatoire aux preuves de la logique 
lassique. Le 
al
ul est obtenu en étendantles λ-termes ave
 de nouvelles 
onstru
tions.61



Dé�nition 2.35 (Σλµ)On 
onsidère un ensemble dénombrable V de λ-variables (ou variables de termedénotées par x, y, z . . . ) et un ensemble dénombrable Vc de µ-variables (ou variablesde 
ontinuation dénotées par α, β, γ, . . . ), disjoints l'un de l'autre.Les λµ-termes sont dé�nis indu
tivement par la syntaxe suivante :
t ::= x | λx.t | (t)u | µα.(t)βOn notera Σλµ l'ensemble des termes du λµ-
al
ul de Parigot, et Σc

λµ l'ensemble des
λµ-termes 
los. Dans le terme µα.(t)β, la variable β est dans la portée de l'abstra
tion
µα et peut don
 être liée par 
ette abstra
tion.On appellera termes nommés les expressions de la forme (t)β ; on utilisera lanotation n pour dénoter des termes nommés.Remarque 2.36Une autre présentation de la syntaxe des λµ-termes est donnée 
i-dessous :

t ::= x | λx.t | (t)u | µα.n
n ::= (t)βLa 
atégorie syntaxique t dé�nit les λµ-termes tandis que la 
atégorie syntaxique ndé�nit les termes nommés. Cette présentation met l'a

ent sur les termes nommés etsur la stru
turation des λµ-termes en deux niveaux.Remarque 2.37Dans la dé�nition pré
édente, nous n'avons pas utilisé la notation de la syntaxe tradi-tionnelle introduite par Parigot dans l'arti
le où il introduisait le λµ-
al
ul mais unenotation légèrement di�érente bien que stri
tement équivalente. Nous avons rempla
éles termes notés d'habitude µα.[β]t par des termes notés µα.(t)β. Ainsi, dans le terme

µα.(t)α, la variable de 
ontinuation α est bien liée par la µ-abstra
tion µα.Nous avons fait le 
hoix de présenter le λµ-
al
ul ave
 la notation que l'on utilisepour le Λµ-
al
ul et qui sera justi�ée plus tard pour fa
iliter les 
omparaisons entre lesdi�érents 
al
uls étudiés, au premier rang desquels le Λµ-
al
ul.Les règles de rédu
tion du λµ-
al
ul étendent également les règles du λ-
al
ul :Dé�nition 2.38 (Règles de rédu
tion du λµ-
al
ul)La rédu
tion du λµ-
al
ul, notée −→λµ, est la rédu
tion induite par les quatre règlesde rédu
tion suivantes :� (λx.t)u −→β t {u/x}� (µα.n)u −→µ µα.n {(v)uα/(v)α}� (µα.n)β −→ρ n {β/α}� µα.(t)α −→θ t si α 6∈ FV (t)On remarquera que dans la rédu
tion ρ, (µα.n)β n'est pas un élément de Σλµ mais estun terme nommé.On 
onsidère 
omme d'habitude les termes modulo renommage des variables liées. Lasubstitution de la β-rédu
tion est la substitution sans 
apture de variable usuelle du λ-
al
ul. La substitution de la ρ-rédu
tion est dé�nie 
omme la substitution pré
édentemais s'applique aux variables de 
ontinuation. En�n, la substitution de la µ-rédu
tion
{(v)uα/(v)α}, appelée substitution stru
turelle, est la substitution sans 
apture de variable62



qui rempla
e tout sous-terme de la forme (v)α par (v)uα et qui est dé�nie formellement
i-dessous :Dé�nition 2.39 (Substitution stru
turelle)La substitution stru
turelle est dé�nie, sur les termes de Σλµ et sur les termesnommés, 
omme suit :� x {(v)uα/(v)α} = x� (λx.t) {(v)uα/(v)α} = λx.t {(v)uα/(v)α}� ((t)t′) {(v)uα/(v)α} = (t {(v)uα/(v)α})t′ {(v)uα/(v)α}� (µα.n) {(v)uα/(v)α} = µα.n� (µβ.n) {(v)uα/(v)α} = µβ.n {(v)uα/(v)α} (si β 6= α et β /∈ FV (v))� (t)α {(v)uα/(v)α} = (t {(v)uα/(v)α})vα� (t)β {(v)uα/(v)α} = (t {(v)uα/(v)α})β2.3.2 Isomorphisme de Curry-Howard ave
 la logique 
lassiqueLe λµ-
al
ul permet de 
onstruire une 
orrespondan
e à la Curry-Howard ave
 le sys-tème de la dédu
tion nature 
lassique de Parigot présentée en se
tion1.4.1, page 41.Cette 
orrespondan
e se fait via un système de typage pour les λµ-termes dont lesjugements de typage ont la stru
ture suivante :Dé�nition 2.40 (Jugements de typage pour le λµ-
al
ul)Les jugements de typage pour le λµ-
al
ul sont de la forme :
x1 : A1, . . . , xm : Am ⊢λµ t : A|α1 : B1, . . . , αn : Bnoù A,A1, . . . , Am, B1, . . . , Bn sont des types 
onstruits à partir de variables de types,ave
 le 
onne
teur →.Dé�nition 2.41 (Système de typage pour le λµ-
al
ul)On 
onsidère les règles de typage suivantes pour les λµ-termes :� typage des variables :

V ar
Γ, x : A ⊢λµ x : A|∆� typage des λ-abstra
tions :
Γ, x : A ⊢λµ t : B|∆

λ-Abs
Γ ⊢λµ λx

A.t : A→ B|∆� typage des appli
ations :
Γ ⊢λµ t : A→ B|∆ Γ ⊢λµ u : A|∆

λ-App
Γ ⊢λµ (t)u : B|∆� typage des µ-termes :
Γ ⊢λµ t : B|∆, α : A

µ
Γ ⊢λµ µα

A.(t)β : A|(∆, β : B) \ α : A63



Remarque 2.42La règle de typage des µ-termes 
ontient, du point de vue logique, la règle de 
ontra
tionà droite, essentielle pour avoir la dédu
tion 
lassique.On remarquera également que 
ette règle a une forme légèrement inhabituelle en 
eque la portion de droite du 
ontexte 
on
lusion 
ontient une soustra
tion ensembliste :
(∆, β : B) \ α : A. Cette notation est né
essaire dans la mesure où on pourrait avoir
β = α, qui est pré
isément le 
as mentionné 
i-dessus où on fait une 
ontra
tion àdroite.Remarque 2.43 (Se
ond ordre)On peut 
onsidérer également le système de typage du se
ond ordre en ajoutant desvariables du se
ond ordre (X,Y,Z . . . ), une nouvelle 
onstru
tion de type (∀2X.A) etdeux nouvelles règles de typage :

Γ ⊢λµ2 t : A|∆ ave
 X 6∈ FV (Γ,∆)
∀2 − i

Γ ⊢λµ2 t : ∀2X.A|∆
Γ ⊢λµ2 t : ∀2X.A|∆

∀2 − e
Γ ⊢λµ2 t : A {B/X} |∆Ave
 un typage à la Chur
h, on ajoute deux 
onstru
tions aux termes pour re�éter
es types : une abstra
tion sur les types λX.t et une appli
ation de type (t)B ave
 larédu
tion évidente (λX.t)B −→∀2 t {B/X}.2.3.3 Propriétés prin
ipales du λµ-
al
ulLe λµ-
al
ul est parti
ulièrement intéressant dans la mesure où il s'agit d'une extension
lassique du λ-
al
ul qui 
onserve bon nombre des propriétés du λ-
al
ul. Nous rappelonsrapidement quelques unes des prin
ipales propriétés syntaxiques du λµ-
al
ul pur et typé.Théorème 2.44 (Con�uen
e du λµ-
al
ul [Par92, Py98℄)Le λµ-
al
ul est 
on�uent.On notera que dans la présentation du λµ-
al
ul que nous venons de donner, il n'ya pas de rédu
tion η. L'ajout de la rédu
tion η fait en e�et perdre la 
on�uen
e, nousreviendrons sur 
e point dans le 
hapitre 3. La preuve de l'arti
le de Parigot [Par92℄ n'estpas 
omplète ; on trouvera une preuve 
omplète dans la thèse de Py [Py98℄.Py dé�nit également une rédu
tion standard pour le λµ-
al
ul et démontre le théorèmede standardisation 
orrespondant [Py98℄.Le 
al
ul typé satisfait deux propriétés fondamentales : préservation du type et norma-lisation forte.Théorème 2.45 (Préservation du type [Par92℄)Si on peut dériver Γ ⊢λµ t : A|∆ et si t −→λµ u, alors on peut dériver Γ ⊢λµ u : A|∆.Théorème 2.46 (Normalisation forte [Par97℄)Si t est un λµ-terme typé, alors il n'y a pas de rédu
tion in�nie à partir de t.Parigot [Par97℄ prouve la normalisation forte dans le 
as propositionnel ainsi qu'ause
ond ordre. Il démontre dans le même arti
le la terminaison de la rédu
tion µ dans le
adre non-typé. 64



Le λµ-
al
ul satisfait don
 un grand nombre des propriétés du λ-
al
ul. Pourtant, lethéorème de séparation de Böhm n'est pas vrai en λµ-
al
ul [DP01a℄ 
omme nousallons le voir dans le 
hapitre suivant.Remarque 2.47Nous ne détaillons pas les questions de sémantique du λµ-
al
ul 
ar 
e n'est pas l'objetde 
ette thèse, mais nous renvoyons à la littérature sur 
e sujet [Ong96, Sel01, HS02,Lau04a, Lau04b℄.2.3.4 Ma
hine abstraite pour le λµ-
al
ulDans le dernier paragraphe de son premier arti
le sur le λµ-
al
ul [Par92℄, Parigotsuggère une ma
hine abstraite pour le λµ-
al
ul sans la dé�nir en détail. Depuis, plusieursauteurs ont développé des ma
hines abstraites pour λµ. Les premiers d'entre eux sont deGroote [dG98℄, Biermann [Bie98℄, ainsi que Strei
her et Reus [SR98℄ ; on pourra égalementse référer au manus
rit d'Olivier Laurent [Lau03a℄.Dé�nition 2.48 (λµ-KAM )Les états de la λµ-KAM étendent les états de la ma
hine pour le λ-
al
ul : il s'agit detriplets 
onsitués (i) d'un λµ-terme t ou un terme nommé n, (ii) d'un environnement equi asso
ie à une λ-variable une 
l�ture t[e] et à une µ-variable une pile de 
l�tures et(iii) d'une pile de 
l�tures K. La ma
hine est 
omposée des transitions suivantes :
〈x [e] K〉 −→ 〈t [e′] K〉 si e(x) = t[e′]
〈λx.t [e] u[e′] ·K〉 −→ 〈t [x = u[e′]; e] K〉
〈(t)u [e] K〉 −→ 〈t [e] u[e] ·K〉

〈µα.c [e] K〉 −→ 〈c [α = K; e] ⊥〉
〈(t)α [e] ⊥〉 −→ 〈t [e] K〉 si e(α) = K

2.3.5 Quelques opérateurs de 
ontr�le en λµ-
al
ulLa λµKAM peut sauvegarder des piles et les restaurer, 
'est 
ette parti
ularité du λµ-
al
ul, 
omparé au λ-
al
ul, qui explique que l'on puisse 
oder dire
tement des opérateursde 
ontr�le en λµ-
al
ul.On a ainsi les 
odages bien 
onnus :
call/cc , λy.µα.((y)λx.µδ.(x)α)α

C , λy.µα.((y)λx.µδ.(x)α)βOn a :
(call/cc)tu1 . . . uk −→λµ (µα.((t)λx.µδ.(x)α)α)u1 . . . uk

−→⋆
λµ µα.((t)λx.µδ.(x)u1 . . . ukα)u1 . . . ukαet

(C)tu1 . . . uk −→λµ (µα.((t)λx.µδ.(x)α)β)u1 . . . uk

−→⋆
λµ µα.((t)λx.µδ.(x)u1 . . . ukα)β65



Au 
ours de l'exé
ution de (call/cc)t~u, l'environnement ~u est sauvegardé dans le sous-terme t′ = λx.µδ.(x)u1 . . . ukα et le 
al
ul 
ontinue dans le même environnement. Lorsque
t′ arrivera en tête, il pla
era son premier argument dans l'environnement ~u sauvegardé ete�a
era l'environnement mis à jour depuis l'appel de call/cc grâ
e à la µ-abstra
tion µδsans o

urren
e libre de δ.L'exé
ution de C sauvegarde également l'environnement 
ourant, mais l'e�a
e par lamême o

asion, grâ
e à l'utilisation de la µ-variable libre ; 
'est-à-dire que t 
ommen
eson 
al
ul dans un environnement réinitialisé. Lorsque t′ = λx.µδ.(x)u1 . . . ukα arrivera ànouveau en tête, l'environnement 
ourant sera e�a
é tandis que l'environnement sauvegardésera réinstallé.On notera, dans l'exemple 
i-dessus, le fait que le terme C 
ontient une variable de
ontinuation libre.
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Première partie
Λµ-
al
ul
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Chapitre 3Du λµ-
al
ul au Λµ-
al
ulRésumé:David et Py [Py98, DP01a℄ ont démontré que la propriété de séparation (ou en
orethéorème de Böhm) n'était pas véri�ée pour le λµ-
al
ul de Parigot [Par92℄.Dans 
e 
hapitre, nous 
ommençons par présenter le résultat de non-séparationdu λµ-
al
ul. L'analyse de 
e résultat nous 
onduit ensuite à proposer une extensiondu λµ-
al
ul, le Λµ-
al
ul, pour laquelle le théorème de Böhm sera véri�é : nousintroduisons le Λµ-
al
ul à la �n de 
e 
hapitre et nous démontrerons le théorème deséparation dans le 
hapitre suivant.Référen
es : Ce 
hapitre reprend en partie les résultats publiés dans l'arti
le Se-paration with streams in the Λµ-
al
ulus [Sau05℄.Sommaire3.1 Introdu
tion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 703.2 λµη-
al
ul et é
he
 de la séparation . . . . . . . . . . . . . . . . 703.2.1 λµ-
al
ul et η : problème de 
on�uen
e . . . . . . . . . . . . . . 713.2.2 Le λµ-
al
ul n'est pas séparé . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 713.3 Séparation et non-séparation : quelques observations . . . . . . 733.3.1 Retrouver la Séparation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 733.3.2 L'exemple de la Ludique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 753.3.3 Séparation typée . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 753.3.4 Une 
onséquen
e paradoxale de la séparation ? . . . . . . . . . . 763.4 Analyse du résultat de David et Py : de λµ à Λµ . . . . . . . . 763.4.1 S
héma de la preuve de non-séparation du λµη-
al
ul . . . . . . 763.4.2 Analyse de la preuve : quels sont les 
ontextes manquants ? . . . 773.5 Le Λµ-
al
ul . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 793.5.1 Interprétation 
omme un 
al
ul de stream . . . . . . . . . . . . . 803.5.2 Formes normales de tête et 
ontextes appli
atifs de Λµ . . . . . . 813.5.3 Formes normales 
anoniques de Λµ . . . . . . . . . . . . . . . . . 833.6 Con
lusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85
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3.1. Introdu
tionAprès les travaux fondateurs de Parigot et ave
 le développement de l'intérêt pour le
λµ-
al
ul 
omme système standard pour étudier la 
orrespondan
e de Curry-Howard ave
la logique 
lassique ainsi que pour l'étude des langages fon
tionnels ave
 opérateurs de
ontr�le, il est devenu important d'explorer les propriétés syntaxiques et sémantiques du
λµ-
al
ul, tant dans sa présentation typée que dans sa version pure, introduite et étudiéeégalement dans l'arti
le original de Parigot.Le λµ-
al
ul 
onserve don
 un grand nombre des propriétés du λ-
al
ul qu'il étend,même si les propriétés de 
on�uen
e du 
al
ul sont plus déli
ates. Nous allons pourtantvoir qu'une propriété fondamentale du λ-
al
ul, la Séparation, n'est pas satisfaite par le
λµ-
al
ul.La propriété de Séparation. En 1968, Corrado Böhm [Bö68℄ a prouvé une propriétésyntaxique essentielle du λ-
al
ul pur, la propriété de Séparation, plus 
onnue sous le nomde théorème de Böhm, qui assure, 
omme déjà vu au 
hapitre pré
édent, que si t et usont deux formes βη-normales du λ-
al
ul qui sont syntaxiquement di�érentes, il existeun 
ontexte C[] qui les sépare ; 
'est-à-dire que les termes C[t] et C[u] se réduisent versdeux variables distin
tes. Cette propriété a des 
onséquen
es importantes à la fois sur leplan sémantique et sur le plan syntaxique. D'un 
�té, elle assure qu'un modèle non trivialdu λ-
al
ul ne peut pas identi�er deux formes βη-normales di�érentes. De l'autre, ellesigni�e qu'il y a une sorte d'adéquation entre les règles de rédu
tion et les 
onstru
tionssyntaxiques du langage : la démonstration du théorème de Böhm, utilisant une méthodedite de Böhm out, met en éviden
e le fait qu'il est possible d'explorer 
omplètement lestermes normaux au moyen des règles du 
al
ul, 
'est-à-dire qu'au
une partie d'un termeen forme normale n'est ina

essible.L'é
he
 de la séparation. Lorsqu'un langage ne satisfait pas la propriété de séparation,
ela signi�e que la théorie équationnelle du langage et l'équivalen
e observationnelle nese 
orrespondent pas. On peut se demander 
omment tâ
her de réparer 
e problème :peut-on trouver une variante du 
al
ul pour laquelle théorie équationnelle et équivalen
eobservationnelle se 
orrespondent ?
λµ-
al
ul et séparation. Nous allons voir dans 
e 
hapitre que le λµ-
al
ul de Parigotne satisfait pas la séparation, 
e qui a été démontré par David et Py [Py98, DP01a℄. Nous
ommen
erons par donner les grandes étapes de leur démonstration avant d'analyser 
erésultat pour arriver à proposer une variante du λµ-
al
ul, le Λµ-
al
ul, qui satisfera lapropriété de séparation 
omme nous le verrons dans le 
hapitre suivant.3.2. λµη-
al
ul et é
he
 de la séparationLe système de rédu
tion pour le λµ-
al
ul introduit par Parigot ne 
ontient pas la règle
η. Pourtant, en λµ-
al
ul 
omme en λ-
al
ul on ne pourra évidemment pas séparer deuxtermes η-équivalents 
omme les termes t et λx.(t)x puisque, quel que soit le 
ontexte danslequel ils seront pla
és, ils se 
omporteront de la même manière.On peut alors 
hoisir de séparer modulo η-équivalen
e ou bien d'ajouter la rédu
tion ηau 
al
ul. C'est la deuxième solution qui est 
hoisie par David et Py pour établir la non-séparation du λµ-
al
ul : ils 
onsidèrent en fait le 
al
ul que nous appellerons le λµη-
al
ul.70



3.2.1 λµ-
al
ul et η : problème de 
on�uen
eSi Parigot n'a pas 
onsidéré la règle η parmi les rédu
tion du λµ-
al
ul, 
'est sans douteen partie par
e qu'elle fait é
houer la propriété de 
on�uen
e si on ne prend pas quelquespré
autions. En e�et, il existe une paire 
ritique entre les règles µ et η :
µα.n←−η λx.(µα.n)x −→µ λx.µα.n {(v)xα/(v)α}David et Py résolvent 
ette paire 
ritique en ajoutant une autre rédu
tion au λµ-
al
ul,la ν-rédu
tion :
µα.n −→ν λx.µα.n {(v)xα/(v)α} si x 6∈ FV (n)qui est obtenue par une η-expansion immédiatement suivie d'une µ-rédu
tion.Dé�nition 3.1 (λµη-
al
ul)Le λµη-
al
ul est le 
al
ul obtenu à partir des termes de Σλµ en ajoutant à larédu
tion de λµ les règles η et ν :

λx.(t)x −→η t si x 6∈ FV (t)
µα.n −→ν λx.µα.n {(v)xα/(v)α} si x 6∈ FV (n)La rédu
tion −→λµη est don
 la rédu
tion −→βµρθην .Remarque 3.2

λµη 
ontient don
 à la fois une η-rédu
tion et une forme réduite d'η-expansion. Onpeut se demander s'il est véritablement pertinent de pro
éder de la sorte plut�t que de
onsidérer dire
tement l'η-expansion qui permettrait également d'avoir la 
on�uen
e.Pour le moment, on ne fait que suivre la présentation de David et Py [Py98, DP01a℄,mais nous verrons en introduisant le Λµ-
al
ul à la �n de 
e 
hapitre que 
ette appro
heest satisfaisante et plut�t élégante.On remarquera également que la µ-rédu
tion peut maintenant être simulée par une
ν-rédu
tion suivie d'une β-rédu
tion.Le λµη-
al
ul satisfait plusieurs propriétés notables, au premier rang desquelles la
on�uen
e démontrée par Py dans sa thèse [Py98℄.Théorème 3.3 (Con�uen
e de λµη)Le λµη-
al
ul est 
on�uent sur les λµ-termes µ-
los.Remarque 3.4La restri
tion de l'énon
é de la 
on�uen
e aux termes sans variable de 
ontinuationlibre est né
essaire 
omme en témoigne la paire 
ritique ρ/ν (si x 6∈ FV (n)) :

µα.n {β/γ} ←−ρ µα(µγ.n)β −→ν µα(λx.µγ.n {(v)xγ/(v)γ})βLes deux réduits ne pouvant pas 
on�uer si β est libre.3.2.2 Le λµ-
al
ul n'est pas séparéLa propriété de séparation exprime que sur une partie du langage adaptée (les termes
βη-normaux dans le 
as du λ-
al
ul, ou les termes βη-normalisables), la théorie équa-tionnelle du langage 
oïn
ide ave
 l'équivalen
e opérationnelle. Mettre en éviden
e l'é
he
71



de la séparation, la non-séparation, revient à montrer que pour un ensemble de termesauxquels on voudrait voir la séparation s'appliquer, théorie équationnelle et équivalen
eopérationnelle di�èrent.Pour énon
er la non-séparation du λµ-
al
ul (de λµη en fait), il faut don
 :� identi�er l'ensemble des termes à séparer S,� 
onstruire l'équivalen
e opérationnelle adaptée ∼λµη et� montrer qu'il existe des termes de S sur lesquels =λµη et ∼λµη di�èrent.Formes normales 
anoniques. Du fait que le λµη-
al
ul possède une règle d'expansion,un terme ne possède que très rarement une forme normale. Cela 
onduit David et Py à
onsidérer une notion a�aiblie de formes normales qu'ils appellent les formes normales
anoniques :Dé�nition 3.5 (Formes normales 
anoniques de λµη [Py98, DP01a℄)Les formes normales 
anoniques de λµη sont les λµ-termes t :� en forme normale pour βηµρθ ;� de la forme λx1, . . . , xk.(y)t
′
1 . . . t

′
l ou λx1, . . . , xk.µα((y)t′1 . . . t

′
l)β ;� tels que les (t′i)1≤i≤l soient eux-mêmes en forme normale 
anonique.L'appellation �formes normales 
anoniques� (
anoni
al normal forms en anglais) pro-vient de l'arti
le de David et Py [DP01a℄. Dans la thèse de do
torat de Py [Py98℄, 
ette
lasse de termes est appelée �formes normales étendues�. Nous utiliserons la terminologiede l'arti
le publié dans la suite de 
ette thèse.Équivalen
e opérationnelle. Nous étendons de manière naturelle la notion de formesnormales de tête et de résolubilité du λ-
al
ul au λµη-
al
ul :Dé�nition 3.6 (Forme normale de tête)Une forme normale de tête pour λµη est un terme qui véri�e la syntaxe suivante :

h ::= a | λx.h | µα.(h)β
a ::= x | (a)tDé�nition 3.7 (Terme résoluble)Un λµ-terme t est résoluble ou solvable s'il existe un terme u en forme normale detête tel que t −→⋆

λµη u.Dé�nition 3.8 (Équivalen
e opérationnelle)Deux λµη-termes t, u sont opérationnellement équivalents si quel que soit le 
ontexte
los C, C(t) est solvable si, et seulement si, C(u) est solvable.On notera t ∼λµη u dans 
e 
as.Énon
é de la non-séparation de λµη. On a maintenant les outils pour énon
er l'é
he
de la séparation en λµη-
al
ul :� L'ensemble Sλµη naturel pour tester la séparabilité du λµη-
al
ul est l'ensemble destermes 
los possédant une forme normale 
anonique ;� La théorie équationnelle 
onsidérée est =λµη ;� L'équivalen
e opérationnelle utilisée pour séparer est ∼λµη.72



Wy = λx.µα.(x)


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avec 0 = λa.λb.b

Fig. 3.1 � Terme Wy.David et Py montrent l'é
he
 de la séparation en exhibant un 
ontre-exemple, 
'est-à-dire une paire de termes qui sont dans Sλµη, qui ne sont pas λµη-équivalents (nonégalisés par la théorie équationnelle), mais qui ne sont pas séparables, 
'est-à-dire qu'ilssont opérationnellement équivalents. Pour 
ela, ils 
onsidèrent le terme Wy dé�ni 
omme
λx.µα.((x)µβ.(x)U0yα)U0α où U0 = µδ.(λa.λb.b)α, voir également la �gure 3.1 où Wyest présenté dans une notation arbores
ente. En e�et, en notant W0 = Wy {λa.λb.b/y} et
W1 = Wy {λa.λb.a/y}, on a :Théorème 3.9 (É
he
 de la séparation en λµη [Py98, DP01a℄)La séparation é
houe en λµη. En e�et, W0 et W1 :� sont deux termes 
los qui ont des formes normales 
anoniques ;� ne sont pas βηµνρθ-équivalents (W0 6=λµη W1) ;� mais sont pourtant opérationnellement équivalents (W0 ∼λµη W1).Remarque 3.10On remarquera que, 
ontrairement à 
e qui est indiqué dans l'énon
é du théorème 4.4de [DP01a℄,W0 etW1 ne sont pas en forme normale 
anonique mais se réduisent sur desformes normales 
anoniques W ′0 et W ′1 ave
 W ′y = λx.λa.λb.µα.((x)µβ.(x)Ubyα)Ubα, sion note Ut le terme µδ.(t)α. Cette remarque de détail ne 
hange rien de fondamentalau résultat de [DP01a℄.La démonstration du théorème passe par un lemme du 
ontexte montrant que l'équiva-len
e opérationnelle restreinte aux 
ontextes appli
atifs 
oïn
ide ave
 l'équivalen
e opéra-tionnelle générale. Nous analyserons 
ette démonstration en se
tion 3.4.3.3. Séparation et non-séparation : quelques observationsUne fois qu'on a établi l'é
he
 de la Séparation en λµ-
al
ul, on peut tenter de réparer 
eproblème et de retrouver la propriété de séparation. L'objet de 
ette se
tion est d'élaborerune dis
ussion générale à propos de la Séparation et plus spé
i�quement à propos desmanières de retrouver la Séparation dans un 
al
ul où elle é
houe.3.3.1 Retrouver la SéparationL'é
he
 de la Séparation peut, de manière générale, être énon
é 
omme suit : (i) ilexiste deux termes de S (une partie du langage à laquelle s'applique la séparation) t et s73



(ii) qui ne sont pas équivalents (
'est-à-dire qu'ils ne sont pas identi�és par la théorieéquationnelle du langage) (iii) mais qu'au
un 
ontexte ne sépare (
'est-à-dire qu'ils sontopérationnellement équivalents).Illustrons 
es points par trois exemples très simples issus de la théorie du λ-
al
ul :1. Considérons l'ensemble des termes du λ-
al
ul pur 
omme valeurs de séparation ave
la βη-équivalen
e. Dans 
e 
as, la séparation é
houe 
ar au
un 
ontexte ne sépare
(∆)∆ de (∆)∆∆ (où ∆ = λx.(x)x). Si on restreint la séparation aux termes norma-lisables, nous retrouvons la propriété de séparation.
=⇒ Les termes sans forme normale ont été retirés de S.2. Considérons le λ-
al
ul ave
 la règle β 
omme seule règle de rédu
tion. La sépara-tion é
houe : au
un 
ontexte ne sépare les deux formes normales non β-équivalentes
λx, y.(x)y et λx.x. Si nous ajoutons la règle η, nous retrouvons la propriété de sépa-ration : nous avons élargi les 
lasses d'équivalen
e des règles de rédu
tion de manièreà 
e que le résultat soit vrai.
=⇒ Les termes qui n'étaient pas séparables ont été rendus équivalents.3. Considérons le λ-
al
ul simplement typé. La séparation é
houe : en e�et, nous n'avonspas assez de 
ontextes dans le 
al
ul (des 
ontextes simplement typés) pour explorertoutes les parties des termes et mettre en éviden
e opérationnellement les di�éren
esdu niveau équationnel. Mais si on enlève les 
ontraintes imposées par le système de ty-page (
'est-à-dire qu'on autorise davantage de 
ontextes en permettant des 
ontextesnon typables par exemple), on retrouve la propriété de Séparation.
=⇒ Les termes qui n'étaient pas équivalents ont été rendus séparables.Ces trois dire
tions suggèrent des méthodes radi
alement di�érentes pour retrouver laséparation pour un langage qui ne sépare pas (par exemple en λµ-
al
ul). Dans le 
as du

λµ-
al
ul, 
es dire
tions amènent les remarques suivantes :1. Il semble di�
ile de rejeter le 
ontre-exemple W0 et W1 en arguant du fait qu'ilsne devraient pas être pris en 
ompte dans la séparation par
e que 
e ne sont pasdes formes normales. Certes, on pourrait 
onsidérer que les sous-termes U0 sont enquelque sorte des termes informationnellement vides un peu à la manière de (∆)∆de (∆)∆∆ par
e que la variable δ n'a pas d'o

urren
e libre dans le 
orps de U0 (et
ela joue en e�et un r�le dans la preuve de séparation de David et Py), mais 
elaest inévitable dans tout λµ-terme µ-
los, à moins d'avoir un λµ-terme trivial où laseule o

urren
e d'une variable de 
ontinuation est immédiatement après son lieur(
'est-à-dire de la forme µα.(t)α), mais dans 
e 
as on se ramène essentiellement àséparer le λ-
al
ul dans le λµ-
al
ul (on serait 
onduit à 
onsidérer un ensemble S
ontenant les λ-termes et leurs θ-expansions)... 
e qui est un peu faible !2. Une autre manière serait d'essayer d'élargir la théorie équationnelle de manière àla faire 
oïn
ider ave
 l'équivalen
e opérationnelle. Cette solution est suggérée à la�n de l'arti
le de David & Py : retrouver la propriété de Séparation en ajoutant denouvelles règles de rédu
tion, 
'est-à-dire en rendant plus de termes équivalents (ettout parti
ulièrement une famille de termes liés à Wy).3. La dernière dire
tion serait de trouver une manière d'ajouter de nouveaux 
ontextesparmi les 
ontextes dis
riminants disponibles de façon à avoir plus de possibilités d'ex-ploration des termes et de satisfaire la Séparation de 
ette manière. Cela 
onsisterait74



à a�ner l'équivalen
e opérationnelle pour la faire 
oïn
ider ave
 la théorie équation-nelle. C'est 
ette dernière option que nous suivrons dans la suite, en essayant detrouver les 
ontextes �manquants� au λµ-
al
ul.On notera que la dis
ussion pré
édente met en éviden
e la déli
atesse et la fragilité dela propriété de séparation, ainsi que la mesure dans laquelle 
ette propriété témoigne d'unéquilibre dans le langage :� en e�et, en 
her
hant à rajouter des 
ontextes au langage, on va également ajouterdes termes, qu'il faudra à leur tour séparer ;� de même, dans la se
onde option, l'élargissement de la théorie équationnelle, si elle sefait par ajout de règles de rédu
tion, peut également élargir les 
lasses de l'équivalen
eopérationnelle puisque deux termes qui n'étaient pas opérationnellement équivalentspeuvent le devenir ave
 une rédu
tion étendue.3.3.2 L'exemple de la LudiqueBien sûr, on peut aussi songer à 
ombiner 
es trois méthodes. Un exemple é
lairant de
ette idée peut être trouvé dans le 
as des desseins de la Ludique [Gir01℄ que nous étudieronsdans la suite de 
ette thèse. La dis
ussion qui suit anti
ipe légèrement sur l'introdu
tionde la Ludique du 
hapitre 11.Girard avait besoin que la séparation soit satisfaite pour ses para-preuves (ou épreuves),de manière à les utiliser 
omme objets de base d'une théorie intera
tive. La manière dontil obtient la Séparation emprunte des éléments aux deux dernières options mentionnées
i-dessus.À partir des preuves de MALL (logique linéaire multipli
ative et additive) ave
 unaxiome généralisé (z), Girard 
ommen
e par dé�nir les dessins qui sont des abstra
tionsdes preuves deMAAL (logique multipli
ative additive a�ne) qui sont toujours 
onstruitesà partir de séquents, mais des séquents d'adresses ave
 des règles logiques généralisées etnon plus des séquents de formules. Cette première étape 
orrespondrait à élargir la 
lassedes 
ontextes/tests disponibles pour la Séparation.Il est ensuite né
essaire de faire une étape de plus en allant vers les desseins qui sontdes objets non plus 
entrés sur des séquents, mais sur des règles logiques (qui enregistrentla véritable information d'une preuve1) et qui sont des sortes de 
lasses d'équivalen
e desdessins pour la règle stru
turelle d'a�aiblissement, qui ne peut pas être observée intera
ti-vement et qui ferait don
 é
houer la séparation. Cette se
onde étape est plus pro
he de lapremière option 
onsistant à enri
hir la théorie équationnelle.On notera à 
e point que la propriété de séparation de la Ludique est parti
ulière 
ar ellesépare vraiment tous les objets : deux desseins distin
ts sont séparables. L'enri
hissementde la théorie équationnelle que l'on a mentionné au paragraphe pré
édent est ainsi 
a
hédans le fait que les objets de la Ludique sont quotientés par 
ette équivalen
e.3.3.3 Séparation typéeDisons un mot à propos des résultats de séparation typée [Sta83, Jol00, DP00, DP01b℄avant de 
her
her une solution à l'é
he
 de la séparation pour le λµ-
al
ul dans le 
as non-typé. Il existe des versions de la propriété de séparation qui peuvent être prouvées dans le
as du λ-
al
ul typé et qui trouvent leurs origines dans les travaux de Statman [Sta83℄. Jolyen a donné une formulation dans sa thèse de do
torat [Jol00℄ : étant donnés deux λ-termes
los, simplement typés, t1 et t2 qui ont le même type et qui ne sont pas βη-équivalents,1Au moins lorsqu'il s'agit de 
onsidérer la dynamique d'une preuve pour l'élimination des 
oupures.75



alors, si on instan
ie les variables de type apparissant dans le type de t1 et t2 par le typedes entiers de Chur
h (o → o) → (o → o) alors on peut trouver un 
ontexte appli
atiftypé dans lequel les termes se réduisent vers di�érents entiers de Chur
h.On retrouve dans l'énon
é même de la séparation typée des éléments de la dis
ussionpré
édente : l'instan
iation de types revenant à autoriser plus de 
ontextes typés, tout en
ontr�lant très stri
tement quels 
ontextes sont autorisés.Ces résultats typés sont très di�érents des résultats de séparation habituelle à la Böhm,mais se rappro
hent de questions de séparation en logique. La théorème de Böhm typédu λ-
al
ul peut ainsi être vu 
omme un théorème de séparation en dédu
tion naturelleintuitionniste pour le fragment de l'impli
ation. Il n'est pas surprenant qu'un résultat deséparation soit à trouver du 
�té de la dédu
tion naturelle, le 
al
ul des séquents étantpour sa part un mauvais 
andidat 
ar les preuves ont trop d'information sans importan
ede 
e point de vue. On sera en revan
he plus intéressés par les systèmes du type réseauxde preuve qui quotientent beau
oup les preuves des séquents ou par les systèmes fo
alisésqui 
ontraignent à 
hoisir un représentant parmi les preuves (la séparation de la ludiqueest pro
he de 
et élément).3.3.4 Une 
onséquen
e paradoxale de la séparation ?Il y a une 
onséquen
e de la séparation en λ-
al
ul qui peut sembler 
ontradi
toire,mais qui n'est en fait que paradoxale. Si on se donne deux λ-termes (en forme normale)
F et B qui en
odent des algorithmes de tri di�érents (par exemple le tri fusion et le trià bulle pour un en
odage des listes d'entiers de Chur
h), alors il existe un 
ontexte danslequel 
es deux termes donneront des résultats di�érents, quand bien même les en
odagesdes tris sont 
orre
ts. Le point fondamental est que le 
ontexte dans lequel on obtient 
etteséparation ne 
orrespond pas à des listes d'entiers de Chur
h.La version typée du théorème nous dit que, étant donnés deux termes, on peut 
hangerleur interfa
e (en instan
iant di�éremment les variables de type, et don
 en obtenant unpeu plus d'espa
e dans les type de données...) et qu'il est alors possible de faire 
al
ulerdi�éremment 
es algorithmes sur des exemples bien-typés. Après l'instan
iation de typeles fon
tions de tri 
orre
tes n'ont au
une raison d'être en
ore des fon
tions de tri 
or-re
tes (ni même de 
orrespondre à la même spé
i�
ation algorithmique). Cela n'est pas
ontradi
toire... juste paradoxal.3.4. Analyse du résultat de David et Py : de λµ à ΛµNous ne donnerons pas la preuve 
omplète du résultat de David et Py mais renvoyonsle le
teur à leurs travaux [DP01a℄ et plus parti
ulièrement à la thèse de Py [Py98℄.Cette se
tion a simplement vo
ation à analyser leur s
héma de la preuve pour 
om-prendre 
e qui manque au λµη-
al
ul pour séparer, en gardant à l'esprit la dis
ussion dela se
tion pré
édente. Dans une optique de Böhm out, on va don
 se demander 
e quiempê
he l'exploration de 
ertaines parties de l'arbre du terme Wy.3.4.1 S
héma de la preuve de non-séparation du λµη-
al
ulLa preuve de non-séparation est organisée 
omme suit :76



Wt~u −→⋆ µα. (t)






µβ. (t)






µδ.(0)~uαy
~u
α

µδ.(0)~uα
~u
αFig. 3.2 � Illustration du phénomène de non-séparation du λµη-
al
ul.� on 
ommen
e par prouver un lemme du 
ontexte, à savoir que les 
ontextes appli
atifsont le même pouvoir séparant que les 
ontextes généraux du λµη-
al
ul, 
'est-à-direque les équivalen
es opérationnelles dé�nies par 
es deux 
lasses de 
ontextes sontidentiques ;� on se restreint don
 au 
as où le terme Wy est pla
é dans un 
ontexte appli
atif dela forme C = []tu1 . . . uk. Il s'agit ainsi de montrer que si (W0)tu1 . . . uk est solvable,alors (W1)tu1 . . . uk l'est également ;� le reste de la preuve 
onsiste essentiellement à montrer que la variable y ne peut pasêtre pla
ée en position de tête dans une rédu
tion partant de (Wy)tu1 . . . uk, quelsque soient l'entier k et les termes t, u1, . . . , uk, 
e qui assure que la solvabilité de

(W0)tu1 . . . uk entraîne 
elle de (W1)tu1 . . . uk ;� en posant U ′0 = µδ.(0)u1 . . . ukα, on a (voir aussi la �gure 3.2) :
(Wy)tu1 . . . uk −→⋆

λµη µα.((t)µβ.(t)U
′
0yu1 . . . ukα)U ′0u1 . . . ukα
'est-à-dire que, en posant Z = µβ.(t)U ′0yu1 . . . ukα, le terme (Wy)tu1 . . . uk se réduitsur µα.(t)ZU ′0u1 . . . ukα ;� puisqu'on a supposé que (W0)tu1 . . . uk était solvable, alors le terme Czu = (t)zuu1 . . . uk(ave
 z et u des variables) est également solvable ;� en raisonnant par 
as sur la variable de tête d'une forme normale de tête de Czu on
onstate que y ne peut être pla
ée en position de tête dans un quel
onque réduit de

(Wy)tu1 . . . uk. En e�et, la variable de tête d'une forme normale de tête de Czu estsoit une variable liée, soit z, soit u. Dans le premier 
as, 
ette variable est aussi lavariable de tête des formes normales de tête asso
iées à (Wy)tu1 . . . uk et dans lesdeux autres 
as, on 
onstate que (Wy)tu1 . . . uk se réduit également sur un terme quin'a pas y pour variable de tête, 
e qui est dû au fait que (Wy)tu1 . . . uk se réduitsur µα.(Czu[Z/z,U ′0/u])α où Z = µβ.(Czu[U ′0/z, y/u])α et don
 que dans 
ha
un desdeux 
as, le terme U ′0 arrive en position de tête.3.4.2 Analyse de la preuve : quels sont les 
ontextes manquants ?C'est le dernier 
as présenté dans la se
tion pré
édente qui di�ère radi
alement dela situation du λ-
al
ul. En e�et, on a µα.(t)ZU ′0u1 . . . ukα = µα.Czu {Z/z} {U ′0/u}α et
Z = µβ.Czu {U ′0/z} {y/u}α, 
'est-à-dire que les deux o

urren
es du terme t en position detête sont pla
ées stri
tement dans le même 
ontexte (à la di�éren
e de substitution desvariables z et u près) de telle sorte que soit les deux o

urren
es de t mettent en position detête leur premier argument, soit elles mettent toutes les deux en tête leur se
ond argument,77



V ar
Γ, x : A ⊢λµ⊥ x : A|∆

Γ, x : A ⊢λµ⊥ t : B|∆
λ-Abs

Γ ⊢λµ⊥ λxA.t : A→ B|∆

Γ ⊢λµ⊥ t : A→ B|∆ Γ ⊢λµ⊥ u : A|∆
λ-App

Γ ⊢λµ⊥ (t)u : B|∆

Γ ⊢λµ⊥ n : ⊥|∆, α : A
µ-Abs

Γ ⊢λµ⊥ µαA.n : A|∆
Γ ⊢λµ⊥ t : A|∆

µ-App
Γ ⊢λµ⊥ (t)β : ⊥|∆, α : AFig. 3.3 � Système de typage pour λµ ave
 ⊥ expli
ite.mais il est impossible qu'une o

urren
e séle
tionne son premier argument et l'autre sonse
ond argument, 
e qui serait pourtant né
essaire pour amener y en position de tête.Cette situation 
orrespondrait au 
as déli
at de la preuve de séparation du λ-
al
uloù la même variable se trouve plusieurs fois en position de tête dans un 
hemin de Böhmout, mais dans le 
as du λ-
al
ul, le 
ontexte séparant a né
essairement été partiellementmodi�é (puisque 
ertains des arguments sont 
onsommés) de telle sorte qu'il est possiblede faire adopter un 
omportement 
al
ulatoire di�érent aux deux o

urren
es de t.C'est à 
e niveau qu'il faut analyser la faiblesse du λµη-
al
ul à séparer : alors qu'en λ-
al
ul, la λ-abstra
tion 
onsomme un argument et disparaît, en λµη-
al
ul, la µ-abstra
tionest persistante et 
onsomme tous ses arguments, aussi nombreux soient-ils, tout en étanten
ore prête à en 
onsommer autant.Il n'est ainsi pas vraiment possible de faire disparaître une µ-abstra
tion : soit qu'ils'agisse de la rédu
tion µ qui laisse inta
te l'abstra
tion, soit qu'il s'agisse de la rédu
-tion ρ, qui 
ertes élimine une µ-abstra
tion, mais lui substitue une autre abstra
tion à lamême position : µα.(µγ.t)β −→ρ µα.t {β/γ}. La θ-rédu
tion fait 
ertes disparaître une µ-abstra
tion, mais à la 
ondition que la variable liée n'ait qu'une o

urren
e dans le terme,immédiatement après l'abstra
tion, 
e qui n'est justement pas le 
as qui nous préo

upei
i. La raison de 
e mé
anisme est à 
her
her dans le fait que la µ-abstra
tion et le nom-mage sont des 
onstru
tions syntaxiquement liées dans le λµ-
al
ul de Parigot : 
'est laprésen
e du µα dans la rédu
tion ρ à partir de µα.(µγ.t)β qui empê
he de �saturer� une

µ-abstra
tion d'arguments 
omme on peut saturer une λ-abstra
tion d'arguments.Les 
ontextes manquants. Les 
ontextes manquants au λµ-
al
ul sont ainsi de la forme
[]xyαz, qui permettraient de faire que les deux o

urren
es de tête de t dans la rédu
tionde (Wy)tu1 . . . uk s'exé
uteraient dans des environnements di�érents. Nous allons don

onsidérer une 
lasse de 
ontextes appli
atifs étendue 
omme indiqué dans le pré
édentparagraphe :

C ::= [] | (C)t | (C)αmais également un langage qui possède plus de termes et dans lequel les 
onstru
tionsde µ-abstra
tion et de nommage ne seront plus 
ontraintes à être 
on
omitantes. Nousintroduisons 
e 
al
ul, le Λµ-
al
ul, dans la se
tion suivante.Une 
ontrainte sur les termes, réminis
ente d'une 
ontrainte de typage. Onpeut voir la 
ontrainte sur la stru
ture des termes de Σλµ en une stru
turation à deuxniveaux 
omme une réminis
en
e d'une 
ontrainte de typage.78



Considérons la variante présentée en �gure 3.3, du système de typage proposé parParigot que nous avions introduit au 
hapitre 2, dé�nition 2.41. On notera que dans lesystème de la �gure 3.3, la prémisse de la règle µ-Abs et la 
on
lusion de la règle µ-Appsont des jugements sur des termes nommés et non pas sur des λµ-termes. Dans 
e système,la règle d'é
hange de la formule prin
ipale qui était opérée par la règle µ de la dé�nition 2.41est s
indée en une règle d'introdu
tion de l'absurdité et une règle d'élimination de l'absurde,la règle de 
ontra
tion étant réalisée par l'introdu
tion du ⊥.La stru
turation en deux niveaux du λµ-
al
ul ave
 des λµ-termes et des termes nommés(voir aussi la remarque 2.36) et le fait que les 
onstru
tions de µ-abstra
tion et de nommagesoient regroupées en une seule 
onstru
tion syntaxique peuvent ainsi être 
onsidérés 
ommeune 
ontrainte de typage sur l'utilisation du type ⊥ : lorsqu'on a introduit le type ⊥ parla règle d'introdu
tion de l'absurde, la seule 
hose qu'on puisse faire est de l'éliminer. Ce
isera di�érent en Λµ-
al
ul ou dans la version de Philippe de Groote ave
 règle ǫ que nous
onsidérerons plus loin.3.5. Le Λµ-
al
ulLe Λµ-
al
ul est une extension du λµ-
al
ul ave
 plus de termes et plus de rédu
tions.Dé�nition 3.11 (ΣΛµ)On 
onsidère un ensemble dénombrable Vt de λ-variables (ou variables de termesdénotées par x, y, z . . . ) et un ensemble dénombrable Vs de µ-variables (ou variablesde stream dénotées par α, β, γ, . . . ), disjoints l'un de l'autre.Les Λµ-termes sont dé�nis indu
tivement par la syntaxe suivante :
t ::= x | λx.t | (t)u | µα.t | (t)αOn notera ΣΛµ l'ensemble des termes du Λµ-
al
ul et Σc

Λµ l'ensemble des termes
los.On notera que, puisque α 6∈ ΣΛµ, la notation (t)α n'est pas ambiguë ave
 la notation
(t)u. On remarquera également que Σλµ ( ΣΛµ et que les termes nommés de la dé�ni-tion 2.35 sont des éléments de ΣΛµ. En outre, des termes 
omme µα.µβ.t ou λx.(t)αy sontdans ΣΛµ.Dé�nition 3.12 (Règles de rédu
tion du Λµ-
al
ul)La rédu
tion du Λµ-
al
ul, notée −→Λµ, est la rédu
tion induite par les 
inq règlesde rédu
tion suivantes :

(λx.t)u −→βT
t {u/x}

λx.(t)x −→ηT
t si x 6∈ FV (t)

(µα.t)β −→βS
t {β/α}

µα.(t)α −→ηS
t si α 6∈ FV (t)

µα.t −→fst λx.µα.t {(v)xα/(v)α} si x 6∈ FV (t)
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Remarque 3.13Les règles βT , ηT , βS , ηS , fst 
orrespondent respe
tivement à β, η, ρ, θ et ν.Comme déjà remarqué en se
tion 3.1, la µ-rédu
tion peut être simulée par unefst-rédu
tion suivie d'une βT -rédu
tion :
(µα.t)u −→fst (λx.µα.t {(v)xα/(v)α})u −→βT

µα.t {(v)uα/(v)α} .Si David et Py 
onservaient la µ-rédu
tion dans leur analyse du λµ-
al
ul ave
 exten-sionnalité, nous n'in
lurons pas 
ette règle parmi les rédu
tions du Λµ-
al
ul.On 
onsidère les notations suivantes pour désigner divers sous-systèmes de rédu
tions ouéquivalen
es 
on
ernant le Λµ-
al
ul :Dé�nition 3.14 (β, βvar, η)On 
onsidère les sous-systèmes suivants de la Λµ-rédu
tion ou de la Λµ-équivalen
e :� β est le sous-système 
onstitué des rédu
tions βT et βS ;� η est le sous-système 
onstitué des rédu
tions ηT et ηS ;� βfst est le sous-système βTβSfst et βηfst désigne la Λµ-rédu
tion 
omplète ;� βvar est le sous-système de β qui ne réduit un β-redex que lorsque l'argument de
elui-
i est une variable : (λx.µα.t)yβ −→⋆
βvar t {y/x} {β/α} ;� =Λµ est l'équivalen
e asso
iée à −→Λµ.Plus de termes, plus de pla
e pour η-expanser. Ave
 le Λµ-
al
ul, on peut 
onstruirede nouveaux termes (qui n'avaient pas d'équivalent dans le λµ-
al
ul de Parigot) 
ommepar exemple µα.µβ.(t) ou (t)αxβ. En e�et, de manière intuitive, l'η-expansion et la θ-expansion étaient interdites entre une µ-abstra
tion et une 
onstru
tion de nommage dansle λµ-
al
ul, puisqu'il s'agissait d'une seule 
onstru
tion syntaxique dans le 
al
ul de Pari-got. Ave
 le Λµ-
al
ul, on a la liberté de faire des η-expansions (ave
 ηT ou ηS) n'importeoù dans le terme : µα.µβ.(t)β ou µα.λx.(t)x sont des termes parfaitement autorisés tandisque ni µα.µβ.(n)β ni µα.λx.(n)x n'étaient des termes du λµ-
al
ul de Parigot.Ce 
hangement est extrêmement important pour la Séparation : pendant le pro
essusde Séparation, l'η-expansion joue un r�le essentiel (ou, pour le dire di�éremment, le fait depouvoir saturer un terme d'arguments est essentiel pour satisfaire la séparation).3.5.1 Interprétation 
omme un 
al
ul de streamNous donnons maintenant quelques expli
ations pour interpréter intuitivement les ré-du
tions de Λµ. ηS est évidemment une règle d'extensionnalité tandis que βS a, en un
ertain sens, un 
ontenu plus 
al
ulatoire (même si elle ne 
orrespond qu'à une variantetrès faible de la βT -rédu
tion puisqu'il ne s'agit que de renommage de variable). En outre,la règle fst relie les variables de terme et les variables de stream et 
'est 
ette 
onne
tionqui rend le 
al
ul intéressant ; sans 
ette règle, le Λµ-
al
ul serait juste un 
al
ul ave
 deuxtypes d'abstra
tion dont l'une d'elles serait parti
ulièrement faible. Ave
 la règle fst, lesdeux types de 
onstru
tion du langage interagissent et on peut interpréter les éléments de

Vs 
omme prenant leurs valeurs dans des streams (ou listes in�nies) de termes et la règlefst peut être vue 
omme une manière d'a

éder au premier terme de la stream (d'où sonnom), une sorte d'opération pop. De manière à rendre 
e point tout à fait 
lair, 
onsidéronsdes dérivations fst pour un terme µ-abstrait :80



µα0.t −→fst λx1.µα1.t {(u)x1α1/(u)α0}
−→⋆fst λx1 . . . λxn.µαn.t {(u)x1 . . . xnαn/(u)α0}Ces dérivations peuvent être arbitrairement longues de telle sorte que µα peut être vu
omme une sorte de λ-abstra
tion in�nie. Il ne s'agit pas exa
tement de 
ela, mais plut�td'une abstra
tion sur des streams de termes (ou des piles paresseuses...). Ce
i avait déjàété remarqué par Parigot dans son arti
le original sur le λµ-
al
ul [Par92℄ : �The operator

µ looks like a λ having potentially in�nite number of arguments�. Cette analogie est déjàvalide ave
 le λµ-
al
ul, mais elle ne prend de l'importan
e qu'ave
 le Λµ-
al
ul dans lequell'abstra
tion de streams et l'appli
ation de streams sont deux 
onstru
tions bien identi�éeset indépendantes l'une de l'autre.Une notation pour les streams. On mettra en valeur 
ette interprétation grâ
e à lanotation suivante :Dé�nition 3.15 (Notation de Stream)Pour ra

our
ir l'é
riture des Λµ-termes, nous allons adopter les 
onventions suivantes :quand 
ela n'introduit pas d'ambiguïté, nous noterons une séquen
e d'abstra
tions dela forme : λx1 . . . λxn.µα.t de manière abrégée ΛS.t et une séquen
e d'appli
ations de laforme (t)u1 . . . umα en (t)S. On appellera 
es deux notations Abstra
tion de Streamet Appli
ation de Stream.3.5.2 Formes normales de tête et 
ontextes appli
atifs de ΛµOn dé�nit, pour Λµ, les formes normales de tête ainsi que l'analogue des formes nor-males 
anoniques de la dé�nition 3.5 :Dé�nition 3.16 (Formes normales de tête)Une forme normale de tête pour Λµ est un terme qui véri�e la syntaxe suivante :
h ::= a | λx.h | µα.h
a ::= x | (a)t | (a)αUn Λµ-terme t est résoluble ou solvable s'il existe un terme u en forme normale detête tel que t −→⋆

Λµ u.En utilisant la notation de stream, les Λµ-formes normales de tête sont les termes dela forme
ΛS1 . . .ΛSk.λx1 . . . λxl.(x)S ′1 . . .S ′k′t1 . . . tl′où les S ′1, . . . S ′k′ , t1, . . . tl′ sont quel
onques.Il nous sera utile, dans la suite, de pouvoir parler de rédu
tion de tête et de rédu
tiongau
he en Λµ. On introduit pour 
ela la notion de pré-redex (ou en
ore Λµ-
oupure).81



Dé�nition 3.17 (pré-redex, Λµ-
oupure)Soit t un Λµ-terme. Un pré-redex (ou Λµ-
oupure) de t est un sous-terme de t del'une des formes suivantes :� (µα.s)β ;� (λx.s)u ;� (µα.s)u ;� (λx.s)α.Lorsque la variable de stream intervenant dans le pré-redex du quatrième type est libredans t, on parlera de pré-redex bloqué.Pour les quatre types de pré-redex, on parlera respe
tivement de pré-redex (ou
Λµ-
oupure) de type (S)S, (T )T , (S)T et (T )S.Si t est un Λµ-terme 
ontenant un pré-redex r et si r n'est pas bloqué, alors soit onpeut appliquer une βT ou une βS -rédu
tion, soit on peut appliquer une fst -rédu
tion qui
réera un βT -redex. Un Λµ-terme µ-
los ne 
ontient jamais de pré-redex bloqué.Dé�nition 3.18 (Rédu
tion de tête)Tout Λµ-terme est de l'une des deux formes suivantes :� soit t est en forme normale de tête ;� soit t est de la forme ΛS1 . . .ΛSk.λx1 . . . λxl.(r)S ′1 . . .S ′k′t1 . . . tl′ , où r est un pré-rédex, bloqué ou non. On parlera de pré-redex de tête pour désigner r.La rédu
tion de tête 
onsiste à toujours réduire le pré-redex de tête s'il existe etn'est pas bloqué :� Si le pré-redex de tête est un β-redex, on applique une β-rédu
tion ;� Si le pré-rédex de tête n'est pas un β-redex mais n'est pas bloqué, on appliqueune fst-rédu
tion au lieur de la variable de stream impliquée dans le pré-redex ;� Si le pré-redex de tête est bloqué ou s'il n'y a pas de pré-redex de tête, on s'arrête.Remarque 3.19La rédu
tion de tête 
onsiste en une sous-rédu
tion de −→βfst et ne fait pas intervenirles règles d'extensionalité ηT et ηS .Proposition 3.20Si t est un Λµ-terme µ-
los, la rédu
tion de tête, si elle termine, termine sur une formenormale de tête.Démonstration : En e�et, d'après les hypothèses de la proposition, un pré-redex n'est jamaisbloqué dans le 
as 
onsidéré, le seul 
as où la rédu
tion de tête termine est don
 
eluioù il n'y a pas de pré-redex en tête, 
'est-à-dire au 
as où on a trouvé une formenormale de tête.

�On notera que, ré
iproquement, si un terme t possède une forme de tête, la rédu
tionde tête termine.Dé�nition 3.21 (Rédu
tion gau
he)La rédu
tion gau
he 
onsiste à toujours réduire le pré-redex non-bloqué le plus à gau
he.On notera −→g la rédu
tion gau
he.Plus de 
ontextes. Bien sûr, 
omme nous le remarquions à la �n de la se
tion pré-
édente, le Λµ-
al
ul dispose aussi de 
ontextes étendus. On s'intéressera en parti
ulier82



aux 
ontextes appli
atifs de Λµ quand nous démontrerons le théorème de Böhm pour le
Λµ-
al
ul au 
hapitre 4 :Dé�nition 3.22 (Contextes appli
atifs)Les 
ontextes appli
atifs du Λµ-
al
ul sont dé�nis 
omme suit :

C ::= [] | (C)t | (C)αEn utilisant la notation de stream, les 
ontextes appli
atifs de Λµ sont de la forme :
[]S1 . . .Skt1 . . . tl3.5.3 Formes normales 
anoniques de ΛµLes formes normales 
anoniques sont des formes normales de tête parti
ulières :Dé�nition 3.23 (Formes normales 
anoniques)Un Λµ-terme t est en forme normale 
anonique (aussi noté FNC) s'il est βη-normalet s'il ne 
ontient pas de sous-terme de la forme (λx.u)α ou (µα.u)v.C'est ainsi un terme qui ne 
ontient ni pré-redex ni η-redex.Remarque 3.24Dans le 
as µ-
los, les formes normales 
anoniques sont aussi les Λµ-termes βη-normauxtels qu'au
une fst-rédu
tion ne 
rée de βη-redex.Dans le 
as non µ-
los, 
ela reviendrait à demander qu'au
une fst-rédu
tion appli-quée à une µ-
l�ture du terme t (
'est-à-dire un terme de la forme µα1 . . . µαk.t, où

α1 . . . αk sont les variables de stream libres de t.) ne 
rée de βη-redex.Proposition 3.25Soit t ∈ ΣΛµ. La rédu
tion gau
he à partir de t, si elle termine, s'arrête sur un termequi se η-réduit sur une forme normale 
anonique.On 
onsidère une restri
tion de la règle fst :Dé�nition 3.26 (fst−)fst− est la restri
tion de fst aux fst-redex t = µα.t′ qui sont appliqués à un terme u (quisont des pré-redex de type (S)T ) ou bien tels que t′ 
ontienne au moins un sous-terme
(λx.u)α (
'est-à-dire un pré-redex de type (T )S impliquant la variable α).On notera −→Λµ− pour −→βηfst− et =Λµ− pour l'équivalen
e asso
iée à −→Λµ− .Proposition 3.27Les équivalen
es =Λµ et =Λµ− sont égales.Démonstration : L'in
lusion =Λµ− ⊂ =Λµ est évidente.L'in
lusion =Λµ ⊂ =Λµ− est obtenue en transformant une dérivation de t =Λµ t

′en une dérivation de t =Λµ− t′ en utilisant si besoin des ηT -équivalen
es pour passerde u −→fst v à u −→ηexp

T
u′ −→fst− v′ −→ηT

v. Supposons qu'on ait t −→fst u ave
83



t 6−→fst− u. En notant t = C[µα.t′] et u = C[λy.µβ.t′ {(v)yβ/(v)α}], on a :
t = C[µα.t′]

=ηT
C[λx.(µα.t′)x]

=fst− C[λx.(λy.µβ.t′ {(v)yβ/(v)α})x]
=ηT

C[λy.µβ.t′ {(v)yβ/(v)α}] = u.

�Proposition 3.28Les Λµ-termes µ-
los en forme normale 
anonique sont exa
tement les formes normalesde Λµ−.Démonstration : Immédiat d'après la dé�nition des formes normales 
anoniques.
�On établira la propriété suivante lorsque l'on aura la 
on�uen
e de Λµ. Il s'agit d'unepropriété analogue à l'uni
ité de la forme βη-normale dans le λ-
al
ul :Proposition 3.29Deux termes µ-
los en forme normale 
anonique sont Λµ-équivalents si, et seulementsi, ils sont fst-équivalents :Si t, u ∈ Σc

Λµ sont en FNC, alors t =Λµ u⇔ t =fst u.Démonstration : Voir le 
hapitre sur la 
on�uen
e du Λµ-
al
ul, proposition 5.27.
�Bien que la rédu
tion −→Λµ− semble plus satisfaisante que −→Λµ du point de vue desformes normales 
anoniques, on n'utilisera pas 
ette rédu
tion 
ar elle n'est pas 
on�uente.En e�et, il existe plusieurs formes normales 
anoniques =Λµ-équivalentes et don
 =Λµ−-équivalentes par la proposition 3.27 or nous avons vu qu'il s'agissait de formes normalespour −→Λµ− : il n'y a don
 pas la propriété d'uni
ité de la forme normale dans −→Λµ− .Plus pré
isément, la non-
on�uen
e de Λµ− est illustrée par l'exemple :

µα.µβ.(λx.(y)x)αfst− ��

ηT

// µα.µβ.(y)α

λz.µα.µβ.(λx.(y)x)zα

βT ��
λz.µα.µβ.(y)zαoù les deux termes obtenus, formes normales 
anoniques, ne peuvent 
on�uer dans le sys-tème Λµ− puisqu'ils sont en forme normale.84



Remarque 3.30Dans un arti
le où il étudie les tradu
tions CPS du λµ-
al
ul [dG94℄, Philippe deGroote introduit une extension du λµ-
al
ul, que nous appellerons λµdG et qui est trèspro
he du Λµ-
al
ul ex
epté qu'il ne 
omporte ni ηT ni fst ; λµdG peut être 
onsidéré
omme un fragment de Λµ. Par ailleurs, dans son arti
le suivant sur le sujet [dG98℄,
on
ernant les ma
hines abstraites pour le λµ-
al
ul, il 
onsidère également des termesde ΣΛµ mais ajoute une nouvelle rédu
tion, −→ǫ. Nous reviendrons sur 
e 
al
ul, λµǫ,par la suite.Luke Ong [Ong96℄ 
onsidère également une variante du λµ-
al
ul 
onstruite sur
ΣΛµ qui est pro
he de Λµ mais est présentée 
omme une théorie équationnelle. Ongn'autorise pas les variables de stream à prendre le type ⊥, en 
onséquen
e de quoi il n'ya pas de terme typé de la forme µα.µβ.t, mais des termes de la forme µα.(λx.(t)β)t′.3.6. Con
lusionDans 
e 
hapitre, nous avons présenté le λµη-
al
ul et le résultat de non-séparation du

λµ-
al
ul, établi par David et Py via la dé�nition de formes normales 
anoniques et l'étudede l'équivalen
e opérationnelle de λµη. En analysant 
e résultat de non-séparation, nousavons proposé une extension du λµ-
al
ul de Parigot, le Λµ-
al
ul, dont nous avons donnéles dé�nitions prin
ipales dans la dernière partie de 
e 
hapitre.Le reste de 
ette partie de la thèse sera 
onsa
ré à l'étude des propriétés de 
e 
al
ul :� Nous 
ommen
erons par établir au 
hapitre 4 un théorème de Böhm pour le Λµ-
al
ul ;� Nous montrerons la 
on�uen
e du 
al
ul au 
hapitre 5, 
e qui nous fournira 
omme
orollaire une preuve de 
on�uen
e de λµη ;� Au 
hapitre 6, nous proposerons ensuite un nouveau système de types pour le Λµ-
al
ul, ΛS , qui met en avant l'interprétation de streams déjà évoquée dans le présent
hapitre ;� Le 
hapitre 7 sera 
onsa
ré à une analyse du Λµ-
al
ul à l'aide de réseaux adaptésdes réseaux de preuve de MELL, les SANE ;� Nous établirons en�n au 
hapitre 8 des résultats 
omparant les diverses versions du
λµ-
al
ul usuellement 
onsidérées dans la littérature et divers résultats renforçantl'interprétation de stream du Λµ-
al
ul déjà dis
utée dans le présent 
hapitre ainsique des 
onne
tions ave
 le 
ontr�le délimité.
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Chapitre 4Théorème de Böhm pour le Λµ-
al
ulRésumé:Dans 
e 
hapitre, nous démontrons le théorème de Böhm pour le Λµ-
al
ul. Lapreuve que nous présentons est inspirée de la te
hnique de Joly [Jol00℄ pour le λ-
al
ulpur plut�t que des preuves 
lassiques [Kri90℄.Référen
es : Les résultats de 
e 
hapitre ont été publiés dans l'arti
le Separationwith streams in the Λµ-
al
ulus [Sau05℄Sommaire4.1 Organisation de la preuve . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 884.2 Dé�nitions préliminaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 894.2.1 Taille, positions et séle
teur de sous-terme . . . . . . . . . . . . . 894.2.2 Contextes Appli
atifs Minimaux . . . . . . . . . . . . . . . . . . 904.3 Lemmes péliminaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 924.3.1 Paires paramétriques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 924.3.2 Lemme des sous-termes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 944.4 Preuve du résultat prin
ipal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 974.5 Séparation du 
ontre-exemple de David & Py . . . . . . . . . . 994.6 Remarques 
on
lusives . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100
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L'obje
tif de 
e 
hapitre est de démontrer le théorème suivant :Théorème 4.1 (Théorème de séparation pour le Λµ-
al
ul)Soient t et u deux Λµ-termes 
los en forme normale 
anonique. Alors si t 6=Λµ u, ilexiste un 
ontexte C tel que C[t] −→⋆
Λµ 1 tandis que C[u] −→⋆

Λµ 0.De plus, le 
ontexte C peut être 
hoisi appli
atif, de la forme C = []S1 . . .Skw1 . . . wl.Il existe plusieurs preuves du théorème de Böhm en λ-
al
ul pur. Outre l'arti
le deBöhm [Bö68℄, on pourra 
onsulter les preuves qu'en donnent Krivine [Kri90℄, Ron
hi dellaRo

a [dR94℄ ou plus ré
emment la preuve proposée par Joly dans son do
torat [Jol00℄.Le théorème de Böhm a 
e
i d'intéressant qu'il permet de 
onstruire e�e
tivement un
ontexte séparant ; il ne fait pas que dire que la théorie équationnelle est maximale. Nousillustrerons ainsi notre résultat en séparant les termes W0 et W1 de David et Py à la �ndu 
hapitre.La preuve que nous donnons dans 
ette se
tion est inspirée de la preuve de ThierryJoly [Jol00℄ pour le λ-
al
ul. Avant d'entrer dans les détails te
hniques de la preuve deSéparation, nous dé
rivons les grands traits de 
ette preuve en termes informels.4.1. Organisation de la preuveIndu
tion sur la taille des termes en FNCA. Étant donnés deux termes 
los t et uque nous souhaitons séparer, nous allons raisonner par indu
tion sur la taille des termes etpar 
as sur leur stru
ture . Nous devons don
 
onsidérer le 
as où t et u ont des variableslibres de manière à pouvoir appliquer l'hypothèse d'indu
tion. Le 
as prin
ipal de la preuveest 
elui où t et u sont de la forme : (x)T1 . . . Tmt1m+1 . . . t
k
m+1 et (y)U1 . . .Unu

1
n+1 . . . u

l
n+1,on parle de forme normale 
anonique appli
ative (FNCA).Cas de base. Si x 6= y ou (m,k) 6= (n, l), nous sommes dans le 
as où il est fa
ilede 
onstruire un 
ontexte séparant et où il n'est pas né
essaire d'appliquer une indu
tionaux sous-termes : nous sommes dans un 
as où la di�éren
e entre les deux termes est auniveau de la tête des termes et où il n'y a don
 pas besoin de des
endre dans la stru
turearbores
ente des termes pour la trouver.Cas indu
tif. La séparation devient plus 
omplexe dans le 
as où x = y, m = n et

k = l : il faudra appliquer une hypothèse d'indu
tion pour pouvoir séparer. Dans 
e 
as,en e�et, nous devons utiliser le fait que t 6=Λµ u pour trouver des sous-termes t′ et u′ quiont la même position dans les arbres de terme de t et u et qui ne sont pas équivalentspuis séparer t′ et u′ à l'aide d'un 
ontexte C′ et montrer que l'on peut utiliser la séparationde t′ et u′ pour séparer t et u.Trouver des sous-termes non-équivalents. Dans le 
as du λ-
al
ul, il est évident quel'on peut trouver de tels termes, mais en Λµ-
al
ul, les 
hoses se 
ompliquent légèrement.En e�et, il pourrait arriver que les termes soient de la forme (x)α et (x)yβ (ou même dela forme (x)α et (x)β). Dans 
e 
as, bien que les termes ne soient pas équivalents, il n'y apas de position satisfaisant la 
ondition pré
édente et don
 pas de sous-termes de t′ et u′à séle
tionner, puisque α et β (et plus généralement Ti et Ui) ne sont pas des termes du
Λµ-
al
ul. 88



Nous aurions dû e�e
tuer une fst-rédu
tion sur les abstra
tions µα et µβ lorsque lestermes étaient en
ore 
los (
'est-à-dire avant d'entamer la séparation) de telle sorte quenous nous serions trouvés en présen
e des termes (x)vαα et (x)yvββ pour lesquels il n'ya pas de problème pour trouver des sous-termes séparables. Ce point est formalisé dansle lemme du sous-terme (Lemme 4.25) qui donne une manière de prévenir le problèmementionné 
i-dessus.Séle
tion des sous-termes. Une fois que deux tels termes t′ et u′ ont été trouvés, ondoit les séle
tionner pour les amener en position de tête et �nalement les séparer grâ
e àl'hypothèse d'indu
tion. Cette séle
tion est réalisée en a�e
tant un terme P à la variablede tête 
ommune x, où P serait un séle
teur de sous-terme (voir la dé�nition 4.6),noté ΦP(i,j), pour des termes t et u possédant des sous-termes aux positions P et devantséle
tionner les sous-termes t′ et u′ qui sont à la position (i, j).Sur
harge de la substitution de la variable de tête. Néanmoins, il n'est pas si fa
ilede séparer les termes t et u puisque en plus de la séle
tion des sous-termes t′ et u′ par leterme P assigné à la variable de tête x, nous devons également séparer t′ et u′ or la variable
x pourrait avoir une o

urren
e dans les sous-termes t′ et u′ et don
 se voir déjà attribuerun terme P ′ pour une partie auxiliaire du travail de séparation.Nous aurons besoin d'un lemme auxiliaire pour assurer que l'on peut assigner à x unterme qui jouera à la fois (i) le r�le de séle
tion des sous-termes parti
uliers t′ et u′ et (ii)de séparation de t′ et u′ ; il s'agira du lemme de la paire paramétrique (Lemme 4.19).Le but de 
e lemme est de garantir qu'il est possible d'assigner un terme plus stru
turé àla variable x (une sorte de paire de termes) sans perturber le pro
édé de séparation quidoit avoir lieu dans les sous-termes t′ et u′.Mise en forme appli
ative. En�n, il nous faut traiter le 
as où les termes ne sont pas dela forme (z)S1 . . .Sms1 . . . sk. Nous devrons les réduire au 
as pré
édent d'une manière quisoit 
ompatible ave
 l'indu
tion, 
'est-à-dire qui se fasse à taille 
onstante ou en diminuantla taille, et ave
 le lemme du sous-terme. Il faut don
 dé�nir une mesure sur les formesnormales 
anoniques du Λµ-
al
ul qui prenne en 
ompte 
ette rédu
tion de manière à 
eque les termes ne voient pas leur taille augmenter pendant 
ette étape. Le point qui sera
ru
ial dans 
ette étape est la strati�
ation des formes normales de tête en deux niveaux :un niveau d'abstra
tions (λ-abstra
tions ou µ-abstra
tions) et un niveau d'appli
ations(à la fois de termes et de streams). La non-
roissan
e par mise en forme appli
ative seral'objet du lemme 4.12.4.2. Dé�nitions préliminaires4.2.1 Taille, positions et séle
teur de sous-termeDans 
ette se
tion, nous introduisons quelques dé�nitions et termes parti
uliers et dé-montrons des lemmes dont nous avons besoin pour la preuve du théorème de séparation.Nous 
ommençons par dé�nir la taille d'un Λµ-terme que nous utiliserons dans notre rai-sonnement par indu
tion. 89



Dé�nition 4.2 (Taille des Λµ-termes, taille des streams)Nous dé�nissons indu
tivement une taille T sur les formes normales 
anoniques du
Λµ-
al
ul et une taille T ′ sur les streams de formes normales 
anoniques :� T (x) = 0� T (ΛS1 . . .ΛSk.λx1 . . . λxl.t) = 1 + T (t) si t n'est pas une abstra
tion et k+ l > 0� T ((x)S1 . . .Smu1 . . . un) = 1 +

∑m
i=1 T ′(Si) +

∑n
i=1 T (ui) si (m,n) 6= (0, 0)� T ′(S) =

∑m
i=1 T (ti) si S est la stream S = t1 . . . tmα.En plus de la taille d'un terme, nous aurons besoin de parler pré
isément des sous-termes de 
ertains termes (puisque la séparation, par Böhm Out, est essentiellement uneexploration des termes). Pour 
ela, la longueur d'une stream, les positions des sous-termeset les 
ontextes appli
atifs minimaux seront des notions d'une grande importan
e.Dé�nition 4.3 (Longueur d'une Stream, longueur d'un 
ontexte appli
atif )� La longueur d'une stream S = t1 . . . tnα est ♯S = n. Si S = α, ♯S = 0 ;� La longueur d'un 
ontexte appli
atif C = []S1 . . .Smt1 . . . tn est ♯C = n +∑m

i=1 ♯Si.Dé�nition 4.4 (Position d'un sous-terme)Étant donné un terme t de la forme ΛS1 . . .ΛSk.λx1 . . . λxk′ .(x)S ′1 . . .S ′lt1 . . . tl′ , sonensemble de positions P(t) est dé�ni 
omme {(i, j), 1 ≤ i ≤ l, 1 ≤ j ≤ ♯S ′i} ∪ {(l +
1, j), 1 ≤ j ≤ l′} et le sous-terme de t en position (i, j) ∈ P(t) est le je élément de S ′isi i ≤ l ou bien tj si i = l + 1.Dé�nition 4.5 (Ensemble de Λµ-positions)On dit qu'une partie P �nie de N⋆2 est un ensemble de Λµ-positions si les élémentsde P sont tels que si (i, j + 1) ∈ P ave
 j ≥ 1, alors (i, j) ∈ P.Dé�nition 4.6 (Séle
teur de sous-terme, ou proje
tion ΦP

(i,j))Le Séle
teur de sous-terme, ou proje
tion, ΦP(i,j) qui doit renvoyer le sous-terme enposition (i, j) d'un terme t = (x)S1 . . .Sst1 . . . tm est
ΦP(i,j) = µα1 . . . µαi−1.λx

1
i . . . λx

j
i .µαi . . . µαs.λx

1
s+1 . . . λx

m
s+1.x

j
ioù (i, j) est dans l'ensemble de positions P du terme t. (Bien sûr, si i = s + 1, alors

ΦP(i,j) = µα1 . . . µαs.λx
1
s+1 . . . λx

m
s+1.x

j
s+1).4.2.2 Contextes Appli
atifs MinimauxDé�nition 4.7 (Forme Normale Canonique Appli
ative/Fon
tionnelle)Soit t un Λµ-terme en forme normale 
anonique. t est de la forme :

ΛS1 . . .ΛSk.λx1 . . . λxl.(x)S ′1 . . .S ′k′t1 . . . tl′ .

t est dit en forme normale 
anonique appli
ative (FNCA) si (k, l) = (0, 0) et enforme normale 
anonique fon
tionnelle sinon.90



Proposition 4.8 (Mise en forme normale 
anonique appli
ative)� Soit t un Λµ-terme en forme normale 
anonique. Il existe un 
ontexte appli
atif
Ct tel que Ct(t) se réduit en forme normale 
anonique appli
ative ;� Soient t et u deux Λµ-termes en forme normale 
anonique. Il existe un 
ontexteappli
atif Ct,u tel que Ct,u(t) et Ct,u(u) se réduisent en formes normales 
anoniquesappli
atives ;� plus généralement, si t1, . . . tk sont des Λµ-termes en forme normale 
anonique, ilexiste un 
ontexte C(ti)1≤i≤k

tel que pour tout 1 ≤ j ≤ k, C(ti)1≤i≤k
(tj) se réduiten une forme normale 
anonique appli
ative.Démonstration : Le troisième résultat, qui généralise les deux premiers, se montre par indu
-tion sur le nombre maximal de streams abstraites en tête de l'un des ti puis sur lalongueur maximale du premier pré�xe de λ en tête des ti.

�Remarque 4.9On notera que 
ette mise en forme appli
ative peut se faire grâ
e à la rédu
tion gau
he.Dans 
ha
un des 
as de la proposition pré
édente, il existe bien sûr un 
ontexte appli-
atif de longueur minimale (voir la dé�nition 4.3). Par ailleurs, 
es 
ontextes de longueurminimale ont la même stru
ture de stream (et les streams apparaissant à une même po-sition de deux 
ontextes de longueur minimale ont elles-mêmes même longueur). Il existeun 
ontexte appli
atif de longueur minimale �plus général� que les autres dans le sensoù tous les autres 
ontextes en sont des instan
es par substitution de terme ou de variablede stream.On appelle 
e 
ontexte le plus général le 
ontexte appli
atif minimal asso
ié à t et u (eton ne le dé�nit que pour deux termes, mais sa généralisation ne présente pas de di�
ulté) :Dé�nition 4.10 (Contexte Appli
atif Minimal ; CAM )Étant données deux Λµ-formes normales 
anoniques t et u, un Contexte Appli
atifMinimal (CAM) est un 
ontexte C = []x11 . . . x1k1 α1 . . . αnx(n+1)1 . . . x(n+1)kn+1
delongueur minimale tel que C[t] et C[u] se réduisent vers des formes normales 
anoniquesappli
atives, t′ et u′, et tel que les variables de C soient deux à deux distin
tes et qu'ellesn'interfèrent pas ave
 les variables libres de t et u, 
'est-à-dire que les variables libresde C sont di�érentes de toutes les variables libres de t et u.

t′ et u′ sont appelés les formes réduites de C[t] et C[u].Remarque 4.11Plus pré
isément, si t, u sont de la forme t = ΛS1 . . .ΛSp.λx1 . . . λxp′ .(x)S ′1 . . .S ′qt1 . . . tq′et u = ΛP1 . . .ΛPr.λy1 . . . λyr′ .(y)P ′1 . . .P ′su1 . . . us′ , leur 
ontexte appli
atif mini-mal est un 
ontexte appli
atif de la forme : []x11 . . . x1k1α1 . . . αn x(n+1)1 . . . x(n+1)kn+1tel que n = max(p, r) véri�ant les 
onditions suivantes :� xij 6= xkl dès que (i, j) 6= (k, l) ;� αi 6= αj dès que i 6= j ;� xij 6∈ FVt((t)u) et αi 6∈ FVs((t)u) ;� si p = r = n, on a pour tout i ≤ n, ki = max(♯Si, ♯Pi) et kn+1 = max(p′, r′) ;� si p > r, on a pour tout i ≤ r, ki = max(♯Si, ♯Pi), kr+1 = max(♯Sr+1, r
′) et pourtout r + 1 < i ≤ n, ki = ♯Si et kn+1 = p′. Le 
as où p < r est symétrique.91



Pour assurer que l'indu
tion peut être appliquée dans la preuve du théorème prin
ipal,il nous faut véri�er que la mise en FNCA ne fait pas 
roître la taille des termes 
onsidérés.Proposition 4.12 (Dé
roissan
e de la taille par mise en FNCA)Considérons deux Λµ-termes t et u en forme normale 
anonique, C un CAM pour 
ettepaire de termes et t′ et u′ les formes réduites de C[t] et C[u] respe
tivement.Alors on a T (t′) + T (u′) ≤ T (t) + T (u).Démonstration : On donne simplement une idée de la preuve qui ne présente pas de di�
ulté,en reprenant les notations de la remarque 4.11.La preuve se fait par indu
tion sur le nombre de streams 
omposant le 
ontexteappli
atif minimal et la longueur de 
e 
ontexte, en distinguant le 
as où (p, p′) =
(r, r′) du 
as où (p, p′) 6= (r, r′). Selon le 
as, la taille dé
roît stri
tement ou bien ellereste 
onstante, voir l'exemple qui suit à 
e sujet.

�Remarque 4.13On remarquera que 
ette inégalité n'est pas stri
te en général, même si le 
ontexteappli
atif minimal n'est pas trivial.Par exemple, les termes t = µα.λx.y et u = z admettent 
omme CAM le 
ontexte
C = []αx qui 
onduit aux termes t′ = y et u′ = (z)αx et la somme des tailles n'a pasdiminué.Proposition 4.14Soient t et u deux formes normales 
anoniques et soit C un 
ontexte appli
atif minimalpour t, u. Soient t′ et u′ les formes réduites de C[t] et C[u]. On a :� FV ((t)u) ∩ FV (C) = ∅ ;� FV ((t′)u′) = FV ((t)u) ∪ FV (C).Démonstration : La véri�
ation est immédiate.

�4.3. Lemmes péliminaires4.3.1 Paires paramétriquesDans la partie 
lé de la preuve, nous devrons rempla
er un terme par un autre termequi transporte plus d'information : nous devons don
 sto
ker deux programmes faisantrespe
tivement les tâ
hes dé
rites en sous-se
tion 4.1. La manière habituelle de faire 
elaen λ-
al
ul est d'utiliser des paires mais nous avons besoin que l'information ne soit pasré
upérée immédiatement ; nous avons besoin que la �paire� a

epte de sto
ker des argu-ments avant de 
hoisir quelle 
omposante elle devra retourner. Dans 
e but, une stru
turede paires paramétriques est né
essaire (il s'agit simplement d'une extension de l'en
odagehabituel des paires en λ-
al
ul) :Dé�nition 4.15 (Paires Paramétriques : 〈_,_〉k)Soit k ∈ N et u, v des Λµ-termes. On dé�nit 〈u, v〉k par indu
tion sur k 
omme suit :� 〈u, v〉0 = λz.(z)uv z /∈ FVt((u)v)� 〈u, v〉k+1 = µα.〈(u)α, (v)α〉k α /∈ FVs((u)v)Cela peut être reformulé en : 〈u, v〉k = µα1 . . . µαk.λz.((z)(u)α1 . . . αk)(v)α1 . . . αk92



Remarque 4.16Il serait également naturel de dé�nir des paires à double indi
e : 〈_,_〉(k,l) par :� 〈u, v〉(0,0) = 〈u, v〉0 ;� 〈u, v〉(k+1,l) = µα.〈(u)α, (v)α〉(k,l) α /∈ FVs((u)v)� 〈u, v〉(0,l+1) = λx.〈(u)x, (v)x〉(0,l) x /∈ FVt((u)v)� ou, de manière plus synthétique :
〈u, v〉(k,l) = µα1 . . . µαk.λx1 . . . λxl.λz.((z)(u)α1 . . . αkx1 . . . xl)(v)α1 . . . αkx1 . . . xl.Pourtant, 
es paires ne nous seront pas utiles 
ar les paires de la dé�nition 4.15 sontsu�santes.Proposition 4.17Les relations suivantes sont véri�ées :� 〈u, v〉01 −→⋆

g u ;� 〈u, v〉00 −→⋆
g v ;� 〈u, v〉k+1t −→⋆

g 〈(u)t, (v)t〉k+1 ;� 〈u, v〉k+1α −→⋆
g 〈(u)α, (v)α〉k ;� Plus généralement, en utilisant la notation de Stream, on obtient :

〈u, v〉kS1 . . . Sk1 −→⋆
g (u)S1 . . .Sk et 〈u, v〉kS1 . . .Sk0 −→⋆

g (v)S1 . . .SkNotation 4.18 (La Stream 1
k)On notera 1

k pour la stream []1 . . . 1α 
onstituée de k o

urren
es du terme 1, que l'onnotera en
ore (1k, α) lorsqu'on veut être pré
is quant à la variable de stream utilisée.La stream 1
k sera 
onstamment utilisée pendant le Böhm Out. On démontre maintenantle lemme des paires paramétriques :Lemme 4.19 (Lemme des Paires Paramétriques)Soient τ, u des Λµ-termes et x, y ∈ Vt ave
 x 6∈ FVt(u).Si τ {u/x} −→⋆

g y, alors nous avons :
∃K ∈ N tel que ∀k ≥ K,∀v ∈ ΣΛµ,
∃n0 tel que ∀(n1, . . . , nk+1) tous supérieurs ou égaux à n0,
∃(l1, . . . , lk+1) ∈ Nk+1 tels que :

τ {〈u, v〉k/x}1n1 . . .1nk+1 −→⋆
g (y)1l1 . . .1lk+1.Le lemme assure que si τ {u/x} se réduit sur une variable y, alors pour tout entier kassez grand et pour tout terme v, la paire paramétrique 〈u, v〉k se 
omportera de la mêmemanière que u dans le terme τ pourvu qu'on lui passe un nombre su�samment grand destreams 1n su�samment grandes. L'idée intuitive est que l'on peut rempla
er le terme upar un terme transportant plus d'information mais qui se 
omporte tout de même 
omme

u dans le 
ontexte τ .Démonstration : On démontre le lemme par indu
tion sur la longueur de la rédu
tion gau
he
τ {u/x} −→⋆

g y et par 
as sur τ (
'est-à-dire par indu
tion sur les paires (longueur dela rédu
tion gau
he, numéro du 
as sur τ) ordonnées pour l'ordre lexi
ographique).Premier 
as : τ n'est pas en forme normale de tête. Dans 
e 
as,nous avons τ −→g τ ′ pour un 
ertain τ ′ ∈ ΣΛµ, et en 
onséquen
e τ {u/x} −→g93



τ ′ {u/x} −→⋆
g y puisque τ n'est pas en forme normale de tête. Par hypothèse d'in-du
tion sur τ ′, nous obtenons le résultat.Se
ond 
as : τ est en forme normale de tête. Dans 
e 
as, τ est de laforme τ = (z)S1 . . .Spt1 . . . tq et nous avons trois sous-
as : soit z = y, soit z = x et

τ = x, soit z = x et (p, q) 6= (0, 0).1. Si z = y, le résultat est immédiatement vrai puisque τ = y.2. Si z = x et τ = x, alors on a u −→⋆
g y et pour tout (n1, . . . , nk+1) tous plusgrands que 1, on a :

〈u, v〉k1n1 . . .1nk+1 −→⋆
g 〈(u)1n1 . . .1nk , (v)1n1 . . .1nk〉011nk+1−1

−→⋆
g (u)1n1 . . .1nk+1−1

−→⋆
g (y)1n1 . . .1nk+1−13. Si z = x et τ = (x)S1 . . .Spt1 . . . tq ave
 (p, q) 6= (0, 0), on a alors bien sûr

τ {u/x} −→+
g y.Dans la suite, on abrège t {u/x} par t′ et on étend 
ette notation de ma-nière évidente aux appli
ations de stream de telle sorte que τ {u/x} sera noté

(u)S′1 . . .S′pt′1 . . . t′q.On remarque que τ {u/x} ne peut pas être en forme normale de tête (puisquele terme doit se réduire vers y en au moins une étape), et on note alors τ ′le Λµ-terme (u)S1 . . .Spt1 . . . tq (seul le x en position de tête a été substitué).Puisque x ne fait pas partie des variables libres de u, on a l'égalité suivante :
τ ′ {u/x} = τ {u/x}.Les longueurs des rédu
tions asso
iées à τ et τ ′ sont les mêmes (les rédu
tionssont les mêmes...) mais 
ontrairement à τ , τ ′ n'est pas en forme normale de têtede telle sorte que τ ′ 
orrespond au premier 
as et qu'il est possible d'appliquerl'hypothèse d'indu
tion à τ ′.Considérons don
 un entier K satisfaisant la 
ondition pour τ ′ et dé�nissons K ′
omme max(K, p+ 1). On prend k ≥ K ′ et v ∈ ΣΛµ. Soit n0 tel que requis parl'énon
é du lemme appliqué à τ ′ et on dé�nit n′

0 
omme n0 + 1. Considéronsmaintenant (n1, . . . , nk+1) tous plus grands que n′
0. Nous avons une rédu
tionde τ [〈u, v〉k/x]1n1 . . .1nk+1 vers (y)1l1 . . .1lk+1 pour des entiers l1, . . . , lk+1.On montre alors en �gure 4.1 une dérivation de τ {〈u, v〉k/x}1n1 . . .1nk+1 vers

(y)1l1 . . .1lk+1 .La 
omposante de droite de la paire n'est pas expli
itée puisqu'elle n'a�e
tepas la dérivation. La dernière étape est justi�ée par l'hypothèse d'indu
tionappliquée à τ ′ et le fait que k soit plus grand que K et que les n1, . . . , nk−p+1−
1, . . . , nk+1 soient tous plus grands que n0. Les termes notés t′′ ou S′′ dénotentle fait que la substitution est maintenant {〈u, v〉k/x} au lieu de {u/x}.Ce
i 
on
lut la preuve du lemme.

�4.3.2 Lemme des sous-termesDé�nition 4.20 (Condition de Sous-terme)Deux Λµ-termes t et u satisfont la 
ondition de sous-terme si, appliqués à un CAM,ils se réduisent vers t′ = (x)S1 . . .Sst1 . . . tm et u′ = (y)P1 . . .Ppu1 . . . un qui sont telsque :� x 6= y ou s 6= p ou m 6= n ;� ou bien il existe une paire (i, j) ∈ P(t′) ∩ P(u′) telle que les sous-termes de t′ et
u′ en position (i, j) satisfont la 
ondition de sous-terme.94



τ {〈u, v〉k/x}1n1 . . .1nk+1

= (〈u, v〉k)S ′′1 . . .S ′′p t′′1 . . . t′′q1n1 . . .1nk+1

−→⋆
g (〈(u)S ′′1 . . .S ′′p t′′1 . . . t′′q , ⋆〉k−p)1

n1 . . .1nk+1

−→⋆
g (〈(u)S ′′1 . . .S ′′p t′′1 . . . t′′q1n1 . . .1nk−p, ⋆〉0)

11nk−p+1−1 . . . 1nk+1

−→⋆
g (u)S ′′1 . . .S ′′p t′′1 . . . t′′q1n1 . . .1nk−p+1−1 . . .1nk+1

= τ ′ {〈u, v〉k/x}1n1 . . . 1nk−p+1−1 . . . 1nk+1

−→⋆
g (y)1l1 . . .1lk+1Fig. 4.1 � Dérivation du lemme des paires paramétriquesOn remarquera que la 
ondition de sous-terme implique que les termes ne sont paséquivalents, le 
ontraire n'étant pas véri�é : de manière générale, des termes non-équivalentsen CNF ne véri�ent pas la 
ondition de sous-terme 
omme le montrent les termes (x)yαet (x)α.La fst -transformation traite 
e 
as. Il s'agit d'appliquer une étape de la règle fst à
haque µ-abstra
tion du terme 
onsidéré. On 
ommen
e par annoter les µ-abstra
tions entravaillant dans un langage élargi dont la syntaxe est dé�nie 
i-dessous :Dé�nition 4.21 (λµ-
al
ul)Les λµ-termes sont dé�nis par la syntaxe suivante :
s, t, u, v ::= x | λx.t | µα.t | µα.t | (t)α | (t)uDé�nition 4.22 (fst-rédu
tion)La fst-rédu
tion est la rédu
tion dé�nie par la règle :

µα.t −→fst λx.µα.t {(u)xα/(u)α} x 6∈ FVt(t)Il est immédiat que la fst-rédu
tion termine et est 
on�uente.Dé�nition 4.23 (µ-transformation)Étant donné un Λµ-terme t, la µ-transformation appliquée à t produit le terme t dé�niindu
tivement 
omme suit :� x = x� λx.t = λx.t� (t)u = (t)u� (t)α = (t)α� µα.t = µα.tOn peut �nalement dé�nir la fst -transformation d'un Λµ-terme t :Dé�nition 4.24 (fst-transformation)Étant donné un Λµ-terme t, on dé�nit ⌈t⌉ 
omme la fst-forme normale de t.La fst -transformation d'un Λµ-terme, telle que dé�nie dans la dé�nition 4.24, revientpré
isément à avoir appliqué une fst -rédu
tion à 
haque µ-abstra
tion du Λµ-terme. Parailleurs, on remarque que T (t) = T (⌈t⌉). 95



Lemme 4.25 (Lemme du sous-terme)Étant donnés deux Λµ-termes 
los t et u en forme normale 
anonique qui ne sont pas
Λµ-équivalents, leurs fst-transformés véri�ent la 
ondition de sous-terme.Pour démontrer le lemme du sous-terme, on va pro
éder par indu
tion mais il nousfaudra renfor
er l'hypothèse d'indu
tion de manière à pouvoir l'appliquer à des sous-termes.On 
ommen
e par montrer le lemme suivant :Lemme 4.26On 
onsidère la 
ondition suivante sur des paires de termes t et u, que l'on appellera
(∗). t et u sont tels que :(i) ils sont en forme normale 
anonique ;(ii) ils ne sont pas Λµ-équivalents ;(iii) toute o

urren
e d'une variable de stream α, liée dans t (resp. u), apparaît dans unsous-terme de t (resp. u) de la forme λvα.µα.C[(t′)t′1 . . . t′kvαα] où les o

uren
esde α et vα sont libres dans C[(t′)t′1 . . . t′kvαα] ; toutes les o

urren
es de vα sont de
ette forme.(iv) toute o

urren
e d'une variable de stream α, libre dans t (resp. u), peut se voirasso
ier une variable de terme vα, libre dans t (resp. u), telle que les o

urren
eslibres de α et vα libres dans t (resp. u), sont toujours de la forme (t′)vαα.Si t et u satisfont (∗), alors les formes réduites t′ et u′ obtenues en appliquant un CAM
Ct,u à t et u véri�ent en
ore (∗).Démonstration : Soient t = ΛS1 . . .ΛSp.λx1 . . . λxp′ .(x)S′1 . . .S′qt1 . . . tq′ et

u = ΛP1 . . .ΛPr.λy1 . . . λyr′ .(y)P ′
1 . . .P ′

su1 . . . us′ . Soit Ct,u un CAM pour 
es deuxtermes et soient t′ et u′ les formes réduites asso
iées.� Par dé�nition des formes réduites, t′ et u′ satisfont la 
ondition (i) de (∗).� La 
ondition (ii) est évidemment véri�ée 
ar t′ =Λµ u
′ impliquerait t =Λµ u.� Si α est une variable de stream liée de t′ (resp. u′), elle était également liéedans t (resp. u) et don
 véri�ait la 
ondition (iii) pour t (resp. u).� En�n, une variable de stream libre α de t′ peut être de deux types (par lelemme 4.14) :� soit α était libre dans t auquel 
as la 
ondition (iv) était véri�ée dans tet l'appli
ation du CAM ne perturbe rien puisque l'ensemble des variableslibres de t et u et 
elui du CAM sont disjoints ;� soit α est une variable libre du CAM qui termine, par exemple, la ie stream.Par minimalité de Ct,u la longueur de 
ette stream doit être égale soit à lalongueur de ΛSi, soit à la longueur de ΛPi (au moins l'une des deux existe,supposons alors qu'il s'agit de ΛSi), 
'est-à-dire que, α va être substituéelà où se trouvent les o

uren
es de la variable de stream liée de t ou u quitermine ΛSi et que l'on notera par la suite β. Puisque t véri�e la 
ondition

(∗), et 
omme β est liée dans t, toutes les o

urren
es liées de β dans t sont dela forme λvβ .µβ.C[(t′)t′1 . . . t′kvββ] et λvβ reçoit 
omme argument la variablede terme xα qui pré
édait α dans le CAM, 
e qui assure que (iv) est en
orevéri�ée pour la variable libre α de t′ (resp. u′).
�On démontre maintenant le lemme du sous-terme :Démonstration du lemme 4.25 : On montre le lemme par indu
tion sur la somme des taillesdes termes 
on
ernés :� si la somme des tailles de t et u vaut 0, on est en présen
e de deux variableset 
omme les termes ne sont pas équivalents, les variables sont distin
tes et la
ondition de sous-terme est satisfaite.96



� supposons le résultat vrai pour tous les termes dont la somme des tailles estinférieure à un entier n et 
onsidérons t et u satisfaisant la 
ondition (∗) dontla somme des tailles vaut n+ 1.Soit C un CAM pour t et u et soient t′ et u′ les formes réduites de C[t] et C[u].Notons t′ = (x)S1 . . .Sst1 . . . tm et u′ = (y)P1 . . .Ppu1 . . . un. Si x 6= y, s 6= p ou
m 6= n, on a le résultat par dé�nition de la 
ondition de sous-terme. Supposonsdon
 que x = y, s = p et m = n. Si il existe i ≤ s tel que la variable de stream
Si di�ère de la variable de stream de Pi alors puisque t′ et u′ véri�ent (∗), lestermes qui pré
èdent 
es variables libres fournissent un sous-terme satisfaisantla 
ondition puisqu'il s'agit de variables distin
tes. Si en revan
he toutes lesvariables de stream se 
orrespondent deux à deux, alors de deux 
hoses l'une :soit il existe i ≤ s tel que Si et Pi ont des longueurs distin
tes k < l, auquel 
asle sous-terme en position k satisfait la 
ondition (dans la stream de longueur
k, il s'agit de la variable asso
iée à la variable de stream qui ne peut apparaîtreailleurs qu'en �n de stream et don
 pas en position k dans l'autre stream), soittoutes les streams ont même longueur, auquel 
as il existe une position (i, j)telle que les termes tij et uij en 
es positions satisfont la 
ondition (∗) (ils sonten forme normale 
anonique, ne sont pas Λµ-équivalents et les 
onditions (iii)et (iv) sont satisfaites puisqu'il s'agit de sous-termes de t et u) Dans tous les
as, les termes 
onsidérés satisfont (∗) et sont de taille stri
tement inférieureà 
elles de t et u 
e qui permet d'appliquer l'hypothèse de ré
urren
e : on atrouvé des sous-termes satisfaisant la 
ondition de sous-termes et don
 t et usatisfont également la 
ondition de sous-terme par la même o

asion.Ce
i termine la preuve du lemme.

�4.4. Preuve du résultat prin
ipalOn dispose maintenant des outils pour démontrer le résultat prin
ipal :Théorème 4.27 (Théorème de Séparation pour Λµ)Soient t et u deux Λµ-termes 
los en forme normale 
anonique qui ne sont pas Λµ-équivalents. Il existe un 
ontexte appli
atif C = []S1 . . .Skw1 . . . wl tel que C[t] −→⋆
Λµ 1tandis que C[u] −→⋆

Λµ 0.
Démonstration : Nous allons en fait séparer les fst-transformés ⌈t⌉ et ⌈u⌉ de t et u respe
-tivement, 
e qui sera plus simple puisque par le lemme 4.25 ils véri�ent le lemmedu sous-terme. Il est fa
ile de véri�er qu'un 
ontexte séparant pour 
es termes estégalement un 
ontexte séparant pour t et u.Par ailleurs, nous allons montrer que la séparation peut se faire en utilisant sim-plement la rédu
tion gau
he et en�n, nous allons raisonner par indu
tion sur la tailledes termes et par 
as sur leur stru
ture (dans le 
as où les termes peuvent posséderdes variables libres) en sur
hargeant l'indu
tion de manière à imposer trois hypo-thèses sur les termes t et u auxquels s'appliquent l'indu
tion : (i) qu'ils soient enforme normale 
anonique, (ii) qu'ils ne soient pas Λµ-équivalents et en�n (iii) qu'ilssatisfassent la 
ondition de sous-terme (voir dé�nition 4.20).Notre hypothèse d'indu
tion sera don
 :97



HR(n)Pour toute paire de termes t et u si :(i) la somme des tailles de t et u est inférieure ou égale à n ;(ii) V = FVt((t)u) ;(iii) t et u sont en forme normale 
anonique ;(iv) t 6=Λµ u ;(v) t et u satisfont la 
ondition de sous-terme ;alors il existe une substitution σ =
{−→
t /−→x , x ∈ V

} et un 
ontexte C = []
−→S−→w t.q. :� C[tσ] −→⋆

g 1 et� C[uσ] −→⋆
g 0.Premier 
as : Les termes t et u sont de la forme (x)S1 . . .Spw1 . . . wq.Soient t = (x)T1 . . . Tmt1 . . . tm′ et u = (y)U1 . . .Unu1 . . . un′ .On raisonne par 
as selon les valeurs de (x,m,m′) et (y, n, n′) :Si x 6= y, alors, en posant σ = {Ux/x} {Uy/y} ave
 Ux = µα1 . . . µαm.λy1. . . . λym′ .1et Uy = µα1 . . . µαn.λy1. . . . λyn′ .0, on a tσ −→⋆

g 1 tandis que uσ −→⋆
g 0.Si x = y = s mais (m,m′) 6= (n, n′), on doit distinguer deux sous-
as :

• m = n et m′ 6= n′. On 
onsidère le 
as où m′ � n′, l'autre 
as étant symétrique.En posant Us = µα1 . . . µαm.λz1. . . . λzn′+1.zn′+1 et −→V le 
ontexte appli
atif
{λz1. . . . λzn′−m′ .1, 0n′−m′}, on a t {Us/s}

−→
V −→⋆

g (λz1 . . . λzn′−m′ .1)0n′−m′ −→⋆
g 1tandis que u {Us/s}

−→
V −→⋆

g 0 et on obtient le résultat attendu.
• Si m 6= n, par exemple m � n. En posant Us = µγ1 . . . µγn.λz1 . . . λzn′+1.zn′+1et −→V = {µγ1 . . . µγn−m.λz1 . . . λzn′+1.0, γ1, . . . , γn−m, 1

n′+1} on obtient la dérivationsuivante :
t {Us/s}

−→
V

= ((Us)T ′
1 . . . T ′

mt
′
1 . . . t

′
m′ µγ1 . . . µγn−m.λz1 . . . λzn′+1.0)γ1 . . . γn−m1n′+1

−→⋆
g ((µγm+1 . . . µγn.λz1 . . . λzn′+1.zn′+1)t

′
1 . . . t

′
m′

µγ1 . . . µγn−m.λz1 . . . λzn′+1.0)γ1 . . . γn−m1n′+1

−→⋆
g (λz1. . . . λzn′+1.zn′+1)1

n′+1

−→⋆
g 1et de l'autre 
�té, on a u {Us/s}

−→
V −→⋆

g 0.Si x = y = s et (m,m′) = (n, n′). Il s'agit du seul 
as vraiment intéressant. Dans
e 
as, puisque la paire (t, u) véri�e la 
ondition de sous-terme, nous avons une paired'entiers (i, j) telle que tij 6=Λµ uij et telle que tij et uij véri�ent la 
ondition desous-terme et sont en forme normale 
anonique, les tailles des termes tij et uij étantstri
tement inférieures aux tailles de t et u.Par hypothèse d'indu
tion sur (tij , uij), il y a des termes −→w = (wx)x∈FV ((tij)uij)et −→V = V1 . . .VvV1 . . . Vv′ tels que tij {−→w/−→x }−→V −→⋆
g 1 et uij {−→w/−→x }

−→
V −→⋆

g 0de telle sorte que pour toutes variables z1, z2 on a tij {−→w/−→x }
−→
V z1z2 −→⋆

g z1 et
uij {−→w/−→x }

−→
V z1z2 −→⋆

g z2.En notant t′ et u′ les termes tij {−→w/−→x , x 6= s}−→V z1z2 et uij {−→w/−→x , x 6= s}−→V z1z2et pourvu que z1, z2 6= s, on obtient t′ {ws/s} −→⋆
g z1 et u′ {ws/s} −→⋆

g z2.À 
e point, il nous faut utiliser le lemme des paires paramétriques de manièreà passer deux termes à la fois à la variable de tête s : d'un 
�té, on a besoin deséle
tionner un terme dont le r�le est de séle
tionner les sous-termes en position (i, j)de t and u (qui seront Φ
P(t)
(i,j))1 et de l'autre 
�té un terme dont le r�le sera de séparer1Noter que par hypothèse on a P(t) = P(u). 98



t
{−→
w′/−→x

}−→
V ψ1ψ01

k1 . . .1kk−m−v01kk−m−v+1 . . .1kQ

−→⋆
g 〈⋆, (Φ)T ′1 . . . T ′mt′ 1

m+1 . . . t
′ m′

m+1

−→
V ψ1ψ01

k1 . . . 1kk−m−v〉001kk−m−v+1 . . .1kQ

−→⋆
g ΦT ′1 . . . T ′mt′ 1

m+1 . . . t
′ m′

m+1

−→
V ψ1ψ01

k1 . . . 1kQ

−→⋆
g (t′ij)

−→
V ψ1ψ01

k1 . . . 1kk−m−v+1 . . .1kQ

−→⋆
g (ψ1)1

l1 . . .1lQ

−→⋆
g 1 Fig. 4.2 � Dérivation �nale pour le théorème 4.27.les termes tij et uij .En appliquant le lemme 4.19 (le lemme des paires paramétriques) à t′ et à u′ ave

ws et s, on trouve un entier K (le maximum des entiers pour t′ et u′) tel que pourtout k ≥ K et pour tout (k1, . . . , kQ) su�samment grands, il existe (l1, . . . , lQ) et
(l′1, . . . , l

′
Q) tels que :

t′ {〈ws,Φ〉k/s}1k1 . . .1kQ −→⋆
g (z1)1

l1 . . .1lQ et
u′ {〈ws,Φ〉k/s}1k1 . . .1kQ −→⋆

g (z2)1
l′1 . . .1l′QCela peut aussi s'é
rire (ave
 w′

x égal à wx sauf si x = s auquel 
as w′
s = 〈ws,Φ〉k) :

tij

{−→
w′/−→x

}−→
V z1z21

k1 . . .1kQ −→⋆
g (z1)1

l1 . . .1lQ et
uij

{−→
w′/−→x

}−→
V z1z21

k1 . . .1kQ −→⋆
g (z2)1

l′1 . . .1l′QOn dé�nit maintenant ψ1 = µα1 . . . µαQ.1 et ψ0 = µα1 . . . µαQ.0 et on 
onsidère :
t
{−→
w′/−→x

}−→
V ψ1ψ01

k1 . . . 01kk−m−v+1 . . .1kQ

= 〈ws,Φ〉kT ′
1 . . . T ′

mt
′
1 . . . t

′
m′

−→
V ψ1ψ01

k1 . . . 01kk−m−v+1 . . .1kQet le terme 
orrespondant pour u.On peut en�n exhiber la dérivation de C(t) à 1 dans 
e 
as, 
e que nous faisonsen �gure 4.2 (la 
omposante de gau
he de la paire n'est pas montrée puisqu'elle n'estpas pertinente pour 
ette partie du 
al
ul). La dérivation de C(u) vers 0 est similaire.Se
ond 
as : Au moins l'un de t et u n'est pas de la forme (x)S1 . . .Spw1 . . . wq.En plaçant les deux termes dans un 
ontexte appli
atif minimal, ils se réduisentsur des termes t′ et u′ qui sont de la forme souhaitée, qui satisfont la 
ondition dusous-terme et tels que T (t) + T (u) ≥ T (t′) + T (u′), de telle sorte qu'il est possibled'utiliser l'hypothèse d'indu
tion.
�4.5. Séparation du 
ontre-exemple de David & PyPour illustrer notre résultat, nous exhibons un 
ontexte séparant pour les termes W0etW1 qui étaient des témoins de l'é
he
 de la séparation dans l'arti
le de David & Py. Nousmontrerons 
omment il est possible de faire se réduire le termeW = λx.µα.((x)µγ.(x)U0yα)U0αvers la variable y dans le 
ontexte C, de sorte que W0 se réduirait sur 0 et W1 sur 1 dans
e 
ontexte.On note P la paire 〈λz0, z1.µα.µβ.z1, λx.µα.x〉1, le 
ontexte séparant est

C = ([])Px0x1α0α1α99



C[W ] = (W )Px0x1α0α1α

= (λx.µα.((x)µγ.(x)U0yα)U0α)Px0x1α0α1α
−→⋆

g ((P) µγ.(P) Ux1yx0x1α) Ux1x0x1α0α1α

−→⋆
g 〈⋆, ((λx.µα.x) µγ.(P) Ux1yx0x1α) Ux1x0x1α〉0 0α1α

−→⋆
g ((λx.µα.x) µγ.(P) Ux1yx0x1α) Ux1x0x1αα1α

−→⋆
g (µγ.(P) Ux1yx0x1α) α1α

−→⋆
g (P) Ux1yx0x1α1α

−→⋆
g 〈(λz0, z1.µα.µβ.z1) Ux1yx0x1α, ⋆〉0 1α

−→⋆
g (λz0, z1.µα.µβ.z1) Ux1yx0x1αα

−→⋆
g yFig. 4.3 � Séparation du 
ontre-exemple de David et Py(
e 
ontexte est une version simpli�ée du 
ontexte qui peut être extrait de la preuve maisayant la même forme ; k0 pourrait être �xé à 0).Le pro
essus de séparation est dé
rit dans la dérivation de la �gure 4.3.4.6. Remarques 
on
lusivesInterprétation de streams. Notre intuition opérationnelle, tout au long de la preuvede séparation, s'est appuyée sur l'interprétation de streams, en parti
ulier sur le fait queles streams peuvent sto
ker des termes en nombre arbitrairement grand.La notation de stream a par ailleurs grandement allégé les notations de 
e 
hapitre,permettant de 
onserver la 
on
ision sans sa
ri�er à l'ambiguïté. Pour autant, il ne s'agitque d'une notation informelle et les streams n'ont pas, en Λµ-
al
ul, de statut formel. Enparti
ulier, le passage d'argument par une abstra
tion de stream, µα, se fait élément parélément et non pas en un blo
 d'une �stream entière�. On pourrait au 
ontraire, souhaiterdévelopper un 
al
ul de stream disposant d'une véritable 
onstru
tion de stream danslaquelle on pourrait 
onsidérer des rédu
tions du type :

(Λα.t)S −→ t {S/α}Les 
hapitres suivants illustreront 
e point de vue :� Le système de typage pour Λµ que nous proposerons au 
hapitre 6 dispose d'une
onstru
tion de type pour les streams ;� Les réseaux SANE, que nous développerons au 
hapitre 7, permettront d'étudierle Λµ-
al
ul mais auront su�samment de �exibilité pour mettre en éviden
e unevéritable 
onstru
tion de stream dans les réseaux ;� En�n, nous dé�nirons, au 
hapitre 8, un véritable 
al
ul ave
 une 
onstru
tion destream ; l'étude d'une ma
hine abstraite pour Λµ que nous développerons aussi au
hapitre 8 va également dans 
e sens.Une autre stratégie pour retrouver la séparation du λµ-
al
ul ? Nous avonsanalysé au 
hapitre pré
édent diverses heuristiques pour 
her
her à modi�er un 
al
ul demanière à valider la propriété de séparation. Nous avons pris le parti d'élargir l'ensembledes 
ontextes de manière à 
e que le 
al
ul obtenu ait un pouvoir d'exploration de termes100



WC = λx.µα.(x)






C



µβ.(x)






µδ.(0)α
y
α





µδ.(0)α
αFig. 4.4 � Généralisation du 
ontre-exemple W .plus grand. Cette appro
he présentait le risque d'élargir également l'ensemble des termesà séparer et né
essitait don
 d'arriver à un équilibre, un 
ompromis : les 
ontextes ra-joutés pour réparer la non-séparation de λµ doivent pouvoir séparer non seulement les

λµ-termes, mais également les termes du nouveau 
al
ul. Nous aurions pu adopter une di-re
tion di�érente 
onsistant à re
her
her à ajouter de nouvelles rédu
tions, ou de nouvelleséquivalen
es, sans modi�er la syntaxe des termes du langage, de manière à permettre defaire 
oïn
ider la théorie équationelle de =λµη′ et l'équivalen
e opérationnelle. Bien sûr,là aussi nous aurions pris le risque d'élargir l'équivalen
e opérationnelle en même tempsque l'on élargissait la théorie équationnelle mais, plus fondamentalement, il ne s'agissaitpeut-être pas d'une dire
tion fru
tueuse. Nous donnons quelques arguments, sans résultatformel toutefois, nous 
onduisant à penser que 
ette se
onde dire
tion serait infru
tueuse.La terme de la �gure 4.4 est une version généralisée du 
ontre-exemple W de David etPy. Quel que soit le 
ontexte C paramétrant WC , si le terme obtenu est en forme normale
anonique, on dispose d'un 
ontre-exemple à la séparation, le résultat de David et Pys'adaptant dire
tement. On peut ainsi 
a
her le fa
teur de non-séparation n'importe où dansle terme. Cela indique qu'une rédu
tion ou équivalen
e, qui devrait égaliser les termesW 0
C et

W 1
C , devrait pouvoir analyser la stru
ture globale des termes. De telles équivalen
es, et plusen
ore quand il s'agit de rédu
tions, sont di�
iles à 
onstruire. On ne voit qu'une rédu
tiondu type : µα.C[(t)α] −→ t, mais qui présente, outre le fait de produire des variables libres(
ertaines variables de t peuvent être liées dans C), le gros in
onvénient d'être fortementnon-déterministe, au point que la théorie équationnelle en devient aisément triviale ; onpourra à 
e sujet 
onsidérer le 
as du λµ++-
al
ul [Nou02℄, mentionné en 
on
lusion del'arti
le de David et Py [DP01a℄, ave
 des équivalen
es de la forme :

w =S6 µα.(α((λx, y.y)(αw)))
=Cλ

µα.(α(λy.y))
=Cλ

µα.(α((λx, y.y)(αv)))
=S6 vpour v,w des termes quel
onques ne 
ontenant pas de variable α libre.Nous proposons don
 la 
onje
ture suivante :Conje
ture 4.28Il n'est pas possible de retrouver la séparation en λµ-
al
ul en 
onservant la syntaxede Σλµ mais en élargissant l'équivalen
e 
al
ulatoire grâ
e à de nouvelles rédu
tions àmoins d'égaliser tous les termes du langage, 
'est-à-dire de 
onstruire une équivalen
etriviale. 101



Une autre preuve de séparation ? La te
hnique de preuve de Joly que nous avonsadaptée au Λµ-
al
ul dans 
e 
hapitre est originale et assez di�érente de preuves plus
lassiques et plus pro
hes de la te
hnique originale de Böhm [Kri90℄. On pourrait égalementdémontrer la séparation en Λµ-
al
ul de manière plus 
lassique, en utilisant une notion detransformations de Böhm qui seraient dé�nies 
omme suit :Dé�nition 4.29 (Transformation de Böhm)Une transformation de Böhm est une appli
ation des Λµ-termes dans les Λµ-termes 
onstruite par 
omposition de transformations de Böhm élémentaires de la forme(u ∈ Λµ, x ∈ Vt et α, β ∈ Vs) :� BT
u (t) = (t)u� BS
α (t) = (t)α� BT
u/x(t) = t {u/x}� BS
uβ/α(t) = t {(v)uβ/(v)α}Nous ne développerons pas plus 
ette dire
tion dans 
e 
hapitre. On notera tout demême que lorsque nous étudierons les réseaux SANE, nous démontrerons un théorèmede séparation pour les SANE ; 
ette démonstration suivra les 
hemins plus 
lassiques du�Böhm out� plut�t que la preuve de Joly qui ne s'est pas révélée adaptable de manièresimple à 
e 
adre.
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Chapitre 5Con�uen
e du Λµ-
al
ulRésumé:Dans 
e 
hapitre, nous établissons la 
on�uen
e du Λµ-
al
ul introduit au 
ha-pitre 3. Nous obtenons 
omme 
orollaire une preuve simpli�ée de la 
on�uen
e du
λµη-
al
ul.Référen
es : Les résultats de 
e 
hapitre ont été publiés dans l'arti
le On therelations between the synta
ti
 theories of λµ-
al
uli [Sau08a℄.Sommaire5.1 Le problème de la 
on�uen
e dans les λµ-
al
uls . . . . . . . . . 1045.2 Rappels sur la 
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e . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1055.2.2 Commutation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1065.3 Con�uen
e en Λµ-
al
ul . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1085.3.1 Restri
tion au 
as µ-
los . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1085.3.2 Con�uen
e de la βfst-rédu
tion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1085.3.3 Λµ-termes indexés . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1125.3.4 Commutation de η et βfst . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1165.3.5 Con
lusion de la preuve de 
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5.1. Le problème de la 
on�uen
e dans les λµ-
al
ulsLa 
on�uen
e dans les λµ-
al
uls a toujours été une propriété déli
ate. Il ne faut sansdoute pas s'en étonner si l'on se rappelle que le λµ-
al
ul provient originellement d'uneextension de la 
orrespondan
e de Curry-Howard à la logique 
lassique, extension dont ladi�
ulté résidait justement en 
e que l'élimination des 
oupures en logique 
lassique n'estpas 
on�uente (voir le 
ontre-exemple de Lafont en se
tion 1.1.3).
La 
on�uen
e pour le λµ-
al
ul de Parigot. Dans son arti
le de 1992 [Par92℄,M. Parigot introduit les λµ-
al
uls pur et typé ave
 les règles β, µ, ρ, θ. Il énon
e la
on�uen
e du 
al
ul pur et en propose une preuve qui 
omporte malheureusement quelquesla
unes 
ar la méthode des rédu
tions parallèles qui y est présentée n'est pas su�sammentpuissante pour assurer la 
on�uen
e du 
al
ul. En e�et, la rédu
tion parallèle introduitedans [Par92℄ n'est pas su�sament générale pour obtenir une 
on�uen
e forte et don
 as-surer la 
on�uen
e à partir de la seule 
on�uen
e lo
ale. Une preuve 
omplète est donnéepar Walter Py [Py98, DP01a℄.
La 
on�uen
e pour des variantes de λµ. Ph. de Groote, quant à lui, propose uneextension du λµ-
al
ul de Parigot [dG98℄ mais là en
ore la 
on�uen
e pose des problèmes etfor
e à restreindre 
ertaines règles (
omme la règle ρ dont l'appli
ation doit être 
ontrainteen présen
e de la rédu
tion ǫ).Les deux 
al
uls mentionnés 
i-dessus ne 
omportent pas de rédu
tion η. Le premier àfournir une étude 
omplète de la 
on�uen
e en λµ-
al
ul, ave
 ou sans règle η est WalterPy dans sa thèse de do
torat [Py98℄. Py 
omble la la
une de la preuve de Parigot endéveloppant une méthode de �rédu
tions parallèles généralisées� et montre des résultatsde 
on�uen
e pour le 
al
ul λµǫ de Ph. de Groote (ave
 ǫ mais sans η) ainsi que pourune version du λµ-
al
ul en appel par valeur. Par ailleurs, intéressé par la question duthéorème de Böhm en λµ-
al
ul de Parigot, Py ajoute la η-rédu
tion au 
al
ul et l'adaptede manière à 
onserver la 
on�uen
e. Il fournit en parti
ulier une preuve de 
on�uen
epour le λµ-
al
ul de Parigot ave
 les règles β, µ, ρ, θ, ν et η. Il étudie aussi le λµ-
al
ulpar valeur.Baba, Hirokawa et Fujita [BHeF01℄ montrent également, un peu après Py, un résultatlégèrement plus faible que le sien puisqu'ils prouvent la 
on�uen
e pour un λµ-
al
ul sans
θ. Ils s'intéressent également au 
as du λµ-
al
ul par valeur.5.2. Rappels sur la 
on�uen
e : dé�nitions et résultats de baseOn rappelle dans 
ette se
tion quelques dé�nitions de base et lemmes 
lés qui servirontdans la suite du 
hapitre. Pour plus de détails 
on
ernant les questions de 
on�uen
e, onrenvoie le le
teur à l'ouvrage très 
omplet de Terese [Ter03℄ ainsi qu'au premier 
hapitrede la thèse de Walter Py [Py98℄ qui fournit une bonne introdu
tion à 
es questions, 
laireet synthétique. 104



Dé�nition 5.1 (Cl�tures d'une rédu
tion)Soit → une rédu
tion d'un système de réé
riture.On dé�nit les 
l�tures de → ainsi que les rédu
tions dérivées suivantes :� →= est la 
l�ture ré�exive de → : t→= u si, et seulement si t = u ou t→ u ;� →+ est la 
l�ture transitive de → : t →+ u si, et seulement si t → u ou s'ilexiste v tel que t→ v →+ u ;� →⋆ est la 
l�ture ré�exive-transitive de → (ou ⋆-
l�ture) : t →⋆ u si, etseulement si t = u ou t→+ u ;� →n, pour un entier n, est dé�nie par t→n u s'il existe une suite de longueur n+1de termes : v0, v1, . . . , vn telle que v0 = t, vn = u et pour tout i < n, vi → vi+1 ;� →1,2 est l'union des deux rédu
tions →1 et →2 : t→1,2 u si, et seulement si,
t→1 u ou t→2 u.5.2.1 Con�uen
eDé�nition 5.2 (Con�uen
e)Un sous-système → d'un système de réé
riture est dit 
on�uent si pour tout triplet

(t, t′, t′′) de termes du système, si t →⋆ t′ et t →⋆ t′′ alors il existe un terme u tel que
t′ →⋆ u et t′′ →⋆ u. On notera souvent 
ette assertion de la manière diagrammatiquesuivante qui est 
ommode et généralement non ambiguë :

t

⋆��

⋆ // t′

⋆��
t′′

⋆ // uDé�nition 5.3 (Propriété de Chur
h-Rosser)Un sous-système→ d'un système de réé
riture est dit Chur
h-Rosser si lorsque deuxtermes t et u sont équivalents dans la théorie équationnelle asso
iée à → alors il existeun terme v tel que t, u→⋆ v.La propriété de 
on�uen
e n'est pas for
ément simple à manipuler puisqu'elle 
on
ernedes séquen
es de rédu
tion arbitrairement longues à partir de t avant de 
her
her à faire
on�uer vers un même réduit u. Deux notions dérivées, l'une plus faible que la 
on�uen
e,l'autre plus forte, sont de manipulation plus aisée par
e qu'elles sont lo
ales : l'hypothèsede la dé�nition 
on
erne des rédu
tions de longueur 1 à partir de t.Dé�nition 5.4 (Con�uen
e lo
ale)Un sous-système → d'un système de réé
riture est dit lo
alement 
on�uent si :
t

��

// t′

⋆��
t′′

⋆ // u105



Dé�nition 5.5 (Con�uen
e forte)Un sous-système → d'un système de réé
riture est dit fortement 
on�uent si :
t

��

// t′

��
t′′ // uPropriété 5.6On a la série d'impli
ations suivante :

→ fortement 
on�uente ⇒ → 
on�uente ⇒ → faiblement 
on�uenteAu
une autre impli
ation n'est valable dans le 
as général.Il est immédiat qu'un système de réé
riture fortement 
on�uent est 
on�uent, mais
e n'est pas vrai de la 
on�uen
e lo
ale qui n'entraîne la 
on�uen
e qu'ave
 des 
ondi-tions supplémentaires. En parti
ulier, la méthode des rédu
tions parallèles (ou méthode deTait-Martin Löf) 
onsiste à rempla
er un système de réé
riture lo
alement 
on�uent parun système fortement 
on�uent qui a la même ⋆-
l�ture et à utiliser ensuite la premièreimpli
ation de la propriété 5.6.5.2.2 CommutationDé�nition 5.7 (Commutation)Deux sous-systèmes →1 et →2 d'un système de réé
riture 
ommutent si
t

1 ⋆��

2

⋆ // t′

1 ⋆��
t′′ 2

⋆ // uOn parlera de 
ommutation forte lorsque le diagramme est véri�é sans les ⋆-
l�tures.Lemme 5.8 (de Hindley-Rosen)Soient deux sous-systèmes →1 et →2 d'un système de réé
riture. Si →1 et →2 sonttous deux 
on�uents et si ils 
ommutent, alors →1,2 est 
on�uent.Pour mémoire, on rappelle la démonstration du lemme :Démonstration : Soient t, t′, t′′ tels que t→⋆
1,2 t

′, t′′. On raisonne par ré
urren
e sur la somme
n = n′ + n′′ du nombre d'alternan
es entre →1 et →2 sur t→⋆

1,2 t
′ et sur t→⋆

1,2 t
′′.Si n = 0, on a le résultat en utilisant soit la 
ommutation des deux systèmes, soitla 
on�uen
e de →1, soit la 
on�uen
e de →2 selon le 
as.Supposons le résultat vrai pour tout entier inférieur ou égal à un 
ertain entier

n, on montre qu'il est alors vrai pour le su

esseur de 
e nombre : on a par exemple
t →⋆

1,2→+
1 t′1 →+

2 t′. Par indu
tion on a l'existen
e d'un u1 tel que t′′, t′1 →⋆
1,2 u1.Grâ
e à la 
on�uen
e de →2 et à la 
ommutation des systèmes, on a l'existen
e d'un

u tel que t′ →⋆
1,2 u et u1 →⋆

2 u, d'où le résultat : t′ →⋆
1,2 u et t′′ →⋆

1,2 u.On en déduit �nalement la 
on�uen
e de →1,2.
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Lemme 5.9 (Commutation de l'union de deux rédu
tions)Si trois sous-systèmes →1, →2 et →3 d'un système de réé
riture sont tels que →1
ommute ave
 →3 et →2 
ommute ave
 →3, alors →1,2 
ommute ave
 →3.Démonstration : Soient t, t′, t′′ tels que t→⋆
3 t

′ et t→⋆
1,2 t

′′. On 
her
he u tel que t′ →⋆
1,2 u et

t′′ →⋆
3 u. Le résultat s'obtient fa
ilement par indu
tion sur le nombre d'alternan
esentre des séquen
es de rédu
tions de →1 et de →2 de t à t′′.

�Lemme 5.10 (Variante de la 
ommutation de l'union de deux rédu
tions)Si trois sous-systèmes →1, →2 et →3 d'un système de réé
riture sont tels que1. →1 
ommute ave
 →3 ;2.
t

2 ⋆��

3

⋆ // t′

1,2 ⋆��
t′′ 3

⋆ // ualors →1,2 
ommute ave
 →3.Démonstration : Soient t, t′, t′′ tels que :
t

3 ⋆��

1,2

⋆ // t′

t′′On raisonne par indu
tion sur le nombre n d'alternan
es entre des rédu
tions dans
→1 et →2 sur t →1,2 t

′ : si n = 0 alors on a le résultat par la propriété 1 si t →1 t
′et par la propriété 2 sinon.Supposons maintenant que le résultat soit vrai lorsqu'on passe de t à t′ en 
han-geant n fois de système. Soit t →1,2 t′ une rédu
tion ave
 n + 1 alternan
es, parexemple : t→1,2 t1 →+

1 t2 →+
2 t′ on a alors :

t
1,2

⋆ //

3 ⋆��
HR(n)

t2
2

+ //

3 ⋆��
Hyp 2.

t′

3 ⋆��
t′′

1,2

⋆ // t′′2 1,2

⋆ // uEn e�et, on peut appliquer l'hypothèse de ré
urren
e à t, t2, t′′ puisqu'il y a n alter-nan
es de t à t2 ; on obtient ainsi t′′2 . On peut en�n appliquer la se
onde hypothèse dulemme pour obtenir u et 
lore le diagramme de 
ommutation (si la rédu
tion de t à t′s'était a
hevée sur une séquen
e de →1, on aurait également pu 
lore le diagrammegrâ
e à l'hypothèse de 
ommutation de →1 et →3).
�Remarque 5.11On pourrait évidemment étendre le pré
édent lemme au 
as où au
une des deux ré-du
tions ne 
ommute ave
 →3 mais que toutes deux 
ommutent �à travers leur union�
omme dans la se
onde 
ondition du lemme pré
édent. On ne détaille pas 
e lemmeplus général 
ar le lemme pré
édent sera su�sant pour la 
on�uen
e du Λµ-
al
ul.
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5.3. Con�uen
e en Λµ-
al
ulOn montre dans 
ette se
tion la 
on�uen
e du Λµ-
al
ul restreint aux termes sansvariable de stream libre :Théorème 5.12 (Con�uen
e du Λµ-
al
ul)Le Λµ-
al
ul est 
on�uent pour les termes µ-
los :Pour tous t, t′, t′′ Λµ-termes µ-
los, il existe u ∈ Λµ tel que
t

Λµ ⋆��

Λµ

⋆ // t′

Λµ ⋆��
t′′

Λµ

⋆ // uOn va démontrer le théorème 5.12 en 
onsidérant des sous-systèmes de rédu
tion de Λµqui sont 
on�uents et qui 
ommutent. Plus pré
isément, la 
on�uen
e du Λµ-
al
ul seraobtenue grâ
e aux deux résultats préliminaires suivants :(i) la 
on�uen
e de βfst (obtenue en se
tion 5.3.2, proposition 5.23),(ii) la 
ommutation de βfst et de η (obtenue en se
tion 5.3.4, proposition 5.25).En e�et, la 
on�uen
e de η qui s'obtient fa
ilement (proposition 5.24) assure, via le lemmed'Hindley-Rosen la 
on�uen
e de Λµ.5.3.1 Restri
tion au 
as µ-
losLes problèmes de 
on�uen
e en λµ-
al
ul proviennent, 
omme on peut s'y attendre,des rédu
tions qui impliquent à la fois des variables de terme et des variables de stream,
'est-à-dire à la fois des λ-abstra
tions et des µ-abstra
tions.C'est grâ
e à la règle fst que les deux types de variables sont 
onne
tées et 
'est de 
etterédu
tion que naissent les problèmes de 
on�uen
e. la rédu
tion fst, ou plut�t la rédu
tion
ν, a été introduite en λµ-
al
ul pour résoudre une paire 
ritique entre µ et η, mais en
orefaut-il que le terme ne 
ontienne pas de variable de stream libre.En e�et, on a une paire 
ritique entre la rédu
tion fst et la rédu
tion βS :

(µα.t)β

βS ��

fst // (λx.µγ.t {(u)xγ/(u)α})β

t {β/α}qui né
essite, pour pouvoir 
on�uer, que la variable β soit liée : pour faire 
on�uer 
ettepaire 
ritique, il faut 
réer un βT -redex au niveau du λx de manière à 
réer le βS -redexentre (µγ.t′)β′ tandis que la variable β de t {β/α} se voit également appliquer une règlefst. Mais 
e
i n'est possible que si la variable β est liée...5.3.2 Con�uen
e de la βfst-rédu
tionPour montrer la 
on�uen
e de la βfst-rédu
tion, on a besoin d'un 
ertain nombre derésultats préliminaires : 108



Lemme 5.131. βT et βfst 
ommutent.2. fst et βT fst 
ommutent.Démonstration :1. βT 
ommute ave
 βT , ave
 fst et ave
 βS ; en e�et, on a :� βT /βT : 
ar βT est 
on�uente dans Λµ (identique au 
as du λ-
al
ul).� βT /fst : il n'y a pas de paire 
ritique entre βT et fst, seul le rédex fst peutêtre dupliqué par la rédu
tion βT et on a :
t

βT ��

fst // t′

βT ��
t′′ fst⋆ // uqui assure la 
ommutation ;� βT /βS : il n'y a pas de paire 
ritique entre βT et βS , seul le rédex βS peutêtre dupliqué par la rédu
tion βT et on a don
 :
t

βT ��

βS

// t′

βT ��
t′′

βS

⋆ // uqui assure la 
ommutation.Le lemme de 
ommutation de l'union de rédu
tions nous permet de 
on
lureque βT 
ommute ave
 βfst.2. On a les faits suivants :� fst/fst : fst est fortement 
on�uente ;� fst/βT : on a le diagramme de 
ommutation suivant entre fst et βT :
t

βT ��

fst⋆ // t′

βT ��
t′′ fst⋆ // uD'après le lemme 5.9 sur la 
ommutation de l'union de rédu
tions (page 107),on a don
 le résultat.

�On va maintenant montrer un résultat entre fst et βS qui nous permettra de déduire la
ommutation de fst ave
 βfst. Il ne s'agit pas d'une 
ommutation entre fst et βS 
ar il ya une paire 
ritique entre 
es deux rédu
tions que l'on ne peut pas faire 
on�uer ave
 
esdeux seules règles :
C[(µα.t)β]

βS ��

fst // C[(λx.µγ.t {(u)xγ/(u)α})β]

C[t {β/α}]On peut faire 
on�uer 
ette paire 
ritique de la manière suivante : on sait que le termede départ n'a pas de variable de stream libre, il y a don
 un µ qui lie la variable β,
C[] = C1[µβ.C2[]]. 109



On applique une fst rédu
tion à 
ette abstra
tion dans C1[µβ.C2[t {β/α}]] 
e qui nousdonne C1[λz.µδ.(C2[t {β/α}] {(u)zδ/(u)β})] = C1[λz.µδ.(C2[t {(u)zδ/(u)α}] {(u)zδ/(u)β})].On applique alors une séquen
e fst;βT ;βS à C1[µβ.C2[(λx.µγ.t {(u)xγ/(u)α})β]] de ma-nière à obtenir le diagramme suivant :
C[(µα.t)β]

βS ��

fst // C1[µβ.C2[(λx.µγ.t {(u)xγ/(u)α})β]]fst ��
C1[λz.µδ.(C2[(λx.µγ.t {(u)xγ/(u)α})zδ]) {(u)zδ/(u)β}]

βT ��
C1[λz.µδ.(C2[(µγ.t {(u)zγ/(u)α})δ]) {(u)zδ/(u)β}]

βS ��
C1[µβ.C2[t {β/α}]] fst // C1[λz.µδ.(C2[t {(u)zδ/(u)α}]) {(u)zδ/(u)β}]On remarque que la règle βT qui est appliquée i
i est une instan
e parti
ulièrementsimple puisqu'elle substitue une variable par une variable, notée βvar

T et on remarqueraque, 
ontrairement au 
as général de βT , βvar
T ne peut pas dupliquer de rédex. Ce dernierpoint sera essentiel pour le reste de la preuve.Lemme 5.14

t

βS ⋆��

fst⋆ // t′

βvarfst ⋆��
t′′ fst⋆ // uDémonstration : Dans le 
as t

βS ��

fst // t′

t′′

, on a trois 
as possibles :1. dans le 
as que l'on a examiné avant l'énon
é du lemme (t 
ontient une µ-abstra
tion µα sur laquelle s'opère à la fois la fst-rédu
tion vers t′ et la βS-rédu
tion vers t′′), on fait 
on�uer le diagramme en utilisant respe
tivementune règle fst à partir de t′′ et une séquen
e fst;βvar
T ;βS à partir de t′.2. dans le 
as dual du 
as pré
édent (la variable β qui subit la fst-rédu
tion vers

t′ est argument du βS-rédex menant à t′′), on a :
C1[µβ.C2[(µα.t)β]]

βS ��

fst // C1[λx.µγ.(C2[(µα.t)xγ]) {(u)xγ/(u)β}]

C1[µβ.C2[t {β/α}]]On fait alors 
on�uer le diagramme de manière sensiblement similaire au 
aspré
édent :� on applique une fst-rédu
tion en µβ dans t′′ et� une séquen
e fst;βvar
T ;βS dans t′ :(i) on réduit le fst-redex en µα 
e qui 
rée un βvar

T -rédex en produisant leterme C1[λx.µγ.(C2[(λz.µδ.t {(u)zδ/(u)α})xγ]) {(u)xγ/(u)β}] ;110



(ii) on e�e
tue la rédu
tion de 
e βvar
T -rédex 
e qui 
rée un βS-rédex et�nalement(iii) on a
hève la séquen
e de rédu
tion par une βS-rédu
tion produisant leterme C1[λx.µγ.(C2[t {(u)xγ/(u)α}]) {(u)xγ/(u)β}]qui est pré
isément le terme obtenu par fst-rédu
tion à partir de t′′.3. En�n, le 
as où la VS variable qui subit la rédu
tion fst n'est pas en positiond'argument dans le βS-rédex et où les deux rédex ne partagent pas la même µ-abstra
tion nous permet d'avoir un diagramme de 
ommutation forte puisqu'iln'y a pas de paire 
ritique et pas de dupli
ation :

t

βS ��

fst // t′

βS ��
t′′ fst // uOn a don
 le diagramme suivant :

t
βS

//fst ��

t′′fst ��
t′ fst= //

βvar
T

= //
βS

// uLa 
on�uen
e forte de fst et la 
ommutation forte1 de fst et βvar
T assurent que l'onpeut faire 
ommuter une séquen
e arbitrairement longue de rédu
tion fst ave
 unerédu
tion βS :

t
βS

//fst ⋆��

t′′fst ⋆��
t′ fstβvar

T

⋆ //
βS

// uOn obtient �nalement par une indu
tion triviale sur la longueur de la βS-rédu
tionde t à t′′, la 
on�uen
e du diagramme suivant :
t

βS

⋆ //fst ⋆��

t′′fst ⋆��
t′

βvarfst⋆ // u
e qui nous donne le résultat.
�On a 
omme 
onséquen
e simple de la 
ommutation de βvar

T ave
 βvarfst et du résultatpré
édent :Lemme 5.15
t

βS ⋆��

βvar
T fst⋆ // t′

βvarfst ⋆��
t′′

βvar
T fst⋆ // u1la 
ommutation simple de fst et βT (
f. lemme 5.13, page 109) devient 
ommutation forte ave
 βvar

Tpuisque le fst-rédex ne peut plus être dupliqué ou e�a
é.111



Lemme 5.161. fst et βfst 
ommutent ;2. βT fst et βfst 
ommutent ;3. βT fst et βvarfst 
ommutent.Démonstration :1. Il s'agit d'une 
onséquen
e immédiate des lemmes 5.13 et 5.14 qui permettentd'appliquer le lemme 5.10 page 107 (variante de la 
ommutation d'une unionde rédu
tions) et d'obtenir la 
ommutation souhaitée.2. Il s'agit une nouvelle fois d'appliquer le lemme de 
ommutation de l'union dedeux rédu
tions puisque βT et fst 
ommutent ave
 βfst, leur union βT fst 
om-mute ave
 βfst.3. La dernière partie du lemme est obtenue, grâ
e au résultat sur la 
ommutationde l'union de deux rédu
tions, 
omme 
orollaire de la 
ommutation de βT (resp.fst) ave
 βvarfst, qui est elle-même obtenue de manière similaire au lemme 5.13(resp. au premier point du présent lemme).
�5.3.3 Λµ-termes indexésComme on l'a vu au lemme 5.14, la 
ommutation de fst ave
 βS est légèrement pro-blématique 
ar on ne peut avoir que la 
on�uen
e à travers une autre rédu
tion plus largepuisqu'on a besoin de fst et βS (pour tous termes t, t′, t′′ tels que t →fst t′ et t →βS
t′′, ilexiste u tel que t′ →(fst;βvar

T
)=;βS

u et t′′ →fst u).Cela rend déli
ate la preuve du fait que βvarfst 
ommute ave
 βfst. On va pour 
ela pas-ser par une sous-rédu
tion de fst qui terminera ; on aura alors trois rédu
tions terminantes(fst, βS et βvar
T ) 
e qui rendra beau
oup plus simples les résultats de 
ommutation.Pour 
ela, il faut annoter les Λµ-termes ave
 un potentiel de fst-expansion :Dé�nition 5.17On 
onsidère la variante suivante du Λµ-
al
ul, où i prend ses valeurs dans les entiersrelatifs :

t ::= x | λx.t | µiα.t | (t)α | (t)uSeule la fst rédu
tion est a�e
tée par 
ette variation de la manière suivante. fst estrempla
ée par la fstι-rédu
tion qui ne peut être appliquée que si l'indi
e du µ eststri
tement positif et qui dé
roît 
et indi
e :
µi+1α.t −→fstι λx.µiβ.t {(u)xβ/(u)α} ave
 i ≥ 0.Les autres règles sont in
hangées : par exemple, la rédu
tion βS est maintenant

(µiα.t)β −→βS
t {β/α} .A priori, les indi
es, s'ils sont mal pla
és, peuvent amener à des anomalies lors de la

βS-rédu
tion qui font é
houer la 
on�uen
e de βvarfstι pour le Λµ-
al
ul ave
 indi
es. Ene�et, si on 
onsidère le terme t = µ1α.(µ0β.x)α, alors on a non-
on�uen
e 
ar t se réduitd'une part en λy.µ0α.(µ0β.x)yα par une fstι-rédu
tion et d'autre part en λy.µ0α.x parune βS-rédu
tion suivie d'une fstι-rédu
tion, les deux termes étant des formes normales112



pour βvarfstι. Le problème vient de 
e que l'on peut faire une βS-rédu
tion en faisant
ommuniquer des variables de stream qui n'ont pas le même potentiel de fst -expansion.On va don
 
onsidérer un sous-ensemble du 
al
ul où les indexations sont 
ohérentes,et qui est obtenu 
omme l'image de l'ensemble des Λµ-termes de base par une indexation
ohérente ave
 la βvarfst-rédu
tion (mais pas ave
 la rédu
tion βT générale qui ne nousintéresse pas i
i) :Dé�nition 5.18 (Indexation d'un Λµ-terme.)Soit t un Λµ-terme quel
onque dont les variables de stream libres sont dans V .On se donne une fon
tion partielle ρ des variables de stream dans les entiers, dé�niepour toutes les variables de stream libres de t, ainsi qu'une liste d'entiers l.On 
ommen
e par annoter tout sous-terme de t en position d'argument par uneliste d'entiers (de la forme : (u)vl), obtenant ainsi t′.L'indexation de t est obtenue à partir de t′ selon la dé�nition ré
ursive suivantede [t′]lρ :� [x]lρ = x ;� [λx.t]n::l
ρ = λx.[t]

(n−1)::l
ρ ;� [λx.t]∅ρ = λx.t ;� [(t)ul′ ]n::l

ρ = ([t]
(n+1)::l
ρ )[u]l

′

ρ ;� [(t)ul′ ]∅ρ = (t)u ;� [µα.t]n::l
ρ = µnα.[t]lρ∪{α←n} ;� [µα.t]∅ρ = µα.t ;� [(t)α]lρ = ([t]

ρ(α)::l
ρ )α.Dé�nition 5.19 (Λµ-terme indexé, Λµι-terme.)Un Λµ-terme indexé t est un terme de la syntaxe ave
 indi
e qui provient de latradu
tion d'un Λµ-terme : t = [u]lρ pour 
ertains u, ρ, l.On parlera de Λµι-termes pour les Λµ-termes indexés.Proposition 5.20(i) À tout Λµ-terme t peut être asso
iée une indexation ι telle que toutes les µ-abstra
tions reçoivent un indi
e qui est de plus positif : on peut don
 asso
ier àtout Λµ-terme un Λµι-terme tι tel que tous les µ ont des indi
es positifs.(ii) Si t est un Λµι-terme µ-
los et que t −→βvarfstι u, alors u est également un Λµι-terme ;(iii) La rédu
tion βvarfstιtermine pour les Λµ-termes indexés ;(iv) Si t, t1, . . . , tn sont des Λµ-termes tels que t −→⋆

βvarfst tj quel que soit 1 ≤ j ≤ n,il existe une indexation de t telle que les µ-abstra
tions des tj reçoivent tous desindi
es positifs et que les rédu
tions puissent être réalisées dans βvarfstι.Démonstration :(i) Il su�t de 
hoisir des listes su�samment longues d'indi
es su�samment grands.(ii) On véri�e simplement que les trois règles βT , βS et fstι préservent la propriétéd'être résultat d'une indexation d'un Λµ-terme :� Cas de βS : Soit tι un Λµι-terme obtenu par indexation d'un Λµ-terme t etsupposons tι −→βS
v. On a tι = Cι

[
(µiα.t′)β

] et v = Cι[t′ {β/α}]. Dans tι, lelieur de l'o

urren
e de β intervenant dans la rédu
tion porte le même indi
e113



i que µiα.t par dé�nition de l'indexation et v est don
 obtenu par indexationd'un Λµ-terme u ;� Cas de βvar
T : Soit tι un Λµι-terme obtenu par indexation d'un Λµ-terme t etsupposons tι −→βvar

T
v. On a tι = Cι[(λx.t′)y] et v = Cι[t′ {y/x}]. Considérantla dé�nition de l'indexation d'un Λµ-terme, on 
onstate que : [(λx.t′)yl′ ]n::l

ρ =

([λx.t′]
(n+1)::l
ρ )y = (λx.[t′]n::l

ρ )y et [t′ {y/x}]n::l
ρ = [t′]n::l

ρ {y/x}.� Cas de fstι : Soit tι un Λµι-terme obtenu par indexation d'un Λµ-terme tet supposons tι −→fstι
v. En supposant tι de la forme Cι

[
µi+1α.t′

], on a
v = Cι

[
λx.µiα.t′ {(u)xα/(u)α}

]. On véri�e aisément que, d'après la dé�ni-tion 5.18, la 
ompatibilité des indi
es est maintenue grâ
e à l'ajout de lavariable x en argument de tous les sous-termes u auxquels était appliquéeune variable de stream α.(iii) Évident : βvar termine et 
haque o

urren
e de fstι diminue l'indi
e de l'unedes µ-abstra
tions. Il su�t de prendre pour taille des termes, une paire de lasomme des indi
es des µ-abstra
tions et du nombre de βvar-rédex 
ontenus dansun terme et de 
onstater que 
haque rédu
tion diminue la taille pour l'ordrelexi
ographique.(iv) On montre le résultat par ré
urren
e sur le nombre n de βvarfst-rédu
tionspartant de t 
onsidérées. Le 
as de base est immédiat en donnant une indexationà t1 en un Λµι-terme dont tous les indi
es sont positifs et en "remontant" larédu
tion t −→⋆
βvarfst t1 de manière à obtenir une indexation de t 
ompatibleave
 la rédu
tion 
onsidérée. On remarque ensuite que si une βvarfstι-rédu
tion

r est permise par une indexation de t, toute indexation qui donne des entiersplus grands ou utilise des listes plus longues fournit une indexation 
ompatibleave
 la rédu
tion r. Ce qui permet de traiter le 
as indu
tif.
�Par ailleurs, la 
ontrainte de 
ohéren
e des indi
es imposée par les indexations assureque tous les diagrammes de 
ommutation ou de 
on�uen
e qu'on pouvait 
lore dans βvarfstpeuvent être 
los dans βvarfstι aussi, ainsi βS et βvar sont fortement 
on�uents et :Lemme 5.14.ιSi t, t′, t′′ sont des Λµ-termes indexés tels que t →⋆fstι t′ et t →⋆

βS
t′′, il existe u tel que

t′ →⋆
βvarfstι u et t′′ →⋆fstι u.etLemme 5.15.ιSi t, t′, t′′ sont des Λµ-termes indexés tels que t →⋆

βvar
T

fstι t′ et t →⋆
βS
t′′, il existe u telque t′ →⋆

βvarfstι u et t′′ →⋆
βvar

T
fstι u.Démonstration : Ces lemmes sont obtenus en modi�ant les preuves des lemmes 5.14 et 5.15d'à peine plus d'un iota...

�Dans la suite, on fera référen
e à la version d'un lemme sur les Λµι-termes en faisantsuivre le numéro du lemme d'un ι.Dans le lemme suivant, on notera −→1 pour −→βS
et −→2 pour −→βvar

T
fstι , le résul-tat 5.15.ι se réé
rit : Si t, t′, t′′ sont tels que t→⋆

2 t
′ et t→⋆

1 t
′′, il existe u tel que t′ →⋆

1,2 uet t′′ →⋆
2 u.On est intéressé par le résultat suivant qui exprime la 
on�uen
e de βvarfstι sur les

Λµι-termes : 114



t
i

//

j ��

Cas i/j.

t′1 1,2

⋆ //

1,2 ⋆��
HR(t′1).

t′

1,2 ⋆��

t′′1 1,2

⋆ //

1,2 ⋆��

HR(t′′1 ).

u0

1,2 ⋆��
t′′ 1,2

⋆ // u1
1,2

⋆ // uFig. 5.1 � Diagramme de 
on�uen
e du lemme 5.21.ι.Lemme 5.21.ιSi t est un Λµι-terme et t′, t′′ sont tels que t →⋆
1,2 t

′ et t →⋆
1,2 t

′′, alors il existe un
Λµι-terme u tel que t′ →⋆

1,2 u et t′′ →⋆
1,2 u.Démonstration : On 
ommen
e par remarquer que t′ et t′′ sont des Λµι-termes, tout 
ommetous les termes apparaissant dans les rédu
tions t −→⋆

1,2 t
′ et t −→⋆

1,2 t
′′.On montre le résultat par indu
tion sur la longueur d'une plus longue dérivationde βvarfstι à partir de t, lgι(t) (
e qui existe grâ
e à la normalisation forte de βvarfstι) :1. Si lgι(t) = 0, alors le résultat est trivialement vrai puisqu'il n'y a pas de rédu
-tion et don
 on a le résultat par ré�exivité.2. Supposons le résultat vrai pour tous les termes t tels que lgι(t) ≤ n pour un
ertain entier n. On montre que si t est tel que lgι(t) = n+1, alors le résultat estégalement vrai pour t. En e�et, soient t′ et t′′ tels que t −→⋆

1,2 t
′ et t −→⋆

1,2 t
′′.Si t = t′ ou t = t′′, le résultat est trivial. Si 
e n'est pas le 
as, alors on a

t −→⋆
1,2 t

′
1 −→⋆

1,2 t
′ et t −→1,2 t

′′
2 −→⋆

1,2 t
′′.On raisonne par 
as sur t −→1,2 t

′
1 et t −→1,2 t

′′
1 et on montre que dans tousles 
as, il existe u0 tel que t′1 −→⋆

1,2 u0 et t′′1 −→⋆
1,2 u0. Le seul 
as qui mérited'être détaillé est 
elui de la paire 
ritique entre βS et fstι pour lequel on obtientl'existen
e de u0 grâ
e au lemme 5.14.ι.On a lgι(t

′
1), lgι(t

′′
1) ≤ n et l'on peut don
 appliquer l'hypothèse d'indu
tion à t′′1d'où l'on 
on
lut à l'existen
e de u1 tel que t′′ −→⋆

1,2 u1, u0 −→⋆
1,2 u1. On a don


t′1 −→⋆
1,2 u0 −→⋆

1,2 u1 
e qui nous permet d'appliquer l'hypothèse d'indu
tion à
t′1 et d'en déduire l'existen
e de u tel que u1 −→⋆

1,2 u et t′ −→⋆
1,2 u.Finalement, on a t′ −→⋆

1,2 u et t′′ −→⋆
1,2 u1 −→⋆

1,2 u et la situation est résuméedans la �gure 5.1.On en 
on
lut don
 que pour tous Λµι-termes, t, t′, t′′ tels que t −→⋆
1,2 t

′ et t −→⋆
1,2 t

′′,il existe un Λµι-terme u tel que t′ −→⋆
1,2 u et t′′ −→⋆

1,2 u.
�On déduit du lemme 5.21.ι la 
on�uen
e de la βvarfst-rédu
tion :Lemme 5.21 (La βvarfst-rédu
tion est 
on�uente.)Soient t, t′, t′′ des Λµ-termes.Si t −→⋆

βvarfst t′, t′′, alors il existe u tel que t′, t′′ −→⋆
βvarfst u.115



Démonstration : Soit (−)
ι une indexation pour le terme t qui soit 
ompatible ave
 t′ et t′′ :

(t)
ι −→⋆

βvarfstι (t′)ι
, (t′′)ι. Par le lemme 5.21.ι, il existe un Λµ-terme indexé v tel que

(t′)ι
, (t′′)ι −→⋆

βvar fstι v.Soit u le Λµ-terme obtenu en e�açant les indi
es de v, on a t′, t′′ −→⋆
βvarfst u.

�On en déduit la 
ommutation de βvarfst et βfst et �nalement la 
on�uen
e de βfst :Lemme 5.22
βvarfst et βfst 
ommutent.Démonstration : On sait que la rédu
tion βvarfst 
ommute ave
 βT fst (lemme 5.16) et ave


βvarfst (lemme 5.21). Par le lemme de 
ommutation de l'union de deux rédu
tions,on obtient que βvarfst et βfst 
ommutent.
�Proposition 5.23La βfst-rédu
tion est 
on�uente.Démonstration : L'union des rédu
tions βvar

T βSfst et βT fst est bien la rédu
tion βfst, d'où la
ommutation de βfst ave
 βfst, 
'est-à-dire la 
on�uen
e de βfst.
�5.3.4 Commutation de η et βfstProposition 5.24La η-rédu
tion est 
on�uente.Démonstration : La η-rédu
tion est en fait fortement 
on�uente.
�Proposition 5.25La η-rédu
tion 
ommute ave
 la βfst-rédu
tion.Démonstration : La proposition se démontre en prouvant la 
ommutation de la η-rédu
tionave
, respe
tivement, les rédu
tions βS , βT et fst :� βS et η 
ommutent. βS et ηT n'ont pas de paire 
ritique 
e qui assure la 
ommu-tation. Con
ernant βS et ηS , on a une paire 
ritique qui 
ommute trivialement :

(t)β ←−ηS
(µα.(t)α)β −→βS

(t)β. On a don
 la 
ommutation en 0 ou 1 étapeselon que les rédex se 
hevau
hent ou non.� βT et η 
ommutent. βT et ηS n'ont pas de paire 
ritique ; βT et ηT 
ommutent
omme en λ-
al
ul.� fst et η 
ommutent. fst et ηT n'ont pas de paire 
ritique et on peut faire
ommuter la paire 
ritique entre fst et ηS :
µα.(t)α

ηS

//fst ��

t

= ��
λx.µα.(t)xα ηS

// λx.(t)x ηT

// t
e qui assure la 
ommutation de fst et η.Finalement, on a la 
ommutation de η ave
 βfst grâ
e au lemme 5.9.
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5.3.5 Con
lusion de la preuve de 
on�uen
eOn obtient �nalement une preuve de la 
on�uen
e de Λµ sur les termes µ-
los :Démonstration du théorème 5.12 : On a don
 les trois propositions suivantes :(i) la 
on�uen
e de βfst (proposition 5.23),(ii) la 
on�uen
e de η (proposition 5.24) et(iii) la 
ommutation de 
es deux systèmes de rédu
tions (proposition 5.25).Ces trois propositions nous permettent don
 d'appliquer le lemme de Hindley-Rosen(lemme 5.8, page 106) et d'obtenir ainsi la 
on�uen
e de la βηfst-rédu
tion.
�5.4. Conséquen
es de la 
on�uen
e de Λµ5.4.1 Le Λµ-
al
ul est Chur
h-RosserL'équivalen
e entre la propriété de 
on�uen
e et la propriété de Chur
h-Rosser (dé�ni-tion 5.3) est d'habitude une éviden
e. Cependant, le fait que la 
on�uen
e du Λµ-
al
ul netienne que pour les termes µ-
los 
omplique la situation : en e�et, une séquen
e d'équiva-len
es entre deux Λµ-termes peut faire intervenir des termes ayant des variables de streamlibres, empê
hant d'appliquer le théorème de 
on�uen
e pour trouver un réduit 
ommun.On montre i
i que le Λµ-
al
ul est e�e
tivement Chur
h-Rosser.Théorème 5.26 (Le Λµ-
al
ul est Chur
h-Rosser)Si t, u sont deux Λµ-termes µ-
los, et si t =Λµ u alors il existe v ∈ ΣΛµ tel que

t, u −→⋆
Λµ v.Démonstration : Soient t et u deux Λµ-termes 
los et soient (ti)0≤i≤n et (ui)0≤i≤n tels que

t = t0, u = un et pour 0 ≤ i ≤ n, ti −→⋆
Λµ ui et pour 1 ≤ i ≤ n, ti+1 −→⋆

Λµ ui.On raisonne 
omme suit : soit α1, . . . , αn les variables de stream qui apparaissentlibres dans les ti, et soit C[] = µα1 . . . αn.[] On pose alors t′ = C[t] et u′ = C[u], ainsique t′i = C[ti] et u′i = C[ui] pour 0 ≤ i ≤ n.On a évidemment t′ =Λµ u
′ et les t′i et u′i sont tous des termes µ-
los 
e qui nouspermet d'appliquer la 
on�uen
e.Une indu
tion immédiate nous assure alors que pour tout 0 ≤ i ≤ n, il existe v′itel que u′0 −→⋆

Λµ v′i ←−⋆
Λµ u′i. On en déduit don
 l'existen
e de v′ tel que t′ −→⋆

Λµ

v′ ←−⋆
Λµ u

′ (il s'agit en fait de v′n), 
'est-à-dire tel que :
C[t] −→⋆

Λµ v
′ ←−⋆

Λµ C[u]La relation pré
édente n'entraîne pas dire
tement l'existen
e de v tel que t −→⋆
Λµ

v ←−⋆
Λµ u. Nous avons besoin d'un dernier argument. Soient ρ1 et ρ2 les rédu
tionsde t′ à v′ et de u′ à v′ respe
tivement. Puisque t et u sont µ-
los, les variables

α1, . . . , αn qui sont abstraites dans le 
ontexte C[] n'ont au
une o

urren
e ni dans tni dans u.On en déduit don
 que tous termes v1 et v2 apparaissant dans ρ1 et ρ2 respe
-tivement sont de la forme C1[t1] et C2[u2] ave
 t −→⋆
Λµ t1 et u −→⋆

Λµ u2, et les
ontextes C1[] et C2[] sont obtenus en ajoutant des λ-abstra
tions devant 
ertaines
µ-abstra
tions, résultant des fst-rédu
tions appliquées dans ρ1 et ρ2.On a don
 C[t] −→⋆

Λµ Ct[t′′] = v′ = Cu[u′′] ←−⋆
Λµ C[u], ave
 t −→⋆

Λµ t′′ et
u −→⋆

Λµ u′′. On 
on
lut en 
onstatant que Ct = Cu 
ar on ne 
hange jamais lenombre de µ-abstra
tions dans 
es pré�xes or les deux termes Ct[t′′] et Cu[u′′] étantégaux, ils ont les même pré�xes : t′′ = v = u′′117



On en 
on
lut don
 que t −→⋆
Λµ v ←−⋆

Λµ u.
�5.4.2 Λµ-
al
ul, 
on�uen
e et formes normalesDu fait de la règle fst qui est une règle d'expansion, le Λµ-
al
ul dispose de très peude formes normales : seuls les λ-termes peuvent être des formes normales du Λµ-
al
ul.L'une des 
onséquen
es importantes de la 
on�uen
e en λ-
al
ul est qu'elle assurel'uni
ité de la forme normale. On démontre dans 
ette se
tion un analogue de 
ette propriétéen Λµ-
al
ul : les formes normales 
anoniques d'un terme µ-
los t sont toutes dans la même
lasse de fst -équivalen
e.Proposition 5.27Soient t et u deux Λµ-termes µ-
los en forme normale 
anonique. Si t =Λµ u, alors

t =fst u.Démonstration : Soient t et u deux Λµ-termes µ-
los en forme normale 
anonique tels que
t =Λµ u. Par le théorème 5.26, on sait qu'il existe v tel que t, u −→⋆

Λµ v.Les seuls Λµ-rédex de t et u sont des fst-rédex et leur rédu
tion ne 
rée autre
hose que d'autres fst-rédex. On en déduit don
 que t, u −→⋆fst v et, �nalement, que
t =fst u.

�Dans l'interprétation de streams, 
ela signi�e que des formes normales 
anoniques équi-valentes ne di�èrent que par le niveau d'instan
iation de leurs streams.5.4.3 Con�uen
e du λµ-
al
ul de Parigot ave
 extensionalitéOn 
ommen
e par remarquer que Σλµ est stable pour les rédu
tions de Λµ :Lemme 5.28 (Stabilité des λµ-termes par Λµ-rédu
tion)Soient t, u ∈ Λµ tels que t −→⋆
Λµ u. Si t ∈ Σλµ, alors u ∈ Σλµ et t −→⋆

λµ u.Démonstration : Évident puisque l'image d'un λµ-terme par une règle de Λµ est un λµ-termeet que l'o

urren
e de la règle en question est une instan
e d'une règle de λµη dans
e 
as.
�Théorème 5.29Le λµη-
al
ul est 
on�uent sur les termes µ-
los.Démonstration : Il s'agit d'un 
orollaire immédiat du théorème 5.12. En e�et, si t, t′, t′′ ∈ Σλµsans µ-variable libre sont tels que t −→⋆

λµη t
′, t′′, alors on sait que t −→⋆

Λµ t
′, t′′ (enremplaçant les étapes de µ-rédu
tion par une séquen
e fst;βT ) alors par la 
on�uen
edu Λµ-
al
ul, on sait qu'il existe u ∈ ΣΛµ tel que t′, t′′ −→⋆

Λµ u.On en déduit, par le lemme 5.28, que u ∈ Σλµ, 
e qui assure que t′, t′′ −→⋆
λµη uet que le λµη-
al
ul est 
on�uent sur les termes µ-
los.

�Comparaison ave
 la preuve de Py. Walter Py a prouvé dans sa thèse [Py98℄ la
on�uen
e du λµη-
al
ul. Notre preuve est en partie inspirée de la preuve de Py (
hapitre4) dans le sens où nous suivons le s
héma général de la démonstration. Pourtant, notredémonstration di�ère en plusieurs points qui font par ailleurs que notre te
hnique est plussimple : 118



� le Λµ-
al
ul ne 
ontient pas la µ-rédu
tion, 
e qui diminue le nombre de paires 
ri-tiques à 
onsidérer et de 
as à traiter ;� On n'a pas besoin de parler des ρ-rédu
tions bloquées qui né
essitent tout un déve-loppement 
omplexe dans la preuve de Py (pour traiter le 
as de ρ-redex �bloqués�par une fst -rédu
tion) et, en parti
ulier, une preuve auxiliaire par rédu
tion parallèle(se
tions 4.3.3 et 4.3.4 de la thèse de Py).� Au 
ontraire, notre appro
he ave
 les Λµι-termes utilise pleinement le fait que nousn'utilisons que la βvar
T -rédu
tion dans 
ette partie de la preuve ; l'analyse des liensentre fst -rédu
tion et βS-rédu
tion en est fa
ilitée.5.5. Résumé des résultats du 
hapitreDans 
e 
hapitre, nous avons montré la 
on�uen
e du Λµ-
al
ul, propriété essentiellepour un 
al
ul de 
e type et tout parti
ulièrement pour donner un sens à la propriété deséparation ; la propriété de séparation n'a en e�et pas beau
oup de sens pour un 
al
ul non
on�uent. Notre résultat a pour 
orollaire immédiat la 
on�uen
e du λµ-
al
ul de Parigotave
 η-rédu
tion. La preuve obtenue est sensiblement plus 
ourte que la preuves qui était
onnue jusque là pour le λµ-
al
ul de Parigot ave
 η-rédu
tion.Nous avons également prouvé la 
on�uen
e des sous-systèmes suivants du Λµ-
al
ul :� η (
'est-à-dire ηT + ηS) ;� β (
'est-à-dire βT + βS) ;� βfst ;� βT η ;� βSη.Nous avons également introduit un sous-
al
ul le Λµι-
al
ul qui s'est révélé 
ru
ial pour
ompléter la preuve de 
on�uen
e de βfst.Le résultat de 
on�uen
e pour Λµ n'est valable que pour les termes µ-
los (on a le mêmephénomène pour λµη) et la 
on�uen
e n'est en e�et pas valable lorsqu'on a des variablesde stream libres apparaissant de manière non-
ontrainte dans le terme. Cette restri
tionfait que 
ertains résultats qui sont d'habitude 
onséquen
es immédiates de la 
on�uen
e(
omme la propriété de Chur
h-Rosser), doivent être redémontrés, bien que 
es véri�
ationsne posent pas de problème majeur.Lorsque nous développerons les réseaux SANE au 
hapitre 7, nous verrons que l'onpeut se passer de la restri
tion de µ-
l�ture dans 
e système.
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Chapitre 6
Λµ-
al
ul simplement typéRésumé:Nous étudions dans 
e 
hapitre le typage du Λµ-
al
ul. Nous 
ommençons parproposer un système de types 
alqué sur le typage en logique 
lassique du λµ-
al
uldont on dis
ute 
ertaines propriétés. Considérant la forme des termes typables dans lepremier système nous proposons ensuite un système de types étendu, ΛS , qui permetde typer plus de Λµ-termes. ΛS permet en parti
ulier de typer des formes de termesqui étaient utilisées dans la preuve de séparation du 
hapitre 4 et qui n'étaient pastypables dans le système 
lassique. Ce système est original en 
ela qu'on 
onsidère unerelation d'équivalen
e sur la grammaire de nos types, 
orrespondant à une propriétéd'asso
iativité des 
onstru
teurs de type et qui exprime le fait qu'un terme puisseêtre à la fois appliqué à un terme et à une variable de stream. Nous étudierons égale-ment les liens entre ΛS et une appro
he développée indépendamment par Herbelin etGhilezan [HG08℄ qui n'utilise pas l'asso
iativité. Nous démontrons ensuite la préserva-tion du type et la normalisation forte du 
al
ul typé et nous 
on
luons ave
 quelquesremarques sur un système de typage du se
ond ordre.Référen
es : Une partie des résultats de 
e 
hapitre ont été publiés dans l'arti
leOnthe relations between the synta
ti
 theories of λµ-
al
uli [Sau08a℄ et avaient auparavantété présentés dans Typing streams in the Λµ-
al
ulus : extended abstra
t [Sau07℄.Sommaire6.1 Introdu
tion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1226.2 Typage 
lassique du Λµ-
al
ul . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1236.3 Séparation et typabilité : vers un typage des streams . . . . . . 1246.4 Streams simplement typées : ΛS . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1266.4.1 Pré-types et types . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1266.4.2 Règles de rédu
tion typées . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1276.4.3 De ⇒ à O : la logique de ΛS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1286.5 Relations ave
 le système de types de λµt̂p . . . . . . . . . . . . 1296.6 Propriétés de ΛS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1316.6.1 ΛS type davantage de termes que le système λµ de Parigot . . . 1326.6.2 Préservation du type . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1346.6.3 Normalisation forte . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1346.6.4 Vers le se
ond ordre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1376.6.5 Formes fstη-longues . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1376.7 Con
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6.1. Introdu
tionLe Λµ-
al
ul a été introduit 
omme une extension du λµ-
al
ul non-typé de Parigot demanière à retrouver la séparation. Nous avons montré dans les pré
édents 
hapitres que le
Λµ-
al
ul non-typé satisfaisait de bonnes propriétés (séparation, 
on�uen
e). Nous allonsmaintenant étudier les questions de typage pour le Λµ-
al
ul qui permettent d'obtenirdes propriétés plus �nes sur le sous-ensemble des termes typables, propriétés qu'il seraitinenvisageable d'obtenir du 
al
ul tout entier.Avoir un système de types pour le Λµ-
al
ul est d'autant plus important que le λµ-
al
ula été initialement introduit par Parigot pour étendre la 
orrespondan
e de Curry-Howardà la logique 
lassique. Le λµ-
al
ul a don
 été 
onçu 
omme un langage typé, même s'il a,dès le début (dans l'arti
le de Parigot [Par92℄ en parti
ulier), été étudié également dans saformulation non-typée.Dans tous les 
as, il est 
ertain que l'intérêt porté au λµ-
al
ul provient à la fois� de sa simpli
ité ;� de ses bonnes propriétés étendant 
elles du λ-
al
ul ;� de sa 
apa
ité à 
oder en style dire
t des opérateurs de 
ontr�le des langages fon
-tionnels qu'il est peu 
ommode de 
apturer en λ-
al
ul et� de ses liens ave
 la logique 
lassique.Pour 
es deux raisons (utilité générale du typage et tradition historique du λµ-
al
ul),il nous semble essentiel de mener une étude typée du Λµ-
al
ul.L'étude des types pour Λµ est également importante dans la perspe
tive de la propriétéde séparation : d'une part, nous avons vu que l'on peut étendre des résultats de séparationau λ-
al
ul typé qui fournissent dans 
e 
as un résultat de séparation pour la dédu
tionnaturelle intuitionniste ; d'autre part, nous avons vu que 
e qui 
ausait l'é
he
 de la sépa-ration en λµ-
al
ul pouvait être inteprété 
omme une 
ontrainte de typage forgée dans lasyntaxe du 
al
ul non-typé : le fait de for
er une o

urren
e simultanée de la µ-abstra
tionet de la 
onstru
tion de nommage [α]1 assure que l'on passe bien par le type ⊥ en 
han-geant de type, 
e qui fait partie de la validité du raisonnement 
lassique, alors même queles 
onstru
tions syntaxiques et les rédu
tions du λµ-
al
ul (non-typé) ne né
essitent au-
unement que 
ette 
ontrainte soit imposée dans le 
as pur.Nous nous limiterons prin
ipalement dans 
e 
hapitre aux types simples, n'évoquant laquestion du polymorphisme que très brièvement et à la �n du 
hapitre.Nous 
ommen
erons par étudier une possibilité naïve pour typer le Λµ-
al
ul : le typergrâ
e au système proposé par Parigot ou plus exa
tement grâ
e au système proposé par Ph.de Groote [dG98℄ qui est une version de la dédu
tion naturelle 
lassique ave
 ⊥ expli
ite.Après avoir expliqué en quoi 
ette solution n'est pas satisfaisante du point de vuede la séparation, nous élaborerons un système de typage pour le Λµ-
al
ul à partir de
onsidérations sur la séparation et l'interprétation de streams proposée au 
hapitre 4.Ce système, ΛS , sera justi�é informellement dans un premier temps. ΛS est un systèmerelativement 
omplexe 
ar il est 
onstruit autour d'une équivalen
e sur les types dontl'interprétation sera expliquée en détail en se
tion 6.3.Nous 
omparerons ensuite le système ΛS à un système de typage proposé par Herbelinet Ghilezan pour le λµt̂p-
al
ul en appel par nom, une variante du λµ-
al
ul ave
 unevariable de 
ontinuation liée dynamiquement [HG08℄.1Ou plut�t, en suivant la syntaxe que nous utilisons dans 
ette thèse, que le sous-terme t de µα.t doitêtre de la forme (u)β. 122



Nous démontrerons ensuite que ΛS satisfait la préservation du typage et la normali-sation forte, 
omparerons la typabilité dans ΛS et dans le système original de Parigot etintroduirons une notion de formes normales 
anoniques fstη-longues. Nous terminerons 
e
hapitre en proposant une extension au se
ond ordre de ΛS .6.2. Typage 
lassique du Λµ-
al
ulPour typer Λµ, on peut naturellement penser à utiliser un système de typage 
lassique
omme pour le λµ-
al
ul tel que présenté en dé�nition 2.41 :Dé�nition 6.1 (Jugements de typage pour le Λµ-
al
ul)Les jugements de typage pour le Λµ-
al
ul sont de la forme :
x1 : A1, . . . , xm : Am ⊢Λµ t : A|α1 : B1, . . . , αn : Bnoù A,A1, . . . , Am, B1, . . . , Bn sont des types 
onstruits à partir de variables de types,de la 
onstante ⊥ et du 
onne
teur →.Dé�nition 6.2 (Système de typage pour le Λµ-
al
ul)On 
onsidère les règles de typage suivantes pour les Λµ-termes :� typage des variables :

V ar
Γ, x : A ⊢Λµ x : A|∆� typage des λ-abstra
tions :
Γ, x : A ⊢Λµ t : B|∆

λ-Abs
Γ ⊢Λµ λx

A.t : A→ B|∆� typage des λ-appli
ations :
Γ ⊢Λµ t : A→ B|∆ Γ ⊢Λµ u : A|∆

λ-App
Γ ⊢Λµ (t)u : B|∆� typage des µ-abstra
tions :

Γ ⊢Λµ t : ⊥|∆, α : A
µ-Abs

Γ ⊢Λµ µα
A.t : A|∆� typage des µ-appli
ations :

Γ ⊢Λµ t : A|∆
µ-App

Γ ⊢Λµ (t)α : ⊥|∆, α : AC'est par exemple 
e que fait de Groote [dG98℄ et 
ela 
orrespond au système présentéen �gure 3.3. Dans 
e 
as, on restreint évidemment l'usage de la règle fst dans le 
as typéaux seuls termes µαA→B.t :
µαA→B.t −→fst λxA.µαB .t {(u)xα/(u)α}De Groote [dG98℄ remarque qu'une preuve de (µαA→B .t)uA : B 
ontient un β-redex 
a
héet que le r�le de la µ-rédu
tion est de réduire 
e 
as 2. La règle fst peut être vue 
omme2De Groote [dG98℄ : �In order to turn hidden redexes into a
tual ones, some redu
tion rule other than123



faisant la moitié de 
e travail, laissant le reste à la βT -rédu
tion.De bonnes propriétés mais de gros in
onvénients. Un tel système présente debonnes propriétés : préservation du type, normalisation forte, et
... Pourtant, nous 
onsi-dérons que 
ette appro
he n'est pas satisfaisante. En e�et, typer un langage, 
'est faire le
ompromis de rejeter un 
ertain nombre de termes, de programmes (
eux qui ne serontpas typables dans le système) pour pouvoir énon
er des propriétés intéressantes pour lestermes qui restent, les termes qui sont validés par le typage. Or, dans la perspe
tive de laséparation, qui est 
elle qui nous a 
onduits à 
on
evoir le système Λµ, le typage que nousvenons de présenter à la dé�nition 6.2 n'est pas satisfaisant.Nous 
onsidérons en e�et que le système pré
édent rejette 
ertains termes que noussouhaiterions pouvoir typer 
ar ils nous semblent être représentatifs de 
omportements
al
ulatoires sains (ils ne 
ausent pas de perte de la terminaison par exemple) et utiles(il s'agit typiquement des termes 
onstruits au 
ours d'un pro
essus de Böhm out, 
f
hapitre 4).Plus généralement, on remarquera que si on se limite au système de typage 
i-dessus, onse retrouve ave
 un langage typé qui n'est pas beau
oup plus ri
he que le λµ-
al
ul original(on rajoute essentiellement des termes qui sont des βT -expansions de λµ-termes typés, ousous-termes de telles expansions, ainsi que des termes de la forme : µαA
1 , α

⊥
2 , . . . , α

⊥
n .t
⊥)6.3. Séparation et typabilité : vers un typage des streamsRestri
tion de fst . Revenons un instant sur la restri
tion de la règle fst proposée auparagraphe pré
édent. Nous avons introduit 
ette restri
tion de manière à avoir la préser-vation du type qui, sans 
ette restri
tion, était évidemment perdue. En fait, 
e n'était passeulement la préservation du type, mais la préservation de la typabilité elle-même qui étaiten jeu avant la restri
tion de fst . En e�et, la règle fst générale ne préserve même pas latypabilité 
omme illustré 
i-dessous :

λx.µα.µβ.(x)α −→fst λx.µα.λy.µβ.(x)αLe terme de gau
he est typable de type A→ A tandis que le terme de droite n'est pastypable (puisque λy.µβ.(x)α devrait re
evoir le type ⊥, 
e qui n'est pas possible). Il nes'agit pas d'un problème propre à la règle fst (non plus qu'à la règle ν de λµη) : un telphénomène se produit déjà ave
 l'η-expansion à partir de laquelle la règle fst est 
onstruite.En λ-
al
ul, ηexp préserve la typabilité mais pas les types, mais dès que l'on introduit une
onstante de type dans notre système de typage, la typabilité n'est plus préservée 
ommele montre l'exemple :
λx.x+intx −→ηexp λx.λy.(x+intx)yCette remarque a des 
onséquen
es importantes sur la question de la typabilité de laséparation en Λµ-
al
ul : il est immédiat de noter que les paires paramétrées 〈u, v〉k de ladé�nition 4.15 ne sont pas typables dès que k > 0. La preuve que nous avons donnée dela Séparation est don
 hautement non-typable, 
e qui est habituel déjà en λ-
al
ul, mais ilsemble que le problème soit plus fondamental que 
ela : la Séparation en Λµ-
al
ul (et don
en λµ-
al
ul) semble reposer sur des 
onstru
tions qui n'ont pas d'espoir d'être typablesdans le système de types 
lassique 
onsidéré par Parigot.

β is needed. This new redu
tion rule, 
alled µ by Parigot, allows the above proof s
heme to be redu
ed�désignant par le �above proof s
heme� le µ-redex typé.124



Trop peu de termes typés. Plus généralement, au
un terme de la forme µα.λx.t neserait typable alors qu'il s'agit typiquement d'une forme de terme qui peut avoir une formenormale 
anonique.La 
ontrainte de typage impose que si deux streams se su

èdent, la se
onde doit êtrede type ⊥, 
'est-à-dire intuitivement qu'elle ne peut 
ontribuer en rien de signi�
atif au
al
ul.En e�et, le système de typage introduit à la dé�nition 6.2 interdit pré
isément de telstermes : λx.t est un terme λ-abstrait et doit don
 être d'un type→ tandis que le fait qu'onlui applique une µ-abstra
tion ave
 la variable de stream α le 
ontraint à être de type
⊥ (lorsque 
e type est expli
ite ou, dans la présentation de Parigot, à être typé par unséquent sans type distingué). Ces deux 
ontraintes sont in
ompatibles (voir la règle µAbsde la dé�nition 6.2).Ce fait n'est pas étonnant : nous avions remarqué à la �n de la se
tion 3.4 du 
hapitre surla séparation que la non-séparation de λµη venait d'une stru
ture de terme trop 
ontrainte(ave
 la hiérar
hisation des termes de Σλµ en deux niveaux) qui pouvait s'interpréter 
ommeune 
ontrainte de typage. Dans la dé�nition 6.2, nous venons de réintroduire expli
itement
ette 
ontrainte de typage et nous perdons don
 à nouveau 
es termes.Des streams 
itoyens de première 
lasse dans un 
ontexte typé. Le mé
anismede stream qui était utilisé pour le 
al
ul non-typé de manière à obtenir la séparation setrouve don
 désa
tivé quand le typage de la logique 
lassique est réintroduit ; on perd don
le béné�
e de la syntaxe étendue du Λµ-
al
ul. Nous allons don
 
her
her une variante de
e système de types qui re�èterait dans les types la 
onstru
tion de stream : nous auronsbesoin de pouvoir 
onsidérer des types de streams et les distinguer des types de termes(ave
 des variables de type spé
i�ques, éventuellement des 
onstantes de type spé
i�queset un 
onstru
teur de type de stream, que nous noterons dans un premier temps ::, tel quesi T est un type de terme et S est un type de stream, T :: S sera un type de stream).En outre, puisque µ est vu 
omme une abstra
tion de stream, on pourrait penser àdonner un type fon
tionnel pour les streams : si le terme t est de type T quand la stream αest du type de stream S, alors µα.t devrait avoir le type d'une stream-fon
tion de S dans
T (
e que nous é
rirons S ⇒ T ). On peut don
 penser aux règles de typage suivantes pourles termes µ-astraits du Λµ-
al
ul :

Γ ⊢ t : T |∆, α : S
AbsS

Γ ⊢ µαS .t : S ⇒ T |∆
Γ ⊢ t : S ⇒ T |∆, α : S

AppS
Γ ⊢ (t)α : T |∆, α : SUne in
ompatibilité de typage. La règle fst 
omplique la dé�nition d'un système detypes pour Λµ qui prendrait en 
ompte les streams : alors que µαS .t devrait être d'un typede stream, disons S ⇒ T , le terme obtenu à partir de µα.t en appliquant une étape derègle fst (
'est-à-dire le terme λxA.µβS

′
.t {(u)xβ/(u)α}) devrait avoir un type fon
tionneldu λ-
al
ul : A→ B (plus pré
isément A→ (S ′ ⇒ T ′)).En outre, les streams sont des streams de termes et leurs types devraient être 
onne
tésaux types de termes usuels, non seulement par la règle fst , mais également en autori-sant une stream-fon
tion à être appliqué à un terme (par exemple sous la forme (µα.t)u).Ré
iproquement, on pourrait souhaiter appliquer un terme λ-abstrait à une stream (parexemple (λx.t)α). Les streams et les termes ne doivent don
 pas vivre dans des mondesimperméables l'un à l'autre.Les ⇒-types et les →-types devraient don
 être reliés d'une manière ou d'une autre :il nous faut maintenant trouver 
ette relation 
onne
tant les types de stream et les types125



de terme. C'est en fait la règle fst qui donne la solution que nous allons développer dansla suite pour établir 
ette 
onnexion. On analyse don
 plus en détail la règle fst dans leparagraphe suivant.Une relation sur les types de stream. La fst -rédu
tion a été synthétisée en Λµ-
al
ul (et auparavant déjà en λµη-
al
ul par Py [Py98, DP01a℄3) 
omme le résultat d'une
η-expansion suivie d'une µ-rédu
tion. Dans le 
as typé, la η-expansion peut avoir lieuuniquement sur des termes de type →. Cette restri
tion adaptée au Λµ-
al
ul donne la
ondition selon laquelle µα.t doit être d'un type de stream de la forme (T :: S) ⇒ T ′.Après une appli
ation de fst , nous avons maintenant un terme λx.µβ.t {(u)xβ/(u)α} quidevrait être de type T → (S ⇒ T ′). Dans la suite, le 
onstru
teur de types de stream :: seraidenti�é au 
onstru
teur→ et l'on voit ainsi que 
ela 
orrespond à une règle d'asso
iativitéentre les 
onstru
teurs → et ⇒ :

(T → S)⇒ T ′ =asso
⇒→ T → (S ⇒ T ′)Même si nous avons motivé 
ette équivalen
e d'un point de vue opérationnel (préser-vation du type), elle peut toujours paraître surprenante d'un point de vue logique : nousavons 
ommen
é par prendre du re
ul par rapport à la logique 
lassique en 
her
hant unnouveau système de types plus adapté au 
al
ul Λµ et maintenant nous introduisons enplus une relation d'équivalen
e sur les types qui, toute justi�ée qu'elle soit opérationnel-lement, n'a pas de sens logique 
lairement dé�ni. Est-
e bien né
essaire ? Cela a-t-il dusens ? La �logique du Λµ-
al
ul� n'est pas en
ore 
omplètement 
omprise, mais nous mo-tiverons tout de même dans la suite 
ette règle d'asso
iativité d'un point de vue logiqueen se
tion 6.4.3.6.4. Streams simplement typées : ΛS6.4.1 Pré-types et typesNous dé�nissons maintenant formellement le système de typage ΛS pour le Λµ-
al
ul.Dé�nition 6.3 (ΛS pré-types)Les pré-types sont produits par la grammaire suivante :Pré-types de terme : T , A,B, . . . ::= oi | A→ B | S ⇒ TPré-types de stream : S, P,Q, . . . ::= σi | T → S | ⊥

oi et σi sont respe
tivement des variables de type de terme et de stream. Le type
A1 → A2 → · · · → An → σ est don
 le type d'une stream qui 
ontient au moins n éléments.Nous 
onservons la 
onstante ⊥ dans le 
al
ul davantage pour des raisons de tradition quepar
e qu'elle est véritablement utile : le type ⊥ peut être vu 
omme une variable de typede stream distinguée4. Elle pourra tout de même être utilisée pour désigner la stream vide.On aurait pu 
hoisir de la retirer du système et 
onserver les mêmes résultats, 
omme nous3Cette règle avait en fait été brièvement 
onsidérée en 1993 par Parigot [Par93℄, sans qu'elle soit 
onsidé-rée dans plus de détails. On se rappellera en revan
he qu'elle a également été 
onsidérée plus sérieusementpar Ong [Ong96℄, voir le 
hapitre 3, page 85.4On peut également la voir 
omme une variable de type qui ne peut être substituée par d'autres types.126



V arT
Γ, x : T ⊢ x : T |∆

Γ ⊢ t : T |∆ ≡fst (pourvu que T ≡fst T ′)
Γ ⊢ t : T ′|∆

Γ, x : T ⊢ t : T ′|∆
AbsT

Γ ⊢ λxT .t : T → T ′|∆
Γ ⊢ t : T → T ′|∆ Γ ⊢ u : T |∆

AppT
Γ ⊢ (t)u : T ′|∆

Γ ⊢ t : T |∆, α : S
AbsS

Γ ⊢ µαS .t : S ⇒ T |∆
Γ ⊢ t : S ⇒ T |∆, α : S

AppS
Γ ⊢ (t)α : T |∆, α : SFig. 6.1 � ΛS : un système de typage pour le Λµ-
al
ul.le ferons dans le 
hapitre 7. On notera tout de même l'utilité de disposer de 
ette variablelorsque l'on étudiera les relations entre la λµ-typabilité et la ΛS -typabilité.Dé�nition 6.4 (≡fst)

≡fst est une 
ongruen
e sur les pré-types qui est la 
l�ture symétrique, ré�exive ettransitive de la relation ≻fst dé�nie par :
(T → S)⇒ T ′ ≻fst T → (S ⇒ T ′)Les types de ΛS sont toujours 
onsidérés modulo 
ette relation de 
ongruen
e :Dé�nition 6.5 (ΛS types)Un ΛS -type est une 
lasse d'équivalen
e pour ≡fst.Le Λµ-
al
ul typé est étudié dans un système à la Chur
h, 
'est-à-dire que la syntaxedes Λµ-termes typés est 
omme suit :Dé�nition 6.6 (Λµ-
al
ul typé)Les Λµ-termes typés sont donnés par la syntaxe suivante :
t ::= x | λxT .t | (t)u | µαS .t | (t)α.On montre en �gure 6.1 le système de typage ΛS pour le Λµ-
al
ul. Dans 
e systèmede typage, on travaillera ave
 des pré-types et une règle de 
onversion expli
ite permettantde passer d'un pré-type à un autre pré-type qui lui est équivalent. Même si la plupartdes résultats seront énon
és pour les types vus 
omme 
lasses d'équivalen
e, il pourraarriver qu'il soit plus pratique d'énon
er un théorème en utilisant un représentant de la
lasse d'équivalen
e. Dans 
e 
as, on le fera sans le mentionner si 
ela n'introduit pasd'ambiguïté.6.4.2 Règles de rédu
tion typéesLa règle fst est une règle d'expansion et doit don
 être traitée ave
 attention si l'onsouhaite avoir la préservation du type et la normalisation forte dans ΛS . Dans le 
astypé, nous demanderons, pour pouvoir appliquer la règle fst à t, que le terme ait un typereprésenté par un pré-type de la forme (T1 → S)⇒ T2.Cela peut sembler surprenant et très restri
tif dans le sens où 
ela a�aiblit beau
oup larègle fst et les 
as où elle peut être appliquée, mais en fait il n'en est rien : 
ette 
ontrainte127



est similaire à la 
ondition sur l'appli
ation de l'η-expansion dans le λ-
al
ul simplementtypé et sur la fst -rédu
tion dans la se
tion 6.2, et 
ette restri
tion est né
essaire poursatisfaire la préservation du type en présen
e d'une règle d'expansion.Nous imposons la même 
ontrainte à la règle fst dans le 
adre de ΛS , à l'ex
eption dufait que notre 
ontrainte porte maintenant sur le type de la stream qui est abstraite et nonpas sur le type du terme tout entier :Dé�nition 6.7 (fst→-rédu
tion)La rédu
tion fst→ est dé�nie 
omme une restri
tion de la fst-rédu
tion aux Λµ-termestypés 
omme suit :
µαA→S .t −→fst→ λxAµβS .t {(u)xβ/(u)α}Dé�nition 6.8 (Λµ→)Le système de rédu
tion Λµ→ est le système de rédu
tion sur les Λµ-termes typés dans

ΛS 
onstitué de la règle fst→ et du sous-système de −→Λµ, βη.On peut noter que fst→ est une rédu
tion intermédiaire entre fst et fst− :Proposition 6.9Soient t, u deux Λµ-termes typés. Les impli
ations suivantes sont véri�ées :
t −→fst− u ⇒ t −→fst→ u ⇒ t −→fst uLes impli
ations ré
iproques ne sont pas véri�ées.Démonstration :� t −→fst→ u ⇒ t −→fst u est évidente ;� t −→fst− u ⇒ t −→fst→ u se prouve en remarquant que si t −→fst− u, alorssoit la µ-abstra
tion qui se voit appliquer la fst-rédu
tion était de la forme :

(µαS .t)u, soit la variable de stream α abstraite par 
e µ avait une o

urren
edans un sous-terme de la forme (λxT .t)α. Les 
ontraintes de typabilité im-pliquent que dans le premier 
as, le type de µαS .t, de la forme S ⇒ T doitêtre ≡fst-équivalent à un type T ′ → T ′′ 
e qui implique que S est de la forme
T ′ → S′ et don
 que fst→ est appli
able. De même, dans le se
ond 
as, les
ontraintes de typabilité impliquent que le sous-terme λx.t, de type T → T ′soit≡fst-équivalent à un type S ⇒ T ′′ 
e qui implique que S soit≡fst-équivalentà T → S′ ave
 S′ ⇒ T ′′ ≡fst T ′ et don
 que fst→ est appli
able.

�6.4.3 De ⇒ à O : la logique de ΛSContrairement à 
e que la notation ⇒ peut laisser penser, il n'y a pas de dualité àl'÷uvre ave
 
e 
onne
teur.L'équivalen
e ≡fst : (T → S) ⇒ T ′ ≡fst T → (S ⇒ T ′) devient, si on se rappelle quele 
onne
teur → à droite de ≡fst peut être interprété 
omme ?(_)⊥ O _ :
(T → S)⇒ T ′ ≡fst ? T ⊥ O (S ⇒ T ′)On peut alors penser à interpréter de la même manière le 
onne
teur → à gau
he de

≡fst obtenant :
(? T ⊥ O S)⇒ T ′ ≡fst ? T ⊥ O (S ⇒ T ′)128



Ce qui permet de retrouver une règle d'asso
iativité, qui est maintenant une asso
ia-tivité entre ⇒ et le 
onne
teur O. On est don
 tenté d'interpréter ⇒ 
omme un autre
onne
teur O, l'asso
iativité ne devenant plus qu'une asso
iativité entre deux O. La règle
AbsS est d'ailleurs bien en a

ord ave
 
ette interprétation. L'équivalen
e ≡fst est don
simplement une propriété d'asso
iativité du O qui est parfaitement 
orre
te logiquement :

(? T ⊥ O S) O T ≡assoc ? T ⊥ O (S O T ).Nous détaillerons 
ette interprétation des types de ΛS dans le 
hapitre 7 où nous présen-terons une tradu
tion du Λµ-
al
ul dans (une sorte de) réseaux de démonstration polarisés.6.5. Relations ave
 le système de types de λµt̂pHerbelin et Ghilezan [HG08℄ ont introduit ré
emment un 
al
ul λµt̂p en appel parnom qui étend le λµ-
al
ul de Parigot ave
 une variable spé
iale, t̂p, dynamiquement liée,qui permet de modéliser les 
ontinuations délimitées (le λµt̂p-
al
ul en appel par valeura d'abord été introduit par Ariola et al. [AHS07℄). En étudiant le 
al
ul en appel parnom [HG08℄, ils ont établi que λµt̂p est un 
al
ul très pro
he du Λµ-
al
ul et ont introduitun système de typage pour 
e 
al
ul qui est lui-même très lié à ΛS bien qu'introduitindépendamment.Nous nous intéressons dans 
ette se
tion aux liens entre Λµ et son système de type ΛSd'une part et le λµt̂p-
al
ul de Herbelin et Ghilezan d'autre part. On rappelle les résultatsde Herbelin et Ghilezan à propos des liens entre Λµ et λµt̂p avant de dis
uter les di�éren
esentre les deux appro
hes.Dé�nition 6.10 (λµt̂p-termes [HG08℄)Les termes de λµt̂p (t, u, · · · ∈ Σλµ btp) sont donnés par la syntaxe suivante :
t, u ::= x | λx. t | (t)u | µq.c
c ::= [q]t
q ::= α | t̂pLe 
al
ul λµt̂p est présenté par un ensemble de règles de rédu
tion et une théorieéquationnelle.Dé�nition 6.11 (Rédu
tion de λµt̂p [HG08℄)Le système de rédu
tion de λµt̂p est donné par les règles de rédu
tion suivantes :

(λx. t) u −→β t {u/x}
(µα. c) t −→µ µα.c {[α](u)t/[α]u}
[β]µα.c −→µn

var
c {β/α}

µt̂p.[t̂p]t −→ηn
btp t même si t̂p apparaît libre dans t
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Π(_) : Λµ 7−→ λµt̂p Σ(_) : λµt̂p 7→ Λµ

Π(x) , x

Π(λx.t) , λx.Π(t)

Π((t)u) , (Π(t))Π(u)

Π(µα.t) , µα.[t̂p]Π(t)

Π((t)α) , µt̂p.[α]Π(t)

Σ(x) , x

Σ(λx.t) , λx.Σ(t)

Σ((t)u) , (Σ(t))Σ(u)

Σ(µα.[β]t) , µα.(Σ(t))β

Σ(µα.[t̂p]t) , µα.(Σ(t))

Σ(µt̂p.[α]t) , (Σ(t))α

Σ(µt̂p.[t̂p]t) , Σ(t)Fig. 6.2 � Tradu
tions entre Λµ et λµt̂p [HG08℄.Dé�nition 6.12 (Théorie équationnelle de λµt̂p [HG08℄)La théorie équationnelle est donnée par les équations suivantes :
(λx. t) u =β t {u/x}
[β](µα. c)t1 . . . tk =µn c {[β](u)t1 . . . tk/[α]u}
µα.[α]t =ηµ t si α n'est pas libre dans t
λx.(t)x =η t si x n'est pas libre dans t[t̂p]µt̂p.c =µbtp c

µt̂p.[t̂p]t =ηn
btp t même si t̂p apparaît libre dans tLes théories équationnelles de Λµ et de λµt̂p se 
orrespondent via les tradu
tions dé�niesen �gure 6.2 :Proposition 6.13 (Correspondan
e équationnelle entre Λµ et λµt̂p [HG08℄)Soient t, u ∈ ΣΛµ, t′, u′ ∈ Σλµ btp. On a :� Si t =Λµ u alors Π(t) =λµ btp Π(u) ;� Si t =λµ btp u alors Σ(t) =Λµ Σ(u) ;� Σ(Π(t)) est syntaxiquement égal à t ;� Π(Σ(t′)) =µbtp t′.On peut maintenant étudier le système de types simples de λµt̂p. Les jugements detypage de λµt̂p sont dé�nis 
i-dessous tandis que le système de types lui-même est présentéen �gure 6.3.Dé�nition 6.14 (Jugements de typage de λµt̂p [HG08℄)Les jugements de typage de λµt̂p sont donnés 
i-dessous :

A,B ::= oi | AΣ → B
Σ ::= ⊥ | A · Σ

x1 : A1
Σ1
, . . . , xk : Ak

Σk
⊢Σ t : A|α1 : B1, . . . , αl : BlLes jugements de typage de λµt̂p ont don
 une forme di�érente des jugements de typagede ΛS : il y a une annotation des ⊢ par des listes de type, de même que les 
omposantesde gau
he des → sont annotées. 130



Γ, x : AΣ ⊢Σ x : A|∆

Γ, x : AΣ ⊢Ξ t : B|∆
Γ ⊢Ξ λx.t : (AΣ → B)|∆

Γ ⊢Ξ t : (AΣ → B)|∆ Γ ⊢Σ u : A|∆
Γ ⊢Ξ (t)u : B|∆

Γ ⊢Σ c : ⊥|∆, α :A

Γ ⊢Σ µα.c : A|∆
Γ ⊢A·Σ c : ⊥|∆

Γ ⊢Σ µt̂p.c : A|∆

Γ ⊢Σ t : A|∆, α : A

Γ ⊢Σ [α]t : ⊥|∆, α : A

Γ ⊢Σ t : A|∆
Γ ⊢A·Σ [t̂p]t : ⊥|∆Fig. 6.3 � Système de types simples pour λµt̂p.On peut faire la 
onne
tion suivante entre les types de ΛS et de λµt̂p : dans un jugementde la forme x1 : A1

Σ1
, . . . , xk : Ak

Σk
⊢Σ t : A|α1 : B1, . . . , αl : Bl, les variables de termes xide type Ai

Σi
se verront attribuer un type τ(Ai · Σi), le terme t se verra attribuer un type

τ(A · Σ) tandis que les variables de stream αi re
evront un type σ(Bi) où τ(Σ) et σ(B)sont dé�nis 
omme suit :Dé�nition 6.15 (τ(Σ), σ(B))� τ(⊥) = o ;� τ(A · Σ) = σ(A)⇒ τ(Σ) ;� σ(oi) = oi → ⊥ ;� σ(AΣ → B) = τ(A · Σ)→ σ(B).On véri�e simplement que les images de τ sont des (pré-)types de terme tandis que lesimages de σ sont des (pré-)types de stream et que les règles de typage de λµt̂p 
orrespondentbien aux règles de ΛS , le r�le de l'asso
iativité étant joué lors de la règle pour typer la
λ-abstra
tion et la λ-appli
ation puisque la pile de type annotant le ⊢ n'est pas prise en
ompte dans la 
onstru
tion de type, 
'est-à-dire, en termes de ΛS , qu'on 
onstruit la �è
he
→ �sous� le 
onstru
teur ⇒.C'est ainsi le fait que dans λµt̂p, on ait un type prin
ipal et une annotation du ⊢ quipermet à Herbelin et Ghilezan d'éviter d'avoir une règle de 
onversion ou une relationd'équivalen
e sur les types.On voit ainsi que le 
onstru
teur de piles de type de λµt̂p n'est rien d'autre que le
onstru
teur de types ⇒ de ΛS de même que l'opération de mise en indi
e A ·Σ et que lestypes de terme sont simplement des types de stream (on rajoute un ⊥ �nal, pour que 
elase 
onforme à la syntaxe de stream de ΛS mais 
e n'est pas essentiel).Cette se
tion montre en parti
ulier que le Λµ-
al
ul peut 
apturer les 
ontinuationsdélimitées, en appel par nom [HG08℄, qui forment un ensemble d'opérateurs de 
ontr�leplus �ns et plus expressifs que 
eux 
apturés par le λµ-
al
ul de Parigot. On reviendra sur
e point en présentant une ma
hine abstraite pour Λµ en se
tion 8.3.2.6.6. Propriétés de ΛS 131



6.6.1 ΛS type davantage de termes que le système λµ de ParigotDans 
ette se
tion, on montre que ΛS peut typer tous les λµ-termes typables et onexpli
ite la relation entre les types de λµ et 
eux de Λµ :Théorème 6.16Soit t ∈ Σλµ. S'il existe Γ,∆ et A tels que Γ ⊢λµ t : A|∆, alors il existe ΓSt ,∆
S
t et ASttels que ΓSt ⊢ΛS t : ASt |∆St .Dé�nition 6.17On 
onsidère o⊥ une variable de type de terme spé
iale et on dé�nit les deux transfor-mations suivantes sur des types du λµ-
al
ul de Parigot dans les pré-types de ΛS .(i) Pré-types de terme :� (o)T = (o→ ⊥)⇒ o⊥ ;� (A→ B)T = AT → BT .(ii) Pré-types de stream :� (o)S = o→ ⊥ ;� (A→ B)S = AT → BS .Proposition 6.18Étant donné un type simple A, alors AT ≡fst AS ⇒ o⊥.Démonstration : On a les égalités suivantes :

(i) oS ⇒ o⊥ = (o→ ⊥)⇒ o⊥
= oT

(ii) (A→ B)S ⇒ o⊥ = (AT → BS)⇒ o⊥
≡fst AT → (BS ⇒ o⊥)
= AT → BT

= (A→ B)T �On prouve maintenant le théorème :Démonstration du théorème 6.16 : Le résultat est démontré par indu
tion sur une λµ-dérivation de typage du terme t.Un jugement de typage du λµ-
al
ul (xi : Ai)i∈I ⊢ t : C|(αj : Bj)j∈J se traduiten un jugement de la forme : (xi : Ai
T )i∈I ⊢ t : CT |(αj : Bj

S)j∈J . On a don
 :� V arT
Γ, x : A ⊢λµ x : A|∆ est transformé en

V arT
ΓT , x : AT ⊢ΛS

x : AT |∆S� Γ, x : A ⊢λµ t : B|∆
λ-Abs

Γ ⊢λµ λx
A.t : A→ B|∆

est transformé en
ΓT , x : AT ⊢ΛS

t : BT |∆S
λ-Abs

ΓT ⊢ΛS
λxAT

.t : (A→ B)T |∆S� Γ ⊢λµ t : A→ B|∆ Γ ⊢λµ u : A|∆
λ-App

Γ ⊢λµ (t)u : B|∆
est transformé en

ΓT ⊢ΛS
t : (A→ B)T |∆S ΓT ⊢ΛS

u : AT |∆S
λ-App

ΓT ⊢ΛS
(t)u : BT |∆S132



V arT
x : Tx ⊢ x : Tx|

V arT
y : AS ⇒ o⊥ ⊢ y : AS ⇒ o⊥|

AppS
y : AS ⇒ o⊥ ⊢ (y)α : o⊥|α : AS

AbsS
y : AS ⇒ o⊥ ⊢ µβ.(y)α : BS ⇒ o⊥|α : AS

AbsT⊢ λy.µβ.(y)α : (AS ⇒ o⊥)→ (BS ⇒ o⊥)|α : AS
AppT

x : ((AS ⇒ o⊥)→ (BS ⇒ o⊥))→ (AS ⇒ o⊥) ⊢ (x)λy.µβ.(y)α : AS ⇒ o⊥|α : AS
AppS

x : ((AS ⇒ o⊥)→ (BS ⇒ o⊥))→ (AS ⇒ o⊥) ⊢ ((x)λy.µβ.(y)α)α : o⊥|α : AS
AbsS

x : ((AS ⇒ o⊥)→ (BS ⇒ o⊥))→ (AS ⇒ o⊥) ⊢ µα.((x)λy.µβ.(y)α)α : AS ⇒ o⊥|
AbsT⊢ 
all/

 : (((AS ⇒ o⊥)→ (BS ⇒ o⊥))→ (AS ⇒ o⊥))→ (AS ⇒ o⊥)|ave
 Tx = ((AS ⇒ o⊥)→ (BS ⇒ o⊥))→ (AS ⇒ o⊥).Fig. 6.4 � Dérivation de typage pour 
all/

 dans ΛS .� Γ ⊢λµ t : B|∆, α : A

µ
Γ ⊢λµ µα

A(t)β : A|(∆, β : B) \ α : A
est transformé en

ΓT ⊢ΛS
t : BT |∆S , α : AS , β : BS

AppS
ΓT ⊢ΛS

(t)β : o⊥|∆S , α : AS , β : BS
AbsS

ΓT ⊢ΛS
µαAS

.(t)β : AS ⇒ o⊥|(∆S , β : BS) \ASLa proposition pré
édente est su�sante pour assurer que la dérivation obtenueen appliquant 
es règles est en e�et une dérivation de typage de ΛS .
�Remarque 6.19Le théorème pré
édent permet de 
omprendre plus pré
isément quelles sont les limita-tions du λµ-
al
ul de Parigot s'agissant de la �exibilité du Λµ-
al
ul : les images des

λµ-termes n'ont jamais besoin d'assigner un type de la forme S1 ⇒ (S2 ⇒ A).Remarque 6.20La propriété pré
édente ne serait pas vraie si on l'énonçait à propos du système detypage 
lassique présenté au début du 
hapitre, 
'est-à-dire si on fait la 
omparaisonave
 l'ensemble des termes de ΣΛµ. Par exemple, le terme t = λx, y, z.((z)(y)x)(y)(x)αpeut, dans le système de la dé�nition 6.2, être typé ave
 le type ⊥ → (⊥ → A)→ (A→
A → B) → B ave
 α re
evant le type ⊥. Pourtant 
e terme ne peut pas être typé en
ΛS : dans ΛS , x et (x)α ne pourraient pas avoir le même type alors qu'ils sont tous lesdeux arguments du même terme y dans t.En fait, 
ette restri
tion n'est pas surprenante puisque le système de typage de ladé�nition 6.2 suppose que l'on donne le même type ⊥ à tous les termes de la forme
(t)α.Typer 
all/

 dans ΛS . L'en
odage du 
all/

 en Λµ-
al
ul est le terme :

λx.µα.((x)λy.µβ.(y)α)α.Dans le système de types 
lassique de la dé�nition 6.2, 
e terme est typé par la Loi dePeir
e : ((A→ B)→ A)→ A. Dans ΛS , le 
all/

 peut re
evoir le type (((AS ⇒ o⊥)→
(BS ⇒ o⊥)) → (AS ⇒ o⊥)) → (AS ⇒ o⊥) 
omme montré par la dérivation de typage de133



la �gure 6.4. On peut noter que la stru
ture de la Loi de Peir
e se retrouve au niveau destypes de stream (remarquer l'alternan
e des types AS et BS).6.6.2 Préservation du typeDans 
ette se
tion, on prouve que le Λµ-
al
ul typé satisfait la préservation du type.La propriété de préservation du type dépend de trois lemmes montrant que le type estpréservé par substitution si la substitution respe
te les 
ontraintes de typage. On a unlemme pour la substitution de βT , un lemme pour 
elle de βS et en�n un lemme indiquantque la substitution de la fst -rédu
tion préserve également le type :Lemme 6.21 (Préservation du type par substitution t {u/x})Si Γ, x : A ⊢ t : B|∆ et Γ ⊢ u : C|∆ ave
 A ≡fst C, alors Γ ⊢ t {u/x} : D|∆ ave

B ≡fst D.Lemme 6.22 (Préservation du type par substitution t {β/α})Si Γ ⊢ t : A|∆, α : S, β : S ′ ave
 S ≡fst S ′ alors Γ ⊢ t {β/α} : C|∆, β : S ′ ave

A ≡fst C.Lemme 6.23 (Préservation du type par substitution t {(u)xβ/(u)α})Si Γ ⊢ t : A|∆, α : B → S alors Γ, x : C ⊢ t {(u)xβ/(u)α} : D|∆, β : S ′ ave
 B ≡fst C,
S ≡fst S ′ et A ≡fst DDémonstration : Les trois lemmes se démontrent par une indu
tion simple sur la stru
turedu terme t auquel s'applique la substitution.

�Théorème 6.24 (Préservation du type)La rédu
tion des Λµ-termes typés préserve le type : soient t, u ∈ Λµ, si on peut dériver
Γ ⊢ t : A|∆ et si t −→⋆

Λµ→ u alors on peut dériver Γ ⊢ u : A|∆.Démonstration : On raisonne par indu
tion sur la longueur d'une dérivation de t à u et par
as sur la première règle de rédu
tion appliquée.
�6.6.3 Normalisation forteFinalement, on démontre la propriété essentielle qu'est la normalisation forte : il n'y apas de rédu
tion in�nie dans Λµ→ :Théorème 6.25 (Le Λµ-
al
ul est fortement normalisant)Soit t un terme bien typé dans ΛS . Il n'y a au
une rédu
tion in�nie à partir de t.Le théorème se démontre grâ
e à une méthode inspirée de l'une des preuves donnéespar Parigot dans [Par97℄ pour démontrer la normalisation forte du λµ-
al
ul simplementtypé. La méthode 
onsiste à exhiber une tradu
tion des Λµ-termes typés dans le λ-
al
ulsimplement typé et à déduire la normalisation forte du Λµ-
al
ul typé de 
elle du λ-
al
ultypé.On 
ommen
e par donner une tradu
tion des types de ΛS dans les types simples :134



Dé�nition 6.26On enri
hit d'abord l'ensemble de variables de type du λ-
al
ul simplement typé : à
haque variable de type de stream σ, on asso
ie une nouvelle variable de type simpleégalement appelée σ. En outre, on ajoute une nouvelle variable σ⊥. La tradu
tionasso
ie à 
haque pré-type de ΛS un type simple du λ-
al
ul de la manière suivante :� |oi| = oi si oi est une variable de type de terme.� |T1 → T2| = |T1| → |T2|� |(T1 → S)⇒ T2| = |T1| → |S ⇒ T2|� |σi ⇒ T | = σi → |T |� |⊥ ⇒ T | = σ⊥ → |T |Cette tradu
tion dé�nit en fait une tradu
tion des types de ΛS dans les types simplespuisque tous les pré-types d'une même 
lasse seront envoyés sur le même type simple :Proposition 6.27Si T1 ≡fst T2, alors |T1| = |T2|.On traduit maintenant les Λµ-termes typés en λ-termes :Dé�nition 6.28Pour toute variable de stream α, on 
onsidère de nouvelles variables du λ-
al
ul :
α1, . . . , αn, . . . La tradu
tion est alors dé�nie 
omme suit :

⌈x⌉ΛS = x

⌈λxA.t⌉ΛS = λx|A|.⌈t⌉ΛS

⌈(t)u⌉ΛS = (⌈t⌉ΛS )⌈u⌉ΛS

⌈µαA1→...An→σ.t⌉ΛS = λα1
|A1|. . . . λαn

|An|.λαn+1
|σ|.⌈t⌉ΛS

⌈(t)α⌉ΛS = (⌈t⌉ΛS )α1 . . . αn+1 si α est de type A1 → . . . An → σoù σ est soit une variable de type de stream soit ⊥.Il est à nouveau évident que la tradu
tion ne dépend pas des représentants des ΛS -types
onsidérés, de telle sorte que l'on a :Proposition 6.29Si t est un Λµ-terme bien typé, alors ⌈t⌉ΛS est un λ-terme simplement typé.Démonstration : Il s'agit d'une indu
tion fa
ile sur la stru
ture d'une dérivation de typagede t :� les étapes de ≡fst disparaissent,� AbsT (resp. AppT ) est renommé en →-intro (resp. →-elim) et� AbsS (resp. AppS) est rempla
é par n+ 1 étapes de →-intro (resp. →-elim) si
n est l'arité du type de stream.
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Proposition 6.30 (Simulation)Étant donnés deux Λµ-termes t et u, on a les faits suivants :� Si t −→fst→ u alors ⌈t⌉ΛS = ⌈u⌉ΛS� Si t −→βT
u alors ⌈t⌉ΛS −→β ⌈u⌉ΛS� Si t −→ηT
u alors ⌈t⌉ΛS −→η ⌈u⌉ΛS� Si t −→βS
u alors ⌈t⌉ΛS −→+

β ⌈u⌉ΛS� Si t −→ηS
u alors ⌈t⌉ΛS −→+

η ⌈u⌉ΛSDémonstration : La preuve ne présente pas de di�
ulté.
�Remarque 6.31On peut en fait être plus pré
is et relier le nombre n de β ou η rédu
tions né
essairespour simuler une étape de βS ou de ηS à l'arité du type de la variable de stream quiest en jeu dans la rédu
tion : il s'agit de n = arité(S) + 1.Remarque 6.32On notera que les tradu
tions que l'on a 
hoisies pour les 
onstru
tions µα.t et (t)αétaient 
ru
iales pour avoir la simulation de βS et ηS par la 
l�ture transitive et non-ré�exive βη, 
e qui simpli�era la preuve de normalisation forte dans la suite.Proposition 6.33 (fst→ termine)Soit t un Λµ-terme typé. Il n'y a pas de fst→-dérivation in�nie à partir de t.Démonstration : On prouve 
ela fa
ilement par
e qu'à 
haque étape de rédu
tion de fst→,l'arité du type d'une 
ertaine variable de stream (
elle à laquelle on applique la règle)dé
roît. Cela assure la terminaison de fst→.
�Proposition 6.34 (⌈_⌉ΛS augmente les longueurs de rédu
tion)Si t −→⋆

Λµ→ u ave
 m étapes de βη-rédu
tion, alors il existe une βη-rédu
tion de ⌈t⌉ΛSà ⌈u⌉ΛS en au moins m étapes de rédu
tion.Remarque 6.35Dans la proposition pré
édente, le nombre de rédu
tions fst→ n'est pas pris en 
ompte.On peut �nalement prouver la normalisation forte du Λµ-
al
ul typé :Démonstration du théorème 6.25 : Supposons qu'il existe une suite de rédu
tions typéesin�niment longue à partir d'un Λµ-terme typé t : δ = (ti)i≥0 ave
 t = t0 et ti −→Λµ→

ti+1.Cette suite de rédu
tions 
ontient seulement un nombre �ni d'étapes de βη-rédu
tions d'après la proposition 6.34 : autrement, nous obtiendrions une suite in�-nie de βη-rédu
tions à partir de ⌈t⌉ΛS dans le λ-
al
ul simplement typé, 
e qui estimpossible.Il existe don
 un entier n0 tel que toutes les rédu
tions de δ à partir de tn0
−→fst→

tn0+1 sont des rédu
tions −→fst→ . Par 
onséquent, si δ était une séquen
e in�nie, nousaurions une rédu
tion fst→ in�nie à partir de tn0
, 
e qui 
ontredit la terminaison defst→ que nous assure la proposition 6.33.Finalement, on peut 
on
lure que le Λµ-
al
ul typé est fortement normalisant.
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Γ ⊢Λµ2 t : A|∆ ave
 XT 6∈ FV (Γ,∆)
∀t − i

Γ ⊢Λµ2 t : ∀tXT .A|∆
Γ ⊢Λµ2 t : ∀tXT .A|∆ ∀t − e

Γ ⊢Λµ2 t : A {B/XT } |∆

Γ ⊢Λµ2 t : A|∆ ave
 YS 6∈ FV (Γ,∆)
∀s − i

Γ ⊢Λµ2 t : ∀sYS .A|∆
Γ ⊢Λµ2 t : ∀sYS .A|∆ ∀s − e

Γ ⊢Λµ2 t : A {P/YS} |∆Fig. 6.5 � Règles de typage de la quanti�
ation pour le Λµ-
al
ul du se
ond ordre.La preuve de normalisation forte pour ΛS montre à la fois que le système ΛS estsatisfaisant tout en mettant à jour 
ertaines de ses limites : 
omme le λµ-
al
ul simplementtypé, le Λµ-
al
ul simplement typé peut se plonger dans le λ-
al
ul simplement typé.On propose dans la suite un système du se
ond ordre pour le Λµ-
al
ul.6.6.4 Vers le se
ond ordreNous terminons 
e 
hapitre en présentant un système F [Gir72, Gir86℄ pour ΛS dansune présentation à la Curry [Kri90℄. Ce système in
orpore une quanti�
ation sur les typesde terme, ∀t, et une quanti�
ation sur les types de stream, ∀s.Dé�nition 6.36 (Λµ-
al
ul du se
ond-ordre)Le Λµ-
al
ul du se
ond ordre est dé�ni 
omme suit :� Pré-Types (de terme et de stream) :
T , A,B, . . . ::= oi | XT | A→ B | S ⇒ T | ∀tXT .A | ∀sYS .A
S, P,Q, . . . ::= σi | YS | T → S | ⊥� Types : il s'agit des 
lasses d'équivalen
e de pré-types modulo ≡fst� Termes :

t ::= x | λx.t | (t)u | µα.t | (t)α.Les nouvelles règles de typage pour le Λµ-
al
ul du se
ond ordre sont données en �-gure 6.5.Exemple de polymorphisme. On peut ainsi typer un terme 
omme :
t = µα.λx.(x)αave
 le type ∀sYS .YS ⇒ (YS ⇒ XT )→ XTOn peut pla
er t dans le 
ontexte C1 = ([])yαλx.x en instan
iant YS par XT → YS oudans le 
ontexte Cu

2 = ([])yzαu où u peut prendre les valeurs λy, z.µα.y ou λy, z.µα.z eninstan
iant YS par XT → XT → YS .6.6.5 Formes fstη-longuesOn dé�nit dans 
ette se
tion une notion de formes fstη-longues qui sont, pour le Λµ-
al
ul simplement typé, l'équivalent des formes normales η-longues du λ-
al
ul simplementtypé pour le Λµ-
al
ul. 137



Dé�nition 6.37 (Forme fstη-longue)Soit t un Λµ-terme typé ne 
ontenant pas de pré-redex (don
 en forme normale pour
βfst−) de type S1 ⇒ S2 ⇒ . . . Sm ⇒ A1 → . . . An → o.On dé�nit la tradu
tion [t]fstηℓ 
omme suit :

[
λxA.u

]fstηℓ

abs
= λxA.[u]fstηℓ

abs[
µαS1.u

]fstηℓ

abs
= λxα

1
B1 . . . λxα

n
Bn .µασ .[u]fstηℓ

abs si S1 = B1 → . . . Bn → σ

[t]fstηℓ
abs = [µαS11 . . . µαSm

m λxA1
1 . . . λxAn

n . si t = x, (u)v ou (u)β et
(t)α1 . . . αmx1 . . . xn]fstηℓ

abs si (m,n) 6= (0, 0)

[t]fstηℓ
abs = [t]fstηℓ

app si m = n = 0 (ie. t de type o)
[t]fstηℓ

app = [t]fstηℓ
abs si t = λx.u ou t = µα.u

[(u)v]fstηℓ
app = ([u]fstηℓ

app )[v]fstηℓ
abs

[(u)α]fstηℓ
app = ([u]fstηℓ

app )[xα
1 ]fstηℓ

abs . . . [xα
n]fstηℓ

abs α si u : (B1 → . . . Bn → σ)⇒ T
[x]fstηℓ

app = x6.7. Con
lusionNous avons introduit un système de types pour le Λµ-
al
ul qui, s'il s'éloigne de la
orrespondan
e ave
 la logique 
lassique, permet de typer des termes de Λµ qui ne seraientpas typables en logique 
lassique et qui sont pourtant essentiels au bon déroulement dela preuve de séparation du 
hapitre 4, 
'est-à-dire qu'ils manifestent des 
omportements
al
ulatoires propres au Λµ-
al
ul et que l'on ne trouvait pas en λµ-
al
ul.Ce système de types simples, qui renfor
e l'interprétation de streams déjà évoquéelorsque nous avons introduit le Λµ-
al
ul, a de bonnes propriétés (préservation du type etnormalisation forte) et s'étend naturellement au se
ond ordre. On notera également le lientrès étroit entre le Λµ-
al
ul et le λµt̂p-
al
ul de Herbelin et Ghilezan [HG08℄ qui permetune analyse du 
ontr�le délimité en appel par nom.Le système ΛS repose sur une règle d'asso
iativité entre 
onstru
teurs de type de termeet de type de stream. Nous avons fait dans 
e 
hapitre un parallèle informel entre l'asso
ia-tivité de 
es deux 
onstru
teurs et l'asso
iativité entre un O et le 
onne
teur ?(_)⊥ O _.Nous développerons 
ette analogie au 
ours du 
hapitre suivant en dé�nissant un systèmede réseaux qui étend les réseaux MELL dont nous étudierons la dynamique propre et dontnous montrerons qu'ils permettent d'en
oder et de simuler Λµ.
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Chapitre 7Une analyse du Λµ-
al
ul via desréseaux Résumé:Nous étudions dans 
e 
hapitre le Λµ-
al
ul via un en
odage dans une 
lasse parti-
ulière de réseaux, les Streams Asso
iative Nets (SANE). On 
ommen
e par dé�nir lesSANE, qui sont des réseaux intermédiaires entre les réseaux usuels deMELL [Gir87a℄et les réseaux polarisés de Laurent [Lau02℄. La 
onnexion entre les réseaux MELL etles réseaux polarisés provient de l'asso
iativité déjà mentionnée qui sera i
i une véri-table asso
iativité entre deux sortes de 
onne
teurs O. Nous étudions les propriétésde la rédu
tion des réseaux SANE qui est notamment 
on�uente et nous en
odons le
Λµ-
al
ul pur ave
 un pro
édé similaire à 
elui qui permet d'en
oder le λ-
al
ul purdans les réseaux MELL ; 
et en
odage nous permet d'obtenir un résultat de simula-tion du Λµ-
al
ul par les SANE. Nous prouvons en�n un résultat de séparation pourles réseaux SANE.Référen
es. Ce 
hapitre développe les résultats du rapport de re
her
he Streamasso
iative nets and Λµ-
al
ulus [PS08℄ rédigé en 
ollaboration ave
 Mi
hele Pagani.Sommaire7.1 Des réseaux pour le Λµ-
al
ul . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1407.1.1 Formules pour les SANE . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1407.1.2 Dé�nition des réseaux SANE . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1417.1.3 Règles de réé
riture . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1437.1.4 Critère de 
orre
tion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1507.1.5 Simulation du Λµ-
al
ul par les SANE . . . . . . . . . . . . . . . 1527.2 Un théorème de Séparation pour les SANE . . . . . . . . . . . 1567.3 Remarques 
on
lusives . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 168
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Remarque liminaire : Le 
ontenu de 
e 
hapitre est le fruit d'une 
ollaborationave
 Mi
hele Pagani. Certains résultats ont don
 été établis en 
ommun, d'autres ontété établis par Pagani et d'autres, en�n, par l'auteur de 
ette thèse. Lorsqu'un résultatdu rapport de re
her
he [PS08℄ est important pour le développement de 
e 
hapitremais que notre 
ontribution à sa démonstration est mineure, nous le mentionnons enrenvoyant le le
teur au rapport de re
her
he pour la preuve sous la forme d'une re-marque suivant l'énon
é du résultat, de manière à 
e qu'il n'y ait pas d'ambiguïté. Ilnous est arrivé à plusieurs point de 
e 
hapitre de développer des preuves qui n'étaientqu'ébau
hées dans le rapport de re
her
he ; nous présentons les preuves, que la versiondu rapport de re
her
he soit d'un auteur ou de l'autre.7.1. Des réseaux pour le Λµ-
al
ulDans la présente se
tion, on dé�nit des réseaux de démonstration qui nous permettrontde 
oder le Λµ-
al
ul et de montrer un résultat de simulation du Λµ-
al
ul par les réseaux.On pro
ède 
omme pour le 
odage du λ-
al
ul dans les réseaux : on 
ommen
e parisoler un fragment de la logique linéaire dont l'élimination des 
oupures nous permettrad'en
oder la dynamique du Λµ-
al
ul et nous prenons un point �xe sur 
es types pour
oder le 
al
ul pur 
omme ave
 l'équation o =?o⊥ O o pour le 
odage du λ-
al
ul pur dansles réseaux usuels.On a déjà remarqué au 
hapitre 6 que l'on pouvait typer les Λµ-termes à l'aide d'unsystème de type faisant intervenir deux 
onstru
teurs→ et⇒ en munissant 
es types d'uneéquivalen
e 
orrespondant à une asso
iativité entre 
es deux 
onstru
teurs. Par ailleurs,nous avons noté que le type S ⇒ T ne faisait pas intervenir de dualisation de S, 
e qui estimposé par la règle d'asso
iativité.7.1.1 Formules pour les SANEDe manière à en
oder le Λµ-
al
ul dans les réseaux de preuve, nous dé�nissons lefragment suivant de la logique linéaire, 
onçu à partir du système de typage ΛS , 
ommedis
uté en se
tion 6.4.3 :Dé�nition 7.1 (Fragment ASLL (asso
iative stream linear logi
))On 
onsidère le fragment suivant des formules de la logique linéaire :
T -formules T, . . . := o | ?A O T | S O T

A, . . . := o⊥ | !T ⊗ A | P ⊗ A

S-formules S, . . . := s | ?A O S
P, . . . := s⊥ | !T ⊗ SPuisque nous voulons 
onsidérer le Λµ-
al
ul pur, nous introduisons les équations ré-
ursives suivantes sur les formules (dans le même esprit que pour les réseaux purs [Dan90℄,[Reg92℄) : 140



Dé�nition 7.2 (Équations sur les formules)On ajoute les équations suivantes sur les formules de la dé�nition 7.1 :
o = ?o⊥ O o o⊥ = !o ⊗ o⊥

o = s O o o⊥ = s⊥ ⊗ o⊥

s = ?o⊥ O s s⊥ = !o ⊗ s⊥Ce qui nous donne exa
tement trois paires de formules duales dans le fragment 
onsi-déré :Dé�nition 7.3 (Formules de SANE)Formules négatives : o ?o⊥ sFormules positives : o⊥ !o s⊥Nous allons voir que les formules o, o⊥, !o et ?o⊥ sont traitées 
omme dans les réseauxpurs de Danos et Regnier (
'est-à-dire que o et o⊥ sont linéaires tandis que !o et ?o⊥permettent la dupli
ation et l'e�a
ement), mais que les formules s et s⊥ sont de naturedi�érente et seront traitées 
omme en logique linéaire polarisée (
'est-à-dire que les règlesstru
turelles sont librement autorisées sur les formules négatives). Les formules s et s⊥seront utilisées pour typer les streams.Remarque 7.4On pourrait être tenté d'ajouter l'équation ?o⊥ = s, nous ramenant ainsi à seulementdeux paires de formules : o, o⊥ et s, s⊥, mais 
ela introduirait alors des in
ompatibilitéslors de l'élimination des 
oupures (
'est-à-dire des 
oupures mal typées) 
omme parexemple une 
oupure entre un stream O et une promotion.Notation 7.5Dans la suite, nous utiliserons la notation n pour faire référen
e, sans distin
tion, auxo

urren
es de s ou de ?o⊥.
7.1.2 Dé�nition des réseaux SANELes réseaux de stream asso
iatifs (Stream asso
iative nets ou SANE), ou simple-ment réseaux dans la suite de 
e 
hapitre, sont 
onstruits ave
 des 
ellules et des �ls :un réseau est une 
ombinaison de 
ellules, 
onne
tées les unes aux autres par des �ls, à lamanière des réseaux d'intera
tion de Lafont [Laf95℄.Plus pré
isément, tout réseau a un ensemble �ni de ports libres, également appelés
on
lusions du réseau et a don
 un ensemble de ports 
onstitué de ses ports libres etdes ports de ses 
ellules (on suppose 
es deux ensembles disjoints).141



Dé�nition 7.6 (Cellules)Une 
ellule est la donnée d'un type, qui est un symbole dans l'ensemble {⊗,O, c, !, ?d},et d'un nombre de ports au moins égal à 1, dont un exa
tement est le port prin
ipalou port 
on
lusion, tandis que les autres ports sont les ports auxiliaires ou portsprémisses.Nous représenterons les 
ellules 
omme des triangles et dessinerons les ports auxbords de 
es triangles : le port prin
ipal d'une 
ellule est distingué en le plaçant à l'undes sommets du triangle. Les 
ellules de SANE sont présentées en �gure 7.1.Les ports des 
ellules de SANE sont annotés par des formules 
omme indiqué en�gure 7.1. Pour distinguer les trois 
ellules de type O et les trois 
ellules de type ⊗, onles notera (en suivant l'ordre de la �gure 7.1) : O?,Os,O?s,⊗!,⊗s⊥ ,⊗!s⊥ .De même qu'on a des formules positives et des formules négatives, on divise les
ellules en deux 
lasses : les 
ellules positives (⊗ et !) et les 
ellules négatives (O,
?d, et c). En�n, on appellera 
ellule de stream les 
ellules dont le port prin
ipal estétiqueté par s ou s⊥.Les 
ellules sont données en �gure 7.1, ave
 leurs règles de typage. La 
ontra
tiongénéralisée a une arité variable n ≥ 0, le 
as d'égalité à zéro 
orrespondant à la règlehabituelle d'a�aiblissement ; dans le 
as n = 1, on adoptera la 
onvention selon laquelleil s'agit d'un simple �l et si n ≥ 2 
ela 
orrespond à un arbre de règles de 
ontra
tionshabituelles modulo asso
iativité.La 
ellule promotion est un 
as parti
ulier de 
ellule paramétrée par un réseau : si π estun réseau ave
 n+ 1 ports libres, alors !π est une 
ellule ave
 un port prin
ipal et n portsauxiliaires. Le réseau π peut lui-même 
ontenir des 
ellules promotion. On représenteraparfois le réseau asso
ié à une 
ellule promotion à l'intérieur de la 
ellule promotion elle-même 
omme ave
 la notation habituelle des boîtes.Réseaux et 
ellules doivent don
 être dé�nis par ré
urren
e mutuelle sur la profondeurdu réseau :Dé�nition 7.7 (Profondeur d'un réseau)La profondeur (exponentielle) d'un réseau π est le nombre maximal de 
ellulespromotion emboîtées dans le réseau π. On dé�nit de la même manière la profondeurexponentielle d'une 
ellule et d'un port dans un réseau donné π.Dé�nition 7.8 (Fil orienté)Un �l orienté est un �l équipé d'une orientation, 
'est-à-dire une paire ordonnée deses deux ports.Un typage asso
ie une formule A à un �l orienté w de telle sorte que le �l orientéobtenu en inversant l'orientation de w est asso
ié à la formule A⊥.Un réseau π est don
 un ensemble de �ls et de 
ellules tel qu'on peut typer les �lsorientés de π par des formules o, o⊥, s, s⊥, ?o⊥ et !o, de telle sorte que les 
ontraintes de la�gure 7.1 soient satisfaites. Chaque port libre de π est équipé d'un type : il s'agit du typeasso
ié au �l 
onne
té à 
e port, orienté du port en dire
tion du port libre.142
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���
���

· · ·
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o(k) 
ellule promotionFig. 7.1 � Les 
ellules des réseaux SANE.Dé�nition 7.9 (Axiomes et 
oupures d'un réseau)Une 
oupure est un �l entre deux ports qui sont prin
ipaux ou auxiliaires dans le 
asd'une 
ellule promotion. Un axiome est un �l entre deux ports libres ou deux portsauxiliaires (pour une 
ellule qui n'est pas une 
ellule promotion).Une 
oupure dont une extrémité est un port auxiliaire d'une 
ellule promotion estappelé 
oupure-
ommutative exponentielle. Nous avons trois types de 
oupures :les 
oupures multipli
atives (de labels o, o⊥), les 
oupures exponentielles (de labels
!o, ?o⊥) et les 
oupures stream (de labels s, s⊥).

7.1.3 Règles de réé
ritureOn dé�nit dans 
ette se
tion les règles de réé
riture pour les réseaux SANE qui nouspermettront d'étudier ensuite leur dynamique.143



Dé�nition 7.10 (Règle de réé
riture sur les réseaux)Une règle de réé
riture  x sur les réseaux est une transformation de graphe π  x π
′qui 
onsiste à prendre un sous-réseau α de π, le redex, et à lui substituer un réseau

α′, le réduit, qui a les mêmes (nombres et types de) ports libres que α :
α

ω

··
·

··
·

π =  x

ω

··
·

··
·

α′
π′ =

Dans la suite, on dé�nira les règles de rédu
tion en représentant seulement les redex etles réduits (
'est-à-dire sans mentionner le 
ontexte ω dans lequel s'ins
rit 
ette rédu
tion).Dès que  x est 
on�uent et faiblement normalisant, on est assuré de l'existen
e et del'uni
ité de la  x-forme normale de π que l'on dénotera alors par NF
x (π).La règle de réé
riture que nous étudierons dans 
e 
hapitre est notée  SANE et estl'union de quatre règles plus spé
i�ques :� la rédu
tion de 
oupure  cut,� la rédu
tion de Retoré  r,� l'expansion de �l  w et� la rédu
tion d'asso
iativité  a.Ces deux dernières règles sont les deux éléments essentiels de nos réseaux SANE, quipermettent de faire interagir les liens streams et les liens exponentiels.On présente maintenant su

essivement les quatre rédu
tions qui 
onstituent  SANE.Rédu
tion de 
oupure  cut. On 
ommen
e par rappeler la rédu
tion  cut, la rédu
-tion habituelle pour la logique linéaire polarisée (voir les travaux de Laurent [Lau03b℄).Dé�nition 7.11 (Rédu
tion  cut)On dé�nit  cut 
omme l'union de deux rédu
tions  o et  s, dé�nies 
i-dessous endé�nitions 7.12 et 7.14.Dé�nition 7.12 (Rédu
tion  o)La relation  o réduit les 
oupures labellisées par une formule o et est dé�nie 
ommesuit :

O? / ⊗!:
o o⊥ ⊗O

o

o⊥?o⊥

!o

 o

o

?o⊥ o⊥

!o

Os / ⊗s⊥ :
o o⊥ ⊗O

s⊥o

s o⊥
 o

o

s

s⊥

o⊥144



O? / ⊗s⊥ : ⊗O

?o⊥

o
o o⊥

o⊥

s⊥

Os / ⊗!: ⊗O

o
o o⊥

o⊥s

!oFig. 7.2 � Coupures irrédu
tibles.Remarque 7.13On remarquera que parmi les 
oupures marquées o, deux types de 
oupures ne sont pasréduites par  o, elles sont montrées en �gure 7.2 : 
es 
oupures jouent un r�le 
ru
ialdans SANE puisqu'elles permettent une 
ommuni
ation entre les ports labellisés pardes formules de stream exponentielles. Cette 
ommuni
ation n'est pour le moment quepotentielle : jusqu'à présent, 
es 
oupures sont irrédu
tibles.Dé�nition 7.14 (Rédu
tion  s)La rédu
tion  s réduit les 
oupures portant une formule s ou ?o⊥.Elle est dé�nie par quatre types de rédu
tions : O?s / ⊗!s⊥, !/?d, S/! et S/c,détaillées aux dé�nitions 7.15, 7.16, 7.18 et 7.19.Dé�nition 7.15 (Rédu
tion O?s / ⊗!s⊥)
O?s / ⊗!s⊥: ⊗O

?o⊥

!os
s s⊥

s⊥
 s

s

?o⊥

!o

s⊥Dé�nition 7.16 (Rédu
tion !/?d)
!/?d : ?d!π

s

s

?o⊥

?o⊥

?o⊥!o

··
·

··
·

o⊥  s
���
���
���
��� o⊥

s

s

?o⊥

?o⊥

··
·

··
·

π

o

On notera que la règle !/?d é
hange les polarités de la 
oupure réduite, 
'est-à-direqu'elle 
rée un �l où les extrémités positives et négatives sont é
hangées.Pour dé�nir les deux autres règles 
onstituant  s, S/! et S/c, on introduit la no-tion de ⊗!s⊥-arbre (qui est une adaptation immédiate à notre 
adre des ⊗-arbres dé�nisdans [Lau03b℄). 145
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!o !oFig. 7.3 � Un ⊗!s⊥-arbre générique.
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���
���
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··
· σ
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?o⊥

s

··
·?o⊥

s ··
· o

π′

Fig. 7.4 � Réseau π′′ de la dé�nition 7.18.Dé�nition 7.17 (⊗!s⊥ -arbre)Un ⊗!s⊥-arbre est un réseau 
onnexe et a
y
lique qui ne 
ontient, en profondeur 0,que des 
ellules de type ⊗!s⊥ ou des 
ellules promotion et qui n'a pas de 
oupure.Étant donné un port p de type n⊥ d'un réseau π, on appelle le ⊗!s⊥-arbre de p le
⊗!s⊥-arbre maximal qui est un sous-réseau de π et qui a p 
omme port libre.Les �ls d'un ⊗!s⊥-arbre sont typables en utilisant seulement n (ou, de manière équiva-lente, n⊥) et jamais o, o⊥.On peut prouver par indu
tion sur la taille d'un ⊗!s⊥-arbre σ que les 
on
lusions de

σ sont exa
tement 
omposées d'une 
on
lusion de type n⊥, appelée la ra
ine de σ, et de
m ≥ 0 
on
lusions de types négatifs ?o ou s, appelées les feuilles de σ. La forme généraled'un ⊗!s⊥-arbre est représentée en �gure 7.3.Soit 〈p, q〉 une 
oupure labellisée par une formule n, soit p son extrémité de type n⊥ etsoit σ le ⊗!s⊥-arbre de p. La 
oupure 〈p, q〉 peut être de deux types en fon
tion de q, S/!ou S/c :Dé�nition 7.18 (Rédu
tion S/!)Si q est un port auxiliaire d'une promotion, alors on dit que 〈p, q〉 a le type S/!, et onla réduit de la manière suivante (où π′′ est présenté en �gure 7.4) :

S/! : ���
���
���

���
���
���

!π′ !o

s

s

··
·?o⊥

?o⊥

··
· σ

?o⊥ ·
··?o⊥

s

n
s

··
·

n⊥

 s

?o⊥ ·
··?o⊥

s ··
· !o

!π′′

··
·

··
·

s

s
?o⊥

?o⊥
s
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Dé�nition 7.19 (Rédu
tion S/c)Si q est port prin
ipal d'une 
ontra
tion, on dit que 〈p, q〉 a le type S/c, et on la réduitde la manière suivante :
S/c :

��
��
��

��
��
��

c

s

s

?o⊥

?o⊥

··
·

··
·

σ

··
·

n

n

nn⊥
 s

��
��
��
��

��
��
��
��

s

s

?o⊥

?o⊥

σ

n

n

σ

··
···
·

··
·

··
·

··
·

n⊥

n⊥

··
·

··
·

··
·

c

c

c

c

Rédu
tion de Retoré,  r. La règle  r 
onsiste essentiellement à 
onsidérer les liens
ontra
tion 
omme des opérateurs asso
iatifs qui peuvent �otter librement hors d'une 
el-lule promotion. Diverses solutions ont été adoptées pour les réseaux de démonstration dela logique linéaire [CK97, CG99℄.Dé�nition 7.20 (Rédu
tion  r)On dé�nit  r 
omme l'union des rédu
tions pull et fusion :
pull :

c ··
·

··
· π′ !π

n

n

s
!o  r

c ··
·

··
· π′ !π

n

n

s
!o

fusion : n

n

n
h{

l{ c
nc

n

··
·

··
·

 r
n

n

n

n
nc

··
·

··
·

l + h{où, si l = 0, h = 1, le membre de droite 
onsiste en une 
ellule 
ontra
tion d'arité
1, 
'est-à-dire qu'il s'agit d'un �l.

Expansions de �ls. L'expansion de �ls  w 
orrespond au 
hoix d'une orientation del'équivalen
e extensionnelle, dans la dire
tion de l'expansion.147



Dé�nition 7.21 (Rédu
tion  w)On dé�nit  w 
omme l'union des quatre règles suivantes wo?, wos, w? et ws :� wo? : o⊥ o  wo?

!o

⊗o⊥ O o

o

o⊥ ?o⊥� wos : o⊥ o  wos

O⊗
s

o
oo⊥� w? : !o ?o⊥  w?

!π ?d ?o⊥!o� ws : ss⊥  ws

!o
⊗s⊥ O s

s

s⊥ ?o⊥Remarque 7.22On souligne le fait que w peut être appliquée à tout �l de type o ou s et non seulementaux axiomes 
omme 
'est le 
as quand on a des liens axiomes expli
ites [Dan90℄. Onnote également que ws est la seule étape de  SANE qui 
rée des 
ellules de type O?set ⊗!s⊥.
Rédu
tion d'asso
iativité. Jusqu'à présent, les diverses rédu
tions présentées étaientrelativement usuelles, dans la tradition des réseaux polarisés [Lau03b℄. On introduit main-tenant la véritable nouveauté des SANE, qui est la règle de réé
riture  a, 
onstruite àpartir de l'asso
iativité entre les di�érents types de O (et dualement de ⊗). Cette règle
orrespond à la relation ≻fst du système de typage ΛS dé�ni au 
hapitre 6 :Dé�nition 7.23 (Rédu
tion  a)La rédu
tion  a est dé�nie par les deux rédu
tions suivantes :

O
O

o
o

s
s?o⊥

 a O
O o

o

s

?o⊥

⊗
⊗

o⊥

s⊥
s⊥!o

o⊥  a o⊥
o⊥

s⊥

!o

⊗
⊗
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?o⊥
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o⊥

!o s

Fig. 7.5 � Des 
oupures irrédu
tibles aux 
oupures rédu
tibles.Remarque 7.24Le point 
lé à propos de la rédu
tion d'asso
iativité est que grâ
e à a et ws on peuttransformer les 
oupures irrédu
tibles de la �gure 7.2 en 
oupures rédu
tibles, 
ommele montre par exemple la �gure 7.5.Dans la suite, il sera utile de 
onsidérer la règle dérivée  g :
⊗O

?o⊥

o
o o⊥

o⊥

s⊥

 g
O

⊗o

s
?o⊥

s
s⊥

o⊥

⊗O

o
o o⊥

o⊥s

!o

 g
⊗

s

o⊥s

o

o

!oOqui est dérivable à partir de  SANE : plus pré
isément,  g= w a o. De plus
 SANE + g a la même 
l�ture transitive que  SANE.Pour a
hever la présentation de la rédu
tion de nos réseaux, il nous faut en
ore 
onsidérerdeux éléments : la 
l�ture par promotion et l'équivalen
e par 
ommutativité des portsauxiliaires des 
ellules 
ontra
tion.Cl�ture par promotion et équivalen
e par 
ommutativité. La présen
e des 
el-lules promotion né
essite de 
lore les règles de rédu
tion dé�nies jusque là par les 
ellulespromotion. Pour 
haque règle  x, on ajoute le 
as suivant :

· · ·
?o⊥ s

!π

!o

?o⊥ s
· · ·

 x

· · ·
?o⊥ s

!o

?o⊥ s
· · ·

!π′ où π  x π
′.
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En outre, on ajoute une équivalen
e ∼comm sur les réseaux qui est générée par l'équationde base suivante, pour 
haque permutation σ :
c n

n

n

··
· ∼comm c··
·

n
n

n

··
·

σOn remarque que 
ette équation n'interagit pas ave
 les rédu
tions pré
édentes :Proposition 7.25Soient π1, π
′
1 et π2 des réseaux tels que π1 ∼comm π2 et π1  SANE π′1, alors il y a unréseau π′2 tel que π′1 ∼comm π′2 et π2  SANE π′2.Cela signi�e que  SANE est 
ompatible ave
 l'équivalen
e ∼comm : à partir de main-tenant, on 
onsidérera toujours les réseaux à ∼comm-équivalen
e près.Dé�nition 7.26 (Rédu
tion  SANE)La rédu
tion  SANE est dé�nie 
omme l'union des rédu
tions :�  cut ;�  r ;�  w ;�  a ;sur les réseaux 
onsidérés modulo ∼comm-équivalen
e.7.1.4 Critère de 
orre
tionOn dé�nit dans 
ette sous-se
tion les réseaux 
orre
ts et on énon
e 
ertaines de leurspropriétés :Dé�nition 7.27 (Chemin dans un réseau)Un 
hemin (φ,ψ . . . ) dans un réseau est une suite de ports φ = 〈p1, . . . , pn〉 telle que :(i) tous les ports sont à profondeur exponentielle 0 ;(ii) un 
hemin ne passe jamais deux fois par le même port (i < j ≤ n⇒ pi 6= pj) ;(iii) le 
hemin est 
onnexe : deux ports 
onsé
utifs pi, pi+1 dans φ sont soit des portsde la même 
ellule, soit les deux extrémités du même �l ;(iv) le 
hemin n'a pas de point de rebroussement au 
ours de la traversée d'une 
ellule :si i ≤ n− 2, pi, pi+1, pi+2 ne sont pas des ports de la même 
ellule.Dé�nition 7.28 (Chemin négatif )Un 
hemin φ 
roise un �l orienté 〈p, q〉 si 〈p, q〉 est une sous-suite de φ. Un 
hemin φest négatif quand 
haque �l orienté 
roisé par φ a un type négatif (o, ?o⊥ ou s).Dé�nition 7.29 (Cy
le négatif )Un 
y
le négatif est un 
hemin 〈p1, . . . , pn〉 tel que 〈p1, p2, . . . , pn, p1〉 est un 
heminnégatif. 150



Dé�nition 7.30 (Corre
tion)Un réseau est 
orre
t si :� il ne 
ontient pas de 
y
le négatif ;� la somme du nombre de ses 
on
lusions positives et de ses ?d-
ellules à profondeur
0 vaut un ;� et si, ré
ursivement, les réseaux asso
iés aux 
ellules promotions sont 
orre
ts.Théorème 7.31 (Stabilité de la 
orre
tion)La 
orre
tion est préservée par  SANE : pour tout réseau 
orre
t π, si π  SANE π′alors π′ est 
orre
t.Démonstration : La preuve est standard, voir [Lau03b℄. On traite le 
as d'une rédu
tion
π1  s π2 entre une promotion et une déréli
tion en profondeur 0.� Le réseau π1 
ontient une déréli
tion en profondeur 0, don
 au
une 
on
lusionpositive puisqu'il est 
orre
t. Le réseau réduit π2 a les même 
on
lusions, etn'a don
 au
une 
on
lusion positive, et 
ontient une déréli
tion en profondeur.En e�et, le réseau π de la 
ellule promotion est 
orre
t et ses 
on
lusions sontles 
on
lusions auxiliaires de la 
ellules promotion (toutes négatives) et une
on
lusion o, elle aussi négative. Par 
orre
tion de π on sait qu'il y a unedéréli
tion en profondeur 0 dans π et don
 dans π2.� Les réseaux asso
iés aux 
ellules promotions n'ont pas 
hangé, ils sont don

orre
ts.� Supposons qu'il existe un 
y
le négatif dans le réseau π2. Ce 
y
le ne pouvaitdéjà exister dans π1 par l'hypothèse de 
orre
tion de π1. Le 
y
le doit être 
réépar la rédu
tion, 
'est-à-dire qu'il doit passer à travers le réseau π, mais toutesles 
on
lusions de π sont négatives, il est don
 impossible de rentrer dans πdans un 
hemin négatif.

�Le théorème 7.35 a�rme que  s,r,a est fortement normalisante pour les réseaux 
or-re
ts :Théorème 7.32 ( s,r,a est fortement normalisante.)Soit π un réseau 
orre
t. Toute suite de  s,r,a-rédu
tions à partir de π est �nie.Remarque 7.33On trouvera la preuve dans [PS08℄.Théorème 7.34 (Con�uen
e de  SANE)La rédu
tion  SANE est 
on�uente sur les réseaux 
orre
ts.Remarque 7.35On trouvera la preuve de 
e théorème dans [PS08℄.La preuve est obtenue en 
onsidérant la rédu
tion  SANE,g plut�t que  SANE(les deux ont la même 
l�ture transistive 
omme déjà noté) et en dé
omposant larédu
tion en plusieurs sous-systèmes dont on prouve su

essivement la 
on�uen
e etla 
ommutation (on passe en parti
ulier par la 
on�uen
e de la rédu
tion  s,r,a). Lethéorème est utilisé pour montrer la 
on�uen
e de  a,  r et  s et de leurs unions.On montre en �gures 7.6 et 7.7 quelques paires 
ritiques.151
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Fig. 7.7 � Paire 
ritique  a / g.7.1.5 Simulation du Λµ-
al
ul par les SANEOn propose dans 
ette se
tion une tradu
tion des Λµ-termes dans les réseaux de stream
orre
ts, que l'on notera ( )◦.Dé�nition 7.36 (Tradu
tion des Λµ-termes dans SANE)Soient t un Λµ-terme tel que FVT (t) ⊆ L ⊂ VT et FVS(t) ⊆M ⊂ VS (L,M �nis).La tradu
tion (t, L,M)◦ est donnée en �gure 7.8. On fait 
orrespondre à 
haque
on
lusion du réseau dé�ni un élément et un seul de L ∪M ∪ {t}, de telle sorte que :(i) t est asso
ié ave
 l'unique 
on
lusion de type o,(ii) toute variable de L est asso
iée à une 
on
lusion de type ?o⊥ et(iii) toute variable de M est asso
iée à une 
on
lusion de type s.Remarque 7.37Pour simpli�er les notations de la tradu
tion présentée en �gure 7.8, on désignerales ports libres de (t, L,M)◦ de type ?o⊥ par la variable de L 
orrespondante et lesports libres de (t, L,M)◦ de type s par la variable de M 
orrespondante, en supposant
L = {x1, . . . , xl} et M = {α1, . . . , αm}.La dé�nition suivante 
ara
térise les réseaux qui sont des tradu
tions de Λµ-termes(théorème 7.39) : 152
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Fig. 7.8 � Tradu
tion des Λµ-termes dans SANE.Dé�nition 7.38 (Λµ-réseau)Un Λµ-réseau est un réseau 
orre
t π en forme normale pour  s,r,a tel que :1. π ne 
ontient pas de 
ellule de type O?,s ou ⊗!,s⊥ ;2. tout port libre de π est négatif ;3. et ré
ursivement, les réseaux asso
iés aux 
ellules promotion sont des Λµ-réseaux.Théorème 7.39 (Séquentialisation)Un réseau π est un Λµ-réseau si, et seulement si, il y a un Λµ-terme t, des ensembles�nis L ⊂ VT et M ⊂ VS tels que π = (t, L,M)◦.En outre, il y a une bije
tion naturelle entre les 
oupures de (t, L,M)◦ et les Λµ-
oupures (ou pré-redex, voir la dé�nition 3.17) de t telles qu'une 
oupure de type O? / ⊗!(resp. O? / ⊗s⊥ ,Os / ⊗!,Os / ⊗s⊥) 
orrespond à une Λµ-
oupure de type (T )T (resp.
(T )S, (S)T , (S)S). En parti
ulier, (t, L,M)◦ est sans 
oupure (et don
 est une formenormale pour  cut,g,a,r) si, et seulement si t est 
anonique.153



Remarque 7.40On trouvera la preuve du théorème dans [PS08℄.On s'intéresse maintenant plus en détail à la dynamique de  SANE pour la 
omparer à
elle de Λµ. Dans 
e qui suit on 
onsidérera la variante de −→Λµ où les règles d'extensiona-lité sont orientées dans le sens de l'expansion, puisque nous avons 
onsidéré des expansionsde �ls pour les rédu
tion  w et on prouvera que  SANE simule −→Λµ : si t −→Λµ u,
FVT (t) ⊆ L, FVS(t) ⊆M , alors (t, L,M)◦  SANE (u,L,M)◦ (théorème 7.45).Les deux lemmes suivants sont des variantes simples de lemmes 
orrespondants pourles réseaux polarisés [Lau03b℄ ; ils sont démontrés dans [PS08℄.Lemme 7.41 (λ-substitution)Soit π le réseau suivant :

π =

o

· · · · · ·

!o

?o⊥ · · · · · ·x

xl

?c ?c

· · ·
?o⊥ ?o⊥

x1

cc

· · ·
s s

αmα1

!(v, L,M)◦

(u, L ∪ {x},M)◦alors NF
s,r (π) = (u {v/x} , L,M)◦.Remarque 7.42On trouvera la preuve du lemme dans [PS08℄.Lemme 7.43 (µ-substitution)Soit π le réseau suivant :

π =

⊗

xl

?c ?c

· · ·
?o⊥ ?o⊥

x1

cc

· · ·
s s

αmα1

o

s

β

· · · · · ·

· · · · · ·

s⊥s

α

!o

!(v, L,M)◦

(u, L,M ∪ {α})◦alors NF
s,r,a (π) = (u {(t)vβ/(t)α} , L,M ∪ {β})◦.154



Remarque 7.44On trouvera la preuve du lemme dans [PS08℄.Dans l'énon
é suivant, on omet de pré
iser les ensembles L etM pour ne pas sur
hargerles notations.Théorème 7.45 (Simulation)Soient t, u deux Λµ-termes, alors :a) t −→βT
u implique que t◦  o · ∗s,r u◦ ;b) t −→βS
u implique que t◦  o u

◦ ;
) t −→fst u implique que t◦  ws · w? · ∗s,r,a u◦ ;d) t −→ηexp
T

u implique que t◦  wo? · w? u
◦ ;e) t −→ηexp

S
u implique que t◦  wos · w? u

◦.Démonstration : On peut se restreindre au 
as où le redex qui est réduit dans t −→Λµ u estle redex de tête de t, le 
as plus général s'en déduit par une indu
tion immédiate surla 
omplexité exponentielle de t en utilisant la 
l�ture des rédu
tions de −→SANEpar promotion.a) Supposons t −→βT
u. Le rédex de t réduit à 
ette étape 
orrespond, dans

(t, L,M)◦, à une 
oupure de type O? / ⊗! d'après le théorème 7.39. En réduisant
ette 
oupure par une étape de  o, on obtient un réseau π qui est dans la
on�guration de 
elui représenté dans le lemme 7.41. Le lemme nous permetalors de 
on
lure que NF
s,r (π) = (u, L,M)◦ ;b) Supposons t −→βS

u. Le rédex de t réduit à 
ette étape 
orrespond, dans
(t, L,M)◦, à une 
oupure de type Os / ⊗s⊥ d'après le théorème 7.39. La ré-du
tion de 
ette 
oupure de (t, L,M)◦ nous fait obtenir dire
tement le réseau
(u, L,M)◦ ;
) Supposons t −→fst u et t = µα.v. En omettant d'é
rire les ports libres/variablesde L et M , on a :

t◦ =
O

o

v◦

o

s α et don

t◦  ws · w?

O

O

⊗

?o⊥
!π ?d

!o

s

s

oα

o

s

v◦

 a

O

⊗

O

!π ?d
!o

s oα

o

v◦

o
?o⊥

γ
s

Le lemme 7.43 nous assure que NF
s,r,a (γ) = v {(w)xβ/(w)α}◦, d'où l'on 
on
lutpuisque u = λx.µβ.v {(w)xβ/(w)α}.155



d) et e) Supposons. t −→ηexp u Les rédu
tions de  w simulent dire
tement 
etteexpansion puisque t◦  wo? · w? π ave
 π la tradu
tion de λx.(t)x et t◦  wos

· w? π ave
 π la tradu
tion de µα.(t)α
�Remarque 7.46On notera qu'on n'a besoin, dans la preuve du théorème 7.45, que d'une version trèsrestreinte du lemme 7.43 puisqu'on ne l'utilise que dans le 
as où v est une variable.On en déduit en revan
he simplement qu'on peut simuler la µ-rédu
tion ((µα.t)u −→µ

µα.t {(v)uα/(v)α}). Ce
i n'est pas surprenant puisque, 
omme nous l'avons déjà noté,la µ-rédu
tion est dérivable en Λµ-
al
ul. Pour autant, il est intéressant de noter quela simulation de la µ-rédu
tion peut se faire via  g ·  ∗s,r,a où  g est la règle quia été introduite en remarque 7.24 
omme étant  w a o et qui a déjà été utilisée àplusieurs reprises auparavant.On notera également qu'on voit se dégager du théorème de simulation une notionde substitutions expli
ites qui 
orrespondrait aux rédu
tions  s,r dans SANE ( s,r,adans le 
as de la fst-rédu
tion). Plusieurs systèmes de substitutions expli
ites sont déjà
onnus pour Λµ, mais on peut noter que 
ette substitution expli
ite vient ave
 debonnes propriétés puisqu'elle est fortement normalisante (théorème 7.35) et 
on�uente(voir la remarque 
on
ernant le théorème de 
on�uen
e 7.34).7.2. Un théorème de Séparation pour les SANEOn montre dans 
ette partie un théorème de séparation pour les réseaux SANE.Dé�nition 7.47 (Valeur SANE)Un réseau 
orre
t est une valeur quand il ne 
ontient ni 
oupure ni redex pour lesrègles  cut,  r,  a (
'est-à-dire qu'il ne 
ontient que des redex pour l'expansion desaxiomes  w).Les valeurs SANE sont le pendant dans les réseaux des formes normales 
anoniquesdé�nies dans le 
hapitre 3.Dé�nition 7.48 (Réseaux 0 et 1)On dé�nit deux réseaux parti
uliers, 1 et 0 que nous utiliserons pour séparer lesréseaux. Les valeurs seront dé�nies modulo un 
ertain nombre d'a�aiblissements (
'est-à-dire de 
ellules 
ontra
tion 0-aire) jouant le r�le de garbage 
olle
tor :
0 =

c

c

c

?o⊥

?o⊥ ?d

s

s

··
·garbage

o

1 = c

c

?o⊥

?o⊥

s

sgarbage
o

··
·

c

?d

Dans la suite, les �ls 
ontra
tés du garbage 
olle
tor de 1 et 0 ne perturberont jamaisla preuve du théorème de séparation, on omettra don
 le plus souvent de les mentionnerpour ne pas sur
harger les notations. 156



Ψn Ψ1

x1 · · · xn · · ·Fig. 7.9 � Contexte de tête.Le réseau suivant nous servira à de multiples reprises au 
ours de la séparation.Dé�nition 7.49 (φn)Soit n un entier, on dé�nit le réseau φn 
omme suit :
φn = ?o⊥?d

o⊥
o

s⊥
s⊥

O

⊗ ⊗

o
o

O
O

o

s
s

o⊥
o

n

Dé�nition 7.50 (Contextes)Soit I un ensemble d'o

urren
es de formules de SANE. Les 
ontextes de type Isont dé�nis 
omme des réseaux 
onstruits 
omme pré
édemment mais ave
 une 
elluleadditionnelle, notée [], qui a les ports I. Les réseaux 
orre
ts sont simplement les réseaux
orre
ts ave
 
ette 
ellule additionnelle.Soit π un réseau de 
on
lusions I, alors C(π) est dé�ni 
omme le réseau obtenu à partirde C en remplaçant toutes les o

urren
es de [] dans C par π.La 
orre
tion de π et de C implique la 
orre
tion de C(π) (la ré
iproque n'est pas vraie).Dé�nition 7.51 (Contextes de tête)Une 
lasse de 
ontextes 
orre
ts parti
ulièrement importante est 
elle des 
ontextesde tête : H =< []|x1 : Ψ1, . . . , xn : Ψn > où x1, . . . xn sont les 
on
lusions du trou
[] et les Ψi sont des réseaux (quand 
ela ne sera pas ambiguë, on é
rira simplement
H =< []|Ψ1, . . . ,Ψn >, voire H = ~Ψ). Dans le 
as d'un 
ontexte de tête H = ~Ψ, oné
rit aussi π~Ψ pour H(π).Remarque 7.52Les 
ontextes de tête sont don
 simplement des 
ontextes tels que 
haque 
on
lusion dutrou [] est 
onne
tée à un réseau disjoint des autres, de la forme illustrée en �gure 7.9.Il est évident que la 
omposition de deux 
ontextes de tête est en
ore un 
ontextede tête. 157



Dé�nition 7.53 (A (−, −))Soit n un entier, on dé�nit le réseau A (
O?, n

) 
omme l'arbre 
omposé de n 
ellules detype O? :
O oO

o
?o⊥

o o

?o⊥ ··
·De manière similaire, on a A (x, n), pour x ∈ {Os,O?s,⊗!,⊗s⊥ ,⊗!s⊥}.On introduit une 
lasse parti
ulière de réseaux qui nous servira au 
ours de la preuve deséparation : le lemme qui suit la dé�nition indique 
ertaines 
on�gurations dans lesquelleson peut séparer simplement 
ertains réseaux.Dé�nition 7.54 (Réseaux klmn)Les réseaux klmn sont les réseaux 
orre
ts tels que, partant de leur 
on
lusion detype o, on trouve un sous-réseau de la forme suivante :

s/?o⊥

o
O

o

?o⊥

o⊥

?do⊥
o⊥

o oo o o o

!o
!o

⊗

s⊥/!o
s⊥/!o

s
s/?o⊥

O
O

O
O⊗ ⊗ ⊗ ⊗

s⊥

?o⊥

(iii) (i)(ii)(iv)Dé�nition 7.55 (Mesure d'un réseau klmn)On asso
ie à un réseau klmn une mesure (k, l,m, n) 
omme suit (en reprenant lesnotations de la �gure de la dé�nition 7.54) :En entrant par la 
on
lusion o, il y a un o⊥-
hemin maximal qui 
roise des 
ellules
O puis des 
ellules ⊗ et �nalement atteint la déréli
tion de profondeur 0. La mesureest alors dé�nie 
omme suit :(i) k est le nombre de 
ellules Os que l'on 
roise sur 
e o⊥-
hemin ;(ii) l est le nombre de 
ellules O? que l'on 
roise après la dernière 
ellule Os et avantd'atteindre le O? lié à la déréli
tion (
e dernier O? ne 
ompte pas) ;(iii) n est le nombre de ⊗! qui sont 
roisés avant que le premier ⊗s⊥ ne soit atteint ;(iv) m est le nombre de ⊗s⊥ qui sont 
roisés avant d'atteindre la déréli
tion.Lemme 7.56Étant donnés deux réseaux klmn π et π′ de mesures (k, l,m, n) et (k′, l′,m′, n′).Si (k, l,m, n) 6= (k′, l′,m′, n′) alors il y a un 
ontexte de tête C tel que :� C(π) ⋆

SANE 0 et� C(π′) ⋆
SANE 1.Démonstration : On prouve le résultat en étudiant les di�érents 
as possibles pour (k, l,m, n) 6=

(k′, l′,m′, n′) :(i) si k < k′. Soit C le 
ontexte de la �gure 7.10. On peut véri�er que si on
oupe C ave
 π aux 
on
lusions de types respe
tivement o⊥ et o, on obtient
C(π) ⋆

SANE 0 et C(π′) ⋆
SANE 1. En e�et :� les k 
ellules Os de π (ainsi que les O? qui sont inter
alés entre eux) et les

k premiers Os de π′ sont 
onsommés par la rédu
tion ave
 le sous-réseau158



c c
!o

o⊥

?o⊥ ?o⊥

· · ·
A

(
⊗!, l′

)
o⊥

· · ·
s s

A
(
⊗s⊥

, k′ − k
) !o

o⊥

?o⊥ ?o⊥

· · ·

o⊥

· · ·
s s

A
(
⊗s⊥

, k
)

o?o⊥ ?o⊥

!π2 !π1

o⊥

A(⊗!,

l + 1)

où π1 = A
(
O?, l′ + 1

)
?d

c
cc

?o⊥
· · ·

cc

s
· · ·

A (Os,m+ k′ − k)

o⊥
?o⊥

?o⊥

?o⊥ s

o

o

et π2 =

cc

?o⊥
· · ·

c

?d

cc

s
· · ·

?o⊥

?o⊥

?o⊥

o⊥

A
(
O?, n′)

s

o

A (Os,m′) o

Fig. 7.10 � Contexte pour le lemme 7.56, dans le 
as k < k′.
A

(
⊗s⊥

, k
) ;� les l 
ellules O? qui suivent et le O? qui a pour prémisse la 
ellule déréli
tiondans π sont 
onsommés par le sous-réseau A (

⊗!, l+ 1
) du 
ontexte tandisque, interagissante ave
 π′, 
ette portion du 
ontexte ren
ontre un 
ertainnombre de O? puis un Os ;� dans le 
as de C(π), on a don
 !π1 
onne
té par une 
oupure à la déréli
tiontandis que la 
on
lusion o⊥ de la stru
ture A(

⊗s⊥

, k′ − k
) est 
onne
téeau port auxiliaire du dernier ⊗! ou ⊗s⊥ du réseau klmn π. On a don
 une
ellule déréli
tion qui 
on
lut un réseau 
ontenant une stru
ture de tenseursave
 k′−k+m 
ellules ⊗s⊥ et l′ 
ellules O? après le dernier ⊗s⊥ . Ce réseau estdon
 
oupé ave
 π1 et leur rédu
tion 
onduit au réseau 0, les a�aiblissementsétant obtenus via les a�aiblissements de π1.� dans le 
as de C(π′), les k′− k 
ellules Os restantes se réduisent ave
 la sous-stru
ture A(

⊗s⊥

, k′ − k
) et les l′ 
ellules O? se réduisent fa
e à A (

⊗!, l′
).Finalement, on a !π2 
oupé ave
 le sous-arbre de π′ enra
iné à la déréli
tionde profondeur et la rédu
tion 
onduit au réseau 1.(ii) Si k = k′ et l < l′. Ce 
as est résolu de manière similaire en utilisant de légèresvariantes de C, π1 et π2, notées C′, π′

1 et π′
2, essentiellement dues au fait que

k′ = k, on utilise i
i le fait que l < l′ pour faire que la déreli
tion en profondeur
0 de π soit 
oupée ave
 !π′

1 et que la déreli
tion en profondeur 0 de π′ soit
oupée ave
 π′
2.(iii) Si k = k′, l = l′ et m < m′. Soit C le 
ontexte suivant (φm′ est le réseau de la159



dé�nition 7.49) :
!o

o⊥

?o⊥ ?o⊥

· · ·

o⊥

· · ·
s s

!φm′

A
(
⊗!, l

)
A

(
⊗s⊥

, k
)
o⊥

oalors C(π) et C(π′) se réduisent vers les réseaux π0 et π′
0 qui sont des réseaux

klmn ave
 kπ0
6= kπ′

0
, on peut don
 
on
lure grâ
e à (i).(iv) Si k = k′, l = l′, m = m′ et n < n′. Ce 
as se traite de manière similaire au
as (iii) ave
 un 
ontexte qui di�ère légèrement du 
ontexte C 
i-dessus par unevariante de φn qui permet de ramener le problème au 
as (ii).

�Le lemme suivant indique 
omment traiter les réseaux 
ontenant des 
ellules O enprofondeur 0. Ce lemme permet de préparer les réseaux à séparer de manière à les mettredans une forme adaptée à la séparation.Lemme 7.57Si π et π′ sont des valeurs non-équivalentes ave
 les mêmes 
on
lusions et telles qu'ily a des 
ellules O en profondeur 0, alors il y a un 
ontexte de tête 
orre
t C tel que
C(π) ⋆

SANE π1 et C(π′) ⋆
SANE π′1 où π1 et π′1 sont des valeurs non-équivalentes ave
la même profondeur que π et π′ et tels que π1 et π′1 n'ont pas de 
ellule O en profondeur

0.Démonstration : La preuve 
onsiste en une simple indu
tion sur le nombre de 
ellules O enprofondeur 0 dans π et π′.Si au
un des deux réseaux n'a de 
ellule de type O en profondeur 0, il n'y a bienévidemment rien à faire. Supposons maintenant qu'on ait le résultat pour toute pairede valeurs non-équivalentes 
ontenant au plus n 
ellules de type O et supposons queles valeurs π et π′ totalisent n+ 1 
ellules de type O.On va s'intéresser à des 
ellules O que nous appellerons 
ellules-
on
lusions ettelles qu'il existe un 
hemin négatif du port prin
ipal de 
ette 
ellule à une 
on
lusiondu réseau qui ne traverse (possiblement) que des 
ellules 
ontra
tions.On 
ommen
e par montrer que tout réseau qui est une valeur 
ontenant une
ellule O en profondeur 0 
ontient une 
ellule-
on
lusion. En e�et, soit π une valeur
ontenant une 
ellule O en profondeur 0 et soit C l'une quel
onque de 
es 
ellules.Considérons un 
hemin négatif maximal à partir du port prin
ipal de C. Les typesren
ontrés au 
ours d'un tel 
hemin peuvent être soit o, soit s, mais en au
un 
as ilne peut s'agir de ? o⊥ : un tel 
hemin négatif peut pénétrer dans une 
ellule dans l'undes 
as suivants uniquement :� la 
ellule est de type O et le 
hemin entre par un port auxiliaire de type s ou
o et en ressort par le port prin
ipal, de type s ou o ;� la 
ellule est de type c, le 
hemin pénètre dans la 
ellule par le port auxiliaireet ressort par le port prin
ipal, de type s ;� au
un autre 
as n'est possible puisque (i) l'entrée dans une 
ellule de type ⊗impliquerait l'existen
e d'une 
oupure si l'on 
onsidère la première 
ellule de
e type ren
ontrée sur le 
hemin, (ii) l'entrée par une promotion est égalementimpossible puisqu'elle supposerait que l'on par
ourt un �l orienté de type ? o⊥,
e qui n'est pas, (iii) un 
hemin négatif ne peut en au
un 
as atteindre une
ellule déréli
tion, il ne peut qu'en partir.Par ailleurs, puisqu'il n'existe pas de 
y
le négatif dans une valeur, un 
hemin maxi-mal doit for
ément s'arrêter et 
ela ne peut être que sur un port libre du réseau, sans
ela on 
ontredirait soit le fait que π est une valeur, soit la maximalité du 
hemin.160



Il existe, dans le 
hemin maximal dont on vient de montrer l'existen
e, une der-nière 
ellule de type O atteinte avant de ren
ontrer une 
on
lusion du réseau ; il s'agitd'une 
ellule-
on
lusion.On montre maintenant que l'on peut diminuer le nombre de 
ellules O en éliminantune 
ellule-
on
lusion. On étudie don
 les 
on
lusions négatives de π et π′ qui ontdes 
ellules-
on
lusions dans π ou dans π′ ; elles sont de type o ou s. On distingue les
as suivants :i) il y a une 
on
lusion x de type o au-dessus de laquelle il y a une 
ellule-
on
lusion
O? dans π. On va alors 
ouper 
ette 
on
lusion ave
 un ⊗! en plaçant π et π′dans un 
ontexte de tête H =< []|x : Ψ > où Ψ est un réseau réduit à une
ellule ⊗!. On raisonne par 
as sur la 
on
lusion 
orrespondante de π′ :� Soit la 
on
lusion x de π′ a également au-dessus d'elle une 
ellule O?. Dans 
e
as, en réduisant les deux 
oupures obtenues dans H(π) et H(π′), on obtientdeux nouvelles valeurs dont le nombre de 
ellules O? (et don
 de 
ellules O)a diminué de deux.� Soit la 
on
lusion x de π′ a au-dessus d'elle une 
ellule Os. Dans 
e 
as, onpeut réduire la 
oupure dans H(π) grâ
e à une rédu
tion  cut et on peutappliquer, dans H(π′), une rédu
tion  ws 
e qui 
rée un rédex pour  a.En e�e
tuant 
ette rédu
tion, on 
rée une 
oupure de type O? / ⊗! que l'onréduit, obtenant le réseau π′

1. On a ainsi diminué de 1 le nombre de 
ellules
O de π (il y a une 
ellule O? en moins), 
elui de π′ n'a pas évolué. Le réseau
π′

1 est une valeur 
ar l'introdu
tion du ⊗! par la rédu
tion  w ne peut pasavoir 
réé de redex : le 
as 
ontraire signi�erait qu'il existait déjà un redexdans pour  a dans π, 
e qui est impossible puisque π est une valeur.� En�n, la 
on
lusion x de π′ peut être 
onne
tée au port auxiliaire d'un ⊗.Dans 
e 
as, H(π) ne 
ontient ni 
oupure ni redex, il s'agit d'une valeur eton obtient deux nouvelles valeurs dont le nombre de O a diminué de 1.ii) il y a une 
on
lusion x de type o au-dessus de laquelle il y a une 
ellule-
on
lusion
Os dans π et il n'y a pas de 
ellule-
on
lusion de type O? au-dessus de x dans
π′. Dans 
e 
as, on pla
e les réseaux π et π′ dans un 
ontexte de tête H =<

[]|x : Ψ > où Ψ est un réseau réduit à une 
ellule ⊗s⊥ . Si π′ a e�e
tivementune 
ellule-
on
lusion au-dessus de x, alors H(π) et H(π′) se réduisent vers desvaleurs ayant 
ha
une une 
ellule O de moins en profondeur 0. Si π′ n'a pasde 
ellule-
on
lusion au-dessus de x, alors H(π) se réduit vers une valeur ayantune 
ellule O de moins et H(π′) est une valeur ayant le même nombre de O enprofondeur 0 que π′.iii) s'il y a une 
on
lusion x de type s au-dessus de laquelle il y a une 
ellule-
on
lusion dans π, on pro
ède 
omme suit. Comme x est de type s, elle peutêtre 
ontra
tée et on peut don
 avoir plusieurs 
ellules-
on
lusions au-dessus de
x, 
es 
ellules étant toutes de type O?s ; dans l'autre 
as, le �l de type s estport auxiliaire soit d'une promotion, soit d'un ⊗s ou ⊗!s⊥ . On va don
 pla
er
π et π′ dans un 
ontexte de tête de la forme H =< []|x : Ψ > où Ψ est unréseau réduit à une 
ellule ⊗!s⊥ . En réduisant H(π) et H(π′), on diminue lenombre de O du nombre de 
ellules-
on
lusions au-dessus de x dans π et π′,et don
 d'au moins 1. Dans les autres 
as, on a éventuellement 
réé un rédexd'asso
iativité (la 
on
lusion était port auxiliaire d'un ⊗s⊥) ou une 
oupure
ommutative exponentielle (la 
on
lusion était port auxiliaire d'une promotion),mais dans tous les 
as on se ramène à une valeur après avoir réduit 
e redex eton a diminué le nombre de 
ellules O.
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Dé�nition 7.58 (Sous-réseaux positifs maximaux)Soit π une valeur. On dé�nit π+, le sous-réseau positif maximal de π et on distingueune 
on
lusion parti
ulière du réseau, xπ, 
omme suit :� Si π a une 
on
lusion positive x, alors xπ = x et π+ est l'arbre tenseur maximalqui est sous-réseau de π ave
 x pour 
on
lusion.� Si π a une déréli
tion en profondeur 0, alors xπ est l'unique 
on
lusion qui estsous la déréli
tion et π+ est le sous-réseau 
ontenant les 
ellules menant de xπ àla déréli
tion ainsi que l'arbre tenseur maximal au-dessus de la déréli
tion.Remarque 7.59Le réseau π+ et la 
on
lusion xπ sont bien dé�nis.En e�et, si π a une 
on
lusion positive, la dé�nition ne pose pas de problème. Sinon,il y a une déréli
tion en profondeur 0. En suivant un 
hemin négatif au-dessous de ladéréli
tion, on ne peut entrer dans des 
ellules que par des ports auxiliaires de 
ellules
O?,Os,O?s ou de 
ontra
tion (autrement le réseau 
ontiendrait une 
oupure or il s'agitd'une valeur). L'absen
e de 
y
le négatif (le réseau est également 
orre
t) nous assurequ'on �nit par atteindre une 
on
lusion du réseau, qui est l'unique 
on
lusion du réseausous la déréli
tion.Théorème 7.60 (Séparation pour les SANE)Soient π et π′ deux réseaux 
orre
ts ave
 les mêmes 
on
lusions, qui sont des valeursnon-équivalentes : π 6∼SANE π′.Il existe un 
ontexte (de tête) 
orre
t C tel que C(π) ⋆

SANE 0 et C(π′) ⋆
SANE 1.Démonstration : Pour obtenir le résultat par indu
tion, on prouve en fait un résultat plusfort :(*) soient π et π′ deux réseaux 
orre
ts ayant les mêmes 
on
lusions (que l'onnote I = {xt1

1 , . . . , x
tk

k }) qui sont des valeurs non-équivalentes : π 6∼SANE π′.Pour tout J = {x? o⊥

i1 , . . . , x? o⊥

il
} ⊆ I, si N = {n1, . . . , nl} est une familled'entiers distin
ts qui sont su�samment grands et si ~φ est le 
ontexte de tête

< []|xi1 :!φn1 , . . . , xil
:!φnl >, alors il existe un 
ontexte de tête 
orre
t C telque C(π~φ) ⋆

SANE 0 et C(π′~φ) ⋆
SANE 1.Nous ne donnons pas une preuve 
omplètement détaillée, 
e qui serait trop long etsuper�u, mais nous tentons de traiter les 
as prin
ipaux et les 
as les plus 
omplexes.La preuve pro
ède par indu
tion sur la somme des profondeurs de π et π′. Soit J unsous-ensemble des 
on
lusions de type ?o⊥. Grâ
e au lemme 7.57, on peut supposerque ni π ni π′ n'ont de 
ellule O en profondeur 0 : il y a un 
ontexte dans lequel lesréseaux se réduisent à des valeurs non-équivalentes de profondeurs identiques à 
ellesdes réseaux initiaux et n'ayant pas de 
ellule O en profondeur 0. Soient xi = xπ et

xj = xπ′ . On raisonnera sur la stru
ture des sous-réseaux positifs maximaux π+ et
π′

+ :1. S'il y a une 
on
lusion positive x (et alors x = xi = xj), on raisonne sur letype de x.(a) Si la 
on
lusion positive est de type ! o, on a alors des réseaux π et π′ de laforme :
π/π′ =

π1/π
′
1

c c

o

!o

. . .162



puisqu'il n'y a pas de O en profondeur 0. Par l'équivalen
e asso
iée à larédu
tion  r, on a :
π/π′ =

π1/π
′
1

c c

o

!o

. . .

∼r

π1/π
′
1

cc o

. . . !o

= π̃/π̃′On peut don
 appliquer l'hypothèse d'indu
tion aux réseaux π1/π
′
1 ave
 les
ontra
tions appropriées de telle sorte que les réseaux ont la même 
on
lu-sions ex
epté pour le !o qui devient maintenant o. Par l'hypothèse d'in-du
tion, si φ satisfait les 
onditions de l'hypothèse d'indu
tion, on trouveainsi un 
ontexte séparant pour π1

~φ/π′
1

~φ : C =< []|ψn⊥

1 , . . . , ψn⊥

l′ , ψo⊥

l′+1 >et en ajoutant une déréli
tion à la 
on
lusion de type o⊥ de ψo⊥

l′+1, pourformer (?ψl′+1)
? o⊥ , on en fait un 
ontexte séparant, C, pour π̃~φ/π̃′

~φ etdon
 pour π~φ/π′~φ. Don
 pour tout 
ontexte de tête ~φ asso
ié à des entiersdistin
ts su�samment grands n1, . . . , nk, on peut trouver un 
ontexte detête séparant π~φ et π′~φ.(b) Si la 
on
lusion positive est de type o⊥, on étudie la forme des arbrestenseur enra
inés en x et on 
ompare les arbres, en prouvant la séparationpar indu
tion sur le nombre de ⊗s⊥ dans l'arbre. Le premier 
as est 
eluioù les deux arbres tenseurs 
ontiennent ⊗s⊥ :
π =

π1

πk

⊗

⊗

⊗
s⊥

!o

!o

π0

s o⊥

o⊥

o⊥

π′ =

π′
l

⊗

⊗

s⊥

!o

!o

s o⊥

o⊥
π′

1

π′
0

⊗
o⊥

Si π0 6∼ π′
0, alors on sépare π0

~φ et π′
0

~φ ave
 C =< []|ψo
0 , ψ

n⊥

1 , ψn⊥

l′ > et ené
hangeant ψ0 en O

o

os
c ψ0 , dans C, on obtient le 
ontexte de tête C′ quipermet de séparer π~φ et π′~φ.Si π0 ∼ π′

0, alors puisque π 6∼ π′, de deux 
hoses l'une : soit (α) il y a
i ≤ k = l tel que πi 6∼ π′

i, soit (β) k 6= l, soit (γ) les �ls typés par satteignent deux 
on
lusions di�érentes de I. Dans tous les 
as, on peutséparer :� dans le 
as (α), on utilise l'indu
tion sur les sous-réseaux πi/π
′
i, obte-nant un 
ontexte séparant C =< []|ψo⊥

0 , ψn⊥

1 , ψn⊥

l′ > on 
oupe ψo⊥

0 ave
la 
on
lusion de type o de π/π′ (qui est 
elle de π0/π
′
0) et on 
oupe la
on
lusion de π/π′ de type o⊥ ave
 un réseau qui est un arbre O dualde l'arbre de tenseur de π/π′ (qui sont identiques) tel que tous les portsauxiliaires de O? et Os sont des a�aiblissements, sauf 
elui qui ren
on-trera πi/π

′
i qui est une déréli
tion dont le port auxiliaire est 
onne
té au163



port auxiliaire de type o du plus haut O, 
omme 
i-dessous :
c

c

c?d

o oo o o o

?o⊥

n

O
O

O
O

i − 1 
ontra
tions n

o
O

o

n n
c� dans les 
as (β) et (γ), on fait une expansion au niveau des 
on
lusionsde type s, puis une rédu
tion asso
iative et on peut ensuite appliquer laméthode du premier 
as.Les 
as où l'un des deux arbres au moins 
ontient des 
ellules ⊗! ou bienoù il y a un lien axiome mais au
une 
ellule ⊗ sont traités de manière trèssimilaire.(
) Si la 
on
lusion positive est de type s⊥, on pro
ède essentiellement 
ommedans le 
as pré
édent par indu
tion sur le nombre de ⊗!s⊥ des arbres ten-seur, et par 
as sur les sous-réseaux impliqués dans le fait que π et π′ nesont pas équivalents :

⊗

π2/π
′
2π1/π

′
1

!o

s⊥

s⊥2. S'il y a une déréli
tion en profondeur 0 et que xi, xj 6∈ J . On sait que xiet xj sont de type ? o⊥ (en e�et, on a supposé qu'il n'y a pas de 
ellule O enprofondeur 0).(a) Si i 6= j, on dé�nit deux 
ontextes ψi et ψj 
omme suit :
ψi = π⊥

+
?d

?o⊥ !o?o⊥

c
ψj = π′⊥

+

?o⊥ !o

c

?o⊥

?doù π⊥
+ (resp. π′⊥

+) est un arbre O dual de l'arbre tenseur 
omposant le sous-réseau positif maximal de π (resp. de π′) où tous les ports auxiliaires restantsont a�aiblis. Ce sous-réseau π⊥
+ joue le r�le d'un e�a
eur de réseaux et estsimilaire au sous-réseau 
onstruit au 
as 1.b.α.Alors on a < π

~φ|ψi, ψj > 
⋆
SANE 0 et < π′~φ|ψi, ψj > 

⋆
SANE 1.(b) Si i = j, alors nous sommes essentiellement dans le même 
as qu'ave
 une
on
lusion positive, bien qu'il y ait une légère subtilité par
e que la 
on
lu-sion xi est maintenant de type ? o⊥ et qu'elle peut don
 être 
ontra
tée.Cette 
ontra
tion pourrait interférer ave
 une étape d'indu
tion et pourrésoudre 
e problème, on doit utiliser les réseaux φn de la dé�nition 7.49.Soient p, q les nombres de ⊗s⊥ dans les arbres tenseurs de π et π′ respe
ti-vement. On 
oupe la 
on
lusion xi de π/π′ ave
 φn pour n > p, q (et n étantdistin
t de tous les indi
es dans N ). On a alors la rédu
tion représentée en�gure 7.11.Le réseau représenté 
omme équivalent à < π

~φ|φn > est en e�et équivalentpuisqu'ils se réduisent tous les deux vers le même réseau quand on réduitla 
oupure S/c. On obtient π̃~φ,φn en réduisant la 
oupure sur la 
on
lusiondéréli
tée x′′i dans la �gure 
i-dessus. π̃~φ,φn et π̃′
~φ,φn sont des réseaux klmn.164



n⊥
⊗
o⊥

?d

o⊥
⊗n⊥

x′i x′′i o

φn

!o

φn

!o

. . .

c

< π
~φ|φn >∼

 ⋆
SANE

O

O

⊗

O

φn

!o

o

⊗

⊗

⊗

...n⊥

n⊥

s⊥

s⊥

= π̃
~φ,φn

x′i

c

. . .

o⊥
?d

Fig. 7.11 � Rédu
tion de < π
~φ|φn >.Si p 6= q, on peut appliquer le lemme 7.56 puisque k = n− p et k′ = n− q,de manière à avoir la séparation. Sinon, on 
oupe la 
on
lusion de type oave
 un réseau de la forme suivante :
⊗

!o

A
(
⊗s⊥

, k
)

s
. . .
s?o⊥ o⊥ o

s⊥

Après rédu
tion de la 
oupure, on obtient un réseau ave
 une déréli
-tion 
omme 
ellule 
on
lusion (il n'y a plus de 
ontra
tion). Si on 
onsi-dère les réseaux sans les déréli
tions, alors on a des réseaux qui ont une
on
lusion positive, qui ont la même profondeur que les réseaux origi-naux et J est maintenant devenu J ∪ x′i (le 
ontexte de tête ~φ est rem-pla
é par ~φ, φn). Ces réseaux peuvent être séparés par un 
ontexte de tête
C =< []|ψ0, ψ1, . . . , ψl′ >.Soit ψo

0 l'élément du 
ontexte séparant qui est 
oupé ave
 la 
on
lusion detype o⊥. ψo
0 a une 
on
lusion de type o, ses autres 
on
lusions étant detype n ; en 
onséquen
e ψo

0 peut être pla
é dans une boîte promotion pourobtenir un réseau ψ′
0
!o qui fournit un 
ontexte séparant pour π~φ/π′~φ.3. Finalement, s'il y a une déréli
tion en profondeur 0 et si {xi, xj}∩J 6= ∅.Soient k, k′ les nombres de ⊗s⊥ dans les arbres tenseur maximaux de π/π′.(a) si i 6= j, il y a alors deux 
as : (α) soit xi ∈ J et xj 6∈ J , (β) soit

{xi, xj} ⊆ J . On 
onsidère alors seulement le 
as où ils sont tous les deuxdans J puisque l'autre 
as peut être traité de manière similaire 
omme onle verra par la suite.Par hypothèse, on sait qu'on a ni 6= nj et que l'on peut 
hoisir ni et njaussi grands que l'on veut. Considérons don
 ni > k et nj > k′. π~φ et π′~φont les stru
tures des réseaux présentés en �gure 7.12.165



xj
oxi

n⊥

φnj

φni

!o

!o

?o⊥?o⊥

⊗
o⊥

. . .

π
~φ =

n⊥
⊗
o⊥

?d

c

oxi

n⊥

φni

!o

⊗
o⊥

o⊥
⊗n⊥

π′
~φ

=

. . .
?d

xj

φnj

!o

?o⊥

c

?o⊥Fig. 7.12 � Réseaux π~φ et π′~φ quand i 6= j et {xi, xj} ⊆ J .Et on a don
, en renommant xj en x′j et xi en x′i ou en x dans π̃~φ (on faitla même 
hose ave
 π′~φ : xi devient x′i et xj devient x′j ou x dans π̃′~φ) :
φni

!o

φnj

!o

φni

!o

n⊥
⊗
o⊥

?d

o⊥
⊗n⊥

ox′i xx′j

c

. . .

π
~φ ∼

 ⋆
SANE

φnj

!o
O

O

⊗

x′i x′j

O

φni

!o

o

⊗

⊗

⊗

...n⊥

n⊥

s⊥

s⊥

o⊥
= π̃

~φ

?d

c c

. . .. . .

Si k = k′ alors ni−k 6= nj−k′ de sorte que le lemme 7.56 peut être appliquéet si k 6= k′ alors le lemme peut aussi être appliqué puisque m = ni et
m′ = nj de telle sorte que l'on peut trouver un 
ontexte séparant.Le 
as où xj ∈ J et xi 6∈ J est traité de manière similaire : dans 
e 
as, onpeut 
hoisir 
e ave
 quoi on veut 
ouper xi et en parti
ulier on peut 
hoisir166



un φni .(b) si {xi, xj} ⊆ J et i = j. Dans 
e 
as, 
onsidérons ni > k, k′. On a alors :
n⊥
⊗
o⊥

?d

o⊥
⊗n⊥π

~φ ∼

x′i x′′i o

φni

!o

φni

!o

. . .

c

 ⋆
SANE

O

O

⊗

O

φni

!o

o

⊗

⊗

⊗

...n⊥

n⊥

s⊥

s⊥

= π̃
~φ

x′i

c

. . .

o⊥
?d

Si k 6= k′ on peut en
ore 
on
lure grâ
e au lemme 7.56.Si k = k′, alors il est possible de 
ouper la 
on
lusion de type o de π̃~φ ave
 :
⊗

⊗

⊗

s⊥

s⊥

!o...
?o⊥ s o⊥ o
z

s

. . .

α1αni−kqui se réduit vers : 167



!o

φni

⊗

⊗

⊗
s⊥

o
zα1

?o⊥

s⊥

. . .
αni−k

x′i

c

. . . ⊗
o⊥

?dCes réseaux π̃0/π̃
′
0 ont les mêmes profondeurs que π/π′ et ont maintenantdes 
on
lusions dans J ∪ {z?o⊥

, αs
1, . . . , α

s
ni−k} et une déréli
tion en pro-fondeur 0 ave
 xπ̃0

= xπ̃′
0
6∈ J , 
e qui peut être traité par le se
ond 
as dela preuve, assurant ainsi qu'il existe un 
ontexte séparant pour π~φ/π′~φ etnous permettant de 
on
lure la preuve.

�7.3. Remarques 
on
lusivesLes réseaux SANE ont été 
onçus pour permettre d'en
oder le Λµ-
al
ul dans un for-malisme de réseaux permettant une analyse �ne et très lo
ale des rédu
tions. L'un desobje
tifs de 
e 
hapitre était également d'étudier la propriété de séparation dans un telsystème.Les réseaux que nous avons présentés sont originaux d'une part par
e qu'ils empruntentdes éléments aux réseaux MELL usuels et d'autres aux réseaux polarisés de Laurent, maiségalement, et surtout, du fait de la règle d'asso
iativité. Nous avons ainsi :i) les prin
ipales propriétés d'un système de réseaux (notion de 
orre
tion, stabilité dela 
orre
tion par rédu
tion, 
on�uen
e de la rédu
tion, normalisation forte de 
ertainssous-systèmes de rédu
tion),ii) un théorème de séquentialisation des Λµ-réseaux et de simulation de Λµ (ave
 règlesd'expansion pour ηT et ηS) dans les SANE etiii) un théorème de séparation des réseaux 
orre
ts (et non pas seulement des Λµ-réseaux).Certains éléments tendent à montrer que si les SANE peuvent simuler Λµ, il s'agit parailleurs d'un système plus ri
he que Λµ :� le résultat de 
on�uen
e de la rédu
tion de SANE vaut sans avoir besoin d'imposerun équivalent de l'hypothèse de µ-
l�ture né
essaire en Λµ-
al
ul (
'est-à-dire, enbref, que nos réseaux sont 
on�uents même s'ils ont des 
on
lusions de type s/s⊥).Ce
i est dû au fait que les rédu
tions de SANE sont lo
alisées et qu'une fst -rédu
tionpeut être initiée au niveau de l'équivalent d'un pré-redex de type (T )S, de la forme
(λx.t)α, et n'a pas besoin d'être initié au niveau de son µ-lieur ;� l'en
odage de Λµ dans SANE ne fait jamais intervenir de 
ellule de type O?s ou ⊗!s⊥(et d'ailleurs la dé�nition des Λµ-réseaux 7.38 les ex
lut expressément). Ces 
ellulesn'interviennent qu'au 
ours de la rédu
tion d'un Λµ-réseau, au fur et à mesure desutilisations de règles d'asso
iativité  a : 
es stru
tures O?s et ⊗!s⊥ n'interviennentque dans la dynamique de la simulation de Λµet non pas dans l'en
odage lui-même.168



Un autre 
al
ul sous-ja
ent ? On a pourtant tout une 
lasse de réseaux 
ontenantdes 
ellules O?s et ⊗!s⊥ 
e qui suggère qu'un se
ond 
al
ul serait sous-ja
ent aux réseauxSANE, un 
al
ul où les O? seraient abandonnés au pro�t de 
ellules O?s. Ce 
al
ul seraitun 
al
ul ayant pour 
onstru
tion prin
ipale la 
onstru
tion de stream 
omme nous l'avonsdéjà évoqué à la �n du 
hapitre sur la séparation. les 
onstru
tions O?s et ⊗!s⊥ seraientdes 
onstru
tions d'assemblage de streams : [x · α] (prête à être abstraite) et [t · S] (prêteà être appliquée), l'abstra
tion se réalisant ave
 les 
ellules Os (de la forme Λ[x · α]) etl'appli
ation par les 
ellules ⊗s⊥ (de la forme (t)[u ·S]). Nous développerons 
ette appro
hedans le pro
hain 
hapitre.
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Chapitre 8
λµ-
al
uls, streams et 
ontr�leRésumé:Dans 
e dernier 
hapitre 
on
ernant le Λµ-
al
ul, nous avons regroupé divers ré-sultats 
on
ernant le Λµ-
al
ul et plus largement les λµ-
al
uls, résultats qui utilisentou développent le 
ontenu des 
hapitres pré
édents ou apportent des réponses à desquestions soulevées pré
édemment.Nous 
ommen
erons par 
omparer les diverses versions de λµ-
al
uls en appel parnom que nous avons ren
ontrées dans 
ette thèse ; λµ, λµη, λµǫ et Λµ. Nous dévelop-perons également des approfondissements de l'interprétation de streams du Λµ-
al
ulet du parallèle ave
 le 
ontr�le délimité via λµt̂p, en parti
ulier via la dé�nition d'unema
hine abstraite pour Λµ, la Λµ-KAM, et d'une variante du λ-
al
ul qui possède une
onstru
tion de streams, le ΛS-
al
ul.Référen
es. Les résultats 
omparant les divers λµ-
al
uls ont été publiés dansl'arti
le On the relations between the synta
ti
 theories of λµ-
al
uli [Sau08a℄.Sommaire8.1 Introdu
tion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1728.2 Comparaison des λµ-
al
uls . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1728.2.1 Diverses variantes de λµ-
al
uls . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1728.2.2 La syntaxe de Ph. de Groote ave
 ǫ-rédu
tion : λµǫ . . . . . . . 1738.2.3 Comparaison des théories équationnelles des λµ-
al
uls . . . . . 1748.2.4 λµǫ et séparation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1758.2.5 Bilan des propriétés des quatre λµ-
al
uls . . . . . . . . . . . . . 1768.3 Streams et 
ontr�le . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1768.3.1 Retour sur l'interprétation de streams . . . . . . . . . . . . . . . 1768.3.2 La Λµ-KAM, une ma
hine abstraite pour Λµ . . . . . . . . . . . 1788.3.3 Une hiérar
hie de Λµ-
al
uls . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1818.3.4 Sémantique dénotationnelle de Strei
her pour Λµ . . . . . . . . . 1828.3.5 Un 
al
ul de stream : le ΛS-
al
ul . . . . . . . . . . . . . . . . . 182
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8.1. Introdu
tionDans 
e dernier 
hapitre 
on
ernant le Λµ-
al
ul, nous avons regroupé divers résul-tats 
on
ernant le Λµ-
al
ul et plus largement les λµ-
al
uls. Ces résultats utilisent oudéveloppent le 
ontenu des 
hapitres pré
édents ou apportent des réponses à des questionssoulevées pré
édemment. Il s'agit prin
ipalement de 
on
lure 
ette partie en resituant le
al
ul que nous avons développé dans les 
hapitres pré
édents parmi les autres λµ-
al
ulset de faire le bilan de l'interprétation de streams et des liens entretenus ave
 les opéra-teurs de 
ontr�le en présentant quelques résultats supplémentaires reliant Λµ à λµt̂p. Enoutre, nous sommes restés jusqu'i
i au niveau de l'analogie ou de la notation 
on
ernant lesstreams ; nous présentons i
i des éléments plus formels à l'appui de 
ette interprétation :une ma
hine abstraite, la Λµ-KAM, une sémantique dénotationnelle proposée par ThomasStrei
her et un 
al
ul de streams issu de l'analyse menée via les réseaux SANE.Divers λµ-
al
uls. Nous 
ommen
erons par 
omparer les diverses versions de λµ-
al
ulsen appel par nom que nous avons ren
ontrées dans 
ette thèse ; λµ, λµη, λµǫ et Λµ. Nousétablirons des résultats 
omparant les théories équationnelles de 
es 
al
uls et étudieronsde manière un peu plus détaillée le λµǫ-
al
ul de Ph. de Groote sur lequel nous ne noussommes pas en
ore pen
hé en détail.Streams et 
ontr�le. Nous approfondirons ensuite l'interprétation de streams du Λµ-
al
ul et du parallèle ave
 le 
ontr�le délimité via λµt̂p en proposant d'abord quelquesexemples de Λµ-termes dont le 
omportement opérationnel est intéressant du point devue de l'interprétation de streams, nous dé�nirons ensuite une ma
hine abstraite pour Λµainsi qu'une sémantique dénotationnelle pour Λµ proposée par Strei
her. Nous proposonsune extension du 
al
ul Λµ à une hiérar
hie de 
al
uls qui semblent liés aux hiérar
hiesd'opérateurs shifti/reseti de Danvy et Filinski [DF90℄ et nous terminerons en proposantun 
al
ul de stream, ΛS, dont les 
onstru
tions prin
ipales sont une abstra
tion et uneappli
ation de stream et qui a déjà été brièvement dis
uté aux 
hapitres où nous avonsétudié le théorème de Böhm pour Λµ et au 
hapitre sur les réseaux SANE.8.2. Comparaison des λµ-
al
uls8.2.1 Diverses variantes de λµ-
al
ulsOn trouve dans la littérature plusieurs variantes de λµ-
al
uls. En s'en tenant aux λµ-
al
uls en appel par nom (sans 
onsidérer les systèmes en appel par valeur 
omme 
euxintroduits pas Ong et Stewart [OS97℄), on a déjà vu au 
ours des pré
édents 
hapitresle λµ-
al
ul tel que présenté par Parigot [Par92℄, le λµη-
al
ul introduit par Py pourétudier la 
on�uen
e et la propriété de séparation [Py98, DP01a℄, le Λµ-
al
ul introduitpar nos soins pour retrouver la séparation et dont 
ette thèse tente de mener une étudeapprofondie [Sau05, Sau07, Sau08a, PS08℄ et dont un sous-
al
ul très pro
he avait déjà été
onsidéré par de Groote dans un arti
le à propos des tradu
tions CPS du λµ-
al
ul [dG94℄,ainsi qu'une autre variante ave
 une nouvelle rédu
tion ǫ également due à de Groote et quenous avons brièvement mentionnée [dG98℄ ainsi que le λµt̂p-
al
ul de Herbelin et al. [HG08℄.Si on met de 
�té le λµt̂p-
al
ul qui a été introduit expli
itement 
omme une variante du
λµ-
al
ul ave
 une variable de 
ontinuation dynamiquement liée de manière à observer denouveaux e�ets 
al
ulatoires, les 
al
uls pré
édents ont souvent été 
onsidérés 
omme étant172



le λµ-
al
ul et les points 
ommuns et les divergen
es entre 
es 
al
uls n'ont que rarementété soulevés et n'ont pas très souvent été tirés au 
lair. C'est ainsi qu'il arrive que desauteurs utilisent diverses présentations du λµ-
al
ul dans di�érents travaux, et on ne saitplus for
ément très bien quelle propriété est valable dans quelle �version de λµ�.Pourtant, 
es 
al
uls di�érents 
ertainement ; le fait que la propriété de séparation soitvalable en Λµ mais pas dans λµ ni λµη en est peut-être la meilleure illustration (les liensentre Λµ et λµt̂p en sont une autre).Il nous semble important d'une part de souligner le fait qu'il y a don
 des λµ-
al
ulset non pas un λµ-
al
ul et d'autre part de mettre en éviden
e les relations que 
es 
al
ulsentretiennent les uns ave
 les autres. C'est 
e que nous allons tenter de faire dans 
ettese
tion.Nous limiterons notre analyse aux quatre 
al
uls pré
édemment 
ités : λµ, λµη, Λµet λµǫ. Avant de 
ommen
er, il nous faut dé�nir λµǫ puisque 
e 
al
ul n'a été qu'évoquéjusqu'i
i.8.2.2 La syntaxe de Ph. de Groote ave
 ǫ-rédu
tion : λµǫPhilippe de Groote a introduit une ma
hine abstraite pour le λµ-
al
ul à la �n desannées 90 [dG98℄, de manière 
ontemporaine d'autres auteurs [Bie98, SR98℄1. Pour 
ela, ila 
onsidéré une extension du λµ-
al
ul de Parigot, le λµǫ-
al
ul.Les termes du λµǫ-
al
ul sont les termes de ΣΛµ, mais le λµǫ-
al
ul 
ontient une nouvellerègle, la ǫ-redu
tion :
µα.µβ.t→ǫ µα. |t|βoù |t|β est le terme obtenu en e�açant de t toutes les o

urren
e libres de β dans t. Cetterègle était justi�ée, du point de vue du typage, par le fait que dans le terme µα.µβ.t, lesous-terme µβ.t doit re
evoir le type ⊥.Une 
ontrainte sur la rédu
tion ρ doit être ajoutée de manière à ne pas perdre la
on�uen
e : la ρ-rédu
tion est maintenant :

µγ.(µα.t)β −→ρ µγ.t {β/α} .Sans 
ette 
ontrainte, il y aurait un problème de 
on�uen
e pour le terme (µγ.µβ.µα.t)δζselon que l'on applique ǫ à µα ou à µβ :
|t|α {δ/γ} {ζ/β} ←−2

ρ←−ǫ (µγ.µβ.µα.t)δζ −→ǫ−→2
ρ |t|β {δ/γ} {ζ/α}En outre, on ne peut pas ajouter la η-rédu
tion à λµǫ sans quoi la 
on�uen
e estégalement perdue2 :

µα.λx.µβ.y ←−µ µα.λx.(µβ.y)x −→η µα.µβ.y −→ǫ µα.yOn notera que 
et exemple montre par ailleurs que l'ajout de la fst-rédu
tion (ou ν-rédu
tion dans la terminologie de Py) n'arrangerait rien à 
e problème, au 
ontraire,il y aurait vraiment une paire 
ritique non 
on�uente fst/ǫ sur le terme µα.µβ.y. Il enest de même ave
 l'η-expansion qui d'habitude se 
omporte pourtant bien vis-à-vis de la
on�uen
e.1On pourra se référer à la se
tion 2.3.4 du 
hapitre 2 pour des détails à 
e sujet.2On trouvera de nombreux détails sur les problèmes de 
on�uen
e dans λµǫ ave
 η dans la thèse dedo
torat de Py [Py98℄. 173



On peut maintenant dé�nir la rédu
tion de λµǫ :Dé�nition 8.1 (Rédu
tion du λµǫ-
al
ul)La rédu
tion du λµǫ-
al
ul, notée −→λµǫ, est dé�nie par les 
inq règles de rédu
tionsuivantes :
(λx.t)u −→β t {u/x}
(µα.t)u −→µ µα.t {(v)uα/(v)α}
µγ.(µα.t)β −→ρ µγ.t {β/α}
µα.(t)α −→θ t si α 6∈ FV (t)
µα.µβ.t −→ǫ µα. |t|βoù |t|β 
onsiste à e�a
er toutes les o

urren
es libres de β dans t et est dé�ni 
ommesuit :Dé�nition 8.2 (|t|β)

|t|β est dé�ni 
omme suit :
|x|β , x

|λx.t|β , λx. |t|β
|(t)u|β , (|t|β) |u|β
|µβ.t|β , µβ.t

|µα.t|β , µα. |t|β si α 6= β

|(t)β|β , |t|β
|(t)α|β , (|t|β)α si α 6= βPy [Py98℄ a prouvé le 
on�uen
e de λµǫ.8.2.3 Comparaison des théories équationnelles des λµ-
al
ulsOn 
ompare rapidement les théories équationnelles de λµ, λµη, λµǫ et Λµ dans 
ettese
tion.Stabilité de λµ/λµη par λµǫ/Λµ. On 
ommen
e par établir le lemme suivant, dontune partie a déjà été présentée au 
hapitre 5, qui énon
e la stabilité de Σλµ ainsi que 
elledes rédu
tions dans λµ et λµη.Lemme 8.3Le λµ-
al
ul est stable pour la Λµ-rédu
tion et la λµǫ-rédu
tion :� si t ∈ Σλµ et t −→⋆

Λµ u, alors u ∈ Σλµ et t −→⋆
λµη u ;� si t ∈ Σλµ et t −→⋆

λµǫ u, alors u ∈ Σλµ et t −→⋆
λµ u.Démonstration : La preuve du lemme est immédiate : de 
haque rédu
tion de λµǫ (resp.

Λµ) à partir d'un terme de Σλµ, on obtient un terme de Σλµ et l'instan
e de ré-du
tion 
onsidérée peut être simulée dans λµ (resp. λµη). On pourra se reporter aulemme 5.28.
�Extensions 
onservatives. Le Λµ-
al
ul est une extension du λµη-
al
ul. On montrequ'il s'agit d'une extension 
onservative quand on 
onsidère les termes de Σc

λµ pour Λµ et174



n'importe quel terme de Σλµ pour λµǫ : si t, u ∈ Σc
λµ (resp. t, u ∈ Σλµ), une égalité entre

t et u est vraie dans λµη (resp. λµ) si, et seulement si, elle est vraie dans Λµ (resp. dans
λµǫ) :Proposition 8.4 (Λµ est une extension 
onservative de λµη)Le Λµ-
al
ul est une extension 
onservative du λµη-
al
ul sur les termes 
los :Soient t, u ∈ Σc

λµ, on a l'équivalen
e suivante : t =Λµ u si, et seulement si t =λµη u.Démonstration :
⇐ Cette impli
ation est évidente puisque toute égalité dans λµ est également uneégalité dans Λµ.
⇒ Supposons t =Λµ u. D'après le théorème 5.26, on sait qu'il existe v ∈ ΣΛµ telque t, u −→⋆

Λµ v. D'après le lemme 5.28, v ∈ Σλµ et t, u −→⋆
λµ v, 
e qui entraîneimmédiatement t =λµη u.

�Proposition 8.5 (λµǫ est une extension 
onservative de λµ)Si t, u ∈ Σλµ, alors t =λµǫ u⇔ t =λµ u.Démonstration : La preuve est similaire à la preuve pré
édente si 
e n'est que l'hypothèse de
l�ture est maintenant super�ue du fait de la 
on�uen
e en λµ/λµǫ qui ne requiertpas la µ-
l�ture.
�In
omparabilité de =Λµ et =λµǫ.Proposition 8.6 (=Λµ et =λµǫ sont in
omparables.)Il existe t, u, v ∈ Σc

Λµ tels que t =Λµ u mais t 6=λµǫ u et tels que t =λµǫ v mais t 6=Λµ v.Démonstration : Soit t ∈ Σc
Λµ un terme de la forme µα.t′, qui soit en forme normale 
anoniquepour Λµ et qui ne possède au
une paire de µ-abstra
tions 
onsé
utives. Soient alors

u = λx.µα.t′ {(w)xα/(w)α} et v = µα.µβ.t′. On a t =fst u et t =ǫ v de telle sorteque t =Λµ u et t =λµǫ v.Par ailleurs, t est une λµǫ-forme normale puisqu'il n'a pas de ǫ-redex puisqueau
un sous-terme de la forme µα.µβ.u et qu'étant en forme normale 
anonique il n'adon
 ni β, ni µ, ni θ, ni ρ redex3 et il en est de même de u (la variable x ne peut pas
réer de λµǫ-redex sans 
ontredire le fait que t est une forme normale 
anonique) :il s'agit don
 de deux formes normales distin
tes du λµǫ-
al
ul et par 
on�uen
e de
λµǫ, t 6=λµǫ u.En outre, t et v sont en forme normale 
anonique de telle sorte que t =Λµ v si, etseulement si, t =fst v. Mais t et v 
ontiennent un nombre di�érent de µ-abstra
tionsalors que la fst-rédu
tion préserve le nombre de µ dans un terme. En 
on
lusion
t 6=fst v et �nalement on a t 6=Λµ v.On notera qu'on peut 
hoisir, par exemple, t = µα.λx.x.

�8.2.4 λµǫ et séparationOn sait 
e qu'il en est de la séparation dans λµ, λµη et Λµ. Que peut-on dire de laséparabilité dans λµǫ ? On esquisse i
i quelques pistes à 
e sujet.3Que 
e soit pour la ρ-rédu
tion de Λµ ou de λµǫ.175



Con�uen
e Séparation Système de types Subje
t redu
tion SN
λµ OUI NON CND OUI OUI
λµη OUI (µ-
los) NON CND + ⊥ OUI OUI
λµǫ OUI ? CND + ⊥ OUI OUI
Λµ OUI (µ-
los) OUI CND + ⊥ et ΛS OUI OUIFig. 8.1 � Propriétés des quatre λµ-
al
uls.Énon
er la séparation dans le λµǫ-
al
ul né
essiterait de 
onsidérer les 
lasses d'équi-valen
e modulo les λµǫ-régles plus η. Cette étude est 
omplexe puisque λµǫ+ η n'est pas
on�uent et qu'il est don
 di�
ile de dire quoi que 
e soit à propos du fait que deux termesne soient pas égalisés par la théorie équationnelle.On 
onsidérera simplement un exemple de deux termes qui ne sont pas séparables alorsqu'ils ne sont pas équationnellement équivalents dans λµǫ : t0 = µα.0 et t1 = µα.1 nepeuvent être séparés par au
un 
ontexte :

(µα.t)u −→µ µα.t si α 6∈ FV (t).
µγ.(µα.t)β −→ρ µγ.t qui est α-équivalent à µα.t.
µβ.µα.t −→ǫ µβ. |t|α = µβ.t qui est α-équivalent à µα.t.Les autres 
ontextes possibles (λx.[], λx.([])β, µβ.λx.[], . . . ) n'interagissent pas ave
 lestermes et don
 a fortiori ne les distinguent pas. En fait, tout terme de la forme µα.tave
 t un terme 
los est observationnellement équivalent à t0 : au
un 
ontexte ne peut fairese réduire l'un sur une forme normale de tête sans que l'autre ne se réduise également surune forme normale de tête.Ce
i ne 
l�t pas la question de la séparation dans λµǫ : il n'est pas tout à fait ex
luque l'ajout de la règle η égalise tous les termes de 
e type (en tous les 
as nous n'avons pasd'argument pour l'ex
lure en l'absen
e de 
on�uen
e)... même si 
'est peu probable.8.2.5 Bilan des propriétés des quatre λµ-
al
ulsLes quatre λµ-
al
uls 
onsidérés dans 
ette se
tion partagent don
 
ertaines propriétéset di�èrent sur d'autres points. Nous faisons i
i un bref bilan des propriétés syntaxiques
onnues pour 
es 
al
uls en résumant dans la �gure 8.1 les propriétés des quatre λµ-
al
uls.Les quatre 
al
uls satisfont la 
on�uen
e [Par92, Py98, Sau08a℄4. Ils ont tous les quatreun système de typage qui 
orrespond aux preuves de la dédu
tion naturelle 
lassique, ave
ou sans ⊥ expli
ite et Λµ dispose en outre d'un système de types supplémentaire que nousavons étudié au 
hapitre 6. La normalisation forte est 
onnue dans le 
as simple pour λµη,

λµǫ et Λµ tandis que Parigot l'a prouvé pour le se
ond ordre également [Par97℄ pour λµ.8.3. Streams et 
ontr�le8.3.1 Retour sur l'interprétation de streamsNous allons maintenant développer l'analogie qui a sous-tendu le développement dela théorie du Λµ-
al
ul, l'analogie entre la µ-abstra
tion et une abstra
tion de stream,4Voir aussi le 
hapitre 5 de 
ette thèse. 176




'est-à-dire une sorte de λ-abstra
tion in�nitaire.Jusqu'i
i, l'interprétation de streams a été une intuition opérationnelle utile pour ledéveloppement de résultats à propos de Λµ, elle a également pu être une notation syn-thétique pratique, mais nous ne lui avons pas donné de statut formel, si 
e n'est dans lestypes de ΛS et dans la règle d'asso
iativité des réseaux SANE. Nous allons dans 
ettese
tion développer 
ette appro
he et la relier aux opérateurs de 
ontr�le délimité. Aprèsavoir 
onsidéré quelques Λµ-termes dont le 
omportement 
al
ulatoire est signi�
atif pourl'interprétation de streams, nous proposons une ma
hine abstraite pour Λµ, la Λµ-KAM,qui nous 
onduit à proposer une hiérar
hie de Λµ-
al
uls ; nous faisons ensuite état d'unesémantique dénotationnelle proposée par Thomas Strei
her pour le Λµ-
al
ul [Str05℄ dansune 
ommuni
ation privée et nous proposons �nalement un 
al
ul de streams, ΛS, quiest 
onstruit autour d'un 
onstru
teur de stream, d'une abstra
tion de stream et d'uneappli
ation de stream.Entrela
er des streams. Dans 
ette se
tion on 
onsidère un exemple de 
e qu'il estpossible de faire en Λµ-
al
ul en utilisant un opérateur de point �xe.On rappelle les 
ombinateurs de point �xe usuels du λ-
al
ul :Dé�nition 8.7 (Combinateurs de point �xe de Chur
h et de Turing)� Le 
ombinateur de point �xe de Chur
h, noté YC est :
YC = λf.(λx.(f)(x)x)λx.(f)(x)x� Le 
ombinateur de point �xe de Turing, noté YT est :

YT = (λx.λy.(y)(x)xy)λx.λy.(y)(x)xyProposition 8.8Soit t un λ-terme (resp. un Λµ-terme). On a :
(YC)t =β (t)(YC)t (resp. (YC)t =βT

(t)(YC)t.)
(YT )t −→β (t)(YT )t (resp. (YT )t −→βT

(t)(YT )t.)Dé�nition 8.9On 
onsidère le Λµ-terme suivant :
t = λz.λx.µα.λy.µβ.µγ.(z)αβxyγ.En notation de stream, 
ela donne :

t = λz.Λ(x, α).Λ(y, β).Λγ.(z)αβ(x, y, γ).Quand on prend le point �xe de 
e terme, on obtient un terme qui prend deux streamset empile sur une troisième stream, en les entrelaçant, les 
ontenus des deux premièresstreams :
(YT )t −→⋆

Λµ Λ(x1, . . . , xn, α).Λ(y1, . . . , yn, β).Λγ.(YT )tαβ(x1, y1, . . . , xn, yn, γ).177



Remarque 8.10On peut 
onsidérer une variante plus simple ave
 le Λµ-terme t′ suivant :
t′ = λz.λx.µα.µβ.µγ.(z)βαxγ.En notation de stream, 
ela donne :

t′ = λz.Λ(x, α).Λβ.Λγ.(z)βα(x, γ).Explorer des streams. On montre sur quelques exemples 
omment on peut explorerles streams grâ
e aux termes du Λµ-
al
ul.Dé�nition 8.11 (Terme First)
First , µα.(λx.µβ.x)αDé�nition 8.12 (Terme Tail)

Tail , λu.µα.(λx.µβ.(u)β)αOn peut ainsi dé�nir un terme qui retourne le ne argument d'une stream (en 
omptantà partir de 0) :
(([n])Tail)Firstoù [n] est l'entier de Chur
h n donné par : [n] , λf.λx.(f)nx.On a en e�et :

(([n])Tail)First −→⋆
Λµ µα.(λx0 . . . xn.µβ.xn)α

−→⋆
Λµ λx0 . . . xn.µα.xnen 
onséquen
e de quoi 
e terme retourne le ne élément d'une stream lorsqu'il arrive enposition de tête :

((([n])Tail)First)S −→⋆
Λµ S(i)8.3.2 La Λµ-KAM, une ma
hine abstraite pour ΛµOn a présenté une ma
hine abstraite pour le λµ-
al
ul dans le 
hapitre 2. La λµ-KAMtraitait indi�éremment λµ-termes et termes nommés ave
 une instru
tion dédiée à 
haque
onstru
tion. Pourtant, la λµ-KAM ne peut pas traiter l'ensemble des Λµ-termes. En e�et,
ette ma
hine suppose qu'un terme nommé est dans un état où la pile est vide de mêmeque la transition d'un terme de la forme µα.c laisse la pile vide.Une ma
hine abstraite pour le Λµ-
al
ul doit avoir des états plus stru
turés : pour
ela on va 
onsidérer une pile supplémentaire qui sera aux variables de stream 
e que lapremière pile était aux variables de terme.

λ-abstra
tions et λ-appli
ations empilaient et dépilaient sur la pile K tandis que µ-abstra
tions et µ-appli
ations empileront et dépileront de la nouvelle pile, S.Comme 
onstaté dans la dé�nition du système de typage pour Λµ, il faut prévoir que les
onstru
tions de stream et de terme puissent interagir ; notre présentation de la ma
hineen tiendra 
ompte. 178



〈x [e] [S]〉 −→ 〈t [e′] [S]〉 si e(x) = t[e′]
〈λx.t [e] [u[e′] · S]〉 −→ 〈t [x = u[e′]; e] [S]〉
〈(t)u [e] [S]〉 −→ 〈t [e] [u[e] · S]〉

〈µα.t [e] [K :: S]〉 −→ 〈t [α = K; e] [S]〉
〈(t)α [e] [S]〉 −→ 〈t [e] [K :: S]〉 si e(α) = Kave
 S = K1 :: K2 :: . . . :: � et K = u1[e1] · u2[e2] · · · · · ⊥.Fig. 8.2 � Présentation alternative de la Λµ-KAM.

〈x [e] K [S]〉 −→ 〈t [e′] K [S]〉 si e(x) = t[e′]
〈λx.t [e] u[e′] ·K [S]〉 −→ 〈t [x = u[e′]; e] K [S]〉
〈(t)u [e] K [S]〉 −→ 〈t [e] u[e] ·K [S]〉

〈µα.c [e] K [S]〉 −→ 〈c [α = K; e] ⊥ [S]〉
〈[α]t [e] ⊥ [S]〉 −→ 〈t [e] K [S]〉 si e(α) = K

〈µt̂p.c [e] K [S]〉 −→ 〈c [e] ⊥ [K · S]〉
〈[t̂p]t [e] ⊥ [K · S]〉 −→ 〈t [e] K [S]〉Fig. 8.3 � Ma
hine abstraite pour λµt̂p [HG08℄.Dé�nition 8.13 (États de la Λµ-KAM )les états de la Λµ-KAM sont de la forme 〈t, [e],K, S〉 où :� t est un Λµ-terme ;� e est un environnement de variables de terme et de stream : les variables de termesont liées à des 
l�tures u[e] tandis que les variables de stream sont liées à despiles de 
l�tures K ;� K est une pile de 
l�tures, la pile vide est notée ⊥ ;� S est une pile de piles de 
l�tures, la pile vide étant notée �.Un état initial de la Λµ-KAM est de la forme 〈t, [∅],⊥,�〉.Dé�nition 8.14 (Transitions de la Λµ-KAM )
〈x [e] K S〉 −→ 〈t [e′] K S〉 si e(x) = t[e′]
〈λx.t [e] u[e′] ·K S〉 −→ 〈t [x = u[e′]; e] K S〉
〈(t)u [e] K S〉 −→ 〈t [e] u[e] ·K S〉

〈µα.t [e] K L · S〉 −→ 〈t [α = K; e] L S〉
〈(t)α [e] L S〉 −→ 〈t [e] K L · S〉 si e(α) = KLes deux dernières transitions e�e
tuent deux opérations :179



1. Assigner la pile K à α dans la 
l�ture (resp. 
harge le K 
orrespondant à α) et2. Empiler une nouvelle pile dans S (resp. la dépiler de S).Il y a deux manières d'analyser 
ela :� On peut d'un 
�té 
onsidérer que 
ette double opération provient de l'intera
tionentre les 
onstru
tions de terme et de stream, intera
tion déjà évoquée plus haut ;dans 
ette perspe
tive, on pourrait aussi travailler ave
 simplement une pile depiles, les λ-instru
tions n'agissant qu'au niveau de la première pile tandis que les
µ-instru
tions peuvent empiler et dépiler au se
ond niveau, on obtiendrait alors des
µ-instru
tions primitives (mais on retrouverait un phénomène pro
he de l'asso
ia-tivité des types de ΛS ou des SANE). On pourrait alors présenter la ma
hine demanière alternative à la manière de la �gure 8.2.� D'un autre 
�té, on pourrait 
her
her à rendre plus primitives 
es instru
tions en lere�étant dans le 
al
ul ; on serait alors dans une appro
he à la λµt̂p, 
omme présentéen �gure 8.3 : la ma
hine abstraite pour λµt̂p (en appel par nom) dé
ompose en e�etles deux instru
tions 
omposites de la Λµ-KAM grâ
e aux opérations e�e
tuées parles µt̂p et [t̂p].On remarquera que la ma
hine Λµ-KAM a une stru
ture d'états similaire à 
elle de lama
hine abstraite pour shift/reset de Danvy et al [BBD05℄ et que les transitions ont desstru
tures pro
hes.Analyse des états �naux de la Λµ-KAM. On étudie les 
on�gurations possibles desétats �naux de la Λµ-KAM :� Un état 〈x[e],K, S〉 est �nal si, et seulement si, la variable x n'est pas dé�nie dansl'environnement e, 
e qui ne peut arriver que si x était une variable libre du termede départ. Cela signi�e qu'on a atteint une variable de tête. Ce 
as n'arrive jamaislorsque le terme initial était un Λµ-terme 
los ;� Un état 〈λx.t[e],K, S〉 est un état �nal si, et seulement si, K = ⊥. Cela signi�e quel'on a atteint un λ-pré�xe d'une forme de tête faible du terme 
al
ulé ou un pré-redexbloqué (
e dernier 
as n'arrive jamais ave
 un terme µ-
los) ;� Un état 〈(t)u[e],K, S〉 ne peut jamais être �nal ;� Un état 〈µα.t[e],K, S〉 est un état �nal si, et seulement si, S = �. Cela signi�e qu'ona atteint un µ-pré�xe d'une forme de tête faible du terme 
al
ulé ;� Un état 〈(t)α[e],K, S〉 est �nal si, et seulement si, la variable α n'est pas dé�nie dansl'environnement e, 
e qui ne peut arriver que si α était une variable libre du termede départ. Ce 
as n'arrive jamais si on 
ommen
e ave
 un terme µ-
los.Au-delà de la rédu
tion de tête faible. Pour aller au-delà de la rédu
tion de têtefaible de Λµ, il faut :� pouvoir réduire sous les λ et les µ ;� traiter le 
as des variables qui ne seront plus liées dans l'environnement par
e qu'onréduit sous les λ et les µ.On gère 
es deux 
as en relançant la ma
hine une fois qu'un λ ou µ-pré�xe de têtefaible a été atteint, et on introduit des 
onstantes 
omme suit :� on introduit des 
onstantes simples pour les λ-variables 
orrespondant aux λ-pré�xesren
ontrés auparavant, 
es 
onstantes ont pour e�et de bloquer la ma
hine (unevariable de tête est atteinte) ;� on introduit de nouvelles 
onstantes de fond de pile pour les variables de stream, de laforme α(n) ainsi que des 
onstantes de terme vα

n . Lorsqu'un terme (t)α est atteint et180



que la variable α n'est pas dé�nie dans l'environnement par
e que liée à un µ-pré�xeren
ontré plus haut, on ajoute une pile réduite au fond de pile α(0) et on ajoute lanouvelle transition :
〈λx.t [e] α(n) S〉 −→ 〈t [x = vα

n [∅]; e] α(n + 1) S〉Cette nouvelle transition permet de traiter le 
as de la fst -rédu
tion pour les pré-redex de type (T )S. La re
onstru
tion du Λµ-terme doit prendre en 
ompte la mise en
ohéren
e des variables de stream puisque la ma
hine implémente une fst -rédu
tionlo
ale, à la manière de 
elle des réseaux SANE.8.3.3 Une hiérar
hie de Λµ-
al
ulsUne remarque assez immédiate, étant donné le parallélisme entre les abstra
tions λ et
µ, serait d'envisager un 
al
ul 
onstruit sur une hiérar
hie de tels opérateurs : λ, µ, ν, . . .(que l'on pourrait noter Λ1,Λ2,Λ3 . . . pour plus d'uniformité).On ne présente que le 
as de l'opérateur ν, et en
ore que très brièvement, 
ar il n'y apas de grand intérêt te
hnique une fois que l'étude du Λµ-
al
ul a été menée, l'ensembledes résultats devant se transposer aisément à la hiérar
hie entière, quel que soit l'indi
e
onsidéré dans la hiérar
hie.le Λµν-
al
ul, que l'on pourrait également appeler le Λ3-
al
ul, est dé�ni 
omme suit :Dé�nition 8.15 (Λµν-
al
ul)On 
onsidère un ensemble Vr de ν-variables (ℵ,i, ,k,ג . . . ) en 
omplément des en-sembles Vs et Vt pré
édemment 
onsidérés. Les termes du Λµν-
al
ul sont dé�nis parla syntaxe :

t, s ::= x | λx.t | (t)u | µα.t | (t)α | νℵ.t | (t)ℵet les rédu
tions du Λµν-
al
ul sont données par :
(λx.t)u −→βT

t {u/x}
λx.(t)x −→ηT

t si x 6∈ FV (t)
(µα.t)β −→βS

t {β/α}
µα.(t)α −→ηS

t si α 6∈ FV (t)
(νℵ.t)i −→βR

t {i/ℵ}
νℵ.(t)ℵ −→ηR

t si ℵ 6∈ FV (t)
µα.t −→fstS λx.µα.t {(v)xα/(v)α} si x 6∈ FV (t)
νℵ.t −→fstR µα.νℵ.t {(v)αℵ/(v)ℵ} si α 6∈ FV (t)On peut également dé�nir 
e qui 
orrespondrait à la rédu
tion µ :

(µα.t)u −→µS
µα.t {(v)uα/(v)α}

(νℵ.t)u −→µT
R

νℵ.t {(v)uℵ/(v)ℵ}
(νℵ.t)α −→µS

R
νℵ.t {(v)αℵ/(v)ℵ}Au-delà du 
�té naturel de 
ette extension, elle peut être pertinente en 
e qu'elle semble
orrespondre à la hiérar
hie des opérateurs de 
ontr�le délimité shifti/reseti [DF90,DY99, BBD05℄. 181



8.3.4 Sémantique dénotationnelle de Strei
her pour ΛµStrei
her a proposé une sémantique dénotationnelle pour le Λµ-
al
ul [Str05℄ que nousprésentons i
i dans un sou
i de 
omplétude et par
e qu'elle illustre et donne une justi�
ationformelle supplémentaire à l'interprétation du Λµ-
al
ul 
omme 
al
ul de streams.Strei
her interprète le Λµ-
al
ul dans un domaine D solution de l'équation de domaines :
D = (DN)

N → D.où N est le domaine des entiers naturels et DN le domaine des streams d'éléments de
D pour un domaine D. On 
onsidère trois 
onstru
tions supplémentaires :� fst(S) désigne le premier élément d'une stream, 
'est-à-dire d'un élément de DN, ouen
ore fst(S) = S(0) ;� snd(S) désigne le reste de la stream, ou en
ore snd(S) = [n : N 7→ S(n+ 1)] et en�n� d :: S désigne la stream obtenue en mettant en tête de la stream S, l'élément d ∈ D,ou en
ore

d :: S =

{
0 7→ d
n+ 1 7→ S(n)On interprète Λµ dans un domaine D tel que D = (DN)

N → D en notant ρ pour unenvironnement, 
'est-à-dire une fon
tion qui asso
ie une élément de D aux variables determe et un élément de DN aux variables de stream :
[[x]]ρS , ρ(x)

[[λx.t]]ρS , [[t]]ρ′S′ où ρ′ = ρ {fst(fst(S))/x} et S′ = snd(fst(S)) :: snd(S)

[[(t)u]]ρS , [[t]]ρS′ où S′ = ([[u]]ρ :: fst(S)) :: snd(S)

[[µα.t]]ρS , [[t]]ρ′S′ où ρ′ = ρ {fst(S)/α} et S′ = snd(S)

[[(t)α]]ρS , [[t]]ρS′ où S′ = ρ(α) :: S8.3.5 Un 
al
ul de stream : le ΛS-
al
ulOn peut dé�nir un 
al
ul de stream 
omme suit :Dé�nition 8.16 (ΛS-
al
ul)On 
onsidère à nouveau un ensemble Vt de variables de terme et un ensemble Vs devariables de stream. Les termes du ΛS-
al
ul sont dé�nis 
omme suit :Termes t, u, v ::= x | ΛSv.t | (t)SStreams S ::= α | t · SStreams de variables Sv ::= α | x · SvOn demande par ailleurs que dans une stream de variables, toutes les variables de termesoient di�érentes les unes des autres. L'ensemble des ΛS-termes est noté ΣΛS .182



Dé�nition 8.17 (Rédu
tions de ΛS)Les rédu
tions du ΛS-
al
ul sont dé�nies 
omme suit :
β (ΛSv.t)S −→ΛS t {S/Sv} si ♯(Sv) ≤ ♯(S)
η ΛSv.(t)Sv −→ΛS t si V(Sv) ∩ FV (t) = ∅
nth Λx1 . . . xn · α.t −→ΛS Λx1 . . . xn+1 · α.t {xn+1 · α/α} si xn+1 6∈ FV (t)

∪{x1, . . . , xn}où V(Sv) est l'ensemble des variables de Sv et où ♯(S) est la longueur de S dé�nie par :� ♯(α) = 0 ;� ♯(t · S) = 1 + ♯(S).La substitution de streams est dé�nie 
omme suit :Dé�nition 8.18 (Substitution de stream)La substitution de stream t {S/Sv} est dé�nie 
omme suit (on suppose que les variablesde S et de Sv sont deux à deux disjointes) :� t {u · S/x · Sv} = t {u/x} {S/Sv} ;� t {S/α} est la substitution sans 
apture de variables de α par la stream S.Dé�nition 8.19 (Tradu
tion de Λµ dans ΛS)Soit t ∈ ΣΛµ. On dé�nit [_]S 
omme suit :
[x]S = x

[λx.t]S = Λx · α.([t]S)α
[µα.t]S = Λα.[t]S

[(t)u]S = Λα.([t]S)[u]S · α
[(t)α]S = ([t]S)αDé�nition 8.20 (Tradu
tion de ΛS dans Λµ)Soit t ∈ ΣΛS . On dé�nit [_]Λµ 
omme suit :

[x]Λµ = x

[Λx1 . . . xk · α.t]Λµ = λx1 . . . λxn.µα.[t]
Λµ

[(t)u1 · · · · · un · α]Λµ = ([t]Λµ)[u1]
Λµ . . . [un]ΛµαDu fait que la tradu
tion de Λµ dans ΛS fait des ηS-expansions, on a :Proposition 8.21Soit t ∈ ΣΛµ. On a [

[t]S
]Λµ

=ηS
t.Démonstration : Par une indu
tion immédiate sur la stru
ture de t.

�et en 
onséquen
e, on a un résultat de simulation faible :Proposition 8.22 (Simulation de Λµ par ΛS)Soient t, u ∈ Σc
Λµ. Si t −→⋆

Λµ u, alors il existe u′ ∈ ΣΛS tel que [t]S −→⋆
ΛS u′ et

u −→⋆
Λµ u0 =η [u′]Λµ. 183



En parti
ulier, si t −→⋆
Λµ u ave
 u est en forme normale 
anonique, on a alors [t]S −→⋆

ΛS
u′ ave
 u =fstη [u′]Λµ.Dans l'autre sens en revan
he, on peut simuler e�e
tivement les rédu
tion de ΛS par
Λµ :Proposition 8.23 (Simulation de ΛS par Λµ)Soient t, u ∈ ΣΛS , t un terme 
los. Alors si t −→⋆

ΛS u on a [t]Λµ −→⋆
Λµ [u]Λµ.Démonstration : Par indu
tion sur la longueur de la rédu
tion t −→⋆

ΛS u.En e�et, 
haque rédu
tion de ΛS peut être simulée par une séquen
e de rédu
tionsde Λµ qui dépend de la longueur de la stream impliquée dans la rédu
tion :� la rédu
tion nth est dire
tement simulée par la fst-rédu
tion tandis que� la η-rédu
tion est simulée par une séquen
e de ηT -rédu
tions de la longueur dela stream Sv réduite puis par une ηS-rédu
tion et qu'en�n� la β-rédu
tion est simulée par une séquen
e de k fst-rédu
tions où k est ladi�éren
e entre les taille de S et Sv, puis de ♯(S) βT -rédu
tions suivies d'une
βS-rédu
tion.

�
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Chapitre 9Une preuve modulaire de lafo
alisation Résumé:On donne dans 
e 
hapitre une nouvelle preuve du résultat de fo
alisation d'An-dreoli [And90, And92℄. Notre méthode est modulaire et repose sur une analyse pré
isedes propriétés de permutation des règles d'inféren
e de la logique linéaire. La preuverepose de manière essentielle sur la notion de graphe de fo
alisation dont l'étudemet en éviden
e la possibilité de 
hoisir un foyer sur lequel fo
aliser. Nous illustrons le
ara
tère modulaire de la preuve de deux manières : nous 
ommençons par démontrerle résultat pour MALL puis nous l'étendons à la logique linéaire entière, par ailleurs,nous donnons deux exemples d'extension du théorème de fo
alisation.Référen
es : Les résultats de 
e 
hapitre ont été publiés dans l'arti
le From proofsto fo
used proofs : a modular proof of fo
alization in Linear Logi
 [MS07℄.Sommaire9.1 Introdu
tion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1889.2 Retour sur le résultat d'Andreoli . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1889.3 Propriétés de permutabilité des règles d'inféren
es de MALL . 1909.4 Graphes de Fo
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9.1. Introdu
tionLe résultat de fo
alisation vient des travaux d'Andreoli au début des années 90 [And90,And92℄. Le but initial d'Andreoli était de disposer d'un algorithme de re
her
he de preuveen logique linéaire qui éviterait des re
her
hes redondantes dues à des di�éren
es de sé-quentialisation non pertinentes des règles d'inféren
es.Dans 
e sens, le résultat de fo
alisation se dé
ompose en deux parties :� l'inversibilité des négatifs : on dé
ompose les formules négatives dès qu'on les ren-
ontre ;� fo
alisation sur les positifs : une fois qu'on a 
hoisi de dé
omposer une formule posi-tive, on 
ontinue à dé
omposer héréditairement ses sous-formules sans appliquer derègle d'inféren
e aux autres formules du séquent, jusqu'à ren
ontrer une sous-formulenégative.La fo
alisation a eu de très nombreuses 
onséquen
es en logique linéaire : en program-mation en logique linéaire [AP90, Mil96℄ bien sûr, dans le développement de systèmes depreuve qui permettent à la fois du 
haînage avant (forward-
haining) et du 
haînage arrière(ba
kward-
haining) [JNS05, LM07℄. Plus fondamentalement, la stru
ture des preuves fo-
alisées est un ingrédient-
lé du développement de la logique linéaire polarisée [Lau02℄ etde la Ludique [Gir01℄.Le résultat d'Andreoli est à rappro
her des résultats 
on
ernant la prouvabilité uniformede Miller et al. [MNPS91℄ (voir le 
hapitre 1) : les stratégies de re
her
he de preuve uni-formes et fo
alisées présentent de grandes similarités. La fo
alisation a l'intérêt parti
ulierde s'appliquer à toute la logique linéaire et pas seulement à l'un de ses fragments.Nous souhaitons donner dans 
e 
hapitre une preuve simple de la fo
alisation qui puissefa
ilement être adaptée à des extensions de la logique linéaire.9.2. Retour sur le résultat d'AndreoliLa fo
alisation dans Σ3. La propriété de fo
alisation de la logique linéaire a été dé-
ouverte par Jean-Mar
 Andreoli dans sa thèse de do
torat [And90, And92℄. Le but initiald'Andreoli était de disposer d'un algorithme de re
her
he de preuve en logique linéairequi éviterait des re
her
hes redondantes dues à des di�éren
es de séquentialisation nonpertinentes des règles d'inféren
es.Andreoli propose don
 su

essivement des systèmes de preuve de plus en plus 
ontraintspour aboutir au système fo
alisé Σ3 que nous présentons en �gure 9.1 et qui 
omprenddeux sortes de séquents. Dans le séquent ⊢ Ψ: ∆ ⇑ L, les � zones � Ψ et ∆ sont desmulti-ensembles de formules et L est une liste de formules. Ce séquent en
ode le séquentusuel de LL à un 
�té ⊢ ?Ψ,∆, L (i
i, on suppose que L est maintenant 
onsidéré 
ommeun multi-ensemble et non plus une liste). Ce séquent devra aussi satisfaire un invariant quidemande que ∆ ne 
ontienne que des littéraux et des formules positives. Dans le séquent
⊢ Ψ: ∆ ⇓ F , la zone Ψ est un multi-ensemble de formules et ∆ est un multi-ensemble delittéraux et de formules positives, et F est simplement une formule, positive ou négative.Le théorème de fo
alisation d'Andreoli énon
e la 
omplétude de la prouvabilité dans
Σ3 par rapport à la prouvabilité de LL : 188



⊢ Ψ: ∆ ⇑ L
⊢ Ψ: ∆ ⇑ ⊥, L [⊥]

⊢ Ψ: ∆ ⇑ F,G,L
⊢ Ψ: ∆ ⇑ F O G,L

[O]
⊢ Ψ, F : ∆ ⇑ L
⊢ Ψ: ∆ ⇑ ?F,L

[?]

⊢ Ψ: ∆ ⇑ ⊤, L [⊤]
⊢ Ψ: ∆ ⇑ F,L ⊢ Ψ: ∆ ⇑ G,L

⊢ Ψ: ∆ ⇑ F N G,L
[N]

⊢ Ψ: ∆ ⇑ B[y/x], L

⊢ Ψ: ∆ ⇑ ∀x.B,L [∀]

⊢ Ψ: · ⇓ 1
[1]

⊢ Ψ: ∆1 ⇓ F ⊢ Ψ: ∆2 ⇓ G
⊢ Ψ: ∆1,∆2 ⇓ F ⊗ G

[⊗]
⊢ Ψ: · ⇑ F
⊢ Ψ: · ⇓ !F

[!]

⊢ Ψ: ∆ ⇓ F1

⊢ Ψ: ∆ ⇓ F1 ⊕ F2
[⊕0]

⊢ Ψ: ∆ ⇓ F2

⊢ Ψ: ∆ ⇓ F1 ⊕ F2
[⊕1]

⊢ Ψ: ∆ ⇓ B[t/x]

⊢ Ψ: ∆ ⇓ ∃x.B [∃]

⊢ Ψ: ∆, F ⇑ L
⊢ Ψ: ∆ ⇑ F,L R ⇑ ⊢ Ψ: ∆ ⇑ F

⊢ Ψ: ∆ ⇓ F R ⇓

⊢ Ψ: X⊥ ⇓ X
I1 ⊢ Ψ,X⊥ : · ⇓ X

I2

⊢ Ψ: ∆ ⇓ F
⊢ Ψ: ∆, F ⇑ · D1

⊢ Ψ, F : ∆ ⇓ F
⊢ Ψ, F : ∆ ⇑ · D2Fig. 9.1 � Le système Σ3 des preuves fo
alisées de [And92℄ pour la logique linéaire. Les
ontraintes sur les règles sont les suivantes : dans la règle ∀, la variable y n'est pas libredans la 
on
lusion. Dans R ⇑, F est positive ou bien un littéral négatif tandis que dans

R ⇓, F est négative. Dans I1 et I2, X est un littéral positif. Dans D1 et D2, F n'est pasnégative.Théorème 9.1Étant donné Ψ un ensemble de formules, Γ un multi-ensemble de formules positives oude littéraux et ∆ une liste arbitraire de formules, ⊢?Ψ,Γ,∆ est prouvable en LL si, etseulement si, le séquent ⊢ Ψ: Γ ⇑ ∆ est prouvable dans le système Σ3.Les 
ara
téristiques du système Σ3 et des preuves de LL sous-ja
entes au système sontles suivantes :� Inversibilité des négatifs. On dé
ompose une formule négative dès que 
elle-
iapparaît ;� Fo
alisation sur les positifs. Une fois qu'on a 
ommen
é à dé
omposer une for-mule positive F , on 
ontinue à utiliser F 
omme formule prin
ipale dans les prémissesde la règle, jusqu'à atteindre une sous-formule négative.On nuan
era légèrement les deux a�rmations pré
édentes lorsque l'on étudiera le 
as desexponentiels dans la suite de 
e 
hapitre.Du point de vue de la re
her
he de preuve, la fo
alisation doit être 
omprise 
ommesuit :� La dé
omposition d'une formule négative n'est jamais sour
e d'erreur dans la re-
her
he de preuve : l'appli
ation d'une règle ne né
essite jamais de faire un 
hoix etpar ailleurs, le fait de séle
tionner une formule négative ne peut jamais faire perdrela prouvabilité du séquent.� La dé
omposition des formules positives est plus 
omplexe puisque d'une part lesrègles impliquent généralement de faire un 
hoix (
hoisir entre les règles [⊕0] et [⊕1],189




hoisir un partitionnement du 
ontexte pour le tenseur, et
...) pour lequel on peut setromper et que d'autre part, un séquent peut être prouvable sans que la règle appli-quée au séquent ra
ine de la preuve puisse for
ément être sur une formule positivedonnée. En revan
he, la fo
alisation dit qu'on peut réduire le non-déterminisme despositifs en appliquant une stratégie entêtée 
onsistant à séle
tionner une formule po-sitive 
omme foyer et à appliquer des inféren
es à 
ette formule et ses sous-formulesjusqu'à arriver aux sous-formules négatives. Les éventuels ba
ktra
kings que l'on auraà faire 
on
erneront le 
hoix des règles d'inféren
e et la séle
tion du foyer, mais pasd'aller-retour d'une formule positive à une autre.Commentaires sur la fo
alisation : quel intérêt à une autre appro
he ? Nousnous proposons dans 
e 
hapitre de donner une autre preuve de la fo
alisation. Nous ex-pliquons i
i 
e qui nous guide et nous semble important dans 
ette dire
tion.� La fo
alisation devrait être un résultat simple. La fo
alisation est un résultat essentielde la théorie de la démonstration de la logique linéaire. Il ne s'agit pas d'un résultat
omplexe, mais il est souvent 
onsidéré 
omme tel 
ar les preuves qui en sont donnéessont souvent 
omplexes et ne sont pas évidentes à lire. Ainsi, l'utilisation du système
Σ3, par exemple, s'il apporte de nombreuses informations sur la manière dont on peut
ontraindre la re
her
he de preuve en logique linéaire, introduit une 
omplexité dont iln'est pas 
ertain qu'elle soit totalement né
essaire pour mettre à jour les éléments lesplus importants de la fo
alisation. Nous souhaitons don
 proposer une preuveaussi simple que possible, adaptable à d'autres 
adres théoriques.� Relier les preuves et ne pas seulement parler de 
omplétude de la prouvabilité. Lafo
alisation est, à l'origine, une manière d'élaguer l'espa
e de re
her
he de preuveen ne 
onsidérant que des preuves dans un système 
ontraint 
omme Σ3. Il s'agitégalement d'une manière de quotienter l'espa
e des preuves de LL, de séle
tionnerdes représentants de preuves habituelles. Nous souhaitons mettre en éviden
e
ette relation entre preuves linéaires, en présentant la fo
alisation 
ommeun pro
essus de transformation de preuve plut�t qu'en mettant l'a

entsur la 
omplétude de la prouvabilité fo
alisée.� En�n, nous souhaitons avoir une appro
he de la fo
alisation dans laquelle l'a

entest mis d'avantage sur la fo
alisation 
omme propriété de 
ertaines preuves plut�tque 
omme système à part entière, un peu à la manière des preuves uniformes déjàévoquées.Nous présentons don
 dans la se
tion suivante les propriétés de permutabilité des in-féren
es de MALL et établissons la réversibilité d'une partie des inféren
es de MALL,
on
ernant les 
onne
teurs dits négatifs. La se
tion 9.4 mettra à pro�t les résultats depermutabilité étudiés en 9.3 pour établir le résultat de fo
alisation lui-même.9.3. Propriétés de permutabilité des règles d'inféren
es de MALLNous avons vu au 
hapitre 1 les résultats de permutabilité de Kleene-Curry à proposdu 
al
ul des séquents LK. Les mêmes questions de permutabilité se posent pour la logiquelinéaire et sont à la base des résultats de fo
alisation.Les propriétés de permutabilité auxquelles nous nous intéressons i
i 
on
ernent dess
hémas d'inféren
e et non pas la permutabilité d'une instan
e donnée d'une règle d'infé-ren
e. Nous allons mettre en éviden
e deux types de 
omportement de permutabilité parmiles inféren
es de MALL : 190



Dé�nition 9.2 (Permutation des règles d'inféren
e)
α et β désignent deux (s
hémas de) règles d'inféren
es.� β

α
↓ -permutabilité : on dit qu'il y a β

α
↓ -permutabilité si, étant donné un sé-quent S 
ontenant deux formules A et B, pour toute preuve D de S 
ommençantave
 la règle α (de formule prin
ipale A) juste avant que la règle β (de formuleprin
ipale B) ne soit appliquée, il existe une preuve D ′ de S dans laquelle l'ordredes deux règles a été interverti : la règle β est appliquée d'abord et est immédia-tement suivie par la règle α. (il y a bien sûr un 
as dégénéré pour les règles sansprémisse, 
omme [⊤], ainsi que des 
as de dupli
ation 
omme ave
 [N]).� β

α
l -permutabilité : on parle de β

α
l -permutabilité quand il y a à la fois β

α
↓ -permutabilité et α

β
↓ -permutabilité.Pour étudier les permutabilités étant donné un système d'inféren
e, il faut étudier lespropriétés de permutabilité de sous-ensembles des règles d'inféren
e et non pas seulementles propriétés de permutabilité de deux règles d'inféren
e l'une ave
 l'autre, 
e qui nous
onduit aux notions de permutabilité faible et de permutabilité pleine :Dé�nition 9.3 (Permutabilité faible, permutabilité pleine)Étant donnés deux ensembles 
omplémentaires de règles d'inféren
e N et P, nousdisons que :� P a la propriété de permutabilité faible si, étant données deux règles α, β de

P nous avons β

α
l -permutabilité.� N a la propriété de permutabilité pleine quand il a la permutabilité faible etque pour toute paire de règles (α, β) ∈ P ×N , on a β

α
↓ -permutabilité.Les 
onne
teurs de MALL peuvent être 
lassi�és en deux ensembles en fon
tion despropriétés de permutabilité des règles d'inféren
e qui leur sont asso
iées.Dé�nition 9.4 (Polarité des 
onne
teurs, des formules et des inféren
es)Les 
onne
teurs de MALL peuvent être 
lassi�és en deux ensembles :� les 
onne
teurs positifs sont ⊗,⊕,1,0 ;� les 
onne
teurs négatifs sont O,N,⊥,⊤.De même, les formules de MALL peuvent être 
lassi�ées en deux ensembles :� les formules positives sont les formules de la forme A ⊗ B,A ⊕ B,1,0 ;� les formules négatives sont les formules de la forme A O B,A N B,⊥,⊤.On note en outre N l'ensemble des règles d'inféren
e 
orrespondant aux 
onne
teursnégatifs de MALL et P l'ensemble des règles d'inféren
e 
orrespondant aux 
onne
teurspositifs de MALL.Remarque 9.5On notera que les formules atomiques ne sont pas polarisées. La se
tion 9.5 sera 
onsa-
rée à 
ette question.Proposition 9.6 (Propriétés de Permutabilité des règles d'inféren
e de MALL)

N a la propriété de permutabilité pleine tandis que P a la propriété de permutabilitéfaible.Démonstration : La �gure 9.1 présente les di�érentes permutations des 
onne
teurs binaires.Les unités ont également les permutabilités souhaitées, 
e qui s'obtient du fait que191



Permutations pos/pos :
⊢ A,C,Γ ⊢ D,∆
⊢ A,C ⊗ D,Γ,∆ [⊗]

⊢ A ⊕ B,C ⊗ D,Γ,∆ [⊕0] ←→

⊢ A,C,Γ
⊢ A ⊕ B,C,Γ [⊕0] ⊢ D,∆
⊢ A ⊕ B,C ⊗ D,Γ,∆ [⊗]

⊢ A,C,Γ
⊢ A,C ⊕ D,Γ [⊕0]

⊢ A ⊕ B,C ⊕ D,Γ [⊕0] ←→

⊢ A,C,Γ
⊢ A ⊕ B,C,Γ [⊕0]

⊢ A ⊕ B,C ⊕ D,Γ [⊕0]

⊢ A,C,Γ ⊢ D,∆
⊢ A,C ⊗ D,Γ,∆ [⊗] ⊢ B,Σ
⊢ A ⊗ B,C ⊗ D,Γ,∆,Σ [⊗] ←→

⊢ A,C,Γ ⊢ B,Σ
⊢ A ⊗ B,C,Γ,Σ [⊗] ⊢ D,∆
⊢ A ⊗ B,C ⊗ D,Γ,∆,Σ [⊗]Permutations neg/neg :

⊢ A,B,C,D,Γ
⊢ A,B,C O D,Γ

[O]

⊢ A O B,C O D,Γ
[O] ←→

⊢ A,B,C,D,Γ
⊢ A O B,C,D,Γ

[O]

⊢ A O B,C O D,Γ
[O]

⊢ A,C,D,Γ
⊢ A,C O D,Γ

[O]
⊢ B,C,D,Γ
⊢ B,C O D,Γ

[O]

⊢ A N B,C O D,Γ
[N] ←→

⊢ A,C,D,Γ ⊢ A,C,D,Γ
⊢ A N B,C,D,Γ

[N]

⊢ A N B,C O D,Γ
[O]

⊢ A,C,Γ ⊢ A,D,Γ
⊢ A,C N D,Γ

[N]
⊢ B,C,Γ ⊢ B,D,Γ
⊢ B,C N D,Γ

[N]

⊢ A N B,C N D,Γ
[N] ←→

⊢ A,C,Γ ⊢ B,C,Γ
⊢ A N B,C,Γ

[N]
⊢ A,D,Γ ⊢ B,D,Γ
⊢ A N B,D,Γ

[N]

⊢ A N B,C N D,Γ
[N]Permutations neg/pos :

⊢ A,C,D,Γ
⊢ A,C O D,Γ

[O]

⊢ A ⊕ B,C O D,Γ
[⊕0] −→

⊢ A,C,D,Γ
⊢ A ⊕ B,C,D,Γ [⊕0]

⊢ A ⊕ B,C O D,Γ
[O]

⊢ A,C,D,Γ
⊢ A,C O D,Γ

[O] ⊢ B,∆
⊢ A ⊗ B,C O D,Γ,∆

[⊗] −→

⊢ A,C,D,Γ ⊢ B,∆
⊢ A ⊗ B,C,D,Γ,∆ [⊗]

⊢ A ⊗ B,C O D,Γ,∆
[O]

⊢ A,C,Γ ⊢ A,D,Γ
⊢ A,C N D,Γ

[N]

⊢ A ⊕ B,C N D,Γ
[⊕0] −→

⊢ A,C,Γ
⊢ A ⊕ B,C,Γ [⊕0]

⊢ A,D,Γ
⊢ A ⊕ B,D,Γ [⊕0]

⊢ A ⊕ B,C N D,Γ
[N]

⊢ A,C,Γ ⊢ A,D,Γ
⊢ A,C N D,Γ

[N] ⊢ B,∆
⊢ A ⊗ B,C N D,Γ,∆

[⊗] −→
⊢ A,C,Γ ⊢ B,∆
⊢ A ⊗ B,C,Γ,∆ [⊗]

⊢ A,D,Γ ⊢ B,∆
⊢ A ⊗ B,D,Γ,∆ [⊗]

⊢ A ⊗ B,C N D,Γ,∆
[N]Tab. 9.1 � Permutations des inféren
es de MALL.192




haque unité est une version d'arité nulle d'un 
onne
teur binaire de MALL. On listequelques permutations sans 
her
her à être exhaustif :
⊢ A,Γ
⊢ A,⊥,Γ [⊥]

⊢ B,Γ
⊢ B,⊥,Γ [⊥]

⊢ A N B,⊥,Γ [N] ←→

⊢ A,Γ ⊢ A,Γ
⊢ A N B,Γ

[N]

⊢ A N B,⊥,Γ [⊥]

⊢ A,⊤,Γ [⊤]
D

⊢ B,∆
⊢ A ⊗ B,⊤,Γ,∆ [⊗] −→ ⊢ A ⊗ B,⊤,Γ,∆ [⊤]

⊢ A,Γ
⊢ A,⊥,Γ [⊥]

⊢ A ⊕ B,⊥,Γ [⊕0] −→

⊢ A,Γ
⊢ A ⊕ B,Γ [⊕0]

⊢ A ⊕ B,⊥,Γ [⊥]

⊢ ⊤,⊥,Γ [⊤] ←→
⊢ ⊤,Γ [⊤]

⊢ ⊤,⊥,Γ [⊥]L'ensemble de 
es permutations permet d'assurer les bonnes propriétés de permuta-bilité :� Les permutations de type pos/pos assurent la permutabilité faible des positifs ;� Les permutations de type neg/neg assurent la permutabilité faible des négatifs ;� Les permutations de type neg/pos en 
omplément des permutations de typeneg/neg assurent la permutabilité pleine des négatifs.
�Remarque 9.7On notera que les positifs n'ont pas la permutabilité pleine : le séquent ⊢ a⊥ O b⊥, a ⊗ bn'a pas de preuve sans 
oupure qui 
ommen
e par une règle ⊗, 
'est-à-dire qu'il estimpossible de permuter le O et le ⊗ de la preuve

⊢ a⊥, a ini ⊢ b⊥, b ini

⊢ a⊥, b⊥, a ⊗ b
[⊗]

⊢ a⊥ O b⊥, a ⊗ b
[O]

Réversibilité des inféren
es négatives. La propriété de réversibilité (ou inversibilité)des inféren
es négatives de MALL est une 
onséquen
e immédiate de la permutabilité pleinedes négatifs :Proposition 9.8 (Réversibilité des inféren
es négatives)Soit N une formule négative. Si ⊢ Γ, N est prouvable dans MALL, alors il existe unepreuve D de 
e séquent qui se 
on
lut par une inféren
e de formule prin
ipale N .Il s'agit d'une 
onséquen
e immédiate de la permutabilité et de la propriété de res-tri
tion de la règle initiale à sa version atomique. La réversibilité des négatifs peut éga-lement s'obtenir fa
ilement par la propriété d'élimination des 
oupures : par exemple, si193



D
⊢ Γ, A O B, alors on peut 
onstuire :

D ′ =

D
⊢ Γ, A O B

⊢ A,A⊥ ini ⊢ B,B⊥ ini

⊢ A,B,A⊥ ⊗ B⊥
[⊗]

⊢ Γ, A,B
cut

⊢ Γ, A O B
[O]et D ′ se réduit sur une preuve sans 
oupure de la forme souhaitée.9.4. Graphes de Fo
alisation9.4.1 Étude des tron
s positifsNous avons étudié les propriétés de permutabilité des règles d'inféren
e de MALL dansla se
tion pré
édente, 
e qui nous donne la première moitié de la propriété de fo
alisation,à savoir l'inversibilité des formules négatives.Nous étudions maintenant la propriété de fo
alisation des formules positives. Il s'agitdon
 d'étudier une propriété des preuves des séquents ne 
ontenant que des formules posi-tives ou des littéraux.Dé�nition 9.9 (Séquents négatifs, positifs)� Un séquent MALL 
ontenant au moins une fomule négative non-littérale est né-gatif ;� un séquent est positif lorsqu'il ne 
ontient au
une formule non-littérale négativeet au moins une formule non-littérale positive ;� on parlera sinon de séquent atomique.Les seules règles qui peuvent être appliquées à un séquent positif sont des règles positives(le 
as de la 
oupure sera traité plus tard, en se
tion 9.6).Pour prouver la propriété de fo
alisation des positifs, on va s'intéresser à la géométried'une partie seulement d'une preuve d'un séquent positif, son tron
 positif :Dé�nition 9.10 (Tron
 positif )Étant donnée une preuve MALL D d'un séquent positif S on dé�nit le tron
 positif

D+ de D 
omme étant le pré�xe maximal de l'arbre D ne 
ontenant que des règlespositives.
D+ est don
 l'arbre 
ommençant à la ra
ine de D et dont les feuilles sont les séquents-
on
lusions des premières règles non-positives ren
ontrées sur 
ha
une des bran
hes del'arbre, si une telle règle existe.Dé�nition 9.11 (Frontière d'un tron
 positif )La frontière d'un tron
 positif D+ est l'ensemble des feuilles de D+.La frontière d'un tron
 positif 
ontient uniquement des séquents négatifs ou atomiques,mais jamais de séquent positif.Dé�nition 9.12 (Formules a
tives dans un tron
 positif )Les formules a
tives dans un tron
 positif D+ sont les formules du séquent-ra
ine Sauxquelles on a appliqué une règle d'inféren
e dans le tron
 
onsidéré.194



⊢ q ⊗ r, q⊥ O r⊥ ⊢ s, s⊥

⊢ q ⊗ r, s ⊗ (q⊥ O r⊥), s⊥
⊗

⊢ p ⊕ (q ⊗ r), s ⊗ (q⊥ O r⊥), s⊥
⊕
⊢ 1

1

⊢ p ⊕ (q ⊗ r), s ⊗ (q⊥ O r⊥), s⊥ ⊗ 1
⊗Fig. 9.2 � Tron
 positif et frontière asso
iés à la preuve de la �gure 1.17.On donne en �gure 9.2 un exemple de tron
 positif. Les séquents de la frontière sonten
adrés.Remarque 9.13Quand on traitera le 
as des exponentiels en se
tion 9.6, on verra que l'on peut ajouterune 
ondition pour ra

our
ir une bran
he du tron
 positif, 
ette 
ondition peut aussiêtre 
onsidérée 
omme exprimant le fait que la règle pour ! est bipolaire, 
'est-à-dire àla fois positive et negative.Nous dé�nissons une relation sur les o

urren
es de formules impliquées dans D : F ≺ Gsi, et seulement si, G est sous-formule (ou sous-o

urren
e) de F dans le sens pré
is oùl'o

urren
e G est obtenue à partir de la dé
omposition de F le long d'une bran
he de Π.Dé�nition 9.14 (≺-relation)La relation de sous-o

urren
e (notée ≺) sur les o

urren
es de formules apparais-sant dans D est la 
l�ture ré�exive et transitive de la relation binaire ≺1 dé�nie par

F ≺1 G s'il existe dans D une règle α de séquent 
on
lusion S et de prémisses (Si)i∈Itelles que� soit F est la formule prin
ipale de S et G est une sous-formule de F produite parla règle α dans l'un des Si.� soit F n'est pas la formule prin
ipale de S et G est une o

urren
e de la formule
F dans l'un des Si.Si F ≺ G on dit que G est une ≺-sous-formule de F ou un des
endant de F .Le lemme suivant nous aidera à prouver le résultat prin
ipal :Lemme 9.15Soit D+ un tron
 positif de ra
ine S et de fontière F . Pour tout S ′ ∈ F la relation ≺dé�nit une fon
tion inje
tive de S ′ dans S.Démonstration : Nous prouvons en fait un résultat plus fort : le résultat tient pour toutséquent apparaissant dans le tron
, et pas seulement pour les séquents de F . Lerésultat est prouvé par indu
tion sur la hauteur du séquent 
onsidéré dans D+ :� Le 
as de base est trivial puisque le séquent 
onsidéré est S lui-même (on serappelle que ≺ est ré�exive) : on prend l'identité 
omme fon
tion.� On suppose le résultat vrai pour une hauteur donnée n ≤ h(D+) et on suppose

n+ 1 ≤ h(D+). Soit Sn+1 un séquent de hauteur n+ 1 et soit α la règle dont
Sn+1 est une prémisse. On appelle Sn la 
on
lusion de α.Par hypothèse d'indu
tion Sn satisfait la 
ondition.On peut par ailleurs dé�nir une fon
tion inje
tive ιn de Sn+1 (vu 
omme en-semble d'o

uren
es de formules) dans Sn 
omme suit : ιn(G) = F si F ≺1 G.La fon
tion ainsi 
onstruite est inje
tive grâ
e au fait que toute règle MALLpositive produit au plus (et en fait exa
tement) une sous-formule de la formuleprin
ipale dans 
haque prémisse de la règle. En 
omposant la fon
tion que l'on195



vient de 
onstruire à la fon
tion inje
tive qui nous est fournie par l'hypothèsed'indu
tion, on voit que Sn+1 satisfait la 
ondition.Par indu
tion on obtient le résultat attendu.
�Lemme 9.16Soit ⊢ Γ un séquent positif et D une preuve de ⊢ Γ.Si F ∈ Γ est telle qu'au
une règle [⊗] n'est appliquée à une ≺-sous-formule de Fdans D+, alors il existe exa
tement un séquent de la frontière de D+ 
ontenant uneformule G telle que F ≺ G, à moins que la frontière de D+ ne soit vide.Remarque 9.17Une formule satisfaisant la 
ondition du lemme pré
édent est dite non-bran
hante.Lorsqu'au 
ontraire une règle [⊗] est appliquée à une ≺-sous-formule de F dans D+,alors il peut y avoir plusieurs séquents de la frontière 
ontenant des formules G tellesque F ≺ G, 
omme illustré par la formule s ⊗ (q⊥ O r⊥) de la �gure 9.2.Démonstration : On montre le résultat par indu
tion sur le nombre de règles [⊗] apparaissantdans D+.S'il n'y a au
une règle [⊗] dans D+, alors D+ est une simple séquen
e de séquentsqui se termine en un séquent de la frontière (l'utilisation de la règle [1] est impossible
ar on suppose la frontière non-vide). Toutes les règles positives, à l'ex
eption de [⊗]et [1], sont telles que pour 
haque formules F de la 
on
lusion de la règle, il y a uneet une seule formule G de la prémisse telle que F ≺ G.Supposons que le tron
 positif 
ontienne n + 1 règles [⊗] et que le résultat soitvrai pour j ≤ n. Considérons la règle [⊗] la plus basse du tron
 positif (
'est-à-dire lepremier bran
hement de la preuve) qui a deux prémisses S1 et S2. Soit F une formulenon-bran
hante de la 
on
lusion du tron
 positif, elle a for
ément une ≺-sous-formule

F ′ dans la 
on
lusion de 
ette règle (même argument que 
i-dessus) qui est dans l'unedes deux portions du 
ontexte. Il y a don
 une formule F ′′, F ≺ F ′′ dans l'une desdeux prémisses exa
tement, par exemple S1. On 
onsidère la sous-preuve D1 de Denra
inée en S1 et le tron
 positif D+
1 de D1, qui est un sous-arbre de D+. La frontièrede D+

1 est une partie de la frontière de D est elle est non-vide puisque S1 
ontientplus d'une formule. On peut don
 appliquer l'hypothèse d'indu
tion à D+
1 montrantqu'il existe exa
tement un séquent de la frontière de D+

1 
ontenant une formule Gtelle que F ≺ F ′ ≺ F ′′ ≺ G. Par ailleurs, les séquents de la frontière au-dessus de S2ne peuvent pas 
ontenir de des
endant de F puisque S2 ne 
ontient lui-même au
undes
endant de F . Ce
i 
on
lut la preuve du lemme.
�9.4.2 Une abstra
tion des preuves : les graphes de fo
alisationMaintenant que nous avons vu quelques propriétés des tron
s positifs, nous introduisonsun graphe 
onstruit à partir des tron
 positifs qui est une abstra
tion de la preuve neretenant que 
ertaines informations relatives au possibilités de permutations des formulesde la 
on
lusion ; il s'agit du graphe de fo
alisation de la preuve.À un tron
 positif, on asso
ie un graphe 
omme suit :196



Dé�nition 9.18 (Graphe de Fo
alisation)Étant donné un tron
 positif D+, on dé�nit le Graphe de Fo
alisation G 
omme legraphe dont� les sommets du graphe sont les formules a
tives de D+ ;� les arêtes du graphe sont dé�nies 
omme suit : il y a une arête de F à G si, etseulement si, il y a un séquent S ′ dans la frontière 
ontenant une ≺-sous-formulenégative F ′ de F et une ≺-sous-formule positive G′ de G.Exemple 9.19Le Graphe de Fo
alisation asso
ié à notre exemple de preuve de la �gure 1.17 est :
s⊥ ⊗ 1 s ⊗ (q⊥ O r⊥) −→ p ⊕ (q ⊗ r)Le graphe de l'exemple pré
édent est a
y
lique. On va montrer dans la suite que l'a
y-
li
ité est une propriété toujours vraie des graphes de fo
alisation, 
e qui sera l'étapeimportante pour a
hever notre preuve de fo
alisation.Lemme 9.20Si S ′ et S ′′ sont des séquents qui apparaissent dans des bran
hes di�érentes de D+,alors il y a au plus une formule de la ra
ine de D+ qui a des ≺-sous-formules à la foisdans S ′ et dans S ′′.Démonstration : Nous raisonnons par l'absurde et supposons que 
e ne soit pas le 
as : soient

F,G deux formules de la ra
ine de D+ et F ′, G′ ∈ S′ et F ′′, G′′ ∈ S′′ ave
 F ≺ F ′, F ′′et G ≺ G′, G′′.Soit S = S′ ∧ S′′ le plus haut prédé
esseur 
ommun aux deux séquents dans letron
 positif. Du fait de la maximalité de S, il s'agit for
ément d'une règle bran
hante,
'est-à-dire d'une règle [⊗] ayant deux prémisses S′0 et S′′0 , ave
 S′ et S′′ se trouvant
ha
un au-dessus d'une prémisse di�érente de la règle. La formule prin
ipale H de larègle ne peut pas être ≺-sous-formule de F et de G, par exemple F 6≺ H . Pour que
F ≺ F ′, F ′′, il faut qu'il y ait une ≺-sous-formule de F dans 
ha
une des prémisses
S′0 et S′′0 , 
e qui entraîne qu'il y a deux formules F ′

0 et F ′′
0 dans le séquent 
on
lusionde la règle [⊗], 
ontredisant le lemme 9.15.

�9.4.3 A
y
li
ité des graphes de fo
alisationProposition 9.21Soit S un séquent positif et D une preuve de S.Le Graphe de Fo
alisation de D+ est a
y
lique.Démonstration : Nous prouvons le résultat par l'absurde.Soit G le graphe de fo
alisation asso
ié à D+. Supposons que G ait un 
y
le et
onsidérons un tel 
y
le de longueur minimale (F1 → F2 → · · · → Fn → F1) dans G.Considérons S1, . . . ,Sn les séquents de la frontière qui justi�ent les �è
hes du 
y
le.Grâ
e au lemme 9.20, 
es séquents sont en fait dé�nis de manière unique. Dansle même ordre d'idée, on peut noter immédiatement que le 
y
le est né
essairementde longueur n ≥ 2 : grâ
e au lemme 9.15, deux ≺-sous-formules de la même formulene peuvent jamais être dans le même séquent de la frontière du tron
 positif et parle lemme 9.20 il ne peut don
 pas y avoir de 
y
le de longueur un.Soit S0 =
∧n

i=1 Si, le plus haut séquent dans D+ tel que les Si soient toutes desfeuilles du sous-arbre de D+ enra
iné en S0. Nous allons obtenir la 
ontradi
tion enétudiant S0 et en raisonnant par 
as sur la dernière règle appliquée à 
e séquent S0 :197



� 
ette règle ne peut pas être la règle [1] puisque 
ette règle ne produit pas deprémisse et don
 qu'il y aurait un 
y
le vide 
e qui n'a pas de sens. N'importequelle autre règle sans prémisse 
onduirait à la même 
ontradi
tion.� Si la règle est l'une des règles [⊕i], alors la prémisse S′0 de la règle satisfaitégalement la 
ondition requise pour S0 (à savoir que tous les Si se trouventdans la preuve enra
inée en S′0) 
e qui 
ontredirait la maximalité de S0. Sila règle est n'importe quelle autre règle non-bran
hante, la maximalité de S0produirait également la 
ontradi
tion.� En 
onséquen
e, la règle doit être bran
hante : 
ela ne peut don
 être qu'unerègle [⊗]. On note respe
tivement SL et SR les prémisses de gau
he et de droitede S0. Soit G = GL ⊗ GR la formule prin
ipale dans S0 et soit F la formulea
tive du tron
 telle que F ≺ G. On a deux possibilités :(i) soit F ∈ {F1, . . . , Fn} et F est la seule formule du 
y
le ayant à la fois des
≺-sous-formules dans la prémisse de droite et dans la prémisse de gau
he,(ii) soit F /∈ {F1, . . . , Fn} et dans 
e 
as au
une formule du 
y
le n'a de ≺-sous-formule dans les deux prémisses.Soit alors IL (resp. IR) les ensembles d'indi
es des formules a
tives de la ra
ine

S ayant des sous-formules (en relation ≺) seulement dans la prémisse de gau
he(resp. de droite). Clairement, ni IL ni IR n'est vide sinon 
ela 
ontredirait lamaximalité de S0. En e�et, si IL = ∅, alors SR satisferait la 
ondition d'êtredominé par tous les Si, 1 ≤ i ≤ n et S0 ne serait plus maximal. Par dé�nitiondes deux ensembles d'indi
es, on a bien sûr IL ∩ IR = ∅ et la seule formule du
y
le qui peut ne pas se trouver dans IL ∪ IR est F si nous sommes dans le 
as(i) : dans le 
as (ii) toutes les formules du 
y
le ont leur indi
e soit dans ILsoit dans IR.En 
onséquen
e, il doit y avoir une �è
he dans le 
y
le (et don
 dans le graphe)partant d'une formule de IL vers une formule de IR (ou le 
ontraire) : en e�et,le 
y
le peut passer une fois par la formule F dans le 
as (i) mais pas deuxou alors 
ela 
ontredirait la minimalité du 
y
le. Soient i ∈ IL et j ∈ IR desindi
es tels que, par exemple, Fi → Fj est dans G et soit S′ le séquent de lafrontière responsable de 
ette arête. S′ 
ontient F ′
i et F ′

j et par dé�nition desensembles IL et IR, S′ ne peut pas être dans l'arbre enra
iné en S0 
e qui esten 
ontradi
tion ave
 la manière dont on a 
onstruit S0.En 
onséquen
e, il ne peut y avoir au
un 
y
le dans le graphe.
�9.4.4 Pré-fo
alisationL'a
y
li
ité du graphe de fo
alisation nous assure que le graphe a une sour
e, 
'est-à-dire une formule qui n'est pointée par au
une autre formule dans le graphe, 
'est-à-dire uneformule telle que lorsqu'un séquent de la frontière 
ontient une de ses ≺-sous-o

urren
es

F , la sous-formule en question n'est pas positive (elle est soit négative soit atomique).En d'autres termes, 
ela signi�e qu'il y a une formule a
tive du séquent ra
ine dont leniveau le plus élevé de 
onne
teurs positifs est 
omplètement dé
omposé au sein du tron
positif, et 
ela indépendamment de toute dis
ipline de fo
alisation : il s'agit d'une propriétégénérale de la géométrie des preuves de MALL.On peut voir 
ela 
omme une sorte de résultat de fo
alisation impli
ite. En quelquesorte, 
ela nous dit qu'il y a une formule qui est déjà impli
itement fo
alisée dans le tron
positif puisque, du fait de la permutabilité des règles positives entre elles, l'ordre de deuxrègles positives n'importe pas. 198



⊢ s, s⊥ ini ⊢ 1
1

⊢ s, s⊥ ⊗ 1
⊗

⊢ q, q⊥ ini ⊢ r, r⊥ ini

⊢ q ⊗ r, q⊥, r⊥
⊗

⊢ p ⊕ (q ⊗ r), q⊥, r⊥
⊕

⊢ p ⊕ (q ⊗ r), q⊥ O r⊥
O

⊢ p ⊕ (q ⊗ r), s ⊗ (q⊥ O r⊥), s⊥ ⊗ 1
⊗Fig. 9.3 � Preuve pré-fo
alisée 
orrespondant à la preuve de la �gure 1.17.Grâ
e à la permutabilité pleine des négatifs, à la permutabilité faible des positifs età l'a
y
li
ité du graphe de fo
alisation, nous pouvons en déduire que, étant donnée unepreuve MALL sans 
oupure D d'un séquent ⊢ Γ, on peut transformer 
ette preuve en uneautre preuve D ′ qui satisfait une dis
ipline que l'on appelle pré-fo
alisation :Dé�nition 9.22 (Preuve pré-fo
alisée)Une preuve D MALL sans 
oupure d'un séquent S est pré-fo
alisée si, étant donnéun séquent S ′ de D :� Si S ′ est un séquent négatif, S ′ est 
on
lusion d'une règle négative ;� Si S ′ est un séquent positif, prémisse d'une règle positive r de formule prin
ipale

F , alors la règle positive r′ dont S est 
on
lusion a pour formule prin
ipale unesous-o

urren
e de F , à moins que 
ette sous-o

urren
e ne soit atomique ;� Si S ′ est atomique, on lui applique une règle initiale.On montre en �gure 9.3 un exemple de preuve pré-fo
alisée. Les formules positives quisont les foyers sont mises en valeur.Théorème 9.23 (Pré-fo
alisation)Si D est une preuve MALL sans 
oupure d'un séquent S, elle peut être transformée,par permutation de règles d'inféren
e, en une preuve pré-fo
alisée D ′.Démonstration : On dé�nit grâ
e aux résultats pré
édents la transformation suivante, dite depré-fo
alisation, sur les preuves de LL :1. Phase négative : Si S est négatif, grâ
e à la permutabilité pleine des négatifs,on peut permuter vers le bas toutes les règles négatives de telle sorte que D esttransformée en une preuve D ′ où la partie inférieure de l'arbre n'est 
onstituéeque de règles négatives jusqu'au point où les bran
hes de l'arbre atteignent desséquents positifs ou atomiques, ra
ines de sous-preuves Di, on applique alors lepro
essus de pré-fo
alisation aux Di ;2. Phase positive : Si S est positif, le graphe de fo
alisation asso
ié nous assure del'existen
e d'une sour
e, disons P , que l'on séle
tionne 
omme foyer. Grâ
e à lapermutabilité faible des positifs, on peut amener les règles d'inféren
es positivesdont les formules prin
ipales sont les ≺-sous-o

urren
es de P à permuter versle bas de telle sorte que D est transformée en un arbre D ′ tel que le pré�xemaximal ne 
ontenant que des règles appliquées à P et à ses ≺-sous-formulaspositives dé
ompose P jusqu'à des sous-formules négatives ou atomiques. Il nousreste don
 seulement des séquents négatifs ou atomiques ou des séquents positifsdans lesquels les sous-formules de P sont des atomes ;3. Cas atomique : Si S est atomique, on termine puisque D étant une preuvesans 
oupure, elle ne peut que 
onsister en une règle initiale qui est de la formerequise par la pré-fo
alisation. 199



Le pro
essus de pré-fo
alisation d'une preuve MALL sans 
oupure est 
lairement ter-minant puisque les utilisations ré
ursives du pro
essus sont appliquées à des séquentspossédant stri
tement moins de 
onne
teurs que le séquent de départ.
�Nous avons appelé le pro
essus pré
édent pro
essus de pré-fo
alisation 
ar il ne 
or-respond pas exa
tement à la dis
ipline de fo
alisation 
onsidérée par Andreoli au niveau dutraitement des atomes vis-à-vis de la fo
alisation : les atomes ne sont en e�et par intégrésdans le pro
essus de fo
alisation. Nous allons voir dans le paragraphe suivant 
ommentadapter de manière très simple notre méthode pour obtenir pré
isément le système d'An-dreoli.9.5. Traitement des atomesTraitement des littéraux dans Σ3 La dis
ipline de fo
alisation 
onsidérée par Andreoligrâ
e au système Σ3 est légèrement di�érente de 
e que nous avons 
onsidéré jusque làpuisqu'il 
ontraint également l'utilisation de la règle initiale, 
e que la pré-fo
alisation nefait pas.Dans Σ3 en e�et, la règle initiale se trouve présentée en deux versions1, [I1] et [I2]. Onremarque que la règle intiale ne peut être appliquée que durant une phase de fo
alisationet sur des littéraux positifs :

⊢ Ψ: X⊥ ⇓ X
[I1] ⊢ Ψ,X⊥ : · ⇓ X

[I2]où X est un littéral positif.Par ailleurs, la règle permettant de sortir d'une phase fo
alisée :
⊢ Ψ: ∆ ⇑ F
⊢ Ψ: ∆ ⇓ F R ⇓n'est appli
able que lorsque la formule F est négative.En parti
ulier, le séquent ⊢ a⊥ ⊕ 0,0 ⊕ a n'aurait qu'une seule preuve fo
alisée2 :
⊢ a⊥, a ini

⊢ a⊥,0 ⊕ a
[⊕1]

⊢ a⊥ ⊕ 0,0 ⊕ a
[⊕0]1La règle [I2] n'a de sens que dans le 
as où l'on traite les exponentiels, 
e que nous ferons dans lapro
haine se
tion.

2Dans Σ3, 
ette preuve serait :
⊢ · : a⊥ ⇓ a

[I1]

⊢ · : a⊥ ⇓ 0 ⊕ a
[⊕1]

⊢ · : 0 ⊕ a, a⊥ ⇑ ·
D1

⊢ · : 0 ⊕ a ⇑ a⊥
R ⇑

⊢ · : 0 ⊕ a ⇓ a⊥
R ⇓

⊢ · : 0 ⊕ a ⇓ a⊥ ⊕ 0
[⊕0]

⊢ · : a⊥ ⊕ 0, 0 ⊕ a ⇑ ·
D1

⊢ · : a⊥ ⊕ 0 ⇑ 0 ⊕ a
R ⇑

⊢ · : · ⇑ a⊥ ⊕ 0,0 ⊕ a
R ⇑200



alors que la pré-fo
alisation que nous avons vu pré
édemment permet de 
onstruire unedeuxième preuve pré-fo
alisée en plus de la preuve 
i-dessus :
⊢ a⊥, a ini

⊢ a⊥ ⊕ 0, a
[⊕0]

⊢ a⊥ ⊕ 0,0 ⊕ a
[⊕1]En e�et, le graphe de fo
alisation de n'importe quelle preuve sans 
oupure de ⊢ a⊥ ⊕

0,0 ⊕ a aurait deux sour
es et au
une arête, permettant dans le pro
essus de pré-fo
alisation dé
rit par la preuve du théorème 9.23 de 
hoisir n'importe quel foyer.Le système d'Andreoli ajoute don
 des 
ontraintes supplémentaires à la re
her
he depreuve tout en 
onservant la 
omplétude du système fo
alisé.Nous allons maintenant voir que notre te
hnique se généralise naturellement de manièreà permettre de 
apturer exa
tement la dis
ipline de fo
alisation d'Andreoli ainsi qu'unesérie de dis
iplines de fo
alisation qui ont des manières de traiter les littéraux di�érentes.Nous introduisons pour 
ela les assignations de biais de manière à traiter 
e 
as.Quel intérêt à un traitement des littéraux ? Les littéraux sont par essen
e desformules in
onnues, formules non en
ore instan
iées ou formules dont la stru
ture n'a pasvo
ation a être utilisée dans le 
ours de la preuve.On peut se demander quel intérêt il y a à étudier la fo
alisation au sujet des littéraux.Nous tentons de donner quelques expli
ations à 
e sujet :� Tout d'abord, il est 
ertain que le 
÷ur des résultats de fo
alisation ne réside pas dansla question des formules atomiques, mais bien dans les intera
tions entre les di�érentesrègles du 
al
ul des séquents de LL. En e�et, une règle initiale peut toujours êtreexpansée et, dans des formalismes 
omme la ludique, on peut même se passer de larègle initiale en 
onsidérant des η-expansions in�nies de l'axiome ;� Comme nous allons le voir, la 
ontrainte d'Andreoli (fo
alisation sur les littérauxpositifs) n'est que l'une des multiples 
ontraintes que l'on peut appliquer à la règleinitiale de manière à obtenir un système fo
alisé 
omplet.� Le fait d'imposer une 
ontrainte sur l'utilisation de la règle initiale 
omme le faitAndreoli permet de réduire en
ore l'espa
e de re
her
he de preuve. Cela peut êtreintéressant du point de vue du quotient de l'espa
e des preuves de LL que l'on obtientainsi et 
ela peut être intéressant pour re
her
her des preuves de manière plus e�
a
e ;� Il faudra tout de même se demander, dans 
ette optique, si la dis
ipline 
onsistantà imposer la fo
alisation sur les atomes positifs est né
essairement la dis
ipline op-timale. Si l'on 
onsidère par exemple les 
lauses de Horn du programme logiquespé
i�ant la suite de Fibona

i (�bon)n∈N :�b(0, 0).�b(1, 1).
∀n.∀x.∀y. �b(n, x)⇒�b(n+ 1, y)⇒ �b(n+ 2, x+ y).On 
onstate [LM07℄ que si tous les littéraux positifs reçoivent un biais négatif, alors�b(n,�bon) ne possède qu'une preuve fo
alisée qui est exponentielle en n tandis quesi les littéraux positifs reçoivent un biais positif, alors il existe plusieurs preuvesfo
alisées, dont la plus 
ourte est linéaire en n.Cette di�éren
e témoigne de la di�éren
e entre le raisonnement par 
haînage arrièreet le raisonnement par 
haînage avant.201



9.5.1 Assignation de biaisDans la se
tion où nous avons dé�ni la pré-fo
alisation, les atomes n'étaient pas polariséset n'intervenaient don
 pas dans la 
onstru
tion du graphe de fo
alisation.Nous allons maintenant étudier la manière dont le graphe de fo
alisation est a�e
té sinous assignons des polarités aux atomes, 
e que nous appellerons dans 
e 
as des biais. Unatome qui reçoit une polarité positive (resp. négative) 
ontribuera maintenant aux arêtesdu graphe de fo
alisation 
omme toute formule positive (resp. négative).La dis
ipline d'Andreoli dé�nie par le système Σ3 
orrespond au fait de 
onsidérer
omme positifs les littéraux positifs et 
omme négatifs les littéraux négatifs, mais nousallons 
onsidérer tout un ensemble d'autres possibilités dans lesquelles l'attribution d'unepolarité à un atome peut éventuellement varier en fon
tion de l'o

urren
e de 
et atomedans la preuve.
On 
ommen
e en donnant une dé�nition abstraite visant à dé�nir l'ensemble des positionspossibles pour un séquent dans un arbre de preuve d'une 
on
lusion donnée :Dé�nition 9.24Étant donné un séquent prouvable S, on appelle PS (pour l'ensemble des positionsdisponibles de S) l'ensemble 
ontenant toutes les bran
hes de tous les arbres de preuvepossibles pour S.On é
rira OS pour l'ensemble des o

urren
es de littéraux dans S.Dé�nition 9.25 (Assignation de biais BS)Une assignation de biais pour un séquent prouvable S, noté BS , est une fon
tionpartielle de PS ×OS vers {−; +}.On dira qu'une o

urren
e de littéral l a un biais positif (resp. négatif) dans un séquentd'une preuve D si l'assignation de biais est dé�nie pour l dans 
e séquent et vaut + (resp.
−). Si l'assignation de biais n'est pas dé�nie, on dira que le littéral est neutre dans 
eséquent.
Nous donnons i
i quelques exemples d'assignations de biais typiques :202



⊢ s, s⊥ ini

⊢ q, q⊥ ini ⊢ r, r⊥ ini

⊢ q ⊗ r, q⊥, r⊥
⊗

⊢ p ⊕ (q ⊗ r), q⊥, r⊥
⊕

⊢ p ⊕ (q ⊗ r), q⊥ O r⊥
O

⊢ p ⊕ (q ⊗ r), s ⊗ (q⊥ O r⊥), s⊥
⊗
⊢ 1

1

⊢ p ⊕ (q ⊗ r), s ⊗ (q⊥ O r⊥), s⊥ ⊗ 1
⊗Fig. 9.4 � Preuve fo
alisée 
orrespondant à la preuve de la �gure 1.17.Exemple 9.26� L'assignation de biais qui n'est dé�nie nulle part 
orrespond à la situation dela partie pré
édente.� L'assignation de biais d'Andreoli, BΣ3 , est la fon
tion dé�nie 
omme : pour
haque atome a, BΣ3(_, a) = + et BΣ3(_, a⊥) = −.Plus généralement, l'assignation de biais peut ne pas dépendre de la première
omposante et donner la même polarité à di�érentes o

urren
es du même littéral.On parlera dans 
e 
as d'une assignation de biais �atom-based�.� On peut 
onsidérer des assignations de biais qui dépendent de la position delittéral 
onsidéré dans l'arbre. Pour de tels assignations de biais b, b(p, a) peut êtredi�érent de b(q, a). Dans 
e 
as on parle d'une assignation de biais �o

urren
e-based�.On peut 
onsidérer diverses 
onditions de 
ohéren
e pour les assignations.Par exemple, on peut demander qu'en traversant l'arbre de démonstration le longd'une bran
he à partir de la ra
ine, la polarité ne 
hange pas une fois qu'elle estdé�nie : si p et q sont deux bran
hes, p étant une extension de q et si b(q, a) ցalors b(p, a)ց alors b(p, a) = b(q, a).On peut aussi 
onsidérer des assignations de biais totalement arbitraires, maisil faudra faire attention à leur 
ohéren
e vis-à-vis de la permutation de règlesd'inféren
e au 
ours du pro
essus de fo
alisation.Dé�nition 9.27 (Les B-Graphes de Fo
alisation)Étant donné un séquent positif S, une preuve D de S et une assignation de biais B pour

S, on dé�nit le B-Graphe de Fo
alisation GBS 
omme dans la sous-se
tion pré
édente(les sommets sont les formules a
tives du tron
 positif et les arêtes sont dé�nies grâ
eaux formules apparaissant dans un séquent de la frontière) mais en 
onsidérant 
ommenégatifs les littéraux à biais négatif et 
omme positifs les littéraux à biais positif.Les littéraux neutres sont traités 
omme auparavant : ils ne 
ontribuent pas augraphe.L'assignation de biais a pour 
onséquen
e qu'il y a plus d'arêtes dans le B-Graphede Fo
alisation. Par exemple, ave
 BΣ3 , le graphe de fo
alisation de notre exemple de la�gure 1.17 est le suivant :
s⊥ ⊗ 1 −→ s ⊗ (q⊥ O r⊥) −→ p ⊕ (q ⊗ r)Nous allons étudier dans la se
tion suivante l'a
y
li
ité des B-graphes de fo
alisation.203



9.5.2 Fo
alisation à la AndreoliProposition 9.28Étant donné un séquent positif S et une preuve D de S, le BΣ3-Graphe de Fo
alisation
GBΣ3

S est a
y
lique.Démonstration : On véri�e simplement que l'ajout d'arêtes supplémentaires n'a au
un e�etsur les arguments qu'on utilisait pour la preuve pré
édente de la proposition 9.21puisqu'ils ne 
on
ernaient que la stru
ture de partitionnement des 
ontextes pour lesrègles bran
hantes. Dès que les arêtes ne relient que des formules du séquent 
on
lu-sion dont des sous-o

urren
es apparaissent dans un même séquent de la frontière,on est assuré de l'a
y
li
ité.
�La proposition pré
édente peut même s'étendre 
omme suit, la démonstration 
i-dessusétant valide dans 
e 
as plus général :Proposition 9.29Étant donné un séquent positif S et une preuve D de S, quelle que soit l'assignationde biais B que l'on 
hoisit, le B-Graphe de Fo
alisation GBS est a
y
lique.Nous pouvons maintenant dé�nir les preuves fo
alisées de MALL et énon
er le résultatprin
ipal 
on
ernant la fo
alisation :Dé�nition 9.30 (Preuve Fo
alisée de MALL)Une preuve D MALL sans 
oupure d'un séquent S est fo
alisée si, pour tout séquent

S ′ de D ′ :� Si S ′ est un séquent négatif, S est 
on
lusion d'une règle négative ;� Si S ′ est un séquent prémisse d'une règle positive r de formule prin
ipale F , alorsla règle positive r′ dont S ′ est 
on
lusion a pour formule prin
ipale une sous-o

urren
e de F , à moins que 
ette sous-o

urren
e ne soit un littéral négatif.� Si S ′ est atomique, on lui applique une règle initiale.Remarque 9.31La dé�nition pré
édente impose en parti
ulier que si S est un séquent prémisse d'unerègle positive r de formule prin
ipale F telle que la sous-o

urren
e de F dans S estun littéral positif, alors S est un séquent atomique 
on
lusion d'une règle initiale.Remarque 9.32On présente en �gure 9.5 une adaptation du système fo
alisé d'Andreoli pour MALL.À 
ondition de traiter la portion L de droite des séquents de type ⊢ ∆ ⇑ L 
ommeune liste non-ordonnée de formules, les preuves fo
alisées de la dé�nition pré
édentepeuvent être annotées (en insérant des inféren
es de la forme de type R ⇑ ou R ⇓ quand
'est né
essaire) de manière à satisfaire les 
ontraintes du système de la �gure 9.5.Théorème 9.33 (BΣ3-Fo
alisation pour MALL)Si D est une preuve MALL sans 
oupure d'un séquent S, elle peut être transformée, parun pro
essus de permutation de règles d'inféren
e appelé fo
alisation, en une preuvefo
alisée D ′.Démonstration : Le pro
essus de fo
alisation est identique au pro
essus de pré-fo
alisationde la se
tion pré
édente, à 
e
i près qu'on utilise maintenant les BΣ3-graphes defo
alisation pour 
hoisir une sour
e. 204



⊢ ∆ ⇑ L
⊢ ∆ ⇑ ⊥, L ⊥

⊢ ∆ ⇑ F,G,L
⊢ ∆ ⇑ F O G,L

O ⊢ ∆ ⇑ ⊤, L ⊤
⊢ ∆ ⇑ F,L ⊢ ∆ ⇑ G,L
⊢ ∆ ⇑ F N G,L

N

⊢ · ⇓ 1
1

⊢ ∆1 ⇓ F ⊢ ∆2 ⇓ G
⊢ ∆1,∆2 ⇓ F ⊗ G

⊗ ⊢ ∆ ⇓ F0

⊢ ∆ ⇓ F0llplusF1
[⊕0]

⊢ ∆ ⇓ F1

⊢ ∆ ⇓ F0 ⊕ F1
[⊕1]

⊢ ∆, F ⇑ L
⊢ ∆ ⇑ F,L R ⇑ ⊢ ∆ ⇑ F

⊢ ∆ ⇓ F R ⇓ ⊢ X⊥ ⇓ X I
⊢ ∆ ⇓ F
⊢ ∆, F ⇑ · DFig. 9.5 � Le système Σ3 pour MALL. Les 
ontraintes sur les règles sont les suivantes :dans R ⇑, F est positive ou bien un littéral négatif tandis que dans R ⇓, F est négative.Dans I, X est un littéral positif. Dans D, F n'est pas négative.La polarisation des atomes de BΣ3 assure que la 
ontrainte sur les règles initialesest véri�ée. En e�et, supposons qu'une formule F d'un séquent positif S soit unesour
e du BΣ3-graphe de fo
alisation G et ait une sous-o

urren
e a dans un séquent

S′ de la frontière du graphe qui est un littéral positif alors dans 
e 
as, le séquent S′est for
ément atomique (sinon, il est 
on
lusion d'une règle négative et en 
onséquen
eil y a une formule négative en 
on
lusion 
e qui 
ontredit le fait que F soit une sour
ede G) et de plus, la formule a⊥ est déjà présente dans la 
on
lusion du tron
 positif(sinon, elle serait sous-o

urren
e d'une formule a
tive G du tron
 positif et on auraitdon
 une arête de G vers F dans le graphe).Il s'agit en�n simplement de véri�er que la permutation des positifs préserve la
ondition de polarité des positifs. Ce
i n'est pas for
ément le 
as ave
 une assignationde biais arbitraire. Comme il s'agit d'une assignation de biais atom-based, la permu-tation vers le bas ne pose pas de problème et la 
ommutation vers le bas de toutesles règles du tron
 positif dont la formule prin
ipale est une sous-o

urren
e de Faboutit au fait que la règle initiale est bien appliquée au 
ours d'une phase fo
aliséeproduisant la formule a.
�Comme on l'a vu dans la preuve, l'a
y
li
ité du graphe qui est vraie quelle que soitl'assignation de biais ne su�t pas pour avoir une pro
édure de fo
alisation qui prenneen 
ompte les atomes : en
ore faut-il que la phase de permutation vers le bas des règlespositives ne modi�e pas les polarités des atomes. Certaines assignations de biais peuventmener à des in
ohéren
es. Nous étudions maintenant quelques assignations de biais quipermettent, ou non, de dé�nir une dis
ipline de fo
alisation.Assignations de biais atom-based. Toutes les assignations de biais aux atomes (
'est-à-dire qui donne toujours la même polarité à un atome quelle que soit sa position) per-mettent de dé�nir une fo
alisation par la méthode des graphes de fo
alisation : la preuvedu théorème 9.33 fon
tionne dire
tement dans 
e 
adre.Assignation d'un biais négatif au premier atome ren
ontré. On s'intéresse àl'assignation de biais qui assigne un biais négatif au premier biais ren
ontré lors de la
onstru
tion de preuve. 205



Dé�nition 9.34 (B−)Étant donné un séquent S, on dé�nit l'assignation de biais B− 
omme suit :� B−(ǫ, a) n'est dé�ni nulle part ;� si p ∈ PS , B−(p, a) est dé�ni si, et seulement si, B−(p, a⊥) est dé�ni ave
 lapolarité opposée ;� si p · S ′ ∈ PS , si B−(p, a) = + (resp. B−(p, a) = −), alors B−(p · S ′, a) = + (resp.
B−(p · S ′, a) = −) ;� si p · S ′ ∈ PS , B−(p, a) et B−(p, a⊥) ne sont pas dé�nis :� si a⊥ ∈ S ′, alors B−(p · S ′, a) = + ;� sinon, si a a une o

urren
e dans S ′, alors B−(p · S ′, a) = − ;� sinon, les atomes a, a⊥ n'ont pas d'o

urren
e dans S ′, et B−(p ·S ′, a) et B−(p ·
S ′, a⊥) ne sont pas dé�nis.On sait par la proposition 9.29 que le B−-graphe de fo
alisation est a
y
lique.Nous véri�ons maintant que la pro
édure de fo
alisation produit une preuve satisfaisantles 
ontraintes souhaitées :Proposition 9.35Soit S un séquent positif, D une preuve de S et F une sour
e du graphe de fo
alisationasso
ié à D+. La preuve obtenue en faisant permuter vers le bas les règles d'inféren
esde D+ dont les formules prin
ipales sont des sous-o

urren
es de F produit une preuvequi fo
alise sur F .Démonstration : On doit simplement véri�er que la 
ondition sur les règles initiales est véri-�ée. Supposons qu'un séquent Sini =⊢ a, a⊥ est dans la frontière de D+ et supposons,par exemple, que a est une sous-o

urren
e de F (le 
as où ni a, ni a⊥ n'est sous-o

urren
e de F ne nous intéresse pas). Puisque F est une sour
e du graphe, de deux
hoses l'une :� soit B−(p · Sini, a) = − ;� soit B−(p · Sini, a) = + et a⊥ ∈ S.Dans le premier 
as, 
ela signi�e que l'atome a est apparu dans un séquent de D+plus bas que a⊥ (en e�et, puisqu'on est dans un tron
 positif, il n'est pas possibleque les deux atomes apparaissent dans le même séquent) auquel 
as, la permutationvers le bas des règles appliquées aux sous-o

urren
es de F maintient 
et invariant dela preuve. Dans le se
ond 
as, l'inféren
e de formule prin
ipale la sous-o

urren
e de

F qui 
rée a, quelles que soient les permutations qu'on leur applique, ne permuterajamais sous l'inféren
e 
réant la formule a⊥ (puisque 
ette dernière est déjà présentedans la ra
ine du tron
 positif), et l'invariant est également maintenu.
�Cette assignation de biais nous amène à un système de preuve de la forme de la �-gure 9.6. Les assignations B−1 et B−2 sont obtenues en suivant les 
onditions de la dé�ni-tion 9.34.Ce système présente l'intérêt, en re
her
he de preuve, de ne pas avoir à ba
ktra
kerlorsque le seul élément problématique pour obtenir une preuve dans Σ3 est la polarité desatomes : en e�et, tant que la négation d'un atome a n'apparaît pas dans un séquent, unephase fo
alisée qui aboutirait sur un a ne peut pas utiliser la règle initiale. Attribuer lapolarité négative au premier atome introduit dans le séquent permet de limiter 
et e�et demauvais 
hoix de foyer.Assignation de biais qui attribue un biais positif au permier atome ren
ontré.Ce 
as est l'inverse du pré
édent et nous le mentionnons pour illustrer un 
as où l'onn'obtient pas une dis
ipline de fo
alisation.206



⊢B− ∆ ⇑ L
⊢B− ∆ ⇑ ⊥, L ⊥

⊢B−1 ∆ ⇑ F,G,L
⊢B− ∆ ⇑ F O G,L

O

⊢B− ∆ ⇑ ⊤, L ⊤
⊢B−1 ∆ ⇑ F,L ⊢B−2 ∆ ⇑ G,L

⊢B− ∆ ⇑ F N G,L
N

⊢B− · ⇓ 1
1

⊢B−1 ∆1 ⇓ F ⊢B−2 ∆2 ⇓ G
⊢B− ∆1,∆2 ⇓ F ⊗ G

⊗

⊢B−1 ∆ ⇓ F0

⊢B− ∆ ⇓ F0 ⊕ F1
[⊕0]

⊢B−1 ∆ ⇓ F1

⊢B− ∆ ⇓ F0 ⊕ F1
[⊕1]

⊢B− ∆, F ⇑ L
⊢B− ∆ ⇑ F,L R ⇑ ⊢B− ∆ ⇑ F

⊢B− ∆ ⇓ F R ⇓ ⊢B− X⊥ ⇓ X I
⊢B− ∆ ⇓ F
⊢B− ∆, F ⇑ · DFig. 9.6 � Le système Σ3 pour MALL ave
 assignation de biais négatif au premier atomeren
ontré. Les 
ontraintes sur les règles sont les suivantes : dans R ⇑, F est positive ou bienun littéral négatif tandis que dans R ⇓, F est négative. Dans I, X est un littéral positif.Dans D, F n'est pas négative.Dé�nition 9.36 (B+)Étant donné un séquent S, on dé�nit l'assignation de biais B+ 
omme suit :� B+(ǫ, a) n'est dé�ni nulle part ;� si p ∈ PS , B+(p, a) est dé�ni si, et seulement si, B+(p, a⊥) est dé�ni ave
 lapolarité opposée ;� si p · S ′ ∈ PS , si B+(p, a) = + (resp. B+(p, a) = −), alors B+(p · S ′, a) = + (resp.

B+(p · S ′, a) = −) ;� si p · S ′ ∈ PS , B−(p, a) et B+(p, a⊥) ne sont pas dé�nis :� si a⊥ ∈ S ′, alors B+(p · S ′, a) = − ;� sinon, si a a une o

urren
e dans S ′, alors B+(p · S ′, a) = + ;� sinon, les atomes a, a⊥ n'ont pas d'o

urren
e dans S ′, ainsi que B+(p · S ′, a)et B+(p · S ′, a⊥) ne sont pas dé�nis.Un 
ontre-exemple à la fo
alisation dans 
e 
as est le séquent 
onsidéré au début de
ette se
tion ⊢ a⊥ ⊕ 0,0 ⊕ a qui n'a pas de preuve fo
alisée pour B+ : en e�et, au
unedes deux preuves :
D1 =

⊢ a⊥, a ini

⊢ a⊥,0 ⊕ a
[⊕1]

⊢ a⊥ ⊕ 0,0 ⊕ a
[⊕0] et D2 =

⊢ a⊥, a ini

⊢ a⊥ ⊕ 0, a
[⊕0]

⊢ a⊥ ⊕ 0,0 ⊕ a
[⊕1]ne véri�e la dis
ipline de fo
alisation puisqu'après la première instan
e d'une règle [⊕i], onobtient un atome de polarité positive et qu'au
une règle initiale n'est appli
able à 
e point.Ce dernier fait est mis en éviden
e en 
onsidérant le graphe de fo
alisation asso
ié à
ha
une des deux preuves 
onsidérées :

GD1 : a⊥ ⊕ 0 ←− 0 ⊕ a et GD2 : a⊥ ⊕ 0 −→ 0 ⊕ a207



⊢ A,C[F/X],Γ

⊢ A,∃2X.C,Γ ∃2

⊢ A ⊕ B,∃2X.C,Γ ⊕ ←→

⊢ A,C[F/X],Γ

⊢ A ⊕ B,C[F/X],Γ
⊕

⊢ A ⊕ B,∃2X.C,Γ ∃2

⊢ A,C[F/X],Γ

⊢ A,∃2X.C,Γ ∃2 ⊢ B,∆
⊢ A ⊗ B,∃2X.C,Γ,∆ ⊗ ←→

⊢ A,C[F/X],Γ

⊢ A ⊗ B,C[F/X],Γ
⊗ ⊢ B,∆

⊢ A ⊗ B,∃2X.C,Γ ∃2

⊢ A[F/X], B[G/Y ],Γ

⊢ A[F/X],∃2Y.B,Γ ∃2

⊢ ∃2X.A,∃2Y.B,Γ ∃2 ←→

⊢ A[F/X], B[G/Y ],Γ

⊢ ∃2X.A,B[G/Y ],Γ
∃2

⊢ ∃2X.A,∃2Y.B,Γ ∃2Fig. 9.7 � Permutations parmi les 
onne
teurs positifs ∃/ ⊕, ∃/ ⊗ et ∃/∃.Le 
hoix de la seule sour
e de GD1 
omme foyer 
onduit à réé
rire D1 en D2 tandis quele 
hoix de la seule sour
e de GD2 
onduit à tranformer D2 en D1 et le pro
essus ne terminedon
 pas.9.6. Extension du résultat à tout LLNotre analyse est pour le moment restreinte au 
as des preuves sans 
oupure pourMALL propositionnelle.Nous étendons dans 
ette se
tion notre méthode des graphes de fo
alisation à toutela logique linéaire en montrant 
omment traiter les quanti�
ateurs, la 
oupure et les ex-ponentiels avant de présenter des extensions du résultat de fo
alisation dans la se
tionsuivante.9.6.1 Les quanti�
ateursLa preuve que nous avons proposée dans la première partie de 
e 
hapitre peut êtredire
tement étendue au 
as des quanti�
ateurs du premier ordre 
omme du se
ond ordre :Propriétés de permutabilité des quanti�
ateurs. ∀ et ∀2 sont ajoutés aux 
onne
-teurs négatifs tandis que ∃ et ∃2 sont ajoutés aux 
onne
teurs positifs. On 
onserve lesmêmes propriétés de permutabilité :� Nous montrons en �gure 9.7 les permutations additionnelles entre les inféren
es po-sitives provoquées par l'introdu
tion des existentiels : ∃/ ⊕, ∃/ ⊗ et ∃/∃. Les per-mutations sont identiques pour ∃ et ∃2, nous ne montrons don
 que le 
as du se
ondordre ;� Nous montrons en �gure 9.8 les permutations additionnelles entre les inféren
es néga-tives provoquées par l'introdu
tion des universels. Les permutations sont identiquespour ∀ et ∀2, nous ne montrons don
 que le 
as du se
ond ordre ;� Nous montrons en �gure 9.9 les permutations de l'universel sous les positifs (on peut,si besoin, renommer la variable X en une variable qui n'est libre ni dans Γ, ni dans
A, ni dans B) ;� Nous montrons en �gure 9.10 les permutations des négatifs sous l'existentiel ;La dé�nition des tron
s positifs, des graphes de fo
alisation et des preuves fo
aliséess'étend sans problème. L'a
y
li
ité du graphe de fo
alisation est préservée par le fait que208



⊢ A,B,C,Γ
⊢ A,B,∀2X.C,Γ ∀

2

⊢ A O B,∀2X.C,Γ O ←→

⊢ A,B,C,Γ
⊢ A O B,C,Γ

O

⊢ A O B,∀2X.C,Γ ∀
2

⊢ A,C,Γ
⊢ A,∀2X.C,Γ ∀

2
⊢ B,C,Γ

⊢ B,∀2X.C,Γ ∀
2

⊢ A N B,∀2X.C,Γ N ←→

⊢ A,C,Γ ⊢ A,C,Γ
⊢ A N B,C, ,Γ

N

⊢ A N B,∀2X.C,Γ ∀
2

⊢ A,B,Γ
⊢ A,∀2Y.B,Γ ∀

2

⊢ ∀2X.A,∀2Y.B,Γ ∀
2

←→

⊢ A,B,Γ
⊢ ∀2X.A,B,Γ ∀

2

⊢ ∀2X.A,∀2Y.B,Γ ∀
2Fig. 9.8 � Permutations parmi les 
onne
teurs négatifs.

⊢ A,C,Γ
⊢ A,∀2X.C,Γ ∀

2 (⋆)

⊢ A ⊕ B,∀2X.C,Γ ⊕ −→

⊢ A,C,Γ
⊢ A ⊕ B,C,Γ ⊕

⊢ A ⊕ B,∀2X.C,Γ ∀
2 (⋆)

⊢ A,C,Γ
⊢ A,∀2X.C,Γ ∀

2 (⋆) ⊢ B,∆
⊢ A ⊗ B,∀2X.C,Γ,∆ ⊗ −→

⊢ A,C,Γ
⊢ A ⊗ B,C,Γ ⊗ ⊢ B,∆
⊢ A ⊗ B,∀2X.C,Γ ∀2 (⋆)

⊢ A[F/X], B,Γ

⊢ A[F/X],∀2Y.B,Γ ∀
2 (⋆)

⊢ ∃2X.A,∀2Y.B,Γ ∃2 −→

⊢ A[F/X], B,Γ

⊢ ∃2X.A,B,Γ ∃2

⊢ ∃2X.A,∀2Y.B,Γ ∀
2 (⋆)Fig. 9.9 � Permutations de l'universel sous les positifs.les règles pour les quanti�
ateurs sont non-bran
hantes, 
e qui nous permet de 
on
lurel'énon
é suivant :Théorème 9.37 (Fo
alisation pour MALL ave
 quanti�
ateurs)Si D est une preuve MALL ave
 quanti�
ateurs sans 
oupure d'un séquent S, elle peutêtre transformée, par un pro
essus de permutation de règles d'inféren
e, en une preuvefo
alisée D ′.9.6.2 La 
oupureNous obtenons également fa
ilement le résultat de fo
alisation pour la 
oupure. Lasimpli
ité de 
ette extension provient de la souplesse des graphes de fo
alisation qui nouspermettent d'ajouter fa
ilement une information utile à notre démar
he.Coupure et fo
alisation. Traiter la règle de 
oupure dans une analyse de la fo
alisa-tion n'est pas une question essentielle lorsqu'on est simplement intéressé par les questionsde 
omplétude et de re
her
he de preuve. Mais puisque nous présentons une appro
he dy-namique du pro
essus de fo
alisation, il est naturel et important de prendre au sérieuxla règle de 
oupure. Par exemple, on pourra s'intéresser à l'étude de la manière dont larédu
tion de 
oupure et le pro
essus de fo
alisation interagissent.209



⊢ A,B,C[F/X],Γ

⊢ A O B,C[F/X],Γ
O

⊢ A O B,∃2X.C,Γ ∃2 −→

⊢ A,B,C[F/X],Γ

⊢ A,B,∃2X.C,Γ ∃2

⊢ A O B,∃2X.C,Γ O

⊢ A,C[F/X],Γ ⊢ A,C[F/X],Γ

⊢ A N B,C[F/X],Γ
N

⊢ A N B,∃2X.C,Γ ∃2 −→

⊢ A,C[F/X],Γ

⊢ A,∃2X.C,Γ ∃2
⊢ B,C[F/X],Γ

⊢ B,∃2X.C,Γ ∃2

⊢ A N B,∃2X.C,Γ NFig. 9.10 � Permutations des négatifs sous l'existentiel.La 
oupure dans Σ3. Andreoli introduit don
 une règle dans le système Σ3 pour la
oupure :
⊢ ∆ ⇓ F ⊢ ∆′ ⇓ F⊥

⊢ ∆,∆′ ⇑ · cutLa 
oupure initie don
 deux phases de fo
alisation, l'une sur F , l'autre sur F⊥. Bien sûr,si l'une des deux formules est positive, l'autre est négative et la phase de fo
alisation la
on
ernant s'a
hève immédiatement grâ
e à une règle R ⇓.En introduisant 
ette règle, l'idée d'Andreoli 
onsiste à remarquer que la règle de 
ou-pure est très similaire à une règle ⊗ : rempla
er une règle de 
oupure sur A dans unepreuve D de ⊢ Γ par une règle ⊗ produit presque une preuve de ⊢ Γ, A ⊗ A⊥. Il ne s'agitpas exa
tement d'une preuve puisque la règle [N], la règle [!] et la règle [∀] et [
∀2

] peuventposer problème. Andreoli résout 
e problème en 
onsidérant la formule ?A ⊗ A⊥ au lieu de
A ⊗ A⊥ 
e qui résoud le problème pour N et ! mais n'est pas su�sant pour le quanti�
ateur
∀ : il faudrait en e�et 
lore la formule universellement pour avoir une solution tout à fait
omplète.Coupure et graphes de fo
alisation. Dans notre 
adre, nous obtiendrons bien unepreuve de ⊢ Γ, A ⊗ A⊥ : nous ne sommes en e�et intéressés que par les règles de 
oupurequi s'appliquent au sein d'un tron
 positif. On véri�era fa
ilement que si D+ est un tron
positif pour ⊢ Γ 
ontenant une règle de 
oupure sur A alors le rempla
ement de la 
oupurepar une règle tenseur sur A ⊗ A⊥ 
onduit immédiatement à un tron
 positif D ′+ pour
⊢ Γ, A ⊗ A⊥ puisque les trois inféren
es problématiques du paragraphe pré
édent nepeuvent pas apparaître dans un tron
 positif.Nous n'avons même pas besoin d'utiliser la preuve elle-même de ⊢ Γ, A ⊗ A⊥3. Nousallons simplement utiliser 
ette analogie de manière à trouver 
omment adapter le Graphede Fo
alisation aux preuves ave
 
oupures.L'analogie entre la 
oupure et la règle [⊗] suggère simplement de traiter la règle de
oupure 
omme une règle positive. En parti
ulier, on 
onstate que la 
oupure satisfait lesmêmes propriétés de permutation ave
 les règles positives que la règle [⊗]. En 
onséquen
e,les tron
s positifs peuvent 
ontenir des règles de 
oupure et le graphe de fo
alisation aurade nouveaux sommets de la forme Cut(A). On adapte de manière évidente la relation desous-o

urren
e de manière à 
e que les deux formules de 
oupure A et A⊥ soient des sous-o

urren
e de Cut(A). Les arêtes sont 
réées dans les mêmes 
onditions que pré
édemment.La preuve de l'a
y
li
ité des graphes de fo
alisation de la première se
tion s'adapteimmédiatement du fait du partitionnement du 
ontexte dans la règle cut 
omme dans larègle [⊗].3Ou plut�t le fait qu'il s'agisse bien d'un preuve.210



On étend la notion de preuve fo
alisée :Dé�nition 9.38 (Preuve fo
alisée ave
 
oupure)Une preuve D de MALL ave
 
oupure d'un séquent S est fo
alisée si elle remplit les
onditions des dé�nitions 9.22 et 9.30 et qu'en outre si S ′ est un séquent positif de
D, prémisse d'une 
oupure, il est né
essairement 
on
lusion d'une règle d'inféren
eappliquée à la formule de 
oupure sauf s'il s'agit d'un littéral polarisé négativement.et on a don
, grâ
e aux permutations des positifs :Théorème 9.39La méthode des graphes de fo
alisation produit des preuves fo
alisées à partir de preuvesMALL ave
 
oupures.9.6.3 Les exponentielsNous 
omplétons le tableau de la méthode des graphes de fo
alisation en expliquant
omment traiter les exponentiels. La question de la fo
alisation pour les exponentiels sou-lève de nouvelles questions.Toutes les inféren
es que nous avons 
onsidérées jusque là avaient des propriétés de per-mutabilité de deux sortes : permutabilités faibles pour les inféren
es de formule prin
ipalepositive ainsi que pour la 
oupure et permutabilité pleine pour les inféren
es de formuleprin
ipale négative. En parti
ulier, toutes les règles asso
iées à un 
onne
teur donné avaientles mêmes propriétés de permutabilité. La situation des exponentiels est plus 
omplexe
ar d'une part des règles stru
turelles peuvent s'appliquer aux formules qui ont �?� pour
onne
teur prin
ipal et d'autre part la règle de promotion suppose une syn
hronisationave
 les formules 
ontextuelles qui doivent être toutes pré�xées par des �?�.Cela a pour 
onséquen
e qu'il n'est pas évident d'adapter dire
tement le résultat defo
alisation en utilisant la stru
ture des séquents de LL. Nous avons alors la possibilité desuivre deux appro
hes : d'une part 
onsidérer un 
al
ul dyadique selon les termes d'An-dreoli [And90℄ ou 
al
ul mixte selon la terminologie de Girard [Gir06℄ dans lequel une partiedu séquent est gérée de manière 
lassique et non pas linéaire. L'autre appro
he 
onsiste àrester dans les séquents de LL ave
 une 
ara
térisation des preuves fo
alisées de LL quiprenne en 
ompte les exponentiels.Nous 
ommençons par traiter l'appro
he dyadique avant de présenter les preuves fo
ali-sées du système linéaire usuel.Dis
ussion de la règle de promotion. La promotion a une forme parti
ulière par
eque, 
ontrairement aux autres règles d'inféren
e du 
al
ul des séquents, elle dépend de lastru
ture de toutes les formules du 
ontexte : l'une des formules du séquent doit avoir un�!� tandis que toutes les autres doivent avoir un �?� :

⊢ ? Γ, F

⊢ ? Γ, !F
[!]Cela indique qu'il y a un niveau parti
ulier de 
onnaissan
e à propos de la stru
turedu séquent pour pouvoir appliquer la règle de promotion qui n'est pas 
e qu'on utilised'habitude en 
al
ul des séquents (il s'agit de l'une des raisons pour laquelle on parle demodalités à propos des 
onne
teurs exponentiels). C'est également re�été par la manière211



dont la règle du �!� est implémentée dans les systèmes de programmation en logique linéaireou par la stru
ture des boîtes exponentielles dans les réseaux de démonstration.On voit en fait que deux sortes d'opérations sont e�e
tuées ave
 la règle [!] :� la 
lassi�
ation de F 
omme une formule portant un �?� d'un 
�té,� le retrait du �!� de !G quand !G est la seule formule qui n'a pas de �?�.Ce
i peut être mis en éviden
e ave
 l'illustration suivante : 
onsidérons ⊢ ? Γ, F, !G,peut-on appliquer une règle �!� à 
e séquent ? Il y a deux manières de répondre à 
ettequestion : soit �
ela dépend de F�, soit �non, pas en
ore, il faut en
ore e�e
tuer une a
tionsur F�. Les deux réponses témoignent de 
ette idée que la promotion ne peut être appliquéeque si F est de la forme ?F ′ mais elle sont di�érentes d'un point de vue opérationnel : lase
onde réponse suggère qu'il y a des a
tions à a

omplir avant de pouvoir appliquer larègle de promotion. Ainsi, F devrait d'abord être re
onnue 
omme étant de la forme ?F ′.Par ailleurs, 
ela suggère que ? Γ a déjà été re
onnu 
omme portant le �?� : le travail a étée�e
tué et 
ette information a été sto
kée quelque part dans la stru
ture du séquent.Cette remarque suggère d'introduire un 
ontexte séparé qui sto
kera les formules quel'on a re
onnues 
omme ayant un �?� 
omme 
onne
teur prin
ipal : ⊢ Γ | ∆. Les deuxopérations que l'on a dis
utées pré
édemment et la déréli
tion deviennent alors les règlesd'inféren
e suivantes :
⊢ Γ, A | ∆
⊢ Γ | ?A,∆

[?]
⊢ Γ | A
⊢ Γ | !A

[!]
⊢ Γ, A | A,∆
⊢ Γ, A | ∆ derOn doit bien sûr adapter de manière évidente les autres règles de MALL à la nouvellestru
ture des séquents pour obtenir le 
al
ul dyadique.Cal
ul dyadique. Le 
al
ul dyadique pro�te de la stru
ture hétérogène des séquentspour in
orporer 
ertaines règles stru
turelles appli
ables aux formules de la forme ?Florsque 
es formules ont été sto
kées dans la portion distinguée du séquent, dite à gestion
lassique, et qui n'est 
onstituée que de formules pré�xées d'un ? tandis que l'autre portiondu séquent est traitée de manière habituelle (il y a une gestion linéaire de 
ette partie duséquent).Ainsi, dans 
e système, la règle initiale et la règle [1] in
orporent l'a�aiblissement pourle 
ontexte à gestion 
lassique :

⊢ Γ | a, a⊥ ini ⊢ Γ | 1 [1]tandis que la règle [⊗] et la 
oupure in
orporent la 
ontra
tion pour le 
ontexte à gestion
lassique :
⊢ Γ | ∆, F ⊢ Γ | ∆′, F ′
⊢ Γ | ∆,∆′, F ⊗ F ′ [⊗]

⊢ Γ | ∆, F ⊢ Γ | ∆′, F⊥
⊢ Γ | ∆,∆′ cutLe système dyadique pour LL est présenté en �gure 9.11.Fo
alisation des exponentiels. Dans le système dyadique, on a don
 dé
omposé lesrègles qui s'appliquent au 
onne
teur �?� en deux : la nouvelle règle [?] sera 
onsidérée
omme négative tandis que la déréli
tion sera 
onsidérée 
omme règle positive. La promo-tion a également un 
ara
tère bi-polaire : 
onne
teur positif, il devra être appliqué dansune phase de fo
alisation, mais son 
ara
tère négatif fera 
esser la phase de fo
alisation212



⊢ Σ | A,A⊥ ini
⊢ Σ | Γ, A ⊢ Σ | ∆, A⊥

⊢ Σ | Γ,∆ cut

⊢ Σ | Γ
⊢ Σ | Γ,⊥ [⊥]

⊢ Σ | Γ, A,B
⊢ Σ | Γ, A O B

[O] ⊢ Σ | Γ,⊤ [⊤]
⊢ Σ | Γ, A ⊢ Σ | Γ, B
⊢ Σ | Γ, A N B

[N]

⊢ Σ | Γ, A ⊢ Σ | ∆, B
⊢ Σ | Γ,∆, A ⊗ B [⊗] ⊢ Σ | 1 [1]

⊢ Σ | Γ, A1

⊢ Σ | Γ, A1 ⊕ A2
[⊕0]

⊢ Σ | Γ, A2

⊢ Σ | Γ, A1 ⊕ A2
[⊕1]

⊢ Σ | Γ, A
⊢ Σ | Γ,∀x.A [∀] ⊢ Σ | Γ, A[t/x]

⊢ Σ | Γ,∃x.A [∃]

⊢ Σ, A | Γ
⊢ Σ | ?A,Γ

[?]
⊢ Σ | A
⊢ Σ | !A

[!]
⊢ Σ, A | A,Γ
⊢ Σ, A | Γ derFig. 9.11 � Cal
ul des séquents dyadiques pour LLimmédiatement après. En e�et, le séquent ⊢ ?(a O b), !(a⊥ ⊗ b⊥) est un bon exemple de 
efait : la promotion doit être appliquée avant d'e�e
tuer la déréli
tion sur ?(a O b) (sinon,on ne peut plus enlever le �!�), mais le tenseur ne peut pas être dé
omposé immédiatementaprès : il faut d'abord e�e
teur la déréli
tion et la règle [O] avant de pouvoir appliquer [⊗].

La règle [?] permute au-dessous de toutes les règles du 
al
ul pour lesquelles 
ela adu sens (
'est-à-dire les règles ayant un 
ontexte linéaire, 
ontrairement à [1], [!], ini). Ladéréli
tion, der, permute ave
 toutes les règles positives 
onsidérées pré
édemment dans 
e
hapitre. La règle [!] a par 
ontre des propriétés de permutabilité parti
ulièrement limitéesqui ne posent pourtant pas de problème. Son appli
ation requiert en e�et que le 
ontextelinéaire ne soit 
onstitué que de la formule promue et elle 
on
lut une phase fo
alisée. Nousdonnons à la �n de 
ette se
tion quelques éléments supplémentaires pour expliquer 
e
i.
On étend de manière évidente la notion de séquent positif, négatif ou neutre aux séquentsdyadiques :Dé�nition 9.40 (Types de séquents dyadiques)� Un séquent dyadique ⊢ Σ | Γ est négatif si ⊢ Γ est négatif ;� Un séquent dyadique ⊢ Σ | Γ est positif si ⊢ Γ est positif ou si ⊢ Γ est atomiqueet Σ 6= ∅ ;� Un séquent dyadique ⊢ Σ | Γ est atomique si ⊢ Γ est atomique.213



Remarque 9.41Un séquent dyadique peut don
 être à la fois atomique et positif, 
e qui est naturelpuisque le séquent ⊢ a ⊗ a⊥ | a, a⊥ possède les deux preuves sans 
oupure suivantes :
⊢ a ⊗ a⊥ | a, a⊥ ini

⊢ a ⊗ a⊥ | a⊥, a ini ⊢ a ⊗ a⊥ | a, a⊥ ini

⊢ a ⊗ a⊥ | a, a⊥, a ⊗ a⊥
[⊗]

⊢ a ⊗ a⊥ | a, a⊥ derOn peut alors étendre la dé�nition des tron
s positifs aux exponentiels :Dé�nition 9.42 (Tron
 positif exponentiel)Étant donné un séquent positif S et une preuve D de S, un tron
 positif exponentiel(ou simplement tron
 positif) pour S est un sous-arbre maximal D+ de D ne 
ontenantque des règles positives et tel que si une promotion apparaît dans D+, alors la prémissede la promotion est une feuille du tron
 (les bran
hes sont 
oupées aussit�t qu'unepromotion est appliquée).Le fait de 
ouper les bran
hes du tron
 dès qu'une promotion est ren
ontrée fait é
ho àla remarque pré
édente sur la bipolarité du 
onne
teur �!�. Nous reviendrons sur 
e pointà la �n de 
ette se
tion.Graphe de fo
alisation exponentiel. La règle de 
ontra
tion qui est implémentéepar la déréli
tion du système dyadique produit diverses o

urren
es de la même formule.Il nous faut pouvoir distinguer 
es diverses o

urren
es dans la 
onstru
tion du graphede fo
alisation puisque 
ha
une de 
es o

urren
es est su
eptible de servir de foyer defo
alisation.On dé�nit ainsi les formules a
tives d'un tron
 positif 
omme suit :Dé�nition 9.43 (Formules a
tives d'un tron
 exponentiel)Étant donné un tron
 positif exponentiel D+ de 
on
lusion ⊢ Σ | Γ, on attribue à
haque o

urren
e de déréli
tion de D+ de manière unique un indi
e i et on désignel'o

urren
e de la formule A ainsi 
réée par (A, i). On étend de manière évidente larelation de sous-o

urren
e aux formules indexées.Les formules a
tives de D+ sont les formules a
tives de Γ ainsi que les (A, i)
omme dé�ni 
i-dessus.Exemple 9.44La preuve suivante possède deux formules a
tives : (a ⊗ a⊥, 1) et (a ⊗ a⊥, 2)

D =

⊢ a ⊗ a⊥ | a⊥, a ini
⊢ a ⊗ a⊥ | a, a⊥ ini ⊢ a ⊗ a⊥ | a, a⊥ ini

⊢ a ⊗ a⊥ | a, a ⊗1 a
⊥, a⊥

[⊗]

⊢ a ⊗ a⊥ | a, a⊥, a ⊗1 a
⊥, a ⊗2 a

⊥ [⊗]

⊢ a ⊗ a⊥ | a, a⊥, a ⊗1 a
⊥ der2

⊢ a ⊗ a⊥ | a, a⊥ der1Pour 
lari�er la preuve 
i-dessus, nous avons attribué des indi
es aux diverses o

ur-ren
es de la formule a ⊗ a⊥ dans les parties linéaires des séquents de D.214



Dé�nition 9.45 (Graphe de Fo
alisation Exponentiel)Soient ⊢ Σ | Γ un séquent dyadique positif, D une preuve de 
e séquent et D+ letron
 positif (exponentiel) asso
ié. Le Graphe de Fo
alisation Exponentiel étendla dé�nition des graphes de fo
alisation standards 
omme suit :� Les sommets du graphe sont les formules a
tives de ⊢ Σ | Γ dans D+ ;� Les ar
s sont donnés par les séquents de la frontière de la manière habituelle (enprenant en 
ompte l'assignation de biais s'il y en a une).Remarque 9.46On notera que si ⊢ Σ′ | Γ′ est un séquent de la frontière, seules les formules de Γ′peuvent être sous-o

urren
e d'une formule a
tive et don
 elle seules 
ontribuent auxarêtes du graphe.Par ailleurs, on n'a pas besoin de prendre en 
ompte les prémisses des promotionspuisque 
es séquents 
ontiennent exa
tement une sous-formule d'une formule a
tive dela ra
ine : A est la seule formule dans la partie linéaire de 
e séquent de la frontière.La suite nous permet d'étendre le résultat de fo
alisation au 
as exponentiel :Proposition 9.47Les graphes de fo
alisation exponentiels sont a
y
liques.Démonstration : L'a
y
li
ité des graphes de fo
alisation exponentiels est obtenue de la mêmemanière que dans les 
as pré
édents. Les deux seuls éléments nouveaux sont la déré-li
tion et la promotion ; il nous faut don
 simplement véri�er que 
es deux règles ne
réent pas de 
y
le :� La promotion ne 
rée pas de problème puisque la prémisse d'une promotionest une feuille du tron
 positif exponentiel mais qui ne 
ontient qu'une formulea
tive du séquent ra
ine et n'est responsable d'au
une arête du graphe.� Le fait d'avoir attribué un indi
e di�érent à 
haque déréli
tion, et don
 unsommet di�érent à 
haque formule produite par une déréli
tion, assure qu'onne peut pas avoir de 
y
le 
ausé par une déréli
tion. En e�et, 
onsidérant untron
 positif D+, on peut faire permuter toutes les déréli
tions vers le bas etobtenir un tron
 positif de la forme :
D ′+ =

E+

⊢ A1, . . . Ak | Ai1
1 , . . . A

ik

k ,Γ.... der
⊢ A1, . . . Ak | Γtel que E+ est un tron
 positif sans déréli
tion, le graphe de fo
alisation de E+ayant un 
y
le si, et seulement si, 
elui de D+ 
ontient un 
y
le.

�L'a
y
li
ité des graphes de fo
alisation exponentiels nous permet d'obtenir la propriétéde fo
alisation pour les preuves de LL. Nous donnons une version du résultat sans priseen 
ompte des biais atomiques mais l'extension à la fo
alisation sur les atomes ne poseraitpas de problème : 215



Dé�nition 9.48 (Preuve fo
alisée de LL)Soit D une preuve d'un séquent S. D est fo
alisée si, étant donné un séquent S ′ de
D : � si S ′ est un séquent négatif, alors il est 
on
lusion d'une règle négative ;� si S ′ est un séquent positif, prémisse d'une règle positive r et 
on
lusion d'unerègle r′, et que F est la sous-o

urren
e de la formule prin
ipale de r (ou laformule de 
oupure dans le 
as où r = cut) et n'est pas un littéral, on est dansl'un des 
as suivants :� si r ∈ {[⊕i], [∃], der, [⊗], cut} et si F est de la forme A ⊕ B, !A, ∃x.A, ∃X.Aalors F est la formule prin
ipale de r′ ;� si r ∈ {[⊕i], [∃], der, [⊗], cut} et si F = 1, alors S ′ est 
on
lusion d'un 
ertainnombre d'a�aiblissements suivis d'une règle [1] de formule prin
ipale F ;� si r ∈ {[⊕i], [∃], der, [⊗], cut} et si F est de la forme A ⊗ B, alors S ′ est 
on
lu-sion d'un 
ertain nombre de 
ontra
tions au-dessus desquelles est appliquéeune règle [⊗] de formule prin
ipale F ;� si r = [!], alors on n'a pas de 
ontrainte sur la règle r′ ni sur sa formuleprin
ipale.Remarque 9.49Pour prendre en 
ompte les biais atomiques, il su�rait d'ajouter la 
ondition suivanteà la dé�nition pré
édente :� si r ∈ {[⊕i], [∃], der, [⊗], cut} et si F est un littéral positif, alors S ′ est
on
lusion d'un 
ertain nombre d'a�aiblissements suivis d'une règle

ini ;Théorème 9.50 (Fo
alisation pour LL)Si D est une preuve d'un séquent S dans LL, alors on peut transformer D en une preuvefo
alisée D ′ par une série de permutations d'inféren
es par la méthode des graphes defo
alisation.Démonstration : La preuve ne pose pas de problème parti
ulier. Il faut dans un premiertemps passer de la preuve D à une preuve du système dyadique 
e qui n'est pasproblématique : les 
ontra
tions peuvent être anti
ipées (permutées vers le bas de lapreuve) et les a�aiblissements retardés jusqu'aux axiomes ou aux règles [1].Ensuite, on utilise un pro
essus de fo
alisation similaire à 
elui qui a été utiliséplus t�t. La règle de 
ontra
tion ne pose pas de problème puisqu'on part d'une preuvedéjà 
onstruite D et que les permutations ne vont pas dupliquer les 
ontra
tions ausein d'un même tron
 positif. On peut ainsi raisonner sur le nombre d'alternan
esentre des phases positives et des phases négatives dans la preuve en transformationet, dans le 
as d'une ra
ine positive 
on
lusion d'un tron
 positif D+, on prend en
ompte le nombre de formules a
tives du tron
.
�Commentaires sur la promotion. La bipolarité du 
onne
teur �?� est manifestée parle fait que le système dyadique possède deux règles pour �?�, la règle de 
lassi�
ation dansla partie à gestion 
lassique [?] et la déréli
tion der.Le 
ara
tère bipolaire du �!� est moins évident à mettre en éviden
e. Le fait qu'unephase de fo
alisation soit intérrompue dès qu'une promotion est e�e
tuée (
'est-à-dire qu'onne peut pas s'assurer d'utiliser la sous-o

urren
e 
omme pro
hain foyer, il faudra peut-être plut�t faire une déréli
tion) témoigne de 
ette bipolarité. Nous donnons une autrejusti�
ation de 
ette bipolarité en étudiant la forme de la règle promotion. Cette appro
he216



tendrait à renfor
er l'idée selon laquelle la bipolarité du �!� ne serait pas intrinsèque au�!�, mais qu'elle aurait plut�t sa sour
e dans une intera
tion du �!� ave
 son 
ontexte.On peut 
onsidérer la variante suivante des règles exponentielles du 
al
ul dyadique :
⊢ Σ ?A | ∆
⊢ Σ | ?A,∆

[?]′
⊢ Σ ?A | A,∆
⊢ Σ ?A | ∆ der′

⊢ · | Σ, A
⊢ Σ | !A

[!]′Comme nous l'avons remarqué plus haut, la règle [?]′ (
omme la règle [?]) a pour r�leopérationnel de noter qu'une formule de la portion linéaire du séquent a une modalité�?�. La règle der′ joue le r�le de la déréli
tion 
ouplée ave
 la 
ontra
tion tandis que larègle [!]′ permet de retirer le 
onne
teur ! �au prix� de l'information a

umulée grâ
e auxrègles [?]′. Le système dyadique ainsi obtenu est légèrement plus souple que le systèmedyadique pré
édent (il 
ontient plus de preuves), mais surtout, les règles [?]′ et [!]′ rap-pellent la 
onstru
tion des boîtes exponentielles des réseaux de démonstration : la règle
[?]′ 
orrespond à la 
onstru
tion des ports auxiliaires d'une boîte promotion tandis que larègle [!]′ 
orrespond au port prin
ipal de 
ette boîte. En outre, pour prouver ⊢ ? Γ, !A, ondoit 
onstruire deux boîtes exponentielles imbriquées.La règle [!]′ permet de mettre en éviden
e que, si sa 
on
lusion est un séquent positif, saprémisse ne l'est qu'à la 
ondition que A soit une formule positive et que Σ soit vide. Dansle 
as où nous utilisons une telle règle [!]′, nous pouvons donner une dé�nition des preuvesfo
alisées qui ne né
essite pas de 
as parti
ulier pour abandonner la phase fo
alisée aprèsune règle promotion puisque 
'est le fait d'obtenir un séquent négatif (par
e que Σ 6= ∅)qui 
ontraint à abandonner 
ette phase négative.Remarque 9.51On notera que notre appro
he de la fo
alisation pour les exponentiels met en éviden
eque la règle I2 du système Σ3 d'Andreoli n'est pas né
essaire à la 
omplétude du systèmefo
alisé.Remarque 9.52Notre traitement des exponentiels nous permet d'étendre le système fo
alisé pour traiterla règleMIX : En e�et, on sait que ⊢ Γ est prouvable dans LL+MIX si, et seulementsi, ⊢ Γ, ?(⊥ ⊗ ⊥) est prouvable dans LL, les o

urren
es de la règleMIX 
orrespondantaux diverses instan
es de la règle [⊗] dont la formule prin
ipale est une formule ⊥ ⊗ ⊥obtenue à partir de ?(⊥ ⊗ ⊥) par une 
ontra
tion suivie d'une déréli
tion 
e qui, dansle système Σ3, donne de la forme :

⊢ Φ, ?(⊥ ⊗ ⊥) : Γ ⇑ ·
⊢ Φ, ?(⊥ ⊗ ⊥) : Γ ⇑ ⊥ [⊥]

⊢ Φ, ?(⊥ ⊗ ⊥) : Γ ⇓ ⊥ R ⇓

⊢ Φ, ?(⊥ ⊗ ⊥) : ∆ ⇑ ·
⊢ Φ, ?(⊥ ⊗ ⊥) : ∆ ⇑ ⊥ [⊥]

⊢ Φ, ?(⊥ ⊗ ⊥) : ∆ ⇓ ⊥ R ⇓

⊢ Φ, ?(⊥ ⊗ ⊥) : Γ,∆ ⇓ ⊥ ⊗ ⊥ ⊗

⊢ Φ, ?(⊥ ⊗ ⊥) : Γ,∆ ⇑ · D2Ce qui nous suggère la règle suivante, dans le système ave
 annotation :
⊢ Φ: Γ ⇑ · ⊢ Φ: ∆ ⇑ ·

⊢ Φ: Γ,∆ ⇑ · [MIX]Dans le système fo
alisé, la règle MIX ne peut don
 être appliquée qu'à la �n d'unephase négative, juste avant de débuter une phase fo
alisée.217



⊢ Γ, A

⊢ ? Γ, !A
! fonct ⊢ Γ

⊢ Γ, ?A
?w

⊢ Γ, ?A, ?A

⊢ Γ, ?A
? cFig. 9.12 � Règles exponentielles de ELL9.7. La fo
alisation au-delà de LLLa preuve que nous avons présentée est modulaire dans le sens où elle s'appuie surune série de résultats simples qui peuvent être adaptés à des 
adres plus ri
hes. C'est ainsique Baelde et Miller [BM07℄ sont parvenus à étendre la fo
alisation à une extension de lalogique linéaire ave
 des points �xes (indu
tifs et 
oindu
tifs) en utilisant notre méthode.Nous montrons pour notre part dans la se
tion suivante 
omment notre preuve s'adaptetrès simplement pour obtenir un résultat de fo
alisation pour ELL.9.7.1 Elementary Linear Logi
Nous allons montrer 
omment la méthode de 
e 
hapitre permet d'obtenir presqueimmédiatement une propriété de fo
alisation pour une version de la logique linéaire (dontl'élimination des 
oupures est) à 
omplexité bornée, ELL.On distingue prin
ipalement trois systèmes de logiques allégées : ELL (Elementary linearlogi
), LLL (Light linear logi
), SLL (Soft linear logi
). Nous traitons i
i le 
as de ELL quiest le 
as le plus simple des trois.Présentation des systèmes allégés. Ces systèmes tels que ELL sont obtenus en modi-�ant les règles du fragment exponentiel de la logique linéaire, le reste de la logique n'étantpas for
ément modi�é4.L'idée de base est que, outre les règles habituelles des exponentiels :

⊢ ? Γ, A

⊢ ? Γ, !A
!

⊢ Γ
⊢ Γ, ?A

?w
⊢ Γ, ?A, ?A

⊢ Γ, ?A
? c

⊢ Γ, A

⊢ Γ, ?A
? dil existe une autre présentation des règles d'inféren
e du fragment exponentiel où on rem-pla
e la règle de promotion par une règle de �promotion fon
torielle� et une règle appelée�digging� :

⊢ Γ, A

⊢ ? Γ, !A
! fonct

⊢ Γ, ? ?A

⊢ Γ, ?A
! digLes logiques allégées peuvent souvent être présentées 
omme le résultat de restri
tionssur les règles exponentielles dans 
ette dernière présentation ave
 promotion fon
torielle etdigging ; 
'est par exemple le 
as de ELL.ELL : Logique linéaire élémentaire. Les règles des 
onne
teurs exponentiels de ELLsont données en �gure 9.12. On obtient 
e système en remplaçant la promotion par lapromotion fon
torielle (mais en n'ajoutant pas le digging) et en enlevant la déréli
tion.Le 
al
ul des séquents 
omplet de ELL est donné en �gure 9.13. Dans 
e système, onne peut dériver ni la règle de déréli
tion ni la règle de digging.4Dans la littérature on 
onsidère souvent des variantes a�nes, sans additifs, intuitionnistes, et
.218



⊢ A,A⊥ ini
⊢ Γ, A ⊢ ∆, A⊥

⊢ Γ,∆
cut

⊢ Γ
⊢ Γ,⊥ [⊥]

⊢ Γ, A,B

⊢ Γ, A O B
[O]

⊢ Γ, A ⊢ ∆, B

⊢ Γ,∆, A ⊗ B [⊗] ⊢ 1
[1]

⊢ Γ,⊤ [⊤]
⊢ Γ, A ⊢ Γ, B

⊢ Γ, A N B
[N]

⊢ Γ, A1

⊢ Γ, A1 ⊕ A2
[⊕0]

⊢ Γ, A2

⊢ Γ, A1 ⊕ A2
[⊕1]

⊢ Γ, A[c/x]

⊢ Γ,∀x.A [∀] si c 6∈ FV (Γ,∀x.A). ⊢ Γ, A[t/x]

⊢ Γ,∃x.A [∃]

⊢ Γ, B

⊢ ? Γ, !B
[!] ⊢ Γ

⊢ Γ, ?B
[?w]

⊢ Γ, ?B, ?B

⊢ Γ, ?B
[? c]Fig. 9.13 � Cal
ul des séquents pour ELL

⊢ Σ | A,A⊥ ini
⊢ Σ | Γ, A ⊢ Σ | ∆, A⊥

⊢ Σ | Γ,∆ cut

⊢ Σ | Γ
⊢ Σ | Γ,⊥ [⊥]

⊢ Σ | Γ, A,B
⊢ Σ | Γ, A O B

[O]
⊢ Σ | Γ, A ⊢ Σ | ∆, B
⊢ Σ | Γ,∆, A ⊗ B [⊗] ⊢ Σ | 1 [1]

⊢ Σ | Γ,⊤ [⊤]
⊢ Σ | Γ, A ⊢ Σ | Γ, B
⊢ Σ | Γ, A N B

[N]
⊢ Σ | Γ, A1

⊢ Σ | Γ, A1 ⊕ A2
[⊕0]

⊢ Σ | Γ, A2

⊢ Σ | Γ, A1 ⊕ A2
[⊕1]

⊢ Σ | Γ, A[c/x]

⊢ Σ | Γ,∀x.A [∀] si c 6∈ FV (Σ,Γ,∀x.A). ⊢ Σ | Γ, A[t/x]

⊢ Σ | Γ,∃x.A [∃]

⊢ Σ, ?B | Γ
⊢ Σ | ?B,Γ

[?]
⊢ ∅ | F i1

1 , . . . , F
ik
k , B

⊢ ?F1, . . . , ?Fk | !B
[!] ave
 i1, . . . , ik ≥ 0.Fig. 9.14 � Cal
ul des séquents dyadiques pour ELLLe prin
ipal résultat 
on
ernant ELL est que l'élimination des 
oupures des réseaux depreuve de EAL (la version de ELL ave
 a�aiblissement) a une 
omplexité élémentaire (bor-née par une tour d'exponentiels), 
e qui a pour 
onséquen
e que les fon
tions représentablesdans EAL sont exa
tement les fon
tions élémentairement ré
ursives.Fo
alisation dans ELL. Comme d'habitude pour traiter les exponentiels de manièrefo
alisée, on passe par un système dyadique de manière à traiter l'a�aiblissement de manièreimpli
ite en le retardant le plus possible et à in
orporer la 
ontra
tion dans les autres règlesbran
hantes (le tenseur et la 
oupure). Cette étape permet de dé
omposer les règles du �?�en une partie positive et une partie négative.Le système dyadique obtenu est donné en �gure 9.14.On 
onstate que, dans le système dyadique, on a les propriétés de permutabilité sui-vantes : [⊥], [O], [N], [⊤], [∀], [?] sont négatives (permutabilité pleine) et [1], [⊗], [⊕i], [∃], [!]ont la propriété de permutabilité faible et sont don
 
onsidérées 
omme positives. Séquents219



positifs et négatifs sont dé�nis 
omme auparavant.La réversibilité des négatifs ne pose pas de problème, il nous faut véri�er que l'on peutdé�nir une dis
ipline de fo
alisation sur les positifs.On dé�nit don
 tron
s positifs et graphes de fo
alisation 
omme suit :Dé�nition 9.53 (ELL-Tron
s positifs)Soit S = ⊢ Σ | Γ un séquent positif et soit D une preuve de 
e séquent. Le tron
 positif
D+ asso
ié à D est le sous-arbre maximal de D enra
iné en S tel que :� D+ ne 
ontient que des règles positifs ;� si un séquent apparaissant dans D+ est 
on
lusion d'une o

urren
e de la règlede promotion fon
torielle alors il s'agit d'une feuille de D+.Dé�nition 9.54 (ELL-Graphe de fo
alisation)Le graphe de fo
alisation d'une preuve dans ELL d'un séquent positif ⊢ Σ | Γ est
onstruit 
omme suit :� Les sommets du graphe sont les formules de Γ a
tives dans D+ ;� Il y a une arête de A vers B s'il existe un séquent, S, de la frontière de D+
ontenant une sous-o

urren
e négative de A et une sous-o

urren
e positive de

B.Proposition 9.55Les ELL-graphes de fo
alisation sont a
y
liques.Démonstration : La proposition se démontre fa
ilement en 
onstatant que tout ELL-tron
positif est également un tron
 positif dans le sens de LL et que tout ELL-graphe defo
alisation est également un graphe de fo
alisation dan le sens de LL et don
 enparti
ulier est a
y
lique.
�On peut don
 
ombiner le tout pour obtenir un résultat de fo
alisation pour ELL.
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⊢ Ψ: ∆ ⇑ L
⊢ Ψ: ∆ ⇑ ⊥, L [⊥]

⊢ Ψ: ∆ ⇑ F,G,L
⊢ Ψ: ∆ ⇑ F O G,L

[O]
⊢ Ψ, F : ∆ ⇑ L
⊢ Ψ: ∆ ⇑ ?F,L

[?]

⊢ Ψ: ∆ ⇑ ⊤, L [⊤]
⊢ Ψ: ∆ ⇑ F,L ⊢ Ψ: ∆ ⇑ G,L

⊢ Ψ: ∆ ⇑ F N G,L
[N]

⊢ Ψ: ∆ ⇑ B[y/x], L

⊢ Ψ: ∆ ⇑ ∀x.B,L [∀]

⊢ Ψ: · ⇓ 1
[1]

⊢ Ψ: ∆1 ⇓ F ⊢ Ψ: ∆2 ⇓ G
⊢ Ψ: ∆1,∆2 ⇓ F ⊗ G

[⊗]

⊢ Ψ: ∆ ⇓ F1

⊢ Ψ: ∆ ⇓ F1 ⊕ F2
[⊕0]

⊢ Ψ: ∆ ⇓ F2

⊢ Ψ: ∆ ⇓ F1 ⊕ F2
[⊕1]

⊢ Ψ: ∆ ⇓ B[t/x]

⊢ Ψ: ∆ ⇓ ∃x.B [∃]

⊢ Ψ: ∆ ⇑ F
⊢ Ψ: ∆ ⇓ F R ⇓ ⊢ · : · ⇑ Ψ′, F

⊢ Ψ: · ⇓ !F
[!]

où Ψ = F1, . . . , Fket Ψ′ = F i1
1 , . . . , F

ik
kave
 i1, . . . , ik ≥ 0

⊢ Ψ: ∆, F ⇑ L
⊢ Ψ: ∆ ⇑ F,L R ⇑ ⊢ Ψ: X⊥ ⇓ X I

⊢ Ψ: ∆ ⇓ F
⊢ Ψ: ∆, F ⇑ · DFig. 9.15 � Système fo
alisé pour ELL. Les 
ontraintes sur les règles sont les suivantes :dans la règle ∀, la variable y n'est pas libre dans la 
on
lusion. Dans R ⇑, F n'est pasnégative tandis que dans R ⇓, F est soit négative soit un littéral négatif. Dans I1, K estun littéral positif. Dans D1, F n'est pas un littéral négatif.
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Chapitre 10Multifo
alisationRésumé:Nous étudions dans 
e 
hapitre une extension des systèmes de preuves fo
alisés, lamultifo
alisation. Nous 
ommençons par présenter le système multifo
alisé qui trouveson origine dans les graphes de fo
alisation du pré
édent 
hapitre. Nous montrons en-suite qu'il est possible de dé�nir une notion de maximalité parmi les preuves multifo-
alisée 
e qui fournit une propriété de 
anoni
ité des preuves. Nous illustrons ensuite
ette propriété de 
anoni
ité en présentant la relation qu'entretiennent les preuvesmaximalement multifo
alisées et les réseaux de démonstration.Référen
es : Certains résultats de 
e 
hapitre ont été publiés dans l'arti
le Canoni
alSequent Proofs via Multi-Fo
using [CMS08℄ ainsi que dans la dernière se
tion de Fromproofs to fo
used proofs : a modular proof of fo
alization in Linear Logi
 [MS07℄Sommaire10.1 Origines de la Multifo
alisation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22410.2 Multifo
alisation pour MALL . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22610.2.1 Relations entre preuves multifo
alisées . . . . . . . . . . . . . . . 22810.2.2 Système Multifo
alisé pour LL ave
 Coupure . . . . . . . . . . . 22910.3 Équivalen
es de preuves par permutation . . . . . . . . . . . . . 22910.4 Une notion de maximalité pour les preuves multifo
alisées . . 23110.4.1 Preuves maximalement multifo
alisées . . . . . . . . . . . . . . . 23110.4.2 Lemmes préliminaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23210.4.3 Anti-réversibilité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23410.4.4 Maximalité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23410.4.5 La question des unités . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23710.5 Multifo
alisation et réseaux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 238
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10.1. Origines de la Multifo
alisationL'une des obje
tions à l'appro
he fo
alisée (ou polarisée) de la logique linéaire, ob-je
tion que suggère notamment Abramsky [Abr03℄ (ou en
ore Girard [Gir06℄ au 
hapitre12 du Point aveugle), est que 
elle-
i renfor
e la séquentialisation des preuves du 
al
uldes séquents là où il faudrait au 
ontraire 
her
her à �dé-séquentialiser� les preuves, à lamanière des réseaux de démonstration ou des jeux 
on
urrents.Une question d'asso
iativité. Le problème mentionné par Abramsky [Abr03℄ trouvesa sour
e dans les interprétations de jeux de la logique où apparaissent des problèmesd'asso
iativité lors de la 
omposition des stratégies [AJ94℄1, du fait de la séquentialisationdes règles du 
al
ul des séquents. Selon la manière dont on 
ompose des stratégies, onpeut obtenir des résultats di�érents 
ar 
haque 
omposition induit une �première règle�di�érente dans le résultat. Cet élément peut être dire
tement observé dans le 
al
ul desséquents de MALL.Considérons les trois preuves suivantes :
D2 =

⊢ a⊥, a ini ⊢ a⊥, a ini

⊢ a⊥ N a⊥, a
[N]

⊢ a⊥, a ini ⊢ a⊥, a ini

⊢ a⊥ N a⊥, a
[N]

⊢ a⊥ N a⊥, a N a
[N]

D1 =

⊢ a⊥, a ini

⊢ a⊥, a ⊕ a
[⊕1]

⊢ a⊥ ⊕ a⊥, a ⊕ a
[⊕1]

D3 =

⊢ a⊥, a ini

⊢ a⊥ ⊕ a⊥, a
[⊕1]

⊢ a⊥ ⊕ a⊥, a ⊕ a
[⊕1]On peut les 
omposer à l'aide de la règle de 
oupure de deux manières :

E1 =

D1

⊢ a⊥ ⊕ a⊥, a ⊕ a

D2

⊢ a⊥ N a⊥, a N a

D3

⊢ a⊥ ⊕ a⊥, a ⊕ a
⊢ a⊥ N a⊥, a ⊕ a cut

⊢ a⊥ ⊕ a⊥, a ⊕ a cutou
E3 =

D1

⊢ a⊥ ⊕ a⊥, a ⊕ a
D2

⊢ a⊥ N a⊥, a N a

⊢ a⊥ ⊕ a⊥, a N a
cut

D3

⊢ a⊥ ⊕ a⊥, a ⊕ a
⊢ a⊥ ⊕ a⊥, a ⊕ a cutLa preuve E1 se réduit, par élimination des 
oupures, en D1 tandis que la rédu
tion des
oupures de E3 nous 
onduit à la preuve D3. Ce qui témoigne de la non-asso
iativité de la
oupure : 〈〈D1,D2〉,D3〉 6= 〈D1, 〈D2,D3〉〉.Ce problème peut être résolu de deux manières 
omme l'explique Abramsky [Abr03℄ :� soit en 
ontraignant la syntaxe de manière à for
er la 
omposition à s'e�e
tuer dansun sens et réaliser ainsi l'asso
iativité, 
e qui 
orrespond à la fo
alisation2 ;� soit, au 
ontraire, en relâ
hant la séquentialité de manière à 
e que l'égalité soitpossible, 
e qui 
orrespond aux réseaux de démonstration (ou aux jeux 
on
urrents).1Abramsky mentionne que 
et élément avait été indépendamment noté par Blass.2Ainsi, le théorème d'asso
iativité de la Ludique (voir le théorème 11.30) repose-t-il sur 
et élément.224



Relâ
her la séquentialité de la fo
alisation. L'un des points sur lesquels nous sou-haitons nous pen
her dans le présent 
hapitre est la question de la séquentialité de lafo
alisation : peut-on 
on
evoir une fo
alisation qui soit moins séquentielle ?Cette question trouve également sa sour
e dans le fait que même si la fo
alisationquotiente un 
ertain nombre de preuves, elle est loin d'e�e
tuer le quotient des réseaux depreuves : un séquent positif peut avoir des preuves fo
alisées distin
tes qui ont pourtanttoutes deux le même réseau de démonstration sous-ja
ent 
omme le montrent les deuxpreuves suivantes3 :
⊢ a, a⊥ ini

⊢ a, a⊥,⊥
[⊥]

⊢ a, a⊥ O ⊥
[O]

⊢ a,0 ⊕ (a⊥ O ⊥)
[⊕1]

⊢ a,⊥,0 ⊕ (a⊥ O ⊥)
[⊥]

⊢ a O ⊥,0 ⊕ (a⊥ O ⊥)
[O]

⊢ (a O ⊥) ⊕ 0,0 ⊕ (a⊥ O ⊥)
[⊕0]

⊢ a, a⊥ ini

⊢ a,⊥, a⊥
[⊥]

⊢ a O ⊥, a⊥
[O]

⊢ (a O ⊥) ⊕ 0, a⊥
[⊕0]

⊢ (a O ⊥) ⊕ 0, a⊥,⊥
[⊥]

⊢ (a O ⊥) ⊕ 0, a⊥ O ⊥
[O]

⊢ (a O ⊥) ⊕ 0,0 ⊕ (a⊥ O ⊥)
[⊕1]Les deux preuves pré
édentes ont des foyers di�érents et sont pourtant équivalentes parpermutation et égalisées par les réseaux de démonstration.Si la véritable signi�
ation du résultat de fo
alisation de la logique linéaire est la miseen éviden
e des polarités et la possibilité de dé�nir des 
onne
teurs synthétiques, on peutse demander s'il n'est pas possible de dé�nir des variantes de la fo
alisation qui 
onservent
es propriétés tout en étant moins 
ontraignantes du point de vue de la séquentialité.Multifo
alisation : retour aux sour
es. La multifo
alisation que nous allons étudierdans 
e 
hapitre trouve quant à elle son origine dans les graphes de fo
alisation qui nous ontservi au 
hapitre pré
édent. L'argument prin
ipal nous permettant d'établir la propriétéde fo
alisation résidait dans l'a
y
li
ité des graphes de fo
alisation : a
y
lique, le graphepossédait une sour
e, et toute sour
e du graphe pouvait servir de foyer pour la fo
alisationpuisqu'on sait que la permutation vers le bas des règles positives appliquées à 
ette formulene ren
ontrera que d'autres formules positives ; 
e qui n'est jamais bloquant du fait de lapermutabilité faible des positifs.Cet argument est su�sant pour obtenir la fo
alisation, mais il dit en fait bien plus :on peut non seulement dé
omposer le niveau positif de n'importe quelle sour
e du graphe,mais on peut en outre dé
omposer les niveaux positifs de toutes les sour
es en même temps.Ce
i nous amène à 
onsidérer la règle suivante :

⊢ F1, . . . Fk : ∆ ⇓ F i1
1 , . . . F

ik
k , F

′
1, . . . F

′
l

⊢ F1, . . . Fk : ∆, F ′1, . . . F
′
l ⇑ ·

[MF ] où i1 . . . ik ≥ 0Ave
 
ette nouvelle règle de multifo
alisation , quand on dé
idera de fo
aliser, onpourra fo
aliser sur plus d'une formule positive à la fois, 
'est-à-dire que nos séquents an-notés au 
ours d'une phase (multi)fo
alisée auront maintenant la forme ⊢ ∆ ⇓ Γ (ave
 Γnon-vide a priori). Lorsque l'on est dans une phase de fo
alisation, les formules fo
alisées3On remarquera que la question de la fo
alisation sur les atomes est tout à fait étrangère à 
et exemplealors que les preuves D1 et D3 
onsidérées plus haut ne fourniraient pas toutes les deux des preuves fo
aliséessi l'on 
onsidère une assignation de biais à la manière d'Andreoli.225



⊢ ∆ ⇑ L
⊢ ∆ ⇑ ⊥, L [⊥]

⊢ ∆ ⇑ F,G,L
⊢ ∆ ⇑ F O G,L

[O] ⊢ ∆ ⇑ ⊤, L [⊤]

⊢ ∆ ⇑ F,L ⊢ ∆ ⇑ G,L
⊢ ∆ ⇑ F N G,L

[N]
⊢ ∆ ⇑ F,L
⊢ ∆ ⇑ ∀X.F,L [∀]

⊢ · ⇓ 1
[1]

⊢ ∆1 ⇓ F,Γ1 ⊢ ∆2 ⇓ G,Γ2

⊢ ∆1,∆2 ⇓ F ⊗ G,Γ1,Γ2
[⊗]

⊢ ∆ ⇓ F1,Γ

⊢ ∆ ⇓ F1 ⊕ F2,Γ
[⊕0]

⊢ ∆ ⇓ F2,Γ

⊢ ∆ ⇓ F1 ⊕ F2,Γ
[⊕1]

⊢ ∆ ⇓ F [G/X],Γ

⊢ ∆ ⇓ ∃X.F,Γ [∃]

⊢ ∆, F ⇑ L
⊢ ∆ ⇑ F,L [R ⇑] ⊢ ∆ ⇑ Γ

⊢ ∆ ⇓ Γ
[R ⇓] ⊢ X⊥,X ⇑ · ini

⊢ ∆ ⇓ Γ

⊢ ∆,Γ ⇑ · [MF ]Fig. 10.1 � Système multifo
alisé pour MALL.sont dé
omposées en n'utilisant que des inféren
es positives jusqu'à 
e que seules des for-mules négatives (ou atomiques) restent dans le foyer. C'est alors seulement que le foyer estrelâ
hé et que les formules négatives peuvent être à nouveau dé
omposées dans la phasenégative.Ainsi, dans le 
al
ul multifo
alisé, nous avons deux di�éren
es par rapport à la fo
ali-sation habituelle :� La fo
alisation peut séle
tionner un ensemble de formules positives, un ensemblede foyers et non pas seulement un singleton ;� La phase de fo
alisation gèle les formules négatives qui apparaîtraient durant laphase fo
alisée jusqu'à 
e que tous les foyers soient négatifs ou atomiques. Dans lesystème usuel de la fo
alisation, 
e dernier élément n'apparaît pas puisque une seuleformule est fo
alisée pendant toute la phase positive et qu'en 
onséquen
e la phasefo
alisée s'a
hève dès que le foyer devient négatif.Nous nous bornerons dans 
e 
hapitre à étudier le 
as de MALL mais l'extension à toutLL ne poserait pas de problème en 
onsidérant la version générale de la règle introduite
i-dessus.10.2. Multifo
alisation pour MALLLe système multifo
alisé est 
onstruit autour de la règle [MF ] en 
onservant le restedu système fo
alisé :Dé�nition 10.1 (Cal
ul des séquents MALL multifo
alisé, ΣMF )Le système multifo
alisé ΣMF est présenté en �gure 10.1. Les 
onditions sur lesrègles d'inféren
e sont les suivantes :� dans [R ⇑], F est positive ou atomique ;� dans [R ⇓], Γ n'est 
onstitué que de formules négatives ou atomiques ;� dans [MF ], Γ n'est pas vide ;� Dans [∀], X n'est pas libre dans la 
on
lusion de la règle.226



Remarque 10.2Le système ΣMF 
orrespond au 
as sans polarisation des atomes, mais nous pourrionségalement 
onsidérer un système ave
 une règle initiale fo
alisée qui, dans le systèmemultifo
alisé, pourrait s'exprimer 
omme suit :
⊢ · ⇓ X⊥,X iniDé�nition 10.3 (⌊D⌋)Si D ⊢ ∆ ⇑ Γ ou si D ⊢ ∆ ⇓ Γ, on é
rit ⌊D⌋ pour la preuve de ⊢ ∆,Γ qui rempla
e toutséquent de la forme ⊢ ∆′ ⇑ Γ′ ou ⊢ ∆′ ⇓ Γ′ dans D par le séquent ⊢ ∆′,Γ′ en e�açanttoutes les instan
es de [R ⇑], [R ⇓] et [MF ] et en laissant telles quelles toutes les autresrègles.Une preuve de la forme ⌊D⌋ sera également appelée preuve multifo
alisée.On véri�e immédiatement que l'arbre obtenu par la pro
édure dé
rite dans la dé�nitionpré
édente est bien une preuve de MALL.Remarque 10.4On pourrait donner une dé�nition dire
te des preuves de MALL qui sont multifo
aliséesà la manière des dé�nitions 9.22 et 9.30. La 
ondition serait alors de la forme :� si S est un séquent positif dans une preuve D, soit D+

S le tron
 positif de lapreuve enra
inée en S, alors toutes les sous-o

urren
es des formules a
tives dans
D+ apparaissant dans une feuille de D+

S sont négatives ou atomiques.Théorème 10.5 (Corre
tion et 
omplétude de la multifo
alisation)� Corre
tion : Si D ⊢ ∆ ⇑ Γ ou si D ⊢ ∆ ⇓ Γ, alors ⌊D⌋ ⊢ ∆,Γ.� Complétude : Si ⊢ Γ, alors ⊢ · ⇑ Γ.Démonstration :� La 
orre
tion est immédiate.� La 
omplétude vient de l'observation que le 
al
ul fo
alisé pour MALL (ave
ou sans fo
alisation sur les atomes selon la version 
onsidérée) est 
ontenu dans
ΣMF en restreignant le 
ontexte Γ dans les règles [MF ] à un singleton et enutilisant le théorème de 
omplétude du système simplement fo
alisé du 
hapitrepré
édent.

�Dé�nition 10.6 (Ra
ines)Supposons que D =

⊢ ∆ ⇓ Γ

⊢ Γ,∆ ⇑ · [MF ].On appelle alors les formules de Γ les ra
ines de D et on le notera Root(D).On utilisera également 
ette dé�nition pour les preuves multifo
alisées présentéesdans le système MALL usuel, sans annotation de phase ⇑ ou ⇓.227



Remarque 10.7Pour la dé�nition de Root(D) lorsque D est une preuve dans le système MALL usuel(
'est-à-dire sans les annotations ⇑ ou ⇓), il est utile de pré
iser 
ertains éléments :� toutes les formules a
tives du tron
 positif seront dans Root(D) ;� pour déterminer l'appartenan
e des atomes à Root(D), on prendra la 
onventionadaptée en fon
tion du système 
onsidéré :� si on ne 
onsidère pas les polarités des atomes, on in
lura tous les atomes dansla ra
ine,� si on 
onsidère une polarisation 
omme dans la remarque 10.2, on in
lura tousles atomes négatifs dans Root(D) ainsi que les atomes positifs qui interviennentdans une règle initiale dont la 
on
lusion est une feuille du tron
 positif de D.10.2.1 Relations entre preuves multifo
aliséesLa 
orre
tion et la 
omplétude du système multifo
alisé sont des propriétés évidenteset ne sont pas 
e qui fait l'intérêt du système multifo
alisé.Le système multifo
alisé trouve son intérêt dans l'étude des relations entre preuvesmultifo
alisées : nous voulons dans la suite de 
e 
hapitre étudier les relations entre lespreuves multifo
alisées qui sont équivalentes par permutation de règles d'inféren
e. Enparti
ulier, nous nous demandons si l'ensemble des preuves multifo
alisées équivalentes àune preuve donnée D ⊢ Γ est 
los par union des ra
ines, 
'est-à-dire s'il existe une preuvequi soit maximale du point de vue de la taille des ensembles de foyers Root(D).L'intérêt d'une telle notion de maximalité vient de 
e qu'elle traduit un plus grandparallélisme dans la preuve multifo
alisée puisque l'ordre des règles positives entre di�érentsfoyers n'importe pas.Dans un arti
le en 
ollaboration ave
 Chaudhuri et Miller [CMS08℄, nous avons étudiéla multifo
alisation pour les preuves sans 
oupure de MALL propositionnel et avons enparti
ulier étudié les preuves maximalement multifo
alisées sur lesquelles nous allons nouspen
her dans la suite de 
e 
hapitre.Nous nous limiterons dans 
e 
hapitre au 
al
ul des séquents MALL sans 
oupure etsans unité mais ave
 quanti�
ation du se
ond ordre, que l'on notera MALL−. L'extensionde l'analyse de la multifo
alisation aux exponentiels et à la 
oupure ne devrait pas poserde problème en reprenant les te
hniques des graphes de fo
alisation du 
hapitre pré
édent.Pour le traitement des unités, nous renvoyons à [CMS08℄ et à la �n de la se
tion 10.4 oùnous en dis
utons 
ertains éléments.Relation entre les résultats de 
e 
hapitre et les résultats de [CMS08℄. Lesseuls résultats de [CMS08℄ que nous présenterons i
i tels qu'ils sont abordés dans l'arti
lesont 
eux 
on
ernant l'analyse de la relation entre preuves maximalement multifo
aliséeset réseaux de démonstrations MLL 
ar nous avons développé 
es résultats de manièreautonome, le reste des résultats de l'arti
le étant véritablement des résultats établis en
ollaboration ave
 Chaudhuri et Miller (en parti
ulier, le 
al
ul [PMF ] de [CMS08℄ est dûà Chaudhuri). L'une des prin
ipales di�éren
es entre l'appro
he adoptée dans [CMS08℄ et
elle que nous présentons i
i est que dans [CMS08℄ nous travaillions dire
tement dans lesystème multifo
alisé ave
 annotations de phase tandis que nous allons 
onsidérer i
i lespreuves de LL qui pourraient être annotées (voir dé�nition 10.1 et remarque 10.4).228



⊢ Ψ: ∆ ⇑ L
⊢ Ψ: ∆ ⇑ ⊥, L [⊥]

⊢ Ψ: ∆ ⇑ F,G,L
⊢ Ψ: ∆ ⇑ F O G,L

[O]

⊢ Ψ: ∆ ⇑ ⊤, L [⊤]
⊢ Ψ: ∆ ⇑ F,L ⊢ Ψ: ∆ ⇑ G,L

⊢ Ψ: ∆ ⇑ F N G,L
[N]

⊢ Ψ: ∆ ⇑ F,L
⊢ Ψ: ∆ ⇑ ∀X.F,L [∀] ⊢ Ψ, F : ∆ ⇑ L

⊢ Ψ: ∆ ⇑ ?F,L
[?]

⊢ Ψ: · ⇓ 1
[1]

⊢ Ψ: ∆1 ⇓ F,Γ1 ⊢ Ψ: ∆2 ⇓ G,Γ2

⊢ Ψ: ∆1,∆2 ⇓ F ⊗ G,Γ1,Γ2
[⊗]

⊢ Ψ: ∆ ⇓ F1,Γ

⊢ Ψ: ∆ ⇓ F1 ⊕ F2,Γ
[⊕0]

⊢ Ψ: ∆ ⇓ F2,Γ

⊢ Ψ: ∆ ⇓ F1 ⊕ F2,Γ
[⊕1]

⊢ Ψ: ∆ ⇓ F [G/X],Γ

⊢ Ψ: ∆ ⇓ ∃X.F,Γ [∃] ⊢ Ψ: · ⇑ F
⊢ Ψ: · ⇓ !F

[!]

⊢ Ψ: X⊥,X ⇑ · ini
⊢ Ψ: ∆1 ⇓ F,Γ1 ⊢ Ψ: ∆2 ⇓ F⊥,Γ2

⊢ Ψ: ∆1,∆2 ⇓ Γ1,Γ2
cut

⊢ Ψ: ∆, F ⇑ L
⊢ Ψ: ∆ ⇑ F,L [R ⇑] ⊢ Ψ: ∆ ⇑ Γ

⊢ Ψ: ∆ ⇓ Γ
[R ⇓]

⊢ F1, . . . , Fk : ∆ ⇓ Γ, F i1
1 , . . . , F

ik
k

⊢ F1, . . . , Fk : ∆,Γ ⇑ · [MF ]Fig. 10.2 � Système multifo
alisé pour LL ave
 
oupure.Nous verrons brièvement à la �n de la se
tion 10.4 en quoi la te
hnique d'anti-réversibilitédéveloppée i
i trouve ses limites ave
 les unités et pourquoi on doit s'appuyer sur d'autreste
hniques 
omme 
elles présentées dans [CMS08℄.10.2.2 Système Multifo
alisé pour LL ave
 CoupureDans un sou
i de 
omplétude, nous présentons un 
al
ul des séquents multifo
alisés,
ΣLL

MF , pour toute la logique linéaire avant de passer à l'étude plus spé
i�que de la multifo-
alisation dans MALL.On a les 
onditions suivantes sur les règles d'inféren
es :� dans [R ⇑], F est positive ou atomique ;� dans [R ⇓], Γ n'est 
onstitué que de formules négatives ou atomiques ;� dans [MF ], i1, . . . , ik ≥ 0 et F i1
1 , . . . , F

ik
k ,Γ n'est pas vide ;� Dans [∀], X n'est pas libre dans la 
on
lusion de la règle.10.3. Équivalen
es de preuves par permutation229



C

⊢ A,C,Γ
D

⊢ B,D,∆
⊢ A,B,C ⊗ D,Γ,∆ [⊗]

⊢ A O B,C ⊗ D,Γ,∆ [O]

C

⊢ A,C[F/X ],Γ

⊢ A, ∃X.C,Γ [∃]

C ′

⊢ B,C[G/X ],Γ

⊢ B, ∃X.C,Γ [∃]

⊢ A N B, ∃X.C,Γ [N]

D

⊢ A,B[X/Y ],Γ

⊢ A, ∃Y.B,Γ [∃]

⊢ ∀X.A, ∃Y.B,Γ [∀]

C

⊢ A,C,Γ
⊢ A,C ⊕ D,Γ [⊕0]

D

⊢ B,D,Γ
⊢ B,C ⊕ D,Γ [⊕1]

⊢ A N B,C ⊕ D,Γ [N]

C1

⊢ A,C,Γ
D1

⊢ D,∆
⊢ A,C ⊗ D,Γ,∆ [⊗]

C2

⊢ C,Γ
D2

⊢ B,D,∆
⊢ B,C ⊗ D,Γ,∆ [⊗]

⊢ A N B,C ⊗ D,Γ,∆ [N]Fig. 10.3 � Di�érents 
as de non-permutation pos/neg.Pour mener à bien notre étude de la multifo
alisation, il nous faut 
ommen
er parpré
iser la relation de permutation d'inféren
es que nous 
onsidérons pour dé�nir uneéquivalen
e par permutation entre les preuves de MALL−.Nous 
onsidérons deux équivalen
es : la permutation usuelle d'inféren
es de MALL etla permutation dite isopolaire qui est une restri
tion de la première équivalen
e. L'équi-valen
e par permutation d'inféren
es est tout à fait standard :Dé�nition 10.8 (Équivalen
e par permutation dans MALL−)L'équivalen
e ∼ est dé�nie 
omme la plus petite relation d'équivalen
e 
ontenant lespermutations� pos/pos : [⊗]

[⊗]
l , [⊗]

[⊕i]
l , [⊗]

[∃]
l , [⊕i]

ˆ
⊕j

˜l , [⊕i]

[∃]
l , [∃]

[∃]
l

[⊗]

[⊕i]
l ;� neg/neg : [O]

[O]
l , [O]

[N]
l , [O]

[∀]
l , [N]

[N]
l , [N]

[∀]
l , [∀]

[∀]
l ;� neg/pos : [O]

[⊗]
↓ , [O]

[⊕i]
↓ , [O]

[∃]
↓ , [N]

[⊗]
↓ , [N]

[⊕i]
↓ , [N]

[∃]
↓ , [∀]

[⊗]
↓ , [∀]

[⊕i]
↓ , [∀]

[∃]
↓ .qui ont été présentées au 
hapitre pré
édent (table 9.1 et �gures 9.7, 9.8, 9.9 et 9.10).Cas de non-permutation pos/neg. Comme on l'a vu lors de l'étude de la fo
alisation,les permutations pos/neg ne sont pas toujours possibles. En parti
ulier, les 
as suivants derègles adja
entes peuvent ne pas être permutables : [⊗]

[O]
↓ , [⊗]

[N]
↓ , [⊕i]

[N]
↓ , [∃]

[N]
↓ , [∃]

[∀]
↓ 
ommeillustré en �gure 10.3.La permutation des règles [⊗]/[N] pose un autre problème. Lorsqu'il s'agit de faire per-muter la règle [N] au-dessous de la règle [⊗], on duplique l'une des preuves prémisse de

[⊗] :
C1

⊢ A,C,Γ
C2

⊢ B,C,Γ
⊢ A N B,C,Γ,∆

[N] D

⊢ D,∆
⊢ A N B,C ⊗ D,Γ,∆ [⊗] −→

C1

⊢ A,C,Γ
D

⊢ D,∆
⊢ A,C ⊗ D,Γ,∆ [⊗]

C2

⊢ B,C,Γ
D

⊢ D,∆
⊢ B,C ⊗ D,Γ,∆ [⊗]

⊢ A N B,C ⊗ D,Γ,∆ [N]230



En revan
he, la permutation dans l'autre sens requiert non seulement que 
haque sous-formule de A N B soit envoyée dans la même prémisse du [⊗] mais en outre que lesdeux o

uren
es de l'autre prémisse du [⊗] soient 
on
lusions de deux preuves égales (eninversant la �è
he de la rédu
tion 
i-dessus).Dans la suite de 
e 
hapitre, nous allons en fait 
onsidérer une permutation plus fa
ileà manipuler qui autorise la permutation non seulement si les deux sous-preuves D et D ′sont égales, mais également si elles sont égales à permutation d'inféren
es près, auquel 
ason retient toujours, par 
onvention, la sous-preuve apparaissant dans la prémisse de gau
hedu [N] :
C1

⊢ A,C,Γ
D

⊢ D,∆
⊢ A,C ⊗ D,Γ,∆ [⊗]

C2

⊢ B,C,Γ
D ′

⊢ D,∆
⊢ B,C ⊗ D,Γ,∆ [⊗]

⊢ A N B,C ⊗ D,Γ,∆ [N] −→

C1

⊢ A,C,Γ
C2

⊢ B,C,Γ
⊢ A N B,C,Γ,∆

[N]
D

⊢ D,∆
⊢ A N B,C ⊗ D,Γ,∆ [⊗]si D ∼ D ′.Permutation iso-polaire. Il nous sera en�n utile de 
onsidérer une sous-équivalen
e del'équivalen
e par permutation qui est l'équivalen
e d'isopolarité. On restreint les permuta-tions aux permutations de type neg/neg et pos/pos :Dé�nition 10.9 (Permutation isopolaire)La permutation isopolaire, notée ≈, est la restri
tion de ∼ aux permutations entreinféren
es d'une même polarité, soit neg/neg, soit pos/pos.Cette relation d'isopolarité est plus 
ontraignante que l'équivalen
e par permutation :� elle n'utilise que des permutations réversibles, 
'est-à-dire qu'on ne fait jamais depermutation qui risquerait d'être bloquante ;� dans le système ΣMF , deux preuves isopolaires séle
tionnent systématiquement lesmêmes ensembles de foyers lors de l'appli
ation d'une règle [MF ] ;� la permutation isopolaire 
orrespond à la séquentialité du 
al
ul des séquents qui estpurement due à la stru
ture arbores
ente des séquents et non pas à la séquentialitéqui peut avoir un sens logique 
omme une séquentialisation ⊗ / O ;� le 
al
ul de l'équivalen
e ≈ est plus simple que 
elui de ∼ puisqu'il est lo
alisé ausein des phases de polarité.Nous avons maintenant les outils pour étudier la question de la maximalité des preuvesmultifo
alisées.10.4. Une notion de maximalité pour les preuves multifo
alisées10.4.1 Preuves maximalement multifo
aliséesNous montrons dans 
ette se
tion que l'on peut dé�nir une notion de maximalité parmiles preuves multifo
alisées : 231



Dé�nition 10.10 (Preuve maximalement multifo
alisée)Une preuve multifo
alisée D d'un séquent ⊢ Γ (resp. ⊢ ∆ ⇑ Γ ou ⊢ ∆ ⇓ Γ) estmaximale si toute sous-preuve E de ⊢ Γ′ (resp. ⊢ ∆′ ⇑ Γ′, ⊢ ∆′ ⇓ Γ′) est telle ques'il existe une preuve multifo
alisée D ′ de ⊢ Γ (resp. ⊢ ∆ ⇑ Γ, ⊢ ∆ ⇓ Γ) 
ontenant unesous-preuve E ′ de ⊢ Γ′ (resp. ⊢ ∆′ ⇑ Γ′, ⊢ ∆′ ⇓ Γ′), on a :
E ∼ E ′ ⇒ Root(E ′) ⊆ Root(E).Une preuve est don
 maximale si on ne peut pas trouver de preuve multifo
alisée

∼équivalente qui ait une ra
ine plus grande.
On est intéressé par les deux propriétés suivantes 
on
ernant les preuves multifo
alisées :� Existen
e d'une preuve maximale : Si D est une preuve multifo
alisée, il existeune preuve maximalement multifo
alisée E ∼ D ;� Canoni
ité des preuves maximales : Soient D et E sont deux preuves maxima-lement multifo
alisées. Si E ∼ D alors E ≈ D.Remarque 10.11La 
anoni
ité est une 
onséquen
e simple de l'existen
e d'une preuve maximale puisquedeux preuves maximales doivent avoir les mêmes ra
ines.

10.4.2 Lemmes préliminairesLe résultat suivant indique que l'équivalen
e par permutation ∼ ne fait jamais dispa-raître une inféren
e d'une preuve.Lemme 10.12Soient D1 et D2 deux preuves multifo
alisées de MALL− d'un séquent ⊢ Γ telles que
D1 ∼ D2.Si F ∈ Γ et G une sous-o

urren
e de F , s'il y a une inféren
e R dont G est formuleprin
ipale dans D1, alors il y a une inféren
e R′ dont G est formule prin
ipale dans D2.Démonstration : On véri�e simplement par une indu
tion sur la taille des séquents que lespermutations d'inféren
e de MALL− peuvent fusionner ou dupliquer des inféren
es,modi�er leurs 
ontextes, mais ne peuvent jamais e�a
er purement et simplement uneinféren
e.
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Lemme 10.13Soient D1 et D2 deux preuves multifo
alisées de MALL− d'un séquent ⊢ Γ telles que
D1 ∼ D2. Si R1 et R2 sont des inféren
es respe
tives de D1 et D2 qui se 
orrespondentpar ∼ de formule prin
ipale A ⊗ B de formes respe
tives :

⊢ F,∆1 ⊢ G,∆2

⊢ F ⊗ G,∆1,∆2
R1

⊢ F,Γ1 ⊢ G,Γ2

⊢ F ⊗ G,Γ1,Γ2
R2On a alors, si A ∈ Γ1,Γ2 (resp. ∆1,∆2) et si on note

A = {B ∈ ∆1,∆2, t.q. B est une sous-o

urren
e de A}(resp. A = {B ∈ Γ1,Γ2, t.q. B est une sous-o

urren
e de A}) alors :
A ∈ Γi (resp. A ∈ ∆i) ⇒ A ⊂ ∆i (resp. A ⊂ Γi)Démonstration : On véri�e simplement que toutes les permutations d'inféren
es de MALL−impliquant une règle ⊗ préservent 
ette 
ondition (le 
as de la permutation ⊗ /[⊗]né
essiterait une indu
tion sur la taille du séquent pour assurer qu'on ne perd pas lapropriété en ne 
onservant qu'une des deux preuves équivalentes parmi les prémissesdes deux règles [⊗]) :

⊢ A,C,D,Γ
⊢ A,C O D,Γ

[O]
⊢ B,∆

⊢ A ⊗ B,C O D,Γ,∆
[⊗]

−→

⊢ A,C,D,Γ ⊢ B,∆

⊢ A ⊗ B,C,D,Γ,∆
[⊗]

⊢ A ⊗ B,C O D,Γ,∆
[O]

⊢ A,C,Γ ⊢ A,D,Γ
⊢ A,C N D,Γ

[N]
⊢ B,∆

⊢ A ⊗ B,C N D,Γ,∆
[⊗]

−→

⊢ A,C,Γ ⊢ B,∆

⊢ A ⊗ B,C,Γ,∆
[⊗]

⊢ A,D,Γ ⊢ B,∆

⊢ A ⊗ B,D,Γ,∆
[⊗]

⊢ A ⊗ B,C N D,Γ,∆
[N]

⊢ A,C,Γ ⊢ D,∆

⊢ A,C ⊗ D,Γ,∆
[⊗]

⊢ A ⊕ B,C ⊗ D,Γ,∆ [⊕0] ←→

⊢ A,C,Γ
⊢ A ⊕ B,C,Γ

[⊕0]
⊢ D,∆

⊢ A ⊕ B,C ⊗ D,Γ,∆
[⊗]

⊢ A,C,Γ ⊢ D,∆
⊢ A,C ⊗ D,Γ,∆

[⊗]
⊢ B,Σ

⊢ A ⊗ B,C ⊗ D,Γ,∆,Σ
[⊗]

←→

⊢ A,C,Γ ⊢ B,Σ

⊢ A ⊗ B,C,Γ,Σ
[⊗]

⊢ D,∆
⊢ A ⊗ B,C ⊗ D,Γ,∆,Σ [⊗]Les deux quanti�
ateurs donnent lieu à la même forme de permutation vis-à-vis du

⊗, on ne montre que le 
as de [∀] :
⊢ A,B,Γ ⊢ C,∆

⊢ A,B ⊗ C,Γ,∆
[⊗]

⊢ ∀X.A,B ⊗ C,Γ,∆ [∀] ←→

⊢ A,B,Γ
⊢ ∀X.A,B,Γ

[∀]
⊢ C,∆

⊢ ∀X.A,B ⊗ C,Γ,∆
[⊗]233



�10.4.3 Anti-réversibilitéPour obtenir l'existen
e de preuves maximales, on va 
onsidérer une stratégie par-ti
ulière de permutation d'inféren
e qui est l'inverse de l'opération de renversement desnégatifs 
onsidérée au 
ours du pro
essus de fo
alisation : on va tâ
her de faire remonterles inféren
es négatives aussi haut que possible dans la preuve.Dé�nition 10.14Un preuve multifo
alisée D de ⊢ Γ est anti-renversée si :� D ne 
ontient au
une inféren
e positive R+ immédiatement au-dessus d'une in-féren
e négative R− dans une 
on�guration telle qu'on puisse les faire permuteret� au
une permutation pos/pos ou neg/neg ne permet de 
réer une telle 
on�gura-tion.Dé�nition 10.15Soit D une preuve multifo
alisée de ⊢ Γ. Une preuve E de ⊢ Γ est un anti-renversementde D si :� anti-renversement : D ∼ E et que de plus on peut transformer D en E par uneséquen
e de permutations d'inféren
es (ρi)i∈I en n'e�e
tuant que des permuta-tions entre positifs (de type pos/pos) ou entre négatifs (de type neg/neg) ou bienen faisant permuter une règle d'inféren
e négative au-dessus d'une règle positive(permutation de type pos/neg) ;� maximalité : E est une preuve anti-renversée.Le fait de pouvoir passer de D à E par une séquen
e de permutations telle que (ρi)i∈Iest noté D −→anti-rév E .10.4.4 MaximalitéThéorème 10.16Soient D1 et D2 deux preuves multifo
alisées d'un séquent ⊢ Γ telles que D1 ∼ D2.Il existe une preuve multifo
alisée D3 telle que D3 ∼ D1 ∼ D2 et
Root(D3) = Root(D1) ∪Root(D2).Démonstration : Soient D et E deux preuves multifo
alisées de ⊢ Γ telles que D ∼ E.Nous montrons qu'il existe F ∼ D telle que les sous-o

urren
es de formules de

Root(D) ∪ Root(E) apparaissant dans la frontière du tron
 positif de F , F +, sontnégatives ou atomiques. Cela su�t alors, par la méthode des graphes de fo
alisa-tion adaptée pour séle
tionner toutes les sour
es du graphe, à trouver une preuvemultifo
alisée F ′ telle que Root(F ′) ⊇ Root(D) ∪Root(E).Il su�t en fait de montrer que si F ∈ Root(E) \ Root(D), il existe F ∼ D telleque les sous-o

urren
es de formules de Root(D)∪{F} apparaissant dans la frontièredu tron
 positif de F , F +, sont négatives ou atomiques, un simple argument indu
tifpermet ensuite de 
on
lure.Supposons don
 qu'il existe une formule F ∈ Root(E) \Root(D). On note D+ letron
 positif de D et Si, 1 ≤ i ≤ k les séquents de la frontière de D+ qui sont séquents
on
lusions des preuves multifo
alisées Di, 1 ≤ i ≤ k, que l'on pourra aussi désignerpar D|Si
. Soit (ρi)1≤i≤n une séquen
e de permutations d'inféren
es qui transforme234



D en E et (θi)1≤i≤m une séquen
e de permutations d'inféren
es qui transforme E en
D4. La formule F fait partie de Γ et n'est pas dé
omposée dans le tron
 positif de
D : il existe don
 un (unique) séquent de la frontière de D+ qui 
ontient l'o

uren
ede F 
onsidérée, nous supposerons dans la suite qu'il s'agit de S1. On applique uneanti-réversibilité à D1 : soit D ′

1, un anti-renversement de D1, 
'est-à-dire une preuvede S1 telle qu'au
une règle d'inféren
e positive ne puisse permuter sous une règled'inféren
e négative et telle que D1 −→anti-rév D ′
1. En remplaçant D1 par D ′

1 dans D,on obtient une nouvelle preuve D ′ de ⊢ Γ (qui, a priori, n'est plus multifo
alisée).Nous montrons maintenant que D ′ est telle que les sous-o

urren
es de formulesde Root(D) ∪ {F} apparaissant dans la frontière du tron
 positif de D ′, D ′+, sontnégatives ou atomiques. Pour 
ela, il nous su�t de montrer que le premier niveaude 
onne
teurs positifs de F est dé
omposé dans le tron
 positif de D ′
1 (ou pluspré
isément que toutes les sous-o

urren
es de F apparaissant dans un séquent de lafrontière de D ′

1
+ sont négatives ou atomiques).Supposons en e�et que 
ela ne soit pas le 
as. Cela signi�e qu'il existe dans l'undes séquents de la frontière de D ′

1, noté S′i, une sous-o

urren
e positive de F , parexemple F ′.Par ailleurs, puisque F ∈ Root(E), il y a dans le tron
 positif de E un séquent
ontenant une o

urren
e de F ′ et une règle d'inféren
e appliquée à 
ette formule F ′(grâ
e au lemme 10.12). Il y a don
 for
ément, dans D ′, une inféren
e R+ appliquéeà F ′ puisque D ′ ∼ E et que les permutations 
onsidérées ne font jamais disparaîtrede règle d'inféren
e (lemme 10.12 à nouveau). Il y a don
 dans D ′ des o

urren
esde règles d'inféren
e appliquées à F ′ et 
elles-
i ne peuvent être que dans l'arbre depreuve enra
iné en S′i (il s'agit en e�et du seul séquent de la frontière de D ′ qui
ontient une o

urren
e de F ′). En outre, 
omme on a supposé que F ′ appartenait àla frontière de D ′
1
+, il y a né
essairement une inféren
e négative R− sous l'inféren
e

R+ (sinon, F ′ serait dé
omposée dans le tron
 positif).Du fait que les règles positives permutent entre elles, on peut supposer que 
haqueo

urren
e d'une inféren
e sur F ′ est immédiatement au-dessus d'une règle négative(sinon, on fait permuter 
es inféren
es vers le bas jusqu'à 
e que 
e soit le 
as).On 
onsidère maintenant une règle négative R− maximale parmi les règles négativesse trouvant sous une o

urren
e de R+ (
'est-à-dire qu'au
une autre règle négativeau-dessous d'une o

urren
e de R+ n'est au-dessus de R−).Puisque l'anti-réversibilité ne fait que 
ommuter vers le bas des positifs et remon-ter vers le haut des négatifs, la règle R− est également au-dessous de R+ dans D. Parailleurs, à la �n de la séquen
e de permutations (ρi)1≤i≤n, la règle R+ est au-dessousde R− puisque F ∈ Root(E). Il existe don
 Dk −→ρk
Dk+1 tel que ρk permute R+ et

R−. De même, il existe un plus grand indi
e l tel que θl permute R+ est au-dessus de
R− : E l −→θl

E l+1. Raisonnons maintenant par 
as sur une telle règle R− qui peutêtre parmi [O], [N] ou [∀] :Cas R− = [O] : On suppose que la formule à laquelle s'applique la règle R− estde la forme A O B. Dans tous les 
as sauf si F ′ = C ⊗ D, on peut permuter
R+ ave
 R−. Si F ′ = C ⊗ D, le seul 
as qui pourrait bloquer la permutationest un 
as de la forme :

⊢ C,∆ ⊢ D,∆′

⊢ C ⊗ D,∆,∆′ [⊗]ave
 A ∈ ∆ et B ∈ ∆′. Ce 
as est impossible pour la raison suivante : dansla séquen
e menant de D à E, on a, au niveau de ρk, une 
on�guration de laforme
⊢ A,B,C,Γ ⊢ D,Γ′

⊢ A,B,C ⊗ D,Γ,Γ′ [⊗]

⊢ A O B,C ⊗ D,Γ,Γ′ [O] −→ρk

⊢ A,B,C,Γ
⊢ A O B,C,Γ

[O] ⊢ D,Γ′

⊢ A O B,C ⊗ D,Γ,Γ′ [⊗]4Du fait de la permutation ⊗ / N, (ρi)1≤i≤n et (θi)1≤i≤m ne sont pas né
essairement inverse l'une del'autre. 235



et le lemme 10.13 assure que A,B ≺ A O B sont tous les deux envoyés dansla même prémisse du [⊗] de D ′
1
+ permettant ainsi de permuter [O] et [⊗] dans

D ′
1
+.Cas R− = [N] : Supposons que la formule à laquelle s'applique R− soit A N B.On sait qu'au dessus de 
haque prémisse de la règle [N] il y a une règle appliquéeà F ′, et qu'il s'agit de la même règle. On est don
 dans une situation de laforme :

F1

⊢ A,F ′,Γ
R+

F2

⊢ B,F ′,Γ
R+

⊢ A N B,F ′,Γ
[N]Si R+ est [⊕i] ou [∃], la permutation ne pose pas de problème (en e�et, si

R+ = [⊕i] par exemple, on sait que si on avait à la fois [⊕0] et [⊕1], 
es deuxinféren
es auraient toutes deux une o

urren
e dans E 
e qui est impossiblepuisque F ∈ Root(E) ; le 
as de [∃] se traite de la même manière).Considérons le 
as où R+ = [⊗]. D'après le lemme 10.13, on est dans unesituation de la forme :
F1

⊢ A,C,Γ
F2

⊢ D,Γ′

⊢ A,C ⊗ D,Γ,Γ′ [⊗]

F ′
1

⊢ B,C,Γ
F ′

2

⊢ D,Γ′

⊢ B,C ⊗ D,Γ,Γ′ [⊗]

⊢ A N B,C ⊗ D,Γ,Γ′ [N]et la permutation est possible à 
ondition que F2 ∼ F ′
2 auquel 
as on obtient :

F1

⊢ A,C,Γ
F ′

1

⊢ B,C,Γ
⊢ A N B,C,Γ

[N]
F2

⊢ D,Γ′

⊢ A N B,C ⊗ D,Γ,Γ′ [⊗]Pour montrer que F2 ∼ F ′
2 , on 
onsidère la permutation de E l à D ′ : E l −→θj ,j≥l

D −→⋆anti-rév D ′. En parti
ulier, on a :
E l ∋

G1

⊢ A,C,Σ
G ′

1

⊢ B,C,Σ
⊢ A N B,C,Σ

[N]
G2

⊢ D,Σ′

⊢ A N B,C ⊗ D,Σ,Σ′ [⊗]

−→θl

G1

⊢ A,C,Σ
G2

⊢ D,Σ′

⊢ A,C ⊗ D,Σ,Σ′ [⊗]

G ′
1

⊢ B,C,Σ
G2

⊢ D,Σ′

⊢ B,C ⊗ D,Σ,Σ′ [⊗]

⊢ A N B,C ⊗ D,Σ,Σ′ [N] ∈ El+1On peut suivre l'évolution de la prémisse de droite des deux [⊗] de E l+1 le longde 
ette séquen
e de permutations, 
'est à dire de dérivations (Hi ⊢ D,Σi)0≤i≤net (H ′
i ⊢ D,Σ′

i)0≤i≤n ave
 H0 = H ′
0 = G2, Σ0 = Σ′

0 = Σ, et à 
haque permuta-tion de E l+1 à D ′, on asso
ie la prémisse de droite de 
ha
un des [⊗] (en 
asde permutation ave
 un [N], on suit la 
opie du [⊗] de la prémisse de gau
hedu [N]) à Hi et H ′
i et on note Σi (resp. Σ′

i) le 
ontexte de la formule D dans leséquent 
on
lusion de Hi (resp. H ′
i ).On a alors : Σi = Σj ⇒ Hi ∼ Hj et par ailleurs, si on 
onsidère Hi −→ Hi+1,on a quatre possibilités :� soit Hi = Hi+1 (la permutation a lieu dans une partie de la preuve quin'implique pas Hi) ;� soit il y a une permutation de règles interne à Hi ;� soit il y a une permutation de la dernière règle de Hi ave
 le [⊗] délimitant

Hi ; 236



� soit il y a une permutation du [⊗] ave
 la règle qui est juste au-dessous.Dans tous les 
as, la prémisse de gau
he de la règle [⊗] n'intervient pas dans ladé�nition de Hi+1, 
'est-à-dire que les seules inféren
es de la preuve E l+1 quipourront 
ontribuer aux Hi sont les inféren
es qui se trouvaient dans H0 = G2et 
elles qui se trouvaient sous le [N]. Ces dernières, permutant ave
 [N] sont
opiées à la fois dans la prémisse de gau
he et 
elle de droite du [N]. Ce dernierfait assure que l'on pourrait trouver une rédu
tion à partir E l+1 dans laquelle
Hi et H ′

i sont é
hangées, 
e qui nous amène à étendre l'énon
é pré
édent en :
Σi = Σ′

j ⇒ Hi ∼ H ′
j d'où l'on 
on
lut que F2 ∼ F ′

2 puisqu'elles ont mêmes
on
lusions et que F2 = Hn et F ′
2 = H ′

n et que Σn = Γ′ = Σ′
n.On peut ainsi 
on
lure que la permutation [N]/[⊗] est possible.Cas R− = [∀] : Supposons que la formule à laquelle s'appliqueR− soit de la forme

∀X.A. Le seul 
as problématique est 
elui où R+ = [∃] :
⊢ A,B[F/Y ],Γ

⊢ A, ∃Y.B,Γ [∃]

⊢ ∀X.A, ∃Y.B,Γ [∀]Dans 
e 
as, la permutation n'est possible que si X /∈ FV (F ). On s'en assureen étudiant ρk. En e�et, on est alors dans une 
on�guration de la forme :
⊢ A,B[F/Y ],Γ

⊢ A, ∃Y.B,Γ [∃]

⊢ ∀X.A, ∃Y.B,Γ [∀] −→ρk

⊢ A,B[F/Y ],Γ

⊢ ∀X.A,B[F/Y ],Γ
[∀] ⋆

⊢ ∀X.A, ∃Y.B,Γ [∃]La 
ondition ⋆ d'appli
ation de la règle [∀] assure que X /∈ FV (F ) et qu'il estpossible de permuter les deux règles des quanti�
ateurs dans D ′.Nous pouvons don
 
on
lure de 
ette étude des règles d'inféren
e de D ′ que lesseules sous-o

urren
es de F qui peuvent apparaître dans un séquent de la frontièrede D ′
1
+ sont négative ou atomiques, 
e qui 
on
lut la preuve du théorème.

�10.4.5 La question des unitésAlors que nous avons partiellement traité les unités dans [CMS08℄, nous les avonsex
lues du traitement de la maximalité dans le présent 
hapitre. Nous donnons i
i quelqueséléments de dis
ussion à 
e sujet.Problèmes de permutation des unités négatives. Le problème vient avant tout desunités négatives, [⊤] et [⊥].� Le [⊤] pose problème 
ar la permutation du [⊤] e�a
e des portions de preuves :
⊢ ⊤,Γ, A [⊤] D

⊢ ∆, B

⊢ ⊤,Γ,∆, A ⊗ B [⊗] −→ ⊢ ⊤,Γ,∆, A ⊗ B [⊤]En parti
ulier, si nous autorisons la permutation de la règle [⊤], on aurait
⊢ ⊤,Γ, A [⊤] D

⊢ ∆, B

⊢ ⊤,Γ,∆, A ⊗ B [⊗] ∼
⊢ ⊤,Γ, A [⊤] E

⊢ ∆, B

⊢ ⊤,Γ,∆, A ⊗ B [⊗]quelles que soient D et E des preuves de ⊢ ∆, B. Pour faire fa
e à 
e problème, nousn'avons 
onsidéré dans [CMS08℄ que les permutations de [⊤] dites iso-initiales,237




'est-à-dire où la permutation de [⊤] ave
 une autre inféren
e ne 
rée pas ou n'e�a
ed'instan
e de la règle initiale.Sans 
ela, la notion de maximalité pose problème, 
omme le montre l'exemple sui-vant :
D =

⊢ a⊥, a ini

⊢ a⊥,⊥, a
[⊥]

⊢ b⊥, b ini

⊢ a⊥, b⊥,⊥, a ⊗ b
⊗ ⊢ ⊤, a ⊗ b [⊤]

⊢ ⊤ ⊕ 0, a ⊗ b [⊕0]

⊢ a⊥, b⊥,⊤ ⊕ 0,⊥ ⊗ ⊥, a ⊗ b, a ⊗ b
[⊗]La preuve D est une preuve multifo
alisée qui fo
alise sur a⊥, b⊥,⊤ ⊕ 0,⊥ ⊗ ⊥ainsi que sur l'une des deux o

urren
es de a ⊗ b. On 
onstate évidemment que
ette preuve est équivalente par permutation de la règle [⊤] à une preuve D ′ quimultifo
alise sur l'autre o

urren
e de a ⊗ b, or il n'existe pas de preuve de 
eséquent qui multifo
alise sur les deux o

urren
es en même temps. La restri
tion auxpermutations iso-initiales nous permet d'éviter 
e problème.� Les permutations de l'inféren
e [⊥] font perdre le lemme 10.13 pour le ⊗ puisqu'uneinféren
e [⊥] peut �se dépla
er dans la preuve�. Pour retrouver un résultat 
orrespon-dant au lemme 10.13, il nous faudrait dé�nir une notion de formule neutre dans unepreuve D, 
'est-à-dire une formule n'ayant au
une sous-o

urren
e impliquée dans unaxiome (ou dans le 
ontexte d'une règle [⊤]).Plus fondamentalement, les permutations de la règle [⊥] posent problème du pointde vue du pro
essus d'anti-réversibilité qui n'est plus su�sant pour maximiser lesra
ines des preuves multifo
alisées 
omme le montre l'exemple suivant :

D =

DA

⊢ A
⊢ A,⊥ [⊥]

⊢ A,⊥ ⊕ C [⊕0]

DB

⊢ B
⊢ B,⊥ [⊥]

⊢ B,⊥ ⊕ D [⊕0]

⊢ A ⊗ B,⊥ ⊕ C,⊥ ⊕ D [⊗]

⊢ A ⊗ B, (⊥ ⊕ C) O (⊥ ⊕ D)
[O]En e�et, l'anti-renversement ne peut pas amener la règle [O] à permuter au-dessusde la règle [⊗] alors que D est équivalente à :

D ′ =

DA

⊢ A
⊢ A,⊥ [⊥]

⊢ A,⊥,⊥ [⊥]

⊢ A,⊥,⊥ ⊕ D [⊕0]

⊢ A,⊥ ⊕ C,⊥ ⊕ D [⊕0]

⊢ A, (⊥ ⊕ C) O (⊥ ⊕ D)
[O]

DB

⊢ B
⊢ A ⊗ B, (⊥ ⊕ C) O (⊥ ⊕ D)

[⊗]Il faudrait don
 faire pré
éder le pro
essus d'anti-réversibilité d'un traitement préa-lable visant à assurer que diverses bran
hes multipli
atives ne reçoivent pas d'o

ur-ren
es de formules neutres 
omme dans l'exemple 
i-dessus.10.5. Multifo
alisation et réseaux 238



Nous souhaitons dans 
ette se
tion établir un résultat 
omparant preuves maximale-ment multifo
alisées de MLL− et réseaux de démonstration pour mettre ainsi en éviden
ela 
anoni
ité de notre notion de maximalité.La manière usuelle d'aborder le problème de l'indentité des preuves en logique linéaire(et de donner une représentation 
anonique des preuves) 
onsiste en e�et à utiliser lesréseaux de démonstration qui ont été initialement introduits par Girard [Gir87a℄ (voirse
tion 1.5.2).Puisque nous avons prouvé que les preuves maximalement multifo
alisées fournissentégalement une notion de 
anoni
ité pour les preuves, il est naturel de 
omparer notre ap-pro
he ave
 les réseaux de démonstration ; tel est le but de la présente se
tion dans laquellele fragment multipli
atif sans unité, MLL−, pour lequel les réseaux de démonstration sontparti
ulièrement simples et ont de très bonnes prorpiétés : nous donnerons une preuve di-re
te que les preuves maximalement multifo
alisées de MLL− à iso-polarité près sont en
orrespondan
e bije
tive ave
 les réseaux de démonstration sans 
oupure de MLL−. Lesrésultats pré
édents du 
hapitre nous assurent déjà qu'un tel résultat est vrai mais nousallons maintenant donner une preuve dire
te de 
e fait en 
onstruisant expli
itement la
lasse de preuves maximalement multifo
alisées iso-polaires 
orrespondant à un réseau dedémonstration donné.Nous sommes don
 intéressés à fournir une preuve dire
te du théorème suivant :Théorème 10.17Deux preuves maximalement multifo
alisées de MLL− de ⊢ · ⇑ Γ sont iso-polaires si,et seulement si, elles ont le même réseau de démonstration.Nous allons prouver le théorème en montrant qu'on peut asso
ier à tout réseau de dé-monstration une unique preuve maximalement multifo
alisée (à iso-polarité près). La ré
i-proque, à savoir que deux preuves maximalement multifo
alisées isopolaires 
orrespondentau même réseau, est triviale.Pour 
ela, nous 
ommençons par adapter deux dé�nitions de [AM99℄ dans lequel ontrouve un algorithme de séquentialisation fo
alisé pour les réseaux de démonstrationMLL− :Dé�nition 10.18 (split(π), d'après [AM99℄)Soit π un réseau de démonstration MLL−.
split(π) est l'ensemble des 
on
lusions F de π de la forme A ⊗ B telles qu'enenlevant le lien ⊗ 
on
lusion de F on dé
onne
te π en deux réseaux de démonstration

π1 et π2.Dé�nition 10.19 (foc(π), d'après [AM99℄)Soit π un réseau de démonstration MLL−.
foc(π) est l'ensemble des 
on
lusions F de π telles que� soit F est un atome,� soit F ∈ split(π) et ses prémisses A et B sont respe
tivement 
on
lusions dedeux sous-réseaux π1 et π2 et sont telles que soit A (resp. B) est négative soit
A ∈ foc(π1) (resp. B ∈ foc(π2)).Démonstration du Théorème 10.17 : Soit π un réseau de démonstrationMLL− de 
on
lu-sions Γ et soient Γ− les formules de Γ qui sont négatives et Γ+ les formules de Γ quisont positives ou atomiques5. Nous expli
itons un algorithme de séquentialisation5On utilisera 
ette notation tout au long de la preuve.239



produisant une preuve maximalement multifo
alisée de 
on
lusion ⊢ Γ+ ⇑ Γ− 
e quinous permettra d'obtenir une preuve maximalement multifo
alisée de ⊢ · ⇑ Γ parappli
ations répétées de R ⇑.Nous raisonnons par indu
tion sur la taille de π et par 
as sur la stru
ture de Γ :Cas Γ 
ontient au moins une formule négative.Nous retirons toutes les 
ellules négatives (
'est-à-dire les 
ellules O) de π jus-qu'à atteindre des 
ellules positives ou initiales. La stru
ture de démonstrationrésultante est un réseau de preuve π′ (elle véri�e de manière évidente le 
ritèrede 
orre
tion) et ses 
on
lusions Γ′ sont positives ou atomiques.Par hypothèse d'indu
tion, nous pouvons séquentialiser π′ en une preuve maxi-malement multi-fo
alisée D ′ de 
on
lusion ⊢ Γ′ ⇑ · (on a Γ′+ = Γ′; Γ′− = ·)et en séquentialisant dans n'importe quel ordre les règles négatives qui ont étéenlevées dans l'étape pré
édente (les diverses possibilités donnent lieu à despreuves iso-polaires), nous obtenons ainsi une preuve D de la forme :
D =

D ′

⊢ Γ′ ⇑ ·... R ⇑

⊢ · ⇑ Γ′ R ⇑... [O]

⊢ · ⇑ Γ
[O](les règles R ⇑ peuvent également permuter)Cas Γ ne 
ontient que des formules positives ou atomiques.Si Γ = a, a⊥, alors π est restreint à un lien axiome et on asso
ie à π la preuve :

D = ⊢ a, a⊥ ⇑ iniSinon, puisque π est un réseau de démonstration, on a d'après [AM99℄ que
foc(π) est non vide et 
ontient des formules non-atomiques. Considérons lesformules de foc(π) : pour 
haque F ∈ foc(π), on 
onsidère les formules (Fi)i∈IFobtenues en retirant héréditairement les 
onne
teurs positifs de F jusqu'à at-teindre une sous-formule positive ou atomique et on 
onsidère par ailleurs lastru
ture de démonstration obtenue en retirant héréditairement les liens ⊗ de
π pour les formules de foc(π).La stru
ture de démonstration résultante n'est pas un réseau de démonstrationpuisqu'elle n'est pas 
onnexe mais, en revan
he, 
ha
une de ses 
omposantes
onnexes est un réseau (
'est immédiat d'après la dé�nition de foc(π)). Soient
π1, . . . , πn 
es 
omposantes 
onnexes.Pour 1 ≤ i ≤ n, les 
on
lusions Γi de πi ont au moins une formule négative non-atomique ou bien πi est réduit à un lien axiome. Dans le premier 
as, on peutindu
tivement séquentialiser πi en une preuve maximalement multifo
alisée Dide ⊢ Γ+

i ⇑ Γ−
i , dans le se
ond, on obtient une preuve du séquent ⊢ Γi ⇑ ·restreinte à une règle initiale. Pour 1 ≤ i ≤ n, on note Γ++

i les formules positivesde Γ+
i et Γat

i les formules atomiques de Γ+
i et on peut 
onsidérer D ′

i qui a laforme :
D ′

i =

Di

⊢ Γ+
i ⇑ Γ−

i... R ⇑

⊢ Γ++
i ⇑ Γat

i ,Γ
−
i

R ⇑

⊢ Γ++
i ⇓ Γat

i ,Γ
−
i

R ⇓Pour 
on
lure, il nous su�t maintenant de montrer que l'on obtient bien unepreuve de ⊢ Γ ⇑ · à partir des D ′
i et des 
ellules positives des formules de240



foc(π). Le 
ara
tère héréditairement splittant des formules non-atomiques de
foc(π) assure qu'il en est bien ainsi : en appliquant les règles [⊗] dans n'importequel ordre (tant que 
et ordre est 
ompatible ave
 la stru
ture de sous-formulesbien sûr) on obtient une manière de séquentialiser π en une preuve D de laforme :

D =

D ′
1

⊢ Γ++
1 ⇓ Γat

1 ,Γ
−
1 · · ·... [⊗]

. . .

. . .

D ′
n

⊢ Γ++
n ⇓ Γat

n ,Γ
−
n... [⊗]

⊢ Γ \ foc(π) ⇓ foc(π)
[⊗]

⊢ Γ ⇑ · [MF ]Pour terminer, il nous faut en
ore véri�er que la preuve obtenue par 
e pro
édéest bien maximale, 
ela s'obtient aisément : soit F une formule qui pourrait potentiel-lement élargir l'ensemble de foyers et 
onsidérons une preuve DF qui met en éviden
e
ette possibilité, DF fo
alise sur F .En déséquentialisant DF , on obtient le réseau de démonstration π (puisque D ∼
DF ) et puisque DF est une séquentialisation de π qui fo
alise sur la formule F positive,alors F est héréditairement splittante dans π, 
'est-à-dire que F ∈ foc(π), et don

Root(D) = foc(π) est e�e
tivement maximal.Le pro
édé 
onsidéré dans 
ette preuve est non-déterministe (au sein d'une phasenégative ou positive, nous séquentialisons dans n'importe quel ordre) et l'on véri�eaisément que les di�érentes preuves que l'on peut obtenir à partir de 
e pro
essussont exa
tement les preuves maximalement multifo
alisées de la 
lasse d'iso-polarité
orrespondant au réseau de démonstration π.

�Nous avons démontré dans 
ette se
tion qu'il y a une bije
tion entre les réseaux dedémonstration deMLL− et les 
lasses d'iso-polarité des preuves maximalement multifo
a-lisées. Les réseaux de démonstration MLL− sont 
ertainement la présentation 
anoniquedes preuves la plus 
on
ise pour 
e fragment.Les preuves de séquents ont pourtant quelques avantages par rapport aux résultatsa
tuellement 
onnus pour les réseaux :� Il est plus fa
ile de véri�er la 
orre
tion d'une preuve de séquent ;� On ne sait pas bien faire de 
onstru
tion de réseaux de démonstration pour le mo-ment. En parti
ulier, il est mal-aisé de véri�er la 
orre
tion d'un réseau en 
onstru
-tion ;� On ne sait pas traiter toute la logique linéaire de manière satisfaisante : seuls 
ertainsfragments de LL ont des présentations de réseaux vraiment satisfaisantes.
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Troisième partieProgrammation Ludique
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Chapitre 11Introdu
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�Qu'en est-il de l'intera
tionnisme symbolique ? Au lieu de se 
on
entrer surdes notions abstraites 
omme le système so
ial, il établit son domaine de re-
her
he sur la 
on
rétude des relations interindividuelles. Le monde so
ial n'estpas préexistant à la manière d'une stru
ture dont il faudrait s'a

ommoder, ilest 
onstamment 
réé et re
réé par les intera
tions à travers des interprétationsmutuelles sus
itant un ajustement des a
teurs les uns par rapport aux autres.L'intera
tionnisme traduit le sou
i d'identi�er les pro
essus à l'÷uvre dans uneso
iété en train de se faire, il s'intéresse moins à l'institué qu'à l'instituant. Lesnormes et les règles sont l'objet d'une rele
ture 
onstante, d'une négo
iationso
iale, elles ne s'imposent pas de l'extérieur, les a
teurs en sont les maîtresd'÷uvre. C'est leur a
tion mutuelle qui les rend e�e
tives. Ainsi, par exemple,la dévian
e n'est pas une nature, répondant à la seule transgression d'une loi,elle est une 
onstru
tion so
iale. Les lois sont souvent transgressées, mais par-fois sans dommage pour les infra
teurs. L'étiquette de dévian
e implique unemobilisation so
iale et un pro
essus de nomination.� David le BretonL'intera
tionnisme symboliqueDans 
ette se
tion, nous donnons les dé�nitions de la plupart des objets et des notions
onsidérés en ludique qui seront né
essaires pour faire de la re
her
he de preuve intera
tive.11.1. Motivations et intuitions pour la LudiqueLa ludique a été introduite par Girard [Gir01℄ 
omme une théorie intera
tive qui viseà dépasser la distin
tion traditionnelle entre syntaxe et sémantique en 
onsidérant quel'intera
tion devrait être une notion primitive et que la logique devrait être re
onstruiteaprès 
oup. Les desseins sont des objets intermédiaires entre syntaxe et sémantique quipeuvent interagir : on peut les voir à la fois 
omme des abstra
tions de preuves de séquentsMALL et 
omme une présentation 
on
rète des stratégies inno
entes de la sémantiquedes jeux. Ainsi, on ne 
ommen
e pas ave
 des objets syntaxiques auxquels on donne uneinterprétation sémantique, ni en 
hoisissant un espa
e sémantique pour lequel on 
her
heun langage adéquat. Il s'agit d'objets interagissant les uns ave
 les autres dont les propriétéssont dé�nies intera
tivement.Nous dé
rivons dans les paragraphes qui suivent les motivations de base et les prin
i-pales intuitions de la ludique.Fo
alisation. La fo
alisation d'Andreoli [And92℄ (voir le 
hapitre 9) 
onstitue le fonde-ment d'une appro
he polarisée de la logique qui est une première étape vers une interpré-tation des preuves à base de jeux : la polarisation nous dit qui doit jouer. La fo
alisationpermet de dé�nir des 
onne
teurs synthétiques et des règles d'inféren
e synthétiques enlogique linéaire multipli
ative et additive (MALL) et un 
al
ul utilisant 
es règles synthé-tiques. Les 
onne
teurs de MALL peuvent être 
lassi�és en deux ensembles de 
onne
teurs :des 
onne
teurs positifs (⊗,⊕,1,0) et des 
onne
teurs négatifs (O,N,⊥,⊤). Quand on
her
he une preuve, on alterne entre des phases positives et négatives. La prouvabilité nepeut pas être perdue pendant une phase négative alors que pendant une phase positive onpeut faire un mauvais 
hoix, 
e qui entraînerait qu'on ne trouverait pas une preuve, mêmesi le séquent ave
 lequel nous 
ommençons était prouvable. Il y a alors 
lairement une phasea
tive (la phase positive) et une phase passive (négative), les deux phases alternant.246



Normalisation de preuves. Dans le pro
essus d'élimination des 
oupures, une étapede 
onversion 
orrespond à la séle
tion, par une règle positive, d'une 
ontinuation de lanormalisation (
omme par exemple la séle
tion de l'une des prémisses d'une règle N parune règle ⊕ pendant l'élimination des 
oupures). Mais il y a en
ore un problème pourqu'une interprétation intera
tive puisse tenir : il n'y a pas assez de preuves ! On ne peutpas trouver une preuve à la fois pour A et pour A⊥. Pourtant, alors qu'on ne peut pas avoirune preuve à la fois pour une formule et sa négation, il est parfaitement a

eptable de tenterde prouver A et A⊥ à la fois. En parti
ulier, si la re
her
he d'une preuve é
houe, l'objetpartiel que nous avons obtenu peut être utilisé dans une intera
tion ave
 des tentativesde preuve de la négation, ex
epté à la position où l'é
he
 est ren
ontré (à 
e point, lanormalisation est en
ore indé�nie). Une tentative é
houée de prouver A est un arbre dont
ertaines bran
hes sont ouvertes. Ajoutons don
 une nouvelle règle, le daimon , pour noterle fait qu'une re
her
he de preuve a été interrompue : ⊢ Γ
z.Quel peut être 
e séquent ⊢ Γ où la re
her
he de preuve a été stoppée ? Ce serait stupidede s'arrêter si ⊢ Γ 
ontient une formule négative puisqu'on sait que la dé
omposition de
ette formule ne 
oûte rien (la prouvabilité ne peut pas être perdue à 
ause de 
etterègle d'inféren
e). On restreint don
 l'appli
ation de la règle z aux séquents qui ne sont
onstitués que de formules positives (les séquents positifs). On a don
 des parapreuves pourtous séquents, même pour le séquent vide : ⊢ .La normalisation entre deux parapreuves est un pro
essus à travers lequel 
haque objetteste l'autre. La parapreuve qui utilise z au 
ours de l'intera
tion est 
onsidérée 
omme leperdant de la partie et la partie se termine i
i. On notera que 
e pro
essus de normalisationest don
 une exploration des deux parapreuves : la 
oupure visite des portions des para-preuves au 
ours de la normalisation. Quand le daimon z est atteint, les parapreuves sontdites orthogonales. Une parapreuve qui gagne une intera
tion pourrait en
ore 
ontenirun démon ailleurs : simplement, 
e daimon ne ferait pas partie de 
ette intera
tion pré
ise,mais elle serait déte
tée par une autre intera
tion.Lieux. Alors qu'en programmation fon
tionnelle il est important de savoir que les typesd'une fon
tion et de son argument se 
orrespondent, il n'est pas né
essaire, en re
her
he depreuve, de 
onnaître toute la stru
ture de la formule à prouver dès le début de la re
her
he.On a simplement besoin d'en 
onnaître su�samment sur 
ette stru
ture pour 
hoisir unerègle d'inféren
e à appliquer. Cette idée se retrouve en ludique par l'utilisation d'adressesou de lieux (ou lo
i). Une formule est ainsi manipulée à travers son adresse ξ. Quand onapplique une règle d'inféren
e R sur ξ on apprend où sont les sous-formules (ou sous-lo
i)qui sont rendues disponibles par la règle R (et non pas 
e qu'elles sont) : ξi, ξj, . . .Comportements et In
arnations. Une formule prouvable peut être interprétée 
ommel'ensemble de ses preuves ou parapreuves. En fait, les 
hoses sont même plus radi
alesen ludique : les formules sont dé�nies intera
tivement par une méthode de 
l�ture parbiorthogonal (habituelle en réalisabilité, sémantique des phases, et
.) 
e qui dé�nit des
omportements. Étant donnée une parapreuve D dans un 
omportement A et une para-preuve D ′ dans A⊥, une partie de D peut être explorée intera
tivement en normalisant Dave
 D ′. Dans des 
ir
onstan
es parti
ulières, il peut arriver que D soit entièrement visitéepar D ′. Mais en général, il y a des parties de D qui ne peuvent pas être visitées, quel quesoit D ′ ∈ A⊥ ave
 lequel on le teste.Il existe pourtant une 
lasse de parapreuves parti
ulièrement intéressantes dans uneperspe
tive intera
tive, la 
lasse des parapreuves qui peuvent être entièrement visitéespar normalisation ave
 des éléments de A⊥. Ces parapreuves sont dites materielles ou247



in
arnées. Il s'agit des éléments les plus intéressants dans A puisqu'il peuvent être 
om-plètement 
ara
térisés intera
tivement.Conne
teur et 
omplétude interne. Les 
omportements sont don
 des ensemblesde desseins ave
 une propriété de 
l�ture et ils représentent les formules, ou les types.Nous sommes don
 intéressés à dé�nir des 
onne
teurs sur les 
omportements, 
'est-à-diredes manières de 
onstruire de nouveaux 
omportements à partir de 
omportements plussimples.La ludique possède une propriété remarquable à 
e sujet, qui assure que pour de nom-breux 
onne
teurs, on a une 
onstru
tion dire
te de la partie essentielle d'un 
omportement(la partie matérielle) sans avoir besoin de 
lore notre 
onstru
tion par bi-orthogonal. C'estla propriété de 
omplétude interne.11.2. A
tions et desseinsEn ludique, les preuves sont rempla
ées par des desseins et les règles d'inféren
e pardes a
tions tandis que les formules auxquelles une règle s'applique sont maintenant traitéesà travers leur lo
alisation.Dé�nition 11.1 (Adresse)Une adresse (ou lieu ou lo
us) est une suite �nie d'entiers (notée ξ).Dé�nition 11.2 (A
tion)Une a
tion est soit une paire 
onstituée d'une adresse (le foyer) et d'un ensemble�ni d'entiers (la rami�
ation) et munie d'une polarité (on note (ξ, I)+ ou (ξ, I)− eton parle d'a
tions propres), soit le daimon (z) qui est une a
tion positive.Quand on oublie la polarité d'une a
tion propre κ, on parle d'une a
tion neutreet on é
rit κν .Dé�nition 11.3 (Justi�
ation)On dit qu'une a
tion (ξ, I)ǫ 
rée les adresses ξ ⋆ i pour i ∈ I et que l'a
tion κ justi�e
κ′ quand 
e sont des a
tions propres de polarités opposées et que le foyer de κ′ est 
réépar κ.Dé�nition 11.4 (Base)Une base est un ensemble �ni d'adresses polarisées (ξ+ ou ξ−) dont au plus uneadresse est négative et telle qu'au
une adresse n'est pré�xe d'une autre adresse de labase.On é
rit ξ ⊢ Λ pour les bases négatives et ⊢ Λ pour les bases positives.Une base qui est un singleton est dite atomique et ⊢ est la base vide.Les desseins sont la 
ontre-partie en ludique des preuves ou des stratégies. Plus pré
i-sément, les desseins 
orrespondent à des preuves dans un 
al
ul des séquents hyperséquen-tialisé (
'est-à-dire qui utilise les 
onne
teurs synthétiques issus de la fo
alisation) d'oùl'alternan
e de polarité des a
tions et la possibilité de bran
hements n-aires.248



Dé�nition 11.5 (Desseins)Un dessein D sur une base β est un ensemble (éventuellement in�ni) 
los par pré�xede suites �nies d'a
tions (
'est-à-dire qu'il s'agit d'une forêt d'a
tions) tel que :� Chroniques. Soit χ = (κ0, . . . , κn) ∈ D.a) Les a
tions de χ ont des polarités qui alternent et pour i < n, κi n'est pas
z.b) Chaque adresse a au plus une o

urren
e dans χ.
) Pour 0 ≤ i ≤ n alors� soit κi = z� soit κi = (ξ, I)ǫ et ξǫ ∈ β� soit κi est justi�ée par κj ave
 j < i.Si κi+1 est négative, elle est justi�ée par κi ;� Positivité. Les feuilles de la forêt sont positives ;� Bran
hement positif. L'arbre n'est bran
hant que sur les a
tions positives :si χ1, χ2 ∈ D ne sont pas pré�xes l'une de l'autre, alors elles di�èrent pour lapremière fois sur des a
tions négatives ;� Partage additif. Si κ0 et κ1 sont deux a
tions di�érentes ayant le même foyeralors les suites qui 
onduisent à κ0 et κ1 di�èrent pour la première fois sur desa
tions (négatives) qui ont le même foyer : κ′0 = (ξ, I)− et κ′1 = (ξ, J)− ;� Totalité. Si la base est positive, D 6= ∅.Un dessein est positif ou négatif selon sa base. Un dessein est dit atomiquelorsque sa base est atomique.Remarque 11.6Une autre appro
he des desseins est de les 
onsidérer 
omme générés 
o-indu
tivementpar la grammaire suivante :

P ::= z⊢Γ | (ξ, I)+ · {Nξi⊢Γi

i , i ∈ I, i 6= j ⇒ Γi ∩ Γj = ∅,∀i ∈ I,Γi ⊂ Γ}⊢ξ,Γ

N ::= {(ξ, I)− ·P⊢ξI,ΓI

I , I ∈ N ⊂ Pf (ω),∀I ∈ N ,ΓI ⊂ Γ}ξ⊢ΓPar exemple, le dessein Faxξ⊢ξ′ est
Faxξ⊢ξ′ = {(ξ, I)− · (ξ′, I)+ · {Faxξ′i⊢ξi, i ∈ I}, I ∈ Pf (ω)}.Dé�nition 11.7 (Tran
he)Une tran
he est un dessein où 
haque adresse apparaît au plus une fois. Une tran
hed'un dessein D est une tran
he in
luse dans D. En parti
ulier, une tran
he négative estun arbre.Quand on représente graphiquement les desseins et les tran
hes, on adopte La 
onven-tion de Faggian : les a
tions positives sont en
er
lées et leur rami�
ation est é
rite àl'extérieur du 
er
le tandis que les a
tions négatives ne sont pas entourées.On donne en �gure 11.1 deux tran
hes et un dessein sur ⊢ ξ. On remarquera que D estla superposition de S1 et de S2. D'autres desseins sont montrés en �gure 11.2.11.3. Normalisation et Intera
tion249



S1 = ξ {0,1,2}

ξ0,{1}

ξ01 ∅

ξ1,{2}

z

S2 = ξ {0,1,2}

ξ0,{2}

ξ02 ∅

ξ1,{2}

z

D = ξ {0,1,2}

ξ0,{1}

ξ01 ∅

ξ0,{2}

ξ02 ∅

ξ1,{2}

zFig. 11.1 � Deux tran
hes et un dessein.
Dai−ξ⊢Λ :

ξ,I

z

(I ∈ Pf (ω)) Dai⊢Λ : z

Faxξ⊢ξ′ :
ξ,I

ξ′ I

Faxξ′i⊢ξi · · · i ∈ I

(I ∈ Pf (ω))Fig. 11.2 � Des desseins importants : Dai,Dai− & Fax.Les intera
tions de desseins sont 
onstruites par la normalisation des réseaux de 
ou-pure qui re�ète l'élimination des 
oupures en 
al
ul des séquents de la logique linéaire. Enludique, il n'y a pourtant pas de règle de 
oupure dans les desseins : une 
oupure est sim-plement la 
oïn
iden
e d'un lieu ave
 des polarités opposées dans la base de deux desseins.Dé�nition 11.8 (Réseau de 
oupure)Un réseau de 
oupure R = (Di)i∈I est un ensemble �ni non vide de desseins sur desbases (βi)i∈I tel que(i) les adresses des bases sont soit égales soit disjointes ;(ii) une adresse ξ apparaît dans au plus deux bases (dans 
e 
as, il apparaît une foisave
 une polarité positive et une fois ave
 une polarité négative et il est appelé
oupure dans R) ;(iii) les 
oupures dé�nissent une relation binaire sur les desseins qui doit être 
onnexeet a
y
lique.Dé�nition 11.9 (Base d'un réseau de 
oupure)La base de R est l'ensemble des adresses polarisées des (βi)i∈I qui ne sont pas des
oupures. 250



Dé�nition 11.10 (Réseau 
los)Un réseau est dit 
los quand sa base est vide. Une a
tion de R est visible s'il s'agitde z ou si son foyer est une sous-adresse d'une adresse de la base du réseau, sinon elleest dite 
a
hée.Dé�nition 11.11 (Dessein prin
ipal)Dans tout réseau de 
oupure, il y a un dessein prin
ipal qui est le seul dessein positifdu réseau si un tel dessein existe ou le seul dessein négatif dont la base est de la forme
ξ ⊢ Λ ave
 ξ qui n'est pas une 
oupure.Alors que la 
ondition de linéarité assure que dans une tran
he, toutes les a
tions sontdistin
tes, un dessein peut 
ontenir plusieurs 
opies de la même a
tion. En 
onséquen
e,la des
ription d'une a
tion en donnant seulement son foyer et sa rami�
ation est ambiguëet ne permet pas de la retrouver dans le dessein : nous avons besoin d'une informationplus 
omplète sur la position de l'a
tion dans le dessein. La bran
he 
onduisant à l'a
tionque nous 
onsidérons, en revan
he est su�sante puisqu'elle montre le 
hemin qui doit êtresuivi dans le dessein pour atteindre l'a
tion et 
ela sans ambiguïté. La dé�nition suivantepour les vues fournit une manière de retrouver la 
hronique dé�nissant une a
tion pourvuque l'on 
onnaisse un 
ertain 
hemin dans les desseins d'un réseau de 
oupure 
onduisantà 
ette a
tion.Dé�nition 11.12 (Vues)Soit χ une suite d'a
tions neutres. Nous dé�nissons les vues positives et négativespour χ par indu
tion :� pǫq+ = pǫq− = ǫ ;� ps · (ξ, I)q+ = psq− · (+, ξ, I) ;� ps · (ξ, I)q− = ptq+ · (−, ξ, I) si s = tu et u est le plus long su�xe de s tel qu'au
unea
tion dans u ne 
rée ξ.On remarque que dans le dernier 
as de la dé�nition, t est soit vide, soit sa dernièrea
tion neutre est (σ, J) ave
 ξ = σj pour un 
ertain j ∈ J . En outre, on peut trivialementétendre les vues positives aux suites se terminant ave
 z (et 
ela même si z n'est pas unea
tion neutre).Dé�nition 11.13 (Chemin de visite)Soit S une tran
he. Un 
hemin p dans S (qui est une suite d'a
tions dans S) estun 
hemin de visite s'il est tel que : (i) les polarités alternent ; (ii) il n'est fait qued'a
tions propres ; (iii) il est 
los vers le bas (étant donné un pré�xe p′ de p dont ladernière a
tion est κ, toutes les a
tions sous κ dans S sont dans p′).La polarité de p est la polarité de sa dernière a
tion. Étant donné un 
hemin p, oné
rit pν pour la suite d'a
tions neutres 
anoniquement asso
iée à p.On note qu'un 
hemin de visite ne peut pas né
essairement être réalisé par une inter-a
tion. La proposition suivante assure que les vues peuvent être utilisées pour parler demanière non ambiguë d'une a
tion dans un dessein.Proposition 11.14Si S est une tran
he sur une base atomique β et si p est un 
hemin de visite dans Sde polarité ǫ alors ppνq

ǫ est la bran
he de S qui 
onduit jusqu'à la dernière a
tion de
p. Si la dernière a
tion est κ, on notera la bran
he Ch(κ).251



Dé�nition 11.15 (Lo
i Abstra
t Ma
hine)La Lo
i Abstra
t Ma
hine (LAM [Fag02℄), est une ma
hine abstraite qui 
al
ulel'intera
tion d'un réseau de 
oupure R. L'intera
tion est dé
rite 
omme le par
ours dejetons dans le réseau de 
oupure. Soit R un réseau de 
oupure de base β. Un jetonest une paire (s, κ) d'une suite d'a
tions neutres s et d'une a
tion κ, qui représente laposition du jeton dans R : s enregistre le 
hemin que le jeton a suivi depuis l'état initialjusqu'à κ. Soit TR l'ensemble de toutes les positions atteintes par les jetons durant lanormalisation.� Initialisation. Si κ est à la ra
ine du dessein prin
ipal du réseau R alors (ǫ, κ) ∈
TR ;� Transitions. Soit (s, κ) ∈ TR. Il y a trois 
as :� Visible. Si κ est une a
tion visible de polarité ǫ, alors pour 
haque κ′ tel que
psκqǫκ′ ∈ R, (sκν , κ

′) ∈ TR (on note que psκqǫ est la 
hronique 
onduisant à κ) ;� Up. Si κ est une a
tion négative 
a
hée, alors soit κ′ le su

esseur de la dernièrea
tion de psκq−, on a (sκ, κ′) ∈ TR ;� Jump. Si κ est une a
tion positive 
a
hée, alors soit κ′ la même a
tion que κmais de polarité opposée. Si psκq− ∈ R alors (s, κ′) ∈ TR. Si psκq− 6∈ R alors lanormalisation é
houe.Dé�nition 11.16 (Chemin de normalisation)Soit R un réseau de 
oupure et soit TR l'ensemble des positions atteintes par les jetonsdurant la normalisation. Un 
hemin de normalisation est une suite d'a
tions quisont visitées pendant la normalisation de R : Path(R) est dé�ni 
omme l'ensemble
{s · κν/(s, κ) ∈ TR tel que s est maximale}.On dé�nit aussiDé�nition 11.17 (hide(p))
hide(p) 
omme la suite obtenue en enlevant toutes les a
tions 
a
hées de p et Hide(R)
omme l'ensemble {hide(p), p ∈ Path(R)}.Dé�nition 11.18 (sǫ)Si s est une séquen
e d'a
tions neutres, on dé�nit sǫ 
omme :(i) ǫ+ = ǫ− = ǫ ;(ii) (s · κ)+ = s− · κ+ ;(iii) (s · κ)− = s+ · κ−.Dé�nition 11.19 (Forme normale)La forme normale d'un réseau de 
oupure R est le dessein dé�ni 
omme :[[R℄℄ = {χ/χ est pré�xe de p+ ave
 p ∈ Hide(R)}.Dé�nition 11.20 (Dispute)Si R est un réseau de 
oupure 
los, on appelle dispute le 
hemin de normalisation de
R. Si le réseau est {D,E}, on é
rit [D⇋ E] pour la dispute en question.
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11.4. Théorèmes analytiquesLa Ludique est organisée autour de quatre théorèmes fondamentaux à propos de l'in-tera
tion de desseins à partir desquels on peut e�e
tuer les 
onstru
tions de 
onne
teurs :� le théorème de séparation est une version ludique du théorème de séparation(théorème de Böhm [Bö68℄) du λ-
al
ul que nous avons étudié dans la partie de 
ettethèse 
onsa
rée au Λµ-
al
ul ;� le théorème de stabilité a�rme que la normalisation 
ommute aux interse
tions
ompatibles ;� le théorème d'asso
iativité est une sorte de propriété de Chur
h-Rosser 
on
ernantla normalisation des desseins (voir 10.1) ;� le théorème de 
roissan
e indique que la normalisation est 
roissante pour l'ordreextensionnel.Orthogonalité. L'orthogonalité dé
rit les normalisations qui ont été des su

ès :Dé�nition 11.21 (Orthogonalité)Deux desseins atomiques D,E sont orthogonaux s'ils forment un réseau de 
oupureet si [[D,E℄℄ = z. On é
rit alors D⊥E.En général, si D est un dessein de base ξǫ1
1 , . . . , ξ

ǫn
n et si (Eξi

)1≤i≤n sont des des-seins de bases atomiques ξ−ǫi

i , (D,Eξ1 , . . . ,Eξn
) forme un réseau de 
oupure 
los. Si[[D,Eξ1 , . . . ,Eξn

℄℄ = z on é
rit D⊥(Eξi
)1≤i≤n.Dé�nition 11.22 (Orthogonal d'un dessein)L'orthogonal d'un dessein D de base atomique est :

D⊥ = {E /D⊥E}.Dé�nition 11.23 (Pré-ordre de préséan
e)On dé�nit le pré-ordre de préséan
e sur les desseins de même base 
omme suit :
D 4 E ⇐⇒ D⊥ ⊆ E⊥.Théorème de séparation. Le théorème de séparation indique que le pré-ordre de pré-séan
e est en fait un ordre :Théorème 11.24 (Séparation)Soient D,E deux desseins atomiques sur la même base. On a :

D = E ⇐⇒ ∀F, [[D,F℄℄ = [[E,F℄℄.et le pré-ordre de préséan
e est un ordre partiel sur les desseins.Remarque 11.25On a D 4 E si et seulement si toute 
hronique χ qui est dans D sans être dans E peuts'é
rire sous la forme χ1 · χ2 ave
 χ1 ·z ∈ E.253



Théorème de stabilité. On 
onsidère naturellement un autre ordre sur les desseins,l'in
lusion de 
hroniques, que l'on appelle l'ordre stable :Dé�nition 11.26 (Ordre stable)Soient D et E des desseins sur une même base. On dé�nit l'ordre stable 
ommel'ordre d'in
lusion pour les desseins 
onsidérés 
omme ensembles de 
hronique :
D ⊑ E ⇐⇒ D ⊆ E.Théorème 11.27 (Stabilité)Soit (Ri)i∈I une famille de réseaux de 
oupure tous in
lus dans un réseau R (pourtout i ∈ I, Ri ⊆ R). On a : [[ ∩i∈I Ri℄℄ = ∩i∈I [[Ri℄℄.Remarque 11.28L'interse
tion 
onsidérée dans l'énon
é 
i-dessus est l'interse
tion des réseaux vus 
ommeensembles de 
hroniques.Remarque 11.29L'hypothèse d'interse
tion 
ompatible est né
essaire pour assurer que l'on a bien égalité(sans 
ette hypothèse, des réseaux d'interse
tion nulle pourraient avoir la même formenormale par exemple).Théorème d'asso
iativité. Le théorème d'asso
iativité est une sorte de propriété deChur
h-Rosser pour la ludique. On se rappellera la dis
ussion de la se
tion 10.1.Théorème 11.30 (Asso
iativité)Soit R un réseau et {R1, . . . ,Rn} une partition de R en un ensemble de réseaux (
equ'on appelle un réseau de réseaux). On a :[[R℄℄ = [[[[R1℄℄, . . . , [[Rn℄℄℄℄.En 
ombinant l'asso
iativité et la séparation, on obtient le prin
ipe de 
l�ture :Théorème 11.31 (Prin
ipe de 
l�ture)Soit R un réseau sur une base quel
onque β. La forme normale de R, [[R℄℄, est l'uniquedessein D tel que pour toute famille de desseins atomiques (Eξǫ) (de base ξǫ si ξ−ǫ ∈ β),on a D ⊥ (Eξǫ) si, et seulement si, [[R ∪ (Eξǫ ℄℄)ξ−ǫ∈β = zThéorème de 
roissan
e. Le théorème de 
roissan
e a�rme que la normalisation est
roissante par rapport à l'ordre extensionnel :Théorème 11.32 (Croissan
e)Si D1 4 E1, . . . ,Dn 4 En, alors[[D1, . . . ,Dn℄℄ 4 [[E1, . . . ,En℄℄.

254



11.5. Comportements�L'intera
tionnisme s'intéresse à 
e qui se joue entre les a
teurs dans ladétermination mutuelle de leur 
omportement.� David le BretonL'intera
tionnisme symboliqueDé�nition 11.33 (Éthique)Un ensemble de desseins de même base atomique, noté E, est appelé une éthique etson orthogonal est E⊥ = {D / ∀E ∈ E,D⊥E}.Propriété 11.34Étant données deux éthiques E et E′, on a :� si E ⊆ E′ alors E′⊥ ⊆ E⊥ ;� E ⊆ E⊥⊥ ;� E⊥ = E⊥⊥⊥.Dé�nition 11.35 (Comportement)Un 
omportement G est une éthique qui est égale à son bi-orthogonal : G = G⊥⊥.Il est évident que l'orthogonal d'une éthique est un 
omportement.Dé�nition 11.36 (Comportement prin
ipal)Soit D un dessein. Le 
omportement prin
ipal de D est {D}⊥⊥. C'est le plus petit
omportement (pour l'in
lusion) 
ontenant D.Proposition 11.37Si E ∈ G, alors il existe un plus petit dessein D ⊂ E tel que D ∈ G.Dé�nition 11.38 (In
arnation d'un dessein dans un 
omportement)Le plus petit dessein D dont l'existen
e est assurée par la proposition pré
édente estl'in
arnation de E dans G notée |E|G.Dé�nition 11.39 (Matérialité)Un dessein est dit matériel dans un 
omportement quand il est égal à son in
arnationdans son 
omportement.On note |G| l'ensemble des desseins matériels du 
omportement G.11.5.1 Connexité, disjon
tion, indépendan
e et extranéitéDé�nition 11.40 (Répertoire d'un 
omportement)Soit G un 
omportement atomique. Le répertoire de G, noté ¶G, est une partie de
Pfin(N) dé�nie 
omme suit :� Si G est positif, alors ¶G est l'ensemble des I ⊂fin N tels (ξ, I)+ est la premièrea
tion d'un dessein de G ;� Si G est négatif, alors ¶G est l'ensemble des I ⊂fin N tels que (ξ, I)− est unepremière a
tion d'un dessein in
arné D de G.Le répertoire d'une éthique E sera le répertoire du 
omportement asso
ié E⊥⊥.255



Remarque 11.41On peut également 
ara
tériser ¶G 
omme suit :� G positif : I ∈ ¶G si, et seulement si, le dessein suivant appartient à G :
ξ I

Dai−ξi⊢ i ∈ I� G négatif : I ∈ ¶G si, et seulement si,
ξ,I

z est l'une des tran
hes de l'in
arnationdu daimon négatif Dai−ξ⊢ dans G.On a par ailleurs la propriété suivante ¶G = ¶G⊥.Dé�nition 11.42 (Comportement 
onnexe)Un 
omportement est 
onnexe si son répertoire est un singleton {I}.Dé�nition 11.43 (Comportements disjoints)Deux 
omportements G et H de base identique sont dits disjoints si ¶G et ¶H sontdes ensembles disjoints.On notera que 
ela signi�e en parti
ulier que, si G et H sont positifs, un dessein de Gne peut avoir la même première a
tion qu'un dessein de H.Les notions de 
onnexité et de disjon
tion s'étendent naturellement aux éthiques.Dé�nition 11.44 (Réservoir d'un 
omportement)Le réservoir d'un 
omportement, noté §G, est une partie de N (�nie ou in�nie)dé�nie par : §G =
⋃¶G.Dé�nition 11.45 (Comportements indépendants, étrangers)� Deux 
omportements G et H de même base sont indépendants lorsque

∀I, I ′ ∈ §G,∀J, J ′ ∈ §H, I ∪ J = I ′ ∪ J ′ ⇒ I = I ′ et J = J ′.� Deux 
omportements G et H de même base sont étrangers lorsque §G∩§H = ∅.On peut bien évidemment parler de l'indépendan
e de deux réservoirs R et R′ ; enparti
ulier, étant donné un élément J de {I ∪I ′, I ∈ R, I ′ ∈ R′} pour R et R′ des réservoirsindépendants, on peut re
onstruire la partie venant de R et la partie venant de R′.Deux 
omportements étrangers sont bien sûr indépendants : si I ∪ J = I ′ ∪ J ′ = Kave
 I, I ′ ∈ §G et J, J ′ ∈ §H, alors K ∩ §G = I = I ′ et K ∩ §H = J = J ′.Deux 
omportements étrangers n'auront au
une adresse en 
ommun à part le foyer deleur première a
tion.11.6. Conne
teursLes 
omportements de la ludique représentent des formules ou des types, on veut don
dé�nir des 
onne
teurs permettant de 
onstruire des 
omportements à partir de 
ompor-tements plus simples.On va 
onsidérer : 256



� des pré-
onne
teurs qui sont des éthiques 
onstruites à partir de 
omportements, gé-néralement dé�nies à partir des desseins 
ontenus dans les 
omportements (dans lamesure où on dé�nit les pré-
onne
teurs à partir des desseins d'un 
omportement,on peut souvent les dé�nir pour une éthique, sans demander qu'il s'agisse d'un 
om-portement) ;� et des 
onne
teurs, qui seront le 
omportement engendré par le pré-
onne
teur viaune 
l�ture par double orthogonal.11.6.1 Flé
hage, lLe �é
hage, ou dé
alage, 
orrespond à un simple 
hangement de polarité.Dé�nition 11.46 (Flé
hage d'une 
hronique, d'un dessein)Une 
hronique χ′ de base β, ξǫ est le �é
hé d'une 
hronique χ de base β, ξi−ǫ si
χ′ = (ξ, {i})ǫ · χ. On notera lχ le �é
hé de χ.Un dessein D′ de base β, ξǫ est le �é
hé d'un dessein D de base β, ξi−ǫ si D′ estobtenu en prenant le �é
hé de 
haque 
hronique de D :

D′ = {lχ, χ ∈ D} ∪ {(ξ, {i})ǫ}On pourra spé
ialiser la notation du �é
hé en fon
tion de la polarité : si χ et D sontune 
hronique et un dessein positifs (resp. négatifs) on notera ↑χ et ↑D (resp. ↓χ et ↓D)leur �é
hés.On étend naturellement la dé�nition pré
édente à une éthique :Dé�nition 11.47 (Pré-
onne
teur de dé
alage)Le pré-�é
hé d'une éthique E de base ξi ⊢ Γ (resp. ⊢ Γ, ξi), noté %E (resp. 1E)est une éthique de base ⊢ Γ, ξ (resp. ξ ⊢ Γ) dé�nie 
omme suit :� Si E est une éthique négative, le �é
hé de E est l'éthique
%E = {↓D,D ∈ E} ∪ {Dai};� Si E est une éthique positive, le �é
hé de E est l'éthique

1E = {↑D,D ∈ E}.Dé�nition 11.48 (Conne
teur de dé
alage)Un 
omportement G est le �é
hé d'une éthique E, noté lE s'il est de la forme :
G = {lD,D ∈ E}⊥⊥11.6.2 Conne
teurs ⋃ et ⋂Dé�nition 11.49 (Pré-
onne
teur ⋂)Soit (Gi)i∈I une famille d'éthiques de même base β (d'une polarité quel
onque). Ondé�nit un pré-
onne
teur ⋂

(Gi)i∈I par
⋂

(Gi)i∈I = {D,D ∈ Gi∀i ∈ I}.257



Dé�nition 11.50 (Conne
teur ⋂
⊥⊥)Soit (Gi)i∈I une famille de 
omportements de même base β (d'une polarité quel
onque).On dé�nit le 
onne
teur ⋂⊥⊥ par

⊥⊥⋂
(Gi)i∈I = {D,∀i ∈ I,D ∈ Gi}⊥⊥.Dé�nition 11.51 (Pré-
onne
teur ⋃)Soit (Gi)i∈I une famille d'éthiques de même base β (d'une polarité quel
onque). Ondé�nit un pré-
onne
teur ⋃
(Gi)i∈I par

⋃
(Gi)i∈I = {D,∃i ∈ I,D ∈ Gi}.Dé�nition 11.52 (Conne
teur ⋃

⊥⊥)Soit (Gi)i∈I une famille de 
omportements de même base β (d'une polarité quel
onque).On dé�nit le 
onne
teur ⋃⊥⊥ par
⊥⊥⋃

(Gi)i∈I = {D,∃i ∈ I,D ∈ Gi}⊥⊥.On a la propriété :Théorème 11.53Soit D un dessein de ⋂
(Gi)i∈I . On a |D|T(Gi)i∈I

=
⋃

i∈I |D|Gi
.Les 
onne
teurs d'union et d'interse
tion sont des 
onne
teurs totaux, qui sont dé�nisquels que soit la famille de desseins qu'on leur donne, pourvu qu'ils soient de même base.On va dé�nir des 
onne
teurs partiels, 
'est-à-dire qu'ils ne sont dé�nis qu'à 
onditionque les 
omportements qu'on leur donne véri�ent 
ertaines propriétés. On va en fait de-mander que les 
omportements 
onne
tés soient disjoints et qu'ils soient polarisés de labonne manière.11.6.3 Conne
teurs additifsConne
teur ave
, N. On dé�nit une 
onjon
tion additive, version négative et disjointede l'interse
tion.Dé�nition 11.54 (Conne
teur N)Le 
onne
teur N est le 
onne
teur ⋂ appliqué à des 
omportements négatifs disjoints.On peut bien évidemment dé�nir une version n-aire du 
onne
teur N, voire s'appliquantà une famille.Conne
teur plus, ⊕. On dé�nit une disjon
tion additive, version positive et disjointede l'union.Dé�nition 11.55 (Conne
teur ⊕)Le 
onne
teur ⊕ est le 
onne
teur ⋃⊥⊥ appliqué à des 
omportements positifs disjoints.258



On peut bien évidemment dé�nir une version n-aire du 
onne
teur ⊕, voire s'appliquantà une famille.11.6.4 Conne
teurs multipli
atifsDé�nition 11.56 (Tenseur de deux desseins)Soient D et D′ deux desseins positifs sur la même base atomique ⊢ ξ. On 
onstruit ledessein D⊙D′ 
omme suit :� Si D ou D′ est Dai, alors D⊙D′ = Dai ;� Sinon, soient I et I ′ les rami�
ations telles que (ξ, I)+ et (ξ, I)+ sont les premièresa
tions de D et D′ respe
tivement.� Si I ∩ I ′ 6= ∅, alors D⊙D′ = Dai ;� Sinon, I∩I ′ = ∅ et on dé�nit D⊙D′ 
omme suit : Chaque 
hronique (ξ, I)+·χ de
D est transformée en (ξ, I∪I ′)+ ·χ, formant DI∪I′, 
haque 
hronique (ξ, I ′)+ ·χ′de D′ est transformée en (ξ, I ∪I ′)+ ·χ′, formant D′I∪I′, on pose alors D⊙D′ =
DI∪I′ ∪D′I∪I′ , qui est un dessein.Dé�nition 11.57 (Pré-
onne
teur tenseur)Si E et F sont deux éthiques positives sur une même base atomique, E⊙F est l'éthiquedé�nie par :

E⊙ F = {E⊙ F,E ∈ E,F ∈ F}.Dé�nition 11.58 (Tenseur de 
omportements)Si G et H sont deux 
omportements positifs sur une même base atomique, G ⊗ H estdé�ni par :
G ⊗ H = {D⊙ E,D ∈G,E ∈H}⊥⊥.Proposition 11.59 (voir [Gir01℄)Soit F un dessein négatif sur ξ ⊢, soit D un dessein positif sur ⊢ ξ. Il existe un uniquedessein (F)D sur ξ ⊢ tel que pour tout E, dessein positif sur ⊢ ξ, on ait[[F,D⊙ E℄℄ = [[(F)D,E℄℄.Dé�nition 11.60 (Adjon
tion)L'adjoint (F)D est l'unique dessein satisfaisant les 
onditions de la proposition 
i-dessus.Remarque 11.61Par la 
ommutativité du tenseur, on a également [[F,D⊙ E℄℄ = [[(F)E,D℄℄.Le 
onne
teur O est dé�ni par orthogonalité :Dé�nition 11.62 (Conne
teur O)Soient G,H des 
omportements négatifs sur ξ ⊢, on a alors

G O H = (G⊥ ⊗ H⊥)⊥

= {D⊙ E, D ∈ G⊥,E ∈ H⊥}⊥.259



11.7. Propriétés de 
omplétude interneOn présente dans 
ette se
tion les résultats de 
omplétude interne en insistant sur unenotion essentiellement équivalente à la 
omplétude interne mais qui est originale et metl'a

ent sur la notion de matérialité et de 
omposition, la 
omplétude matérielle.Les propriétés de 
omplétudes matérielles utilisent les propriétés de 
omplétude internedont on trouvera les preuves dans [Gir01℄.11.7.1 Complétude interneL'idée de la 
omplétude interne de la ludique est que la dé�nition des 
onne
teursn'ait pas besoin de 
l�ture par bi-orthogonal : que la 
onstru
tion n'ait pas besoin d'être
omplétée.Pour des raisons te
hniques, on ne peut pas obtenir, dans le 
as général, un 
ompor-tement en 
omposant deux 
omportements. En revan
he, on 
onstate qu'on peut souvent
onstruire les parties matérielles des 
omportements sans avoir à re
ourir au bi-orthogonal.On dé�nit alors la 
omplétude d'une éthique non pas en demandant qu'elle soit égale àsont bi-orthogonal, mais 
omme suit :Dé�nition 11.63 (Éthique 
omplète)Soit E une éthique. E est dite 
omplète lorsque :
∣∣∣E⊥⊥

∣∣∣ ⊂ EOn dira qu'un 
onne
teur a la propriété de 
omplétude interne lorsque l'éthique obtenueest 
omplète. On énon
e la propriété de 
omplétude interne dans la 
as binaire, mais elles'étend de manière évidente au 
as unaire ou au 
as n-aire :Dé�nition 11.64 (Complétude interne)Soit ⊲⊳ un 
onne
teur binaire et soient G et H des 
omportements. ⊲⊳ a la propriété de
omplétude interne si G ⊲⊳ H est une éthique 
omplète pour (G ⊲⊳ H)⊥⊥.On va s'intéresser pour notre part à une variante de la 
omplétude interne, essentiel-lement équivalente, mais mettant l'a

ent sur la matérialité et la 
omposition de 
onne
-teurs. Nous l'appelons 
omplétude matériellement interne , ou 
omplétude maté-rielle pour pouvoir la distinguer de la notion standard de 
omplétude interne :Dé�nition 11.65 (Complétude matérielle)Soit ⊲⊳ un 
onne
teur binaire et soient G et H des 
omportements. ⊲⊳ a la propriété de
omplétude matérielle si |G| ⊲⊳ |H| est une éthique 
omplète pour ∣∣(G ⊲⊳ H)⊥⊥
∣∣,
'est-à-dire si : ∣∣∣(G ⊲⊳ H)⊥⊥

∣∣∣ ⊂ |G| ⊲⊳ |H|11.7.2 Flé
hage, lProposition 11.66 (Complétude interne du dé
alage)� Si G est un 
omportement négatif, alors ↓G = %G ;� Si G est un 
omportement positif, alors 1G est une éthique 
omplète pour ↑G.260



Dans le 
as négatif, on a vraiment une égalité tandis que dans le 
as positif, on n'aqu'une éthique 
omplète par
e qu'il manque des desseins non-in
arnés qui ont des tran
hessupplémentaires, jamais testés dans ↑G (des desseins négatifs qui ont parmi leur premièresa
tions des a
tions de la forme (ξ, I)−, I 6= {i}).Proposition 11.67 (Complétude matérielle du dé
alage)� Si G est un 
omportement négatif, alors |↓G| = % |G| ;� Si G est un 
omportement positif, alors |↑G| = 1 |G|.Démonstration : On se limite au 
as atomique.Supposons que G soit un 
omportement négatif. Soit D ∈ |↓G| un dessein maté-riel. De deux 
hoses l'une : soit D = Dai et dans 
e 
as, on a D ∈ % |G| par dé�nitionde % |G|, soit D 6= Dai. Dans le se
ond 
as, D est un dessein de base ⊢ ξ de la forme :
ξ {i}

D′ où D′ ∈ G.Il nous su�t alors de prouver que D′ est matériel dans G pour avoir le résultat. Soit
E′ ⊂ D′ ave
 E′ ∈ G. On a alors ↓E′ ∈ ↓G par dé�nition du �é
hage et ↓E′ ⊂ D.La matérialité de D entraîne l'égalité qui elle-même a pour 
onséquen
e que E′ = D′.On en déduit la minimalité de D′ dans G, 
'est-à-dire que D′ est matériel et don
que D ∈ % |G|.Supposons maintenant que G soit un 
omportement positif, et soit D ∈ |↑G| undessein matériel de G de base ξ ⊢.

D est de la forme
ξ,{i}

D′

, c'est-à-dire de la forme ↑D′ ave
 D′ ∈ G. On montre
omme pré
édemment que D′ est matériel en montrant qu'un dessein E′ de G in
lusdans D′ permet d'obtenir un dessein E de ↑G in
lus dans D et don
 égal à Dentraînant l'égalité de E′ et D′ d'où l'on peut 
on
lure à la matérialité de D′ et don
à l'in
lusion de |↑G| dans 1 |G|.Les in
lusions |↓G| ⊃ % |G| et |↑G| ⊃ 1 |G| sont fa
iles à obtenir. En e�et, soit
D un dessein de la forme lD′ ave
 D′ matériel dans G, on a alors D dans lG et laminimalité de D vient de la 
omplétude interne du dé
alage. On sait en e�et que si
E ⊂ D ave
 E ∈ lG, alors E est de la forme lE′ pour un 
ertain dessein E′ de G eton a E′ ⊂ D′, d'où l'égalité E = D. Si en�n on est dans le 
as où G est négatif etque D est Dai, alors il est évidemment in
arné dans ↓G et 
e
i 
on
lut la preuve desin
lusions |↓G| ⊃ % |G| et |↑G| ⊃ 1 |G| d'où nous 
on
luons à l'égalité.

�11.7.3 Conne
teurs ⋃ et ⋂Proposition 11.68 (Complétude interne de ⋂)Le pré-
onne
teur ⋂ est en fait un 
onne
teur : si (Gi)i∈I une famille de 
omportementsde même base β, ⋂
(Gi)i∈I est un 
omportement.Démonstration : On a en e�et :

⋂
(Gi)i∈I =

⋂
i∈I G⊥⊥

i

= {D,D ∈ G⊥⊥
i , ∀i ∈ I}

= {D,D ⊥ E, ∀E ∈ G⊥
i , ∀i ∈ I}

= {D,D ⊥ E, ∀E ∈ ⋃
i∈I G⊥

i }
= (

⋃
i∈I G⊥

i )⊥
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Par 
ontre, ⋂ ne véri�e pas la propriété de 
omplétude matérielle. En e�et, il n'y aau
une raison pour que ⋂
(|Gi|)i∈I 
ontienne les desseins matériels de ⋂

(Gi)i∈I 
ommel'indique le théorème 11.53.On n'a pas de propriété de 
omplétude interne pour l'union, et a fortiori pas non plusde résultat de 
omplétude matérielle.Remarque 11.69L'exemple du 
onne
teur ⋂ montre que 
omplétude interne et 
omplétude matériellene 
oïn
ident pas né
essairement.11.7.4 Conne
teurs additifsMystère de l'in
arnation. Le 
onne
teur N véri�e une propriété de 
omplétude interneque Girard appelle le mystère de l'in
arnation :Proposition 11.70 (Mystère de l'in
arnation)Soient G et H deux 
omportements disjoints sur une même base négative β. On a :
|G N H| = |G| × |H|Dans la proposition pré
édente, le produit 
artésien 
onsidéré est un peu parti
ulierpuisqu'il est dé�ni 
omme suit : si E,F sont des éthiques, E × F = {E ∪ F,E ∈ E,F ∈ F}où E∪F est bien sûr l'union de desseins pris 
omme ensembles de 
hroniques. La 
onditionde disjon
tion et la matérialité assurent que les ensembles de 
hroniques obtenus de 
ettemanière sont bien des desseins.On notera que le mystère de l'in
arnation énon
e également une propriété de 
omplétudeinterne matérielle. C'est d'ailleurs de là que vient la formulation de la notion de 
omplétudematérielle.Propriété de la disjon
tion. On a la 
omplétude interne pour le 
onne
teur ⊕ :Proposition 11.71 (Propriété de la disjon
tion)Soient G et H deux 
omportements disjoints sur une même base positive β. On a :
G ⊕ H = G

⋃
HComplétude matérielle pour ⊕. On a également une propriété de 
omplétude maté-rielle pour ⊕ :Proposition 11.72

|⊕i∈I Gi| ⊂⊕i∈I |Gi|Démonstration : En e�et, soit D matériel dans ⊕i∈I Gi, les Gi étant deux à deux disjoints.On sait par la propriété de disjon
tion que D ∈ Gk pour un 
ertain k ∈ I. Soit E ⊂ Dave
 E ∈ Gk. On a alors E ∈⊕i∈I Gi, mais alors la matérialité de D dans ⊕i∈I Giassure que E = D d'où le résultat. 262



On a même une ré
iproque : soit D ∈⊕i∈I |Gi|. Il existe don
 k tel que D estmatériel dans Gk et du fait de l'hypothèse de 
omportements disjoints, 
e k est uniquesauf si D = Dai. Si D = Dai, alors il est évidemment matériel dans ⊕i∈I Gi, sinonon 
onsidère l'unique indi
e k mentionné plus haut, et on l'utilise pour montrer que
D est matériel dans ⊕i∈I Gi. Soit E ⊂ D ave
 E ∈⊕i∈I Gi. Il existe i tel que E ∈ Gi,mais E ⊂ D entraîne que D ∈ Gi et don
 que i = k, on peut don
 utiliser l'hypothèsede matérialité de D dans Gk pour 
on
lure que E = D et don
 que D est matérieldans ⊕i∈I Gi 
e qui a
hève la preuve.

�Dé
omposition additive. On peut dé
omposer des 
omportements en 
omportementsplus simples, 
onne
tés de manière additive :Proposition 11.73 (Dé
omposition additive)� Tout 
omportement positif G peut se dé
omposer sous la forme ⊕I∈¶G GI oùles 
omportements GI sont des 
omportements 
onnexes ;� Tout 
omportement négatif G peut se dé
omposer sous la forme NI∈¶G GI oùles 
omportements GI sont des 
omportements 
onnexes.11.7.5 Conne
teurs multipli
atifsOn n'a pas de propriété de 
omplétude interne ave
 des 
omportements généraux. Onva devoir ajouter une 
ondition sur les 
omportements pour retrouver une propriété de
omplétude interne, il s'agit de la 
ondition d'indépendan
e :Proposition 11.74 (Complétude interne du ⊗)Si G et H sont des 
omportements positifs indépendants, alors G⊙H est une éthique
omplète pour G ⊗ H.On notera que la 
ondition d'extranéité assure a fortiori la 
omplétude interne.La proposition suivante fournie un résultat de 
omplétude interne pour le 
onne
teur O :Proposition 11.75Soient G,H des 
omportements négatifs sur ξ ⊢, on a alors :
F ∈ G O H ⇔ ∀D ∈ G⊥, (F)D ∈ H

⇔ ∀E ∈ H⊥, (F)D ∈ GComplétude matérielle pour les multipli
atifs. On montre que le 
onne
teur ⊗satisfait lui aussi une propriété de 
omplétude matérielle.Proposition 11.76 (Complétude matérielle pour ⊗)
|G ⊗ H| ⊂ |G| ⊙ |H|Démonstration : Soit D matériel dans G ⊗ H. On a D ∈ G⊙H par 
omplétude interne de

⊗ et indépendan
e de G et H.De deux 
hoses l'une. Soit D = Dai et alors D = Dai ⊙ Dai ave
 Dai matérieldans G et H, d'où D ∈ |G| ⊙ |H|, soit il existe E ∈ G et F ∈ H tels que D = E⊙ Fave
 (ξ, I)+ première a
tion de E, (ξ, J)+ première a
tion de F et (ξ, I∪J)+ premièrea
tion de D (I ∩ J = ∅). 263



Soient alors E′ ∈ G et F′ ∈ H tels que E′ ⊂ E et F′ ⊂ F. D′ = E′ ⊙ F′ est undessein de G ⊗ H qui 
ommen
e par une a
tion (ξ, I ∪J)+ du fait de l'indépendan
ede G et H et don
 D′ ⊂ D. La matérialité de D nous assure alors que D′ = D d'oùl'on déduit, par l'indépendan
e de G et H que E′ = E et F′ = F et don
 que E et Fsont matériels dans G et H respe
tivement d'où D ∈ |G| ⊙ |H|.
�Complétude matérielle du O. On donne un énon
é de 
omplétude matérielle pour le

O dérivé de la proposition 11.75Proposition 11.77Soient G,H des 
omportements négatifs sur ξ ⊢, on a alors :
F ∈ G O H ⇔ ∀D ∈

∣∣G⊥
∣∣ , (F)D ∈H

⇔ ∀E ∈
∣∣H⊥

∣∣ , (F)D ∈GLa propriété peut se réé
rire :
G O H = {F, ∀D ∈

∣∣∣G⊥
∣∣∣ ,∃E ∈ |H| , (F)D ⊃ E}
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Chapitre 12Vers une Programmation Ludique :Re
her
he de Preuve Intera
tiveRésumé:Nous proposons dans 
e 
hapitre un 
adre pour la �re
her
he de preuve intera
tive�
'est-à-dire une re
her
he de preuve non plus guidée par séquent et des instru
tions dere
her
he de preuve, mais guidée par la né
essité d'interagir ave
 un ensemble donnéde tests. Nous 
ommençons par motiver notre appro
he puis nous donnons quelquesexemples informels dans un 
al
ul adapté de MALL avant de passer au 
adre ludiqueet de proposer une ma
hine abstraite pour une 
onstru
tion intera
tive de desseins, laSLAM.Nous expliquons 
omment le ba
ktra
king peut être traité dans 
e 
adre et nousprésentons quelques exemples de re
her
he de preuve intera
tive.Référen
es : Les résultats de 
e 
hapitre ont donné lieu à publi
ation dans l'arti
leTowards Ludi
s Programming : Intera
tive Proof Sear
h [Sau08b℄.Sommaire12.1 Motivation de la re
her
he de preuve intera
tive . . . . . . . . 26612.1.1 Cher
her des preuves intera
tivement . . . . . . . . . . . . . . . 26812.1.2 Re
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odage des programmes logiques propositionnels . . . . . . . 287
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12.1. Motivation de la re
her
he de preuve intera
tiveThéorie de la démonstration et 
al
ul. De ré
entes avan
ées en théorie de la dé-monstration ont 
onduit à des développements majeurs en théorie des langages de pro-grammation. La modélisation du 
al
ul par des preuves a eu un impa
t profond sur lesétudes fondamentales des langages de programmation de même que sur les questions pra-tiques liées à leur implémentation, en fournissant de puissants outils d'analyse formelledes propriétés de programmes. Les langages de programmation dé
laratifs ont été reliésde plusieurs manières à la théorie mathématique de preuves : d'un 
�té, le paradigme du�
al
ul 
omme rédu
tion de preuve� a fourni un fondement aux langages de programma-tion fon
tionnelle grâ
e à la 
orrespondan
e bien 
onnue de Curry-Howard [How80℄. D'unautre 
�té, le paradigme de �
al
ul 
omme re
her
he de preuve� a fourni un fondement àla programmation logique : le 
al
ul d'un programme y est vu 
omme la re
her
he d'unepreuve dans un 
ertain système dédu
tif.Le 
al
ul 
omme re
her
he de preuve. Les preuves uniformes et les langages deprogrammation logique abstraits [MNPS91℄ ainsi que la propriété de fo
alisation [And92℄(voir 
hapitre 9) en logique linéaire [Gir87a℄ ont permis de 
onsidérer la re
her
he de preuve
omme un modèle de 
al
ul pour des fragments beau
oup plus ri
hes que les systèmesoriginaux de 
lauses de Horn du premier ordre pour lesquels on utilise la méthode derésolution et qui fondaient la programmation logique (Formules héréditaires de Harrop,logiques d'ordre supérieur, logique linéaire) et de béné�
ier des propriétés géométriques etde la stru
ture ri
he du 
al
ul des séquents 
e qui a enri
hi la dynamique de la re
her
heet don
 les formes de 
al
ul que l'on pouvait modéliser logiquement. Ainsi, dans le modèledes preuves uniformes, pré
urseur de la fo
alisation, le 
al
ul sera modélisé 
omme lare
her
he d'une preuve d'un séquent P ⊢ G où P représente le programme logique et où Greprésente le but à 
al
uler. Le 
al
ul pro
ède alors 
omme la re
her
he d'une preuve de
P ⊢ G, re
her
he dirigée par le but G, le programme logique P n'étant utilisé que grâ
eau ba
k
haining (
haînage arrière) quand le but est une formule atomique.Cela a profondément in�uen
é la 
on
eption des langages de programmation logique enpermettant de 
apturer de nombreuses primitives 
al
ulatoires supplémentaires de manièrelogique (programmation d'ordre supérieur, modules, gestion des ressour
es, primitives de
on
urren
e...). Néanmoins, des 
onstru
tions essentielles des langages logiques n'ont paspu être traitées de manière satisfaisante en 
onservant une appro
he logique en parti
ulieren 
e qui 
on
erne les mé
anismes de 
ontr�le de l'exé
ution [Nai86, Nai95℄ (ba
ktra
king,ba
ktra
king intelligent, prédi
at de 
oupure (
ut)...). En 
onséquen
e, des parties impor-tantes de 
es langages n'ont pas de sémantique logique bien établie. Cela entraîne qu'il n'estpas fa
ile d'analyser et de raisonner à propos des programmes qui utilisent 
es 
onstru
tionsmême s'ils sont extrêmement nombreux en programmation en Prolog.L'une des dire
tions de re
her
he qui remonte presque aux début de la re
her
he depreuve 
omme paradigme de 
al
ul 
onsiste à 
her
her à traiter logiquement 
es primitivesextra-logiques de manière à se rappro
her de la 
orrespondan
e idéale : �Algorithme =Logique� [Mil99℄. On peut à 
e sujet dresser une 
omparaison qui nous semble utile eté
larairante ave
 le 
as de la programmation fon
tionnelle : le fait d'étendre la 
orrespon-dan
e de Curry-Howard à la logique 
lassique a permis de 
apturer logiquement plusieursopérateurs de 
ontr�le qui étaient utilisés en pratique (
omme le 
all/

 notamment)266



grâ
e aux règles de typage de 
es opérateurs [Gri90b℄ ou grâ
e à des extensions du λ-
al
ul
omme le λµ-
al
ul de Parigot [Par92℄ (voir la première partie de 
ette thèse).Pourquoi est-il si di�
ile de traiter logiquement le 
ontr�le ? Pourtant, jusqu'àprésent, on n'est pas parvenu à un tel résultat du 
�té de la programmation logique, 
equi peut être vu 
omme le résultat d'un dé
alage entre la re
her
he de preuve en 
al
uldes séquents et la programmation logique : alors qu'en 
al
ul des séquents on manipuledes preuves, le pro
essus de re
her
he et de 
onstru
tion d'une preuve n'a pas a�aire à despreuves jusqu'à 
e que le 
al
ul soit a
hevé. Au lieu de 
ela, les objets de la re
her
he depreuve sont des preuves partielles (ou des preuves ouvertes) qui peuvent se révéler ne pas
onduire du tout à une preuve mais à un é
he
. De telles re
her
hes de preuve é
houées nefont pas partie de la théorie de la démonstration du 
al
ul des séquents.En outre, alors qu'on 
onsidère qu'un séquent représente l'état d'un 
al
ul, l'élémentessentiel pour la re
her
he de preuve ne réside pas dans les séquents eux-mêmes, mais dansles règles d'inféren
e qui sont appliquées à 
es séquents. Ainsi, la dynamique elle-même du
al
ul ne 
orrespond pas bien à la théorie dans laquelle nous travaillons.En�n, un autre élément qui peut 
ontribuer à rendre di�
ile la modélisation du 
ontr�ledans les appro
hes habituelles ave
 le 
al
ul des séquents est le 
ara
tère inhomogène de
et appro
he dans laquelle une partie du 
al
ul est 
odée dans la logique utilisée, une autrepartie réside dans la grammaire de formule utilisable pour les 
lauses de programme eten�n où les stratégies de re
her
he et leur variantes opérées par les instru
tions de 
ontr�lesortent de 
e 
adre.Jeux et programmation logique. S'il semble assez naturel d'utiliser des formalismesde jeux pour la programmation logique, 
ette appro
he est loin d'être largement dévelop-pée. On peut même dire qu'elle a été étonnamment peu investiguée depuis les début desre
her
hes en programmation logique :� Van Emden a été le premier à remarquer les 
onne
tions qui existaient entre les
al
uls en programmation logique et les jeux à deux joueurs utilisant l'algorithme
αβ [vE86℄.� Cette appro
he a été reprise plus ré
emment et approfondie par Loddo et al. [CLN98,LC00, Lod02℄ et appliquée à la programmation logique ave
 
ontraintes.� Pym et Ritter [PR04, PR05℄ ont pour leur part proposé une sémantique des jeuxpour les preuves uniformes et le ba
ktra
king en reliant prouvabilité intuitionnisteet prouvabilité 
lassique (et en utilisant les preuves 
lassiques pour sto
ker plusieurstentatives de re
her
hes de preuves intuitionnistes)� tandis que nous avons proposé ave
 Miller [MS06℄ une appro
he neutre des preuvespour les preuves et les réfutations inspirée par le mé
anisme de re
her
he de Prolog,
e qui a été étendu plus ré
emment par Delande et Miller [DM08℄.� Tout ré
emment, Galanaki et al. [GRW08℄ ont proposé une généralisation des jeuxde van Emden pour les programmes logiques ave
 négation bien-fondée.Alors que la dynamique de la re
her
he de preuve 
on
erne des preuves partielles, lathéorie de la démonstration du 
al
ul des séquents est une théorie de preuves 
omplètes. Ilest don
 di�
ile de parler des é
he
s, du ba
ktra
k ou du fait de 
hanger de stratégie dere
her
he (
omme 
e qui est fait ave
 le prédi
at de 
oupure 
ut de Prolog) dans 
e 
adre.Nous proposons de 
onsidérer une autre appro
he qui 
onsidérera la re
her
he de preuveintera
tivement. 267



12.1.1 Cher
her des preuves intera
tivementDans le paradigme du 
al
ul 
omme re
her
he de preuve, un séquent P ⊢ G 
orres-pond à l'état 
ourant du 
al
ul mais il s'agit également d'une manière de 
ontraindre le
al
ul à e�e
tuer. De la même manière, les restri
tions sur les règles d'inféren
e autorisées(
omme en logique linéaire) ou sur les stratégies de démonstration imposent égalementdes 
ontraintes à la re
her
he de preuve. Mais tout 
e
i est impli
ite et n'est pas fait ex-pli
itement. En parti
ulier, il est assez di�
ile d'analyser 
es 
ontraintes en théorie dela démonstration elle-même quand bien même 
e serait très utile puisque d'importantesprimitives de programmation dépendent de telles 
ontraintes.L'appro
he intera
tive de la re
her
he de preuve que nous étudions vise pré
isémentà rendre expli
ites 
es 
ontraintes sur la re
her
he de preuve : au lieu de 
onstruire unepreuve dépendant d'un séquent donné, on 
onsidérera la 
onstru
tion d'une preuve quidoit passer 
ertains tests, qui sera opposée à des tentatives de réfutation. Ces tests aurontla forme de (para)preuves et seront don
 
onstruits dans le même système que 
elui danslequel on 
her
he les preuves.Le modèle de la re
her
he de preuve intera
tive. Nous souhaitons développer un
adre 
al
ulatoire 
orrespondant à 
e qui suit :� Nous souhaitons 
her
her une preuve D de ⊢ A.� La formule A est en fait donnée 
omme un ensemble de tests (les tests qui doivent êtrepassés ave
 su

ès par la preuve que nous sommes en train de 
onstruire) : (Ei)i∈I� La 
onstru
tion de preuve pro
ède alors par 
onsensus ave
 les tests : D peut êtredéveloppée ave
 la règle R seulement si l'objet obtenu interagit bien ave
 tous lestests.� Après un 
ertain nombre d'étapes de 
al
ul, il se peut que nous ayons un objet quine puisse plus être étendu. Soit la 
onstru
tion est terminée par
e que D ne peutpas réussir 
ertains des tests, soit par
e que tous les tests sont satisfaits et que plusau
une 
ontrainte ne s'applique à D et qu'il n'y a pas de raison de vouloir l'étendreplus. Dans le premier 
as, on a un é
he
 et dans le se
ond un su

ès.� Un élément intéressant ave
 
ette appro
he intera
tive réside dans le fait que le 
adreest symétrique : D est testé par Ei mais il peut aussi servir de test pour les Eis. Enparti
ulier, les é
he
s peuvent être des objets intéressants et utiles. Si le résultat d'un
al
ul est un é
he
 Dz, on pourrait souhaiter tenter une nouvelle re
her
he. En e�et,il se peut qu'à un 
ertain point nous ayons 
hoisi la mauvaise manière d'étendre Det que 
ela 
ause l'é
he
 alors qu'une autre manière de 
onstruire D aurait 
onduit àun su

ès. Il y a une manière standard de ba
tra
ker, qui 
onsiste à e�a
er 
ertainesparties de Dz et à essayer une autre 
onstru
tion. Mais puisque nous sommes dansun 
adre intera
tif, il y a une autre option qui 
onsiste à utiliser Dz de manière àproduire plus de tests : les EDz

j imposeront de nouvelles 
ontraintes à la re
her
hed'une preuve qui devrait don
 être di�érente de l'é
he
 Dz.On utilisera l'abbréviation IPS pour désigner la re
her
he de preuve intera
tive, pourl'anglais intera
tive proof sear
h.12.1.2 Re
her
her des preuves intera
tivement, dans MALLAjouter de nouvelles preuves : MALLz. Si nous voulons re
her
her des preuves parintera
tion dans MALL, nous devons élargir l'ensemble des objets de preuves que nousaurons à disposition puisque nous n'avons jamais à la fois une preuve de A et de A⊥ dansMALL. Nous allons don
 
onsidérer des preuves dans MALLz, 
'est-à-dire des preuves268



Environnement de Test Espa
e de Re
her
he Intera
tive
E2 I տր

E1 P ↑ ↑ ր
E3 E6 S տ↑ր

E4 E5 DFig. 12.1 �
onstruites dans MALL sans atomes auquel on a ajouté la règle z, qui peut s'appliquer àtout séquent ⊢ Γ qui ne 
ontient au
une formule négative :
⊢ Γ

zEn outre, de manière à distinguer plus fa
ilement les o

urren
es de formules, nousallons attribuer des indi
es aux formules intermédiaires, anti
ipant ainsi sur l'introdu
tiondes lieux que nous utiliserons lorsque nous travaillerons dire
tement en ludique.Un exemple de re
her
he intera
tive dans MALLz. Soient D0 et D1 les deuxparapreuves (ou tests) du séquent ⊢ 10 N (⊥10 ⊕1 ⊥11) données 
i-dessous :
Di =

⊢ 10
[1]

⊢ z
⊢ ⊥1i

[⊥]

⊢ ⊥10 ⊕1 ⊥11
[⊕i]

⊢ 10 N (⊥10 ⊕1 ⊥11)
[N] ave
 i ∈ {0, 1}Supposons maintenant que l'on 
her
he à 
onstruire une parapreuve D qui passerait lesdeux tests D0 et D1, 
'est-à-dire que D devrait être une preuve de MALLz du séquent

⊢ ⊥0 ⊕ (110 N1 111) telle que, en 
onstruisant les parapreuves Di D

⊢ cut (i ∈ {0, 1}) en
oupant D ave
 les D0 et D1 respe
tivement, l'élimination de 
oupure normalise :
Di

⊢ 10 N (⊥10 ⊕1 ⊥11)
D

⊢ ⊥0 ⊕ (110 N1 111)

⊢ cut
 cut−elim ⊢ zLa rédu
tion de 
oupures de E0 et E1 imposera des 
ontraintes sur D qui peuvent êtreutilisées 
omme guide pour 
her
her une parapreuve de ⊢ ⊥0 ⊕ (110 N1 111).On peut ainsi partir d'une preuve D non spé
i�ée, la 
ouper ave
 D0 et D1 et étendrela preuve D en fon
tion de possibilités d'intera
tion o�ertes par D0 et D1. Dans le 
asparti
ulier que nous 
onsidérons, nous pouvons par exemple obtenir par intera
tion lesdeux MALLz-preuves :

D =

⊢ 110
[1]⋆0

⊢ 111
[1]⋆1

⊢ 110 N1 111
[N]

⊢ ⊥0 ⊕ (110 N1 111)
[⊕1]269



ou ave

D ′ =

⊢ z

⊢ ⊥0
[⊥]

⊢ ⊥0 ⊕ (110 N1 111)
[⊕0]Les deux MALLz-preuves sont justi�ées 
omme suit :� Dans le 
as de D, la preuve en 
onstru
tion, en utilisant la règle [⊕1], a poursuivil'intera
tion dans les bran
hes prémisses de droite des règles [N] de D0 et D1, puis,pour pouvoir interagir à la fois ave
 la règle [⊕0] de D0 et la règle [⊕1] de D1, lare
her
he intera
tive doit ajouter une règle [N] au-dessus de [⊕1]. À 
e point, laprémisse de gau
he de [N] dans D interagit ave
 D0 tandis que la prémisse de droiteinteragit ave
 D1 : la bran
he qui se termine en ⋆i a été 
onstruite en interagissantave
 Di, 
haque règle [1] 
orrespondant à l'intera
tion ave
 l'une des deux règles [⊥].Comme en ludique, la normalisation se termine lorsqu'une règle z est ren
ontrée.Dans notre modèle, 
ela s'interprète 
omme le fait que les tests D0 et D1 mettent �nà leur test, en abandonnant la partie, et don
 en n'imposant plus de 
ontrainte à D.� La 
onstru
tion de D ′ a débuté en utilisant la règle [⊕0], 
'est don
 ave
 les prémissesde gau
he de la règle [N] de D0 et D1 que la parapreuve en 
onstru
tion devrainteragir. Pla
ée fa
e à une règle [1], la preuve en 
onstru
tion D ′ utilise une règle

[⊥], mais 
e faisant, elle se retrouve ave
 un séquent vide pour lequel seule la règle zest disponible. D ′ utilise don
 z et 
ette 
onstru
tion intera
tive aboutit don
 à uné
he
. Ainsi, dans la 
onstru
tion de D ′ les tests Di ont pu déte
ter l'�erreur� que
ontenait D ′ (le fait qu'elle utilisait le daimon) sans pour autant révéler à D ′ qu'ellesmêmes utilisaient un daimon.Pas de re
her
he sans intera
tion. Une autre possibilité aurait été qu'à la pla
e desrègles [1], D0 et D1 aient utilisé une règle z :
Dz

i =

⊢ 10
z

⊢ z
⊢ ⊥1i

[⊥]

⊢ ⊥10 ⊕1 ⊥11
[⊕i]

⊢ 10 N (⊥10 ⊕1 ⊥11)
[N] ave
 i ∈ {0, 1}Dans 
e 
as, elles auraient abandonné l'intera
tion avant de dé
ouvrir que D ′ ne pouvaitpas progresser plus loin, et l'intera
tion se serait don
 terminée sur une preuve D ′′ de laforme :

D ′′ =
⊢ ⊥0

[
⊥|∅

]

⊢ ⊥0 ⊕ (110 N1 111)
[⊕0](la notation [

⊥|∅
] sera expliquée plus tard).On remarque qu'au 
ours de la 
onstru
tion de D et de D ′, on n'a jamais utilisé lastru
ture du séquent pour 
hoisir les règles à développer ; d'ailleurs la re
her
he menant à

D ′′ s'interrompt alors qu'il y a en
ore des séquents non 
los par
e que plus au
une 
ontraintene s'applique à la 
onstru
tion en 
ours.L'utilisation de la règle [N] dans les tests Di laisse le 
hoix, lors de la 
onstru
tionintera
tive, entre l'intera
tion ave
 la prémisse de gau
he ou de droite, 
'est-à-dire le 
hoixentre les deux règles [⊕0] et [⊕1]. 270



On aurait également pu se trouver dans le 
as suivant :
E0 =

⊢ 10
[1]

⊢ z
⊢ ⊥1i

[⊥]

⊢ ⊥10 ⊕1 ⊥11
[⊕0]

⊢ 10 N (⊥10 ⊕1 ⊥11)
[N]

E1 =

⊢ 10
[1] ⊢ ⊥10 ⊕1 ⊥11

z

⊢ 10 N (⊥10 ⊕1 ⊥11)
[N]Dans 
e 
as, si la 
onstru
tion intera
tive développe l'intera
tion ave
 les prémisses dedroite du [N], le test E0 
ontraint de la même manière qu'auparavant la 
onstru
tion inter-a
tive tandis que E1 abandonne le test de manière prématurée. La parapreuve 
onstruiteintera
tivement est alors de la forme :

E =

⊢ 110
[1]⋆0

⊢ 110 N1 111

[
N|0

]

⊢ ⊥0 ⊕ (110 N1 111)
[⊕1]où seule la prémisse de gau
he du [N] a été 
onstruite, l'autre n'ayant pas de raison de sedévelopper puisque ne se voyant pas appliquer de 
ontrainte.On 
onstate ainsi que la preuve E 
onstruite intera
tivement utilise une règle d'inféren
equi n'était pas dans le système MALLz, la règle [

N|0
], de même qu'un peu plus haut nousavons ren
ontré l'inféren
e [

⊥|∅
].Puisque nous 
her
hons à 
onstruire un système symétrique où la 
onstru
tion despreuves est guidée par des objets de même nature que les preuves elles-mêmes, nous devrionsautoriser les tests à utiliser 
e genre d'inféren
es.Au delà de MALLz. On pourrait don
 ajouter les parapreuves D2 et D3 suivantes quin'utilisent que des règles d'inféren
es partielles pour [N] à l'ensemble des tests :

D2 =

⊢ 10
z

⊢ 10 N (⊥10 ⊕1 ⊥11)

[
N|0

]
D3 =

⊢ ⊥10 ⊕ ⊥11
z

⊢ 10 N (⊥10 ⊕1 ⊥11)

[
N|1

]On 
onstate que l'ajout de 
es tests fait apparaître de nouveaux 
omportements dere
her
he intera
tive :� si D2 fait partie de l'environnement de normalisation alors D est for
ée d'utiliser
[⊕0] 
omme première règle 
ar la règle [⊕1] ne permettrait pas à la rédu
tion de
oupure de progresser ;� alors que si on fait une re
her
he de preuve intera
tive ave
 D3, 
ela interdirait lare
her
he qui avait 
onduit à un é
he
 en forçant la séle
tion de la règle [⊕1].

D2 et D3 peuvent don
 être utilisées pour interdire 
ertaines 
onstru
tions intera
tives.Imaginons par exemple que nous ayons 
onstruit la parapreuve D ′ au 
ours d'une premièrere
her
he, re
her
he intera
tive qui nous a don
 
onduit à un é
he
 via l'utilisation de larègle z. Si nous ajoutons à l'ensemble de tests, 
onsituté de D0 et D1, le nouveau test D3,alors nous sommes 
ertains qu'une nouvelle re
her
he évitera l'exploration de la bran
hede gau
he du [N] puisque le test D3 est in
apable d'interagir selon 
ette bran
he. Ce
i estla base de l'idée du traitement intera
tif du ba
ktra
king.Vers la ludique. Cette brève étude nous a montré qu'il y a de nombreuses possibilitésde guider (ou 
ontraindre) intera
tivement la re
her
he de preuve.Pourtant, il est né
essaire d'a�aiblir 
ertains prin
ipes logiques (qui, d'habitude, nousassurent de la 
ohéren
e du raisonnement logique et sont pré
isément les raisons pour les-quelles il est souhaitable d'utiliser la logique). Par exemple, il est né
essaire d'ajouter le271



E =
ξ,{0,1,2}

ξ0 {1}

ξ01,I01

ξ1 {1}

ξ11,I11

ξ2 {1}

ξ21,I21

z

Fig. 12.2 � Le dessein E.daimon z qui permet de prouver n'importe quel séquent, mais il est également importantd'admettre des règles d'inféren
e �partielles� (
omme dans D2 et D3), règle dont le sta-tut n'est pas 
lair ; il faut également re
onsidérer d'autres prin
ipes de la logique linéaire(
omme la limitation de l'a�aiblissement par exemple).Ces éléments 
onstituent 
ertaines des raisons pour lesquelles nous nous tournons main-tenant vers la ludique pour développer plus formellement 
ette théorie de la re
her
he depreuve intera
tive puisque la ludique fournit une bonne théorie de l'intera
tion ainsi quela possibilité de 
onsidérer simplement l'ensemble des éléments déjà évoqués. En outre, leniveau d'abstra
tion de la ludique est intéressant pour développer le type de modèle quinous intéresse et les règles partielles qui n'ont pas de statut 
lair dans MALLz ne poserontau
un problème en ludique.12.2. Idée de l'algorithme de re
her
he de preuve intera
tiveAvant d'introduire la ma
hine abstraite pour la re
her
he de preuve intera
tive enludique, nous expliquons 
omment fon
tionne la re
her
he de preuve intera
tive sur unexemple simple de manière à montrer les prin
ipales stru
tures mises en ÷uvre dans lare
her
he. On 
onsidère une re
her
he intera
tive guidée par un environnement de test trèssimple 
onstitué d'un seul dessein présenté en �gure 12.2, la pro
édure dé
rite 
i-dessousest illustrée par la �gure 12.3.On se donne don
 l'environnement 
onstitué du dessein {E} que l'on utilise pour 
onstruireun dessein D.0. Pour 
ommen
er, D0 est vide et nous n'avons visité que le 
hemin vide :
Path0 = ǫ1. E est un dessein négatif, il s'agit don
 d'une forêt : le dessein pourrait 
ommen
erpar plusieurs a
tions négatives de foyer ξ, et il nous faudrait 
hoisir de suivre l'uned'entre elles au 
ours du pro
essus de normalisation. Ses a
tions initiales sont dansInitE = {(ξ, {0, 1, 2})−}. On 
hoisit don
 une a
tion κ−1 dans InitE et on ajoute κ1νau 
hemin de normalisation et κ+

1 devient la première a
tion de D :
Path1 = 〈(ξ, {0, 1, 2})〉 = 〈κ1ν〉272



D0 = ∅ D1 = ξ {0,1,2} D2 = ξ {0,1,2}
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Fig. 12.3 � Re
her
he Intera
tive pour D.2. Le dessein D en 
onstru
tion pourrait avoir plusieurs a
tions négatives au dessus de
κ+

1 mais à 
e point, la normalisation ne suivrait qu'une seule a
tion qui 
orrespondraità l'a
tion positive après κ−1 dans E. Cette a
tion est κ+
2 = (ξ0, {1})+ et don
 :

Path2 = 〈κ1ν , κ2ν〉3. Dans E, κ+
2 est suivie par les a
tions dans {(ξ01, I01)−}, on 
hoisit κ−3 dans 
etensemble et on étend Path2 ave
 κ3ν et D ave
 κ+

3 :
Path3 = 〈κ1ν , κ2ν , κ3ν〉4. Dans E, κ−3 n'est suivi que de l'a
tion κ+

4 = (ξ1, {1})+ et don
 Path3 sera étendue par
κ4ν . D4 doit 
ontenir κ−4 de manière à interagir 
orre
tement ave
 l'environnement,mais 
ette a
tion négative doit être pla
ée juste avant l'a
tion positive qui la justi�e.La bran
he 
onduisant à κ−4 dans D est donnée par : pκ1ν , κ2ν , κ3ν , κ4νq

− = κ+
1 , κ

−
4et don
 :

Path4 = 〈κ1ν , κ2ν , κ3ν , κ4ν〉5. Dans E, Succ(κ+
4 ) = {(ξ11, I11)−}. On ajoute alors l'a
tion κ+

5 à D5 et on étendalors la dispute 
omme suit :
Path5 = 〈κ1ν , . . . , κ5ν〉6. . . .8. Dans E, κ−7 est suivie par une a
tion unique, κ+

8 = z. La normalisation se termineave
 E en utilisant z et la dispute �nale est :
[D⇋ E] = 〈κ1ν , . . . , κ7ν ,z〉273



→ Après le pro
essus d'IPS, on a 
onstruit un dessein D sur la base ⊢ ξ tel que [[D,E℄℄ = z,le daimon étant 
ausé par E.Cet exemple avait pour but d'illustrer les mé
anismes de base que nous ren
ontreronsen faisant de la re
her
he de preuve intera
tive. L'exemple que nous avons 
hoisi était biensûr volontairement simpli�
ateur et 
ertains phénomènes qui ne se sont pas présentés dansl'exemple pré
édent devront être traité par la suite :� Le dessein E n'avait pas de bran
hement. Cela implique plusieurs 
hoses :1. l'ensemble Init des a
tions disponibles 
ontenait toujours exa
tement une a
-tion. Dans le 
as général, on pourrait avoir à 
hoisir entre plusieurs a
tions ;2. s'il y avait bran
hement, 
e bran
hement pourrait être de deux types : additifou multipli
atif. Plus pré
isément, au niveau des 
hroniques on peut avoir unbran
hement pour deux raisons : soit par
e que l'a
tion positive est suivie deplusieurs desseins négatifs (
'est le bran
hement multipli
atif du ⊗ de LL),soit par
e que le dessein négatif qui suit l'a
tion positive est une forêt, qu'il
ommen
e par plusieurs a
tions négatives (
'est le bran
hement additif du N deLL). On peut bien sûr avoir une 
ombinaison des deux...Ces deux 
as de bran
hement devront être traités de manières distin
tes, no-tamment du point de vue des 
ontinuations de l'intera
tion ;3. dans l'exemple, les a
tions du dessein en 
onstru
tion sont systématiquementjusti�ées par l'a
tion qui les pré
ède immédiatement. Ce
i est également dû aufait que Init est un singleton. Dans le 
as général, on n'aura pas for
ément 
ephénomène ;4. Il se pourrait également que Init soit vide...� L'environnement de tests n'est 
onstitué que d'un seul dessein E. Nous devrons traiterle 
as général où plusieurs tests 
ontraignent l'intera
tion et où il y a des syn
hroni-sations entre les tests ;� Suivre le dépla
ement de l'intera
tion dans E était fa
ile dans 
et exemple, maisil faudra faire parti
ulièrement attention à 
e point quand on traitera la ma
hineabstraite, en parti
ulier au sujet de la syn
hronisation des tests.� Lorsque plusieurs a
tions sont disponibles, pour poursuivre l'intera
tion, il faut 
hoi-sir parmi 
es a
tions. Il y a i
i une question de non-déterminisme qu'il faudra traiter,mais par ailleurs, il pourrait arriver que parmi toutes les a
tions disponibles dans
Init (du fait du bran
hement positif, mais peut-être également du fait de bran
he-ments antérieurs qui ont laissé des a
tions disponibles), 
ertaines a
tions ne soient enfait pas utilisables à 
e point par
e que la 
hronique que l'on doit étendre ne justi�epas 
es a
tions. Il faudra don
 e�e
tuer un test de justi�
ation en séle
tionnant lespossibilités d'extension d'une 
hronique.Nous introduisons maintenant les dé�nitions formelles qui sont né
essaires pour donnerune dé�nition pré
ise du pro
essus de re
her
he de preuve intera
tive.12.3. La SLAM, Sear
hing LAMOn va 
onsidérer dans 
ette se
tion des ma
hines abstraites pour la re
her
he de preuveintera
tive que nous appelerons SLAM-1 ou SLAM-n selon le 
as, la Sear
hing Lo
i Abs-tra
t Ma
hine. 274
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Fig. 12.4 �12.3.1 La SLAM-1Nous 
ommençons par introduire une ma
hine abstraite pour la re
her
he intera
tive dedesseins dans le 
as restreint de la se
tion pré
édente, 
'est-à-dire quand l'environnementde tests initial n'est 
onstitué que d'un seul dessein E.Dé�nition 12.1 (États de la SLAM-1 )Les états de la SLAM-1 sont des triplets 〈p • E | D〉 d'une suite d'a
tions neutres p,d'un ensemble de desseins E (l'environnement de tests 
ourant) 
ontenant au plus undessein positif et un ensemble de 
hroniques D (le dessein en 
onstru
tion, pour lequel
p est un 
hemin de visite).Un état initial est de la forme 〈ǫ • {E} | ∅〉.Un état �nal de la forme 〈p • ∅ | D〉.Un état de la SLAM-1 représente un point d'une intera
tion de E ave
 le dessein D en
onstru
tion : la dispute p a déjà été visitée par l'intera
tion et les desseins de E sont lesrésidus de E à 
e point de l'intera
tion. Si R est le réseau de 
oupure atteint à partir de

(D,E) après la dispute p, alors les desseins de E 
orrespondent à la portion du réseau Rqui est 
onstituée de sous-desseins de E.Une transition de la ma
hine va don
 
onsister à :� poursuivre la dispute par une a
tion κ ;� mettre à jour l'environnement E après le 
oup κ ;� ajouter l'extension de D qui aura été 
al
ulée intera
tivement.Une question qui se pose immédiatement est de savoir où pla
er l'a
tion que l'on vaajouter. Comme on l'a déjà expliqué, 
'est la vue qui nous indiquera où pla
er 
ette a
tion :� dans le 
as de l'ajout d'une a
tion négative, il n'y a pas de problème puisque lavue déterminera quelle a
tion pré
édemment visitée justi�e l'a
tion que l'on souhaiteajouter et pla
er l'a
tion au bon endroit ;� dans le 
as de l'ajout d'une a
tion positive, en revan
he, les 
hoses doivent êtretraitées ave
 un peu plus d'attention. En e�et, pp · κq+ = ppq− · κ+ et on n'a en soiau
une assuran
e que l'a
tion κ est bien justi�ée dans ppq−.Il est d'ailleurs fa
ile de trouver des exemples où 
e n'est pas le 
as : en 
onsidérantles desseins de la �gure 12.4, le dessein E est un dessein de test grâ
e auquel on
onstruit intera
tivement le dessein D. On doit étendre D au niveau de la bran
henotée ⋆ et pour 
ela, on a deux a
tions disponibles : soit l'a
tion (11, I ′)−, soit l'a
tion
(01, J)− (qui était déjà disponible plus t�t). Pourtant, parmi 
es deux a
tions, uneseule, (11, I ′)−, serait justi�ée si on la plaçait au dessus de (1, {1})−.275



La remarque pré
édente nous 
onduit aux deux dé�nitions suivantes :Dé�nition 12.2 (Init(E))Soit E une famille de desseins négatifs : E = (Di)i∈I où 
haque Di est de la forme :
Di = {κi

j
− ·Di

j, j ∈ Ji}

Init(E) est l'ensemble d'a
tions négatives dé�ni 
omme :
Init(E) = {κi

j
−

tq i ∈ I, j ∈ Ji}Dé�nition 12.3 (ℑ(p, Init, D))Soit p une suite d'a
tions neutres et Init un ensemble d'a
tions négatives et D unensemble de 
hroniques. On pose :
ℑ(p, Init,D) = {κ ∈ Init / κ est justi�ée par une a
tion de ppq−.}Remarque 12.4Dans la dé�nition pré
édente, la 
omposante D n'est pas utilisée. Elle nous sera utilepour la généralisation de la ma
hine à des environnement généraux pour laquelle nousadapterons la dé�nition de ℑ(p, Init,D).Nous donnons don
 
i-dessous la dé�nition de la ma
hine :Dé�nition 12.5 (La SLAM-1 non-déterministe)Étant donné un dessein atomique E, la ma
hine est dé�nie 
omme suit :� État initial : 〈ǫ • {E} | ∅〉� Transitions : 〈p • E | D〉 −→ 〈p′ • E′ | D′〉� Si E 
ontient un dessein positif D+ = κ+ · {D′j, j ∈ J} alors si κ+ est unea
tion propre :� p′ = p · κ� E′ = E \ {D+} ∪ {D′j , j ∈ J}� D′ = D ∪ {pp · κq−}sinon, κ+ = z et un état �nal, 〈p ·z • ∅ | D〉, est atteint.� Si E 
ontient seulement des desseins négatifs (Di)i∈I , alors soit Init = ℑ(p, Init(E),D).De deux 
hoses l'une, soit Init 6= ∅ et on 
hoisit un i ∈ I et un j ∈ Ji tels que

κi
j
− ∈ Init et on pose :� p′ = p · κi

j� E′ = E \ {Di} ∪ {Di
j}� D′ = D ∪ {pp · κi

jq
+}Sinon, Init = ∅ et alors on ajoute la 
hronique pp ·zq+ au dessein en 
onstru
-tion, et on a atteint un état �nal : 〈p • ∅ | D ∪ {pp ·zq+}〉.Dé�nition 12.6 (Résultat de la SLAM-1 )Le résultat d'une exé
ution de la ma
hine 
onsiste en la troisième 
omposante d'unétat �nal. 276



La ma
hine que l'on vient de dé
rire est non-déterministe : nous avons vu dans l'exemplede MALLz ainsi qu'à la se
tion pré
édente qu'il peut y avoir à faire des 
hoix pendant l'IPSquand plusieurs a
tions négatives sont disponibles. En e�et, la poursuite de la re
her
heintera
tive passe alors par le 
hoix d'une de 
es a
tions négatives disponibles de manière àajouter l'a
tion positive 
orrespondante dans le dessein en 
onstru
tion.Dans l'optique de dé�nir une ma
hine qui e�e
tuerait une re
her
he déterministe (parexemple une stratégie de re
her
he en profondeur d'abord ave
 séle
tion à gau
he), nousintroduisons des fon
tions de séle
tion qui paramétreront la ma
hine abstraite donnéepré
édemment :Dé�nition 12.7 (Fon
tion de séle
tion)Une fon
tion de séle
tion prend 
omme argument un état S de la ma
hine et unensemble d'a
tions négatives Init et retourne un sous-ensemble de Init, qui n'est pasvide, à moins que Init soit lui-même vide.Une fon
tion de séle
tion Select est dite déterministe quand Select(S, Init) estun singleton sauf si Init = ∅.Remarque 12.8Quand on prend 
omme fon
tion de séle
tion la se
onde proje
tion, on retrouvera lama
hine non-déterministe pré
édente.Dé�nition 12.9 (La SLAM-1 )Soit Select une fon
tion de séle
tion et E un dessein atomique.La SLAM-1 est dé�nie 
omme suit :État Initial : 〈ǫ • {E} | ∅〉Transitions : 〈p • E | D〉 −→ 〈p′ • E′ | D′〉� Cas positif. Si E 
ontient un dessein positif D+ = κ+ · {D′j, j ∈ J} et desdesseins négatifs (Di)i∈I .Si κ+ = z, alors on atteint l'état �nal 〈p ·z • ∅ | D〉.Sinon, κ+ est une a
tion propre et on pose :(i) p′ = p · κ,(ii) E′ = E \ {D+} ∪ {D′j , j ∈ J} = {Di, i ∈ I} ∪ {D′j , j ∈ J} et(iii) D′ = D ∪ {pp · κq−}.� Cas négatif. Si E ne 
ontient que des desseins négatifs (Di = {κi
j
− · Di

j, j ∈
Ji})i∈I . Soit Init = ℑ(p, Init(E),D).Si Select(〈p •E | D〉, Init) 6= ∅, on 
hoisit une a
tion κ ∈ Select(〈p •E | D〉, Init)� éventuellement la seule a
tion κ disponible si Select est déterministe � et on
onsidère Di (i ∈ I) le dessein négatif dont κ est une a
tion initiale et Di

j (j ∈ Ji)le dessein positif immédiatement positif au-dessus de κ dans Di (ie. κ = κi
j).On pose alors :(i) p′ = p · κ,(ii) E′ = E \ {Di} ∪ {Di

j} et(iii) D′ = D ∪ {pp · κq+}.Si Init = ∅, on ajoute la 
hronique pp ·zq+ au dessein en 
onstru
tion et on aatteint l'état �nal 〈p • ∅ | D ∪ {pp ·zq+}〉.Un résultat de la ma
hine 
onsiste en la troisième 
omposante d'un état �nal.277



Proposition 12.10Dans le 
as où E ne 
ontient que des desseins négatifs, une fois qu'on a séle
tionné unea
tion κ, 
ela détermine e�e
tivement un unique dessein négatif.Démonstration : On véri�e que tout au long des transitions de la ma
hine, les di�érentsdesseins qui 
onstituent les Ei 
ontiennent bien des ensembles d'a
tions disjointes.On part d'un état initial où E est réduit à un unique dessein, la 
ondition estainsi véri�ée.Lorsqu'on fait une transition, 〈p • E | D〉 −→ 〈p′ • E′ | D′〉, on a parhypothèse que les desseins de E véri�ent la 
ondition et on en 
on
lut que dans lesdeux 
as de transition, la 
ondition est préservée :� Si E′ = E \ {Di} ∪ {Di
j} (
as de la transition négative), alors on a que toutea
tion de Di

j est présente dans Di et la 
ondition est évidemment préservée ;� Si E′ = {Di, i ∈ I}∪{D′
j, j ∈ J} (
as de la transition positive) alors d'une partles a
tions des D′

j , j ∈ J étaient toutes présentes dans D et sont don
 distin
tesdes a
tions des Di, i ∈ I et d'autre part les D′
j , j ∈ J ont des a
tions deux àdeux disjointes puisqu'ils sont le résultat d'un bran
hement multipli
atif et queleurs premières a
tions ont don
 des foyers di�érents (deux adresses di�érentes
réées par l'a
tion κ+ de D+), ils ne peuvent don
 y avoir d'a
tions identiquesdans deux D′

j et la 
ondition est véri�ée.
�12.3.2 Propriétés de la SLAM-1Nous étudions quelques propriétés des exé
utions de la SLAM-1. Nous 
onsidérons dansla suite une re
her
he de preuve intera
tive à partir de l'environnement de tests E.Les ensembles de 
hroniques 
onstruits par intera
tion pendant une évaluation de lama
hine satisfont les 
onditions de 
ohéren
e pour les desseins présentées en dé�nition 11.5,page 249 :Proposition 12.11Les résultats des exé
utions de la SLAM-1 sont des desseins.Démonstration : On véri�e qu'à tout moment d'une re
her
he de preuve intera
tive, à partirde la première transition, la troisième 
omposante de l'état véri�e les 
onditions desdesseins à l'ex
eption de la 
ondition de positivité.� Chroniques. Soit κǫ une a
tion de D obtenue après la dispute p · κ. La 
hro-nique de κ dans D est la vue de polarité ǫ, χ = pp · κqǫ.La 
ondition d'alternan
e de polarité est évidemment véri�ée par la dé�nitiondes vues qui sont des séquen
es d'a
tions de polarité alternante. La seule o

ur-ren
e de z dans D est lorsqu'on atteint l'état �nal, 
'est bien sûr à l'extrémitéd'une 
hronique. La 
ondition de justi�
ation est assurée par la dé�nition del'ensemble ℑ(p, Init(E),D) et la stru
ture des vues et le fait que le test E estun dessein (en e�et, si χ = pp · κqǫ, la 
hronique 
orrespondante à κ dans Eest pp ·κq−ǫ). Deux a
tions de χ ont for
ément des adresses di�érentes puisquetoutes les a
tions de p ont des adresses di�érentes (il s'agit d'une dispute de

E).� Positivité. La 
ondition de positivité est véri�ée pour une transition sur deux,dès que la dernière a
tion ajoutée est positive. Dans tous les 
as, la 
onditionpour obtenir un état �nal assure que la positivité est véri�ée puisque, quandl'état �nal est atteint dans le 
as positif, la 
ondition est véri�ée, et quandl'état �nal est atteint dans le 
as négatif, on ajoute une a
tion positive z quiassure que la 
ondition est respe
tée.� Bran
hement positif. La 
ondition de bran
hement positif est assurée parla stru
ture des vues qui nous servent à ajouter des a
tions dans le dessein278



en 
onstru
tion. En e�et, l'ajout d'une a
tion positive s'e�e
tue en prenantune vue positive pp · κq+ tandis que l'ajout d'une a
tion négative s'e�e
tueen prenant une vue négative pp · κq−. L'a
tion positive est ainsi ajoutée justeau-dessus de l'a
tion négative qui l'a pré
édée tandis que l'a
tion négative estpla
ée au-dessus de la pré
édente a
tion, dans p, qui la justi�e. Il ne peut don
pas y avoir de bran
hement après une a
tion négative (il y a une seule a
tionpositive) en revan
he rien n'interdit que plusieurs a
tions négatives distin
tessoient justi�ées par la même a
tion positive κ+, auquel 
as il y a un bran
he-ment au-dessus de κ+.� Partage additif. On a en fait plus que la 
ondition de partage additif puisquetoutes les a
tions de D sont dans la dispute p et qu'elles ont don
 toutes desfoyers distin
ts (voir la proposition suivante).� Totalité. La seule possibilité pour que le résultat soit un dessein vide estqu'au
une transition n'ait lieu (l'état initial est dans un 
as où on atteint unétat �nal) et que nous soyons dans le 
as positif (l'unique dessein positif � quiest aussi l'unique dessein de E puisqu'il s'agit d'un état initial � est réduit à
z), mais alors 
ela impose que la base du dessein en 
onstru
tion soit négativeet la 
ondition de totalité ne s'applique pas.

�Le résultat d'une re
her
he intera
tive est en fait une tran
he . En e�et, puisque ledessein D est intégralement 
onstruit par intera
tion ave
 un seul dessein E (
'est-à-direque toutes les a
tions de D sont, en version non polarisée, présentes dans la dispute p
orrespondant à l'intera
tion). Les éventuels bran
hements de D (
omme dans l'exemplede la �gure 12.3) sont don
 multipli
atifs et non pas additifs.Proposition 12.12Si D est un résutlat de la SLAM-1, alors D ∈ {E}⊥. En outre, D est matériel dans
{E}⊥.Démonstration : p qui est une dispute enregistrant l'intera
tion de D ave
 E. Puisque 〈p • ∅ | D〉est un état �nal, soit il y avait un z 
omme unique dessein positif d'un environnementde tests E, soit l'ensemble Init des a
tions négatives initiales des desseins de E étaitvide et on a ajouté un z dans D. Dans 
ha
un de 
es deux 
as, la dispute p atteintle daimon d'où l'orthogonalité.La matérialité de D vient du fait que toutes les a
tions de D sont dans p.

�Dé�nition 12.13 (Dz

i )Si (〈pi • Ei | Di〉)0≤i≤n est une exé
ution de la SLAM-1, alors pour 0 < i < n onpeut 
onstruire un dessein Dz
i en ajoutant un daimon si la dernière a
tion visitée estnégative ou rempla
er la dernière règle visitée par un daimon s'il est positif.Les Dz

i sont de plus en plus pré
is :Proposition 12.14Pour 0 < i < n, on a :� Dz
i est une tran
he,� elle est matérielle dans E⊥ et� pour 0 < i ≤ j < n, on a : {Dz

i }⊥⊥ ⊆ {Dz
j }⊥⊥ ⊆ E⊥.Démonstration : Cette proposition s'obtient de manière similaire aux propositions pré
é-dentes, si 
e n'est que le z est toujours dé
len
hé par Dz

i .La dernière assertion, {Dz
i }⊥⊥ ⊆ {Dz

j }⊥⊥ est équivalente à {Dz
j }⊥ 4 {Dz

i }⊥
e dont la remarque 11.25 page 253 nous assure.
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La pro
édure de re
her
he de preuve intera
tive dé
rite par la SLAM-1 ne produitdon
 que des tran
hes. Ce 
as est fondamental et permet de simpli�er l'appro
he, maisil s'agit tout de même d'un 
as relativement restreint qui, par exemple, ne permet pasde 
onstruire des preuves ave
 un bran
hement additif et ne permet pas de traiter leba
ktra
king intera
tivement.On pourrait ainsi souhaiter travailler ave
 des environnements de tests plus généraux
omme 
eux 
onsidérés en se
tion 12.1.2 lorsqu'on utilisait D0 et D1 pour 
onstruire lesdeux prémisses d'une règle �ave
� ou qu'on utilisait D2 ou D3 pour éviter de visiter 
er-taines bran
hes. Nous allons don
 maintenant lever la restri
tion sur la 
ardinalité del'environnement initial et présenter une ma
hine plus 
omplexe que nous dé�nissons dansla suite.12.3.3 La SLAM-nNotre double motivation en généralisant la SLAM-1 est de :� pouvoir 
onstruire intera
tivement des desseins qui ne soient pas que des tran
hes ;� pouvoir ajouter des éléments à l'environnement, 
e qui né
essite de ne pas être limitéà un environnement de 
ardinalité 1.Cela nous 
onduit à 
her
her à dé�nir une ma
hine plus 
omplexe que la SLAM-1. En parti-
ulier, les 
ontinuations possibles d'une intera
tion vont maintenant dépendre de plusieursdesseins et non plus d'un seul � nous aurons don
 en 
onséquen
e besoin d'un mé
anismepour syn
hroniser les tests qui 
ontribuent à la 
onstru
tion d'une même bran
he � et ilpeut y avoir des parties d'un environnement de tests qui 
ontribuent à la 
onstru
tiond'une 
ertaine bran
he d'un dessein tandis qu'une autre partie 
ontribue à la 
onstru
tiond'une autre bran
he � il est don
 né
essaire de lo
aliser les intera
tions.Nous retirons maintenant la restri
tion et autorisons les environnements de tests à êtreaussi grands qu'on le souhaite, tout en restant des ensembles �nis de desseins (la généralisa-tion au 
as in�nitaire ne poserait au
un problème en prin
ipe mais 
ela pose des problèmesvis-à-vis de l'e�e
tivité de notre pro
édure).Outre les 
ompli
ations de dé�nition de la version étendue de la ma
hine, il nous faudraégalement faire attention aux 
onditions de 
ompatibilité entre les 
hroniques ajoutées lorsde l'intera
tion pour maintenir les propriétés de la SLAM-1, 
e sur quoi nous reviendronsune fois la ma
hine dé�nie.Dé�nition 12.15 (États de la SLAM-n)Les états de la SLAM-n ont la forme 〈(pi • (Eij)j∈Ji
)i∈I | D〉 où� les (pi)i∈I sont des suites d'a
tions neutres, deux à deux in
omparables ;� les (Eij)i∈I,j∈Ji

sont des ensembles de desseins tels que pour 
haque i ∈ I soit
haque Eij (avec j ∈ Ji) 
ontient un dessein positif, soit tous les Eij (avec j ∈ Ji)ne sont 
onstitués que de desseins négatifs (ils représentent l'environnement detests),� et D est un ensemble de 
hroniques (D représente le dessein en 
onstru
tion, les
(pi)i∈I étant des 
hemins de visite de 
e dessein).On adapte de manière naturelle les fon
tions de séle
tion pour fon
tionner ave
 
esnouveaux états. 280



E1 = 〈〉 {0,1}

0,{0,1}

00 ∅

1,{0,1}

z

E2 = 〈〉 {0,1}

0,{0,1}

01 ∅

1,{0,1}

z

D = 〈〉,{0,1}

0 {0,1}

00,∅

1 {0,1}

01,∅

1 {0,1}

Fig. 12.5 � Desseins non-
ohérents E1 et E2.Dé�nition 12.16 (La SLAM-n)Soit Select une fon
tion de séle
tion et soient (Ej)j∈J des desseins sur une même baseatomique ξ ⊢.La SLAM-n est alors dé�nie 
omme suit :État Initial : 〈(ǫ • ({Ej})j∈J ) | ∅〉Transitions : 〈(pi • (Eij)j∈Ji
)i∈I | D〉 −→ 〈(p′i • (E′ij)j∈J ′

i
)i∈I′ | D′〉Les transitions sont montrées dans la table 12.1.Remarque 12.17Il est simple de véri�er que la 
ondition sur la stru
ture des états est préservée par lestransitions de la SLAM-n.Remarque 12.18Une exé
ution de la SLAM-n sur un état initial où le 
ardinal de J vaut 1 se déroule
omme une exé
ution de la SLAM-1.Alors qu'une exé
ution de la SLAM-1 ne produisait qu'une tran
he, la SLAM-n est plus
omplexe : la SLAM-n 
ontient un 
as où la ma
hine est bloquée.En outre, quand les desseins de l'environnement de tests sont 
hoisis totalement ar-bitrairement, et même si l'exé
ution de la SLAM-n n'atteint jamais un 
as de blo
age,l'ensemble de 
hroniques produit par la SLAM-n peut ne pas être un dessein 
omme lemontre la �gure 12.5 : le dessein D, qui est le résultat d'une re
her
he de preuve intera
-tive ave
 E1 et E2 pour environnement de tests, viole la 
ondition partage additif desdesseins (en
ore appelée 
ondition de propagation pour les 
hroniques [Gir01℄).Nous pouvons ainsi penser à 
onsidérer l'ajout d'une 
ondition de 
ohéren
e surl'ensemble des tests qui limiterait les tests que l'on peut 
onsidérer de manière à assurerque les résultats de la ma
hine sont bien des desseins :Dé�nition 12.19 (Tests Cohérents)Deux desseins atomiques E1 et E2 sur la même base sont dits 
ohérents si, pour toutes
hroniques χ1 ∈ E1 et χ2 ∈ E2, si χ1 et χ2 di�èrent pour la première fois sur des a
tionspositives propres (ζ, I)+ et (ξ, J)+, alors ζ = ξ.Un environnement de tests est 
ohérent lorsqu'il est 
onstitué de desseins deux àdeux 
ohérents. 281



Transitions :
〈(pi • (Eij)j∈Ji

)i∈I | D〉 −→ 〈(p′i • (E′ij)j∈J ′
i
)i∈I′ | D′〉On 
hoisit un indi
e i0 dans I tel que la dernière a
tion a
tion de pi0 n'est pas z.1. Cas positif. Si 
haque Ei0j 
ontient un dessein positif D+
i0j = κ+

i0j · {D′k, k ∈ Ki0j}alors soit J ′i0 = {j ∈ Ji0 , κ
+
i0j est une a
tion propre}.On partitionne J ′i0 en sous-ensembles non-vides maximaux (J l

i0
)l∈L tels que si l ∈ L,si m,n ∈ J l

i0
, on a κ+

i0m = κ+
i0n (
'est-à-dire que deux desseins du même ensemble J l

i0ont même première a
tion et par ailleurs si k 6= l,m ∈ Jk
i0
, n ∈ J l

i0
alors κ+

i0m 6= κ+
i0n).Soit κ′i0l l'a
tion 
anoniquement asso
iée à J l

i0
.(i) Si ∃l ∈ L, ppi0 · κ′i0lq

− ∈ D, la SLAM-n est bloquée ,(ii) sinon, on e�e
tue une transition vers un nouvel état dé
rit 
omme suit :� I ′ = I \ {i0} ∪ L, J ′i = Ji if i ∈ I \ {i0} etJ ′l = Ji0l, l ∈ L� p′i = pi si i ∈ I \ {i0}, p′l = pi0 · κ′i0l, l ∈ L� E′ij = Eij si i ∈ I \ {i0}, j ∈ Ji� E′lj = Ei0j \ {D+
i0j} ∪ {D′k, k ∈ Ki0j} for l ∈ L, j ∈ Ji0l� D′ = D ∪ {ppi0 · κ′i0lq

−, l ∈ L}2. Cas négatif. Si pour tout j ∈ Ji0 , Ei0j 
ontient seulement des desseins négatifs :
Ei0j = (Djl = {κjl

k

− ·Djl
k , k ∈ Kjl})l∈Lj

.Soient Initj = Init(Ei0j), Init = ℑ(pi0,∩j∈Ji0
Initj ,D).(i) Si Init 6= ∅, soit κ une a
tion de Select(〈(pi • (Eij)j∈Ji

)i∈I | D〉, Init), etpour tout j ∈ Ji0 , on 
onsidère le dessein négatif Djl dont κ est une a
tioninitiale dans Ei0j et k0 ∈ Kjl tel que D
jl
k0

est le dessein positif immédiatementau-dessus de κ dans Djl. Alors :� I ′ = I et J ′i = Ji,∀i ∈ I ′� p′i = pi pour i 6= i0 et p′i0 = pi0 · κ� E′ij = Eij pour i ∈ I ′, j ∈ J ′i , i 6= i0� E′i0j = Ei0j \ {Djl} ∪ {Djl
k0
}, ∀j ∈ Ji0� D′ = D ∪ {ppi0 · κq+}(ii) Si Init = ∅, alors nous ajoutons la 
hronique ppi0 ·zq+ au dessein en 
onstru
-tion atteignant l'état :

〈(pi • (Eij
E)j∈Ji

)i∈I\{i0} | D ∪ {ppi0 ·zq+}〉.

Tab. 12.1 � Transitions de la SLAM-n.
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E1 = 〈〉,{1,2}

1 {1,2}

11,{0}

110 {0}

1100,K

12,{0,1}

2 {1,2}

21,{1}

120 I

22,{1}

221 {0}

E2 = 〈〉,{1,2}

1 {1,2}

11,{0}

110 {0}

1100,K

12,{0,1}

2 {1,2}

21,{2}

121 J

22,{1}

221 {1}

L'intera
tion ave
 des deux desseins donne lieu, par exemple, aux disputes suivantes :� dispute ave
 E1 : 〈(〈〉, {1, 2}) · (1, {1, 2}) · (12, {0, 1}) · (2, {1, 2}) · (22, {1}) · (221, {0}) ·
(21, {1}) · (120, I) · (11, {0}) · (110, {0}) · (1100,K)〉� dispute ave
 E2 : 〈(〈〉, {1, 2}) · (1, {1, 2}) · (12, {0, 1}) · (2, {1, 2}) · (22, {1}) · (221, {1}) ·
(21, {2}) · (120, J) · (11, {0}) · (110, {0}) · (1100,K)Ce qui 
onduit à l'arbre :

〈〉 {1,2}

1,{1,2}

12 {0,1}

120,I

11 {0}

110,{0}

1100 K

121,J

11 {0}

110,{0}

1100 L

2,{1,2}

22 {1}

221,{0}

21 {1}

221,{1}

21 {2}

Fig. 12.6 � Tests 
ohérents pour lesquels la SLAM-n ne produit pas un desseinRemarque 12.20La 
ondition de 
ohéren
e peut être 
omprise 
omme suit : alors que la SLAM-1
onstruit des tran
hes, le but de la SLAM-n est de 
onstruire des desseins plus gé-néraux qui sont le résultat de la superposition de tran
hes. Quand plusieurs desseins del'environnement parti
ipent à des parties distin
tes du dessein, ils doivent 
ontribuer àdes tran
hes distin
tes.Les desseins E1 et E2 dans la �gure 12.5 sont en e�et non-
ohérents à 
ause desa
tions (00, ∅)+ et (01, ∅)+ ; l'arbre D obtenu par re
her
he intera
tive n'est d'ailleurspas un dessein 
ar on a des a
tions sur l'adresse 1 dans deux bran
hes dont la premièredi�éren
e est une paire d'a
tions négatives de foyers distin
ts, 
e qui devrait impliquerque toutes les a
tions qui sont au-dessus de 
ette di�éren
e ont des foyers distin
ts.Pourtant, même ave
 les tests 
ohérents, on n'a pas toujours un dessein 
omme lemontre l'exemple de la �gure 12.6. Les deux tests E1 et E2 véri�ent bien la 
ondition de
ohéren
e mais pourtant l'objet D 
onstruit par intera
tion n'est pas un dessein. La 
ondi-tion de 
ohéren
e mentionnée 
i-dessus ne peut en e�et pas prévenir le non-partitionnementmultipli
atif dès lors que l'intera
tion a e�e
tué deux sauts 
omme dans l'exemple 
onsi-283



déré.On en vient don
 à la solution la plus naturelle qui est non pas de restreindre les tests,mais de faire que la ma
hine prenne dynamiquement en 
ompte l'obligation d'assurer la
ondition de propagation. Cela passe par une redé�nition de ℑ(·, ·, ·) :Dé�nition 12.21 (ℑ(p, Init, D))Soit p une suite d'a
tions neutres, Init un ensemble d'a
tions négatives et D un en-semble de 
hroniques. On pose :
ℑ(p, Init,D) = {(σ, I)− /(σ, I)−est justi�ée dans ppq− et s'il existe χ · (σ,L)+ ∈ D,la première di�éren
e entre χ et ppq− a lieu sur des a
tions négatives de même foyer}On adapte la SLAM-n pour qu'elle utilise maintenant 
ette dé�nition de ℑ(p, Init,D)dans la séle
tion des a
tions initiales.On peut alors prouver que les résultats des exé
utions de la SLAM-n sont des desseins :Proposition 12.22Si 〈(ǫ • {(Ei)i∈I}) | ∅〉 est un état initial, alors une exé
ution de la SLAM-n qui n'estjamais bloquée (
'est-à-dire que le 
as 1.(i) n'est jamais ren
ontré) 
onstruit intera
ti-vement un ensemble de 
hroniques qui est un dessein.Démonstration : On s'intéresse à la 
ondition de partage additif. Supposons que deux 
hro-niques χ1 et χ2 d'un résultat d'une exé
ution dans l'environnement E soient de laforme : χ1 = χ·(ξ, I)− ·χ′

1 et χ2 = χ·(ζ, J)− ·χ′
2 et supposons que χ′

1 et χ′
2 
ontiennentdes a
tions de foyer identique κ1 et κ2. On 
onsidère de telles a
tions minimales dansle sens où au
une paire d'a
tion de χ′

1, χ
′
2 pré
édant κ1 et κ2 n'ont le même foyer.On en déduit que κ1 et κ2 sont positives. On 
onsidère alors la transition qui ajoutel'a
tion κ1 dans le dessein en 
onstru
tion intera
tive (ei −→ ei+1) et la transitionqui ajoute l'a
tion κ2 dans le dessein en 
onstru
tion intera
tive (ej −→ ej+1). Ona for
ément i 6= j et on peut supposer i < j. On a don
 pour que ej −→ ej+1 soitréalisable, κ−2 ∈ ℑ(pj

i0
, Init,Dj) or χ · (ξ, I)− · χ′

1 ∈ Dj puisque i < j et don
 pardé�nition ξ = ζ.
�Proposition 12.23Un état �nal pour une exé
ution qui n'est jamais bloquée (
as 1.(i) de la SLAM-n)est de la forme 〈(pi ·z • ∅)i∈I | D〉.Démonstration : On 
onsidère une exé
ution de la SLAM-n, (ei)1≤i≤n, qui ne ren
ontre ja-mais le 
as 1.(i) et on suppose que en = 〈(pi • (Eij)j∈Ji

)i∈I | D〉 est don
 un état�nal non-bloqué. Si il existe i0 ∈ I tel que Ji0 6= ∅, soit 
haque Ei0j , j ∈ Ji0 .
�12.3.4 Ba
ktra
kingDans 
ette se
tion, nous expliquons 
omment traiter le ba
ktra
king en utilisant lesenvironnements généralisés.Le prin
ipe du bra
ktra
king intera
tif est d'utiliser le dessein 
onstruit pour 
réer unnouveau test à ajouter à l'environnement de tests tel que, dans le nouvel environnement,on relan
e un nouveau 
al
ul. 284



Considérons un état �nal S ′ = 〈(pi · z • ∅)i∈I | D〉 atteint à partir d'un état initial
S = 〈(ǫ • ({Ej})j∈J) | ∅〉. Si I 6= ∅, alors D est un é
he
 (il 
ontient un z à ppi ·zq+pour 
haque i ∈ I, 
'est-à-dire que 
haque pi, i ∈ I est une dispute 
onduisant à un z dans
D. On va utiliser 
es 
hemins pi, i ∈ I pour enri
hir l'environnement de tests ave
 denouveaux desseins.Dé�nition 12.24 (Test(p))Le dessein Test(p) est dé�ni 
omme suit :� Test(ǫ) = ∅ ;� Test(κ) = {κ+} ;� Test(s · κ · κ′) = {ps · κ · κ′q+, ps · κq−} ∪ Test(s).Proposition 12.25

Test(pi), i ∈ I est une tran
he.En outre, Test(pi) est le plus petit dessein (
omme ensemble de 
hroniques ordonné parl'in
lusion) réalisant l'intera
tion pi ·z ave
 le dessein �nal D.De manière à modéliser l'instru
tion de ba
ktra
k, on va utiliser une variante de
Test(_). En e�et, Test(_) 
ontient à la fois trop de 
hroniques et trop peu de 
hroniquespour être utilisé pour le ba
ktra
king : un dessein de ba
ktra
k ne devrait pas autoriserl'intera
tion le long de pi à atteindre le daimon (mais Test(pi) le permet) et il devrait être
apable d'interagir ave
 tout autre dessein que D (mais Test(pi) ne le peut pas).Dé�nition 12.26 (Backtrack(p))

Backtrack(p) est le dessein obtenu à partir de Test(p) 
omme suit :� pour 
haque 
hronique positive χ ∈ Test(p), χ 6= ppq+ qui se termine sur unea
tion propre (ξ, I)+, pour tout i ∈ I et tout J ∈ Pf (ω), si χ · (ξi, J)− 6∈ Test(p),alors on étend χ ave
 (ξi, J)− ·z.� on retire la 
hronique ppq+ ainsi que la 
hronique négative qu'elle étend immé-diatement : si ppq+ = s · κ−1 · κ+
2 , alors on retire s · κ−1 · κ+

2 et s · κ−1 de Test(p)Proposition 12.27 (Backtrack(p) � dé�nition équivalente)
Backtrack(p) est le plus petit dessein tel que :� Backtrack(p) 
ontient toutes les 
hroniques positives de Test(p) ex
epté ppq+ ;� si χ ∈ Backtrack(p) est une 
hronique positive se terminant sur une a
tion propre

(ξ, I)+, alors pour tout i ∈ I et J ∈ Pf (ω) tels que χ · (ξi, J)− 6∈ Test(p), on a
χ · (ξi, J)− ·z ∈ Backtrack(p).Remarque 12.28Dans la dé�nition 12.27, Backtrack(p) est �très� in�ni par
e que toutes les 
hroniques

χ · (ξi, J)− · z sont ajoutées. Pourtant, si on 
olle
tait l'information au 
ours de lare
her
he (à l'étape 1. de la SLAM-n, quand on 
onsidère l'ensemble des a
tions initialespositives dans l'environnement), on pourrait ne retenir que les a
tions qui peuvent êtreren
ontrées et 
onstruire un dessein Backtrack(p) �ni, pourvu que l'environnement detests initial était 
onstitué seulement de desseins à bran
hement �ni.Proposition 12.29
〈(ǫ • ({Ej})j∈J ∪ ({Backtrack(pi)})i∈I) | ∅〉 est un état initial qui ne 
al
ulera plusjamais la dispute (pi)i∈I . 285



a b c

d e

f g

h
adj(a, b). adj(b, 
).adj(b, d). adj(
, e).adj(
, f). adj(f, g).adj(h, g).p(X,Y) :- adj(X,Z), adj(Z,Y).Fig. 12.7 � Graphe12.4. Exemples et 
odages12.4.1 Un exemple 
on
ret : les 
hemins dans un graphe.Soit G le graphe représenté en �gure 12.7. Nous souhaitons implémenter la re
her
hede 
hemins de longueur 2 dans 
e graphe en utilisant une re
her
he de preuve intera
tive.Cela 
orrespond aux prédi
ats montrés en �gure 12.7. Par exemple, p(c, g) pourrait êtrereprésenté 
omme la formule MALL :

⊕

x∈{a,...,h}
(adj(c, x) N adj(x, g))Le graphe et la relation de 
hemin p doivent être représentés par des 
ontre-desseins,pour servir de tests qui guideront la re
her
he intera
tive d'un dessein D. L'environnementde 
ontre-desseins pourrait être 
onstitué des deux desseins E1 et E2 de la �gure 12.8.Voi
i 
omment E1 et E2 sont 
onstruits : on 
hoisit un lieu pour p dans lequel onpla
era les desseins de l'environnement (de base p ⊢) et le dessein à 
onstruire par re
her
hede preuve intera
tive (de base ⊢ p). Supposons que a, b, . . . , g, h sont des 
odes d'entiersreprésentant des n÷uds du graphe de la manière habituelle (on peut 
hoisir des entiersarbitraires). pe représentera la formule (adj(c, e) N adj(e, g)) et pe1 et pe2 représenterontrespe
tivement adj(c, e) et adj(e, g). E1 représentera les ar
s ayant leur origine en c et E2représentera les ar
s ayant g 
omme but.Nous sommes don
 dans le 
as d'un 2-environnement.Il y a 8 
hoix pour la première a
tion du dessein en 
onstru
tion D, 
e qui 
onduit auxdesseins de la �gure 12.9 (8 
al
uls possibles) en fon
tion du 
hoix de la première a
tion(seulement l'un d'entre eux est un su

ès).Voi
i une brève expli
ation du dialogue :� L'a
tion (p, {x})+ 
orrespond à a�rmer qu'il y a un 
hemin de c à g passant par x ;� l'ensemble d'a
tions {(p, {x})−}x∈{a,b,c,...,g,h} 
orrespond aux arguments potentielsauxquels les desseins E1 et E2 sont prêts à répondre ;� l'a
tion (px, {1})+ (ou (px, {2})+) 
orrespond à une attaque de D par les tests Eisigni�ant : est-
e que x est adja
ent à c (respe
tivement à g) ;� l'a
tion (px, {1})− (ou (px, {2})−) 
orrespond aux attaques possibles par les Ei aux-quelles le dessein D est prêt à répondre ;� l'a
tion (px1, ∅)+ signi�e : �oui ! x est adja
ent à c� (respe
tivement, ave
 l'indi
e2, à g). Le z apparaissant au lieu de l'a
tion pré
édente signi�e que l'erreur dansl'argumentation de D se trouve i
i. 286



E1 =
p,{a}

pa {1}
. . .

p,{d}

pd {1}

p,{e}

pe {1}

pe1,∅

z

p,{f}

pf {1}

pf1,∅

z

p,{g}

pg {1}

p,{h}

ph {1}

E2 =
p,{a}

pa {2}
. . .

p,{e}

pe {2}

p,{f}

pf {2}

pf2,∅

z

p,{g}

pg {2}

p,{h}

ph {2}

ph2,∅

z

Fig. 12.8 � Les desseins E1 et E2.
p {x}

px,{1}

z

px,{2}

z

p {f}

pf,{1}

pf1 ∅

pf,{2}

pf2 ∅

p {e}

pe,{1}

pe1 ∅

pe,{2}

z

p {h}

ph,{1}

z

ph,{2}

ph2 ∅Si x ∈ {a, b, c, d, g}.Fig. 12.9 � Les résultats d'une IPS ave
 E1 et E2.� l'a
tion (px1, ∅)− est la préparation par E1 à l'obtention de 
et argument utilisépar D... et le z suivant signi�e que dans 
e 
as, le dessein E1 abandonne le test,mais il se pourrait qu'un autre dessein de l'environnement 
ontinue à demander desinformations, des justi�
ations à D, entraînant la poursuite de la re
her
he et la
onstru
tion d'un dessein plus pré
is.
12.4.2 Un 
odage des programmes logiques propositionnelsOn 
onsidère le fragment propositionnel des 
lauses de Horn et les programmes logiquesdé�nis sur 
e fragment : 287



Dé�nition 12.30 (Clauses de Horn propositionnelles)On se donne un ensemble (�ni ou dénombrable) de variables propositionnelles P ; on
onsidère deux propositions spé
iales, l'é
he
 (fail) et la 
oupure ( !), qui ne pourrontapparaître que négativement dans le programme. On 
onsidère les 
lauses de Horndé�nies sur P 
omme suit. Une 
lause C est la donnée d'un ensemble de littéraux dontau plus un est positif :� Faits. La 
lause ne 
ontient au
un littéral négatif. On note 
ela :
C , p.� Règles. La 
lause 
ontient exa
tement un littéral positif. On note 
ela :

C , p : −q1, . . . qn.� Buts. La 
lause ne 
ontient pas de littéral positif. On note 
ela :
C ,?− q1, . . . qn.Un programme est 
onstitué d'un ensemble de faits et de règles.On dé�nit 
omme suit l'interprétation d'un pogramme Prog = {Ci, 1 ≤ i ≤ n}.Dé�nition 12.31 (Énumération des 
lauses et des variables propositionnelles)Puisqu'il existe un ensemble �ni de 
lauses dans Prog et un ensemble au plus dé-nombrable de variables propositionnelles, on peut sans peine dé�nir une inje
tion ι de

Prog ∪ {P} dans les naturels, que l'on notera impli
itement dans la suite : quand onparle de desseins, on notera Ci ou p pour ι(Ci) et ι(p) respe
tivement.Dé�nition 12.32 (D[ξ, P rog, R, L])Soit Prog un programme logique. On dé�nit l'interprétation de Prog 
omme ∪p∈PD[〈〉, P rog, [p], []]où D
[
ξ, Prog, [p1, . . . , pl],

[
nξ1

1 , . . . , n
ξn

k

]] est dé�ni 
omme :� D {ξ, Prog,R,L} =
ξ,R

D′{ξ,P rog,Rξ@L}

� D′
{
Prog, pζ :: L

}
= ζp {p}

. . . ζp2,{Ci}

ζp2Ci {Ci}

D
{
ζp2C2

i , P rog,Bi, L
}

Ci ∈ Prog,Ci , p : −Bi

� D′
{
Prog, !ζ :: L

}
= ζ ! { !}ζ !2,{ !}ζ !3 { !}D

{
ζ !4, P rog, ∅, L

}

� D′
{
Prog, failζ :: L

}
= ζfail {fail}288



On peut dé�nir le ba
tra
king 
omme on l'a fait pré
édemment, ainsi qu'un ba
ktra-
king qui prenne en 
ompte la 
oupure à la manière de Prolog.
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Con
lusion�Je pourrais vous dire : après tout, 
'étaient des pistes à suivre, peu impor-tait où elles allaient ; il importait même que 
ela n'aille nulle part, en tout 
aspas dans une dire
tion déterminée à l'avan
e ; 
'étaient 
omme des pointillés.À vous de les 
ontinuer ou de les in�é
hir ; à moi, éventuellement, de les pour-suivre ou de leur donner une autre 
on�guration. Après tout, 
es fragments, onverra bien, vous ou moi, 
e qu'on peut en faire.�Mi
hel Fou
ault, 
ours du 7 janvier 19761Il faut défendre la so
iété, Hautes Études, Gallimard-Seuil
Les 
ontributions de 
ette thèse sont de trois types :� Nous avons proposé une solution à la question de la séparation en λµ-
al
ul. Alorsque David et Py [DP01a℄ avait répondu par la négative à la question de savoir sile λµ-
al
ul possédait une propriété de séparation, nous avons exhibé une extensionnaturelle du 
al
ul de Parigot qui possède la propriété de séparation et qui admetune interprétation de streams. Cette extension est d'ailleurs tellement naturelle que
ertains auteurs la 
onsidéraient dans la littérature 
omme syntaxe de base pour le
λµ-
al
ul sans for
ément mettre en éviden
e les di�éren
es entre les deux 
al
uls. Lefait que le λµ-
al
ul de Parigot ne sépare pas tandis que le Λµ-
al
ul a la propriéténous amène pourtant à 
onsidérer qu'il s'agit véritablement de deux 
al
uls di�érents.Nous avons ensuite développé la méta-théorie du Λµ-
al
ul et nous avons ainsi puétablir que le Λµ-
al
ul préservait la grande majorité des bonnes propriétés de λµ(
on�uen
e, normalisation forte, et
). Renforçant l'interprétation de stream du 
al-
ul, nous avons également donné un système de type alternatif qui n'est pas basésur la logique 
lassique mais qui permet d'observer, au niveau typé, 
ertaines des
onstru
tions essentielles à la preuve de séparation, 
e qui est peut-être une pre-mière étape vers un résultat de séparation typé. Poursuivant dans 
ette dire
tion,nous avons mené une analyse du Λµ-
al
ul via des réseaux, 
e qui nous a permis dedé
omposer les rédu
tions du 
al
ul de manière élémentaire et de mettre à jour un
al
ul 
onnexe, dans lequel la 
onstru
tion de stream a la primauté. Dans un dernier
hapitre, nous avons tâ
hé d'é
lair
ir les relations qu'entretenaient les di�érentes ver-sions de λµ-
al
ul et de donner plus de poids à l'interprétation de stream, notamment1Je ne résiste pas à 
iter également la suite de 
e paragraphe du 
ours de Fou
ault : �Je me faisais unpeu l'e�et d'un 
a
halot qui saute par-dessus la surfa
e de l'eau, en y laissant une petite tra
e provisoired'é
ume, et qui laisse 
roire, fait 
roire, ou veut 
roire, ou 
roit peut-être e�e
tivement lui-même, qu'endessous, là où on ne le voit plus, là où il n'est plus perçu ni 
ontr�lé par personne, il suit une traje
toireprofonde, 
ohérente et ré�é
hie.� 291



en rapportant une proposition de sémantique dénotationnelle pour Λµ. Les liens quele Λµ-
al
ul entretient ave
 un 
al
ul introduit par Herbelin et al., le λµt̂p, ainsi quela stru
ture de la ma
hine abstraite proposée dans le dernier 
hapitre tend à donnerdu poids au fait que le Λµ-
al
ul ait des liens ave
 le 
ontr�le délimité.� Dans une se
onde partie, nous avons revisité la question de la fo
alisation en pro-posant une preuve de la fo
alisation pour la logique linéaire dont le but était d'êtreaxée autour de l'idée de transformation de preuve et du souhait de mettre en évi-den
e les invariants de la fo
alisation (notamment les graphes de fo
alisation quenous introduisons dans le 
hapitre 9) qui sont né
essaires pour étendre le résultatde fo
alisation à des extensions ou des systèmes voisins de la logique linéaire. Notreméthode des graphes de fo
alisation a ainsi pu être adaptée pour la logique linéaireave
 points �xes étudiée par Baelde et Miller [BM07℄ et nous avons présenté 
ommenttraiter l'une des versions de logique linéaire à 
omplexité bornée. Un autre produitdes graphes de fo
alisation est la notion de multifo
alisation que nous avons étudiéau 
hapitre 10 établissant qu'il existait une notion de maximalité parmi les preuvesmultifo
alisées, 
e qui fournit un résultat de 
anoni
ité permettant de 
omparer lesliens entre preuves maximalement multifo
alisée et réseaux de démonstration.� Nous avons en�n proposé un 
adre pour la re
her
he de preuve intera
tive, ou en
orere
her
he de preuve par élimination des 
oupures. Notre obje
tif est de fournir unsystème plus homogène pour l'étude de la re
her
he de preuve que les système ha-bituellement utilisés. La stru
ture générale de notre appro
he 
onsiste à 
onsidérerune re
her
he de preuve par intera
tion ave
 un ensemble de tests : la 
onstru
tionde preuve n'est plus 
ontrainte par un séquent, mais par des tests ave
 lesquels lapreuve en 
onstru
tion doit interagir. Nous avons proposé une ma
hine abstraitepour la 
onstru
tion intera
tive de desseins, la SLAM, et une manière de faire duba
ktra
king de manière intera
tive, par élargissement de l'ensemble de tests. Nousavons en outre illustré notre propos de quelques exemples.
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