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se prolonger dans et par lui. Demeurer enclos dans son
identité, c’est se perdre et cesser d’étre. On se connait, on se
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Jean-Pierre Vernant, La Traversée des frontiéres
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Introduction

Theéorie de la démonstration et théorie du calcul, et plus précisément théorie des lan-
gages de programmation, sont étroitement liées. Outre la coincidence temporelle qui fait
qu’on a vu se développer a la méme période (les années 30) des cadres théoriquesﬁ et des
théses ou résultats fondamentauxﬁ qui ont sans doute posé les fondements de la théorie de
la démonstration moderne et contribué & marquer le début de 1’ére informatique, on a trés
rapidement vu des scientifiques développer a la fois un intérét pour la théorie des preuves
et la théorie du calcul.

Si les liens entre calcul et démonstration formelle peuvent sembler évidents au premier
abord du fait de leur caractére explicite, formel, vérifiable (voire mécanisable) et laissant
peu de place & la subjectivité (quoique), c’est véritablement dans les années 60 avec la
correspondance de Curry-Howard que se noue le nceud qui tient depuis lors théorie de la
preuve et théorie des langages de programmation étroitement liées.

C’est ainsi que des avancéeﬂ d’un c6té du pont ont tot fait de produire de nouveaux ré-
sultats — ou mieux, de nouvelles questions et problématiques — sur I’autre rive. Ces échanges
de bons procédés ont lieu dans les deux sens et vont des questions les plus fondamentales
aux plus appliquées, des interrogations les plus traditionnelles aux innovations les plus
récentes. Ainsi les recherches et les attentes concernant les langages de programmation
ont-elles stimulé les investigations mathématiques dans le champ de la preuve.

Les liens qui ont été établid] entre les langages de programmation déclaratifs et la théorie
mathématique des preuves sont tout & fait exemplaires, particuliérement intéressants et
principalement de deux types :

— d’un co6té, la correspondance de Curry-Howard déja évoquée plus haut a permis de
fournir un fondement théorique particuliérement solide & la programmation fonction-
nelle en mettant en correspondance formule logique et type informatique, preuve
intuitionniste et programme, réduction de coupure et étape de calcul et enfin preuve
sans coupure et résultat, ou valeur. Elle a aussi permis de transférer des résultats de
théorie de la démonstration en théorie de la programmation et a été ’occasion de
développer des outils d’analyse formelle de ces langages s’appuyant sur des méthodes
logiques. La traversée du pont dans ’autre direction ne fut pas moins riche, la cor-
respondance ayant ainsi renouvelé les questions qui se posaient au sujet des résultats
d’élimination des coupures; des questions liées a 'efficacité de ces transformations
ont notamment pu trouver un écho plus attentif du fait de ces connexions...

2 X-calcul, machines de Turing, calcul des séquents, déduction naturelle, voire fonctions récursives de la
calculabilité.

3théoréme de complétude de Godel, théoréme de Herbrand, théorémes d’incomplétudes de Gédel et
autres résultats d’indécidabilité, interprétation de Brouwer-Heyting-Kolmogorov des preuves intuition-
nistes, théoréme d’élimination des coupures de Gentzen, thése de Church-Turing...

4doit-on parler de découverte ou d’invention dans nos champs ?

% «tissés» serait peut-étre plus juste.
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— dans un autre ordre d’idées, les questions liées a la recherche (automatique) de dé-
monstration ont été a l'origine d’'un paradigme de programmation apparu dans les
années 70, la programmation logique dont Prolog est le représentant canonique. Dans
cette direction également on a vu des contributions dans les deux directions, outre
le fait que le langage lui-méme vienne de considérations logiques. Ainsi en est-il de
I'introduction des notions de preuves uniformes ou de focalisation en logique linéaire
qui ont un grand intérét logique en elles-mémes et ont été introduites a ’occasion de
recherches en programmation logique.

Les deux paradigmes de programmation sus-mentionnés, programmation fonctionnelle
et programmation logique, sont également intéressants en ce qu’ils entretiennent avec la
logique des relations de nature assez différente et que cette différence se cristallise autour
de la notion de coupure :

— en programmation fonctionnelle, un programme est une démonstration et la dyna-
mique du calcul réside dans la réduction de la coupure; le résultat du calcul est une
preuve sans coupure. Ce paradigme, celui du A-calcul, consiste & considérer le calcul
comme une réduction de preuve;

— en programmation logique, un programme est une collection de formules (un séquent)
et une étape de calcul est le passage d'un séquent & un autre par application d'une
régle d’inférence. La dynamique du calcul réside donc dans la construction d’une
preuve et le résultat du calcul est une preuve complétement construite. La recherche
de preuve n’a de chance d’étre effective que si I'on n’utilise pas la régle d’inférence
qu’est la coupure, la seule régle du calcul des séquents qui demande véritablement de
I'inventivité, de I'imagination. En ce sens, la recherche de preuve repose de maniére
fondamentale sur 1’élimination des coupures, mais pas dans son aspect effectif. Le
paradigme de la programmation logique est donc celui de la recherche de preuve
sans coupure.

Mais, alors que les résultats des calculs dans les deux paradigmes sont des objets iden-
tiques, des preuves sans coupure, la dynamique du calculﬁ et le lien que cette dynamique
entretient avec la régle de coupure sont trés différents d’un cas a ’autre.

On peut voir cela sous un autre angle : la régle de coupure peut étre vue comme
un moyen de faire interagir, ou communiquer, les preuves. Dans le paradigme de calcul
par réduction de preuve, cette communication correspondra par exemple au passage d’un
argument & une procédure. Dans le paradigme de calcul par recherche de preuve, la coupure
servira, plut()tﬂ a relier le résultat d’un calcul (une preuve) & une propriété que 'on aura
établie a propos du systéme (par des moyens mécaniques ou non) et a en déduire une
information & propos d’autres calculs potentiels par exemple : on pourra ainsi déduire du
fait qu’un calcul a abouti et du fait que 'on a élimination des coupures qu’un autre calcul
serait possible (ou non) : c’est ici plus ’admissibilité de la coupure que I’élimination de la
coupure qui compte et elle sert plus dans le raisonnement a propos des calculs que pour le
déroulement des calculs eux-mémes.

Une différence fondamentale entre logique et programmation (et qui est peut-étre I'un
des éléments qui font la richesse du lien preuves—programmes) est que la logique a un
caractére «sacré» alors qu’un langage de programmation est, assez fondamentalement, fait
pour étre «bidouillé», «hacké». Si 'on ne sait pas trés bien d’on vient la logique (c’est

5Et la question visant & savoir comment on calcule est au moins aussi importante que celle interrogeant
ce qu’on calcule.
"Outre le fait de rendre possible la recherche de preuve par des moyens mécaniques.
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peut-étre le propre de son caractére mathématique), les langages de programmation sont
trés clairement ceuvre humaine : il s’agit d’un objet technique, d’un outil artificiel dans le
premier sens du terme. Loin de nous I’idée que la logique ne soit pas sujette au bidouillage
(on la torture méme parfois...) ni qu’il n’y ait pas de caractére universel dans les langages de
programmation, bien au contraire, mais force est de constater que les critéres de conception,
de validation et d’évaluation de I'une et des autres différent et c’est, nous semble-t-il, pour
le meilleur.

L’un des exemples les plus frappants de la distinction que ’on vient de mentionner est
peut-étre la question du contrdle dans les langages de programmation. Les langages de
programmation (qu'’il s’agisse du paradigme fonctionnel ou logique) sont construits sur
un modele d’exécution sous-jacent (plus ou moins formel) et (presque) tous prévoient des
maniéres de déroger & ce modeéle standard d’exécution. Qu’il s’agisse des mécanismes de
capture du contexte d’évaluation, de mécanismes d’échappement, de modifications des
comportements de backtracking ou d’élagages de ’arbre de recherche de preuve, on peut
généralement considérer les opérateurs de controle comme une maniére de réifier 1’envi-
ronnement d’exécution du programme et de donner au programmeur une main sur cet
environnement d’exécution (il y a souvent, derriére cette volonté, d'importantes questions
d’efficacité).

Toujours est-il que les mécanismes de contrdle sont une donnée et un probléme bien com-
plexe. D’aprés la bréve présentation que ’on vient de donner des mécanismes de controle,
le lecteur ne sera pas surpris par le fait qu’il soit difficile d’interpréter logiquement les
constructions de contrdle, mais c’est un défi intéressant qui a des implications (applica-
tions 7) pratiques loin d’étre négligeables : c’est bien souvent dans ces constructions com-
plexes & manipuler, car jouant avec les limites méme du modéle de programmation que le
programmeur a a l’esprit, que viennent se nicher les erreurs de programmation, voire les
erreurs de conception du langage.

Les recherches que nous présentons dans cette thése se situent au carrefour de la théorie
de la démonstration et de la théorie des langages de programmation. On parle souvent
de logique de la programmation pour désigner cette interface. Les résultats que nous pré-
sentons peuvent étre reliés & trois thématiques, outre ce que nous avons déja discuté plus
haut : la propriété de séparation (ou théoréeme de Bohm), la propriété de focalisation et
I’approche interactive de la logique et du calcul. Nos résultats concernent trois domaines,
le Ap-calcul, la logique linéaire et la ludique. Cette thése est composée de trois parties
présentant chacun de ces domaines avec, en toile de fond, un domaine d’application com-
mun : une meilleure compréhension du contrdle dans les langages fonctionnels et logiques
par l'utilisation de méthodes issues de théorie de la démonstration.

Les trois parties de la thése sont largement indépendantes, quant aux questions abordées
ainsi qu’aux outils techniques utilisés et aux résultats qui y sont présentés. Il y a pourtant
plusieurs éléments qui font le lien entre les différentes parties et qui justifie, nous I’espérons,
que ces résultats soient regroupés dans la méme thése :

— Notre motivation pour I’étude d’une approche interactive de la recherche de preuve
était une meilleure compréhension du controle dans les langages logiques et le déve-
loppement du Ap-calcul éclaire quant & lui certains éléments concernant le controle
dans les langages fonctionnels ;

— L’origine de notre intérét pour le Apu-calcul était la propriété de séparation. L’ap-
proche que nous avons adoptée, visant & analyser ce qui faisait échouer la séparation
et a réparer le probléme, quitte & modifier le calcul, était inspirée de la ludique ou la
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propriété de séparation est traitée comme un élément requis dans le développement
de la théorie;

— La propriété de focalisation est elle aussi au fondement de la ludique et c’est pour
mieux comprendre ce sur quoi elle reposait que nous avons mené nos recherches dans
cette direction ;

— Le Ap-calcul fait partie de la tradition Curry-Howard, ou réduction de preuve, tandis
que les résultats de focalisation et la programmation logique sont apparentés a la
recherche de preuve. Nous tentons, via la recherche de preuve interactive, de proposer
un cadre dans lequel la recherche de preuve se fait par élimination des coupures : la
recherche de preuve interactive serait une sorte de recherche de preuve par élimination
des coupures.

Contenu et contributions de la thése :

— Partie introductive. Nous introduisons dans les deux premiers chapitres de la thése
les notions techniques qui seront nécessaires au développement de nos travaux.

— Chapitre [ : Notions de théorie de la démonstration. Nous introduisons
dans ce chapitre des notions générales de théorie de la démonstration qui nous
serviront dans le reste de la thése, et tout particuliérement les calculs des séquents
classique, LK, et linéaire, LL. Nous avons fait le choix, dans ce chapitre, de ne
pas nous limiter aux notions strictement nécessaires, mais de présenter des notions
ou résultats qui, s’ils ne sont pas forcément nécessaires aux développements tech-
niques qui suivront, mettent en évidence le lien qu’il peut y avoir entre différentes
questions, différents résultats. A ce dernier titre, ce chapitre s'inspire d’une série
de cours sur la théorie de la démonstration que nous avons donnés aux graduate
students du Chennai Mathematical Institute.

— Chapitre 2] : Notions de A-calcul et de Ap-calcul. Dans ce chapitre, nous
introduisons le A-calcul de Church et le Au-calcul de Parigot. Nous donnons éga-
lement une discussion détaillée du théoréme de Bohm.

— Partie I : Ap-calcul. Dans cette premiére partie, nous étudions le Apu-calcul.

— ChapitreBl: Du A\y-calcul au Ap-calcul. Ce chapitre est consacré a une analyse
de I’échec de la séparation en Ap-calcul, prouvé par David et Py, ce qui nous conduit
a proposer une variante du Ap-calcul, le Ap-calcul, pour laquelle la séparation est
vérifiée, et que nous introduisons dans ce chapitre.

— Chapitre M : Théoréme de B6hm pour le Apu-calcul. Nous prouvons dans
ce chapitre le théoréme de séparation (théoréme de Bohm) pour le Ap-calcul. Les
résultats de ce chapitre ont été publiés dans [Sau05].

— Chapitre Bl : Confluence du Ap-calcul. Ce chapitre est consacré & la preuve de
la confluence du Au-calcul. La preuve est assez longue et complexe mais elle a pour
corollaire une preuve de la confluence du Aun-calcul, légérement plus courte que
la preuve précédemment connue. Certains résultats de ce chapitre ont été publiés
dans [Sau(8al|.

— Chapitre [@l : Au-calcul simplement typé. Nous étudions dans ce chapitre un
systéme de types simples pour le Au-calcul. Les résultats de ce chapitre ont été
publiés dans [San08al.

— Chapitre [ : Une analyse du Apu-calcul via des réseaux. Ce chapitre est
consacré a ’é¢tude d’une variante des réseaux de démonstration de la logique li-
néaire, les SANE, grace auxquels nous analysons les réductions du Ap-calcul de
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maniére plus atomique. Nous prouvons en particulier un théoréme de séparation
pour ces réseaux, une simulation du Apu-calcul, et expliquons dans quelle mesure
un autre calcul est sous-jacent aux SANE. Ce chapitre a donné lieu & un rapport
de recherche co-écrit avec Michele Pagani [PS(S].

— Chapitre B : A\y-calculs, streams et contréle. Dans ce dernier chapitre concer-
nant le Ap-calcul, nous établissons quelques résultats comparant diverses versions
du Ap-calcul que 'on trouve dans la littérature, nous développons l'interprétation
de stream du Ap-calcul et développons la connexion avec le controle délimité. Cer-
tains résultats de ce chapitre ont été publiés dans [Sau(8al.

— Partie II : Focalisation en logique linéaire. Nous nous penchons dans cette partie sur
les propriétés de focalisation de la logique linéaire.

— Chapitre[d: Une preuve modulaire de la focalisation. Ce chapitre est consa-
cré a une preuve de la focalisation basée sur la structure de graphe de focalisation.
Ce chapitre a donné lieu a publication dans [MS07].

— Chapitre : Multifocalisation. Nous développons dans ce chapitre une va-
riante des systémes focalisés que nous appelons multifocalisation. La multifocali-
sation trouve une origine trés naturelle dans la preuve du chapitre précédent et
les graphes de focalisation. Nous mettons en évidence l’existence d’une notion de
maximalité parmi les preuves multifocalisées et établissons des résultats compa-
rant preuves maximalement multifocalisées et réseaux de démonstration. Certains
résultats de ce chapitre ont été publiés dans [CMS(S)].

— Partie III : Programmation Ludique. Cette derniére partie s’attache & proposer un
modeéle de recherche de preuve interactive, ou de recherche de preuve par élimination

des coupures, dans le cadre de la ludique.

— Chapitre [Tl : Introduction a la ludique. Ce chapitre introduit la ludique.

— Chapitre : Vers une programmation ludique : Recherche de preuve
interactive. Nous proposons dans ce chapitre de considérer différemment la re-
cherche de preuve. Alors que dans les approches usuelles, en particulier les ap-
proches de la programmation logique via les preuves uniformes, la construction de
preuve consiste en la spécification d’un programme par un séquent et la recherche
d’une preuve de ce séquent en suivant une discipline spécifique (prouvabilité uni-
forme ou focalisation), voire en utilisant des stratégies particuliéres pour les ins-
tructions de controdle, notre modéle de recherche de preuve interactive consiste a
construire une preuve (un dessein de la ludique) qui soit capable d’interagir, de
normaliser, avec un ensemble de tests, lui-méme spécifié comme des desseins de
la ludique. Nous proposons une machine abstraite pour exécuter cette recherche
de preuve interactive et montrons comment traiter le backtracking de maniére
interactive. Ce chapitre a donné lieu a publication dans [SauOSb].
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Chapitre 1

Notions de théorie de la
démonstration.

Résumé:

On introduit dans ce chapitre des notions générales de théorie de la démonstration
qui nous serviront dans le reste de la thése.

Sommaire
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1.1.

The King of France was a man. I was a man.
Therefore I was the King of France.
F.! I’'m sinking again.

Leonard Cohen, Beautiful Lovers

Nous introduisons dans ce chapitre un certain nombre de notions de théorie de la

démonstration en vue des développements & suivre dans le reste de cette thése.

Nous avons été guidés dans la rédaction de ce chapitre par deux idées :

— la nécessité de poser les définitions des notions nécessaires au développement des
résultats originaux de cette these;

— plutoét qu’une liste, un catalogue de définitions sans cohérence sinon ’exhaustivité,
nous avons souhaité mettre en perspective diverses notions de théorie de la démons-
tration, des thémes récurrents ou encore des notions qui se font écho.

Nous avons ainsi renoncé a ne présenter que ce qui était strictement nécessaire pour déve-
lopper nos résultats de maniére a mettre en évidence certains liens et des connections entre
divers thémes de théorie de la démonstration et de ses liens avec le calcul.

Ainsi, I'approche de la complétude de LK de la section ne nous sert pas dans la
suite de la thése mais nous permet de mettre en évidence des origines & l’approche de
recherche de preuve et a la focalisation dans des thémes classiques de théorie de la démons-
tration. De méme, la présentation des deux systémes de régles alternatifs pour conjonction
et disjonction dans LK en section n’a peut-étre pas d’autre utilité que de rendre plus
naturelle I'introduction des fragments multiplicatifs et additifs de la logique linéaire. Un
autre exemple est la discussion sur la constructivité de LJ : les mentions en section [L33l des
propriétés d’existence et de disjonction de LJ, pour nécessaires qu’elles soient dans une telle
introduction, pourraient paraitre suffisantes et 'introduction des théories constructives de
Harrop pourrait au contraire sembler superflue. Ce point a été guidé par la volonté de «pré-
parer le terrain» pour I'introduction des formules héréditaires de Harrop et la prouvabilité
uniforme a la section [C6.2

Le lecteur qui souhaiterait plus de détails sur I’'un des points abordés dans ce chapitre

pourra consulter I'un des ouvrages de Girard [Gir87b, [GLTRI, [Gir(6], Kleene [KIe67, [KIe(4]
Miller [MiI99), David, Nour et Raffalli [DNR04] ou Troelstra et Schwichtenberg [I'S96).

Calcul des séquents classique

1.1.1 Termes et formules

Définition 1.1 (Langage du premier ordre)

Un langage du premier-ordre L est la donnée (i) d’ensembles P,, de symboles de
prédicat pour chaque arité n > 0, (i1) d’ensembles F,, de symboles de fonction pour
chaque arité n > 0 (les symboles de fonction d’arité nulle sont appelés des symboles de
constante), et (ii1) d’'un ensemble dénombrable X de variables.
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Définition 1.2 (Termes de L)

Les termes de L sont définis inductivement comme suit :
— une variable x est un terme;
~ sity,...,t, sont des termes et si f est un symbole de fonction d’arité n (f € F,),
alors f(ty,...,t,) est un terme.

Définition 1.3 (Formules de L)

Les formules de L (notées A, B, ..., F,G,... ) sont définies inductivement comme suit :

— sity,...,t, sont des termes et si P est un symbole de prédicat d’arité n (P € P,,),
alors P(ty,...,t,) est une formule (dite formule atomique);

— si A et B sont des formules, alors AN B, AV B, A= B, = A sont des formules;

— si A est une formule et si x est une variable, alors Vx.A et Jx.A sont des formules.

Dans la suite, quand on parlera d’une formule A, on parlera le plus souvent dune
occurrence particuliére de la formule A. On ne détaille pas maintenant ce point qui sera
précisé lorsque nous introduirons les calculs des séquents.

Remarque 1.4

On considérera également par la suite des logiques du second ordre, c’est-a-dire avec
une quantification sur les prédicats et non plus seulement sur les termes. On introduira
dans ce cas un ensemble supplémentaire X de variables du second ordre et de nouvelles
constructions pour les formules : une variable du second ordre X sera une formule et
si X € X et si A est une formule, 3?X.A et V2X.A seront des formules.

Définition 1.5 ( Variables libres et liées)

Les occurrences libres et liées d’une variable dans une formule sont définies comme
suit :
— une occurrence de variable dans un terme (resp. une formule atomique) est tou-
jours libre;
— si une occurrence de x est libre dans A, alors elle est libre dans AN B, BN\ A,
AVB,BVA A= B, B= A et dans -A;
— si une occurrence de x est libre dans A et si y # x, alors elle est libre dans Yy.A
et dans Jy.A ;
— une occurrence libre de x dans A est liée dans Vx.A et dans dz.A ;
— une occurence liée de x dans A est liée dans toute formule construite sur A.

Comme d’habitude, le nom d’une variable liée n’importe pas, la seule chose qui importe
étant le quantificateur responsable de la liaison de la variable. En conséquence, on autorise
le renommage de variables liées (a-renommage) et on considérera toujours les formules & ce
renommage prés. En outre, on pourra également supposer que la convention de Barendregt
s’applique : aucune variable n’apparait a la fois libre et liée dans une formule et les variables
lices sont toutes distinctes les unes des autres (c’est-a-dire que toute paire de quantificateurs
apparaissant dans la formule lient des variables distinctes).

Définition 1.6 (Modéle d’un langage du premier-ordre)

Etant donné un langage du premier-ordre £, un modéle M de L consiste en un en-
semble non-vide |M|, le domaine de M, une fonction f™ : |M|" +— | M| pour chaque
symbole de fonction f dans F, et une fonction PM : |M|" — {v, f} (ou, de maniére
équivalente, une partie P de |M|™) pour tout symbole de prédicat P de P,.

Etant donné un langage £ et un modéle M pour £, on dénotera par £L[M)] le langage
L étendu par les constantes ¢ pour ¢ € M| (et on étend bien sir de maniére canonique le
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modeéle M en un modeéle de £L[M] avec &M = ¢).

On peut maintenant associer une valeur de vérité a chaque formule close de L|M] :

Définition 1.7 (Interprétation d’une formule close)

Etant donné un terme clos t ou une formule close F de L[M], on peut définir leur
interprétation comme suit :

- M(©) =c;

- M(f(t1,... ) = fM(M(t1)7 cy M(tn))

— M(P(t1,...,tn)) = PMM(t1),... , M(tn));

- M(FAG)=vsi M(F) =M(G) =v et vaut f sinon;

- M(FVG)=fsi M(F)=M(G) = f et vaut v sinon;

- M(F = G) =vsi M(F) =v ou si M(G) = v, et vaut f sinon;

-~ M(=F)=vsi M(F) = f et f sinon;

- M(Vz.F) = v si pour tout ¢ € |[M|, M(F[¢/z] =wv et vaut f sinon;

—~ M(3x.F) = v si, pour un certain c € |M|, M(F[¢/x] = v et vaut f sinon;

Un systéme déductif ou systéme d’inférence ou systéme de démonstration
est un formalisme dans lequel on peut étudier des propriétés des formules logiques, éven-
tuellement pour les relier aux interprétations possibles des formules. Une caractéristique
importante des systémes déductifs est qu'une démonstration formelle sera généralement
un objet fini (ou au moins un objet admettant une description finie) et méme un objet
défini inductivement, 1a oi les modeéles de la logique font intervenir des objets infinis. Les
démonstrations sont donc naturellement plus sujettes & un traitement symbolique automa-
tique.

Nous introduirons dans la suite de ce chapitre plusieurs systémes de démonstration et
diverses logiques qui nous seront utiles pour la thése et nous rappellerons certaines de leurs
propriétés fondamentales. Nous nous pencherons en particulier sur deux calculs introduits
par Gerhard Gentzen dans les années 30 [Gen69], la déduction naturelle et le calcul des
séquents.

1.1.2 Calcul des séquents LK

Le calcul des séquents est un systéme déductif introduit par Gentzen dans les années
30 [Gen69). Si ce systéme n’est pas trés naturel ni pratique pour y faire effectivement des
démonstrations mathématiques, il se révele étre un excellent outil pour étudier la structure
des démonstrations.

Définition 1.8 (Séquent pour LK)

Un séquent pour LK est la donnée de deux ensembles d’occurrences de formules,
les hypothéses I' et les conséquences A, et sera noté I' - A.

Un séquent I' = A doit se comprendre comme 1’assertion affirmant que la conjonction
des formules de I" entraine (ou a pour conséquence) la disjonction des formules de A.
C’est volontairement que nous ne précisons pas le sens donné & «conjonctiony», «entrainery,
«avoir pour conséquencey» et «disjonction», puisque nous souhaitons justement étudier la
signification et la valeur que ces termes prennent une fois qu'on a donné un systéme de
démonstration particulier que nous souhaitons étudier.

20



400 EAA Ty Al Ay
AF A Initia T.0oF Ay Ay

Coupure

Fia. 1.1 — Calcul des Séquents LK — Groupe Identité (Régle initiale et Coupure).

TFA
T,AFA

A A AFA THAAA

Lw TraalW T.ArA LC TFAA

Fi1a. 1.2 — Calcul des Séquents LK — Groupe Structurel (Affaiblissement et Contraction).

Remarque 1.9 (Sur lutilisation d’occurences de formules)

On fera bien la distinction entre un ensemble de formules, un multi-ensemble de
formules et un ensemble d’occurrences de formules :

— dans le premier cas, on n’aura pas de répétition de formule ;

— dans le deuxiéme cas, on pourra avoir une multiplicité de formules identiques
mais on ne pourra pas distinguer une occurrence d’une autre occurence;

— dans le troisiéme cas, on aura & la fois la possibilité de considérer de multiples
occurrences d’une méme formules et de faire la distinction entre ces occurrences
et en particulier de distinguer les inférences appliquées a chacune d’entre elles.

La maniére la plus commode de distinguer les occurrences de formules est de leur

attribuer des indices, des adresses permettant de distinguer chaque occurrence.

Définition 1.10 (Calcul des séquents LK)

Les régles d’inférence (ou inférences) de LK sont données aux figures [L]],
et [[3 Elles sont réparties en trois groupes : le groupe identité qui contient la régle
initiale et la coupure, le groupe structurel qui contient des régles permettant de gérer
les formules du séquents (contraction, affaiblissement) et enfin le groupe logique qui
définit les régles d’inférence des connecteurs logiques.

Les inférences ont toujours un séquent conclusion et un certain nombre (0, 1 ou
2) de séquents prémisses.
Une preuve D d’un séquent I' H A est un arbre fini de régles d’inférence de LK
tel que
- T' B A est le séquent conclusion de la premiére inférence r de la preuve (on
dit alors que I' b A est la conclusion ou la racine de la preuve et que r est
l'inférence conclusion) ;
— si (r;)ier sont immédiatement au-dessus de r dans D, les conclusions des (7;)icr

sont les prémisses de 1 ;
— les feuilles de ’arbre sont des inférences sans prémisse.
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TFAA T,AFA

T-AFA L7 TF-AA rirA Lt RN
T,AF A T.BFA THAA TFBA
T.ANBFA LN T aaBFA L2 T Tr4AABA
T AFA T,BFA THAA T+ B A
T.AvBrAa W travea V! travea V2
Ty kA A, To BF Ay T AF B,A
T T, A= BFrALA 7 TrasBADLT
T, Alt/2] - A THAA T,AF A T - Alt/z], A

RY () R3

TVeAFA V' TrvzAA Tawara 7% Traaa

(*) Pour ces regles, = ¢ FV(I', A).

Fia. 1.3 — Calcul des Séquents LK — Groupe Logique (=, A, V, =, V, 3, T, 1).

Remarque 1.11

De la méme maniére que nous distinguons différentes occurrences de formules, nous
distinguerons différentes occurrences d’un séquent ou d’une régle d’inférence dans une
preuve.

De maniére générale, et dés que cela n’introduit pas d’ambiguité, nosu nous au-
toriserons a omettre la mention du terme <«occurrences de» et parlerons de formules
(resp. séquents, resp. régles d’inférence) a la place d’occurrences de formules (resp. de
séquents, resp. de régles d’inférence).

Remarque 1.12

Au lieu de travailler sur un ensemble d’occurrences de formules, on pourrait considérer
des séquents constitués a partir de listes (avec répétition) de formules en considérant
une régle structurelle supplémentaire, 1’échange :

PLBADEA T AL B, A Ay
I[,A BT A """ TFA A B, A,y

REx

On y gagnerait une certaine précision avec la possibilité d’étudier les preuves qui né-
cessitent I'utilisation de la régle d’échange et les cas oti I'on peut se passer de cette
régle (ce qui conduit a I’étude des logiques non-commutatives ou la régle d’échange est
restreinte (régle d’échange cyclique par exemple) voire interdite.

Le fait de considérer des listes de formules et la régle d’échange permet de faire
disparaitre ambiguité liée a I'utilisation d’ensembles ou de multi-ensembles de for-
mules, mais dans ce cas, il devient important que les régles d’inférences s’appliquent,
par exemple, seulement aux formules de I' et A les plus proches du symbole - et non
pas a n’importe quelle formule du séquent.
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Définition 1.13 (Formule principale d’une inférence)

Soit I' H A un séquent conclusion d’une inférence r. On dit qu’une occurrence de
formule F € ' = A est la formule principale de r si F' est la formule distinguée du
séquent a laquelle s’applique 'inférence r.

Remarque 1.14

Plus précisément, la notion de formule principale correspond & ce qui suit :
— dans le cas d’une régle logique :
— le connecteur le plus haut de F' est le connecteur correspondant a la régle r.
Ce connecteur est appelé connecteur logique principal ;
— loccurrence F' n’apparait dans aucune des prémisses de r. On dit que F' est
détruite ou consommée par l'inférence ;
— des sous-formules de F apparaissent dans chaque prémisse de r. Il s’agit des
descendantes, occurences filles (ou plus simplement sous-occurrences)
de F;
— dans le cas d’une régle structurelle, la formule principale est la formule contractée
ou affaiblie.

Remarque 1.15

Kleene [KIe52| utilise la terminologie de descendant dans le sens opposé : ¢’est la formule
du séquent conclusion qui est descendante de la formule de la prémisse : nos «occur-
rences fillesy sont appelées «ancétresy chez Kleene. Nous utilisons pour notre part une
terminologie compatible avec la notion de sous-formule et qui est plus naturelle vis-a-vis
des questions posées en recherche de preuve.

Propriété 1.16

Toutes les régles de LK sauf celles du groupe identité ont exactement une formule

principale.
La régle d’identité (ou d’axiome) a deux formules principales tandis que la coupure
n’a aucune formule principale.

Définition 1.17 (Formules du contexte)

Une formule de la conclusion d’une inférence qui n’est pas principale est dite formule
du contexte, contextuelle ou formule auxiliaire de Ia régle.

Remarque 1.18

On remarque que pour toutes les régles de LK, siI' = A est conclusion d’une inférence r
et que F € I' = A est une formule auxiliaire de I' = A, alors il y a dans chaque prémisse
I+ A’ de r au plus une occurrence de formule G correspondant a F, c¢’est-a-dire :
— F et G sont des occurrences de la méme formule;
— Doccurrence G provient de la recopie de tout ou partie des formules contextuelles
deT + A dans la prémisseI" = A’ et que cette occurrence correspond précisément
a une copie de 'occurrence F'.

Par ailleurs, pour toute régle de LK, si I' = A est prémisse d’une régle d’inférence
r,si F €' A, alors

— soit F' est descendante de la formule principale de r ;

— soit F' correspond a une occurrence de formule auxiliaire de la conclusion de r ;

— soit r est une régle de coupure et F' est une formule de coupure.
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La notion d’occurrence fille d’une autre formule permet de relier les occurrences de
formules apparaissant dans les divers séquents de la preuve.

Définition 1.19 (Sous-occurrence)

Soit D une preuve d’un séquent I' = A et soit I' = A’ un séquent de D. G € IV F A/
est une sous-occurence de F € '+ A si :

— soit IV = A’ est la racine de D et G et F sont la méme occurrence de formule ;

— soit I' = A est conclusion d’une inférence r, I' = A’ appartient au sous-arbre D
enraciné en une prémisse I'o = Ag de r, il existe Fy € I'g F Ay telle que G est une
sous-occurrence de Fy et :

— F est formule principale de I' = A et Fy est une occurrence fille de F' ;
— F est une formule auxiliaire de I' = A et Fy est 'occurrence de formule de
T'g F Ag correspondant a F.

Définition 1.20 (Formule tracable jusqu’a un séquent)

Soit D une preuve de I' = A. On dit que F' € I' = A est tragable jusqu’a un séquent
I+ A’ de D si ce séquent contient une sous-occurrence de F'.

Remarque 1.21

La possibilité d’appliquer une inférence de LK a une séquent I' = A, une fois la
formule principale choisie, ne dépend jamais de la structure des formules auxiliaires
de la régle qu’on souhaite appliquer a I'exception des régles RY et L3 (en revanche,
Papplicabilité dépend éventuellement du nombre de formules du contexte, comme dans
le cas de la régle initiale qui demande qu’il n’y ait aucune formule contextuelle).

On peut donner une autre présentation du calcul des séquents dans lequel les sé-
quents posséde également une signature 3 : I' = A on la signature permet d’enregistrer
les variables qui sont susceptibles d’apparaitre dans le séquent (c’est-a-dire qu’on sup-
pose l'invariant FV(I';A) C ¥ vérifié pour chaque séquent d’une preuve) et on n’a
plus besoin de vérifier les variables libres des formules contextuelles mais seulement de
vérifier la signature et, par la méme occasion, d’étendre cette signature.

Quelques théorémes formels de LK :

- AvVBFBVA Commutativité de la disjonction
-FAV-A Tiers exclu (Tertium non datur)
-F(A=B)=A4)=A4 Loi de Peirce
- F(=mA4)=A Elimination de la Double Négation
— F JaVy(P(z) = P(y)) La Propriété du Buveur
- AVBF —~(-AA-B) Une Instance des lois de de Morgan
-F(A=B)V(B=A)

- F=a=(AvV -4 Tiers exclu "intuitionniste"

(p=q)F (mg= —p)
(mg=—p)F (p=q)

On donne en figure [L4 quelques exemples de preuves de LK.

1.1.3 Admissibilité de la coupure et élimination des coupures

L’une des propriétés fondamentales du calcul des séquents établie par Gentzen est
relative a la régle de coupure :
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ne

AFA
AFA™ AFB, A R}ZV: ——— ini
FA A FA= BA AFA
AV RV2 (A=B) = Ar A4 _+=
AV -AAv-A V1 (A= B)= AF A
FAv-a  HC F(AsB oA sART
Py) F P(y) "™
PW) P PG
mini P(t)P()’_P()P()R:>
AF Av-A Y] P(H) F Py, Py) = P(z)
~(AV—A), AF o P(t) - P(y),Vz.(P(y) = P(2)) R3
—(AV-A)F-A Ryo P(f)FP(y) Ju.Vy.(P(z) = P(y)) N
~(Av-A)FAv-4 T Pt) = P(y), Jz.9y.(P(x) = Py))
~(AV =A),=(AV-A) - . FV?/( (t) = P(y)), Jx.Vy.(P(z) = P(y)) PR3
Av-mE "3y Pe) = P(y) ey (P) = P)
F==(AV-A) F 3z Vy.(P(z) = P(y))

FiG. 1.4 — Quelques preuves de LK.

Théoréme 1.22 (Théoréme fondamental de Gentzen, ou Hauptsatz)

La régle de coupure est admissible dans LK, c’est-a-dire que :

Tk A — T l_LK\Coupure A

Le résultat de Gentzen est en fait plus que cela : non seulement il établit que les calculs
des séquents classiques avec ou sans régle de coupure ont le méme pouvoir déductif (ce qui
établit admissibilité de la régle de coupure), mais il donne également une procédure pour
transformer une preuve du systéme avec coupure en une preuve sans coupure du méme
séquent (c’est I’élimination des coupures).

La premiére conséquence de ’admissibilité de la coupure est la cohérence du calcul des
séquents LK :

Théoréme 1.23 (Cohérence de LK)

On ne peut démontrer a la fois une formule et sa négation dans LK.

En effet, si A est une formule, et qu’on dispose de preuves D; et Dy de - A et F A,
alors en appliquant une régle L— & la conclusion de 9 puis en coupant les deux preuves, on
obtient une preuve D du séquent vide, mais par ’admissibilité de la coupure, il existerait
une preuve sans coupure du séquent vide or on vérifie immédiatement qu’aucune régle de
LK ne peut s’appliquer au séquent vide & part la coupure, ce qui assure la cohérence de
LK.

Propriété de la sous-formule. L’admissibilité de la coupure est également essentielle
en cela qu’elle a pour conséquence la propriété de la sous-formule. En effet, au moins dans
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le calcul du premier ordre, la régle de coupure est la seule qui fasse intervenir dans les
prémisses d’une inférence des formules qui ne soient pas des sous-formules des formules du
séquent conclusion : toutes les régles de LK sont analytiques a part la coupure. On déduit
alors immédiatement du Hauptsatz la propriété de sous-formule :

Théoréme 1.24 (Propriété de la sous-formule)

Un séquent prouvable peut étre prouvé en n’utilisant que des sous-formules des formules
apparaissant dans le séquent.

En effet, une preuve sans coupure ne fait intervenir que des sous-formules du séquent
racine. Ce résultat est essentiel en recherche de preuve puisqu’il diminue considérablement
I’espace de recherche de preuve.

Non-déterminisme de LK. On présente maintenant le contre-exemple de Lafont qui
illustre le non-déterminisme de I’élimination des coupures de LK.
Considérons la preuve suivante :

D D2
FT FA
Ft AV FA- AW
coupure
D = FT.A

élimination upur reuv u réduire, au ix, sur 'un ux
L’él ation des co es de cette preuve peut se réduire, au choix, sur 'une des de
preuves suivantes qui n’ont rien a voir 'une avec ’autre :

D Dy
T, FA L
o =TT, AV ou o=Fr1,A W

Il existe un autre non-déterminisme dans ’élimination des coupures de LK, nettement
moins problématique et plus d a la structure du calcul des séquents qu’au systéme classique
lui-méme. Nous discuterons ce point lorsque nous introduirons les séquents linéaires en
section

1.1.4 Séquents dissymétriques

Quand on considére le systéme LK, on constate une trés grande symétrie entre des
régles gauche et des régles droite : les regles structurelles gauche et droite, les régles de
la conjonction et les régles de la disjonction, les régles des quantificateurs universels et
existentiels, etc... Cela nous ameéne & considérer un systéme dérivé de LK dans lequel on
considére des séquents dissymétriques, n’ayant des formules que d’un coté du symbole F,
c’est-a-dire de la forme : F' T'. Le calcul perd sa symétrie mais est beaucoup plus simple.
Dans ce systéme, I'implication devient un connecteur défini : A = B = -AV B et la
négation n’apparait qu’au niveau des formules atomiques, c’est-a-dire qu’en notant —A,
on désignera la forme normale de de Morgan de la formule —=A qui est définie par le
systéme de réécriture suivant, évidemment confluent et terminant :

—/

(AvB)— (mAN-B) -VzA — Jz-A ——A— A
-(AAB) — (mAV -B) —~JdrA — Vz-A A= B—-AVB

On est maintenant & méme de définir le systéme LK’ de la figure
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Groupe Identité :
H AT H—=AA

m Aziome A Coupure
Groupe Structurel :
I—'F,B,A,AE H'T W H A AT
HT,A,B,A " AT AT
Groupe Logique :
HAT FBT ~AD ZBI
H AAB,T H Av B,T H Av B,T
- A,T 4 - Alt/z),T
e — * e —
H Vz AT H 3zA,T

(*) Pour cette régle, x ¢ FV(T).

Fia. 1.5 — Calcul des séquents classique avec séquents a un coté.

1.1.5 Présentation alternative des régles pour A et V

On peut donner des présentations alternatives de régles d’inférence pour A et V (dans
le calcul original ou dans le calcul & un coté) qui est équivalente en terme de prouvabilité
a la premiére présentation :

H A A H B, A H A, B, A

Am m
H AAB,A1, Ay "lA\/B,A

Les nouvelles régles sont appelées régles multiplicatives tandis que les régles de la
présentation originale sont appelées additives, le calcul des séquents original sera appelé
calcul des séquents additif et noté LK, tandis que le calcul o les régles pour la disjonction
et la conjonction ont été remplacées par les régles multiplicatives sera appelé calcul des
séquents multiplicatif et noté LK,,. Pour établir I’équivalence entre ces deux systémes,
I'utilisation des régles structurelles est essentielle. Dans la suite de ce paragraphe, on notera
Aa, Vol et V42 les formes originales des régles d’inférence.

Proposition 1.25 (Equivalence de LK, et LK,,)

Soit H' T un séquent. On a I'équivalence suivante :

!/ /
LK, F < LKm F

Démonstration : Soit. D une preuve de ' T' dans LK,. On obtient une preuve de ' T’
dans LK, en remplagant les occurrences de A, V.1 et V2 par des suites d’inférences
de LK, (C* représente plusieurs applications de la régle C') comme suit :

HT,F HT,G

HT,I,FAG ™
HT,F HT,G L C*
HT,FAG ¢ devient, HT,FAG
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T, F,
T, F . AW
T R VE % devient ' T,EVF

m

Réciproquement, soit D une preuve de ' I' dans LK,,. On obtient une preuve
de H' T dans LK, en remplacant les occurrences de A, et V,, par des suites d’infé-
rences de LK, (W* représente plusieurs applications de la régle W) comme suit :

H Ty, F H To, G

R % N
HILE FTe G H T, Ty, F H Ty,T,G
H Ty, I, FAG " devient HT1,[9,FAG ¢

H T, Fy, F

s L1, 72 \/a2

H T, R, BV P U1

FlrﬂFlvFQ V. F/Fale\/}725}?1\/172 ¢
HT,FVE, ™ devient H' T, F N E,

O

L’élément essentiel de la preuve précédente est la possibilité d’appliquer les régles d’af-
faiblissement et de contraction qui sont toutes deux nécessaires dans chaque direction. On
remarque par ailleurs que la preuve indique en fait que ’on peut prendre n’importe quelle
paire de régles pour A et de régles pour V.

On remarquera par ailleurs que si 'on prend les régles V,, et A4, alors pour chaque
formule de la forme AA B ou AV B dans un séquent, il y a exactement une régle logique qui
peut étre appliquée, alors qu’avec les régles V, et A, on avait plusieurs régles disponibles
(Val ou V42 d’'un coté, et le choix de la partition du contexte I'1, Ty de 'autre).

1.1.6 Permutabilité des régles d’inférence a la Kleene-Curry

Le calcul des séquents considére des preuves formelles qui sont des arbres de séquents et
de regles d’inférence. Une preuve fournit donc un ordre partiel sur des occurrences de régles
d’inférence. Cet ordre partiel est bien siir compatible avec la structure de sous-formuled],
mais il y a bien plus de séquentialité encore dans une preuve en calcul des séquents du fait
de la structure arborescente de ces objets.

Il est naturel de se demander dans quels cas on peut intervertir des régles d’inférence
apparaissant dans une preuve de LK : & quelles conditions, lorsqu’un séquent contenant
des formules A et B est prouvable en appliquant d’abord (de bas en haut) une inférence
ayant A pour formule principale puis une inférence ayant B pour formule principale, peut-
on trouver une autre preuve du méme séquent qui est égale & la premiére & l'ordre pres des
deux inférences sus-mentionnées ?

Cette question est & l'origine de nombreuses questions en théorie de la démonstration,
tant du point de vue de la construction de preuves que du point de vue de la question de
I'identité de preuves. Les premiers a avoir mené une étude approfondie de cette question
de la permutabilité des inférences en calcul des séquents sont certainement Kleene [KIe52)

et Curry ME

'Puisqu’on ne fait pas d’inférence profonde comme en calcul des structures par exemple.

2Si Curry semble avoir présenté ses premiers résultats antérieurement 4 Kleene (il a donné une conférence
en décembre 1948 lors d’une réunion de I’Association for Symbolic Logic et de I’American Mathematical
Society), leurs travaux sont indépendants et les résultats de Kleene sur le sujet sont plus développés et
systématiquement présentés que ceux de Curry. Nous ferons dans la suite référence aux travaux de Kleene-
Curry sur la permutabilité.
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Nous donnons ici quelques uns des résultats présentés par Kleene [KIe52] qui ont influencé
les travaux sur la prouvabilité uniforme [MNPS9T); nous étudierons plus loin le lien entre
ces résultats et les résultats de focalisation en logique linéaire d’Andreoli.

Nous nous plagons dans le calcul des séquents classique avec la régle de disjonction
multiplicative a la place de la regle additive (voir la section [[TH) et nous considérons des
séquents & un seul coté (voir la section [LTA) ce qui ne change pas les résultats mais diminue
le nombre de cas & traiter puisqu’il y a moins de régles d’inférence. Nous commengons par
définir la notion de régles d’inférence adjacentes, qui sont les inférences susceptibles d’étre
interverties :

Définition 1.26 (Inférences adjacentes)

Soit D une preuve en calcul des séquents. Deux régles d’inférence ayant une occurrence
dans D sont dites adjacentes lorsqu’elles ne sont séparées que par des régles struc-
turelles et qu’elles s’appliquent a des formules qui sont descendantes de deux formules
distinctes d’un séquent de D (c’est-a-dire qu’elles ne sont pas sous-formules 'une de
lautre).

Exemple 1.27

Les deux occurences étoilées des régles d’inférence N et V sont adjacentes dans la
preuve ci-dessous :

1 Ta
FT,A,C.D FT,B,C,D
FT,AAB,C,D

"T,ANB.C.D.E V.
FT,AAB,CVD,E ¥ y
D=FT,(ANB)V(CVD),FE

L’interversion ou la permutation de deux régles d’inférences adjacentes, 1 et ro,
consiste, & partir d’'une preuve D de séquent conclusion - I' & laquelle s’applique une
inférence 1 dont 'une des prémisses est au-dessous de la conclusion d’une inférence ro (les
deux régles étant adjacentes), a construire une nouvelle preuve 2’ dans laquelle 'ordre des
deux inférences a été échangé, c’est-a-dire que 7y est maintenant au-dessous de r1 et que
le reste de la preuve est inchangé :
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! " x! ! " x! "
FT FT A FT T SR A
T, > kT, FI7 S T VA Vi
™ — 12 ™ —_— 7
T — FT FT — FT
£ £ o5 T L g
T T R VI FT, FTY T, FI
T, 2 FI, T, LRI T2 2
Loy 2 ro 1 2
FT ' — FT FT — FT

F1G. 1.6 — Divers schémas de permutation.

Définition 1.28 (Permutabilité d’inférences logiques)

On dit que deux régles (du fragment logique) Ry et Ry sont permutables ou peuvent
étre interverties si pour toute preuve D et toutes occurrences r1 de Ry et ro de Ro
de conclusions respectives Sy et So, telles que :

— 11 et ro sont adjacentes dans D, r1 étant au-dessus de T3 ;

— la formule principale de r1 n’est pas une sous-occurrence de la formule principale
de ro;

— les prémisses de r1 forment un ensemble de séquents Ry et les prémisses de 1y
un ensemble de séquents S U Ry ou S est telle que S1 est dans la sous-preuve
enracinée en S (autrement dit, la formule principale de 1 est sous-occurrence
d’une formule de S) ;

il existe une preuve D' qui ne différe de D qu’en remplacant le sous-arbre de D enraciné
en Sy dont les feuilles sont les séquents ®; U Ko par une déduction dans laquelle Sy est
conclusion d’un certain nombre de régles structurelles puis d’une régle R; au-dessus de
laquelle sont éventuellement appliquées des régles structurelles au-dessus desquelles on
trouve des occurrences des régles Ry (zéro ou plusieurs régles).

Remarque 1.29

Cette notion devrait étre précisée dans certains cas :
— lorsqu’il y a plusieurs prémisses a la régle ro car cela peut conduire a4 une dupli-
cation de la régle r1 voire a4 une duplication d’une partie de la preuve;
— lorsque r1 a plusieurs prémisses la permutation peut éventuellement conduire a
identifier deux instances de la régle rs, voire deux portions de preuve;
— si ro est sans prémisse, cela peut entrainer ’effacement de r1.
Nous avons volontairement donné une définition relativement imprécise de la permu-
tation de régles d’inférence (et en tout cas relativement abstraite) car nous voudrons
Padapter au calcul des séquents de la logique linéaire au chapitre [
Divers schémas de permutation (qui ne correspondent pas forcément aux permuta-
tions de LK) sont représentés en figure [

Ainsi, 'interversion des deux connecteurs adjacents dans la preuve de I'exemple [L27]

produit la preuve :
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1 i)
FT,A,C,D . FL,B,C,D
FT,ACVvD Y FT.B,cvD "’

FT.ACvDE" FT.B.CVD.E
FT,AAB,CVD,E
D = FT,(AANB)V(CVD),E

*

ott 'on constate qu’on a dupliqué la régle V*.

Le théoréme suivant est une adaptation d’un théoréme di & Kleene [KIeb2] au calcul des
séquents a un seul coté :

Théoréme 1.30 (Permutabilité des régles d’inférence dans LK [Kle52])

Soit T' F A un séquent dans lequel aucune variable n’apparait a la fois libre et liée.
Considérons une classification des occurrences de connecteurs logiques apparaissant
dans I' H A en k ensembles Cy,...Cy vérifiant :

— si ¢; € C; est un connecteur dans la portée de c; € Cj, alors i < j;

—sicg=3€C et c; =V €, alors i < j, sauf si ¢; est dans la portée de c;.
Dans ce cas, toute preuve de I' = A peut étre réarrangée par permutation de régles
d’inférence (et sans changer son séquent conclusion) de telle sorte que le long de n’im-
porte qu’elle branche de la preuve, les inférences correspondant a des connecteurs de C;
apparaissent au-dessous des inférences correspondant a des connecteurs de C; sii < j.

Les deux conditions sur les connecteurs dans 1’énoncé du théoréme sont nécessaires.
Pour la premiére condition, il est bien évident qu’on ne peut pas s’en passer. Pour la
seconde condition, son caractére nécessaire est moins évident, mais la preuve du théoréme
du buveur donnée en figure [[4] est un exemple ou la permutation entre le V et le 3 est
impossible.

Le théoréme a pour conséquence immeédiate le théoréme du séquent médian de
Gentzen [Gen69| qui affirme que tout séquent constitué de formules prénexes a une preuve
ou toutes les régles sur les quantificateurs sont appliquées au-dessous des régles sur les
connecteurs propositionnels.

1.2. Complétude de LK

« Whitehead and Russell, as is well-known, constructed logic and mathematics
by initially taking certain evident propositions as axioms and deriving the theo-
rems of logic and mathematics from these by means of some precisely formulated
principles of inference (...). Of course, when such a procedure is followed the
question at once arises whether the initially postulated system of axioms and
principles of inference is complete, that is, whether it actually suffices for the
derivation of every logico-mathematical proposition. »

3La preuve de Gentzen [Gen69] du théoréme du séquent médian utilise déja une sorte de permutation
d’inférence, mais pas dans un sens aussi élaboré que chez Kleene. Gentzen fait plutot reposer sa preuve sur
des propriétés de la contraction et de I’affaiblissement que sur une vraie permutation d’inférence comme
défini ci-dessus. En particulier, la notion d’occurrence de formule ne semble pas tout & fait claire dans cette
preuve de Gentzen.
On peut ensuite déduire facilement le théoréme de Herbrand du théoréme du séquent médian [Gir87b].
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Ainsi débute Darticle de Gédel démontrant le théoréme de complétude du calcul des pré-
dicats [G630), [Hei67]. En effet, pour un systéme déductif, deux questions sont importantes
vis-a-vis d’'une sémantique :

— Tous les énoncés qui peuvent étre prouvés sont-ils vrais ?

— Tous les énoncés vrais sont-ils prouvables ?

Ces deux questions correspondent aux propriétés de correction et de complétude d’un
systéme de démonstration. Il faut & vrai dire étre plus précis et parler de validité plutot
que de vérité, la validité d’un énoncé étant sa «vérité dans tout modéle». La correction de
LK ne pose pas de probléme : grace a 'admissibilité de la coupure, il suffit de vérifier que
chaque régle du systéme sans coupure préserve la validité. La complétude est en revanche
beaucoup plus complexe. Ceci n’est pas surprenant puisque, alors qu’on peut approcher
la notion de prouvabilité de maniére structurée et inductive, analytique, grace au résultat
d’admissibilité de la coupure, la notion de validité de son coté est moins facilement sujette
a ’analyse.

La complétude du calcul des prédicats a été initialement démontrée par Godel en
1930 [Ga30), [Hei67]. Nous allons ici nous intéresser a la complétude de LK, en considé-
rant le calcul sans coupure et dans sa présentation avec seulement des formules & droite du
F.

On dira d’un séquent - I qu’il est valide si, pour tout modéele M, 'une des formules
de I' est interprétée par la valeur de vérité v.

La complétude de LK s’énonce alors comme suit :

Théoréme 1.31 (Complétude de LK)

Si un séquent - I' est valide alors il est prouvable dans LK sans coupure.

On prouvera en fait la contraposée de I’énoncé du théoréme, c’est-a-dire que si un
séquent F I' n’est pas prouvable, alors il existe un modéle du langage £ dans lequel aucune
formule de I' n’est vraie.

Nous allons utiliser une technique de recherche de preuve qui va consister a considérer
une méthode de construction de preuve qui soit compléte dans le sens o1, si le séquent est
prouvable, notre méthode trouve nécessairement une preuve. On utilisera ensuite le fait
que, si - I' est un séquent non-prouvable dans LK, on obtient par notre méthode un objet

(qui n’est donc pas une preuve dans LK) permettant de construire un contre-modeéle de
FT.

Ce type de technique pour établir la complétude a notamment été proposé par Smul-
lyan [Smu68].

Définition 1.32 (Séquents structurés)

On considére des séquents de la forme : L;T; ®, ot
— L est un ensemble de littéraux (formules atomiques ou négations de formules
atomiques),
— I' est une liste ordonnée de formules quelconques et
— ® est une liste ordonnée de formules quantifiées existentiellement.
On dit que le séquent L;T; ® est satisfaisable si le séquent (de LK)+ LT, ® est
satisfaisable (on ne se préoccupe alors plus de I'ordre des formules de T" et ®).
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Reégles Impropres :

LT Open m Failure

Reégles de Classification :

I, L;T; ® c L;T;®,dx. A c
Ly, T; 0 it L3z AT;® 7
Reégles Logiques :
A -A LT M LT.ro |
L;AT;® L;B,F;CID/\ L;A,B,T,® y
LAAB,T,® LAV B,T,®

L; Aly/x],T; ® L; Alt/x]; ®,3z.A
L:Vx. A, T;® L;(;3x. A, ®

F1a. 1.7 — Arbres de dérivation systématiques. Dans la régle ¥, la variable y n’apparait pas
libre dans L, T, ®.

Définition 1.33 (Arbre de Dérivation Systématique)

On considére une énumération € des termes du langage du premier ordre considéré.
Un arbre de dérivation systématique pour le séquent L;I'; ® est un arbre de
dérivation enraciné en L;T';® dont les régles d’inférence (a branchement fini) sont
données en figure [ et qui est tel que :
— une branche d’un arbre de dérivation systématique peut étre infiniment longue;
— la régle ini est appliquée dés que possible : dés qu’un arbre de dérivation sys-
tématique contient un séquent de la forme A,—A,L';T';®', ce séquent doit étre
conclusion d’une régle open ou d’une régle ini
— quand une régle 3 est utilisée, la variable doit étre instanciée par le premier terme
de I’énumération € qui n’a pas été utilisé plus bas dans la dérivation pour une
instanciation de ce quantificateur.
Un arbre de dérivation systématique est dit maximal ou clos lorsqu’il ne contient
pas d’occurrence de la régle open.
Un arbre de dérivation systématique est un arbre échec si il contient une occur-
rence de la régle failure ou bien une branche infinie. Dans le cas contraire, on parle
d’arbre succés.

Remarque 1.34

Dans le cadre d’une énumération €, on pourrait reformuler comme suit les régles concer-
nant les exponentielles, en supposant que la composante ® des séquents contient main-
tenant des formules exponentielles indexées :

L;T;®,3%.A c L; Ale(k)/a]; @, 3. A
L3z AL;0 7 L; - 3z.A®

E|i

33



Fig. 1.8

~P(tk), P(ye—1), -, =P(t1), P(yo), =P (to) 5 P(yx) ; Fzvy.(=P(x) V P(y))

Py s ~P(0), P), ~Plto) & ~P() Plyr) s 309-(2P@) V P(y) =
P(y).~P(t) P(w).~Plto) i 0 3e59y.0P@) VPG
~P(t), P(yo), ~Plto) 5 Ply) 5 323y.(oP() v P(y) "™
P(y), ~Plto) i ~P(0). Pln)  30.95.(P() V P(y)
P(yo),~P(to) ; (=P(t1) vV P(y1)) ; 3z.Vy.(=P(x)V P(y)) v

P(yo), ~P(to) 5 Vy.(=P(t1) V P(y)) 5 Fa.Vy.(=P(x)V P(y))
P(yo0),~P(to) ; 0 ; Jaz.Vy.(-P(z)V P(y))
—P(to) ; P(yo) ; FxVy.(=P(z)V P(y))
0 ; —P(to), P(yo) ; 3a.Vy.(-P(x)V P(y))
0 ; —P(to)V P(yo) ; JazVy.(=P(x)V P(y))
0 ; Vy.(=P(to)V P(y)) ; 3z.Vy.(=P(x)V P(y)) .
0 ; 0 ; FzNVy.(=P(z)V Py))
0 ; FxVy.(=P(x)V P(y) ; 0

C3

— Arbre de dérivation systématique pour la formule du buveur. La régle initiale

est appliquée lorsque pour la premiére fois un terme t; est égal o 'une des variables y; avec

1< k.

Remarque 1.35

Ilya

Nous

principalement trois choses importantes a noter concernant les arbres de dérivation

systématiques :

on a incorporé les régles structurelles de LK dans les régles logiques et dans
laxiome (la régle initiale fait Paffaiblissement, D'existentielle est précédée d’une
contraction),

on utilise toujours la version réversible de la régle logique quand une telle régle
existe (c’est-a-dire la disjonction multiplicative et la conjonction additive) et
dans la régle 9, on prend la premiére formule de la liste de formules existentielles
comme formule principale et puis la formule est reclassée & la fin de la liste, c’est-
a-dire qu’on effectue une contraction sur une formule existentiellle avant de Ilui
appliquer une régle existentielle et que l'utilisation des régles existentielles est
parcimonieuse (ces régles ne sont appliquées que lorsque la partie médiane du
séquent est vide) et équitable (chaque formule existentielle dans le séquent se
verra, a son tour, appliquer une régle d’inférence et on parcourra tout I’ensemble
des termes du langage grace a I’énumération).

prouvons maintenant le théoréme de complétude. La preuve est constituée de

deux parties : on commence par prouver que si un séquent - I' n’est pas prouvable dans
LK alors les arbres de dérivations systématiques clos de -;I';- sont nécessairement des
arbres échec. Nous construisons ensuite, & partir d'un arbre échec, un contre-modeéle pour
le séquent initialement considéré.

Démonstration: Considérons un séquent F I' qui n’est pas prouvable dans LK (avec les

séquents & un coté). Soit 7 un arbre de dérivation systématique pour le séquent
F 0;T; 0 avec ’énumération € qui soit maximal (c’est-d-dire qu’il ne contient aucun
nceud open).

Il s’agit forcément d’un arbre échec car dans le cas contraire on pourrait construire
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a partir de 7 une preuve de F I dans LK (ce qui est impossible par hypothése) :
On obtient en effet une preuve de - I" dans LK & partir de 7 en transformant tous
les L;T';® en - L,T', @, en effacant toutes les régles de classification, en conservant
les régles T, V, A et V telles qu’elles sont, en ajoutant le nombre approprié de régles
d’affaiblissement avant une régle initiale et en effectuant une contraction avant chaque
application d’une régle existentielle.

Puisque 'arbre considéré est un arbre-échec, alors il y a nécessairement, au moins
une branche échec (branche infinie ou se terminant sur un nceud failure), on considére
une telle branche que ’on appellera 3. Cette branche va nous permettre de construire
un contre-modéle du séquent conclusion.

Nous allons donner des valeurs de vérité aux formules atomiques du langage
d’aprés 3, ce qui nous fournit un modéle, noté Hg, comme suit : on peut interpréter
les symboles de fonction comme des fonctions des termes dans les termes, la seule
partie intéressante étant la valeur de vérité des formules atomiques qui nous indique
comment interpréter les symboles de prédicat du langage. L’interprétation des for-
mules atomiques est définie comme suit : si une formule atomique A apparait dans
la composante de gauche d’un séquent de 3, elle prend la valeur de vérité f; si sa
négation apparait dans la composante de gauche, A prend la valeur v. Les formules
atomiques qui n’apparaissent dans aucun des séquents de la branche § prennent la
valeur v (une valeur arbitraire conviendrait).

Ce procédé est bien défini puisque deux littéraux opposés ne peuvent pas appa-
raitre dans la méme branche échec : si A apparait dans la partie gauche du séquent
Bm de [ et que —A est dans la partie gauche de f,, alors ils appartiennent tous
les deux a la composante de gauche de B3,,44(m,n) Puisque l'on ne retire jamais de
formule de la composante de gauche des séquents en montant le long d’une branche.
Mais dans ce cas, la prochaine régle de § doit étre une régle axiome par construction
de ’arbre de dérivation systématique, ce qui est impossible sur une branche échec.

Un tel modéle est appelé modéle de Herbrand.

On vérifie maintenant que le séquent conclusion de I'arbre est effectivement, falsifié
par ce modéle, en montrant que toute formule apparaissant dans un séquent de (3 est
interprétée par f dans Hg; puisque la racine fait bien str partie de cette branche, on
pourra conclure. On raisonne par induction sur la structure de la formule :

— Si A est un littéral, alors par définition du modéle, elle est interprétée par f.

— A ne peut pas étre T puisque cela impliquerait qu’une régle T est appliquée
dans § mais alors § n’est pas une branche échec;

— Si Aest BAC, alors, si A apparait dans 3, A finira par arriver en premiére
position de la composante du milieu d’un séquent (,,. Le séquent en question
est alors ’arc-sortant d’une régle A qui a deux arcs entrants, dont 'un des deux
fait bien sir partie de 8. Supposons par exemple qu’il s’agit de ’arc de gauche;
dans ce cas, B est dans (3,,4+1 et par hypothése d’induction B est interprétée
par f dans Hg et donc A est aussi interprétée par f dans Hg;

— Si A est BV C alors il existe 3, tel que A est en premiére position de la
composante du milieu de (,,. La régle suivante qui est appliquée est donc V
produisant (,,+1 qui contient & la fois B et C'. Par hypothése d’induction B et
C sont fausses dans Hg et leur disjonction ’est aussi;

— Si A est Vx.B alors la formule sera en premiére position d’un certain [,,.
Sa prémisse [3,,+1 contient une formule By/z] qui est interprétée par f par
hypothése d’induction et donc A est fausse dans Hg ;

— Si A est Jx.B, alors cette formule sera finalement en premiére position du
séquent du milieu et sera classifiée ensuite dans la composante de droite du
séquent ce qui assure que la branche échec 8 est nécessairement infinie. On va,
donc, le long de la branche 3, appliquer une infinité d’instances de la régle 3 &
la formule A et qui, grace a e, énuméreront tous les termes : pour chaque terme
t, il existe un séquent §; de B ayant B[t/x]| dans sa composante médiane et qui
est donc, par hypotheése d’induction, interprétée par f dans Hg de telle sorte
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FiG. 1.9 — Calcul des séquents LJ : Groupe Identité.

que A regoit également la valeur f.
Nous avons donc prouvé que toute formule apparaissant dans la branche (§ était
interprétée par f dans le modéle Hg de telle sorte que toute formule du séquent

conclusion est fausse dans Hg ; ce séquent ne peut étre valide.
O

1.3. Logique intuitionniste : LJ

1.3.1 Non-constructivisme de LK

Le calcul des séquents LK n’est pas constructif dans le sens que d’une preuve de - AV B
on ne peut pas forcément extraire une preuve de - A ou de b B du fait de 'utilisation
possible du tiers exclu comme dans la démonstration suivante :

Proposition 1.36

Il existe deux nombres irrationnels a,b tels que a® est rationnel.

. L N , . 2
Démonstration: Considérons le nombre irrationnel v/2. De deux choses I'une. Soit \/5\[ est
rationnel, soit il est irrationnel.
Dans le premier cas, il suffit de prendre a = b = /2 tandis que dans lautre cas, on

2 2 2
pose a = \/5\/_ et b = v/2 et on obtient a® = (\/5\/_)\/5 = +/2" = 2 Puisqu'il n’y a
pas de troisiéme possibilité, cela montre le résultat.

O

Cette preuve est particuliére : méme si la preuve est valide, on ne peut pas en extraire

une information sur l'irrationalité de \/5\/5 (qui est en effet irrationnel), ni sur une quel-
conque paire d’irrationnels vérifiant la propriété : on ne peut pas construire de témoin de
ce que le théoréme affirme.

Dans le systéme LK, cette propriété est due & la possibilité d’utiliser la contraction a
droite qui permet de prouver le tiers exclu :

m m
A A
FAAv oA ftV?2
FAvV A Av-a BVl
FAv-a B¢

1.3.2 Le calcul des séquents LJ

Définition 1.37 (Séquents intuitionnistes)

Les séquents de LJ sont de la forme I' - = ot = contient au plus une formule.
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FiG. 1.10 — Calcul des séquents LJ : Groupe Structurel.

A INAE
T-AF b~ TF-4
LiFA TyBFE T, A+ B
T, A>BFrE L= Trasphi=
IAFZ I''BFE A I'FB
T ArBrz Y T asBrz LA2 T-anp oA
ILAFE T'BEE LA I'-B
ravere Y Ttrave V!l Ttravp V2
D A[t/z] F = ' A NARZ '+ Alt/x]
Tvedrs Y9 Trvea ™ W tars P 0 Traa

(*) =g FV(I). (**) ¢ FV(T',2).

F1a. 1.11 — Calcul des séquents LJ : Groupe Logique.

Définition 1.38 (Calcul des séquents LJ)
Le calcul des séquents L.J est le systéme défini par les figures [, LI et [T

De méme que LK, LJ satisfait un théoréme d’élimination des coupures et une propriété
de la sous-formule mais la structure de L.J nous fournit des propriétés bien plus intéressantes
qui témoignent du caractére constructif de LJ.

1.3.3 Propriétés d’existence et de la disjonction

L’élimination des coupures, nous donne :
Proposition 1.39 (Propriété de la disjonction)
Sitry AV B, alorstry A outbtpy B.

Remarque 1.40

La propriété de la disjonction nous assure en particulier qu’on ne peut pas prouver le
tiers exclus dans LJ : siF aV —a était prouvable dans LJ pour un littéral a, on pourrait
prouver soit - a, soit - —a, c’est-a-dire a |- ce qui n’est pas le cas puisqu’aucune régle si
ce n’est la coupure et 'affaiblissement ne s’applique au premier séquent et aucune régle
sinon la coupure, I'affaiblissement et la contraction ne s’applique au second séquent.

Proposition 1.41 (Propriété de l’existence)

Sitrg 3x.A, alors il existe un terme t tel que 15 Alt/x].

Ces propriétés sont valables lorsque le séquent ne contient pas d’hypotheése, c’est-a-dire
dans le cas d’une théorie vide, pas nécessairement quand il y a des formules & gauche
comme le montre le cas du séquent AV B+ AV B.
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Les théories de Harrop sont des théories constructives :
Définition 1.42 (Théorie de Harrop)

— Une (occurrence d’une) sous-formule B de A est dite strictement positive si
elle n’apparait ni sous une négation ni a gauche d’une implication ;

— Une formule de Harrop est une formule A dont aucune sous-formule strictement
positive n’est de la forme BV C ou 3x.B ;

— Une théorie de Harrop est un ensemble de formules de Harrop.

Proposition 1.43 (Constructivité des théories de Harrop)

Si I' est une théorie de Harrop, on a les propriétés suivantes :
—sil'kFryAvBalorsT'krpy Aoul' by B
— si 'y 3z A alors il existe un terme t tel que I' br; Alt/x].

1.3.4 Comparaison de la prouvabilité en LJ et en LK

La prouvabilité dans LJ est évidemment plus faible que la prouvabilité en LK puisque
toute preuve de LJ est a fortiori une preuve de LK. Les relations entre la prouvabilité dans
LJ et dans LK sont pourtant plus fines que cette simple observation.

En LJ, la régle de contraction & droite est interdite mais elle est autorisée & gauche.
Ainsi, si F AV—A n’est pas prouvable dans LJ, on peut en revanche prouver = =—(AV-A) :

m Ini
At Av A &Y
AV -A)ArL B
m I}T%Z' —\(A\/—'A) Fry—A Ry

Frx A, —A —|(A\/—\A) Frg AV -A I

Fix A Av A 1tV S(AVA) AV oA Py
TR AV A Av oA BY “(AV-A) Fr,
Fre AV -A RC Fr —\—|(A\/—\A)

L’idée d’une preuve intuitionniste de =—(A V = A) est de commencer par envoyer la
formule & prouver dans la protion gauche du séquent grace a la régle de la négation ce qui
permet d’utiliser la contraction & gauche pour avoir plusieurs copies de la formule et de la
replacer dans la portion de droite du séquent grace au second —. De cette remarque, il n’y
a qu’un pas jusqu’aux ——-traductions :

Définition 1.44 (——-traduction de Gddel)

— A* = == A pour A une formule atomique;
- (AAB)* = A* A B*;

— (VzA)* =VzA*;

— (04 ) —AY;

- (A= B)" = A* = B*;

- (AVBY = —~(4"V B,
- (3 ) = ——dz A~

Théoréme 1.45

I'bri A si, et seulement si, ' b5 A*.
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1.4.

Lemme 1.46
Fri As A

Définition 1.47
Une formule A est dite stable quand b1 ; -—A = A.

Lemme 1.48

Quelle que soit la formule A, A* est stable.

Lemme 1.49
SiTl l_LK A alors F*,ﬁA* l_LJ.

Remarque 1.50

On peut donc finalement affirmer que ce qui distingue LJ de LK, plus que le plus grand
pouvoir déductif de LK, c’est le fait que la prouvabilité en L.J est une relation plus fine
qu’en LK.

Informellement, un logicien intuitionniste ne peut pas nécessairement prouver une
formule A qu’un logicien classique peut prouver, mais il peut trouver une autre for-
mule (A*) qu’il saura prouver et que le logicien classique ne sait pas distinguer de la
précédente.

En particulier, en logique intuitionniste, I'utilisation du tiers exclu (ou de la contrac-
tion a droite) doit étre explicitement mentionnée dans la formule par I'utilisation de la
double négation (en logique linéaire, on aura le méme phénoméne mais avec toutes les
régles structurelles a part la régle d’échange, et non pas seulement pour RC').

La déduction naturelle

La déduction naturelle a également été introduite par Gentzen [Gen69|. Les déductions
formelles de la déduction naturelle sont proches du raisonnement mathématique usuel,
c’est d’ailleurs ce qui a motivé l'introduction de ce systéme par Gentzen en 1935 qui
voulait mettre au point un formalisme qui refléte de maniére aussi précise que possible
les raisonnements logiques effectivement & 1’ceuvre dans les preuves mathématique

Définition 1.51 (Séquents de la déduction naturelle)

Les séquents de la déduction naturelle sont donnés par un ensemble I', les hypothéses
du séquent, et une formule A, la conclusion du séquent. On notera les séquents I' - A.

Définition 1.52 (Déduction naturelle NJ, NK)

— La déduction naturelle intuitionniste, ou NJ, est définie par les régles d’inférence
des figures [[ 13 et [LT3;

— La déduction naturelle classique, ou N K, est le résultat de 'ajout de la régle de
la figure[LId a NJ.

— Une déduction (ou preuve) du séquent I' - A dans NJ ou NK est un arbre fini
d’inférences du systéme considéré dont la racine est I' - A.

*Gentzen [Gen69)|, section 2 : «we wish to set up a formalism that reflects as accurately as possible the
actual logical reasonning involved in mathematical proofsy.
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-4 T-B ILAFB LA

TLAF A A7 r-ang M T-a=B ! Trvea 'l )
THAAAy TFA THFA=B Tk VA
rra, P Geil2) TFB =B TFAlt/a] P
(%) Pour cette régle, x ¢ FV(T).
FiG. 1.12 — Déduction naturelle NJ, fragment =, A, V.
THA I+ B I'F Aft/x] IAFL
T+avp V1 T-avp Y2 TF3z.4 T4
THAVB T,AFC T,BFC I'k32.4 T,AFC I--A TFA
TFo VE TFo 3E (+) T F

(%) x n’est pas libre dans I', C'

Fi1G. 1.13 — Fragment V, 3, - de la déduction naturelle.

Remarque 1.53

On donne ci-dessous un exemple de preuve en déduction naturelle :

" Tr a4 I‘I—Bj\l?
'FAAB=C 7 TFANB _ [
ANB=C,ABFC

D= 13
F(AANB=C)= (A= (B=C(C))

oil' = ANB = C,A,B.

Parmi les dérivations en déduction naturelle, on met en évidence certaines structures,
certaines formes de dérivation. On va en particulier étre intéressé par 1’étude des relations
entre diverses preuves via la notion de coupure :

Définition 1.54 (Coupure en déduction naturelle)

— Une coupure en déduction naturelle est la succession immédiate de I'introduction
d’un connecteur et de son élimination, comme dans ’exemple suivant :

_ Dy
»m  TAFB
=

TrA TF-rA=B
TrB =B

— Une preuve sans coupure est une preuve qui ne contient auicune coupure.

Une preuve contenant une coupure peut étre vue comme une preuve structurée avec
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F1G. 1.14 — Raisonnement par I'absurde.

un lemme : dans I’exemple ci-dessus, on démontre le lemme A dans la dérivation 9, d'une
part et on utilise le lemme A dans la dérivation Dy puisqu’il fait partie de 1’ensemble
d’hypothéses.

Il est naturel de se demander si on peut obtenir, & partir d’'une déduction contenant
une coupure, une déduction sans coupure, ce qui correspondrait informellement & une
démonstration directe, sans lemme. La déduction naturelle permet de définir un procédé
d’élimination des coupures qui a été étudié en détail par Prawitz [Pra6d) :

Do
D I''AFB
[FA TFA=B_ 1L )
I'HB = —* I'-B ol D est sans coupure.

qui a de bonnes propriétés, a savoir d’étre confluent (pour le fragment =, A,V de NJ)
et de terminer.

Les déductions formelles de la déduction naturelle sont proches du raisonnement mathé-
matique usuel, mais elles manquent de structure :

— La notion de coupure est implicite : il n’y a pas de régle explicite pour la coupure
comme on en a pour les connecteurs logiques;

— ND n’est vraiment satisfaisante que pour un fragment de la logique intuitionniste :
=, A, V.
De maniére paradoxale, les connecteurs qui sont le plus intéressants du point de vue
de la logique intuitionniste sont V et 3 pour lesquels la déduction naturelle ne se
comporte pas bien.

1.4.1 Déduction naturelle & conclusions multiples

La non-confluence de I’élimination des coupures en logique classique est problématique,
en particulier si 'on veut utiliser ces systémes de démonstration pour représenter des
programmes et ’élimination des coupures pour représenter la dynamique des calculs. Il est
souvent souhaitable, sauf dans des cas bien particuliers, quun programme, lancé sur les
mémes arguments, donne toujours le méme résultat.

Parigot a introduit une variante de la déduction naturelle N K, dont les conclusions ont
plusieurs conclusions, comme dans LK mais dont ’élimination des coupures est confluente.
Ce systéme est a l'origine du Ap-calcul que nous étudierons dans le chapitre suivant. Le
systéme de déduction naturelle classique a conclusion multiple, que ’on notera CN D, est
un sous-produit de la déduction libre [Par91] (FD, pour Free deduction) introduite par
Parigot, systéme qui emprunte certains aspects & la déduction naturelle et au calcul des
séquents et qui peut encoder le calcul des séquents et la déduction naturelle.

Le systéme C'N D est présenté en figure [LTH
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Ax

T,AFAA
I'AF B, A '-AA THA= B,A
Tra=BA 1 TFB.A
[LAFA I'-A4,A TFAA
Tr-aa ! TFA -

F1G. 1.15 — Déduction naturelle Classique & plusieurs conclusions, fragment =, —.

1.5. La logique linéaire

Une origine sémantique. La logique linéaire [Gir87a] trouve son origine dans une sim-
plification des domaines de Scott [Sco76]| par Girard, les espaces cohérents qui utilisent la
propriété de stabilitdl de Berry [Ber7s].

En particulier, les fonctions linéaires (fonctions stables qui préservent les unions quel-
conques : f(aUb) = f(a)U f(b)) jouent un role essentiel dans les espaces cohérents et
conduisent & une décomposition de ’espace de fonctions usuel X = Y en une partie li-
néaire —o et une partie dite exponentielle !(_) :

X=Y = XY

Si la logique linéaire trouve son origine dans les sémantiques de cohérence, sa théorie
de la démonstration est trés riche et c’est sur cette théorie, et en particulier son calcul des
séquents, que nous allons maintenant nous pencher.

1.5.1 Calcul des séquents linéaire, LL

L’introduction de la linéarité conduit Girard [Gir87al] & remettre en cause les régles
structurelles de contraction et d’affaiblissement : ces régles empéchent évidemment tout
traitement linéaire, c’est-a-dire dans lequel le nombre d’occurrences d’une formule im-
porterait. Alors que la logique intuitionniste, dans son calcul des séquent LJ, interdit la
contraction a droite, la logique linéaire va interdire purement et simplement les regles
structurelles.

La logique linéaire va avoir les propriétés de constructivité de LJ tout en ayant la symétrie
de LK. On considérera ainsi des séquents & un seul c6té comme on ’a vu pour LK : - T
et on considérera des formules littérales, ou atomiques : a,a™, b, b", ... la négation linéaire
(_)* etant définie au niveau des formules atomiques par les dualités de de Morgan.

®On appelle espace cohérent X la donnée d'un ensemble appelé la trame de X, noté | X | et d’une
relation réflexive et symeétrique, la relation de cohérence, notée x_ yy. On appelle clique de X un sous-
ensemble a de | X | dont les points sont deux & deux cohérents et on note a C X pour «a est une clique de
X».
Une fonction stable entre deux espaces cohérents X et Y est une fonction qui préserve les cliques, qui
est croissante et continue et qui vérifie la condition de stabilité, c’est-a-dire qui préserve les intersections
compatibles (si aUb C X, f(anNbd) = f(a) N f(b)) ce qui meéne a considérer 'ordre stable : f T g si
VaCbC X, f(a) = f(b)Ng(a).
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Deux conjonctions et deux disjonctions. En I'absence des régles structurelles, les
présentations alternatives des inférences pour la conjonction et la disjonction classiques de
LK ne sont plus équivalentes. Cela nous ameéne naturellement & considérer deux connecteurs
distincts pour la conjonction et deux connecteurs distincts pour la disjonction : une paire
conjonction/disjonction sera dite multiplicative tandis que 'autre sera dite additive :

Définition 1.55 (Connecteurs multiplicatifs et additifs)

— Les connecteurs multiplicatifs seront notés ® (le tenseur, la conjonction mul-
tiplicative), %9 (le par, la disjonction multiplicative), 1 (I'unité de la conjonction)
et L (l'unité de la disjonction).

— Les connecteurs additifs seront notés & (le avec, la conjonction additive), &
(le plus, la disjonction additive), T (I'unité de la conjonction) et O (I'unité de la
disjonction).

Définition 1.56 (Inférences multiplicatives et additives)

Les inférences associées aux connecteurs multiplicatifs et additifs sont les suivantes :

FT FT,A B FILA FAB o
rr.1 Y Frass P Tadep @ FTl
_ KA FDB T, A -T.B
FrT 1 Fraan & T 4s8 ) Frass @

Remarque 1.57

On a les paires de connecteurs duaux pour les relations de de Morgan : ® /9, ® / &,
1/L et 0/T.
L’implication linéaire est ainsi définie comme : A — B = AL 9 B.

Remarque 1.58

Les unités sont des versions d’arité nulle des connecteurs multiplicatifs et additifs :

~ [’®] a deux sous-formules, A et B ; [L] n’en a aucune.

— [®] a deux prémisses, - I'; A et = A, B, et une partition du contexte en deux
sous-ensembles ; [1] n’a aucune prémisse et le contexte est vide (I'ensemble vide
est le seul ensemble a avoir une partition de cardinalité nulle).

— [&] a deux prémisse T', A et = T', B, qui copient chacune le contexte de la formule
principale; [T] a zéro prémisse et le contexte est libre.

— @ a deux régles d’inférence; 0 n’a aucune régle d’inférence.

Les exponentiels. L’autre ingrédient des espaces cohérents que nous avons mentionné
est la construction ! qui permettait de relier I'implication linéaire et I'implication classique.
On considére donc deux nouveaux connecteurs ! et 7, les exponentiels, qui vont permettre
de gérer la multiplicité des formules; ce n’est que sur les formules préfixées d’'un 7 que I'on
pourra effectuer contraction ou affaiblissement :

F?T, B

T FT,?B,?B -T,B
—rtas Y e v

? - [?
rrrs 4 Fres Ml

Les deux exponentiels sont duaux pour les lois de De Morgan ((? A)+ =!A"1)
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FT,A FA AL

CaA AL FT.A cut
FT FT,A B FTLA FAB L
Tt rrass ® Taacs © 1l
- T, A LB T, A o DB
FT,T FT,A& B FL,LAe B "% FT, 49 B ™!
- T, Ale/x] _ FI,Alt/x]
FTvea V) sieg FV(ITve.d) FT 304 )
T, A T, A[F/X
———— [V?] siX gFV() 7[2 /X] Ed
- T,v2X.A FT,?X.A
70, B LT -T,?B,?B -T,B
R hi ? U Rl Bl 27
—ras ) rrep 'V trp U4 frogld

F1G. 1.16 — Calcul des séquents pour LL

On compléte le tableau en considérant les quantificateurs du premier et du second ordre.
Définition 1.59 (Calcul des séquents de LL)
Le calcul des séquents de LL est donné en figure [LT.

Définition 1.60 (Fragments particuliers)

On considérera les fragments de LL suivants, avec ou sans quantificateurs selon le
cas :
— MALL est le fragment de LL qui ne contient pas les exponentiels ;
— MLL est le fragment de LL qui ne contient que les connecteurs multiplicatifs ;
— MELL est le fragment de LL contenant les connecteurs multiplicatifs et exponen-
tiels;
— On désignera par M LL™ le fragment multiplicatif sans unité.

Remarque 1.61

On peut restreindre la régle initiale a ne s’appliquer que sur des formules atomiques :

mnt
Fa,at

Exemple 1.62

On donne en figure [LTA un exemple de preuve en logique linéaire sur laquelle nous
reviendrons au chapitre [9

La logique linéaire satisfait évidemment le théoréeme d’élimination des coupures
ce qui fournit une propriété de sous-formule (tant que le second ordre n’est pas concerné)
et des propriétés similaires & la propriété d’existence et de disjonction de LJ :

Propriété 1.63

— SiFpp 3x.A alors il existe un terme t tel que 1y, Alt/xz];
- Sitrp A® B alors soit b1, A soit 11, B.
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FiGg. 1.17 — Exemple d’une preuve dans LL.

En outre, les régles exponentielles évitent de retrouver, dans LL, les paires critiques de
Lafont que nous avons vu dans LK. En effet, dans le cas d’une coupure :
FT,0AL FA7A
FT,A

cut
seule la formule ? A peut étre affaiblie.

Si I’élimination des coupures de LL ne présente pas le probléme de non-déterminisme
révélé par la paire critique de Lafont, I’élimination des coupures de LL n’est pas pour
autant confluente a cause des cas de commutation lors de ’élimination des coupures quand
la formule de coupure n’est pas la formule principale des inférences de ses prémisses comme
le montre 'exemple suivant :

D -
FT,A,C FA,B,B',C* -
I—F,A@A’,C[@O] FA,B% B, Ct .
Cu

FT,A® A',A,B® B

On peut réduire la coupure de plusieurs maniéres selon l'ordre dans lequel on effectue la
commutation de la coupure avec les régles [@o] et [®], on peut ainsi obtenir :

D z D £
FT,A,C FA,B,B Ct FT,A,C FA,B,B Ct
FT,A.A, B, B cut FT,A A, B, B cut
FT.AABR D O T Ao A.AB D 0
FT,A® A ,A,B% B @] o FT,A® A ,A,B% B o

Cette non-confluence n’est pas du méme ordre que celle de la paire critique de Lafont
car elle est due & 'ordonnancement des régles d’inférence imposé par le calcul des séquents.
Ainsi, les deux preuves obtenues sont équivalentes modulo les permutations d’inférences a
la Kleene-Curry étudiées plus haut.

1.5.2 Réseaux de démonstration pour MLL

La maniére usuelle d’aborder le probléme de l'identité de preuve en logique linéaire
(et de donner une représentation canonique des preuves) consiste & utiliser les réseaux de
démonstration qui ont été initialement introduits par Girard [Gir8&7al.

Les réseaux de démonstration sont des structures qui ne conservent pas l'information
d’ordonnancement des régles non nécessaire dans une preuve de séquents. Une structure de
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La cellule ini est restreinte aux formules atomiques.

sy

S

S
|7

F1G. 1.18 — Cellules des réseaux de démonstration pour MLL™.

démonstration M LL~ est ainsi un graphe qui consiste en la forét des arbres de formules
du séquent F I' complétée d’une structure additionnelle représentant les régles initiales :

Définition 1.64 (Structures de démontration M LL™)

Une structure de démonstration (ou structure de preuve) de M LL~ de conclusions
F T est un graphe constitué de cellules représentées en Figure [[T8 qui sont connectées
par des fils portant pour labels des formules de M LL™.

Pour chaque formule F de - T' il y a un fil pendant avec le label F' appelé conclu-
sion.

Des conditions supplémentaires sont imposées de maniére & assurer qu’'une structure
de preuve est bien un objet logique représentant une preuve, c’est-a-dire qu’il peut étre
séquentialisé en une preuve de séquent.

Définition 1.65 (Réseaux de démonstration M LL™)

Un réseau de démonstration M LL™ de conclusions = I' est une structure de preuve
qui provient de la déséquentialisation d’une preuve du calcul des séquents D de - T°
en oubliant 'ordonnancement des régles d’inférence : une régle d’inférence de M LL~
est transformée comme la cellule correspondante dans la Figure[[L T8 et les cellules sont
combinées en suivant la trace des occurrences de formules dans la preuve de séquent.

[’élimination des coupures dans les réseaux de démonstration est confluente.

Critéres de correction. La définition précédente ne donne pas de critére pratique qui
permette de vérifier qu'une structure de preuve donnée est bien un réseau de démonstration,
c’est-a-dire qu’elle peut effectivement étre séquentialisée en une preuve de LL. Il existe
de nombreux critéres pour caractériser les réseaux de démonstration qui ont en général la
propriété d’étre non pas des critéres inductifs, mais géométriques. On peut citer par exemple
le critere de Danos-Régnier : une structure de preuve 7 est un réseau de démonstration
si tout sous-graphe obtenu en enlevant, pour chaque noeud ’@ de 7, exactement 1'une des
deux arétes prémisses du noeud est connexe et acyclique.

1.6. Programmer en logique

Le principe de la programmation logique est de modéliser le calcul comme une recherche
de démonstration. Dans ce modeéle de calcul, on identifie un programme avec un séquent
et on voit le calcul comme la recherche d’une preuve de ce séquent.

Les différents cadres de programmation logique varient selon les logiques utilisées, les
formes de séquents que 1’on considére ainsi que les stratégies de démonstration que 1’on
utilise [MNPS9T].
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Un exemple historique de programmation logique est celui de la programmation par
clauses de Horn sur laquelle est fondé le langage Prolog.

1.6.1 Preuves uniformes

Nous allons présenter un cadre formel développé dans un article de Dale Miller, et
al. [MNPS9T]| qui permet de généraliser la programmation logique a des logiques et des
ensembles de formules plus généraux. On se place dans le cadre intuitionniste de L.J.

Définition 1.66 (Preuves uniformes)

Une preuve uniforme est une preuve en calcul des séquents satisfaisant la condition
suivante : pour toute occurrence dans la preuve d’un séquent dont le coté droit n’est
pas une formule atomique, ce séquent est conclusion d’une régle d’introduction droite.

Définition 1.67 (Prouvabilité uniforme)

Etant donné un séquent I' - F, on dit que T' - F est prouvable uniformément dans
une logique donnée s’il existe une preuve de I' = F dans cette logique qui soit uniforme.

Etant donnée une notion de prouvabilité -, on note F*"/ ]a prouvabilité uniforme
correspondante.

Définition 1.68 (Langage de programmation logique abstrait)

Un langage de programmation logique abstrait est la donnée d’un triplet (D, G,tr)
tel que, pour toute partie finie I' de D, les clauses de programme, et pour toute for-
mule G € G, le but, la prouvabilité deT'+ G (ie. T' -, G) coincide avec la prouvabilité
uniforme de T F G (ie. T F4" q).

Remarque 1.69

Les propriétés de prouvabilité uniforme sont trés liées aux résultats de Kleene-Curry
sur la permutabilité des inférences.

1.6.2 Exemples et contre-exemples

On donne ici quelques exemples et contre-exemples de langages de programmation
logique abstraits.

Logique intuitionniste. La logique intuitionniste ne fournit pas un langage de program-
mation logique abstrait : si l'on considére la prouvabilité intuitionniste, alors le séquent
pV qF qV p est prouvable mais n’est pas prouvable uniformément. En effet, la preuve :

pEp 7% q qu
RV1 RV?2
pEqVp quVva
pVqkqVp

est une preuve intuitionniste, mais il n’est pas possible de fournir une preuve uniforme
de ce séquent : supposons en effet qu’on ait une preuve uniforme, on aurait comme derniére
régle, soit
Vaqt
_PYATP 5y
pVagkqVvp
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soit
pVaqlq

——————— RV?2
pVqkqVp

mais aucun des deux séquents prémisses n’est prouvable (que ce soit uniformément ou
simplement dans LlJ).

Logique linéaire. De méme, la logique linéaire compléte, méme dans son fragment intui-
tionniste, ne donne pas un langage de programmation logique abstrait. On peut considérer
les contre-exemples suivants :

1. a® btk b® a (pour la méme raison que plus haut...)

2. lak la ® la (pour pouvoir prouver ce séquent, il faut d’abord contracter le la a
gauche puis décomposer le ®)

3. a&b)Fla
4. b® (b—la)kla

Les clauses de Horn. Sil’on restreint les ensembles D et G aux clauses de Horn et si 1’on
considére la prouvabilité intuitionniste, on obtient un langage de programmation logique
abstrait. Cela revient & avoir les ensembles D et G définis par les grammaires respectives
suivantes :

G == T’A’GlAG2’G1VG2‘H$.G
D = A|G=A|DiADy|Vx.D

ot A désigne une formule atomique du 1°" ordre.

Formules héréditaires de Harrop. On peut étendre la syntaxe des buts et conserver
un langage de programmation logique abstrait, en utilisant les formules héréditaires de
Harrop :

G == T’A’Gl/\GQ’G1VG2’3$.G‘V$.G’D:>G
D = A|G=A|DiANDy|VYx.D

1.6.3 Sémantique opérationnelle de la recherche de preuve

Instructions de recherche.

SUCCESS Ptop T;

AND P Fp G1 A Gy si, et seulement si, P o Gr et Plo Gy

OR PFo GV Gy si, et seulement si, P o G1 ou P Fo G

INSTANCE OF P ko 3,G si, et seulement si, il y a un terme ¢ de type « tel que
Pto Glt/x];

AUGMENT P Fp D = G si, et seulement si, PU{D} Fo G;

GENERIC P Fo V,G si, et seulement si, P Fo G[c/x] ou ¢ est un paramétre de type «
qui n’est libre ni dans P ni dans G.
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Chainage arriére.
Définition 1.70 (Backchaining)

On considére une formule B construite sur les connecteurs T, A\, = et V.
On définit |B| comme le plus petit ensemble de paires tel que :

1. (0,B) € |B|;

2. si (A, By A By) € |B|, alors (A, By) € |B| et (A, Bs) € |B|;

3. si (A,Vx.B') € |B|, alors (A, B'[t/z]) € |B| pour tout terme clos t;
4. si (A,G = B') € |B|, alors (AU{G}, B') € |B].

En termes informels, si (A, A) € |B|, alors on peut utiliser B pour établir A si toutes
les formules de A peuvent étre prouvées.
On peut restreindre le backchaining au cas ou A est une formule atomique :

r—G, ... I' —G,
r—A

BC

si A est atomique, B € I et ({G1,...Gyr}, A) € |B|.
Remarque 1.71

Avec la logique linéaire, le backchaining devient : ||B|| est le plus petit ensemble de
paires tel que :

1. (0,0,B) € ||B]|;

5 (DA By & B) € ||B, alors (T, A, By) € |[B]| et (T, A, By) € | B||;
si (T,A,Vz.B') € ||B||, alors (', A, B'[t/x] pour tout terme clos t;

si (T',A, By = Bs) € ||B||, alors (T U{B1},A, By) € ||B||;

si (T, A, By — Bs) € ||B||, alors (I, AU{B}, Bs) € ||B]|.

et on a la régle de chainage arriére :

i

Crk N

rg—mnB, ... I'0—B, T'AL—C, ... T:A,—Cp
TA,... . A, B—A BCLL

avec m,n > 0, A atomique et ({By...B,},{C1...Cp}, A) € ||B]
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Chapitre 2

Notions de A-calcul et de Au-calcul

Résumé:

Nous rappelons dans ce chapitre les principales définitions concernant le A-calcul
[Chu4d] et introduisons les propriétés notables de ce calcul. Nous énongons et discutons
plus particuliérement le théoréme de Bohm [BGG]|, ou théoréme de séparation, qui
motivera 1’étude du Ap-calcul que nous meénerons dans la suite de cette thése. Nous
introduisons ensuite le Au-calcul de Michel Parigot [Par92] qui est une extension simple
du A-calcul permettant d’étendre la correspondance de Curry Howard de la logique
intuitionniste & la logique classique ainsi que de coder directement en Ap-calcul des
opérateurs de controle usuels des langages fonctionnels. Nous rappelons également les
propriétés principales du Ap-calcul.

Sommaire
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2.1.

Le A-calcul a été inventé et développé par Alonzo Church [Chu4(), [Chu4T1] dés les années
30. Si le A-calcul avait & l'origine pour objectif de servir de fondement aux mathématiques
a partir des notions de fonction et d’applicationﬂ — projet qui s’est révélé étre un échec —
le A-calcul a en revanche eu un développement formidable dans les recherches logiques et
informatiques puisqu’il s’est révélé pertinent tant pour étudier les notions de calculabilité
que celles de déduction. L’isomorphisme de Curry-Howard [HowS0)], établissant une cor-
respondance entre A-termes et preuves en déduction naturelle ainsi qu’entre calculs des
A-termes et réduction des coupures, a en particulier permis de construire un pont entre
théorie du calcul et théorie de la démonstration.

Réferences. Ce chapitre vise & mettre en place les principales définitions utiles pour la
suite de cette theése et ne vise aucunement a I’exhaustivité, ce qui serait vain si ’on considére
les quelques références auxquelles le lecteur désireux d’en lire plus — ou autrement — pourra
se réferer [Bar84, [Kri90) [GLTRY, [ACI]].

Le M-calcul de Church

2.1.1 Définition du M-calcul pur
Définition 2.1 (Syntaze du A-calcul)

On se donne un ensemble infini dénombrable V de variables (notées x,y,z...). On
désignera par ¥y I'ensemble des termes du A-calcul, ou A-termes, qui sont définis par

la syntaxe suivante :
to= x| Azt | (t)u

Remarque 2.2

A est un lieur de variable; on ne rappelle pas les définitions des variables libres et liées
d’un terme, ni de I'a-équivalence, non plus que de la substitution (sans capture) d’une
variable par un terme que I'on notera ici t {u/x}.

Définition 2.3 (Contexte du A-calcul)

Les contextes (a un trou) du A-calcul sont définis par la syntaxe suivante :

Cu=][ | LC|(C)](t)C

Si t est un terme et C un contexte, C[t] sera le résultat du remplacement de || par t
dans C.

Définition 2.4 (Régles de réduction du \-calcul)

Les régles de réduction du A-calcul sont au nombre de deux :

régle 8 : (A\x.t)u —p t{u/z}
réglen : r.(t)r —y t sixz & FV(t)

1A la maniére dont la théorie de Zermelo-Fraenkel a permis de fonder les mathématiques sur la notion
d’ensemble et d’appartenance.
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Remarque 2.5

Ces régles de réduction passent au contexte, c’est-a-dire qu’on peut les appliquer partout
dans le terme ou apparait un sous-terme de l'une des deux formes indiquées. Plus
précisément, si C est un contexte, on a :

ClAz.t)u] —p Clt{u/z}]
Chz.(t)x] —y Clt] six & FV(t)

On considérera toujours la B-réduction dans notre calcul, et on n’inclura I’'n-réduction
que lorsqu’on le précisera. Un terme de la forme (Ax.t)u (resp. A\x.(t)x avec x ¢ FV (t))
est appelé un -redex (resp. n-redex); le résultat d’une application d’une réduction
est le réduit.

Définition 2.6 (Formes normales)

On appelle forme [(-normale du A-calcul (ou, plus simplement, forme normale) tout
terme qui ne contient pas de B-redex. On parlera également de forme (n-normale.

Une définition alternative de la syntaxe du A-calcul est la suivante :

Définition 2.7

Y\ est également défini par la syntaxe suivante :

t= )\xl...xn.(x)tl...tk (n,kEO)
| Azp...zp.(Azu)vty ..t (n,k>0

~—

Dans le premier cas, la variable x est appelée variable de téte tandis que dans le
second cas, le redex (Ax.u)v est appelé redex de téte.

Proposition 2.8 (Caractérisation des formes normales)

Les formes [3-normales du A-calcul sont les éléments du sous-ensemble des A-termes
définis par la syntaxe suivante :

n = Ary....A\xg.(x)ng...ng  avec k,1 >0

La (B-réduction est a priori une réduction non-déterministe puisqu’il peut exister un
grand nombre de (-redex dans un A-terme. On a pourtant une propriété de confluence :

Théoréme 2.9 (Confluence du A-calcul)

Le diagramme ci-dessus doit se lire : si ¢,t/,t” € X sont tels que ¢ —5 t',t" alors il
existe u € X tel que ¥',#” —7% u. Le résultat est également vrai de la réduction (7. Cette
propriété entraine que si t et u sont On-équivalents, ils ont un réduit commun et que si ¢
posséde une forme normale, elle est unique.
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2.1.2 Stratégies de réduction

Malgré la confluence, on peut étre intéressé par considérer des stratégies de réduction
particuliéres, c’est-a-dire des disciplines selon lesquelles on applique les régles de réduction.

Définition 2.10 (Réduction de téte)

‘ La réduction de téte consiste a réduire le redex de téte, s’il existe.

La réduction de téte conduit & définir une notion de formes normales restreintes, les
formes normales de téte :

Définition 2.11 (Formes normales de téte)

Les formes normales de téte sont les termes de la formet = Azq.... Aty (2)t1 ... Ty
pour m,n € N, avec les t; des A-termes quelconques.

Si 'on considére la @-réduction, on constate qu’elle n’agit qu’a l'intérieur du redex
qu’elle est en train de réduire. En particulier, si un terme ¢ est une abstraction, de la forme
Az.u, cette abstraction ne sera jamais modifiée, quelles que soient les réductions que 1’on
fait. De la méme maniére, si ¢ est de la forme (z)u, les réductions potentielles se feront
toutes a 'intérieur de u et un réduit de ¢ aura nécessairement la forme : t' = (x)u/, avec v
un réduit de u. Cela nous améne a la propriété suivante des formes normales de téte :

Proposition 2.12 (Réduits d’une forme normale de téte)

Soit t = Axy.... A&y, (x)t1 ... t, un terme en forme normale de téte, et soit u tel que
t —>E u. Alors il existe uq,...,u, tels que u = A\xy.... A&y (T)uy ... uy et i —>E u;
pour tout 1 <17 < k.

Ainsi, ni le nombre de A préfixant le terme, ni la variable de téte, ni le nombre d’ar-
guments de la variable de téte ne varient au cours du calcul & partir du moment ot I'on
a atteint une forme normale de téte. Il s’agit ainsi d’une portion de terme définitivement
calculée. Si on considére en plus la réduction 7, cette propriété n’est évidemment plus
valide.

Il n’est pas vrai que tout A-terme ait une forme normale, pas plus qu’il n’est vrai qu’un
A-terme a nécessairement une forme normale de téte, comme le montre ’exemple suivant :

Définition 2.13 ((A)A)

On considere le terme A = Az.(xz)x. On a (A)A —g (A)A et ce terme contient un
seul B-redex. Il ne peut donc se réduire sur une forme normale :

(A)A —s5 (A)A —5 ...

La notion de formes normales de téte est cruciale pour définir les termes résolubles,
ou solvables :

Définition 2.14 (Résolubilité)

Un M-terme t est dit résoluble s’il se réduit sur une forme normale de téte.

La terminologie résoluble vient de la question suivante : pour quels A-termes clos t,
peut-on trouver une suite de termes uj...u, telle que (t)u;...u, =g Az.x, c’est-a-dire
pour quels termes ¢, I’équation C[t] = u a-t-elle une solution quel que soit u ?

On définit également la stratégie de réduction gauche :
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Définition 2.15

La stratégie de réduction gauche est définie comme suit :
— si t n'est pas en forme normale de téte, t —4 w si t se réduit sur u par une
réduction de téte;
—sit=Axy....A\xp.(2)t1 ... t, est en forme normale de téte, soit i minimal tel que
t; ne soit pas en forme (3-normale, si t; — 4 u; alors

t —g )\2?1. e )\xm.(x)tl e ti,luitHl e tn.

La réduction gauche consiste a réduire toujours le g-rédex le plus & gauche dans le terme
t (celui dont la «(» est la plus & gauche). Si ¢ posséde une forme normale, la réduction gauche
atteindra cette forme normale.

On parlera par ailleurs de réduction standard t; — gty —p3 ... —p t, s’ il n’arrive
jamais qu’on réduise dans ¢; un redex qui soit & gauche du redex réduitd dans t; pour j <.
Le théoréme de standardisation du A-calcul assure qu’il existe toujours une réduction
standard d’un terme ¢ & I'un quelconque de ses (-réduits u.

Définition 2.16 (0, 1)
On considére deux termes clos particuliers du A-calcul qui serviront pour la séparation :
- 0=z \y.y;
- 1= Az \y.z.

On code le couple par (t,u) = Az.(z)tu (on a alors (t,u)0 —* w et (t,u)l —* t) et
on définit aussi des couples paramétrés :

(tyuyp = Axy .o xp Az ((2) () - oxg) (w)xy .. xg

qui permettent de stocker un certain nombre d’arguments avant de déterminer s’ils re-
tournent la composante de gauche ou bien celle de droite et on a bien str :

— (t,u)o = (t,u).
= ((t,u)p)vr .. vl —* (H)vr ... v et
- ({(t,u)p)vr - . 00 —* (w)vy ... vg.

2.1.3 Machine abstraite de Krivine

On peut présenter la réduction du A-calcul via une machine abstraite, la machine abs-
traite de Krivine [Kri92]. Il s’agit en fait d’une variante de la réduction de téte, la réduction
de téte faible, qui s’arréte dés qu’on rencontre le premier A de la forme normale de téte.
On peut construire une variante de la machine qui calcule effectivement la réduction de
téte en allant regarder sous les A mais qui est plus complexe a présenter.

211 faudrait introduire la notion de résidu pour avoir une définition précise de ceci.
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Définition 2.17 (Machine Abstraite de Krivine)

Les états de la machine abstraite de Krivine sont constitués de triplets (t, [e], K)
ot t est un \-terme, e est un environnement qui associe des clotures (paire d’un terme et
d’un environnement, de la forme t[e]) a des A-variables et ou K est une pile de clotures.
Un état initial de la machine est de la forme (t,[0], L) ou t est un A-terme (clos),
Penvironnement n’est défini nulle part et ou la pile est vide (représentée par L).

La machine de Krivine est composée de trois transitions, dont ’applicabilité dépend
de la structure du terme exécuté :

(@ ] K) — (t [¢] K)  sie(z) =t[e]
(M.t [e] ule]-K) — (t [z =ule];€] K)
((Hu e] K) — (t [ ule] - K)

On peut interpréter les transitions de la KAM comme les «trois instructions» du A-
calcul : déréférencer une variable, empiler et dépiler.

La machine s’arréte lorsqu’elle atteint une forme de téte faible : soit un A, soit une
variable (si on admet des termes ouverts dans les états initiaux, ce qui est nécessaire pour
étendre la machine au-dela de la réduction de téte faible) :

— On ne peut jamais étre bloqué lorsque 1’on est dans la troisiéme configuration ;

— On peut étre bloqué lorsque 1’on est dans le seconde configuration et que K = 1,
c’est le cas ot 'on a trouvé le A de téte;

— On peut étre bloqué dans la premiére configuration si ’environnement e ne lie pas la
variable z & une cloture, mais cela suppose que la variable x était libre dans le terme
de départ.

2.1.4 Types simples
Définition 2.18 (A-calcul simplement typé)

On définit un systéme de types simples pour le A-calcul. Les types se conforment a la
syntaxe suivante :

On définit comme suit un systéme de typage pour le calcul :

x:AFt:B b 'Ft:A—B ThFu:A
TkXxt:A—B 2 T+ (t)u: B

App

F,m:Al—x:Avar

La présentation qu’on vient de faire des types simples est appelé A-calcul simplement
typé @ la Curry. On considérera aussi dans la suite A-calculs typés a la Church, c’est-
a-dire avec annotation de type explicite sur les variables de type, les termes ayant alors la
forme Az .t.

Correspondance de Curry-Howard. Le A-calcul simplement typé peut étre mis en
correspondance [How8()| avec le fragment implicatif de la déduction naturelle intuitionniste
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NJ, de la maniére suivante :

Types +«—  Formules
Jugements de typage «—  Séquents de NJ
A-termes typés «—  Déductions de NJ
B-réduction  +——  Reéduction des coupures

Propriétés des types simples. Le A-calcul simplement typé a de bonnes propriétés
vis-a-vis de la réduction :

Théoréme 2.19 (Préservation du type)

Si t est typable de type A et sit —>E u, alors u est typable de type A.

Théoréme 2.20 (Normalisation forte)

Les A-termes typés sont fortement normalisants ; il n’existe aucune suite de réductions
infinie a partir d’'un A-terme typé t.

On notera que ces propriétés restent vraies en ajoutant la n-réduction.

Formes (3-normales n-longues. Un A-terme simplement typé t de type A1 — -+ —
A, — A ou A est atomique (ne contient pas de —) peut étre préfixé de n M-abstractions
au maximum, respectivement de type A1,..., A, @ Ax1.... Az,.u ou u a le type A. D’un
autre coOté, rien n’oblige & ce que t soit effectivement préfixé par ces n abstractions et non
pas seulement par une fraction d’entre elles. De méme, si u est un sous-terme de type
By — -+ — B, — B (avec B atomique) de ¢, alors il peut lui étre appliqué au maximum
n termes en arguments : (u)v; ... v, ou chaque v; est de type B;, mais rien n’oblige & ce
qu’il soit effectivement appliqué & n arguments et non pas simplement aux k premiers.

On peut donc, en regardant le type d’un terme, connaitre une information sur sa struc-
ture syntaxique ou sur la forme du contexte dans lequel il est placeé.

Dans le cas des formes normales, la situation est encore plus intéressante, puisqu’on
sait qu’un terme en forme normale est de la forme ¢ = Axy.... Azp.(y)us ... u; et que les
considérations précédentes nous assurent que si ¢ est de type 41 — --- — A, — Aet y de
type By — --+ — B, — B, avec A et B atomiques, alorson a k < met ! < n.

La notion de forme (-normale n-longue permet de considérer des termes qui réa-
lisent les égalités, c’est-a-dire des termes qui ont systématiquement «le bon nombre de A»
et «le bon nombre d’argumentss :

Définition 2.21 (Forme n-longue d’un \-terme typé)

On définit la traduction [ " d’un A-terme simplement typé en forme normale t : A
en un A-terme simplement typé [t]”l : A, la forme n-longue de t, comme suit :
Soit t une forme normale de type Ay — --- — A, — A’, ot A’ est atomique. t est

de la forme Az . .. )\mp.((y)ul ...ug) pour 0 < p<netk>0;on pose alors
7 = ey Az () [ua )™ - ] [pa T )™

ot les variables (x;)p<i<n sont choisies de maniére a ce qu’il n’y ait pas de conflit de
variable et sont de type (A;)p<i<n.
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Remarque 2.22

La traduction [ _|™ est bien définie par induction sur le couple (taille du terme, taille
du type) muni de l'ordre lexicographique car
— la taille des termes considérés diminue strictement pour les u; (mais le type peut
devenir plus compliqué, d’ou lutilisation de I’ordre lexicographique) et
— pour les variables x;, soit la taille diminue si le terme t n’était pas une variable,
soit, au cas ou t était une variable, la taille du type diminue puisque le type de
x; est 'un des A; qui apparait dans le type de t.
Le fait que la forme n-longue posséde «le bon nombre de A» se comprend aisément
d’aprés la définition de la traduction. Le fait que la variable de téte y soit, dans le terme
[t]", «appliquée au bon nombre d’argumentsy se voit comme suit : dans t, (y)uy ... ug
était de type Apy1 — -+ — A, — A', c’est-a-dire que y est de type By — --- — By —
App1 — -+ — A, — A, «attendant» k + n — p arguments, précisément le nombre
d’arguments auxquels y est appliquée dans le terme [t]"l.

Dans la section suivante, on présente le théoréme de séparation du A-calcul non-typé.

2.2. Séparation

Cette section est consacrée a 1’étude de la propriété de séparation dans le A-calcul, égale-
ment appelée théoréme de Bohm du nom de Corrado Béhm qui la démontra en 1968 [B368].

On commence par énoncer le théoréme, on étudiera ensuite quelques unes des consé-
quences de ce théoréme et on terminera en donnant une autre caractérisation de la sépa-
ration. La section du chapitre Bl page nous donnera l’occasion de discuter plus en
détail le cas de non-séparation et complétera la présente section.

Théoréme 2.23 (de séparation de Béhm [Ba68])

Soient t et t' deux formes normales distinctes du \-calcul, non n-équivalentes, et ayant
leurs variables libres parmi xz1,...,Zy.

Alors il existe des termes clos uq,...,u, et ¥ = vq,...,v; tels que

— tla/z]v —* 1 et

— t'[u/Z]v —* 0.

Cette propriété d’un calcul est trés générale, on peut d’ailleurs en donner un énoncé
qui s’affranchit un peu plus de la syntaxe du A-calcul en utilisant des contextes :

Théoréme 2.24

Soient t et t' deux formes normales distinctes du A-calcul non n-équivalentes. Pour tous
termes u, v, il existe un contexte C, , tel que Cy,(t) —* u et Cy(t') —* v.

2.2.1 Conséquences et portée du théoréme
La séparation est une propriété importante d’'un formalisme comme le A-calcul, et ce

pour plusieurs raisons dont on va maintenant donner un bref apercu.

Conséquences sémantiques. Une premiére conséquence du théoréme de séparation est
qu’il donne des conditions fortes pour avoir un modeéle du A-calcul. En effet, deux termes
normalisables ne peuvent étre identifiés que s’ils sont Gn-équivalents.
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Les libertés laissées par le théoréme concernent donc essentiellement le fait d’étre ex-
tensionnel (deux termes n-équivalents sont, ou non, identifiés dans la sémantique) et dans
I'interprétation des termes qui ne sont pas normalisables (on identifie plus ou moins
de termes qui n’ont pas de forme normale — de téte). Précisons un peu plus ces notions :

Définition 2.25 (Sémantique du A-calcul)

Une sémantique du A-calcul est une relation d’équivalence = sur les \-termes véri-
fiant :
- Sit—*u,alorst=u
— Sit = u, alors pour tout contexte C, C[t] = C[u]
Autrement dit, il s’agit d’une relation d’équivalence compatible avec la (-réduction et
qui passe aux contextes.

Définition 2.26 (Sémantique incohérente)

Une sémantique incohérente est une sémantique qui identifie tous les A-termes, il
s’agit d’une sémantique triviale.

On a alors comme corollaire du théoréme de séparation :
Corollaire 2.27

Tout sémantique = qui identifie deux termes normaux non n-équivalents est incohérente.

Démonstration: Soient t et u deux termes normaux non 7-équivalents. Il s’agit simplement
de trouver un contexte séparant grace au théoréme de Bohm. On a ensuite C[t] —* 1
et Clu] —* 0.
Soient alors a et b deux termes quelconques, avec D = (C)ab, on a D[t] —* a et
Dlu] —* b et donc a = b.

O

Comme nous ’avons noté, la liberté reste du coté de 'identification de termes sans
forme normale, mais 1& encore, il faut étre prudent : on obtient en effet une sémantique
incohérente si on identifie tous les termes non normalisables. En effet, Az.\y.(z)(A)A et
Az Ay.(y)(A)A n’ont pas de forme normale mais ne peuvent étre identifiés sans obtenir
une sémantique incohérente puisque dans le contexte (([])Az.u)Az.v ils se réduisent sur u
et v qui peuvent étre deux termes quelconques.

Point de vue purement syntaxique. On peut également considérer le résultat comme
un critére purement syntaxique que ’on veut voir rempli par un langage : le théoréme (ou
plus exactement la preuve du théoréme) dit en substance que I'on peut totalement explorer
un terme en forme normale, que l'on peut en faire remonter n’importe quelle partie en
position de téte. La démonstration du théoréme, par la méthode appelée de Bohm out,
donne en fait une maniére de construire une exploration des arbres des deux termes qui
atteint une différence.

C’est donc un résultat qui parle autant de la syntaxe des termes que des régles du
calcul, de sa sémantique. Il s’agit ainsi d’une propriété d’adéquation de notre syntaxe au
calcul, et réciproquement. C’est un critére pour savoir que la syntaxe de nos termes est
bonne vis-a-vis de nos régles de calcul.

2.2.2 Une autre présentation de la séparation

On peut également voir le probléme de la séparation sous un autre angle, par la défini-
tion d’une relation d’orthogonalité. Cette présentation permet de rapprocher le résultat de

99



séparation de Bohm pour le A-calcul du théoréme de Séparation de la Ludique de Jean-Yves
Girard [Gir(1].

Définition 2.28 (Orthogonalité A-termes/contextes)

On considére N I’ensemble des A\-termes en forme normale et C ’ensemble des contextes,
c’est-a-dire des termes avec un trou.
La relation binaire L C N x C est définie par (t L C ) <= C (t) est solvable.

On peut alors définir I’orthogonal d’un ensemble de termes en forme normale et d’un
ensemble de contextes :

Définition 2.29 (Othogonal d’un ensemble de termes)

Soit T C N un ensemble de formes normales de ¥. On définit T par :

T+ ={C eC/vteT,t LC}

Définition 2.30 (Orthogonal d’un ensemble de contextes)

Soit D C C un ensemble de contextes. On définit D+ par :

Dt ={teN/NC eD,t LC}

La relation précédente vérifie les propriétés classiques d’une relation d’orthogonalité :

Proposition 2.31

Soient X et Y des sous-ensembles de N (resp. de C), on a :
L. XcY=Yvtcxt
2. X c X+
3 X+t =X+t

Démonstration: Ces propriétés sont presque immédiates mais nous en donnons tout de méme
rapidement les preuves (on fait les preuves pour les ensembles de termes, mais en fait
on n’utilise pas cette hypothése) :

1. Soient X et Y tels que X C Y. Soit alors C un élément de Y, on a par
définition : V¢ € Y,t L. C et donc par inclusion de X dans Y, Vt € X, ¢t 1L C ,
c’est-a-dire que C € X .

2. Soit X un ensemble de termes et soit ¢ € X. On a par définition de X,
VC € X1t 1C,doncte (X))t =X+ Dou X c X+,

3. On apar la propriété précédente : X C X+ donc en appliquant la propriété 1 a
cette inclusion, on obtient X+ > X141, Par ailleurs, en appliquant & nouveau
2,ona X+ C (X1)tt = X+ d'oi Dégalité recherchée.

O
On peut alors énoncer la séparation comme suit :

Théoréme 2.32 (Séparation)

Le double orthogonal d’un terme en forme normale est sa classe d’n-équivalence.

On peut également reformuler les choses comme suit :
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2.3.

Définition 2.33 (préordre d’orthogonalité)

On définit le préordre < sur les formes normales de la maniére suivante :

r<iy &= {apc{yit

On peut alors exprimer la séparation de la maniére suivante :

Théoréme 2.34 (Séparation, formulation en termes d’ordre)

Le préordre d’orthogonalité, quotienté par 1, est anti-symétrique : c’est un ordre.

Le Ap-calcul de Parigot.

Etendre la correspondance de Curry-Howard a la logique classique. Pendant
longtemps, la correspondance de Curry-Howard établissait un lien entre preuves en logique
intuitionniste et programmes, mais les tentatives pour relier preuves en logique classique
et programme se sont longtemps révélées infructueuses; on ne parvenait par a déterminer
le contenu calculatoire des preuves de la logique classique.

Le Ap-calcul de Parigot [Par92)] est le résultat de cette volonté d’étendre la corres-
pondance de Curry-Howard & la logique classique de maniére & comprendre le contenu
calculatoire des preuves de la logique classique en développant des termes de preuve pour
une présentation de la déduction naturelle classique minimale.

Plusieurs propositions préexistaient (par exemple le AC-calcul de Felleisen [F'H92| congu
pour fournir une théorie syntaxique du controle dans les langages fonctionnels et plus tard
relié a la logique classique par Griffin [Gri90a], ou le systéme LC de Girard [Gir91] qui
donne une présentation de la logique classique & partir d’'une notion de polarité pour laquelle
I’élimination des coupures devient confluente), mais "approche de Parigot différe des deux
théories mentionnées précédemment. En effet, il s’agit véritablement d’un calcul (LC n’a
pas vraiment de syntaxe de termes, il s’agit encore vraiment d’une logique, il ne fournit
pas de calcul non-typé), et le pouvoir déductif de la logique classique n’est pas retrouvé
en ajoutant un axiome supplémentaire (——A = A dans le cas du AC-calcul) mais en
étendant les régles de déduction (et donc en définissant une version classique de la déduction
naturelle). A chaque régle de la logique correspond une construction syntaxique du coté
calculatoire de la correspondance et en conséquence le Au-calcul a plus de constructions
syntaxiques que le A-calcul : la p-abstraction et le nommage des termes.

En outre, le Ap-calcul présente 'avantage d’étre une extension simple du A-calcul et
d’en préserver un grand nombre de propriétés.

2.3.1 Définition du Ap-calcul

Le Ap-calcul de Parigot est une extension du A-calcul qui permet de faire une corres-
pondance entre les termes du calcul typé et les preuves de la déduction naturelle classique
qui soit compatible avec ’élimination des coupures. C’est donc une maniére de donner un
contenu calculatoire aux preuves de la logique classique. Le calcul est obtenu en étendant
les A-termes avec de nouvelles constructions.
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Définition 2.35 (Xy,)

On considére un ensemble dénombrable V de A-variables (ou variables de terme
dénotées par x,y,z...) et un ensemble dénombrable V. de p-variables (ou variables
de continuation dénotées par «, 3,7, ... ), disjoints I’'un de I'autre.

Les A\u-termes sont définis inductivement par la syntaxe suivante :

to= x| et | (H)u | pa.(t)s

On notera X, '’ensemble des termes du Au-calcul de Parigot, et 25 Pensemble des
Ap-termes clos. Dans le terme pa.(t)3, la variable 3 est dans la portée de I’abstraction
pa et peut donc étre liée par cette abstraction.

On appellera termes nommés les expressions de la forme (t)3; on utilisera la
notation n pour dénoter des termes nommeés.

Remarque 2.36

Une autre présentation de la syntaxe des Au-termes est donnée ci-dessous :

t u= x| Axdt| (tu | pan
n == (t)B

La catégorie syntaxique t définit les Au-termes tandis que la catégorie syntaxique n
définit les termes nommés. Cette présentation met Iaccent sur les termes nommés et
sur la structuration des A\u-termes en deux niveaux.

Remarque 2.37

Dans la définition précédente, nous n’avons pas utilisé la notation de la syntaxe tradi-
tionnelle introduite par Parigot dans Iarticle ou il introduisait le A\u-calcul mais une
notation légérement différente bien que strictement équivalente. Nous avons remplacé
les termes notés d’habitude pa.[B)t par des termes notés pa.(t). Ainsi, dans le terme
pa.(t)a, la variable de continuation « est bien liée par la p-abstraction pc.

Nous avons fait le choix de présenter le \u-calcul avec la notation que I’'on utilise
pour le Au-calcul et qui sera justifiée plus tard pour faciliter les comparaisons entre les
différents calculs étudiés, au premier rang desquels le Au-calcul.

Les régles de réduction du Au-calcul étendent également les régles du A-calcul :
Définition 2.38 (Reégles de réduction du Ap-calcul)

La réduction du Ap-calcul, notée —,,, est la réduction induite par les quatre régles
de réduction suivantes :
- (Azt)u —pg t{u/z}
— (pan)u —, pon {(v)ua/(v)a}
~ (pan)8 —, n{B/a}
— pa.(t)a —g t sia & FV ()

On remarquera que dans la réduction p, (pa.n)B n’est pas un élément de Xy, mais est
un terme nommeé.

On considere comme d’habitude les termes modulo renommage des variables liées. La
substitution de la [-réduction est la substitution sans capture de variable usuelle du A-
calcul. La substitution de la p-réduction est définie comme la substitution précédente
mais s’applique aux variables de continuation. Enfin, la substitution de la p-réduction
{(v)ua/(v)a}, appelée substitution structurelle, est la substitution sans capture de variable
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qui remplace tout sous-terme de la forme (v)a par (v)ua et qui est définie formellement
ci-dessous :

Définition 2.39 (Substitution structurelle)

La substitution structurelle est définie, sur les termes de X, et sur les termes

nommés, comme suit :
- z{(v)ua/(v)a} = x
- (Az.t) {(v)ua/(v)a} = Ax.t{(v)ua/(v)a}
) {(v)ua/(v)a} = (t{(v)ua/(v)a})t {(v)ua/(v)a}
pen) {(v)ue/ (v)a} = pan
n){(v)ua/(v)a} = pBn{(v)jue/(v)a} (sif# o et 8¢ FV(v))
t)g ~Hv)w/(v)@} = (t{(v)ua/(v Oﬁ)

- (
= (ne
— (n8
= ( )
- OB {(v)ua/(v)a} = (E{(v)ua/(v)a})s

2.3.2 Isomorphisme de Curry-Howard avec la logique classique

Le Ap-calcul permet de construire une correspondance & la Curry-Howard avec le sys-
téme de la déduction nature classique de Parigot présentée en sectionlLZ1], page EIl

Cette correspondance se fait via un systéme de typage pour les Au-termes dont les
jugements de typage ont la structure suivante :

Définition 2.40 (Jugements de typage pour le Ap-calcul)

Les jugements de typage pour le Au-calcul sont de la forme :
Ty A xy A gt Alag s By, ot By

ou A, Ay,...,An, B1,..., B, sont des types construits a partir de variables de types,
avec le connecteur —.

Définition 2.41 (Systéme de typage pour le Ap-calcul)

On considére les régles de typage suivantes pour les Au-termes :
— typage des variables :

T,z:Aby, z : AA Var

— typage des M-abstractions :
Ie:Aby,t :BIA
' Axdt : A — B|A

— typage des applications :

'yt :A— BIA Fhyyu - AlA
'y (Bu : BJA

— typage des p-termes :
Fkyyt :Bl|Aa: A
Dby, pe.(8)B 2 Al(A,B:B)\a: A
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Remarque 2.42

La régle de typage des u-termes contient, du point de vue logique, la régle de contraction
a droite, essentielle pour avoir la déduction classique.

On remarquera également que cette régle a une forme légérement inhabituelle en ce
que la portion de droite du contexte conclusion contient une soustraction ensembliste :
(A,B: B)\ a: A. Cette notation est nécessaire dans la mesure ou on pourrait avoir
0B = «, qui est précisément le cas mentionné ci-dessus ot on fait une contraction a
droite.

Remarque 2.43 (Second ordre)

On peut considérer également le systéme de typage du second ordre en ajoutant des
variables du second ordre (X,Y,Z ...), une nouvelle construction de type (V2X.A) et
deux nouvelles regles de typage :

[yt AJA avec X ¢ FV(I', A) v Chyet VX A|A )
Thaet VXA ' Tryet (A{B/XJA Y

—e

Avec un typage a la Church, on ajoute deux constructions aux termes pour refléter
ces types : une abstraction sur les types AX.t et une application de type (t)B avec la
réduction évidente (AX.t)B —2 t{B/X}.

2.3.3 Propriétés principales du \p-calcul

Le Ap-calcul est particulierement intéressant dans la mesure ot il s’agit d’une extension
classique du A-calcul qui conserve bon nombre des propriétés du A-calcul. Nous rappelons
rapidement quelques unes des principales propriétés syntaxiques du Ap-calcul pur et typé.

Théoréme 2.44 (Confluence du Ap-calcul [Par92, [Py98])

Le Ap-calcul est confluent.

On notera que dans la présentation du Au-calcul que nous venons de donner, il n’y
a pas de réduction n. L’ajout de la réduction 7 fait en effet perdre la confluence, nous
reviendrons sur ce point dans le chapitre Bl La preuve de 'article de Parigot [Par92] n’est
pas compléte ; on trouvera une preuve compléte dans la thése de Py [Py9§].

Py définit également une réduction standard pour le Ap-calcul et démontre le théoréme
de standardisation correspondant [Py9§].

Le calcul typé satisfait deux propriétés fondamentales : préservation du type et norma-
lisation forte.

Théoréme 2.45 (Préservation du type [Par92])

Si on peut dériver I' -y, t : A|A et sit —, u, alors on peut dériver I' -y, u : A|A.

Théoréme 2.46 (Normalisation forte [Par97])

Si t est un Au-terme typé, alors il n’y a pas de réduction infinie & partir de t.

Parigot [Par97| prouve la normalisation forte dans le cas propositionnel ainsi qu’au
second ordre. Il démontre dans le méme article la terminaison de la réduction p dans le
cadre non-typé.
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Le Ap-calcul satisfait donc un grand nombre des propriétés du A-calcul. Pourtant, le
théoréeme de séparation de Béhm n’est pas vrai en Ap-calcul [DP0Ta] comme nous
allons le voir dans le chapitre suivant.

Remarque 2.47

Nous ne détaillons pas les questions de sémantique du Au-calcul car ce n’est pas I'objet
de cette thése, mais nous renvoyons a la littérature sur ce sujet Sel(01, [HS0O2,
Lau(4al, [Lan04b)].

2.3.4 Machine abstraite pour le \u-calcul

Dans le dernier paragraphe de son premier article sur le Au-calcul [Par92)], Parigot
suggére une machine abstraite pour le Au-calcul sans la définir en détail. Depuis, plusieurs
auteurs ont développé des machines abstraites pour Au. Les premiers d’entre eux sont de
Groote [dG98]|, Biermann [Bie98§|, ainsi que Streicher et Reus [SR9§|; on pourra également
se référer au manuscrit d’Olivier Laurent [Lan(3al.

Définition 2.48 (Au-KAM)
Les états de la A\u-KAM étendent les états de la machine pour le A-calcul : il s’agit de
triplets consitués (i) d’'un Au-terme t ou un terme nommé n, (ii) d’un environnement e

qui associe a une \-variable une cloture t[e] et a une p-variable une pile de clotures et
(iii) d’une pile de clotures K. La machine est composée des transitions suivantes :

(x [e] Ky — (t [¢] K)  sie(x) =tle]
Azt le] wle]-K) — (t [z=ul];€] K)

(B)u [e] Ky — ([ ule] - K)

(pace e Ky — (¢ [a=K;e€ 1)

() €] 1) — (t €] K) sie(a)=K

2.3.5 Quelques opérateurs de contrdle en A\u-calcul

La AuKAM peut sauvegarder des piles et les restaurer, c’est cette particularité du Au-
calcul, comparé au A-calcul, qui explique que 'on puisse coder directement des opérateurs
de controle en Ap-calcul.

On a ainsi les codages bien connus :

call/cc & Ay.ua.((y)\z.ud.(z)a)a
C 2 Ay.po((y)Az.pd.(z)a)B
On a
(call/cc)tuy...up —n, (po((O)Az.pd.(z)a)a)ur ... uy
—y Mo ((OAz.pd.(z)ur . uga)ur .. upor
et

JAz.pd.(z)a)Bus .. . uy,

(C)tul < Uk T ( ((t
Az puo.(x)uy ... upa)

— A Ha((
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Au cours de lexécution de (call/cc)ti, 'environnement @ est sauvegardé dans le sous-
terme t' = Az.ud.(z)uy ... ug et le calcul continue dans le méme environnement. Lorsque
t" arrivera en téte, il placera son premier argument dans I’environnement « sauvegardé et
effacera I’environnement mis & jour depuis 'appel de call/cc grace a la p-abstraction pd
sans occurrence libre de 4.

L’exécution de C sauvegarde également I’environnement courant, mais 'efface par la
méme occasion, grace a l'utilisation de la p-variable libre; c’est-a-dire que ¢ commence
son calcul dans un environnement réinitialisé. Lorsque ¢’ = A\x.ud.(x)uq . .. upa arrivera a
nouveau en téte, ’environnement courant sera effacé tandis que ’environnement sauvegardé
sera réinstallé.

On notera, dans I'exemple ci-dessus, le fait que le terme C contient une variable de
continuation libre.

66



Premiére partie

Ap-calcul
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Chapitre 3

Du Ap-calcul au Apu-calcul

Résumé:

David et Py [Py98, [DP01a] ont démontré que la propriété de séparation (ou encore
théoréme de Bohm) n’était pas vérifiee pour le Au-calcul de Parigot [Par92].

Dans ce chapitre, nous commencons par présenter le résultat de non-séparation
du Ap-calcul. L’analyse de ce résultat nous conduit ensuite & proposer une extension
du Ap-calcul, le Ap-calcul, pour laquelle le théoréme de Bohm sera vérifié : nous
introduisons le Ap-calcul & la fin de ce chapitre et nous démontrerons le théoréme de
séparation dans le chapitre suivant.

Références : Ce chapitre reprend en partie les résultats publiés dans l'article Se-
paration with streams in the Apu-caleulus [Sau(3).

Sommaire
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3.1.

Introduction

3.2.

Aprés les travaux fondateurs de Parigot et avec le développement de 'intérét pour le
Ap-calcul comme systéme standard pour étudier la correspondance de Curry-Howard avec
la logique classique ainsi que pour l'étude des langages fonctionnels avec opérateurs de
contrdle, il est devenu important d’explorer les propriétés syntaxiques et sémantiques du
Ap-calcul, tant dans sa présentation typée que dans sa version pure, introduite et étudiée
également dans l'article original de Parigot.

Le Ap-calcul conserve donc un grand nombre des propriétés du A-calcul qu’il étend,
méme si les propriétés de confluence du calcul sont plus délicates. Nous allons pourtant
voir qu’une propriété fondamentale du A-calcul, la Séparation, n’est pas satisfaite par le
Ap~calcul.

La propriété de Séparation. En 1968, Corrado Bohm [B668| a prouvé une propriété
syntaxique essentielle du A-calcul pur, la propriété de Séparation, plus connue sous le nom
de théoréme de Bohm, qui assure, comme déja vu au chapitre précédent, que si ¢t et u
sont deux formes @rn-normales du A-calcul qui sont syntaxiquement différentes, il existe
un contexte C[] qui les sépare; c’est-a-dire que les termes C[t] et Cfu| se réduisent vers
deux variables distinctes. Cette propriété a des conséquences importantes & la fois sur le
plan sémantique et sur le plan syntaxique. D’un coté, elle assure qu’un modéle non trivial
du A-calcul ne peut pas identifier deux formes [n-normales différentes. De l'autre, elle
signifie qu’il y a une sorte d’adéquation entre les régles de réduction et les constructions
syntaxiques du langage : la démonstration du théoréme de Bohm, utilisant une méthode
dite de Bohm out, met en évidence le fait qu’il est possible d’explorer complétement les
termes normaux au moyen des régles du calcul, c’est-a-dire qu’aucune partie d’'un terme
en forme normale n’est inaccessible.

L’échec de la séparation. Lorsqu'un langage ne satisfait pas la propriété de séparation,
cela signifie que la théorie équationnelle du langage et 1’équivalence observationnelle ne
se correspondent pas. On peut se demander comment tacher de réparer ce probléme :
peut-on trouver une variante du calcul pour laquelle théorie équationnelle et équivalence
observationnelle se correspondent 7

Au-calcul et séparation. Nous allons voir dans ce chapitre que le Au-calcul de Parigot
ne satisfait pas la séparation, ce qui a été démontré par David et Py [Py98, [DP0Tal. Nous
commencerons par donner les grandes étapes de leur démonstration avant d’analyser ce
résultat pour arriver & proposer une variante du Ap-calcul, le Ap-calcul, qui satisfera la
propriété de séparation comme nous le verrons dans le chapitre suivant.

Aun-calcul et échec de la séparation

Le systéme de réduction pour le Au-calcul introduit par Parigot ne contient pas la régle
1. Pourtant, en Apu-calcul comme en A-calcul on ne pourra évidemment pas séparer deux
termes n-équivalents comme les termes ¢ et Az.(t)x puisque, quel que soit le contexte dans
lequel ils seront placés, ils se comporteront de la méme maniére.

On peut alors choisir de séparer modulo 7-équivalence ou bien d’ajouter la réduction 7
au calcul. C’est la deuxiéme solution qui est choisie par David et Py pour établir la non-
séparation du Ap-calcul : ils considérent en fait le calcul que nous appellerons le Aun-calcul.
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3.2.1 JAp-calcul et n : probléme de confluence

Si Parigot n’a pas considéré la regle n parmi les réduction du Ap-calcul, c’est sans doute
en partie parce qu’elle fait échouer la propriété de confluence si on ne prend pas quelques
précautions. En effet, il existe une paire critique entre les régles p et 7 :

pan ——p Ax.(pon)r —, Az.pon {(v)za/(v)a}

David et Py résolvent cette paire critique en ajoutant une autre réduction au Ap-calcul,
la v-réduction :

peen —, Azx.pan{(v)za/(v)at siz g FV(n)

qui est obtenue par une n-expansion immédiatement suivie d’une p-réduction.
Définition 3.1 (Aun-calcul)

Le Apm-calcul est le calcul obtenu a partir des termes de X, en ajoutant a la
réduction de Ay les régles n et v :

Az.(t)z —y, six g FV(t)
poen —y Az.pan {(v)za/(v)a} siz & FV(n)

La réduction — ,,, est donc la réduction — g,,0n. -

Remarque 3.2

Aun contient donc a la fois une n-réduction et une forme réduite d’n-expansion. On
peut se demander s’il est véritablement pertinent de procéder de la sorte plutot que de
considérer directement I'n-expansion qui permettrait également d’avoir la confluence.
Pour le moment, on ne fait que suivre la présentation de David et Py [Py98, [DPTal],
mais nous verrons en introduisant le Au-calcul a la fin de ce chapitre que cette approche
est satisfaisante et plutot élégante.

On remarquera également que la p-réduction peut maintenant étre simulée par une
v-réduction suivie d’une (-réduction.

Le Aun-calcul satisfait plusieurs propriétés notables, au premier rang desquelles la
confluence démontrée par Py dans sa theése [Py98].

Théoréme 3.3 (Confluence de Aun)

Le Aun-calcul est confluent sur les Au-termes p-clos.

Remarque 3.4

La restriction de 1I'énoncé de la confluence aux termes sans variable de continuation
libre est nécessaire comme en témoigne la paire critique p/v (siz ¢ FV(n)) :

peen{B/v} «—p pa(pyn)B —y peAz.pry.n{(v)ey/(v)v})6

Les deux réduits ne pouvant pas confluer si 3 est libre.

3.2.2 Le \u-calcul n’est pas séparé

La propriété de séparation exprime que sur une partie du langage adaptée (les termes
fBn-normaux dans le cas du A-calcul, ou les termes [n-normalisables), la théorie équa-
tionnelle du langage coincide avec 1’équivalence opérationnelle. Mettre en évidence 1’échec
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de la séparation, la non-séparation, revient & montrer que pour un ensemble de termes
auxquels on voudrait voir la séparation s’appliquer, théorie équationnelle et équivalence
opérationnelle différent.

Pour énoncer la non-séparation du Ap-calcul (de Aun en fait), il faut donc :

— identifier ’ensemble des termes a séparer S,

— construire I’équivalence opérationnelle adaptée ~ ), et

— montrer qu’il existe des termes de S sur lesquels =y, et ~),, différent.

Formes normales canoniques. Du fait que le Aun-calcul posséde une régle d’expansion,
un terme ne posséde que trés rarement une forme normale. Cela conduit David et Py a
considérer une notion affaiblie de formes normales qu'’ils appellent les formes normales
canoniques :

Définition 3.5 (Formes normales canoniques de Aun [Py98, [DP01d])

Les formes normales canoniques de Aun sont les Au-termes t :
— en forme normale pour Bnupb ;
— de la forme A1, ...,z (y)t) ...t ou Azq, ...z pa(y)t) ... )53
— tels que les (t;)lgigl soient eux-mémes en forme normale canonique.

L’appellation «formes normales canoniques» (canonical normal forms en anglais) pro-
vient de l'article de David et Py [DP0Ia]. Dans la thése de doctorat de Py [Py98§], cette
classe de termes est appelée «formes normales étendues». Nous utiliserons la terminologie
de l’article publié dans la suite de cette thése.

Equivalence opérationnelle. Nous étendons de maniére naturelle la notion de formes
normales de téte et de résolubilité du A-calcul au Aun-calcul :

Définition 3.6 (Forme normale de téte)

Une forme normale de téte pour A\un est un terme qui vérifie la syntaxe suivante :

h
a

a | Az.h | pa.(h)p
z | (a)t

Définition 3.7 (Terme résoluble)

Un Ap-terme t est résoluble ou solvable s’il existe un terme u en forme normale de

téte tel que t —%

Définition 3.8 (Equivalence opérationnelle)

Deux A\un-termes t, u sont opérationnellement équivalents si quel que soit le contexte
clos C, C(t) est solvable si, et seulement si, C(u) est solvable.
On notera t ~),, u dans ce cas.

Enoncé de la non-séparation de A\un. On a maintenant les outils pour énoncer 'échec
de la séparation en Aun-calcul :
— L’ensemble S),, naturel pour tester la séparabilité du Aun-calcul est I'ensemble des
termes clos possédant une forme normale canonique ;
— La théorie équationnelle considérée est =y, ;
— L’équivalence opérationnelle utilisée pour séparer est ~ ;.
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3.3.

Wy = Az.po(x) a avec 0= Aa.\b.b

F1G. 3.1 — Terme W,,.

David et Py montrent 1’échec de la séparation en exhibant un contre-exemple, c’est-
a-dire une paire de termes qui sont dans Sy,,, qui ne sont pas Aun-équivalents (non
égalisés par la théorie équationnelle), mais qui ne sont pas séparables, c’est-a-dire qu’ils
sont opérationnellement équivalents. Pour cela, ils considérent le terme W, défini comme
Az.pee.((z)pB.(2)Ugya)Upae ot Uy = pd.(Aa.Ab.b)ar, voir également la figure Bl ou W,
est présenté dans une notation arborescente. En effet, en notant Wy = W, {Aa.Ab.b/y} et
Wi =Wy {Aa.Xb.a/y}, on a :

Théoréme 3.9 (Echec de la séparation en Aun [Py98, [DP0O1d])

La séparation échoue en Aun. En effet, Wy et Wy :
— sont deux termes clos qui ont des formes normales canoniques ;
— ne sont pas Bnuvpd-équivalents (Wo #x.m W1) ;
— mais sont pourtant opérationnellement équivalents (Wq ~x.m W1).

Remarque 3.10

On remarquera que, contrairement a ce qui est indiqué dans I’énoncé du théoréme 4.4
de [DP0O1all, Wy et Wi ne sont pas en forme normale canonique mais se réduisent sur des
formes normales canoniques Wy et Wi avec Wy = Az.Aa.\b.pa.((x)pB.(2)Upya) Upay, si
on note Uy le terme pé.(t)a. Cette remarque de détail ne change rien de fondamental
au résultat de [DP01al].

La démonstration du théoréme passe par un lemme du contexte montrant que I’équiva-
lence opérationnelle restreinte aux contextes applicatifs coincide avec I’équivalence opéra-
tionnelle générale. Nous analyserons cette démonstration en section B4l

Séparation et non-séparation : quelques observations

Une fois qu’on a établi I’échec de la Séparation en Ap-calcul, on peut tenter de réparer ce
probléme et de retrouver la propriété de séparation. L’objet de cette section est d’élaborer
une discussion générale & propos de la Séparation et plus spécifiquement & propos des
maniéres de retrouver la Séparation dans un calcul o elle échoue.

3.3.1 Retrouver la Séparation

L’échec de la Séparation peut, de maniére générale, étre énoncé comme suit : (i) il
existe deux termes de S (une partie du langage a laquelle s’applique la séparation) t et s
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(ii) qui ne sont pas équivalents (c’est-a-dire qu’ils ne sont pas identifiés par la théorie
équationnelle du langage) (iii) mais qu’aucun contexte ne sépare (c¢’est-a-dire qu’ils sont
opérationnellement équivalents).

Illustrons ces points par trois exemples trés simples issus de la théorie du A-calcul :

1. Considérons I’ensemble des termes du A-calcul pur comme valeurs de séparation avec
la Bn-équivalence. Dans ce cas, la séparation échoue car aucun contexte ne sépare
(A)A de (A)AA (ou A = Az.(x)z). Si on restreint la séparation aux termes norma-
lisables, nous retrouvons la propriété de séparation.
= Les termes sans forme normale ont été retirés de S.

2. Considérons le A-calcul avec la régle 8 comme seule régle de réduction. La sépara-
tion échoue : aucun contexte ne sépare les deux formes normales non (-équivalentes
Az, y.(x)y et Az.x. Sinous ajoutons la régle 7, nous retrouvons la propriété de sépa-
ration : nous avons élargi les classes d’équivalence des régles de réduction de maniére
a ce que le résultat soit vrai.
= Les termes qui n’étaient pas séparables ont été rendus équivalents.

3. Considérons le A-calcul simplement typé. La séparation échoue : en effet, nous n’avons
pas assez de contextes dans le calcul (des contextes simplement typés) pour explorer
toutes les parties des termes et mettre en évidence opérationnellement les différences
du niveau équationnel. Mais si on enléve les contraintes imposées par le systéme de ty-
page (c’est-a-dire qu’on autorise davantage de contextes en permettant des contextes
non typables par exemple), on retrouve la propriété de Séparation.
= Les termes qui n’étaient pas équivalents ont été rendus séparables.

Ces trois directions suggérent des méthodes radicalement différentes pour retrouver la
séparation pour un langage qui ne sépare pas (par exemple en Apu-calcul). Dans le cas du
Ap~calcul, ces directions aménent les remarques suivantes :

1. Tl semble difficile de rejeter le contre-exemple Wy et Wi en arguant du fait qu’ils
ne devraient pas étre pris en compte dans la séparation parce que ce ne sont pas
des formes normales. Certes, on pourrait considérer que les sous-termes Uy sont en
quelque sorte des termes informationnellement vides un peu a la maniére de (A)A
de (A)AA parce que la variable § n’a pas d’occurrence libre dans le corps de Uy (et
cela joue en effet un role dans la preuve de séparation de David et Py), mais cela
est inévitable dans tout Au-terme p-clos, & moins d’avoir un Ap-terme trivial o la
seule occurrence d’une variable de continuation est immédiatement aprés son lieur
(c’est-a-dire de la forme pa.(t)a), mais dans ce cas on se rameéne essentiellement a
séparer le A-calcul dans le Ap-calcul (on serait conduit & considérer un ensemble S
contenant les A-termes et leurs f-expansions)... ce qui est un peu faible!

2. Une autre maniére serait d’essayer d’élargir la théorie équationnelle de maniére &
la faire coincider avec ’équivalence opérationnelle. Cette solution est suggérée a la
fin de l’article de David & Py : retrouver la propriété de Séparation en ajoutant de
nouvelles régles de réduction, c’est-a-dire en rendant plus de termes équivalents (et
tout particuliérement une famille de termes liés a W,,).

3. La derniére direction serait de trouver une maniére d’ajouter de nouveaux contextes
parmi les contextes discriminants disponibles de facon a avoir plus de possibilités d’ex-
ploration des termes et de satisfaire la Séparation de cette maniére. Cela consisterait
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& affiner ’équivalence opérationnelle pour la faire coincider avec la théorie équation-
nelle. C’est cette derniére option que nous suivrons dans la suite, en essayant de
trouver les contextes «manquants» au Au-calcul.

On notera que la discussion précédente met en évidence la délicatesse et la fragilité de
la propriété de séparation, ainsi que la mesure dans laquelle cette propriété témoigne d’un
équilibre dans le langage :

— en effet, en cherchant a rajouter des contextes au langage, on va également ajouter

des termes, qu’il faudra a leur tour séparer ;

— de méme, dans la seconde option, I’élargissement de la théorie équationnelle, si elle se
fait par ajout de régles de réduction, peut également élargir les classes de I’équivalence
opérationnelle puisque deux termes qui n’étaient pas opérationnellement équivalents
peuvent le devenir avec une réduction étendue.

3.3.2 L’exemple de la Ludique

Bien siir, on peut aussi songer & combiner ces trois méthodes. Un exemple éclairant de
cette idée peut étre trouvé dans le cas des desseins de la Ludique [Gir01] que nous étudierons
dans la suite de cette thése. La discussion qui suit anticipe légérement sur l'introduction
de la Ludique du chapitre [l

Girard avait besoin que la séparation soit satisfaite pour ses para-preuves (ou épreuves),
de maniére & les utiliser comme objets de base d’une théorie interactive. La maniére dont
il obtient la Séparation emprunte des éléments aux deux derniéres options mentionnées
ci-dessus.

A partir des preuves de MALL (logique linéaire multiplicative et additive) avec un
axiome généralisé ("K), Girard commence par définir les dessins qui sont des abstractions
des preuves de M AAL (logique multiplicative additive affine) qui sont toujours construites
a partir de séquents, mais des séquents d’adresses avec des régles logiques généralisées et
non plus des séquents de formules. Cette premiére étape correspondrait & élargir la classe
des contextes/tests disponibles pour la Séparation.

Il est ensuite nécessaire de faire une étape de plus en allant vers les desseins qui sont
des objets non plus centrés sur des séquents, mais sur des régles logiques (qui enregistrent
la véritable information d’une preuveﬁ) et qui sont des sortes de classes d’équivalence des
dessins pour la régle structurelle d’affaiblissement, qui ne peut pas étre observée interacti-
vement et qui ferait donc échouer la séparation. Cette seconde étape est plus proche de la
premiére option consistant & enrichir la théorie équationnelle.

On notera a ce point que la propriété de séparation de la Ludique est particuliére car elle
sépare vraiment tous les objets : deux desseins distincts sont séparables. L’enrichissement
de la théorie équationnelle que ’on a mentionné au paragraphe précédent est ainsi caché
dans le fait que les objets de la Ludique sont quotientés par cette équivalence.

3.3.3 Séparation typée

Disons un mot & propos des résultats de séparation typée [Sta83, Hol00), [DPO0, DPOTH]
avant de chercher une solution & 1’échec de la séparation pour le Au-calcul dans le cas non-
typé. Il existe des versions de la propriété de séparation qui peuvent étre prouvées dans le
cas du A-calcul typé et qui trouvent leurs origines dans les travaux de Statman [Sfa83]. Joly
en a donné une formulation dans sa these de doctorat [Lol00)] : étant donnés deux A-termes
clos, simplement typés, t; et t3 qui ont le méme type et qui ne sont pas [rn-équivalents,

! Au moins lorsqu’il s’agit: de considérer la dynamique d’une preuve pour I’élimination des coupures.

75



3.4.

alors, si on instancie les variables de type apparissant dans le type de t1 et to par le type
des entiers de Church (0 — 0) — (0 — o) alors on peut trouver un contexte applicatif
typé dans lequel les termes se réduisent vers différents entiers de Church.

On retrouve dans ’énoncé méme de la séparation typée des éléments de la discussion
précédente : I'instanciation de types revenant & autoriser plus de contextes typés, tout en
controlant trés strictement quels contextes sont autorisés.

Ces résultats typés sont trés différents des résultats de séparation habituelle a la Bohm,
mais se rapprochent de questions de séparation en logique. La théoréme de Bohm typé
du A-calcul peut ainsi étre vu comme un théoréme de séparation en déduction naturelle
intuitionniste pour le fragment de 'implication. Il n’est pas surprenant qu’un résultat de
séparation soit a trouver du coté de la déduction naturelle, le calcul des séquents étant
pour sa part un mauvais candidat car les preuves ont trop d’information sans importance
de ce point de vue. On sera en revanche plus intéressés par les systémes du type réseaux
de preuve qui quotientent beaucoup les preuves des séquents ou par les systémes focalisés
qui contraignent & choisir un représentant parmi les preuves (la séparation de la ludique
est proche de cet élément).

3.3.4 Une conséquence paradoxale de la séparation ?

Il y a une conséquence de la séparation en A-calcul qui peut sembler contradictoire,
mais qui n’est en fait que paradoxale. Si on se donne deux A-termes (en forme normale)
F et B qui encodent des algorithmes de tri différents (par exemple le tri fusion et le tri
a bulle pour un encodage des listes d’entiers de Church), alors il existe un contexte dans
lequel ces deux termes donneront des résultats différents, quand bien méme les encodages
des tris sont corrects. Le point fondamental est que le contexte dans lequel on obtient cette
séparation ne correspond pas a des listes d’entiers de Church.

La version typée du théoréme nous dit que, étant donnés deux termes, on peut changer
leur interface (en instanciant différemment les variables de type, et donc en obtenant un
peu plus d’espace dans les type de données...) et qu'il est alors possible de faire calculer
differemment ces algorithmes sur des exemples bien-typés. Aprés I'instanciation de type
les fonctions de tri correctes n’ont aucune raison d’étre encore des fonctions de tri cor-
rectes (ni méme de correspondre & la méme spécification algorithmique). Cela n’est pas
contradictoire... juste paradoxal.

Analyse du résultat de David et Py : de Ay a Au

Nous ne donnerons pas la preuve compléte du résultat de David et Py mais renvoyons
le lecteur a leurs travaux [DP0Tal et plus particuliérement & la these de Py [Py9§].

Cette section a simplement vocation & analyser leur schéma de la preuve pour com-
prendre ce qui manque au Aun-calcul pour séparer, en gardant & l’esprit la discussion de
la section précédente. Dans une optique de Béhm out, on va donc se demander ce qui
empéche 'exploration de certaines parties de I'arbre du terme W,,.

3.4.1 Schéma de la preuve de non-séparation du A\un-calcul

La preuve de non-séparation est organisée comme suit :
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Wti  —*  pa. (t)

FiG. 3.2 — Illustration du phénomene de non-séparation du Aun-calcul.

— on commence par prouver un lemme du contexte, a savoir que les contextes applicatifs
ont le méme pouvoir séparant que les contextes généraux du Aun-calcul, c’est-a-dire
que les équivalences opérationnelles définies par ces deux classes de contextes sont

identiques ;
— on se restreint donc au cas ou le terme W, est placé dans un contexte applicatif de
la forme C = [Jtu; ... ug. Il s’agit ainsi de montrer que si (Wp)tuy ... u est solvable,

alors (W7)tuy ... ux Pest également

— le reste de la preuve consiste essentiellement & montrer que la variable y ne peut pas
étre placée en position de téte dans une réduction partant de (Wy)tu, ... uy, quels
que soient ’entier k£ et les termes ¢,uq,...,ux, ce qui assure que la solvabilité de
(Wo)tuy ... uy entraine celle de (W1)tug ... ug;

— en posant U) = pd.(0)uy ... uga, on a (voir aussi la figure B2) :

(Wytuy ... up =3, po((OpB.()Ugyur - . upe)Ugus . . . upal

c’est-a-dire que, en posant Z = pf.(t)Ulyur . .. upa, le terme (Wy)tuy . . . uy, se réduit
sur po.(t) ZULug .. uga

— puisqu’on a supposé que (Wy)tug ... uy était solvable, alors le terme C',, = (t)zuug ... ug
(avec z et u des variables) est également solvable ;

— en raisonnant par cas sur la variable de téte d’une forme normale de téte de C,, on
constate que y ne peut étre placée en position de téte dans un quelconque réduit de
(Wy)tuy ... uy. En effet, la variable de téte d’une forme normale de téte de C,,, est
soit une variable liée, soit z, soit u. Dans le premier cas, cette variable est aussi la
variable de téte des formes normales de téte associées a (W, )tu; ... u; et dans les
deux autres cas, on constate que (Wy)tuy ... uy se réduit également sur un terme qui
n’a pas y pour variable de téte, ce qui est di au fait que (W, )tu; ... u; se réduit
sur po.(Cuy|Z) 2, Ul Ju])a ot Z = pfB.(Cuu[US/ 2, y/u])ar et done que dans chacun des
deux cas, le terme U] arrive en position de téte.

3.4.2 Analyse de la preuve : quels sont les contextes manquants ?

C’est le dernier cas présenté dans la section précédente qui différe radicalement de
la situation du A-calcul. En effet, on a po.(t)ZUfuy ... upa = pa.Chy {Z/2} {U}/u} o et
Z = uf.Co, {U}/ 2} {y/u} v, c’est-a-dire que les deux occurrences du terme ¢ en position de
téte sont placées strictement dans le méme contexte (ala différence de substitution des
variables z et u pres) de telle sorte que soit les deux occurrences de ¢ mettent en position de
téte leur premier argument, soit elles mettent toutes les deux en téte leur second argument,
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F1a. 3.3 — Systéme de typage pour Ay avec L explicite.

mais il est impossible qu’une occurrence sélectionne son premier argument et ’autre son
second argument, ce qui serait pourtant nécessaire pour amener y en position de téte.

Cette situation correspondrait au cas délicat de la preuve de séparation du A-calcul
ou la méme variable se trouve plusieurs fois en position de téte dans un chemin de Béhm
out, mais dans le cas du A-calcul, le contexte séparant a nécessairement été partiellement
modifié (puisque certains des arguments sont consommeés) de telle sorte qu’il est possible
de faire adopter un comportement calculatoire différent aux deux occurrences de t.

C’est & ce niveau qu’il faut analyser la faiblesse du Aun-calcul & séparer : alors qu’en -
calcul, la A-abstraction consomme un argument et disparait, en Aun-calcul, la p-abstraction
est persistante et consomme tous ses arguments, aussi nombreux soient-ils, tout en étant
encore préte a en consommer autant.

Il n’est ainsi pas vraiment possible de faire disparaitre une p-abstraction : soit qu’il
s’agisse de la réduction p qui laisse intacte ’abstraction, soit qu’il s’agisse de la réduc-
tion p, qui certes élimine une p-abstraction, mais lui substitue une autre abstraction a la
méme position : pa.(uy.t)3 —, po.t {B/v}. La -réduction fait certes disparaitre une -
abstraction, mais a la condition que la variable liée n’ait qu'une occurrence dans le terme,
immédiatement aprés 'abstraction, ce qui n’est justement pas le cas qui nous préoccupe
ici.

La raison de ce mécanisme est & chercher dans le fait que la p-abstraction et le nom-
mage sont des constructions syntaxiquement liées dans le Ap-calcul de Parigot : c’est la
présence du pa dans la réduction p & partir de po.(py.t)5 qui empéche de «saturery une
p-abstraction d’arguments comme on peut saturer une A-abstraction d’arguments.

Les contextes manquants. Les contextes manquants au Au-calcul sont ainsi de la forme
[Jzyaz, qui permettraient de faire que les deux occurrences de téte de ¢ dans la réduction
de (Wy)tuy ... uy s’exécuteraient dans des environnements différents. Nous allons donc
considérer une classe de contextes applicatifs étendue comme indiqué dans le précédent
paragraphe :

Ca=[10)](C)e

mais également un langage qui posséde plus de termes et dans lequel les constructions
de p-abstraction et de nommage ne seront plus contraintes & étre concomitantes. Nous
introduisons ce calcul, le Au-calcul, dans la section suivante.

Une contrainte sur les termes, réminiscente d’une contrainte de typage. On
peut voir la contrainte sur la structure des termes de X, en une structuration a deux
niveaux comme une réminiscence d’une contrainte de typage.
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3.5.

Considérons la variante présentée en figure B3, du systéme de typage proposé par
Parigot que nous avions introduit au chapitre B, définition 24Tl On notera que dans le
systéme de la figure B3l 1a prémisse de la régle p-Abs et la conclusion de la régle u-App
sont des jugements sur des termes nommeés et non pas sur des Ap-termes. Dans ce systéme,
la régle d’échange de la formule principale qui était opérée par la régle u de la définition 22T
est scindée en une régle d’introduction de I'absurdité et une régle d’élimination de ’absurde,
la régle de contraction étant réalisée par 'introduction du L.

La structuration en deux niveaux du Ap-calcul avec des Au-termes et des termes nommés
(voir aussi la remarque Z30) et le fait que les constructions de u-abstraction et de nommage
soient regroupées en une seule construction syntaxique peuvent ainsi étre considérés comme
une contrainte de typage sur l'utilisation du type L : lorsqu’on a introduit le type L par
la régle d’introduction de I’absurde, la seule chose qu’on puisse faire est de ’éliminer. Ceci
sera, différent en Ap-calcul ou dans la version de Philippe de Groote avec régle € que nous
considérerons plus loin.

Le Ap-calcul

Le Ap-calcul est une extension du Ap-calcul avec plus de termes et plus de réductions.

Définition 3.11 (Xa,,)

On considére un ensemble dénombrable V; de A-variables (ou variables de termes
dénotées par x,y,z...) et un ensemble dénombrable Vs de p-variables (ou variables
de stream dénotées par «, 3,7, ... ), disjoints I'un de Pautre.

Les Au-termes sont définis inductivement par la syntaxe suivante :

tu= x| Xt ]| (tu | pat | (Ha

On notera ¥, I'ensemble des termes du Ap-calcul et Ef\u Pensemble des termes
clos.

On notera que, puisque a ¢ X, la notation (t)a n’est pas ambigué avec la notation
(t)u. On remarquera également que 3y, C X, et que les termes nommés de la défini-
tion 230 sont des éléments de ¥5,,. En outre, des termes comme pa.pf.t ou Az.(t)ay sont
dans Yp,.

Définition 3.12 (Reégles de réduction du Ap-calcul)

La réduction du Ap-calcul, notée —p,,, est la réduction induite par les cinq régles
de réduction suivantes :

(Az.t)u — 3 t{u/z}
Az.(t)x — t siz & FV(t)
(hat)d  —p t{B/a)
po(t) o —ns t sia g FV(t)
pot — fst Az.pot {(v)za/(v)a} sixz & FV(t)
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Remarque 3.13

Les régles Br, nr, Bs, ns, fst correspondent respectivement a 3,n, p, 0 et v.
Comme déja remarqué en section B la u-réduction peut étre simulée par une
fst-réduction suivie d’une Bp-réduction :

(pat)u —pp (Az.pat {(v)za/(v)a})u — g, pot {(v)ue/(v)a} .

Si David et Py conservaient la u-réduction dans leur analyse du Au-calcul avec exten-
sionnalité, nous n’inclurons pas cette régle parmi les réductions du Apu-calcul.

On considére les notations suivantes pour désigner divers sous-systémes de réductions ou
équivalences concernant le Ap-calcul :

Définition 3.14 (3, 3", n)

On considére les sous-systémes suivants de la Au-réduction ou de la Ap-équivalence :

— B est le sous-systéme constitué des réductions Br et (s ;

— m est le sous-systéme constitué des réductions nr et ng ;

— Bfst est le sous-systéme PBrBsfst et Bnfst désigne la Au-réduction compléte ;

— BY" est le sous-systéme de B qui ne réduit un B-redex que lorsque 'argument de
celui-ci est une variable : (A\z.po.t)yB —Juar t{y/x} {B/a};

— =y est I’équivalence associée & —p,.

Plus de termes, plus de place pour n-expanser. Avec le Au-calcul, on peut construire
de nouveaux termes (qui n’avaient pas d’équivalent dans le Ap-calcul de Parigot) comme
par exemple pa.u(.(t) ou (t)ax(. En effet, de maniére intuitive, I'n-expansion et la 6-
expansion étaient interdites entre une p-abstraction et une construction de nommage dans
le Ap-calcul, puisqu’il s’agissait d’une seule construction syntaxique dans le calcul de Pari-
got. Avec le Ap-calcul, on a la liberté de faire des n-expansions (avec np ou 7g) n’importe
ou dans le terme : po.pB.(t) 3 ou po.Az.(t)x sont des termes parfaitement autorisés tandis
que ni po.pf.(n)S ni pa.Ax.(n)z n’étaient des termes du Ap-calcul de Parigot.

Ce changement est extrémement important pour la Séparation : pendant le processus
de Séparation, I'n-expansion joue un role essentiel (ou, pour le dire différemment, le fait de
pouvoir saturer un terme d’arguments est essentiel pour satisfaire la séparation).

3.5.1 Interprétation comme un calcul de stream

Nous donnons maintenant quelques explications pour interpréter intuitivement les ré-
ductions de Apu. ng est évidemment une régle d’extensionnalité tandis que (g a, en un
certain sens, un contenu plus calculatoire (méme si elle ne correspond qu’a une variante
tres faible de la fp-réduction puisqu’il ne s’agit que de renommage de variable). En outre,
la régle fst relie les variables de terme et les variables de stream et c’est cette connection
qui rend le calcul intéressant ; sans cette régle, le Au-calcul serait juste un calcul avec deux
types d’abstraction dont 1'une d’elles serait particuliérement faible. Avec la régle fst, les
deux types de construction du langage interagissent et on peut interpréter les éléments de
Vs comme prenant leurs valeurs dans des streams (ou listes infinies) de termes et la régle
fst peut étre vue comme une maniére d’accéder au premier terme de la stream (d’ou son
nom), une sorte d’opération pop. De maniére & rendre ce point tout & fait clair, considérons
des dérivations fst pour un terme p-abstrait :
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poag.t  —f Azi.pon.t{(w)zion/(u)ao}
— % AT1 AT ot {(w)2 . o/ (u)ao )

Ces dérivations peuvent étre arbitrairement longues de telle sorte que pa peut étre vu
comme une sorte de A-abstraction infinie. Il ne s’agit pas exactement de cela, mais plutot
d’une abstraction sur des streams de termes (ou des piles paresseuses...). Ceci avait déja
été remarqué par Parigot dans son article original sur le Au-calcul [Par92| : «The operator
u looks like a A having potentially infinite number of argumentsy. Cette analogie est déja
valide avec le Au-calcul, mais elle ne prend de I'importance qu’avec le Au-calcul dans lequel
I’abstraction de streams et ’application de streams sont deux constructions bien identifiées
et indépendantes I'une de 'autre.

Une notation pour les streams. On mettra en valeur cette interprétation grace a la
notation suivante :

Définition 3.15 (Notation de Stream)

Pour raccourcir ’écriture des Ap-termes, nous allons adopter les conventions suivantes :
quand cela n’introduit pas d’ambiguité, nous noterons une séquence d’abstractions de
la forme : \x1 ... Axy.pa.t de maniére abrégée AS.t et une séquence d’applications de la
forme (t)u; ... uma en (t)S. On appellera ces deux notations Abstraction de Stream
et Application de Stream.

3.5.2 Formes normales de téte et contextes applicatifs de Au

On définit, pour Ap, les formes normales de téte ainsi que I'analogue des formes nor-
males canoniques de la définition :

Définition 3.16 (Formes normales de téte)

Une forme normale de téte pour Au est un terme qui vérifie la syntaxe suivante :

h a | Az.h | pah
a == z|(a)t] (a)a

Un Apu-terme t est résoluble ou solvable s’il existe un terme u en forme normale de
téte tel que t —>}‘W u.

En utilisant la notation de stream, les Au-formes normales de téte sont les termes de
la forme

ASl ce ASk)\I'l e )\.%'l(.%')Si e S]Q.ltl N tl’

o les 81,...S8},,t1,. ..ty sont quelconques.

Il nous sera utile, dans la suite, de pouvoir parler de réduction de téte et de réduction
gauche en Ay. On introduit pour cela la notion de pré-redex (ou encore Ap-coupure).
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Définition 3.17 (pré-redex, Ap-coupure)

Soit t un Apu-terme. Un pré-redex (ou Ap-coupure) de t est un sous-terme de t de
I'une des formes suivantes :

~ (uovs)B;

- (A\z.s)u;

~ (pas)u;

- (Az.s)a.
Lorsque la variable de stream intervenant dans le pré-redex du quatriéme type est libre
dans t, on parlera de pré-redex bloqué.

Pour les quatre types de pré-redex, on parlera respectivement de pré-redex (ou
Ap-coupure) de type (S)S, (7)7, (S)T et (7)S.

Si t est un Apu-terme contenant un pré-redex t et si t n’est pas bloqué, alors soit on
peut appliquer une Gr ou une fg-réduction, soit on peut appliquer une fst-réduction qui
créera un fp-redex. Un Ap-terme p-clos ne contient jamais de pré-redex bloqué.

Définition 3.18 (Réduction de téte)

Tout Ap-terme est de I'une des deux formes suivantes :
— soit t est en forme normale de téte;
— soit t est de la forme ASy ... ASp.Axy ... Axy.(r)S] ... Spt1 ... ty, ou T est un pré-
rédex, bloqué ou non. On parlera de pré-redex de téte pour désigner r.
La réduction de téte consiste a toujours réduire le pré-redex de téte s’il existe et

n’est pas bloqué :
— Si le pré-redex de téte est un B-redex, on applique une (3-réduction ;
— Si le pré-rédex de téte n’est pas un B-redex mais n’est pas bloqué, on applique
une fst-réduction au lieur de la variable de stream impliquée dans le pré-redex;
— Si le pré-redex de téte est bloqué ou s’il n’y a pas de pré-redex de téte, on s’arréte.

Remarque 3.19

La réduction de téte consiste en une sous-réduction de — ggy et ne fait pas intervenir
les régles d’extensionalité nr et ng.

Proposition 3.20

Sit est un Ap-terme u-clos, la réduction de téte, si elle termine, termine sur une forme
normale de téte.

Démonstration: En effet, d’aprés les hypothéses de la proposition, un pré-redex n’est jamais
bloqué dans le cas considéré, le seul cas ot la réduction de téte termine est donc celui
ou il n’y a pas de pré-redex en téte, c’est-a-dire au cas ou on a trouvé une forme
normale de téte.

O

On notera que, réciproquement, si un terme ¢ posséde une forme de téte, la réduction
de téte termine.

Définition 3.21 (Réduction gauche)

La réduction gauche consiste a toujours réduire le pré-redex non-bloqué le plus a gauche.
On notera —, la réduction gauche.

Plus de contextes. Bien siir, comme nous le remarquions & la fin de la section pré-
cédente, le Apu-calcul dispose aussi de contextes étendus. On s’intéressera en particulier
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aux contextes applicatifs de Ay quand nous démontrerons le théoréme de B6hm pour le
Ap-calcul au chapitre H :

Définition 3.22 (Contextes applicatifs)

Les contextes applicatifs du Au-calcul sont définis comme suit :

Ca=[10©)¢] ()

En utilisant la notation de stream, les contextes applicatifs de Ay sont de la forme :

1S1...Sit1... 1y

3.5.3 Formes normales canoniques de Ay

Les formes normales canoniques sont des formes normales de téte particuliéres :

Définition 3.23 (Formes normales canoniques)

Un Ap-terme t est en forme normale canonique (aussi noté FNC) s’il est 3n-normal
et s’il ne contient pas de sous-terme de la forme (Ax.u)a ou (po.u)v.

C’est ainsi un terme qui ne contient ni pré-redex ni n-redex.

Remarque 3.24

Dans le cas p-clos, les formes normales canoniques sont aussi les Au-termes 3n-normaux
tels qu’aucune fst-réduction ne crée de Bn-redex.

Dans le cas non p-clos, cela reviendrait a demander qu’aucune fst-réduction appli-
quée a une p-cloture du terme t (c’est-a-dire un terme de la forme pay ... pag.t, ou
aq ... sont les variables de stream libres de t.) ne crée de Bn-redex.

Proposition 3.25

Soit t € ¥p,. La réduction gauche a partir de t, si elle termine, s’arréte sur un terme
qui se n-réduit sur une forme normale canonique.

On considére une restriction de la régle fst :

Définition 3.26 (fst™)

fst™ est la restriction de fst aux fst-redex t = pa.t’ qui sont appliqués a un terme u (qui
sont des pré-redex de type (S)7T ) ou bien tels que t' contienne au moins un sous-terme
(Az.u)a (c’est-a-dire un pré-redex de type (7)S impliquant la variable o).

On notera —,,,~ pour — @nfst— €t =a,— pour I'équivalence associée & — -

Proposition 3.27

Les équivalences =5, et =,,- sont égales.

Démonstration: L’inclusion =5, C =,, est évidente.
L’inclusion =4, C =4,- est obtenue en transformant une dérivation de ¢ =4, t/
en une dérivation de ¢ =,,- ' en utilisant si besoin des 7r-équivalences pour passer
deu —prvau —peer u' — gy~ v —y v. Supposons qu’on ait ¢ —zy u avec
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t /=t~ uw. En notant ¢ = Clua.t'] et u = C[Ay.uB.t' {(v)yB/(v)at], on a:

t = Clpa.t']
= CDz.(pat’)z]
=i~ Cl.(Ay.pBt' {(v)yB/(v)a})a]
=nr  CPy.ppt {(v)yB/(v)a}] = w

Proposition 3.28

Les Ap-termes p-clos en forme normale canonique sont exactement les formes normales

de Ap~.

Démonstration: Immeédiat d’aprés la définition des formes normales canoniques.

O

On établira la propriété suivante lorsque I'on aura la confluence de Ap. Il s’agit d'une
propriété analogue a l'unicité de la forme Gn-normale dans le A-calcul :

Proposition 3.29

Deux termes p-clos en forme normale canonique sont Au-équivalents si, et seulement
si, ils sont fst-équivalents :

Sit,ue Ef\u sont en FNC, alors t =5, u < t =fy u.

Démonstration: Voir le chapitre sur la confluence du Ap-calcul, proposition

Bien que la réduction —, - semble plus satisfaisante que —,, du point de vue des
formes normales canoniques, on n’utilisera pas cette réduction car elle n’est pas confluente.
En effet, il existe plusieurs formes normales canoniques =, ,-équivalentes et donc =,,,--
équivalentes par la proposition or nous avons vu qu’il s’agissait de formes normales
pour —,,~ : il n’y a donc pas la propriété d’unicité de la forme normale dans — -
Plus précisément, la non-confluence de Ap~ est illustrée par I'exemple :

popfB.(Az.(y)w)a ———= po.pf.(y)o

fst™ l

Az.pepf.(Az.(y)x)za

o

Az.pepf.(y)za

ou les deux termes obtenus, formes normales canoniques, ne peuvent confluer dans le sys-
téme Ap~ puisqu’ils sont en forme normale.
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Remarque 3.30

Dans un article ou il étudie les traductions CPS du Au-calcul [dG94), Philippe de
Groote introduit une extension du \u-calcul, que nous appellerons Apga et qui est trés
proche du Ap-calcul excepté qu’il ne comporte ni np ni fst; \uqg peut étre considéré
comme un fragment de Ap. Par ailleurs, dans son article suivant sur le sujet [dG9§],
concernant les machines abstraites pour le Au-calcul, il considére également des termes
de X5, mais ajoute une nouvelle réduction, — .. Nous reviendrons sur ce calcul, \je,

par la suite.

Luke Ong considére également une variante du Ap-calcul construite sur
YAu qui est proche de Ay mais est présentée comme une théorie équationnelle. Ong
n’autorise pas les variables de stream a prendre le type L, en conséquence de quoi il n’y

/

a pas de terme typé de la forme po.pu5.t, mais des termes de la forme poa.(Az.(t)3)t.

3.6. Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté le Aun-calcul et le résultat de non-séparation du
Ap-calcul, établi par David et Py via la définition de formes normales canoniques et 1’étude
de I’équivalence opérationnelle de Aun. En analysant ce résultat de non-séparation, nous
avons proposé une extension du Ap-calcul de Parigot, le Au-calcul, dont nous avons donné
les définitions principales dans la derniére partie de ce chapitre.

Le reste de cette partie de la thése sera consacré a 1’étude des propriétés de ce calcul :

— Nous commencerons par établir au chapitre Bl un théoréme de Bo6hm pour le Apu-
calcul ;

— Nous montrerons la confluence du calcul au chapitre Bl ce qui nous fournira comme
corollaire une preuve de confluence de Aun;

— Au chapitre Bl nous proposerons ensuite un nouveau systéme de types pour le Au-
calcul, Ag, qui met en avant l'interprétation de streams déja évoquée dans le présent
chapitre ;

— Le chapitre [ sera consacré a une analyse du Apu-calcul a I'aide de réseaux adaptés
des réseaux de preuve de MELL, les SANE ;

— Nous établirons enfin au chapitre B des résultats comparant les diverses versions du
Ap-calcul usuellement considérées dans la littérature et divers résultats renforcant
Pinterprétation de stream du Ap-calcul déja discutée dans le présent chapitre ainsi
que des connections avec le contrble délimité.
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Chapitre 4

Théoréme de Bohm pour le Au-calcul

Résumé:

Dans ce chapitre, nous démontrons le théoréme de Béhm pour le Au-calcul. La
preuve que nous présentons est inspirée de la technique de Joly [ol00] pour le A-calcul
pur plutot que des preuves classiques [Kri90).

Reéférences : Les résultats de ce chapitre ont été publiés dans I'article Separation
with streams in the Ap-calculus [San05)

Sommaire
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4.1.

L’objectif de ce chapitre est de démontrer le théoréme suivant :

Théoréme 4.1 (Théoréme de séparation pour le Aup-calcul)

Soient t et u deux Ap-termes clos en forme normale canonique. Alors si t #a, u, il
existe un contexte C tel que C[t] —7} 1 tandis que C[u] —3 , 0.
De plus, le contexte C peut étre choisi applicatif, de la forme C = [|Sy ... Spwy . .. wy.

Il existe plusieurs preuves du théoréme de Bohm en A-calcul pur. Outre l'article de
Bo6hm [Ba68], on pourra consulter les preuves qu’en donnent Krivine [Kri90], Ronchi della
Rocca [dR94) ou plus récemment la preuve proposée par Joly dans son doctorat [Lol00].

Le théoréme de Bohm a ceci d’intéressant qu’il permet de construire effectivement un
contexte séparant ; il ne fait pas que dire que la théorie équationnelle est maximale. Nous
illustrerons ainsi notre résultat en séparant les termes Wy et Wp de David et Py a la fin
du chapitre.

La preuve que nous donnons dans cette section est inspirée de la preuve de Thierry
Joly [JoI00] pour le A-calcul. Avant d’entrer dans les détails techniques de la preuve de
Séparation, nous décrivons les grands traits de cette preuve en termes informels.

Organisation de la preuve

Induction sur la taille des termes en FNCA. Etant donnés deux termes clos t et
que nous souhaitons séparer, nous allons raisonner par induction sur la tazlle des termes et
par cas sur leur structure. Nous devons donc considérer le cas ot ¢ et u ont des variables
libres de maniére & pouvoir appliquer ’hypothése d’induction. Le cas principal de la preuve
est celui otl ¢ et u sont de la forme : (2)7; ... Tnth, g ... tF 1 et (YU .. Upul .. ub g,
on parle de forme normale canonique applicative (FNCA).

Cas de base. Siz # y ou (m,k) # (n,l), nous sommes dans le cas ou il est facile
de construire un contexte séparant et ou il n’est pas nécessaire d’appliquer une induction
aux sous-termes : nous sommes dans un cas ou la différence entre les deux termes est au
niveau de la téte des termes et ou il n’y a donc pas besoin de descendre dans la structure
arborescente des termes pour la trouver.

Cas inductif. La séparation devient plus complexe dans le cas ol ¢ = y, m = n et
k =1 : il faudra appliquer une hypothése d’induction pour pouvoir séparer. Dans ce cas,
en effet, nous devons utiliser le fait que ¢ %5, u pour trouver des sous-termes ¢’ et u’ qui
ont la méme position dans les arbres de terme de ¢ et u et qui ne sont pas équivalents
puis séparer t' et v’ & 'aide d'un contexte C’ et montrer que ’on peut utiliser la séparation
de t’ et v’ pour séparer t et u.

Trouver des sous-termes non-équivalents. Dans le cas du A-calcul, il est évident que
I’on peut trouver de tels termes, mais en Au-calcul, les choses se compliquent légérement.
En effet, il pourrait arriver que les termes soient de la forme (x)a et (z)yf (ou méme de
la forme (x)a et (x)3). Dans ce cas, bien que les termes ne soient pas équivalents, il n’y a
pas de position satisfaisant la condition précédente et donc pas de sous-termes de t’' et o’
a sélectionner, puisque « et 3 (et plus généralement 7; et U;) ne sont pas des termes du
Ap-calcul.
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4.2.

Nous aurions di effectuer une fst-réduction sur les abstractions pa et pg lorsque les
termes étaient encore clos (c’est-a-dire avant d’entamer la séparation) de telle sorte que
nous nous serions trouvés en présence des termes (x)vq et (x)yvgf pour lesquels il n’y
a pas de probléme pour trouver des sous-termes séparables. Ce point est formalisé dans
le lemme du sous-terme (Lemme E220) qui donne une maniére de prévenir le probléme
mentionné ci-dessus.

Sélection des sous-termes. Une fois que deux tels termes ¢’ et «’' ont été trouvés, on
doit les sélectionner pour les amener en position de téte et finalement les séparer grace a
I’hypothése d’induction. Cette sélection est réalisée en affectant un terme P & la variable
de téte commune x, ou P serait un sélecteur de sous-terme (voir la définition EC6),
noté (I)ZJ)’ pour des termes t et u possédant des sous-termes aux positions P et devant

sélectionner les sous-termes ¢’ et u/ qui sont a la position (3, 7).

Surcharge de la substitution de la variable de téte. Néanmoins, il n’est pas si facile
de séparer les termes t et u puisque en plus de la sélection des sous-termes t' et «’ par le
terme P assigné a la variable de téte z, nous devons également séparer ' et v’ or la variable
x pourrait avoir une occurrence dans les sous-termes ¢’ et u’ et donc se voir déja attribuer
un terme P’ pour une partie auxiliaire du travail de séparation.

Nous aurons besoin d’un lemme auxiliaire pour assurer que 1’on peut assigner &  un
terme qui jouera a la fois (i) le role de sélection des sous-termes particuliers ¢’ et u' et (i1)
de séparation de t’ et u'; il s’agira du lemme de la paire paramétrique (Lemme ELT).
Le but de ce lemme est de garantir qu’il est possible d’assigner un terme plus structuré a
la variable x (une sorte de paire de termes) sans perturber le procédé de séparation qui
doit avoir lieu dans les sous-termes t’ et u’.

Mise en forme applicative. Enfin, il nous faut traiter le cas ot les termes ne sont pas de
la forme (2)S; ...Sms1 ... sg. Nous devrons les réduire au cas précédent d'une maniére qui
soit compatible avec I'induction, c’est-a-dire qui se fasse & taille constante ou en diminuant
la taille, et avec le lemme du sous-terme. Il faut donc définir une mesure sur les formes
normales canoniques du Ap-calcul qui prenne en compte cette réduction de maniére a ce
que les termes ne voient pas leur taille augmenter pendant cette étape. Le point qui sera
crucial dans cette étape est la stratification des formes normales de téte en deux niveaux :
un niveau d’abstractions (A-abstractions ou p-abstractions) et un niveau d’applications
(a la fois de termes et de streams). La non-croissance par mise en forme applicative sera
l'objet du lemme

Définitions préliminaires

4.2.1 Taille, positions et sélecteur de sous-terme

Dans cette section, nous introduisons quelques définitions et termes particuliers et dé-
montrons des lemmes dont nous avons besoin pour la preuve du théoréme de séparation.
Nous commencons par définir la taille d’'un Au-terme que nous utiliserons dans notre rai-
sonnement par induction.
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Définition 4.2 (Taille des Ap-termes, taille des streams)

Nous définissons inductivement une taille T sur les formes normales canoniques du
Ap-calcul et une taille T’ sur les streams de formes normales canoniques :
- T(x)=0
~ T(AS1...ASpAxy ... A\xp.t) = 1+ T (t) sit n'est pas une abstraction et k+1 > 0
~T((x)S1...Sput...up) =14+ 5" T(Si)+ >0, T (u;)  si (m,n) # (0,0)
- T'(8)=>"T(t;) si S est la stream S =ty ...ty

En plus de la taille d’'un terme, nous aurons besoin de parler précisément des sous-
termes de certains termes (puisque la séparation, par Bohm Out, est essentiellement une
exploration des termes). Pour cela, la longueur d’une stream, les positions des sous-termes
et les contextes applicatifs minimaux seront des notions d’une grande importance.

Définition 4.3 (Longueur d’une Stream, longueur d’un contexte applicatif)

— La longueur d’une stream S =t;...t,aest tS=n.SiS=a, 15§=0;
— La longueur d’un contexte applicatif C = [|S1...Sut1...t, est §C = n +
>imy §Si.

Définition 4.4 (Position d’un sous-terme)

Etant donné un terme t de la forme AS; ... ASg. Az ... Az (2)S] ... Sjt1.. . ty, son
ensemble de positions P(t) est défini comme {(i,7),1 <i <1,1 <j <SS} U{(l+
1,7),1 < j <1} et le sous-terme de t en position (i,j) € P(t) est le j¢ élément de S]
sit <l oubient;sii=1[+1.

Définition 4.5 (Ensemble de Ap-positions)

On dit qu’une partie P finie de N*? est un ensemble de Ap-positions si les éléments
de P sont tels que si (i,j + 1) € P avec j > 1, alors (i,j) € P.

Définition 4.6 (Sélecteur de sous-terme, ou projection (I)ZZ j))

Le Sélecteur de sous-terme, ou projection, CI)Z 5 qui doit renvoyer le sous-terme en
position (i,7) d’un terme t = ()Sy...Sst1 ...ty est
(I)EJ) = pag ... ,uozl-,l.)\xil ... )\:Ug.,uozi ... ,uozs.)\xiﬂ .. )\xﬁl.xg

ot (i,j) est dans I'ensemble de positions P du terme t. (Bien sir, sii = s 4 1, alors
(I)ZJ) = povy . s AT AT ).

4.2.2 Contextes Applicatifs Minimaux

Définition 4.7 (Forme Normale Canonique Applicative/Fonctionnelle)

Soit t un Ap-terme en forme normale canonique. t est de la forme :
ASl ‘e ASk)\.%'l e )\1‘[(1‘)8{ e S];/tl ‘o tl’-

t est dit en forme normale canonique applicative (FNCA) si (k,1) = (0,0) et en
forme normale canonique fonctionnelle sinon.
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Proposition 4.8 (Mise en forme normale canonique applicative)

— Soit t un Ap-terme en forme normale canonique. Il existe un contexte applicatif
C tel que Cy(t) se réduit en forme normale canonique applicative ;

— Soient t et u deux Au-termes en forme normale canonique. Il existe un contexte
applicatif Cy,, tel que Cy,(t) et Cyy(u) se réduisent en formes normales canoniques
applicatives;

— plus généralement, si tq, ...t sont des Au-termes en forme normale canonique, il

existe un contexte C,), _,, tel que pour tout 1 < j <k, Cy,y, ., (t;) se réduit

en une forme normale canonique applicative.

Démonstration: Le troisiéme résultat, qui généralise les deux premiers, se montre par induc-
tion sur le nombre maximal de streams abstraites en téte de I'un des ¢; puis sur la
longueur maximale du premier préfixe de A en téte des ;.

(I
Remarque 4.9

On notera que cette mise en forme applicative peut se faire grace a la réduction gauche.

Dans chacun des cas de la proposition précédente, il existe bien siir un contexte appli-
catif de longueur minimale (voir la définition EC3)). Par ailleurs, ces contextes de longueur
minimale ont la méme structure de stream (et les streams apparaissant & une méme po-
sition de deux contextes de longueur minimale ont elles-mémes méme longueur). Il existe
un contexte applicatif de longueur minimale «plus généraly que les autres dans le sens
ou tous les autres contextes en sont des instances par substitution de terme ou de variable
de stream.

On appelle ce contexte le plus général le contexte applicatif minimal associé a ¢ et u (et
on ne le définit que pour deux termes, mais sa généralisation ne présente pas de difficulté) :

Définition 4.10 (Contexte Applicatif Minimal; CAM)

Etant données deux Apu-formes normales canoniques t et u, un Contexte Applicatif
Minimal (CAM) est un contexte C = [|x11 ... %15, QL+ T (g 1)1 -+ Tl Dknyy D€
longueur minimale tel que C[t] et C|u] se réduisent vers des formes normales canoniques
applicatives, t' et v/, et tel que les variables de C soient deux a deux distinctes et qu’elles
n’interférent pas avec les variables libres de t et u, c’est-a-dire que les variables libres
de C sont différentes de toutes les variables libres de t et u.

t' et u' sont appelés les formes réduites de C[t] et Clu].

Remarque 4.11

Plus précisément, sit,u sont de la formet = ASy ... ASp.Awy ... Aty . (x)S] ... Spt1 ...ty
et u=APy...AP-Ay1 ... Ay .(y)P; ... Pluy ... ug, leur contexte applicatif mini-
mal est un contexte applicatif de la forme : [Jz11 ... 13,01 -+ QO T(ng1)1 -+ - Tt 1)kns
tel que n = max(p,r) vérifiant les conditions suivantes :

= @5 # xp dés que (i, j) # (k,1);

—o; #Fajdésquei # j;

g & FV((Du) et ar & FV((H)u)

~ sip=r=mn,on a pour tout i <n, k; = max(§S;, {P;) et knt1 = max(p’,r’);

— sip >, on a pour tout i < r, k; = maz(§S;, {P;), kry1 = max(4S,+1,7’) et pour

tout r+1 <i<mn, k; =4S; et kna1 = p'. Le cas ot p < r est symétrique.
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Pour assurer que 'induction peut étre appliquée dans la preuve du théoréme principal,
il nous faut vérifier que la mise en FNCA ne fait pas croitre la taille des termes considérés.

Proposition 4.12 (Décroissance de la taille par mise en FNCA)

Considérons deux Au-termes t et u en forme normale canonique, C un CAM pour cette
paire de termes et t' et u’ les formes réduites de C[t] et C[u] respectivement.
Alorson aT(t')+ T (u') <T(t) + 7 (u).

Démonstration: On donne simplement une idée de la preuve qui ne présente pas de difficulté,
en reprenant les notations de la remarque EETI1
La preuve se fait par induction sur le nombre de streams composant le contexte
applicatif minimal et la longueur de ce contexte, en distinguant le cas ou (p,p’) =
(r,7") du cas ou (p,p’) # (r,7"). Selon le cas, la taille décroit strictement ou bien elle
reste constante, voir ’exemple qui suit & ce sujet.

O
Remarque 4.13

On remarquera que cette inégalité n’est pas stricte en général, méme si le contexte
applicatif minimal n’est pas trivial.

Par exemple, les termes t = pa.dx.y et u = z admettent comme CAM le contexte
C = [Jax qui conduit aux termes t' = y et ' = (2)ax et la somme des tailles n’a pas
diminué.

Proposition 4.14

Soient t et u deux formes normales canoniques et soit C un contexte applicatif minimal
pour t,u. Soient t' et u’ les formes réduites de C|[t] et Clu]. On a :

- FV((t)u)NnFV(C)=0;

- FV((t"') = FV((t)u) UFV(C).

Démonstration: La vérification est immeédiate.

4.3. Lemmes péliminaires

4.3.1 Paires paramétriques

Dans la partie clé de la preuve, nous devrons remplacer un terme par un autre terme
qui transporte plus d’information : nous devons donc stocker deux programmes faisant
respectivement les taches décrites en sous-section LIl La maniére habituelle de faire cela
en A-calcul est d’utiliser des paires mais nous avons besoin que l'information ne soit pas
récupérée immédiatement ; nous avons besoin que la «paire» accepte de stocker des argu-
ments avant de choisir quelle composante elle devra retourner. Dans ce but, une structure
de paires paramétriques est nécessaire (il s’agit simplement d’une extension de ’encodage
habituel des paires en A-calcul) :

Définition 4.15 (Paires Paramétriques : (_, )k)

Soit k € N et u,v des Ap-termes. On définit (u,v)y par induction sur k comme suit :
— (u,v)g = Az.(2)uvw z & FVi((u)v)

(et = pac{(wa, ke a ¢ FVs((u))
Cela peut étre reformulé en : (u,v) = poy ... pogAz.((2)(w)ag ... ag)(v)ag ... ag
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Remarque 4.16

Il serait également naturel de définir des paires a double indice : {(_, ) 1) par :
= (U, v)0,0) = (u, v)o;
w0y = ol W)y o ¢ Fa((u)
(o) oy = Aoz, @) oy T ¢ FV((w))
— ou, de maniére plus synthétique :
(U, V) (1) = pr -« poge AT AT AZ((2) (W) oz oxg)(V)an g T

Pourtant, ces paires ne nous seront pas utiles car les paires de la définition sont
suffisantes.

Proposition 4.17

Les relations suivantes sont vérifiées :
*

- <u7 U>01 —>g

u;
) v;
(vt — (W) ()
(u, V)10 —5 (W), (V) ;
— Plus généralement, en utilisant la notation de Stream, on obtient :
(u, V)pSy ... Skl —>; (u)Sy ... Sk et (u, v)Sy ... S0 —>; ()81 ... Sk

Notation 4.18 (La Stream 1%)

On notera 1% pour la stream []1... la constituée de k occurrences du terme 1, que I'on
notera encore (1k, «) lorsqu’on veut étre précis quant a la variable de stream utilisée.

La stream 1% sera constamment utilisée pendant le Bshm Out. On démontre maintenant
le lemme des paires paramétriques :

Lemme 4.19 (Lemme des Paires Paramétriques)

Soient T,u des Au-termes et x,y € V; avec x & FVi(u).

Si 7{u/x} —7 y, alors nous avons :

dK € N tel que Vk > K,Vv € Xy,

dng tel que V(ni,...,ng1) tous supérieurs ou égaux a ny,
(1, lgy1) € N tels que

T{(u, )/} 1MLk ()1 T

Le lemme assure que si 7 {u/x} se réduit sur une variable y, alors pour tout entier k
assez grand et pour tout terme v, la paire paramétrique (u,v); se comportera de la méme
maniére que u dans le terme 7 pourvu qu’on lui passe un nombre suffisamment grand de
streams 1" suffisamment grandes. L’idée intuitive est que 'on peut remplacer le terme u
par un terme transportant plus d’information mais qui se comporte tout de méme comme
u dans le contexte 7.

Démonstration: On démontre le lemme par induction sur la longueur de la réduction gauche
7{u/x} — y et par cas sur 7 (c’est-a-dire par induction sur les paires (longueur de
la réduction gauche, numéro du cas sur 7) ordonnées pour 1’ordre lexicographique).

Premier cas : 7 n’est pas en forme normale de téte. Dans ce cas,
nous avons T —, 7 pour un certain 7’ € X,,, et en conséquence 7 {u/r} —
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4.3.2

7' {u/x} — y puisque T n’est pas en forme normale de téte. Par hypothese d’in-
duction sur 7/, nous obtenons le résultat.

Second cas : 7 est en forme normale de téte. Dans ce cas, 7 est de la
forme 7 = (2)S1...Spt1 .. . 4 et nous avons trois sous-cas : soit z =y, soit z = x et
T=ux,s0it z==x et (p,q) # (0,0).

1. Si z =y, le résultat est immédiatement vrai puisque 7 = y.

2. Siz=uetT=uw alorsonau— y et pour tout (n1,...,Nk4+1) tous plus
grands que 1, on a :

(u, v)p L™ .. L ()L™ .. 1™, (0) 1™ 1)1

*

g
—r (w1 et
—5 (¥)

g

1m el

3. Siz=uoetT1 = (2)S...5t1...t4 avec (p,q) # (0,0), on a alors bien sir

m{u/z} —7 .

Dans la suite, on abrége ¢ {u/x} par t' et on étend cette notation de ma-
niére évidente aux applications de stream de telle sorte que 7 {u/x} sera noté
(w)S1...Spty .. 1.

On remarque que 7{u/x} ne peut pas étre en forme normale de téte (puisque
le terme doit se réduire vers y en au moins une étape), et on note alors 7/
le Ap-terme (u)Sy...Spt1.. .1, (seul le x en position de téte a été substitué).
Puisque = ne fait pas partie des variables libres de u, on a ’égalité suivante :
7 {u/z} =7 {u/x}.

Les longueurs des réductions associées & 7 et 7/ sont les mémes (les réductions
sont les mémes...) mais contrairement a 7, 7’ n’est pas en forme normale de téte
de telle sorte que 7’ correspond au premier cas et qu’il est possible d’appliquer
I’hypothése d’induction & 7.

Considérons donc un entier K satisfaisant la condition pour 7 et définissons K’
comme maz(K,p+1). On prend k > K’ et v € ¥,. Soit ng tel que requis par
I’énoncé du lemme appliqué & 7’ et on définit n{, comme ny + 1. Considérons
maintenant (ni,...,ng4+1) tous plus grands que nj. Nous avons une réduction
de 7[{u, v)p /21 .. A"+ vers (y)1h ... 1%+ pour des entiers I1, ..., 5 1.
On montre alors en figure LTl une dérivation de 7 {{u, v)i/x} 1™ .. 1™+ vers
()1l .. Al

La composante de droite de la paire n’est pas explicitée puisqu’elle n’affecte
pas la dérivation. La derniére étape est justifiée par I’hypothése d’induction
appliquée a 7’ et le fait que k soit plus grand que K et que les n1,...,ng—pi1 —
1,...,nks1 soient tous plus grands que ng. Les termes notés t” ou S” dénotent
le fait que la substitution est maintenant {{u,v);/x} au lieu de {u/z}.

Ceci conclut la preuve du lemme.

Lemme des sous-termes

Définition 4.20 (Condition de Sous-terme)

Deux Apu-termes t et u satisfont la condition de sous-terme si, appliqués & un CAM,
ils se réduisent vers t' = (2)S1...Sst1 ...ty et &' = (y)P1... Ppui ... u, qui sont tels
que :

—xFyousEpoum#“n;
— ou bien il existe une paire (i,7) € P(t') NP(u') telle que les sous-termes de t' et
u’ en position (i, j) satisfont la condition de sous-terme.
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T{(u, v)g/x} 1™ .. A"k
u

= (u,0)p)Sy .. SHtY A 1k

—5 (((W)SY . S A x) )DL L

—r (((W)SY .S e w)g)
-pt1=l 7%+

—r (W)S] .S A e e

= T,{<u’lv>k'/x} ]lnl -..]lnk_l)+1_1 ”‘]lnk+1
RN (7)) I L

FiG. 4.1 — Dérivation du lemme des paires paramétriques

On remarquera que la condition de sous-terme implique que les termes ne sont pas
équivalents, le contraire n’étant pas vérifié : de maniére générale, des termes non-équivalents
en CNF ne vérifient pas la condition de sous-terme comme le montrent les termes (z)ya
et (z)a.

La fst-transformation traite ce cas. Il s’agit d’appliquer une étape de la régle fst a
chaque p-abstraction du terme considéré. On commence par annoter les p-abstractions en
travaillant dans un langage élargi dont la syntaxe est définie ci-dessous :

Définition 4.21 (Am-calcul)

Les Ai-termes sont définis par la syntaxe suivante :

s,tyu,v = x| Axd | poct | ot | (H)a | (Hu

Définition 4.22 (fst-réduction)

La fst-réduction est la réduction définie par la régle :

poat — g Av.pact {(u)za/(u)at x & FVi(t)

Il est immeédiat que la fst-réduction termine et est confluente.

Définition 4.23 (m-transformation)

Etant donné un Ap-terme t, la Ji-transformation appliquée a t produit le terme t défini
inductivement comme suit :

- T=x

— Azt =\t
- Bu = (B
- (o= [Ha
- haf=Tqal

On peut finalement définir la fst-transformation d’'un Ap-terme ¢ :

Définition 4.24 (fst-transformation)

Etant donné un Au-terme t, on définit [t] comme la fst-forme normale de 1.

La fst-transformation d’'un Au-terme, telle que définie dans la définition EE24] revient
précisément & avoir appliqué une fst-réduction & chaque p-abstraction du Au-terme. Par
ailleurs, on remarque que 7 (t) = 7 ([t]).
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Lemme 4.25 (Lemme du sous-terme)

Etant donnés deux Apu-termes clos t et u en forme normale canonique qui ne sont pas
Ap-équivalents, leurs fst-transformés vérifient la condition de sous-terme.

Pour démontrer le lemme du sous-terme, on va procéder par induction mais il nous

faudra renforcer I’hypothése d’induction de maniére & pouvoir 'appliquer & des sous-termes.

On commence par montrer le lemme suivant :

Lemme 4.26

On considére la condition suivante sur des paires de termes t et u, que I'on appellera
(%). t et u sont tels que :

(i) ils sont en forme normale canonique;
(ii) ils ne sont pas Au-équivalents ;

(iii) toute occurrence d’une variable de stream «, liée danst (resp. u), apparait dans un
sous-terme de t (resp. u) de la forme A\v.pa.C[(t')t] ...t vaa] ou les occurences
de « et vy sont libres dans C[(t')t] ...t} v ; toutes les occurrences de v, sont de
cette forme.

(iv) toute occurrence d’une variable de stream «, libre dans t (resp. u), peut se voir
associer une variable de terme v, libre dans t (resp. u), telle que les occurrences
libres de « et v, libres dans t (resp. u), sont toujours de la forme (t')vya.

Sit et u satisfont (x), alors les formes réduites t' et u' obtenues en appliquant un CAM
Ciu At et u vérifient encore ().

Démonstration: Soient ¢ = AS; ... AS, A\xy ... Avy.(2)S] ... Syt .. .ty et

u=APy... AP Ay1 ... Ay .(y)P] ... Pluy ... ug. Soit Ct,, un CAM pour ces deux
termes et soient ¢’ et u’ les formes réduites associées.
— Par définition des formes réduites, ¢’ et v’ satisfont la condition (i) de ().
— La condition (ii) est évidemment vérifiée car t' =5, v’ impliquerait ¢ =5, u.
— Si « est une variable de stream liée de t' (resp. u'), elle était également liée

dans ¢ (resp. u) et donc vérifiait la condition (iii) pour ¢ (resp. u).

— Enfin, une variable de stream libre « de t' peut étre de deux types (par le
lemme ET4) :

— soit « était libre dans t auquel cas la condition (iv) était vérifiée dans ¢
et Papplication du CAM ne perturbe rien puisque I’ensemble des variables
libres de t et u et celui du CAM sont disjoints ;

— soit « est une variable libre du CAM qui termine, par exemple, la i® stream.
Par minimalité de C;, la longueur de cette stream doit étre égale soit a la
longueur de AS;, soit a la longueur de AP; (au moins 'une des deux existe,
supposons alors qu’il s’agit de AS;), c’est-a-dire que, « va étre substituée
14 ou se trouvent les occurences de la variable de stream liée de t ou u qui
termine AS; et que 'on notera par la suite (. Puisque t vérifie la condition
(%), et comme [ est liée dans ¢, toutes les occurrences liées de 3 dans ¢ sont de
la forme Avg.uB.C[(t')t] ... t,vs0] et Avg recoit comme argument la variable
de terme z,, qui précédait « dans le CAM, ce qui assure que (iv) est encore
vérifiée pour la variable libre o de ' (resp. u’).

On démontre maintenant le lemme du sous-terme :

Démonstration du lemme . 25]: On montre le lemme par induction sur la somme des tailles

des termes concernés :
— si la somme des tailles de ¢ et w vaut 0, on est en présence de deux variables
et comme les termes ne sont pas équivalents, les variables sont distinctes et la
condition de sous-terme est satisfaite.
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— supposons le résultat vrai pour tous les termes dont la somme des tailles est
inférieure a un entier n et considérons ¢ et u satisfaisant la condition (x) dont
la somme des tailles vaut n + 1.

Soit C un CAM pour ¢ et u et soient ¢’ et u’ les formes réduites de C[t] et C[u].
Notons t' = (2)S1...Sst1 ... tmetu' = (y)P1... Ppu1 ... up. Siz #y, s # pou
m # n, on a le résultat par définition de la condition de sous-terme. Supposons
donc que =y, s = p et m = n. Si il existe i < s tel que la variable de stream
S; differe de la variable de stream de P; alors puisque ¢’ et u’ vérifient (x), les
termes qui précédent ces variables libres fournissent un sous-terme satisfaisant
la condition puisqu’il s’agit de variables distinctes. Si en revanche toutes les
variables de stream se correspondent deux & deux, alors de deux choses 'une :
soit il existe i < s tel que S; et P; ont des longueurs distinctes k < [, auquel cas
le sous-terme en position k satisfait la condition (dans la stream de longueur
k, il s’agit de la variable associée & la variable de stream qui ne peut apparaitre
ailleurs qu’en fin de stream et donc pas en position k¥ dans ’autre stream), soit
toutes les streams ont méme longueur, auquel cas il existe une position (i, j)
telle que les termes ¢;; et u;; en ces positions satisfont la condition (x) (ils sont
en forme normale canonique, ne sont pas Au-équivalents et les conditions (iii)
et (iv) sont satisfaites puisqu’il s’agit de sous-termes de ¢ et u) Dans tous les
cas, les termes considérés satisfont () et sont de taille strictement inférieure
a celles de t et u ce qui permet d’appliquer ’hypothése de récurrence : on a
trouvé des sous-termes satisfaisant la condition de sous-termes et donc t et u
satisfont également la condition de sous-terme par la méme occasion.

Ceci termine la preuve du lemme.

4.4. Preuve du résultat principal

On dispose maintenant des outils pour démontrer le résultat principal :

Théoréme 4.27 (Théoréme de Séparation pour Ap)

Soient t et u deux Au-termes clos en forme normale canonique qui ne sont pas Ajp-
équivalents. Il existe un contexte applicatif C = [|Sy ... Skwy ... wy tel que Clt] —)7\# 1
tandis que Clu] —7, 0.

Démonstration: Nous allons en fait séparer les fst-transformés [t] et [u] de ¢ et u respec-
tivement, ce qui sera plus simple puisque par le lemme E23 ils vérifient le lemme
du sous-terme. Il est facile de vérifier qu’un contexte séparant pour ces termes est
également un contexte séparant pour t et u.

Par ailleurs, nous allons montrer que la séparation peut se faire en utilisant sim-
plement la réduction gauche et enfin, nous allons raisonner par induction sur la taille
des termes et par cas sur leur structure (dans le cas ou les termes peuvent posséder
des variables libres) en surchargeant l'induction de maniére & imposer trois hypo-
théses sur les termes ¢ et u auxquels s’appliquent 'induction : (i) qu’ils soient en
forme normale canonique, (9i) qu’ils ne soient pas Au-équivalents et enfin (713) qu’ils

satisfassent la condition de sous-terme (voir définition E20).

Notre hypothése d’induction sera donc :
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HR(n)

Pour toute paire de termes t et u si :

(i) la somme des tailles de t et u est inférieure ou égale an ;
(i) V= FVi((t)u);
(iii) t et u sont en forme normale canonique ;
(iv) t #ap u;
(v) t et u satisfont la condition de sous-terme;

-
alors il existe une substitution o = {?/?, x € V} et un contexte C = [|S W

= Clt?] —p Let
- Clu?] — 0.

Premier cas : Les termes ¢ et u sont de la forme (z)S; ...Spw; ... wq.
Soient t = ()71 ... Tpt1 .. .ty €t u = (y)Us .. . Unur ... Up.

On raisonne par cas selon les valeurs de (z,m,m’) et (y,n,n’) :
Si z # y, alors, en posant o = {U,/x} {U,/y} avec Uy = pov ... flotm Ay1. . .. AYmr .1
et Uy = poaq ... i Ayi. ... Ay .0, on a t7 — 72 1 tandis que u? —7 0.
Si x =y = s mais (m,m’) # (n,n’), on doit distinguer deux sous-cas :
e m =mn et m #n’. On considére le cas ou m’ < n', Pautre cas étant symétrique.
En posant Us = pay ... ppaupn Az1. ... AZn/41-2n741 €4 V le contexte applicatif
{Az1. . Az 1,077} ona t{U,/s} Vv — (Az1 ... Azps g 1)07 = — 1
tandis que u {Us/s} v —7 0 et on obtient le résultat attendu.
e Si m # n, par exemple m < n. En posant Us = py1 ... hYn-A21 - . AZpst1.-2n/41
et V = {71 o Yn—m A2 A2 410,91, oy Ve, 1”/“} on obtient la dérivation
suivante :

t{U, /s V
= ((Us)T! ... Tt ot uy e i Yn—m AZ1 . A2 1.0) 71 - A 17T

— s ((Ymer - pymA21 - An/g1-Zn/41) b ot /
UYL - Y AZT e A2 1.0)Y1 Yy 17 T

— (A21. .o A2prg1.2prpn) 10 1L

—* 1

et de lautre coté, on a u {Us/s} vV — 0.
Siz=y=set (mm)=(nn). Il agit du seul cas vraiment intéressant. Dans
ce cas, puisque la paire (¢, u) vérifie la condition de sous-terme, nous avons une paire
d’entiers (i, ) telle que t;; #a,u usj et telle que ¢;; et u;; vérifient la condition de
sous-terme et sont en forme normale canonique, les tailles des termes ¢;; et u,;; étant
strictement inférieures aux tailles de t et u.

Par hypothése d’induction sur (t;;,u;;), il y a des termes W = (Wa)ze PV ((t1;)usy)

7 — = 17 — = 17 L
et V.= V..V, V...V tels que t;; {w/a}V —5 1et u{w/a}V —7 0

—
de telle sorte que pour toutes variables z1,22 on a t;; {w/Z} V z122 —7 21 et
—
Uij {E’/E’} VZlZQ —>; zZ92.
— —

En notant ' et u’ les termes t;; {w /7 ,x # s} V2120 et uy; {w /7,0 # s} V2120
et pourvu que z1, zg # s, on obtient ¢’ {ws/s} —} 21 et v’ {ws/s} —7 2.

A ce point, il nous faut utiliser le lemme des paires paramétriques de maniére

& passer deux termes a la fois & la variable de téte s : d’'un coté, on a besoin de
sélectionner un terme dont le role est de sélectionner les sous-termes en position (i, j)

de t and u (qui seront @Z(;))ﬂ et de ’autre c6té un terme dont le role sera de séparer

'Noter que par hypothése on a P(t) = P(u).
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F1G. 4.2 — Dérivation finale pour le théoréme

les termes %;; et w;;.

En appliquant le lemme EET9 (le lemme des paires paramétriques) & t’' et & u’ avec
ws et s, on trouve un entier K (le maximum des entiers pour ¢’ et u’) tel que pour
tout k > K et pour tout (ki,...,kg) suffisamment grands, il existe (I1,...,lg) et
(I3,..-,1lg) tels que :

t' {{ws, P)i/sp 1. 1k —
u {{ws, @)p/s} 17 . Ak —

(1)1l . 1l et
(2’2)]11/1 .. .]ll/Q

Q% Q x

Cela peut aussi s’écrire (avec w/, égal & w, sauf si z = s auquel cas w), = (ws, P)y) :

(Zl)llll . ]llQ et
(Zg)]ll/l ce ]ll/Q

N
tij {w’/?} 721221’“1 ke —

— —
Ujj {w’/?} Vzizolkr 1ke —

Q% Q¥

On définit maintenant 11 = pay ... pag.1 et Yy = pag ... pag.0 et on considére :

_,
t{w'/?} ViprapolFr .. O1Fk-m—vi1 | ke
= (W, OV TY . Tt ot Viprpolkt L 0T Fk-m—vr | Tke

et le terme correspondant pour u.

On peut enfin exhiber la dérivation de C(t) & 1 dans ce cas, ce que nous faisons
en figure 2 (la composante de gauche de la paire n’est pas montrée puisqu’elle n’est
pas pertinente pour cette partie du calcul). La dérivation de C(u) vers 0 est similaire.

Second cas : Au moins I'un de ¢ et u n’est pas de la forme (z)S; ...Spw ... wq.
En placant les deux termes dans un contexte applicatif minimal, ils se réduisent
sur des termes t' et u’ qui sont de la forme souhaitée, qui satisfont la condition du
sous-terme et tels que 7 (¢t) + 7 (u) > 7 (¢') + 7T (v'), de telle sorte qu’il est possible
d’utiliser I’hypothése d’induction.
O

4.5. Séparation du contre-exemple de David & Py

Pour illustrer notre résultat, nous exhibons un contexte séparant pour les termes W
et W1y qui étaient des témoins de ’échec de la séparation dans I'article de David & Py. Nous
montrerons comment il est possible de faire se réduire le terme W = Az.pa. ((x) py.(x)Upya)Upar
vers la variable y dans le contexte C, de sorte que Wy se réduirait sur 0 et Wy sur 1 dans
ce contexte.

On note P la paire (Azq, z1.pa.pf3.21, Ax.pa.x)1, le contexte séparant est

C = ([))Proxia0ala
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4.6.

CIW] = (W)Pzorialala
= (Az.po.((x)py.(z)Usya)Upa) Proxialala
—s ((P) uy.(P) Uy yzozricr) Uz zorialala
— (% ()\w pox) py.(P) Ug yzoria) Uy xori)o Oala
— ((Az.pax) py.(P) Uz yzoria) Uy zoriaala
—5  (17-(P) Upyymozra) ol
—5  (P) Uz yzor10lad
—5 ((Az0, 21-papuf.z1) Uy yzozia, x)o la
—s (A2, z1.p0ep18.21) Uy yzoriac
—

F1G. 4.3 — Séparation du contre-exemple de David et Py

(ce contexte est une version simplifiée du contexte qui peut étre extrait de la preuve mais
ayant la méme forme ; ko pourrait étre fixé a 0).
Le processus de séparation est décrit dans la dérivation de la figure

Remarques conclusives

Interprétation de streams. Notre intuition opérationnelle, tout au long de la preuve
de séparation, s’est appuyée sur 'interprétation de streams, en particulier sur le fait que
les streams peuvent stocker des termes en nombre arbitrairement grand.

La notation de stream a par ailleurs grandement allégé les notations de ce chapitre,
permettant de conserver la concision sans sacrifier & 'ambiguité. Pour autant, il ne s’agit
que d’une notation informelle et les streams n’ont pas, en Ap-calcul, de statut formel. En
particulier, le passage d’argument par une abstraction de stream, pc, se fait élément par
élément et non pas en un bloc d’une «stream entiére». On pourrait au contraire, souhaiter
développer un calcul de stream disposant d’une véritable construction de stream dans
laquelle on pourrait considérer des réductions du type :

(Aat)S — £ {S/a)

Les chapitres suivants illustreront ce point de vue :

— Le systéme de typage pour Au que nous proposerons au chapitre Bl dispose d’une
construction de type pour les streams;

— Les réseaux SANE, que nous développerons au chapitre [, permettront d’étudier
le Ap-calcul mais auront suffisamment de flexibilité pour mettre en évidence une
véritable construction de stream dans les réseaux ;

— Enfin, nous définirons, au chapitre B, un véritable calcul avec une construction de
stream ; I’étude d’une machine abstraite pour Au que nous développerons aussi au
chapitre B va également dans ce sens.

Une autre stratégie pour retrouver la séparation du Au-calcul? Nous avons
analysé au chapitre précédent diverses heuristiques pour chercher & modifier un calcul de
maniére & valider la propriété de séparation. Nous avons pris le parti d’élargir ’ensemble
des contextes de maniére a ce que le calcul obtenu ait un pouvoir d’exploration de termes
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16.(0)c
CluB.(x)q v
We = Az.pa.(z) “
10.(0)cx

FiG. 4.4 — Généralisation du contre-exemple W.

plus grand. Cette approche présentait le risque d’élargir également ’ensemble des termes
a séparer et nécessitait donc d’arriver & un équilibre, un compromis : les contextes ra-
joutés pour réparer la non-séparation de Ap doivent pouvoir séparer non seulement les
Au-termes, mais également les termes du nouveau calcul. Nous aurions pu adopter une di-
rection différente consistant & rechercher a ajouter de nouvelles réductions, ou de nouvelles
équivalences, sans modifier la syntaxe des termes du langage, de maniére & permettre de
faire coincider la théorie équationelle de =), et I’équivalence opérationnelle. Bien siir,
14 aussi nous aurions pris le risque d’élargir 1’équivalence opérationnelle en méme temps
que 'on élargissait la théorie équationnelle mais, plus fondamentalement, il ne s’agissait
peut-étre pas d’une direction fructueuse. Nous donnons quelques arguments, sans résultat
formel toutefois, nous conduisant & penser que cette seconde direction serait infructueuse.

La terme de la figure L4 est une version généralisée du contre-exemple W de David et
Py. Quel que soit le contexte C paramétrant We, si le terme obtenu est en forme normale
canonique, on dispose d’un contre-exemple & la séparation, le résultat de David et Py
s’adaptant directement. On peut ainsi cacher le facteur de non-séparation n’importe ot dans
le terme. Cela indique qu'une réduction ou équivalence, qui devrait égaliser les termes Wg et
Wcl, devrait pouvoir analyser la structure globale des termes. De telles équivalences, et plus
encore quand il s’agit de réductions, sont difficiles & construire. On ne voit qu'une réduction
du type : pa.C[(t)a] — t, mais qui présente, outre le fait de produire des variables libres
(certaines variables de t peuvent étre liées dans C), le gros inconvénient d’étre fortement
non-déterministe, au point que la théorie équationnelle en devient aisément triviale; on
pourra & ce sujet considérer le cas du Aut+-calcul [Nou(2], mentionné en conclusion de
larticle de David et Py [DP0Tal, avec des équivalences de la forme :

w =g, pa.(a((Az,y.y)(aw)))
=c,  pa(a(Ay.y))
=c, pa.(a((Az,y.y)(av)))
—s

<

pour v, w des termes quelconques ne contenant pas de variable « libre.

Nous proposons donc la conjecture suivante :

Conjecture 4.28

Il n’est pas possible de retrouver la séparation en Au-calcul en conservant la syntaxe
de X, mais en élargissant I'équivalence calculatoire grace a de nouvelles réductions a
moins d’égaliser tous les termes du langage, c’est-a-dire de construire une équivalence
triviale.
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Une autre preuve de séparation? La technique de preuve de Joly que nous avons
adaptée au Apu-calcul dans ce chapitre est originale et assez différente de preuves plus
classiques et plus proches de la technique originale de Bohm [Kri90]. On pourrait également
démontrer la séparation en Ap-calcul de maniére plus classique, en utilisant une notion de
transformations de Bohm qui seraient définies comme suit :

Définition 4.29 (Transformation de Béhm)

Une transformation de BShm est une application des Ap-termes dans les Ap-
termes construite par composition de transformations de B6hm élémentaires de la forme
(weAp,zeVieta,feVs):

- By (t) = (t)u
- B3(t) = (H)a
- By, (t) = t{u/z}

~ BSy (1) = t{(v)uB/(v)a}

Nous ne développerons pas plus cette direction dans ce chapitre. On notera tout de
méme que lorsque nous étudierons les réseaux SANE, nous démontrerons un théoréme
de séparation pour les SANE; cette démonstration suivra les chemins plus classiques du
«Bdhm out» plutét que la preuve de Joly qui ne s’est pas révélée adaptable de maniére
simple & ce cadre.
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Chapitre 5

Confluence du Ap-calcul

Résumé:

Dans ce chapitre, nous établissons la confluence du Ap-calcul introduit au cha-
pitre Bl Nous obtenons comme corollaire une preuve simplifiée de la confluence du
Aun-calcul.

Références : Les résultats de ce chapitre ont été publiés dans Darticle On the
relations between the syntactic theories of Ap-calculi [Sau0Ral.

Sommaire
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5.1.

Le probléme de la confluence dans les Au-calculs

5.2.

La confluence dans les Au-calculs a toujours été une propriété délicate. Il ne faut sans
doute pas s’en étonner si 'on se rappelle que le Au-calcul provient originellement d’une
extension de la correspondance de Curry-Howard a la logique classique, extension dont la
difficulté résidait justement en ce que 1’élimination des coupures en logique classique n’est
pas confluente (voir le contre-exemple de Lafont en section [[T3]).

La confluence pour le \u-calcul de Parigot. Dans son article de 1992 [Par92],
M. Parigot introduit les Ap-calculs pur et typé avec les régles 3, u, p, 0. Il énonce la
confluence du calcul pur et en propose une preuve qui comporte malheureusement quelques
lacunes car la méthode des réductions paralléles qui y est présentée n’est pas suffisamment
puissante pour assurer la confluence du calcul. En effet, la réduction paralléle introduite
dans [Par92] n’est pas suffisament générale pour obtenir une confluence forte et donc as-
surer la confluence & partir de la seule confluence locale. Une preuve compléte est donnée

par Walter Py [Py98| [DP0Tal.

La confluence pour des variantes de Au. Ph. de Groote, quant & lui, propose une
extension du Ap-calcul de Parigot [dG98| mais 1a encore la confluence pose des problémes et
force a restreindre certaines régles (comme la régle p dont application doit étre contrainte
en présence de la réduction €).

Les deux calculs mentionnés ci-dessus ne comportent pas de réduction 7. Le premier a
fournir une étude compléte de la confluence en Au-calcul, avec ou sans régle n est Walter
Py dans sa these de doctorat [Py98]. Py comble la lacune de la preuve de Parigot en
développant une méthode de «réductions paralléles généralisées» et montre des résultats
de confluence pour le calcul Aue de Ph. de Groote (avec € mais sans 7) ainsi que pour
une version du Ap-calcul en appel par valeur. Par ailleurs, intéressé par la question du
théoréme de Bohm en Apu-calcul de Parigot, Py ajoute la n-réduction au calcul et ’adapte
de maniére a conserver la confluence. Il fournit en particulier une preuve de confluence
pour le Au-calcul de Parigot avec les régles 3, u, p, 8, v et 1. Il étudie aussi le Au-calcul
par valeur.

Baba, Hirokawa et Fujita [BHeF0T| montrent également, un peu aprés Py, un résultat
légérement plus faible que le sien puisqu’ils prouvent la confluence pour un Ap-calcul sans
. Ils s’intéressent également au cas du Ap-calcul par valeur.

Rappels sur la confluence : définitions et résultats de base

On rappelle dans cette section quelques définitions de base et lemmes clés qui serviront
dans la suite du chapitre. Pour plus de détails concernant les questions de confluence, on
renvoie le lecteur a 'ouvrage tres complet de Terese [Ter(3] ainsi qu’au premier chapitre
de la thése de Walter Py [Py98] qui fournit une bonne introduction & ces questions, claire
et synthétique.
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Définition 5.1 (Cléotures d’une réduction)

Soit — une réduction d’un systéme de réécriture.

On définit les clotures de — ainsi que les réductions dérivées suivantes :

— —~ est la cloture réflexive de — : t —= u si, et seulement sit =wu out — u;

— —T est la cloture transitive de — : t —1 u si, et seulement si t — u ou s'il
existe v tel quet — v —T u;

— —* est la cloture réflexive-transitive de — (ou x-cloture) : ¢ —
seulement sit =wu out —* u;

— —™ pour un entier n, est définie par t —™ u s’il existe une suite de longueur n+ 1
de termes : vg,v1,...,v, telle que vg =t, v, = u et pour tout i < n,v; — Vi41;

— —1,2 est 'union des deux réductions —1 et —o : t —1 2 u si, et seulement si,

* u si, et

t—1uout—ou.

5.2.1 Confluence
Définition 5.2 (Confluence)

Un sous-systéme — d’un systéme de réécriture est dit confluent si pour tout triplet
(t,t',t") de termes du systéme, si t —* t' et t —* t" alors il existe un terme u tel que
t' —* u et t” —* u. On notera souvent cette assertion de la maniére diagrammatique
suivante qui est commode et généralement non ambigué :

tﬁ*tl

N
t” ........... > U

Définition 5.3 (Propriété de Church-Rosser)

Un sous-systéme — d’un systéme de réécriture est dit Church-Rosser si lorsque deux
termes t et u sont équivalents dans la théorie équationnelle associée & — alors il existe

un terme v tel que t,u —* v.

La propriété de confluence n’est pas forcément simple & manipuler puisqu’elle concerne
des séquences de réduction arbitrairement longues & partir de ¢ avant de chercher & faire
confluer vers un méme réduit u. Deux notions dérivées, 'une plus faible que la confluence,
I’autre plus forte, sont de manipulation plus aisée parce qu’elles sont locales : 'hypothése
de la définition concerne des réductions de longueur 1 & partir de .

Définition 5.4 (Confluence locale)

Un sous-systéme — d’un systéme de réécriture est dit localement confluent si :

t —— ¢

|

Y
t/l ........... > U
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Définition 5.5 (Confluence forte)

Un sous-systéme — d’un systéme de réécriture est dit fortement confluent si :

t —— ¢

-

Propriété 5.6

On a la série d’implications suivante :
— fortement confluente = — confluente = — faiblement confluente

Aucune autre implication n’est valable dans le cas général.

Il est immeédiat qu’un systéme de réécriture fortement confluent est confluent, mais
ce n’est pas vrai de la confluence locale qui n’entraine la confluence qu’avec des condi-
tions supplémentaires. En particulier, la méthode des réductions paralléles (ou méthode de
Tait-Martin Lof) consiste a remplacer un systéme de réécriture localement confluent par
un systéme fortement confluent qui a la méme x-cloture et & utiliser ensuite la premiére
implication de la propriété

5.2.2 Commutation
Définition 5.7 (Commutation)

Deux sous-systémes —1 et —o d’un systéme de réécriture commutent si

Y
b=t

1l*
lv*

On parlera de commutation forte lorsque le diagramme est vérifié sans les x-clotures.

Lemme 5.8 (de Hindley-Rosen)

Soient deux sous-systémes —1 et —o d’un systéme de réécriture. Si —1 et —o sont
tous deux confluents et si ils commutent, alors —1 o est confluent.

Pour mémoire, on rappelle la démonstration du lemme :

Démonstration: Soient t,t',t" tels que t —7 , t/,t”. On raisonne par récurrence sur la somme
n=n'4+n" du nombre d’alternances entre —; et —9 sur t =}, t' et sur t -}, .

Sin =0, on a le résultat en utilisant soit la commutation des deux systémes, soit
la confluence de —1, soit la confluence de —5 selon le cas.

Supposons le résultat vrai pour tout entier inférieur ou égal & un certain entier
n, on montre qu’il est alors vrai pour le successeur de ce nombre : on a par exemple
t —1,—7 t =7 t'. Par induction on a l'existence d’un uy tel que t”,t] —7, us.
Grace a la confluence de —5 et & la commutation des systémes, on a l’existence d’un
u tel que t' —7, u et uy —3 u, d’ott le résultat : ¢/ —7, u et " —7 5 u.

On en déduit finalement la confluence de —1 2.
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Lemme 5.9 (Commutation de l’union de deuzx réductions)

Si trois sous-systémes —1, —9 et —3 d’un systéme de réécriture sont tels que —1
commute avec —3 et —o commute avec —3, alors —1 o commiite avec —3.

Démonstration: Soient ¢,#',¢" tels que t —3 ¢’ et t —7 5 t. On cherche u tel que t' —7, u et
t" —% wu. Le résultat s’obtient facilement par induction sur le nombre d’alternances
entre des séquences de réductions de —; et de —o de t a t”.
(]

Lemme 5.10 ( Variante de la commutation de l’union de deux réductions)

Si trois sous-systémes —1, —9 et —3 d’un systéme de réécriture sont tels que

1. —1 commute avec —3 ;

2.
t — ¢/
3
Ql* :
........... > U
t 3

alors —1 2 commute avec —s3.

Démonstration: Soient t,t',t" tels que :

L
¢ 12t

3l*

t”

On raisonne par induction sur le nombre n d’alternances entre des réductions dans
—1 et —g sur t —q12t' 1 si n =0 alors on a le résultat par la propriété 1 si ¢t —q ¢/
et par la propriété 2 sinon.

Supposons maintenant que le résultat soit vrai lorsqu’on passe de t & t’ en chan-
geant n fois de systéme. Soit ¢ —1 2 t' une réduction avec n + 1 alternances, par
exemple : t —1 2t —] to2 —3 t' on a alors :

* +
t !
¢ 12 2 S
3y *x 3y* 3\5/*
N A =~ u
12 2 1,2

En effet, on peut appliquer I’hypothése de récurrence a t, to,t” puisqu’il y a n alter-
nances de t & to ; on obtient ainsi t5. On peut enfin appliquer la seconde hypothése du
lemme pour obtenir u et clore le diagramme de commutation (si la réduction de ¢ a ¢/
s’était achevée sur une séquence de —1, on aurait également pu clore le diagramme

grace & ’hypothése de commutation de —; et —3).
O

Remarque 5.11

On pourrait évidemment étendre le précédent lemme au cas ou aucune des deux ré-
ductions ne commute avec —3 mais que toutes deux commutent «a travers leur uniony
comme dans la seconde condition du lemme précédent. On ne détaille pas ce lemme
plus général car le lemme précédent sera suffisant pour la confluence du Ap-calcul.
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5.3. Confluence en Ap-calcul

On montre dans cette section la confluence du Ap-calcul restreint aux termes sans
variable de stream libre :

Théoréme 5.12 (Confluence du Ap-calcul)

Le Ap-calcul est confluent pour les termes p-clos :
Pour tous t,t',t" Au-termes u-clos, il existe u € Au tel que

*

t t/
Ap :
Apyx Ay,v*
*
t// .......................... > U
Ap

On va démontrer le théoréme B2 en considérant des sous-systémes de réduction de Ay
qui sont confluents et qui commutent. Plus précisément, la confluence du Ap-calcul sera
obtenue grace aux deux résultats préliminaires suivants :

(i) la confluence de Bfst (obtenue en section B2 proposition B23)),
(ii) la commutation de Bfst et de i (obtenue en section B34, proposition B2H).

En effet, la confluence de 1 qui s’obtient facilement (proposition B24) assure, via le lemme
d’Hindley-Rosen la confluence de Apu.

5.3.1 Restriction au cas p-clos

Les problémes de confluence en Ap-calcul proviennent, comme on peut s’y attendre,
des réductions qui impliquent a la fois des variables de terme et des variables de stream,
c’est-a-dire & la fois des A-abstractions et des p-abstractions.

C’est grace a la régle fst que les deux types de variables sont connectées et c’est de cette
réduction que naissent les problémes de confluence. la réduction fst, ou plutdt la réduction
v, a été introduite en Au-calcul pour résoudre une paire critique entre p et 1, mais encore
faut-il que le terme ne contienne pas de variable de stream libre.

En effet, on a une paire critique entre la réduction fst et la réduction Bg :

(ht)B ——= (Az.py-t{(u)ay/(u)a})s

fst
BSJ/

t{B/a}

qui nécessite, pour pouvoir confluer, que la variable § soit liée : pour faire confluer cette
paire critique, il faut créer un Sr-redex au niveau du Ax de maniére & créer le Gg-redex
entre (uy.t')3 tandis que la variable 3 de ¢t {8/a} se voit également appliquer une régle
fst. Mais ceci n’est possible que si la variable 3 est liée...

5.3.2 Confluence de la Bfst-réduction

Pour montrer la confluence de la Bfst-réduction, on a besoin d’un certain nombre de
résultats préliminaires :
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Lemme 5.13

1. Br et Bfst commutent.
2. fst et Brfst commutent.

Démonstration:

1. Br commute avec B, avec fst et avec (s ; en effet, on a :
— Br/Br : car Br est confluente dans Ap (identique au cas du A-calcul).
— Br/fst : il n’y a pas de paire critique entre S et fst, seul le rédex fst peut
étre dupliqué par la réduction 8 et on a :

t ——t

fst
ﬁTll; *ﬁT V
t ........ fs?

qui assure la commutation ;
— Br/Bs : il n’y a pas de paire critique entre 81 et Sg, seul le rédex g peut
étre dupliqué par la réduction Br et on a donc :

t ——t

Bs :

BT\L *5T\§/

t// ........... > U
Bs

qui assure la commutation.
Le lemme de commutation de 'union de réductions nous permet de conclure
que Or commute avec Gfst.
2. On a les faits suivants :
— fst/fst : fst est fortement confluente;
— fst/Br : on a le diagramme de commutation suivant entre fst et Op :

t —> ¢/

fst
ﬁTll; *ﬁT V
t ........ fs?

D’aprés le lemme B4 sur la commutation de 'union de réductions (page [I4),
on a donc le résultat.
O

On va maintenant montrer un résultat entre fst et Sg qui nous permettra de déduire la
commutation de fst avec Gfst. Il ne s’agit pas d’une commutation entre fst et 8g car il y
a une paire critique entre ces deux réductions que l’on ne peut pas faire confluer avec ces
deux seules régles :

Cllpat)f] — ClQAz.py-t{(w)zy/(u)a})s]

fst
.l

Clt{p/a}]

On peut faire confluer cette paire critique de la maniére suivante : on sait que le terme
de départ n’a pas de variable de stream libre, il y a donc un g qui lie la variable (3,

C[l = C1[pB-Col]].
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On applique une fst réduction a cette abstraction dans Cy[u5.Co[t {3/a}]] ce qui nous

donne C1[Az.pud.(Co[t {B/a}] {(u)26/(u)B})] = Cr[Az.ud.(Cot {(u)20/(u)a}] {(u) 26/ (u)5})]-
On applique alors une séquence fst; f; Bs a Ci[uB.Co[(Ax.py.t {(w)zy/(u)a})s]] de ma-
niére & obtenir le diagramme suivant :

Cl(pat)5) 77 CuluB.CalOv iyt {(way/ (w)a)) ]

fst\é/
Ci[Az.p0(Col Ayt { (w)zy/ (w)a})20]) {(w)20/ (w)B}]

Br
Ci[Az.ud.(Cof(py-t {(U)Z’?/(u)a})ﬂ) {(u)z6/(u)B}]
Bs /3sv
Cr[puB.Colt{B/at]] - i C1lAzpd (Ot {(w)2d/ (u)a]) {(u)2d/(u)B}]

On remarque que la régle B qui est appliquée ici est une instance particuliérement

simple puisqu’elle substitue une variable par une variable, notée 37" et on remarquera

que, contrairement au cas général de S, 87" ne peut pas dupliquer de rédex. Ce dernier

point sera essentiel pour le reste de la preuve.

Lemme 5.14
X
t fst t
T
N = u
fst

Démonstration: Danslecas ¢t —— ¢/, on a trois cas possibles :

fst
5sl

t”

1. dans le cas que l'on a examiné avant ’énoncé du lemme (¢ contient une pu-
abstraction pa sur laquelle s’opére a la fois la fst-réduction vers ¢’ et la (s-
réduction vers t”), on fait confluer le diagramme en utilisant respectivement
une régle fst a partir de t” et une séquence fst; 8%*"; s a partir de t'.

2. dans le cas dual du cas précédent (la variable 8 qui subit la fst-réduction vers
t' est argument du (s-rédex menant a "), on a :

Ci[uB.Col(pa-t)B]] —= CilAz.py.(Cel(pat)z]) {(w)ay/ (w)6}]

ol

Cy[pB.Calt {3/ a}]]

On fait alors confluer le diagramme de maniére sensiblement similaire au cas
précédent :

— on applique une fst-réduction en pS dans ¢ et

— une séquence fst; 3%*"; Bs dans ¢’ :

(i) on réduit le fst-redex en par ce qui crée un GY%"-rédex en produisant le
terme C1[\a-puy.(Ca[(\z-pidt {(w)20/ (w)a})zy]) { (w)ay/(w)B}] ;
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(ii) on effectue la réduction de ce ¥ -rédex ce qui crée un [g-rédex et

finalement,

(iii) on acheéve la séquence de réduction par une Bg-réduction produisant le
terme C1[Az.py.(Colt {(w)zy/(u)al]) {(w)zy/(u)B}]

qui est précisément le terme obtenu par fst-réduction A partir de ¢”.

3. Enfin, le cas ou la Vg variable qui subit la réduction fst n’est pas en position
d’argument dans le Bg-rédex et ot les deux rédex ne partagent pas la méme p-
abstraction nous permet d’avoir un diagramme de commutation forte puisqu’il
n’y a pas de paire critique et pas de duplication :

t —— ¢/

fst :

Bs ;L Bs V

t ........ fs>t. u

On a donc le diagramme suivant :

1
t o tE
fStl _ _ fstv
t/ ...................... S ceeeeeeee3 u

La confluence forte de fst et la commutation fortd] de fst et 53" assurent que ’on
peut faire commuter une séquence arbitrairement longue de réduction fst avec une
réduction fBg :

t”

*
..................................... > U

t Bs
fStl/ * fste *
t >
fstBy" Bs

On obtient finalement par une induction triviale sur la longueur de la Gg-réduction
de t a4 ", la confluence du diagramme suivant :

t — A gn

Bs ;
fstl*
*fstv*

ce qui nous donne le résultat.
O
var

On a comme conséquence simple de la commutation de 37*" avec 8" fst et du résultat
précédent :

Lemme 5.15
;P — X
ol
R
By fst

var

'la commutation simple de fst et Br (cf. lemme page [M9) devient commutation forte avec 37
puisque le fst-rédex ne peut plus étre dupliqué ou effacé.
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Lemme 5.16

1. fst et Bfst commutent ;
2. Brfst et Bfst commutent ;
3. Brfst et BY fst commutent.

Démonstration:

1. Tl s’agit d’'une conséquence immédiate des lemmes BT et BT qui permettent
d’appliquer le lemme B0 page [0 (variante de la commutation d’une union
de réductions) et d’obtenir la commutation souhaitée.

2. 11 s’agit une nouvelle fois d’appliquer le lemme de commutation de I'union de
deux réductions puisque O et fst commutent avec Bfst, leur union SBrfst com-
mute avec B3fst.

3. La derniére partie du lemme est obtenue, grace au résultat sur la commutation
de 'union de deux réductions, comme corollaire de la commutation de 87 (resp.
fst) avec 87" fst, qui est elle-méme obtenue de maniére similaire au lemme
(resp. au premier point du présent lemme).

O

5.3.3 Ap-termes indexés

Comme on 'a vu au lemme BT4l la commutation de fst avec Gg est légérement pro-
blématique car on ne peut avoir que la confluence a travers une autre réduction plus large
puisqu’on a besoin de fst et Ss (pour tous termes t,t',t” tels que t —py t' et t —pg, t”, il
existe u tel que t' — (py;grar)=,55 U €t " — s u).

Cela rend délicate la preuve du fait que 8% fst commute avec Bfst. On va pour cela pas-
ser par une sous-réduction de fst qui terminera; on aura alors trois réductions terminantes
(fst, Bs et 37%") ce qui rendra beaucoup plus simples les résultats de commutation.

Pour cela, il faut annoter les Au-termes avec un potentiel de fst-expansion :

Définition 5.17

On considére la variante suivante du Ap-calcul, o i prend ses valeurs dans les entiers

relatifs :
tu= x| et | plat | ()| (Hu

Seule la fst réduction est affectée par cette variation de la maniére suivante. fst est
remplacée par la fst,-réduction qui ne peut étre appliquée que si l'indice du p est
strictement positif et qui décroit cet indice :

ot — gy At Bt {(w)zB/ (u)a} avec i > 0.
Les autres régles sont inchangées : par exemple, la réduction Bg est maintenant

(Wat)f —pg t{B/a}.

A priori, les indices, s’ils sont mal placés, peuvent amener a des anomalies lors de la
Bs-réduction qui font échouer la confluence de 3" fst, pour le Au-calcul avec indices. En
effet, si on consideére le terme t = pu'a.(u’B.2)a, alors on a non-confluence car t se réduit
d’une part en \y.ula.(u’B.x)ya par une fst,-réduction et d’autre part en Ay.ua.x par
une (Bg-réduction suivie d’une fst,-réduction, les deux termes étant des formes normales
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pour B3Y“"fst,. Le probleme vient de ce que 'on peut faire une fg-réduction en faisant
communiquer des variables de stream qui n’ont pas le méme potentiel de fst-expansion.

On va donc considérer un sous-ensemble du calcul ol les indexations sont cohérentes,
et qui est obtenu comme I'image de ’ensemble des Apu-termes de base par une indexation
cohérente avec la B fst-réduction (mais pas avec la réduction Gp générale qui ne nous
intéresse pas ici) :

Définition 5.18 (Indezxation d’un Apu-terme.)

Soit t un Au-terme quelconque dont les variables de stream libres sont dans V.
On se donne une fonction partielle p des variables de stream dans les entiers, définie
pour toutes les variables de stream libres de t, ainsi qu’une liste d’entiers .
On commence par annoter tout sous-terme de t en position d’argument par une
liste d’entiers (de la forme : (u)v'), obtenant ainsi t'.
L’indexation de t est obtenue a partir de t' selon la définition récursive suivante
nl
de [t ]p Y
P

x x;
Az t]:} = \z.[t ]E)n*l)::l;

-
-
- [Az. ]g )\xt
~ u <[t]£"“>“’>[u]l,!;
e > ] < >u,-
[M ]@ = pout;
-

(t)all, = ([t 12@ Da.

Définition 5.19 (Au-terme indexé, Au‘-terme.)

Un Au-terme indexé t est un terme de la syntaxe avec indice qui provient de la
traduction d’'un Ap-terme : t = [u]i) pour certains u, p,[.
On parlera de Au‘-termes pour les Au-termes indexés.

Proposition 5.20

(i) A tout Ap-terme t peut étre associée une indexation . telle que toutes les -
abstractions recoivent un indice qui est de plus positif : on peut donc associer a
tout Au-terme un Au‘-terme t* tel que tous les p ont des indices positifs.

(i) Sit est un Au‘-terme p-clos et que t — gvarsy u, alors u est également un Ap‘-
terme;

(iii) La réduction 3" fst,termine pour les Ap-termes indexés ;

(iv) Sit,ty,...,t, sont des Au-termes tels que t —)Evarfst tj quel que soit 1 < j < n,
il existe une indexation de t telle que les p-abstractions des t; recoivent tous des
indices positifs et que les réductions puissent étre réalisées dans B fst,.

Démonstration :

(i) Tl suffit de choisir des listes suffisamment longues d’indices suffisamment grands.

(ii) On vérifie simplement que les trois régles Or, Bs et fst, préservent la propriété
d’étre résultat d’une indexation d’un Ay-terme :

— Cas de (s : Soit t* un Ap‘-terme obtenu par indexation d’un Ap-terme ¢ et

supposons t* — g v. On a t* = C*[(p‘ot’)3] et v = C*[t’ {3/a}]. Dans t*, le

lieur de 'occurrence de 3 intervenant dans la réduction porte le méme indice
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i que plo.t par définition de I'indexation et v est donc obtenu par indexation
d’'un Ap-terme u;

— Clas de 33" : Soit t* un Ap‘-terme obtenu par indexation d’un Ap-terme ¢ et
supposons t* —pgyar v. On at* = C*[(Ax.t')y] et v = C*[t' {y/x}]. Considérant
la définition de 'indexation d’un Ap-terme, on constate que : [(/\z.t’)yl,];}“l =
(D157 )y = O[3y et [ {y /)]y = (037 {y/x).

— Clas de fst, : Soit t* un Ap‘-terme obtenu par indexation d’'un Ap-terme ¢
et supposons t* —y; v. En supposant t* de la forme CL[MHoz.t’}, on a
v = C'[Az.plot {(u)za/(u)a}]. On vérifie aisément que, d’apres la défini-
tion BEI] la compatibilité des indices est maintenue grace a ’ajout de la
variable z en argument de tous les sous-termes u auxquels était appliquée
une variable de stream a.

(iii) Evident : """ termine et chaque occurrence de fst, diminue I’indice de 1'une
des p-abstractions. Il suffit de prendre pour taille des termes, une paire de la
somme des indices des p-abstractions et du nombre de 37" -rédex contenus dans
un terme et de constater que chaque réduction diminue la taille pour 'ordre
lexicographique.

(iv) On montre le résultat par récurrence sur le nombre n de 8" fst-réductions

partant de ¢ considérées. Le cas de base est immeédiat en donnant une indexation
a t; en un Ap'-terme dont tous les indices sont positifs et en "remontant" la
réduction ¢ —gvar s, t1 de maniére a obtenir une indexation de ¢ compatible
avec la réduction considérée. On remarque ensuite que si une 8" fst,-réduction
r est permise par une indexation de t, toute indexation qui donne des entiers
plus grands ou utilise des listes plus longues fournit une indexation compatible
avec la réduction r. Ce qui permet de traiter le cas inductif.

O

Par ailleurs, la contrainte de cohérence des indices imposée par les indexations assure
que tous les diagrammes de commutation ou de confluence qu’on pouvait clore dans %" fst
peuvent étre clos dans 3" fst, aussi, ainsi Gg et 3*" sont fortement confluents et :

Lemme .14,
*

Sit,t',t" sont des Au-termes indexés tels que t — t'et t —p5 t", il existe u tel que

/ * " *
t —guarfey U ett — s, U

et
Lemme B.THle

Sit,t',t" sont des Au-termes indexés tels que t Hg%arfst t'ett — s ", il existe u tel

/ * " *
quet —grarpe U ett = guar for, U-

Démonstration: Ces lemmes sont obtenus en modifiant les preuves des lemmes B4 et
d’a peine plus d’un iota...

O

Dans la suite, on fera référence a la version d’un lemme sur les Ap‘-termes en faisant
suivre le numéro du lemme d’un ¢.

Dans le lemme suivant, on notera —1 pour —gg et ——g pour ——guarfy, , le résul-
tat BT5.e se réécrit : Sit,¢',¢" sont tels que t —3 ¢' et t —7 1", il existe u tel que ' —7 5 u
et t" —% u.

On est intéressé par le résultat suivant qui exprime la confluence de B fst, sur les
Apt-termes :
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*

th /
¢ i 1 12 tf
Cas i/j.
, HR(t,).
* N
o - U :
L 129
HR(t)).
1,2 %
.......................... > U e Y

t 121 1,2

Fic. 5.1 — Diagramme de confluence du lemme B2T]..

Lemme B.2T1.

Sit est un Ap‘-terme et t',t" sont tels que t —7, t' et t —7 4 1", alors il existe un
Apt-terme u tel que t' —7 5 u et 1" —7 5 .

Démonstration: On commence par remarquer que ¢’ et ¢’ sont des Au‘-termes, tout comme
tous les termes apparaissant dans les réductions t —7 5 t' et t —7% , .

On montre le résultat par induction sur la longueur d’une plus longue dérivation
de 8" fst, a partir de t, lg, (t) (ce qui existe grace a la normalisation forte de 3"*"fst,) :

1. Silg,(t) = 0, alors le résultat est trivialement vrai puisqu’il n’y a pas de réduc-
tion et donc on a le résultat par réflexivité.

2. Supposons le résultat vrai pour tous les termes ¢ tels que lg,(t) < n pour un
certain entier n. On montre que si t est tel que lg,(t) = n+1, alors le résultat est
également vrai pour ¢. En effet, soient ¢’ et t” tels que t —7 5t et t —7 5 t".
Sit =1t out =1t" le résultat est trivial. Si ce n’est pas le cas, alors on a
t—1, t —7 9 t' et t —1 ot —7 9 .

On raisonne par cas sur ¢ —1,2 t’l et t —12 t’l’ et on montre que dans tous
les cas, il existe ug tel que tj —7 5 ug et t{ —7 5 uo. Le seul cas qui mérite
d’étre détaillé est celui de la paire critique entre 3s et fst, pour lequel on obtient
Pexistence de ug grace au lemme BTdL..

On alg,(t)),1g.(t]) < n et I’on peut donc appliquer ’hypothése d’induction & ¢/
d’oti 'on conclut & 'existence de u; tel que t” —7 5 u1, ug —7 5 u1. On a donc
t —1,2 Uo —7 o u1 ce qui nous permet d’appliquer I'hypothese d’induction a
t) et d’en déduire I'existence de u tel que u; —7 5 u et t' —7 5 u.
Finalement, on a t' —7 5 u et t" —7 5 u1 —7 5 u et la situation est résumée

dans la figure Bl

On en conclut donc que pour tous Ap'-termes, t,t', " tels que t —7 5 t’ et t —7 5 t”,
il existe un Ap'-terme u tel que t' —7 , u et t” —7 5 u.
([l

On déduit du lemme B.2Tl.¢ 1a confluence de la Y fst-réduction :
Lemme 5.21 (La 3% fst-réduction est confluente.)

Soient t,t',t" des Au-termes.
Sit —ars, t', 1", alors il existe u tel que t',t" —uarp, u.
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Démonstration: Soit (—)" une indexation pour le terme ¢ qui soit compatible avec ¢’ et ¢ :
()" —fargst, ()", (¢")". Par le lemme BEZI11, il existe un Apu-terme indexé v tel que
()", (") —fvar gy, V-
Soit u le Ap-terme obtenu en effacant les indices de v, on a t/,t" —%uar s, .

On en déduit la commutation de 3" fst et Bfst et finalement la confluence de Bfst :
Lemme 5.22
BV fst et Bfst commutent.

Démonstration: On sait que la réduction 8" fst commute avec Brfst (lemme B.I0) et avec
37" fst (lemme BEZ2T)). Par le lemme de commutation de 'union de deux réductions,
on obtient que 3" fst et Bfst commutent.

O
Proposition 5.23
La Bfst-réduction est confluente.
Démonstration: L’union des réductions 53" Bsfst et Brfst est bien la réduction 3fst, d’ou la
commutation de Bfst avec Bfst, c’est-a-dire la confluence de 3fst.
O
5.3.4 Commutation de 1 et Bfst
Proposition 5.24
La m-réduction est confluente.
Démonstration: La n-réduction est en fait fortement confluente.
O
Proposition 5.25
La m-réduction commute avec la Bfst-réduction.
Démonstration: La proposition se démontre en prouvant la commutation de la n-réduction
avec, respectivement, les réductions 8g, Or et fst :
— Bs et m commutent. Bs et nr n’ont pas de paire critique ce qui assure la commu-
tation. Concernant Gg et ng, on a une paire critique qui commute trivialement :
()8 s (pa.(t)a)B — 54 (t)5. On a donc la commutation en 0 ou 1 étape
selon que les rédex se chevauchent ou non.
— Br et n commutent. B et ng n’ont pas de paire critique ; 81 et nr commutent
comme en A-calcul.
— fst et m commutent. fst et np n’ont pas de paire critique et on peut faire
commuter la paire critique entre fst et ng :
po(t)a -2 t
fstl :V
/\z.ua.(t)za ....... 775> /\:E.(t):r ........ 777? t
ce qui assure la commutation de fst et n.
Finalement, on a la commutation de n avec Bfst grace au lemme B9
O
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5.3.5 Conclusion de la preuve de confluence

On obtient finalement une preuve de la confluence de Ay sur les termes p-clos :
Démonstration du théoréme B.T2: On a donc les trois propositions suivantes :
(i) la confluence de Bfst (proposition BZ3),
(i) la confluence de m (proposition B2Z4) et

(iii) la commutation de ces deux systémes de réductions (proposition BZH).

Ces trois propositions nous permettent donc d’appliquer le lemme de Hindley-Rosen
(lemme B8 page ) et d’obtenir ainsi la confluence de la Bnfst-réduction.
O

5.4. Conséquences de la confluence de Ap

5.4.1 Le Ap-calcul est Church-Rosser

L’équivalence entre la propriété de confluence et la propriété de Church-Rosser (défini-
tion B.3]) est d’habitude une évidence. Cependant, le fait que la confluence du Apu-calcul ne
tienne que pour les termes p-clos complique la situation : en effet, une séquence d’équiva-
lences entre deux Apu-termes peut faire intervenir des termes ayant des variables de stream
libres, empéchant d’appliquer le théoréme de confluence pour trouver un réduit commun.

On montre ici que le Ap-calcul est effectivement Church-Rosser.

Théoréme 5.26 (Le Ap-calcul est Church-Rosser)

Si t,u sont deux Ap-termes p-clos, et si t =, wu alors il existe v € X, tel que
t,u —)7\# .

Démonstration: Soient ¢ et u deux Ap-termes clos et soient (¢;)o<i<n €t (u;)o<i<n tels que
t=to,u=wuyetpour 0 <i<n,t; —>f\#ui et pour 1 <i <m, tiy1 —>7\#ui.

On raisonne comme suit : soit a4, ..., a, les variables de stream qui apparaissent
libres dans les t;, et soit C[] = pay ... ap.[] On pose alors ¢’ = C[t] et v’ = C[u], ainsi
que t; = C[t;] et u} = Clu;] pour 0 <i < n.

On a évidemment ¢’ =5, v’ et les ¢ et u/ sont tous des termes p-clos ce qui nous
permet, d’appliquer la confluence.

Une induction immédiate nous assure alors que pour tout 0 < ¢ < n, il existe v}
tel que uy —3, v; <3, ui- On en déduit donc l'existence de v’ tel que t' —73
v' 7}, v (il s’agit en fait de v,), c’est-a-dire tel que :

Cltl —Au v —hu Clul

La relation précédente n’entraine pas directement ’existence de v tel que ¢ —»RH
v «—1},, u. Nous avons besoin d’un dernier argument. Soient p; et ps les réductions
de t' a v et de v/ & v’ respectivement. Puisque ¢ et u sont u-clos, les variables
aq,...,ap qui sont abstraites dans le contexte C[] n’ont aucune occurrence ni dans ¢
ni dans u.

On en déduit donc que tous termes v; et vy apparaissant dans p; et ps respec-
tivement sont de la forme Ci[t1] et Colus] avec ¢ —»RH t1 et u —»RH ug, et les
contextes Ci[] et C2[] sont obtenus en ajoutant des A-abstractions devant certaines
p-abstractions, résultant des fst-réductions appliquées dans p; et ps.

On a donc C[t] —}, Ci[t"] = v' = Culu"] «—}, C[u], avec t —3 , 1" et
u —*, v”. On conclut en constatant que C; = C, car on ne change jamais le
nombre de p-abstractions dans ces préfixes or les deux termes C;[t”] et C,[u”] étant
égaux, ils ont les méme préfixes : ¢/ = v = u”
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* *
On en conclut donc que t —} , v «—73 , u.

5.4.2 Ap-calcul, confluence et formes normales

Du fait de la régle fst qui est une régle d’expansion, le Ap-calcul dispose de trés peu
de formes normales : seuls les A-termes peuvent étre des formes normales du Ap-calcul.

L’une des conséquences importantes de la confluence en A-calcul est qu’elle assure
I'unicité de la forme normale. On démontre dans cette section un analogue de cette propriété
en Ap-calcul : les formes normales canoniques d’un terme p-clos ¢ sont toutes dans la méme
classe de fst-équivalence.

Proposition 5.27

Soient t et u deux Ap-termes p-clos en forme normale canonique. Si t =p, u, alors
t =fst U-

Démonstration: Soient ¢ et u deux Apu-termes u-clos en forme normale canonique tels que
t =au u. Par le théoréme B26, on sait qu'’il existe v tel que ¢,u — A V-

Les seuls Ap-rédex de t et u sont des fst-rédex et leur réduction ne crée autre
chose que d’autres fst-rédex. On en déduit donc que ¢, u —’;st v et, finalement, que
t =fst U.

O

Dans l'interprétation de streams, cela signifie que des formes normales canoniques équi-
valentes ne différent que par le niveau d’instanciation de leurs streams.
5.4.3 Confluence du M\u-calcul de Parigot avec extensionalité

On commence par remarquer que X, est stable pour les réductions de Ay :

Lemme 5.28 (Stabilité des Ap-termes par Ap-réduction)

Soient t,u € Ap tels que t —)7\# u. Sit € Xy, alorsu € X, ett —>§\M u.

Démonstration: Evident puisque 'image d'un \u-terme par une régle de Au est un \p-terme
et que l'occurrence de la régle en question est une instance d’une régle de A\un dans
ce cas.

O
Théoréme 5.29

Le Aun-calcul est confluent sur les termes p-clos.

Démonstration: Il s’agit d’un corollaire immédiat du théoréme BTA En effet, si¢,t',t" € X,
sans p-variable libre sont tels que ¢t —7% t’',¢"”, alors on sait que t —7% , ¢/, t” (en
remplacant les étapes de p-réduction par une séquence fst; 57) alors par la confluence

du Ap-calcul, on sait qu’il existe u € Xy, tel que t/,¢” — Ay U

On en déduit, par le lemme B28, que u € ¥y, ce qui assure que t',t" —%  u
et que le Aun-calcul est confluent sur les termes p-clos.
([l

Comparaison avec la preuve de Py. Walter Py a prouvé dans sa thése [Py9§] la
confluence du Aun-calcul. Notre preuve est en partie inspirée de la preuve de Py (chapitre
4) dans le sens o nous suivons le schéma général de la démonstration. Pourtant, notre
démonstration differe en plusieurs points qui font par ailleurs que notre technique est plus
simple :
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— le Ap-calcul ne contient pas la p-réduction, ce qui diminue le nombre de paires cri-
tiques a considérer et de cas & traiter;

— On n’a pas besoin de parler des p-réductions bloquées qui nécessitent tout un déve-
loppement, complexe dans la preuve de Py (pour traiter le cas de p-redex «bloqués»
par une fst-réduction) et, en particulier, une preuve auxiliaire par réduction paralléle
(sections 4.3.3 et 4.3.4 de la théese de Py).

— Au contraire, notre approche avec les Ap‘-termes utilise pleinement le fait que nous

var

n’utilisons que la B7*"-réduction dans cette partie de la preuve; I’analyse des liens
entre fst-réduction et Gg-réduction en est facilitée.

5.5. Résumé des résultats du chapitre

Dans ce chapitre, nous avons montré la confluence du Ap-calcul, propriété essentielle
pour un calcul de ce type et tout particuliérement pour donner un sens a la propriété de
séparation ; la propriété de séparation n’a en effet pas beaucoup de sens pour un calcul non
confluent. Notre résultat a pour corollaire immédiat la confluence du Au-calcul de Parigot
avec n-réduction. La preuve obtenue est sensiblement plus courte que la preuves qui était
connue jusque la pour le A\u-calcul de Parigot avec n-réduction.

Nous avons également prouvé la confluence des sous-systémes suivants du Ap-calcul :

— n (Cest-a-dire np + ng) ;

~ B (c’est-a-dire Bp + (s);

- Bfst;

- Brn;

- Bsm.

Nous avons également introduit un sous-calcul le Au‘-calcul qui s’est révélé crucial pour
compléter la preuve de confluence de 3fst.

Le résultat de confluence pour Au n’est valable que pour les termes p-clos (on a le méme
phénomeéne pour Aun) et la confluence n’est en effet pas valable lorsqu’on a des variables
de stream libres apparaissant de maniére non-contrainte dans le terme. Cette restriction
fait que certains résultats qui sont d’habitude conséquences immédiates de la confluence
(comme la propriété de Church-Rosser), doivent étre redémontrés, bien que ces vérifications
ne posent pas de probléme majeur.

Lorsque nous développerons les réseaux SANE au chapitre [d, nous verrons que 'on
peut se passer de la restriction de p-cléture dans ce systéme.
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Chapitre 6

Ap-calcul simplement typé

Résumé:

Nous étudions dans ce chapitre le typage du Ap-calcul. Nous commencons par
proposer un systéme de types calqué sur le typage en logique classique du Ap-calcul
dont on discute certaines propriétés. Considérant la forme des termes typables dans le
premier systéme nous proposons ensuite un systéme de types étendu, As, qui permet
de typer plus de Au-termes. As permet en particulier de typer des formes de termes
qui étaient utilisées dans la preuve de séparation du chapitre Bl et qui n’étaient pas
typables dans le systéme classique. Ce systéme est original en cela qu’on considére une
relation d’équivalence sur la grammaire de nos types, correspondant & une propriété
d’associativité des constructeurs de type et qui exprime le fait qu’un terme puisse
étre A la fois appliqué & un terme et & une variable de stream. Nous étudierons égale-
ment les liens entre As et une approche développée indépendamment par Herbelin et
Ghilezan [HGOS| qui n’utilise pas I'associativité. Nous démontrons ensuite la préserva-
tion du type et la normalisation forte du calcul typé et nous concluons avec quelques

remarques sur un systéme de typage du second ordre.

Références : Une partie des résultats de ce chapitre ont été publiés dans ’article On
the relations between the syntactic theories of Au-calculi [Sau0Ral et avaient auparavant

été présentés dans Typing streams in the Ap-calculus : extended abstract [Sau(7].

Sommaire
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6.1. Introduction

Le Ap-calcul a été introduit comme une extension du Au-calcul non-typé de Parigot de
maniére a retrouver la séparation. Nous avons montré dans les précédents chapitres que le
Ap-calcul non-typé satisfaisait de bonnes propriétés (séparation, confluence). Nous allons
maintenant étudier les questions de typage pour le Ap-calcul qui permettent d’obtenir
des propriétés plus fines sur le sous-ensemble des termes typables, propriétés qu’il serait
inenvisageable d’obtenir du calcul tout entier.

Avoir un systéme de types pour le Au-calcul est d’autant plus important que le Au-calcul
a été initialement introduit par Parigot pour étendre la correspondance de Curry-Howard
a la logique classique. Le Au-calcul a donc été congu comme un langage typé, méme s’il a,
des le début (dans l'article de Parigot [Par92] en particulier), été étudié également dans sa
formulation non-typée.

Dans tous les cas, il est certain que 'intérét porté au Au-calcul provient & la fois

— de sa simplicité;

— de ses bonnes propriétés étendant celles du A-calcul ;

— de sa capacité a coder en style direct des opérateurs de controle des langages fonc-
tionnels qu’il est peu commode de capturer en A-calcul et
de ses liens avec la logique classique.

Pour ces deux raisons (utilité générale du typage et tradition historique du Ap-calcul),
il nous semble essentiel de mener une étude typée du Ap-calcul.

L’étude des types pour Au est également importante dans la perspective de la propriété
de séparation : d’une part, nous avons vu que I’on peut étendre des résultats de séparation
au A-calcul typé qui fournissent dans ce cas un résultat de séparation pour la déduction
naturelle intuitionniste ; d’autre part, nous avons vu que ce qui causait I’échec de la sépa-
ration en Ap-calcul pouvait étre inteprété comme une contrainte de typage forgée dans la
syntaxe du calcul non-typé : le fait de forcer une occurrence simultanée de la p-abstraction
et de la construction de nommage [a]ﬂ assure que l'on passe bien par le type L en chan-
geant de type, ce qui fait partie de la validité du raisonnement classique, alors méme que
les constructions syntaxiques et les réductions du Ap-calcul (non-typé) ne nécessitent au-
cunement que cette contrainte soit imposée dans le cas pur.

Nous nous limiterons principalement dans ce chapitre aux types simples, n’évoquant la
question du polymorphisme que trés briévement et & la fin du chapitre.

Nous commencerons par étudier une possibilité naive pour typer le Ap-calcul : le typer
grace au systéme proposé par Parigot ou plus exactement grice au systéme proposé par Ph.
de Groote [dGI8| qui est une version de la déduction naturelle classique avec L explicite.

Aprés avoir expliqué en quoi cette solution n’est pas satisfaisante du point de vue
de la séparation, nous élaborerons un systéme de typage pour le Apu-calcul & partir de
considérations sur la séparation et 'interprétation de streams proposée au chapitre H

Ce systéme, Ag, sera justifié informellement dans un premier temps. Ag est un systéme
relativement complexe car il est construit autour d’une équivalence sur les types dont
I'interprétation sera expliquée en détail en section B3l

Nous comparerons ensuite le systéme Ags a un systéme de typage proposé par Herbelin
et Ghilezan pour le Autp-calcul en appel par nom, une variante du Ag-calcul avec une
variable de continuation liée dynamiquement [HGOS].

'Ou plutét, en suivant la syntaxe que nous utilisons dans cette thése, que le sous-terme ¢ de pa.t doit
étre de la forme (u)g.
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6.2.

Nous démontrerons ensuite que Ag satisfait la préservation du typage et la normali-
sation forte, comparerons la typabilité dans Ag et dans le systéme original de Parigot et
introduirons une notion de formes normales canoniques fstn-longues. Nous terminerons ce
chapitre en proposant une extension au second ordre de Ag.

Typage classique du Ap-calcul

Pour typer Au, on peut naturellement penser & utiliser un systéme de typage classique
comme pour le Ap-calcul tel que présenté en définition 2411 :

Définition 6.1 (Jugements de typage pour le Ap-calcul)

Les jugements de typage pour le Au-calcul sont de la forme :
x1: ATt A bt cAlog c By, o By

ou A, Ay,...,An, B1,..., B, sont des types construits a partir de variables de types,
de la constante 1 et du connecteur —.

Définition 6.2 (Systéme de typage pour le Ap-calcul)

On considere les régles de typage suivantes pour les Au-termes :
— typage des variables :

Tz AFnz AA VO

— typage des M-abstractions :
I'w:Abp,t @ BIA
[k Azt © A— BIA

A-Abs

typage des A-applications :

Fl—A“t:A—>B|A Fl—A“u:A|A
I'Fay (H)u : BIA

N-App

— typage des u-abstractions :
Fhapt c LA oz A

-Abs
[ by patt @ A|A .
— typage des p-applications :
Tr l_AM t : A’A
-A
I'Eap (Do s LA a s A prapp

C’est par exemple ce que fait de Groote [dG98] et cela correspond au systéme présenté
en figure Dans ce cas, on restreint évidemment 1'usage de la régle fst dans le cas typé
aux seuls termes pad—B.t

pat =Bt — g Aat paB t {(w)za/(u)a}
De Groote [dGI8| remarque qu'une preuve de (pa*~F.t)u? : B contient un S-redex caché
et que le role de la p-réduction est de réduire ce cas B ra régle fst peut étre vue comme

’De Groote [dGI8| : «In order to turn hidden redezes into actual ones, some reduction rule other than
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6.3.

faisant la moitié de ce travail, laissant le reste & la Gp-réduction.

De bonnes propriétés mais de gros inconvénients. Un tel systéme présente de
bonnes propriétés : préservation du type, normalisation forte, etc... Pourtant, nous consi-
dérons que cette approche n’est pas satisfaisante. En effet, typer un langage, c’est faire le
compromis de rejeter un certain nombre de termes, de programmes (ceux qui ne seront
pas typables dans le systéme) pour pouvoir énoncer des propriétés intéressantes pour les
termes qui restent, les termes qui sont validés par le typage. Or, dans la perspective de la
séparation, qui est celle qui nous a conduits & concevoir le systéme Apu, le typage que nous
venons de présenter a la définition n’est pas satisfaisant.

Nous considérons en effet que le systéme précédent rejette certains termes que nous
souhaiterions pouvoir typer car ils nous semblent étre représentatifs de comportements
calculatoires sains (ils ne causent pas de perte de la terminaison par exemple) et utiles
(il s’agit typiquement des termes construits au cours d’un processus de Bohm out, cf
chapitre H).

Plus généralement, on remarquera que si on se limite au systéme de typage ci-dessus, on
se retrouve avec un langage typé qui n’est pas beaucoup plus riche que le Ap-calcul original
(on rajoute essentiellement des termes qui sont des fr-expansions de Au-termes typés, ou
sous-termes de telles expansions, ainsi que des termes de la forme : ,uo/f‘, oz2l, . ,ozfl.tL)

Séparation et typabilité : vers un typage des streams

Restriction de fst. Revenons un instant sur la restriction de la régle fst proposée au
paragraphe précédent. Nous avons introduit cette restriction de maniére & avoir la préser-
vation du type qui, sans cette restriction, était évidemment perdue. En fait, ce n’était pas
seulement la préservation du type, mais la préservation de la typabilité elle-méme qui était
en jeu avant la restriction de fst. En effet, la régle fst générale ne préserve méme pas la
typabilité comme illustré ci-dessous :

Az popif.(x) o0 — fop Az proe Ay puf.(z) e

Le terme de gauche est typable de type A — A tandis que le terme de droite n’est pas
typable (puisque Ay.ufB.(xz)a devrait recevoir le type L, ce qui n’est pas possible). Il ne
s’agit pas d’un probléme propre & la régle fst (non plus qu’a la régle v de Aun) : un tel
phénomeéne se produit déja avec I'n-expansion & partir de laquelle la régle fst est construite.
En A-calcul, e, préserve la typabilité mais pas les types, mais des que I'on introduit une
constante de type dans notre systéme de typage, la typabilité n’est plus préservée comme
le montre 'exemple :

AZ.T+intT — ALY (T+int )y

Nexp

Cette remarque a des conséquences importantes sur la question de la typabilité de la
séparation en Ap-calcul : il est immeédiat de noter que les paires paramétrées (u,v); de la
définition ne sont pas typables dés que k > 0. La preuve que nous avons donnée de
la Séparation est donc hautement non-typable, ce qui est habituel déja en A-calcul, mais il
semble que le probléme soit plus fondamental que cela : la Séparation en Ap-calcul (et donc
en Au-calcul) semble reposer sur des constructions qui n’ont pas d’espoir d’étre typables
dans le systéme de types classique considéré par Parigot.

B is needed. This new reduction rule, called p by Parigot, allows the above proof scheme to be reduceds
désignant par le «above proof schemey le pu-redex typé.
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Trop peu de termes typés. Plus généralement, aucun terme de la forme poa.Az.t ne
serait typable alors qu’il s’agit typiquement d’une forme de terme qui peut avoir une forme
normale canonique.

La contrainte de typage impose que si deux streams se succédent, la seconde doit étre
de type L, c’est-a-dire intuitivement qu’elle ne peut contribuer en rien de significatif au
calcul.

En effet, le systéme de typage introduit & la définition interdit précisément de tels
termes : Ax.t est un terme A-abstrait et doit donc étre d’'un type — tandis que le fait qu’on
lui applique une p-abstraction avec la variable de stream « le contraint a étre de type
L (lorsque ce type est explicite ou, dans la présentation de Parigot, & étre typé par un
séquent sans type distingué). Ces deux contraintes sont incompatibles (voir la régle uAbs
de la définition 62).

Ce fait n’est pas étonnant : nous avions remarqué a la fin de la section B:4ldu chapitre sur
la séparation que la non-séparation de Aun venait d’une structure de terme trop contrainte
(avec la hiérarchisation des termes de ¥, en deux niveaux) qui pouvait s’interpréter comme
une contrainte de typage. Dans la définition B2, nous venons de réintroduire explicitement
cette contrainte de typage et nous perdons donc a nouveau ces termes.

Des streams citoyens de premiére classe dans un contexte typé. Le mécanisme
de stream qui était utilisé pour le calcul non-typé de maniére & obtenir la séparation se
trouve donc désactivé quand le typage de la logique classique est réintroduit ; on perd donc
le bénéfice de la syntaxe étendue du Ap-calcul. Nous allons donc chercher une variante de
ce systéme de types qui refleterait dans les types la construction de stream : nous aurons
besoin de pouvoir considérer des types de streams et les distinguer des types de termes
(avec des variables de type spécifiques, éventuellement des constantes de type spécifiques
et un constructeur de type de stream, que nous noterons dans un premier temps ::, tel que
si T est un type de terme et S est un type de stream, 7 :: S sera un type de stream).

En outre, puisque p est vu comme une abstraction de stream, on pourrait penser &
donner un type fonctionnel pour les streams : si le terme ¢ est de type 7 quand la stream «
est du type de stream S, alors pa.t devrait avoir le type d’une stream-fonction de § dans
7T (ce que nous écrirons S = 7). On peut donc penser aux régles de typage suivantes pour
les termes p-astraits du Ap-calcul :

'kt :T|IAa:S 't :S=T|Aa:S
Abss

A
THuasSt :S=TIA TF@a TIA,a:8 P8

Une incompatibilité de typage. La régle fst complique la définition d’un systéme de
types pour Ax qui prendrait en compte les streams : alors que pa® .t devrait étre d’'un type
de stream, disons § = 7, le terme obtenu a partir de pa.t en appliquant une étape de
regle fst (c’est-a-dire le terme Az?.13% .t {(u)z3/(u)a}) devrait avoir un type fonctionnel
du A-calcul : A — B (plus précisément A — (8’ = 7).

En outre, les streams sont des streams de termes et leurs types devraient étre connectés
aux types de termes usuels, non seulement par la régle fst, mais également en autori-
sant une stream-fonction a étre appliqué a un terme (par exemple sous la forme (pa.t)u).
Réciproquement, on pourrait souhaiter appliquer un terme A-abstrait & une stream (par
exemple (Az.t)a). Les streams et les termes ne doivent donc pas vivre dans des mondes
imperméables 'un & 'autre.

Les =-types et les —-types devraient donc étre reliés d’une maniére ou d’une autre :
il nous faut maintenant trouver cette relation connectant les types de stream et les types
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6.4.

de terme. C’est en fait la régle fst qui donne la solution que nous allons développer dans
la suite pour établir cette connexion. On analyse donc plus en détail la régle fst dans le
paragraphe suivant.

Une relation sur les types de stream. La fst-réduction a été synthétisée en Ap-
calcul (et auparavant déja en Aun-calcul par Py [Py98] Dﬂﬂﬂﬁ) comme le résultat d'une
n-expansion suivie d’'une p-réduction. Dans le cas typé, la n-expansion peut avoir lieu
uniquement sur des termes de type —. Cette restriction adaptée au Ap-calcul donne la
condition selon laquelle pa.t doit étre d’un type de stream de la forme (7 = S) = 7.
Aprés une application de fst, nous avons maintenant un terme Az.uf.t {(uv)zG/(u)a} qui
devrait étre de type 7 — (S = 7). Dans la suite, le constructeur de types de stream :: sera
identifié au constructeur — et I'on voit ainsi que cela correspond & une régle d’associativité
entre les constructeurs — et = :

(T —-8) =T =ass0c= T = (S=T)

Méme si nous avons motivé cette équivalence d’un point de vue opérationnel (préser-
vation du type), elle peut toujours paraitre surprenante d’un point de vue logique : nous
avons commencé par prendre du recul par rapport a la logique classique en cherchant un
nouveau systéme de types plus adapté au calcul Ay et maintenant nous introduisons en
plus une relation d’équivalence sur les types qui, toute justifiée qu’elle soit opérationnel-
lement, n’a pas de sens logique clairement défini. Est-ce bien nécessaire? Cela a-t-il du
sens ? La «logique du Ap-calculy n’est pas encore complétement comprise, mais nous mo-
tiverons tout de méme dans la suite cette régle d’associativité d’un point de vue logique
en section A3

Streams simplement typées : Ag

6.4.1 Pré-types et types

Nous définissons maintenant formellement le systéme de typage As pour le Ap-calcul.

Définition 6.3 (As pré-types)

Les pré-types sont produits par la grammaire suivante :

Pré-types de terme : T7,A,B,... ==0;|A—=B|S8=T
Pré-types de stream : S,P,Q,... =0, |T—>8S|L

0; et o; sont respectivement des variables de type de terme et de stream. Le type
Ay — Ay — --- — A, — o est donc le type d’une stream qui contient au moins n éléments.
Nous conservons la constante | dans le calcul davantage pour des raisons de tradition que
parce qu’elle est véritablement utile : le type L peut étre vu comme une variable de type
de stream distinguéeﬁ. Elle pourra tout de méme étre utilisée pour désigner la stream vide.
On aurait pu choisir de la retirer du systéme et conserver les mémes résultats, comme nous

3Cette régle avait en fait été briévement considérée en 1993 par Parigot [Par3|, sans qu’elle soit considé-
rée dans plus de détails. On se rappellera en revanche qu’elle a également été considérée plus sérieusement

par Ong [Ong96|, voir le chapitre B page

“On peut également la voir comme une variable de type qui ne peut étre substituée par d’autres types.
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't :T|A
Vary LTt :TIA =t (pourvu que T =5 T)

Fx:Tkx :T|IA

LHt :7T'A
Coz: Tkt :T'NA b 'kt : 7T —-T'NA FI—u:T|AA
s
Tl T —T|a T+ (tu : T)A bPT
't :T|A)a: S : :
A« Abss 't :S=7T|Aa:S Apps

I'FuaSt :S=TIA I'F{a :T|Aa:S

F1G. 6.1 — Ag : un systéme de typage pour le Au-calcul.

le ferons dans le chapitre [ On notera tout de méme 1'utilité de disposer de cette variable
lorsque l'on étudiera les relations entre la Au-typabilité et la Ag-typabiliteé.
Définition 6.4 (=gs)
=y, est une congruence sur les pré-types qui est la cloture symétrique, réflexive et
transitive de la relation >y, définie par :

(T—=8)=T-mT—(S=T)

Les types de Ag sont toujours considérés modulo cette relation de congruence :
Définition 6.5 (As types)

Un As-type est une classe d’équivalence pour =jg.

Le Ap-calcul typé est étudié dans un systéme & la Church, c’est-a-dire que la syntaxe
des Apu-termes typés est comme suit :

Définition 6.6 (Ap-calcul typé)

Les Au-termes typés sont donnés par la syntaxe suivante :

to= x| et | (tu | past ]| (o

On montre en figure le systéme de typage As pour le Ay-calcul. Dans ce systéme
de typage, on travaillera avec des pré-types et une régle de conversion explicite permettant
de passer d'un pré-type a un autre pré-type qui lui est équivalent. Méme si la plupart
des résultats seront énoncés pour les types vus comme classes d’équivalence, il pourra
arriver qu’il soit plus pratique d’énoncer un théoréme en utilisant un représentant de la
classe d’équivalence. Dans ce cas, on le fera sans le mentionner si cela n’introduit pas
d’ambiguité.

6.4.2 Regles de réduction typées

La régle fst est une régle d’expansion et doit donc étre traitée avec attention si I'on
souhaite avoir la préservation du type et la normalisation forte dans As. Dans le cas
typé, nous demanderons, pour pouvoir appliquer la régle fst a t, que le terme ait un type
représenté par un pré-type de la forme (77 — S) = 7Ts.

Cela peut sembler surprenant et trés restrictif dans le sens ol cela affaiblit beaucoup la
régle fst et les cas ou elle peut étre appliquée, mais en fait il n’en est rien : cette contrainte
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est similaire & la condition sur 'application de I'n-expansion dans le A-calcul simplement
typé et sur la fsi-réduction dans la section B2 et cette restriction est nécessaire pour
satisfaire la préservation du type en présence d’une régle d’expansion.

Nous imposons la méme contrainte & la régle fst dans le cadre de Ag, & ’exception du
fait que notre contrainte porte maintenant sur le type de la stream qui est abstraite et non
pas sur le type du terme tout entier :

Définition 6.7 (fst— -réduction)

La réduction fst™ est définie comme une restriction de la fst-réduction aux Au-termes
typés comme suit :

pat=S — fo— Az B8 t{(u)zB/ (u)a}

Définition 6.8 (Ap™)
Le systéme de réduction Au™ est le systéme de réduction sur les Au-termes typés dans
As constitué de la régle fst™ et du sous-systéme de — ., Bn.

On peut noter que fst— est une réduction intermédiaire entre fst et fst™ :

Proposition 6.9

Soient t,u deux Ap-termes typés. Les implications suivantes sont vérifiées :
t e U = t—fm—u = t—fu

Les implications réciproques ne sont pas vérifiées.

Démonstration :

—t—f— U = t—pzu est évidente;

— 1t —4- u = t——yy— useprouve en remarquant que si t — sy u, alors
soit la p-abstraction qui se voit appliquer la fst-réduction était de la forme :
(pas .t)u, soit la variable de stream « abstraite par ce p avait une occurrence
dans un sous-terme de la forme (\z7.t)a. Les contraintes de typabilité im-
pliquent que dans le premier cas, le type de pua®.t, de la forme S = 7 doit
étre =g -équivalent & un type 7 — 7" ce qui implique que S est de la forme
7' — &' et donc que fst— est applicable. De méme, dans le second cas, les
contraintes de typabilité impliquent que le sous-terme \z.t, de type 7 — T’
soit =g-equivalent a un type S = 7" ce qui implique que S soit =yq-équivalent
AT — 8 avec &' = T" =4, T’ et donc que fst™ est applicable.

6.4.3 De = a9 : la logique de Ag

Contrairement & ce que la notation = peut laisser penser, il n’y a pas de dualité a
I’ceuvre avec ce connecteur.

L’équivalence =f : (T — S) = T' =74 T — (S = T') devient, si on se rappelle que
le connecteur — & droite de =gy peut étre interprété comme ?(_ )+ 2

(T—=8) =T = ?T % (S=1T)

On peut alors penser & interpréter de la méme maniére le connecteur — a gauche de
=5 obtenant :
PTrRS) =T =T (S=T)
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6.5.

Ce qui permet de retrouver une régle d’associativité, qui est maintenant une associa-
tivité entre = et le connecteur ’®. On est donc tenté d’interpréter = comme un autre
connecteur g, I’associativité ne devenant plus qu’une associativité entre deux ’®. La régle
Abss est d’ailleurs bien en accord avec cette interprétation. L’équivalence = est donc
simplement une propriété d’associativité du ’@ qui est parfaitement correcte logiquement :

PTE98) 0T =Zssoc TTH79 (SS9 T).

Nous détaillerons cette interprétation des types de Ag dans le chapitre[d oi nous présen-
terons une traduction du Apu-calcul dans (une sorte de) réseaux de démonstration polarisés.

Relations avec le systéme de types de )\uﬁ\)

Herbelin et Ghilezan [HGOS| ont introduit récemment un calcul Autp en appel par
nom qui étend le Ap-calcul de Parigot avec une variable spéciale, tp, dynamiquement liée,
qui permet de modéliser les continuations délimitées (le Autp-calcul en appel par valeur
a d’abord été introduit par Ariola et al. [AHS07]). En étudiant le calcul en appel par
nom [HGOS], ils ont établi que Autp est un calcul trés proche du Ap-calcul et ont introduit
un systéme de typage pour ce calcul qui est lui-méme trés lié & Ags bien qu’introduit
indépendamment.

Nous nous intéressons dans cette section aux liens entre Ap et son systéme de type Ag
d’une part et le Autp-calcul de Herbelin et Ghilezan d’autre part. On rappelle les résultats
de Herbelin et Ghilezan & propos des liens entre Ay et Autp avant de discuter les différences
entre les deux approches.

Définition 6.10 (Aptp-termes [HGOS])

Les termes de A\utp (t,u,--- € E/\Mﬁ,) sont donnés par la syntaxe suivante :
tu == x| Ax.t|(t)u]pg.c
c == |[qlt R
qg == altp

Le calcul Autp est présenté par un ensemble de régles de réduction et une théorie
équationnelle.

Définition 6.11 (Réduction de Autp [HGOS])

Le systéme de réduction de \utp est donné par les régles de réduction suivantes :

Ar.t)u  —p t{u/z}
t —u  pocflaf(u)t/[a]u}
Blpae  —puy,, c{B/a}

wtp. tAp]t —n méme si tp apparait libre dans t

tp
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() : Ap— Aptp B(_) : dutp — Ap

Y(x) £z

II(z) L2 gz Y(Az.t) 2 \x.X(t)

OA\z.t) £ AoII(t) Y((t)u) 2 (2()2(u)

I((u) = (TI(8))T(w) S(poc[Blt) = pon(3(1)8

M(pont) = po[tp]TI(1) S(pecftplt) = pon(3(t))

H((Ha) 2 peplalli(r) Splal) £ (S(B)a
S(utp-[tplt) £ E(?)

FIG. 6.2 — Traductions entre Ay et Autp [HGOS].

Définition 6.12 ( Théorie équationnelle de Aptp [HGOS))

La théorie équationnelle est donnée par les équations suivantes :
(A\z.t) u =5 t{u/z}
Bl(pa.c)ty ...ty =pu, c{lBl(w)ti... tp/[a]u}
po.alt =, si a n’est pas libre dans t
Az.(t)z =, t si x n’est pas libre dans t
[/b] ,uf\p ¢ “ugp €
utp. [t [/b]t =2 t méme si tp apparait libre dans t

Les théories équationnelles de Ay et de Autp se correspondent via les traductions définies
en figure :

Proposition 6.13 (Correspondance équationnelle entre Ap et Autp [HGOS])

Soient t,u € X, t',u' € Yy Ona:
= Sit=p,ualors II(t) = ,5 IL(u) ;
= Sit=),5 u alors X(t) =, X(u);
— X(II(t)) est syntaxiquement égal a t;
- I(B(®)) =4, t-

On peut maintenant étudier le systéme de types simples de Autp. Les jugements de
typage de Autp sont définis ci-dessous tandis que le systéme de types lui-méme est présenté
en figure

Définition 6.14 (Jugements de typage de Autp [HGOS))

Les jugements de typage de \utp sont donnés ci-dessous :

A,B = o0;| Ay — B
Y o= 1]A-X

1 k
mlezl,...,xk:Azk l—zt :A]alzBl,...,al:Bl

Les jugements de typage de Autp ont donc une forme différente des jugements de typage

de Ag : il y a une annotation des - par des listes de type, de méme que les composantes

de gauche des — sont annotées.
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Dix:As by z  AlA

F,m:Agl—Et B’A F}—Et (Az—>B)‘A I’l—guA\A
'z Azt : (Ax — B)|A 'tz (Hu : B|A
Fkyc LA a:A IFase: LA
I'Fy pac @ AA [ Fx utpc : A|A
ket :AlAa: A I'Fxt : AJA
My ajt : L|A,a: A I'Fax [tp]t : L|A

FIG. 6.3 — Systéme de types simples pour Autp.

On peut faire la connection suivante entre les types de Ag et de Autp : dans un jugement
de la forme z7 : Alzl, U 7 A’%k Fxt @ Alog @ By,...,qp : By, les variables de termes x;
de type Aizi se verront attribuer un type 7(A? - Y;), le terme t se verra attribuer un type
7(A - ¥) tandis que les variables de stream «; recevront un type o(B;) ou 7(X) et o(B)
sont définis comme suit :
Définition 6.15 (7(X), o(B))
- T(L) =o0;
T(A-X) =0(4) = 7(X);
(0,) =o0; — L;
- U(Az; — B) = T(A ¥) — o(B).

On vérifie simplement que les images de 7 sont des (pré-)types de terme tandis que les
images de o sont des (pré-)types de stream et que les régles de typage de Autp correspondent
bien aux régles de Ag, le role de I'associativité étant joué lors de la régle pour typer la
A-abstraction et la A-application puisque la pile de type annotant le - n’est pas prise en
compte dans la construction de type, c’est-a-dire, en termes de Ag, qu’on construit la fleche
— «sous» le constructeur =.

C’est ainsi le fait que dans Autp, on ait un type principal et une annotation du F qui
permet & Herbelin et Ghilezan d’éviter d’avoir une régle de conversion ou une relation
d’équivalence sur les types.

On voit ainsi que le constructeur de piles de type de Autp n’est rien d’autre que le
constructeur de types = de As de méme que 'opération de mise en indice A -3 et que les
types de terme sont simplement des types de stream (on rajoute un L final, pour que cela
se conforme & la syntaxe de stream de As mais ce n’est pas essentiel).

Cette section montre en particulier que le Ap-calcul peut capturer les continuations
délimitées, en appel par nom [HGO8|, qui forment un ensemble d’opérateurs de controle
plus fins et plus expressifs que ceux capturés par le Au-calcul de Parigot. On reviendra sur
ce point en présentant une machine abstraite pour Ay en section

6.6. Propriétés de Ag
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6.6.1 As type davantage de termes que le systéme \u de Parigot

Dans cette section, on montre que Ag peut typer tous les Au-termes typables et on
explicite la relation entre les types de Au et ceux de Ap :
Théoréme 6.16

Soit t € £y,. S'il existe I, A et A tels que I' by, t : A|A, alors il existe TP, AP et A7
tels que I Fpg t @ AT|AY.

Définition 6.17

On considére o une variable de type de terme spéciale et on définit les deux transfor-
mations suivantes sur des types du A\u-calcul de Parigot dans les pré-types de Ag.

(i) Pré-types de terme :
~ (0T =(0—1)=o0;
- (A—>B)T:AT—>BT.
(ii) Pré-types de stream :
~ (0¥ =0—1;
- (A—>B)S:AT—>BS.

Proposition 6.18

Etant donné un type simple A, alors A7 =/ot A% =0,.

Démonstration: On a les égalités suivantes :
(4) =0, =(0—1)=o0,
=0
(i) (A— B)° =0, =(AT - B%)=o0,
=" AT — (BS=o0))
— AT _ BT
=(A—B)7 O

On prouve maintenant le théoréme :

Démonstration du théoréme [B.T6: Le résultat est démontré par induction sur une Au-

dérivation de typage du terme t.
Un jugement de typage du Au-calcul (z; : Ai)ier Ft : C|(oj : Bj)jes se traduit
en un jugement de la forme : (z; : A;7 )ier Ht : CT|(ay : B;®)jes. On a donc :

Vars

T Ta:Aby o : AA est transformé en
Var
I'7 x: A7 gz : AT|AS T
Iae:AbFy, t - BJA 3
- MAbs est transformé en

I'x AzAt :A— B|A
I'7 x: AT Fag t @ BT|AS
I'7 bpg AzA7 it 2 (A— B)T|AS
I'bxut : A— B|A I'Fyuu  A|A
Tt (Du : BIA
I'7 Fpagt 1 (A— B)T|AS I'7 Fpqu : AT|AS
I'7 Fpg (H)u - BT|AS

A-Abs

A-App est transformé en

A-App
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Varr

Apps

Absg

AbsT
Appr

Apps
Absg

AbsT

y: A5 =0,y :AS =0

y:AS =0, F (y)a oy |a: A®
y:AS = o0, FuB.(y)a : BS = o ]a: AS
x: Ty o Ty Varr Fy.uB.(y)a : (AS = 01) — (B® = o0))|a: A®
z:((AS = 0.) = (BS=01)) = (A% = 0)) F (@) \y.up.(y)a : AS = o |a: AS
z:((AS = 01) = (B =01)) — (A% = 01) F () \y.uB.(y)a)a :oyla: AS
z:((A° = 01) = (BS = 01)) — (A5 = o)) F pa.((@)\y.uB.-(y)a)a : AS = o) |
Fcall/ce : (((AS = 01) — (B = 01)) — (A% = 01)) — (A% = 0))|

avec T, = ((A° = 0,) — (BS = 0,)) — (A% = 0)).

F1a. 6.4 — Dérivation de typage pour call/cc dans Ag.

Fkyut :B|Aa: A .
- + " est, transformé en
by pa ()  Al(A,B:B)\a: A
I'7 pgt : BT|AS o AS 3 : BS

I'7 Fps ()3 :00|AS,a: AS,3: BS

I7 bpg pa® ()8 : AS = 0, |(AS,3: BS)\ AS

La proposition précédente est suffisante pour assurer que la dérivation obtenue
en appliquant ces régles est en effet une dérivation de typage de As.

Apps

Abss

(I
Remarque 6.19

Le théoréme précédent permet de comprendre plus précisément quelles sont les limita-
tions du Ap-calcul de Parigot s’agissant de la flexibilité du Au-calcul : les images des
Au-termes n’ont jamais besoin d’assigner un type de la forme S; = (S = A).

Remarque 6.20

La propriété précédente ne serait pas vraie si on I’énoncait a propos du systéme de
typage classique présenté au début du chapitre, c’est-a-dire si on fait la comparaison
avec I'ensemble des termes de ¥5,,. Par exemple, le terme t = Az, y, z.((2)(y)z)(y)(x)
peut, dans le systéme de la définition 622, étre typé avec le type L — (L — A) — (A —
A — B) — B avec « recevant le type L. Pourtant ce terme ne peut pas étre typé en
As : dans As, x et (x)a ne pourraient pas avoir le méme type alors qu’ils sont tous les
deux arguments du méme terme y dans t.

En fait, cette restriction n’est pas surprenante puisque le systéme de typage de la
définition suppose que ’on donne le méme type 1 a tous les termes de la forme

(t)cv.

Typer call/cc dans As. L’encodage du call/cc en Au-calcul est le terme :

Az o ((2) Ay.puf.(y)a)a.

Dans le systéme de types classique de la définition B2, ce terme est typé par la Loi de
Peirce : ((A — B) — A) — A. Dans Ag, le call/cc peut recevoir le type (((AS = 0, ) —
(BS = 0,)) — (A% = 01)) — (A® = 0, ) comme montré par la dérivation de typage de
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la figure On peut noter que la structure de la Loi de Peirce se retrouve au niveau des
types de stream (remarquer lalternance des types AS et BS).

6.6.2 Préservation du type

Dans cette section, on prouve que le Ap-calcul typé satisfait la préservation du type.
La propriété de préservation du type dépend de trois lemmes montrant que le type est
préservé par substitution si la substitution respecte les contraintes de typage. On a un
lemme pour la substitution de G, un lemme pour celle de g et enfin un lemme indiquant
que la substitution de la fst-réduction préserve également le type :

Lemme 6.21 (Préservation du type par substitution t {u/x})

SiTyz: At :B|AetI'Fu : C|A avec A =g C, alors I' - t{u/z} : D|A avec
BEfst D.

Lemme 6.22 (Préservation du type par substitution t {3/a})

SiTFt :AlAa:S,6:8 avec S = S alors T F t{f/a} : C|A,B: S avec
AEfst C

Lemme 6.23 (Préservation du type par substitution t {(u)x3/(u)a})

SiTHt : A|A,a: B— SalorsT,z: CFt{(uw)zf/(u)a} : DIA,G:S avec B =5 C,
S=mmS et A= D

Démonstration: Les trois lemmes se démontrent par une induction simple sur la structure
du terme t auquel s’applique la substitution.

(]
Théoréme 6.24 (Préservation du type)

La réduction des Au-termes typés préserve le type : soient t,u € A, si on peut dériver
It A|A et sit —7} ,— u alors on peut dériver I' - u : A|A.

Démonstration: On raisonne par induction sur la longueur d’une dérivation de ¢ & u et par
cas sur la premiére régle de réduction appliquée.

O

6.6.3 Normalisation forte

Finalement, on démontre la propriété essentielle qu’est la normalisation forte : il n’y a
pas de réduction infinie dans Ap™ :

Théoréme 6.25 (Le Ap-calcul est fortement normalisant)

Soit t un terme bien typé dans Ags. Il n’y a aucune réduction infinie a partir de t.

Le théoréme se démontre grace & une méthode inspirée de 'une des preuves données
par Parigot dans [Par97] pour démontrer la normalisation forte du Au-calcul simplement
typé. La méthode consiste a exhiber une traduction des Au-termes typés dans le A-calcul
simplement typé et & déduire la normalisation forte du Ap-calcul typé de celle du A-calcul

typé.
On commence par donner une traduction des types de As dans les types simples :
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Définition 6.26

On enrichit d’abord ’ensemble de variables de type du A-calcul simplement typé : a
chaque variable de type de stream o, on associe une nouvelle variable de type simple
également appelée o. En outre, on ajoute une nouvelle variable o). La traduction
associe a chaque pré-type de As un type simple du A-calcul de la maniére suivante :

— |o;| = 0; si o; est une variable de type de terme.

— | = | = || — | T3]

(7L~ 8) =Tl = Ti| - |5 > T|

—loi=T| =0, = |T|

- |L=T|=0, — |T|

Cette traduction définit en fait une traduction des types de As dans les types simples
puisque tous les pré-types d’'une méme classe seront envoyés sur le méme type simple :

Proposition 6.27
Si Ty =g T2, alors |Th| = |T3|.

On traduit maintenant les Au-termes typés en A-termes :

Définition 6.28

Pour toute variable de stream «, on considére de nouvelles variables du A-calcul :
Qai,...,0n,... La traduction est alors définie comme suit :
@' = o
Dz a]ds = azhil[r)hs
[(®)u]ts = ([1]")[u]ts
[uaAlH“'A"H".ﬂ As = eyl . )\an‘A"|.)\an+1“".m As
Halls = t]As Qf...Qpy1 Siaestdetype Ay — ... A, >0
+
oll o est soit une variable de type de stream soit 1.

Il est & nouveau évident que la traduction ne dépend pas des représentants des Ag-types
considérés, de telle sorte que ’on a :

Proposition 6.29

Sit est un Ap-terme bien typé, alors [t]S est un A-terme simplement typé.

Démonstration: Il s’agit d’une induction facile sur la structure d’une dérivation de typage
det:

— les étapes de =y, disparaissent,
— Abst (resp. Appr) est renommé en —-intro (resp. —-elim) et
— Absgs (resp. Apps) est remplacé par n + 1 étapes de —-intro (resp. —-elim) si

n est I’arité du type de stream.
O
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Proposition 6.30 (Simulation)

Etant donnés deux Apu-termes t et u, on a les faits suivants :
— Sit —pu— u alors [t]hs = [u]?s
~ Sit —p, u alors [t]As — 5 [u]hs
— Sit —p, u alors [t]As —, [u]hs
— Sit — g, u alors [t]As —%L [u]hs
+
n

— Sit —p, u alors [t]As —F Tu]ts

Démonstration: La preuve ne présente pas de difficulté.

(I
Remarque 6.31

On peut en fait étre plus précis et relier le nombre n de 3 ou n réductions nécessaires
pour simuler une étape de Bg ou de ng a l'arité du type de la variable de stream qui
est en jeu dans la réduction : il s’agit de n = arité(S) + 1.

Remarque 6.32

On notera que les traductions que 'on a choisies pour les constructions po.t et (t)o
étaient cruciales pour avoir la simulation de Bg et ng par la cléture transitive et non-
réflexive Bn, ce qui simplifiera la preuve de normalisation forte dans la suite.

Proposition 6.33 (fst™ termine)

Soit t un Apu-terme typé. Il n’y a pas de fst— -dérivation infinie a partir de t.

Démonstration: On prouve cela facilement parce qu’a chaque étape de réduction de fst™—,
Parité du type d’une certaine variable de stream (celle & laquelle on applique la régle)
décroit. Cela assure la terminaison de fst™ .

O

Proposition 6.34 ([ 145 augmente les longueurs de réduction)

Sit —)7\#% u avec m étapes de Bn-réduction, alors il existe une fn-réduction de [t]*s

a [u]®s en au moins m étapes de réduction.

Remarque 6.35

Dans la proposition précédente, le nombre de réductions fst n’est pas pris en compte.

On peut finalement prouver la normalisation forte du Ap-calcul typé :

Démonstration du théoréme [B.25: Supposons qu’il existe une suite de réductions typées
infiniment longue & partir d’'un Ap-terme typét: 6 = (¢;)i>0 avec t = tg et t; —pu—
tiJrl.

Cette suite de réductions contient seulement un nombre fini d’étapes de Bn-
réductions d’aprés la proposition : autrement, nous obtiendrions une suite infi-
nie de fBn-réductions & partir de [t]*s dans le A-calcul simplement typé, ce qui est
impossible.

Il existe donc un entier ng tel que toutes les réductions de & partir de t,, —fst—
tno+1 sont des réductions — .~ . Par conséquent, si  était une séquence infinie, nous
aurions une réduction fst— infinie & partir de ¢,,, ce qui contredit la terminaison de
fst™ que nous assure la proposition £33

Finalement, on peut conclure que le Apu-calcul typé est fortement normalisant.
O
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T l_A}L2 t A’A avec X7 & FV (T, A) ) r l_A,uQ t: VtXT.A’A

TFpe b VX7 AA T Thuet i A{B/X7}|A Vi—e
Thpet cAJA  avec Ys & FV(T,A) , Thpet Vs Ys AlA
TFppe b Vs Ys AJA T TRyt A{P/YspA €

F1a. 6.5 — Régles de typage de la quantification pour le Au-calcul du second ordre.

La preuve de normalisation forte pour As montre & la fois que le systéme Ag est
satisfaisant tout en mettant a jour certaines de ses limites : comme le Ap-calcul simplement
typé, le Au-calcul simplement typé peut se plonger dans le A-calcul simplement typé.

On propose dans la suite un systéme du second ordre pour le Ap-calcul.

6.6.4 Vers le second ordre

Nous terminons ce chapitre en présentant un systéme F [Gir72, [Gir86] pour As dans
une présentation a la Curry [Kri90]. Ce systéme incorpore une quantification sur les types
de terme, V¢, et une quantification sur les types de stream, V.

Définition 6.36 (Ap-calcul du second-ordre)

Le Ap-calcul du second ordre est défini comme suit :
— Pré-Types (de terme et de stream) :

T,A,B,... = 0; | X7 | A— B | S=1T | Vi X7 .A | VSYS.A
S,PQ,... u=0;|Ys|T—>S|L
— Types : il s’agit des classes d’équivalence de pré-types modulo =y
— Termes :

tu= x| et | (H)u | pat | (H)a.

Les nouvelles régles de typage pour le Au-calcul du second ordre sont données en fi-
gure £33

Exemple de polymorphisme. On peut ainsi typer un terme comme :
t = paz.(z)o

avec le type VsYs.Ys = (Ys = X7) — X7
On peut placer ¢t dans le contexte C; = ([])yaAz.x en instanciant Ys par X7 — Ys ou

dans le contexte C§¥ = ([])yzau ol u peut prendre les valeurs Ay, z.pua.y ou Ay, z.pa.z en
instanciant Ys par X7 — X7 — Ys.

6.6.5 Formes fstn-longues

On définit dans cette section une notion de formes fstn-longues qui sont, pour le Au-
calcul simplement typé, I’équivalent des formes normales n-longues du A-calcul simplement
typé pour le Ap-calcul.
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Définition 6.37 (Forme fstn-longue)

Soit t un Au-terme typé ne contenant pas de pré-redex (donc en forme normale pour
Bfst™) de type S1 = So = ... = A1 — ... A, — o.
On définit la traduction [t)¥"° comme suit :
[)\mA.u f;:ﬁ = AxA.[u]£ sbt;ﬂ
[,uozslg.u] ai:;ﬂ = ¢B ...)\x%Bn.pa".[u]ﬁfgﬁ siSi =By —...B, —o0o
[t]fbtg = [,uoz‘lSl . uafnm)\xfl . ;)zxﬁ". sit=zx,(u)v ou (u)f et
B ... amzy ... )5 si (m,n) # (0,0)
[t fbtgg = [75]{:%?{;’z sim=mn =0 (ie. t de type o)
[t]ﬁfgé = [t]J;sbt;"z sit= Az out=pau
tnt int tml
(el = (bl
tnl 12 t t .
(ol = (W i sius (Bi— B —0) 5T
t
[«lopr @

6.7. Conclusion

Nous avons introduit un systéme de types pour le Ap-calcul qui, s’il s’éloigne de la
correspondance avec la logique classique, permet de typer des termes de Ay qui ne seraient
pas typables en logique classique et qui sont pourtant essentiels au bon déroulement de
la preuve de séparation du chapitre H, c’est-a-dire qu’ils manifestent des comportements
calculatoires propres au Au-calcul et que I'on ne trouvait pas en Ay-calcul.

Ce systéme de types simples, qui renforce 'interprétation de streams déja évoquée
lorsque nous avons introduit le Au-calcul, a de bonnes propriétés (préservation du type et
normalisation forte) et s’étend naturellement au second ordre. On notera également le lien
trés étroit entre le Ap-calcul et le Autp-calcul de Herbelin et Ghilezan [HGOS| qui permet
une analyse du contréle délimité en appel par nom.

Le systéme Ag repose sur une régle d’associativité entre constructeurs de type de terme
et de type de stream. Nous avons fait dans ce chapitre un paralléle informel entre 1’associa-
tivité de ces deux constructeurs et 1’associativité entre un 9 et le connecteur ?(_ )+ _
Nous développerons cette analogie au cours du chapitre suivant en définissant un systéme
de réseaux qui étend les réseaux MELL dont nous étudierons la dynamique propre et dont
nous montrerons qu’ils permettent d’encoder et de simuler Apu.

138



Chapitre 7

Une analyse du Ap-calcul via des
réseaux

Résumé:

Nous étudions dans ce chapitre le Au-calcul via un encodage dans une classe parti-
culiére de réseaux, les Streams Associative Nets (SANE). On commence par définir les
SANE, qui sont des réseaux intermédiaires entre les réseaux usuels de M ELL [Gir&7al
et les réseaux polarisés de Laurent [Lau02]. La connexion entre les réseaux M ELL et
les réseaux polarisés provient de ’associativité déja mentionnée qui sera ici une véri-
table associativité entre deux sortes de connecteurs . Nous étudions les propriétés
de la réduction des réseaux SANE qui est notamment confluente et nous encodons le
Ap-calcul pur avec un procédé similaire a celui qui permet d’encoder le A-calcul pur
dans les réseaux M ELL ; cet encodage nous permet d’obtenir un résultat de simula-
tion du Ap-calcul par les SANE. Nous prouvons enfin un résultat de séparation pour
les réseaux SANE.

Références. Ce chapitre développe les résultats du rapport de recherche Stream
associative nets and Ap-calculus [PSO8| rédigé en collaboration avec Michele Pagani.
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Remarque liminaire : Le contenu de ce chapitre est le fruit d’une collaboration
avec Michele Pagani. Certains résultats ont donc été établis en commun, d’autres ont
été établis par Pagani et d’autres, enfin, par ’auteur de cette thése. Lorsqu’un résultat
du rapport de recherche [PS08| est important pour le développement de ce chapitre
mais que notre contribution a sa démonstration est mineure, nous le mentionnons en
renvoyant le lecteur au rapport de recherche pour la preuve sous la forme d’une re-
marque suivant ’énoncé du résultat, de maniére & ce qu’il n’y ait pas d’ambiguité. Il
nous est arrivé a plusieurs point de ce chapitre de développer des preuves qui n’étaient
qu’ébauchées dans le rapport de recherche ; nous présentons les preuves, que la version
du rapport de recherche soit d’'un auteur ou de ’autre.

7.1. Des réseaux pour le Apu-calcul

Dans la présente section, on définit des réseaux de démonstration qui nous permettront
de coder le Au-calcul et de montrer un résultat de simulation du Apu-calcul par les réseaux.

On proceéde comme pour le codage du A-calcul dans les réseaux : on commence par
isoler un fragment de la logique linéaire dont 1’élimination des coupures nous permettra
d’encoder la dynamique du Ap-calcul et nous prenons un point fixe sur ces types pour
coder le calcul pur comme avec 1’équation o =?0" 79 o pour le codage du A-calcul pur dans
les réseaux usuels.

On a déja remarqué au chapitre [l que 'on pouvait typer les Au-termes & ’aide d’un
systéme de type faisant intervenir deux constructeurs — et = en munissant ces types d’une
équivalence correspondant & une associativité entre ces deux constructeurs. Par ailleurs,
nous avons noté que le type S = 7 ne faisait pas intervenir de dualisation de S, ce qui est
imposé par la regle d’associativité.

7.1.1 Formules pour les SANE

De maniére a encoder le Apu-calcul dans les réseaux de preuve, nous définissons le
fragment suivant de la logique linéaire, con¢u & partir du systéme de typage As, comme
discuté en section B.43] :

Définition 7.1 (Fragment ASLL (associative stream linear logic))

On considére le fragment suivant des formules de la logique linéaire :

T-formules T,... = o | 7TA%9T | S»T
A... = ot | Te®A | PoA
S-formules S,... = s | 7A%S
P.. = s | IT®S

Puisque nous voulons considérer le Au-calcul pur, nous introduisons les équations ré-
cursives suivantes sur les formules (dans le méme esprit que pour les réseaux purs [Dan90],

[Reg92]) :
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Définition 7.2 (Equations sur les formules)

On ajoute les équations suivantes sur les formules de la définition [Z1] :

o = ?0t®o ot = lo® ot
0o = 8o ot = st®ot
s = Totws st = lo®st

Ce qui nous donne exactement trois paires de formules duales dans le fragment consi-
deéré :

Définition 7.3 (Formules de SANE)

Formules négatives : o 70" s

Formules positives : ot lo st

Nous allons voir que les formules o, 0", 1o et 20" sont traitées comme dans les réseaux
purs de Danos et Regnier (c’est-a-dire que o et o sont linéaires tandis que lo et 7ot
permettent la duplication et l'effacement), mais que les formules s et s sont de nature
différente et seront traitées comme en logique linéaire polarisée (c’est-a-dire que les régles
structurelles sont librement autorisées sur les formules négatives). Les formules s et st
seront utilisées pour typer les streams.

Remarque 7.4

- = s, nous ramenant ainsi a seulement

On pourrait étre tenté d’ajouter I’équation 7o
deux paires de formules : 0, 0" et s, s, mais cela introduirait alors des incompatibilités
lors de D’élimination des coupures (c’est-a-dire des coupures mal typées) comme par

exemple une coupure entre un stream ’s et une promotion.

Notation 7.5

Dans la suite, nous utiliserons la notation n pour faire référence, sans distinction, aux

occurrences de s ou de 70+,

7.1.2 Définition des réseaux SANE

Les réseaux de stream associatifs (Stream associative nets ou SANE), ou simple-
ment réseauxr dans la suite de ce chapitre, sont construits avec des cellules et des fils :
un réseau est une combinaison de cellules, connectées les unes aux autres par des fils, a la
maniére des réseaux d’interaction de Lafont [Laf95].

Plus précisément, tout réseau a un ensemble fini de ports libres, également appelés
conclusions du réseau et a donc un ensemble de ports constitué de ses ports libres et
des ports de ses cellules (on suppose ces deux ensembles disjoints).
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Définition 7.6 (Cellules)

Une cellule est la donnée d’un type, qui est un symbole dans ’ensemble {®, 72, c,!, ?d},
et d’un nombre de ports au moins égal 4 1, dont un exactement est le port principal
ou port conclusion, tandis que les autres ports sont les ports auxiliaires ou ports
prémisses.

Nous représenterons les cellules comme des triangles et dessinerons les ports aux
bords de ces triangles : le port principal d’une cellule est distingué en le plagant & I'un
des sommets du triangle. Les cellules de SANE sont présentées en figure [l

Les ports des cellules de SANE sont annotés par des formules comme indiqué en
figure [l Pour distinguer les trois cellules de type '8 et les trois cellules de type ®, on
les notera (en suivant I'ordre de la figure [Z) : 9! 98 9l @l ®Sl, Q'

De méme qu’on a des formules positives et des formules négatives, on divise les
cellules en deux classes : les cellules positives (® et !) et les cellules négatives (’9,
?d, et ¢). Enfin, on appellera cellule de stream les cellules dont le port principal est
étiqueté par s ou s*.

Les cellules sont données en figure [l avec leurs régles de typage. La contraction
généralisée a une arité variable n > 0, le cas d’égalité a zéro correspondant & la regle
habituelle d’affaiblissement ; dans le cas n = 1, on adoptera la convention selon laquelle
il s’agit d’un simple fil et si n > 2 cela correspond & un arbre de régles de contractions
habituelles modulo associativité.

La cellule promotion est un cas particulier de cellule paramétrée par un réseau : si w est
un réseau avec n + 1 ports libres, alors !7 est une cellule avec un port principal et n ports
auxiliaires. Le réseau m peut lui-méme contenir des cellules promotion. On représentera
parfois le réseau associé a une cellule promotion a l'intérieur de la cellule promotion elle-
méme comme avec la notation habituelle des boites.

Réseaux et cellules doivent donc étre définis par récurrence mutuelle sur la profondeur
du réseau :

Définition 7.7 (Profondeur d’un réseau)

La profondeur (exponentielle) d’un réseau 7 est le nombre maximal de cellules
promotion emboitées dans le réseau w. On définit de la méme maniére la profondeur
exponentielle d’une cellule et d’un port dans un réseau donné .

Définition 7.8 (Fil orienté)

Un fil orienté est un fil équipé d’une orientation, c’est-a-dire une paire ordonnée de
ses deux ports.
Un typage associe une formule A a un fil orienté w de telle sorte que le fil orienté
obtenu en inversant I'orientation de w est associé a la formule AL

Un réseau m est donc un ensemble de fils et de cellules tel qu'on peut typer les fils
orientés de 7 par des formules o0, 0", s, st, 20t et lo, de telle sorte que les contraintes de la
figure [Tl soient satisfaites. Chaque port libre de 7 est équipé d’un type : il s’agit du type
associé au fil connecté & ce port, orienté du port en direction du port libre.
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70 0 s 0 20t s
0 0 s
lo o+ st ot lo st
ot ot st
s s ot 0t
ol
20t s 20t
(j) contraction généralisée
208 20t s s
¥
ou m est de la forme : o

(k) cellule promotion

F1G. 7.1 — Les cellules des réseaux SANE.

Définition 7.9 (Aziomes et coupures d’un réseau)

Une coupure est un fil entre deux ports qui sont principaux ou auxiliaires dans le cas
d’une cellule promotion. Un axiome est un fil entre deux ports libres ou deux ports
auxiliaires (pour une cellule qui n’est pas une cellule promotion).

Une coupure dont une extrémité est un port auxiliaire d’une cellule promotion est
appelé coupure-commutative exponentielle. Nous avons trois types de coupures :
les coupures multiplicatives (de labels o, 0"), les coupures exponentielles (de labels
lo, 70") et les coupures stream (de labels s, s*).

7.1.3 Reégles de réécriture

On définit dans cette section les régles de réécriture pour les réseaux SANE qui nous
permettront d’étudier ensuite leur dynamique.
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Définition 7.10 (Reégle de réécriture sur les réseaur)

Une régle de réécriture ~, sur les réseaux est une transformation de graphe ™ ~, '
qui consiste a prendre un sous-réseau « de w, le redex, et a lui substituer un réseau
o/, le réduit, qui a les mémes (nombres et types de) ports libres que « :

Dans la suite, on définira les régles de réduction en représentant seulement les redex et
les réduits (c’est-a-dire sans mentionner le contexte w dans lequel s’inscrit cette réduction).
Deés que ~», est confluent et faiblement normalisant, on est assuré de l’existence et de
l'unicité de la ~-,-forme normale de 7 que I'on dénotera alors par NF” (7).

La régle de réécriture que nous étudierons dans ce chapitre est notée ~»gang et est
I'union de quatre régles plus spécifiques :

— la réduction de coupure ~ .y,

— la réduction de Retoré ~-,,

— l'expansion de fil ~,, et

— la réduction d’associativité ~~.
Ces deux derniéres régles sont les deux éléments essentiels de nos réseaux SANE, qui
permettent de faire interagir les liens streams et les liens exponentiels.

On présente maintenant successivement les quatre réductions qui constituent ~~>gAng.

Réduction de coupure ~~.,;. On commence par rappeler la réduction ~.,, la réduc-
tion habituelle pour la logique linéaire polarisée (voir les travaux de Laurent [Lan03bl).
Définition 7.11 (Réduction ~cyt)

On définit ~-.y; comme 'union de deux réductions ~-, et ~», définies ci-dessous en
définitions et [Z14

Définition 7.12 (Réduction ~~,)

La relation ~-, réduit les coupures labellisées par une formule o et est définie comme

suit :
o) o ol lo 0 lo
%7 @ TGl o ><
?OL OJ_ _L 1

70 o
0 o ol st 0 st
1
s 0 s 0
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’?? / ®5l: - )0; 504: X
0 n lo
5 ) o )

FiG. 7.2 — Coupures irréductibles.

Remarque 7.13

On remarquera que parmi les coupures marquées o, deux types de coupures ne sont pas
réduites par ~-,, elles sont montrées en figure [Z2 : ces coupures jouent un réle crucial
dans SANE puisqu’elles permettent une communication entre les ports labellisés par
des formules de stream exponentielles. Cette communication n’est pour le moment que
potentielle : jusqu’a présent, ces coupures sont irréductibles.

Définition 7.14 (Réduction ~g)

La réduction ~» réduit les coupures portant une formule s ou ?o™.

Elle est définie par quatre types de réductions : 9% / ®!sl, 1/?d, S/ et S/e,
détaillées aux définitions [Z.13, [Z10, [Z18 et [ZTA.

Définition 7.15 (Réduction 7% / ®'s")

S s L lo s lo
)g?s / ®!SJ‘: Mg ><
20t st 2L 1

fo S

Définition 7.16 (Réduction !/?d)

S S T
51}\ lo 20t n 5¥ o
|/7d I e@eo g L ><— 0

LA 1A
o o

?0

On notera que la régle !/?d échange les polarités de la coupure réduite, c’est-a-dire
qu’elle crée un fil o les extrémités positives et négatives sont échangées.

Pour définir les deux autres régles constituant ~-»4, S/! et S/¢, on introduit la no-

tion de ®'s -arbre (qui est une adaptation immédiate & notre cadre des ®-arbres définis
dans [Lau03b]).
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FIG. 7.3 — Un &' -arbre générique.

?OJ‘/ Nﬁ
?OL/ i?

?OLJ/[-
20t-

Fic. 7.4 — Réseau 7" de la définition [[L1X.

Vo

Définition 7.17 (®'¢" -arbre)

Un @' -arbre est un réseau connexe et acyclique qui ne contient, en profondeur 0,
que des cellules de type @™ ou des cellules promotion et qui n’a pas de coupure.
Etant donné un port p de type n d’un réseau 7, on appelle le ®'s"-arbre de ple
®'s™ -arbre maximal qui est un sous-réseau de w et qui a p comme port libre.

Les fils d’'un ®'" -arbre sont typables en utilisant seulement n (ou, de maniére équiva-
lente, nt) et jamais o, 0"

On peut prouver par induction sur la taille d’'un ®'s"-arbre que les conclusions de
o sont exactement composées d'une conclusion de type n', appelée la racine de o, et de
m > 0 conclusions de types négatifs 7o ou s, appelées les feuilles de o. La forme générale

d'un ®'" -arbre est représentée en figure

Soit (p,q) une coupure labellisée par une formule 7, soit p son extrémité de type n' et
soit o le ®'% -arbre de p. La coupure (p, q) peut étre de deux types en fonction de ¢, S/!

ouS/c:
Définition 7.18 (Réduction S/!)

Si q est un port auxiliaire d’une promotion, alors on dit que (p,q) a le type S/!, et on
la réduit de la maniére suivante (ou ©” est présenté en figure [4) :

L S\
N N Poh
IS [foRs
S/ - o LA \§ | s ?ol‘:—\\e |
/. . ‘o / J— 1 0 s S§——<] - ‘0
?OJ_ . S_/_ iy s : T
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Définition 7.19 (Réduction S/c)

Si q est port principal d’une contraction, on dit que (p,q) a le type S/c, et on la réduit
de la maniére suivante :

S\ o

g L n

Sje: o %{( e
?ol‘f n
20>

Réduction de Retoré, ~»,. La régle ~», consiste essentiellement & considérer les liens
contraction comme des opérateurs associatifs qui peuvent flotter librement hors d’une cel-
lule promotion. Diverses solutions ont été adoptées pour les réseaux de démonstration de

la logique linéaire [CK97, (CG99).

Définition 7.20 (Réduction ~,.)

On définit ~~, comme 'union des réductions pull et fusion :

. A
pull : ’ 64 T %!0 ~rr ’ é@\ T %!0

ou, sil = 0,h = 1, le membre de droite consiste en une cellule contraction d’arité
1, c’est-a-dire qu’il s’agit d’un fil.

Expansions de fils. L’expansion de fils ~»,, correspond au choix d’une orientation de
I’équivalence extensionnelle, dans la direction de ’expansion.
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Définition 7.21 (Réduction ~,,)

On définit ~>,, comme 'union des quatre régles suivantes wo?, wos, w? et ws :
lo o

g
<gpe>

0
) 70
s
o
S
lo T é@>> —> 70+
2. los— 7?0t
— w? : ~rap?
lo s
sLs
st<—s st 0
S

— ws : ~ap

N o o
<>

—wo?: © o ~ w0

o o

— wos : ~ a0

Remarque 7.22

On souligne le fait que ~+,, peut étre appliquée a tout fil de type o ou s et non seulement

aux axiomes comme c’est le cas quand on a des liens axiomes explicites [Dan9()]. On

note également que ws est la seule étape de ~»gang qui crée des cellules de type °*
L

et @

Réduction d’associativité. Jusqu’a présent, les diverses réductions présentées étaient
relativement usuelles, dans la tradition des réseaux polarisés [Lan03b]. On introduit main-
tenant la véritable nouveauté des SANE, qui est la régle de réécriture ~-,, construite a
partir de l’associativité entre les différents types de ® (et dualement de ®). Cette régle
correspond a la relation > ¢4 du systeme de typage As défini au chapitre [l :

Définition 7.23 (Réduction ~g)

La réduction ~-, est définie par les deux réductions suivantes :

0 o\
s b b ~q s b b
20+~ s 20+

ot ot~

st @LOL ~a st @ @ >0t
102 S !

0 0
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FiG. 7.5 — Des coupures irréductibles aux coupures réductibles.

Remarque 7.24

Le point clé a propos de la réduction d’associativité est que grace a ~», et ~»,,s on peut
transformer les coupures irréductibles de la figure en coupures réductibles, comme
le montre par exemple la figure [Z3.

Dans la suite, il sera utile de considérer la régle dérivée ~~ :

1 st
© B 0 oLd ° 0 @. c ol
9 S b ot

?OL OL ?Ol

qui est dérivable & partir de ~gang : plus précisément, ~»g;=~v,~q~,. De plus
~SANE + ~4 a la méme cloture transitive que ~>saNE-

Pour achever la présentation de la réduction de nos réseaux, il nous faut encore considérer
deux éléments : la cloture par promotion et I’équivalence par commutativité des ports
auxiliaires des cellules contraction.

Cloéture par promotion et équivalence par commutativité. La présence des cel-
lules promotion nécessite de clore les régles de réduction définies jusque 1a par les cellules
promotion. Pour chaque régle ~»,, on ajoute le cas suivant :

208 20t s s 200 20t s s

Ol T~y T .
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En outre, on ajoute une équivalence ~ ymm sur les réseaux qui est générée par I’équation
de base suivante, pour chaque permutation o :

n> _ n:
: n ~comm : bb n
n > n

On remarque que cette équation n’interagit pas avec les réductions précédentes :

Proposition 7.25

Soient 1, 7] et mo des réseaux tels que T ~comm T2 €t ™ ~>sANE T, alors il y a un
réseau mh tel que T ~comm Th €t T ~>SANE Th.

Cela signifie que ~>g4nE est compatible avec I’équivalence ~comm : & partir de main-
tenant, on considérera toujours les réseaux & ~comm-€équivalence pres.

Définition 7.26 (Réduction ~~saANE)

La réduction ~>ganE est définie comme I'union des réductions :

- ~cut 5
- My
RLTR
- ~a s

sur les réseaux considérés modulo ~ .omm-équivalence.

7.1.4 Critére de correction

On définit dans cette sous-section les réseaux corrects et on énonce certaines de leurs
propriéteés :

Définition 7.27 (Chemin dans un réseau)

Un chemin (¢, ... ) dans un réseau est une suite de ports ¢ = (p1,...,pn) telle que :

(i) tous les ports sont a profondeur exponentielle 0 ;
(ii) un chemin ne passe jamais deux fois par le méme port (i < j <n = p; # pj);

(iii) le chemin est connexe : deux ports consécutifs p;, p;+1 dans ¢ sont soit des ports
de la méme cellule, soit les deux extrémités du méme fil ;

(iv) le chemin n’a pas de point de rebroussement au cours de la traversée d’une cellule :
sit < n—2, p;,pit1,Pi+e ne sont pas des ports de la méme cellule.

Définition 7.28 (Chemin négatif)

Un chemin ¢ croise un fil orienté (p,q) si (p,q) est une sous-suite de ¢. Un chemin ¢
est négatif quand chaque fil orienté croisé par ¢ a un type négatif (o, 70" ou s).

Définition 7.29 (Cycle négatif)

Un cycle négatif est un chemin (p1,...,p,) tel que (p1,p2,...,Pn,P1) est un chemin
négatif.
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Définition 7.30 (Correction)

Un réseau est correct si :
— il ne contient pas de cycle négatif;
— la somme du nombre de ses conclusions positives et de ses 7d-cellules & profondeur
0 vaut un;
— et si, récursivement, les réseaux associés aux cellules promotions sont corrects.

Théoréme 7.31 (Stabilité de la correction)

La correction est préservée par ~gaNg : pour tout réseau correct m, Si ™ ~>gANE T
alors m' est correct.

Démonstration: La preuve est standard, voir [Lau(3b]. On traite le cas d’une réduction
T ~+ Ty entre une promotion et une déréliction en profondeur 0.

— Le réseau m; contient une déréliction en profondeur 0, donc aucune conclusion
positive puisqu’il est correct. Le réseau réduit mo a les méme conclusions, et
n’a donc aucune conclusion positive, et contient une déréliction en profondeur.
En effet, le réseau 7 de la cellule promotion est correct et ses conclusions sont
les conclusions auxiliaires de la cellules promotion (toutes négatives) et une
conclusion o, elle aussi négative. Par correction de 7w on sait qu’il y a une
déréliction en profondeur 0 dans 7 et donc dans 5.

— Les réseaux associés aux cellules promotions n’ont pas changgé, ils sont donc
corrects.

— Supposons qu’il existe un cycle négatif dans le réseau mo. Ce cycle ne pouvait
déja exister dans 71 par ’hypothése de correction de 1. Le cycle doit étre créé
par la réduction, c’est-a-dire qu’il doit passer a travers le réseau w, mais toutes
les conclusions de 7 sont négatives, il est donc impossible de rentrer dans 7

dans un chemin négatif.
O

Le théoreme [L33 affirme que ~v ;. , est fortement normalisante pour les réseaux cor-
rects :

Théoréme 7.32 (4.4 est fortement normalisante.)

Soit m un réseau correct. Toute suite de ~ , o-réductions a partir de 7 est finie.

Remarque 7.33

On trouvera la preuve dans [PS08].

Théoréme 7.34 (Confluence de ~saNE)

La réduction ~sanE est confluente sur les réseaux corrects.

Remarque 7.35

On trouvera la preuve de ce théoréme dans [PS0S].

La preuve est obtenue en considérant la réduction ~sanpg,g plutot que ~gang
(les deux ont la méme cloture transistive comme déja noté) et en décomposant la
réduction en plusieurs sous-systémes dont on prouve successivement la confluence et
la commutation (on passe en particulier par la confluence de la réduction ~4, ). Le
théoréme est utilisé pour montrer la confluence de ~~4, ~», et ~~4 et de leurs unions.
On montre en figures [CA et [Z1 quelques paires critiques.
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F1G. 7.6 — Paire critique ~», / ~,.
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F1G. 7.7 — Paire critique ~q / ~.

7.1.5 Simulation du Ap-calcul par les SANE

On propose dans cette section une traduction des Au-termes dans les réseaux de stream
corrects, que 1'on notera ()°.

Définition 7.36 (Traduction des Au-termes dans SANE)

Soient t un Ap-terme tel que FVr(t) C L C Vr et FVg(t) C M C Vg (L, M finis).
La traduction (t,L,M)° est donnée en figure [[.8 On fait correspondre a chaque

conclusion du réseau défini un élément et un seul de L U M U {t}, de telle sorte que :

(i) t est associé avec 'unique conclusion de type o,
(ii) toute variable de L est associée a une conclusion de type 7ot et

(iii) toute variable de M est associée a une conclusion de type s.

Remarque 7.37

Pour simplifier les notations de la traduction présentée en figure [[8, on désignera
les ports libres de (t, L, M)° de type 7o par la variable de L correspondante et les
ports libres de (t, L, M)° de type s par la variable de M correspondante, en supposant
L={x1,....,21} et M ={aq,...,am}

La définition suivante caractérise les réseaux qui sont des traductions de Ap-termes

(théoréme [C39) :
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(z, LU{x}, M)° =

20t 20t 70t s s
A T T x ] --- Qo
2w ! ? w w

o
(Az.t,L,M)° = (pot, L, M)° =
20+ 70t s s 20+ 70t s s
z\ 21} ... Mo . tam zd o M ard L Yoo
(t, LU {z}, M) (t,L, M U{a})
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¢

o

20t 20t s s

x ']\ /]‘:C] 041’]‘ ’I\Oém
(t,L, M U{a})

L 1L
gbo Q S

Q

FiG. 7.8 — Traduction des Au-termes dans SANE.

Définition 7.38 (Au-réseau)

Un Ap-réseau est un réseau correct m en forme normale pour ~, , tel que :
. ? | oL
1. 7 ne contient pas de cellule de type ®"° ou ®° ;

2. tout port libre de m est négatif’;

3. et récursivement, les réseaux associés aux cellules promotion sont des Au-réseaux.

Théoréme 7.39 (Séquentialisation)

Un réseau m est un Au-réseau si, et seulement si, il y a un Au-terme t, des ensembles
finis L C Vr et M C Vg tels que 7 = (¢, L, M )°.

En outre, il y a une bijection naturelle entre les coupures de (t, L, M)° et les Au-
coupures (ou pré-redex, voir la définitionB11) de t telles qu’une coupure de type o7 / Q'
(resp. %° / ®5L,>E?s /@, ) ®SL) correspond & une Ap-coupure de type (7)7T (resp.
(T)S, (8)T, (S)S). En particulier, (t, L, M)° est sans coupure (et donc est une forme
normale pour ~>cyt g .q.r) i, €t seulement si t est canonique.
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Remarque 7.40

On trouvera la preuve du théoréme dans [PS08)].

On s’intéresse maintenant plus en détail & la dynamique de ~»g4ng pour la comparer &
celle de Ap. Dans ce qui suit on considérera la variante de —p,, oi1 les régles d’extensiona-
lité sont orientées dans le sens de I’expansion, puisque nous avons considéré des expansions
de fils pour les réduction ~»,, et on prouvera que ~»ganpg simule ——,, @ sit —p, U,
FVp(t) C L, FVs(t) € M, alors (t, L, M)° ~»gang (u, L, M)° (théoréme [[AH).

Les deux lemmes suivants sont des variantes simples de lemmes correspondants pour

les réseaux polarisés [Lau(3b] ; ils sont démontrés dans [PS08)].
Lemme 7.41 (A-substitution)

Soit 7 le réseau suivant :

20t 20t s s
1l ... Ty o .- [67%%)
’c ¢ c c

alors NF*" () = (u{v/x}, L, M)°.

Remarque 7.42

On trouvera la preuve du lemme dans [PS08].

Lemme 7.43 (p-substitution)

Soit 7 le réseau suivant :

70 s

L 70t s s
1l - Ty o] .- [67%%)
7c ¢ c c

r>Oé
(u, L, M U{a})
v
o

alors NF*™ (1) = (u {(t)vB/(t)a}, L, M U {B})°.
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Remarque 7.44

On trouvera la preuve du lemme dans [PS08].

Dans I’énoncé suivant, on omet de préciser les ensembles L et M pour ne pas surcharger
les notations.
Théoréme 7.45 (Simulation)

Soient t,u deux Ap-termes, alors :

* o

a) t —p, u implique que t° ~, - ~7, u®;

b) t —p4 u implique que t° ~», u°;

¢) t — o w implique que t° ~>yy5 -~y - 5L U0

s,7,a
d) t — e U implique que t° ~ 07 + ~>w? U°;

e) t —yeor u implique que t° ~uos -~ U°.

Démonstration: On peut se restreindre au cas oil le redex qui est réduit dans ¢t —x, u est
le redex de téte de t, le cas plus général s’en déduit par une induction immédiate sur
la complexité exponentielle de ¢ en utilisant la cloture des réductions de —gsang
par promotion.

a) Supposons t —g, u. Le rédex de ¢ réduit & cette étape correspond, dans
(t, L, M)°, & une coupure de type ’ / @' d’aprés le théoréme[Z30 En réduisant
cette coupure par une étape de ~-,, on obtient un réseau 7 qui est dans la
configuration de celui représenté dans le lemme [CZ1l Le lemme nous permet
alors de conclure que NF*" (1) = (u, L, M)°;

b) Supposons t — g, u. Le rédex de ¢ réduit & cette étape correspond, dans
(t,L,M)°, a une coupure de type ©° / @ d’apreés le théoréme La reé-
duction de cette coupure de (¢, L, M)° nous fait obtenir directement le réseau
(ua L, M)o )

c) Supposons t — s u et t = pov.v. En omettant d’écrire les ports libres/variables
de Let M,on a:

t° =

t donc
v e

10 s - Mw?

Le lemme L& nous assure que NF*"™* (v) = v {(w)zB/(w)a}®, d’oit I'on conclut
puisque u = Az.uf.v {(w)zf/(w)a}.
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d) et e) Supposons. t —pe=r u Les réductions de ~+,, simulent directement cette
expansion puisque t° ~» 7 - ~ 7 T avec 7 la traduction de Az.(t)x et t° ~>yps
- ~y2 T avee 7 la traduction de po.(t)a

O

Remarque 7.46

On notera qu’on n’a besoin, dans la preuve du théoréme [L43, que d’une version trés
restreinte du lemme puisqu’on ne l'utilise que dans le cas ot v est une variable.
On en déduit en revanche simplement qu’on peut simuler la p-réduction ((po.t)u —,
paot{(v)ua/(v)a}). Ceci n’est pas surprenant puisque, comme nous I’avons déja noté,
la p-réduction est dérivable en Ap-calcul. Pour autant, il est intéressant de noter que
la simulation de la p-réduction peut se faire via ~g - ~g, , ot ~, est la régle qui
a été introduite en remarque comme étant ~,~>g~>, et qui a déja été utilisée a
plusieurs reprises auparavant.

On notera également qu’on voit se dégager du théoréme de simulation une notion
de substitutions explicites qui correspondrait aux réductions ~-, dans SANE (~+4, ,
dans le cas de la fst-réduction). Plusieurs systémes de substitutions explicites sont déja
connus pour Ap, mais on peut noter que cette substitution explicite vient avec de
bonnes propriétés puisqu’elle est fortement normalisante (théoréme [Z37) et confluente
(voir la remarque concernant le théoréeme de confluence [34).

7.2. Un théoréme de Séparation pour les SANE

On montre dans cette partie un théoréme de séparation pour les réseaux SANE.

Définition 7.47 (Valeur SANE)

Un réseau correct est une valeur quand il ne contient ni coupure ni redex pour les
régles ~>cyt, ~op, ~q (Cest-a-dire qu’il ne contient que des redex pour 'expansion des
axiomes ~>, ).

Les valeurs SANE sont le pendant dans les réseaux des formes normales canoniques

définies dans le chapitre
Définition 7.48 (Réseaux 0 et 1)

On définit deux réseaux particuliers, 1 et 0 que nous utiliserons pour séparer les
réseaux. Les valeurs seront définies modulo un certain nombre d’affaiblissements (c’est-
a-dire de cellules contraction 0-aire) jouant le role de garbage collector :

A / A
AN AN

~

garbage

garbage

Dans la suite, les fils contractés du garbage collector de 1 et 0 ne perturberont jamais

la preuve du théoréeme de séparation, on omettra donc le plus souvent de les mentionner
pour ne pas surcharger les notations.
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F1Gg. 7.9 — Contexte de téte.

Le réseau suivant nous servira & de multiples reprises au cours de la séparation.

Définition 7.49 (¢™)

Soit n un entier, on définit le réseau ¢" comme suit :

Définition 7.50 (Contextes)

Soit I un ensemble d’occurrences de formules de SANE. Les contextes de type [
sont définis comme des réseaux construits comme précédemment mais avec une cellule
additionnelle, notée [|, qui a les ports I. Les réseaux corrects sont simplement les réseaux
corrects avec cette cellule additionnelle.

Soit m un réseau de conclusions I, alors C(m) est défini comme le réseau obtenu a partir
de C en remplacant toutes les occurrences de [| dans C par .

La correction de 7 et de C implique la correction de C(7) (la réciproque n’est pas vraie).

Définition 7.51 (Contextes de téte)

Une classe de contextes corrects particuliérement importante est celle des contextes
de téte : H =< [Jlz1 : ¥1,...,2y : ¥, > o0 21,...x, sont les conclusions du trou
[| et les ¥; sont des réseaux (quand cela ne sera pas ambigué, on écrira simplement
H =< [||¥y,..., U, >, voire H = ¥). Dans le cas d’un contexte de téte H = ¥, on
écrit aussi 7% pour H(r).

Remarque 7.52

Les contextes de téte sont donc simplement des contextes tels que chaque conclusion du
trou [| est connectée a un réseau disjoint des autres, de la forme illustrée en figure [

II est évident que la composition de deux contextes de téte est encore un contexte
de téte.
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Définition 7.53 (A (—, —))

Soit n un entier, on définit le réseau A (?7, n) comme ’arbre composé de n cellules de
type 97

N . 3 . 1 €
De maniére similaire, on a A (x,n), pour x € {%,97, @', @, @' }.

On introduit une classe particuliére de réseaux qui nous servira au cours de la preuve de
séparation : le lemme qui suit la définition indique certaines configurations dans lesquelles
on peut séparer simplement certains réseaux.

Définition 7.54 (Réseaux klmn)

Les réseaux klmn sont les réseaux corrects tels que, partant de leur conclusion de
type o, on trouve un sous-réseau de la forme suivante :

(4di) (i)

Définition 7.55 (Mesure d’un réseau klmn)

On associe a un réseau klmn une mesure (k,l,m,n) comme suit (en reprenant les
notations de la figure de la définition [£54) :

En entrant par la conclusion o, il y a un o--chemin maximal qui croise des cellules
% puis des cellules ® et finalement atteint la déréliction de profondeur 0. La mesure
est alors définie comme suit :

(i) k est le nombre de cellules '9* que 'on croise sur ce o*-chemin ;

(ii) 1 est le nombre de cellules 9 que 'on croise aprés la derniére cellule '9° et avant
d’atteindre le 97 lié a la déréliction (ce dernier 2" ne compte pas) ;

(iii) n est le nombre de @' qui sont croisés avant que le premier ®°" ne soit atteint ;

(iv) m est le nombre de ® qui sont croisés avant d’atteindre la déréliction.

Lemme 7.56

Etant donnés deux réseaux klmn 7 et 7' de mesures (k,l,m,n) et (k',I',m’, n').
k,l,m,n) # (K',l',m',n) alors il y a un contexte de téte C tel que :
(m) ~5anp O et

Si (
- C(m
- C(W') WZ*ANE 1.

Démonstration: On prouve le résultat en étudiant les différents cas possibles pour (k, 1, m,n) #
(K", U',m/;n) :
(i) si k& < K. Soit C le contexte de la figure [[T0l On peut vérifier que si on
coupe C avec 7 aux conclusions de types respectivement o' et o, on obtient
C(m) ~5ang 0et C(n') S np 1. En eff)et :
— les k cellules '9° de 7 (ainsi que les ®®" qui sont intercalés entre eux) et les
k premiers 9% de 7’ sont consommés par la réduction avec le sous-réseau
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F1G. 7.10 — Contexte pour le lemme [L56 dans le cas k < &'.

A (®SL , k) ;

— les I cellules 97 qui suivent et le 7 qui a pour prémisse la cellule déréliction
dans 7 sont consommés par le sous-réseau A (®',1+ 1) du contexte tandis
que, interagissante avec 7', cette portion du contexte rencontre un certain
nombre de 2’ puis un ©°;

— dans le cas de C(w), on a donc !m connecté par une coupure a la déréliction

tandis que la conclusion o* de la structure A (®SL,k’ — k) est connectée

au port auxiliaire du dernier ®' ou ®°" du réseau klmn 7. On a donc une
cellule déréliction qui conclut un réseau contenant une structure de tenseurs
avec k' —k+m cellules ®° et I/ cellules *9” aprés le dernier ®°". Ce réseau est
donc coupé avec 7 et leur réduction conduit au réseau 0, les affaiblissements
étant obtenus via les affaiblissements de .

— dans le cas de C(7'), les k' — k cellules 2 restantes se réduisent avec la sous-

structure A (®SL,I<:’ — k) et les I’ cellules 97 se réduisent face a A (®!, l’).

Finalement, on a !ms coupé avec le sous-arbre de 7’ enraciné & la déréliction
de profondeur et la réduction conduit au réseau 1.

(ii) Sik==F et !l <. Ce cas est résolu de maniére similaire en utilisant de légéres

variantes de C, 7w et ma, notées C',m} et 7}, essentiellement dues au fait que
k' = k, on utilise ici le fait que [ < I’ pour faire que la déreliction en profondeur
0 de 7 soit coupée avec !m] et que la déreliction en profondeur 0 de 7’ soit
coupée avec 7h.

(i) Sik=k,l=1 et m <m'. Soit C le contexte suivant (¢™ est le réseau de la
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définition [CZT) :

20t 20t s s o

alors C(m) et C(n’) se réduisent vers les réseaux mo et 7, qui sont des réseaux
klmn avec kx, # k;, on peut donc conclure grace a (i).

(iv) Sik=Fk,1=1,m=m' et n <n'. Ce cas se traite de maniére similaire au
cas (iii) avec un contexte qui différe légérement du contexte C ci-dessus par une
variante de ¢™ qui permet de ramener le probléme au cas (ii).

(]

Le lemme suivant indique comment traiter les réseaux contenant des cellules ’® en

profondeur 0. Ce lemme permet de préparer les réseaux a séparer de maniére a les mettre
dans une forme adaptée a la séparation.

Lemme 7.57

Si 7 et ' sont des valeurs non-équivalentes avec les mémes conclusions et telles qu’il
v a des cellules ¥ en profondeur 0, alors il y a un contexte de téte correct C tel que
C(m) ~5anp ™1 et C(m') ~§yp ™ o1l T et w sont des valeurs non-équivalentes avec
la méme profondeur que et @' et tels que w1 et ™) n’ont pas de cellule '8 en profondeur
0.

Démonstration: La preuve consiste en une simple induction sur le nombre de cellules ’® en
profondeur 0 dans 7 et 7'.

Si aucun des deux réseaux n’a de cellule de type *® en profondeur 0, il n’y a bien
évidemment rien & faire. Supposons maintenant qu’on ait le résultat pour toute paire
de valeurs non-équivalentes contenant au plus n cellules de type *® et supposons que
les valeurs 7 et 7’ totalisent n + 1 cellules de type 9.

On va s’intéresser a des cellules 5 que nous appellerons cellules-conclusions et
telles qu’il existe un chemin négatif du port principal de cette cellule & une conclusion
du réseau qui ne traverse (possiblement) que des cellules contractions.

On commence par montrer que tout réseau qui est une valeur contenant une
cellule ’® en profondeur 0 contient une cellule-conclusion. En effet, soit 7 une valeur
contenant une cellule ¢ en profondeur 0 et soit C' I'une quelconque de ces cellules.
Considérons un chemin négatif maximal a partir du port principal de C. Les types
rencontrés au cours d’un tel chemin peuvent étre soit o, soit s, mais en aucun cas il
ne peut s’agir de ? o : un tel chemin négatif peut pénétrer dans une cellule dans I'un
des cas suivants uniquement :

— la cellule est de type @ et le chemin entre par un port auxiliaire de type s ou

o et en ressort par le port principal, de type s ou 0;

— la cellule est de type ¢, le chemin pénétre dans la cellule par le port auxiliaire
et ressort par le port principal, de type s;

— aucun autre cas n’est possible puisque (i) 'entrée dans une cellule de type ®
impliquerait ’existence d’une coupure si 'on considére la premiére cellule de
ce type rencontrée sur le chemin, (ii) I’entrée par une promotion est également
impossible puisqu’elle supposerait que 1’on parcourt un fil orienté de type ? o*,
ce qui n’est pas, (iii) un chemin négatif ne peut en aucun cas atteindre une
cellule déréliction, il ne peut qu’en partir.

Par ailleurs, puisqu’il n’existe pas de cycle négatif dans une valeur, un chemin maxi-
mal doit forcément s’arréter et cela ne peut étre que sur un port libre du réseau, sans
cela on contredirait soit le fait que 7 est une valeur, soit la maximalité du chemin.
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Il existe, dans le chemin maximal dont on vient de montrer ’existence, une der-
niére cellule de type ’@ atteinte avant de rencontrer une conclusion du réseau ; il s’agit
d’une cellule-conclusion.

On montre maintenant que I’on peut diminuer le nombre de cellules % en éliminant
une cellule-conclusion. On étudie donc les conclusions négatives de 7 et 7’ qui ont
des cellules-conclusions dans m ou dans 7’ ; elles sont de type o ou s. On distingue les
cas suivants :

i) il y a une conclusion x de type o au-dessus de laquelle il y a une cellule-conclusion
97 dans 7. On va alors couper cette conclusion avec un ®' en placant 7 et 7’
dans un contexte de téte H =< [JlJz : ¥ > ot ¥ est un réseau réduit & une
cellule ®'. On raisonne par cas sur la conclusion correspondante de 7’ :

— Soit la conclusion x de 7’ a également au-dessus d’elle une cellule ’9”. Dans ce
cas, en réduisant les deux coupures obtenues dans H(w) et H(n'), on obtient
deux nouvelles valeurs dont le nombre de cellules 97 (et donc de cellules ’®)
a diminué de deux.

— Soit la conclusion = de 7’ a au-dessus d’elle une cellule 9*. Dans ce cas, on
peut réduire la coupure dans H(w) grace a une réduction ~v.,; et on peut
appliquer, dans H(n’), une réduction ~»,s ce qui crée un rédex pour ~>,.
En effectuant cette réduction, on crée une coupure de type '’ / ®' que 1’on
réduit, obtenant le réseau 7}. On a ainsi diminué de 1 le nombre de cellules
9 de 7 (il y a une cellule ’®” en moins), celui de 7’ n’a pas évolué. Le réseau
7} est une valeur car l'introduction du ®' par la réduction ~-,, ne peut pas
avoir créé de redex : le cas contraire signifierait qu’il existait déja un redex
dans pour ~~, dans m, ce qui est impossible puisque 7 est une valeur.

— Enfin, la conclusion x de n’ peut étre connectée au port auxiliaire d’un ®.
Dans ce cas, H(w) ne contient ni coupure ni redex, il s’agit d’une valeur et
on obtient deux nouvelles valeurs dont le nombre de *® a diminué de 1.

ii) il y a une conclusion z de type o au-dessus de laquelle il y a une cellule-conclusion
9% dans 7 et il n’y a pas de cellule-conclusion de type *®° au-dessus de 2 dans
7'. Dans ce cas, on place les réseaux 7 et 7’ dans un contexte de téte H =<
]z : ¥ > ot ¥ est un réseau réduit & une cellule ®* . Si 7/ a effectivement
une cellule-conclusion au-dessus de z, alors H(7) et H(n’) se réduisent vers des
valeurs ayant chacune une cellule % de moins en profondeur 0. Si 7’ n’a pas
de cellule-conclusion au-dessus de z, alors H(7) se réduit vers une valeur ayant
une cellule ’® de moins et H(7') est une valeur ayant le méme nombre de ® en
profondeur 0 que 7’.

iii) s’il y a une conclusion = de type s au-dessus de laquelle il y a une cellule-
conclusion dans 7, on procéde comme suit. Comme x est de type s, elle peut
étre contractée et on peut donc avoir plusieurs cellules-conclusions au-dessus de
x, ces cellules étant toutes de type 27 ; dans l'autre cas, le fil de type s est
port auxiliaire soit d’une promotion, soit d’un ®° ou ®'". On va donc placer
7 et ' dans un contexte de téte de la forme H =< [Jlx : ¢ > ou ¥ est un
réseau réduit a une cellule ®'* . En réduisant H(7) et H(x'), on diminue le
nombre de ¥ du nombre de cellules-conclusions au-dessus de = dans 7 et 7/,
et donc d’au moins 1. Dans les autres cas, on a éventuellement créé un rédex
d’associativité (la conclusion était port auxiliaire d’un ®* ) ou une coupure
commutative exponentielle (la conclusion était port auxiliaire d’une promotion),
mais dans tous les cas on se raméne & une valeur aprés avoir réduit ce redex et
on a diminué le nombre de cellules ’g.

161



Définition 7.58 (Sous-réseaux positifs maximauz)

Soit m une valeur. On définit 7, le sous-réseau positif maximal de 7 et on distingue
une conclusion particuliére du réseau, x,, comme suit :
— Si m a une conclusion positive x, alors r, = x et w4 est ’arbre tenseur maximal
qui est sous-réseau de w avec x pour conclusion.
— Si 7 a une déréliction en profondeur 0, alors x; est I'unique conclusion qui est

sous la déréliction et m est le sous-réseau contenant les cellules menant de x, a
la déréliction ainsi que I’arbre tenseur maximal au-dessus de la déréliction.

Remarque 7.59

Le réseau m et la conclusion x, sont bien définis.
+ ™
En effet, si m a une conclusion positive, la définition ne pose pas de probléme. Sinon,
il y a une déréliction en profondeur 0. En suivant un chemin négatif au-dessous de la
déréliction, on ne peut entrer dans des cellules que par des ports auxiliaires de cellules
2 2 . , . . . .
20 9% 9% ou de contraction (autrement le réseau contiendrait une coupure or il s’agit
d’une valeur). L’absence de cycle négatif (le réseau est également correct) nous assure
qu’on finit par atteindre une conclusion du réseau, qui est I'unique conclusion du réseau
sous la déréliction.

Théoréme 7.60 (Séparation pour les SANFE)

Soient 7 et 7' deux réseaux corrects avec les mémes conclusions, qui sont des valeurs
non-équivalentes : T AsaNg 7.
I1 existe un contexte (de téte) correct C tel que C(mw) ~Eanp 0 €t C(n') ~Eanp 1.

Démonstration: Pour obtenir le résultat par induction, on prouve en fait un résultat plus

fort :
(*) solent 7 et 7’ deux réseaux corrects ayant les mémes conclusions (que ’on
note I = {a}',... ,xfj}) qui sont des valeurs non-équivalentes : ™ Xsang 7.
Pour tout J = {x;"L,...,x;OL} CI,si N ={ng,...,m} est une famille
d’entiers distincts qui sont suffisamment grands et si qg est le contexte de téte
< [Nasy 1d™, ..., @y, g™ >, alors il existe un contexte de téte correct C tel
que C(7%) ~%anp 0 et C(n'%) % 4y p 1.

Nous ne donnons pas une preuve complétement détaillée, ce qui serait trop long et
superflu, mais nous tentons de traiter les cas principaux et les cas les plus complexes.
La preuve procéde par induction sur la somme des profondeurs de 7 et 7. Soit J un
sous-ensemble des conclusions de type ?o'. Grace au lemme [57, on peut supposer
que ni 7 ni 7’ n’ont de cellule ¥ en profondeur 0 : il y a un contexte dans lequel les
réseaux se réduisent a des valeurs non-équivalentes de profondeurs identiques a celles
des réseaux initiaux et n’ayant pas de cellule ’® en profondeur 0. Soient z; = =, et
x; = . On raisonnera sur la structure des sous-réseaux positifs maximaux 7 et
o

1. S’il y a une conclusion positive z (et alors z = x; = x;), on raisonne sur le
type de x.

(a) Sila conclusion positive est de type !o, on a alors des réseaux 7 et 7’ de la
forme :
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puisqu’il n’y a pas de %@ en profondeur 0. Par ’équivalence associée a la
réduction ~>,, on a :

On peut donc appliquer I’hypothése d’induction aux réseaux m1 /7’1 avec les
contractions appropriées de telle sorte que les réseaux ont la méme conclu-
sions excepté pour le lo qui devient maintenant o. Par ’hypothése d’in-
duction, si ¢ satisfait les conditions de l’llypothése d’induction, on trouve

ainsi un contexte séparant pour 7r1¢/7r’1¢s :C =< []|1/){‘L, .. .,’L/)Z/LLﬂ/Jlo:_l >
et en ajoutant une déréliction & la conclusion de type ot de z/;l",jrl, pour

former (? 1/)1/“)?‘#, on en fait un contexte séparant, C, pour 7?‘5/7;’¢ et
donc pour 7r¢/7r’¢. Donc pour tout contexte de téte (5 associé a des entiers

distincts suffisamment grands nq,...,ng, on peut trouver un contexte de

téte séparant 7% et 7/¢.

Si la conclusion positive est de type o, on étudie la forme des arbres
tenseur enracinés en x et on compare les arbres, en prouvant la séparation
par induction sur le nombre de ®*" dans l'arbre. Le premier cas est celui
ot les deux arbres tenseurs contiennent @° :

Si o o 7}, alors on sépare m? et 7p? avec C =< []|1/18,w{#,w[}L > et en

<
5

N/

échangeant 1y en 0 dans C, on obtient le contexte de téte C’ qui

permet de séparer 7% et 7'

Si mg ~ m, alors puisque m »# 7', de deux choses l'une : soit («) il y a

i <k =1tel que m; o 7w, soit (B) k # I, soit () les fils typés par s

atteignent deux conclusions différentes de I. Dans tous les cas, on peut

séparer :

— dans le cas (a), on utilise 'induction sur les sous-réseaux m; /7., obte-
nant un contexte séparant C =< []|1/18L,1/1?L,1/1;?L > on coupe 1/)3L avec
la conclusion de type o de 7/7" (qui est celle de mp/7()) et on coupe la
conclusion de 7/7’ de type o avec un réseau qui est un arbre > dual
de l’arbre de tenseur de 7/7" (qui sont identiques) tel que tous les ports
auxiliaires de 2” et %9* sont des affaiblissements, sauf celui qui rencon-
trera m; /7 qui est une déréliction dont le port auxiliaire est connecté au
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port auxiliaire de type o du plus haut *®, comme ci-dessous :

i — 1 contractions

— dans les cas (§) et (), on fait une expansion au niveau des conclusions
de type s, puis une réduction associative et on peut ensuite appliquer la
méthode du premier cas.

Les cas ot I'un des deux arbres au moins contient des cellules ®' ou bien

ou il y a un lien axiome mais aucune cellule ® sont traités de maniére trés

similaire.

Si la conclusion positive est de type s+, on procéde essentiellement comme

P . . 1oL
dans le cas précédent par induction sur le nombre de ®° des arbres ten-
seur, et par cas sur les sous-réseaux impliqués dans le fait que 7 et «’ ne
sont pas équivalents :

2. S’il y a une déréliction en profondeur 0 et que z;,z; € J. On sait que z;
et z; sont de type 70t (en effet, on a supposé qu’il n’y a pas de cellule ® en
profondeur 0).

(a)

Sii # j, on définit deux contextes v; et ¢; comme suit :

20t 20t o

oll ﬂi‘ (resp. ﬂ’i‘) est un arbre * dual de ’arbre tenseur composant le sous-
réseau positif maximal de 7 (resp. de 7’) ot tous les ports auxiliaires restant
sont, affaiblis. Ce sous-réseau wi joue le role d’un effaceur de réseaux et est
similaire au sous-réseau construit au cas 1.b.cv.

Alors on a < 7r¢|1/1i,1/)j >Gang 0 et < 7T'¢|1/)z'a1/)j >~5ane 1

Si i = j, alors nous sommes essentiellement dans le méme cas qu’avec une
conclusion positive, bien qu’il y ait une légére subtilité parce que la conclu-
sion z; est maintenant de type 7ol et qu’elle peut donc étre contractée.
Cette contraction pourrait interférer avec une étape d’induction et pour
résoudre ce probléme, on doit utiliser les réseaux ¢™ de la définition [CZ9

Soient p, g les nombres de ®*" dans les arbres tenseurs de 7 et 7’ respecti-
vement. On coupe la conclusion z; de /7" avec ¢™ pour n > p, g (et n étant
distinct de tous les indices dans A). On a alors la réduction représentée en
figure [CTT

Le réseau représenté comme équivalent & < 7#|¢" > est en effet équivalent
puisqu’ils se réduisent tous les deux vers le méme réseau quand on réduit
la coupure S/c. On obtient 799" en réduisant la coupure sur la conclusion

dérélictée 27/ dans la figure ci-dessus. 7%¢" et "% sont des réseaux klmn.
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< 70| >~

Y
N/

Ny

¥

N7
.T;l o

NG/
Y
Ny
v

Fia. 7.11 — Réduction de < 79[¢" >.

Si p # ¢, on peut appliquer le lemme puisque k =n—pet k' =n—q,
de maniére & avoir la séparation. Sinon, on coupe la conclusion de type o
avec un réseau de la forme suivante :

Aprés réduction de la coupure, on obtient un réseau avec une dérélic-
tion comme cellule conclusion (il n’y a plus de contraction). Si on consi-
dére les réseaux sans les dérélictions, alors on a des réseaux qui ont une
conclusion positive, qui ont la méme profondeur que les réseaux origi-
naux et J est maintenant devenu J Uz} (le contexte de téte ¢ est rem-
placé par (5, ¢™). Ces réseaux peuvent étre séparés par un contexte de téte
C=<{[llYo,¢1,..., % >.

Soit 1§ I’élément du contexte séparant qui est coupé avec la conclusion de
type 0. 9§ a une conclusion de type o, ses autres conclusions étant de
type n; en conséquence 1§ peut étre placé dans une boite promotiorj pour

. . ! . . . 3
obtenir un réseau ° qui fournit un contexte séparant pour w® /7’ ¢

3. Finalement, s’il y a une déréliction en profondeur 0 et si {z;,z;}NJ # 0.

Soient k, k' les nombres de ®*" dans les arbres tenseur maximaux de /7.
(a) si i # j, il y a alors deux cas : (a) soit x; € J et z; & J, (B) soit

{zi,z;} C J. On considére alors seulement le cas ou ils sont tous les deux
dans J puisque ’autre cas peut étre traité de maniére similaire comme on
le verra par la suite.

Par hypothése, on sait qu’on a n; # n; et que I'on peut choisir n; et nj
aussi grands que l'on veut. Considérons donc n; > k et nj; > k. 7% et m?
ont les structures des réseaux présentés en figure
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Ii[?O

1

7
Zj fo

Fic. 7.12 - Réseaux 79 et 7/® quand ¢ # j et {z;,z;} C J.

Et on a donc, en renommant x; en

la méme chose avec 7

/
jet:c

73

P N
\)
n

Q

; en x} ou en z dans 7% (on fait

: 7; devient & et x; devient 2 ou x dans 7'?) :

*
“SANE

&
v,
%

N7

o/

$;1 $j o

N
Y/
4
!

Il
=R
-

Sik =k alors n;—k # n; —k’ de sorte que
et si k # k' alors le lemme peut aussi étre appliqué puisque m = n; et
m’ = n; de telle sorte que I'on peut trouver un contexte séparant.

Le cas oit x; € J et ; ¢ J est traité de maniére similaire : dans ce cas, on
peut choisir ce avec quoi on veut couper x;
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un @™,

(b) si{x;,x;} CJ eti=j.Dans ce cas, considérons n; > k,k’. On a alors :

)
n

~

Y
N/

Xy

I
<N
<

4
N\

1';1 o

4
Y
\y
!

Si k # k' on peut encore conclure grace au lemme

Si k = k', alors il est possible de couper la conclusion de type o de 7% avec :

qui se réduit vers :
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Qp,—k Q172

Ces réseaux /7, ont les mémes profondeurs que /7’ et ont maintenant

. 2?0t 1t s
des conclusions dans J U {z°° ,af,...,a’ .} et une déréliction en pro-
i
fondeur 0 avec zz, = xz; ¢ J, ce qui peut étre traité par le second cas de

la preuve, assurant ainsi qu’il existe un contexte séparant pour 7® e ? et
nous permettant de conclure la preuve.

7.3. Remarques conclusives

Les réseaux SANE ont été congus pour permettre d’encoder le Au-calcul dans un for-
malisme de réseaux permettant une analyse fine et trés locale des réductions. L’un des
objectifs de ce chapitre était également d’étudier la propriété de séparation dans un tel
systeme.

Les réseaux que nous avons présentés sont originaux d’une part parce qu’ils empruntent
des éléments aux réseaux MELL usuels et d’autres aux réseaux polarisés de Laurent, mais
également, et surtout, du fait de la regle d’associativité. Nous avons ainsi :

i) les principales propriétés d'un systéme de réseaux (notion de correction, stabilité de
la correction par réduction, confluence de la réduction, normalisation forte de certains
sous-systémes de réduction),

ii) un théoreme de séquentialisation des Ap-réseaux et de simulation de Ap (avec régles
d’expansion pour np et ng) dans les SANE et

iii) un théoréme de séparation des réseaux corrects (et non pas seulement des Ap-réseaux).

Certains éléments tendent & montrer que si les SANE peuvent simuler Ay, il s’agit par
ailleurs d’un systéme plus riche que Ap :

— le résultat de confluence de la réduction de SANE vaut sans avoir besoin d’imposer
un équivalent de I'hypothése de u-cloture nécessaire en Ap-calcul (c’est-a-dire, en
bref, que nos réseaux sont confluents méme s'ils ont des conclusions de type s/s+).
Ceci est di au fait que les réductions de SANE sont localisées et qu'une fst-réduction
peut étre initiée au niveau de I’équivalent d’un pré-redex de type (7)S, de la forme
(Az.t)a, et n’a pas besoin d’étre initié au niveau de son p-lieur;

— Pencodage de Ay dans SANE ne fait jamais intervenir de cellule de type °* ou Q'™
(et d’ailleurs la définition des Ap-réseaux les exclut expressément). Ces cellules
n’interviennent qu’au cours de la réduction d’'un Ap-réseau, au fur et & mesure des
utilisations de régles d’associativité ~-, : ces structures '9°° et ®'s" n’interviennent
que dans la dynamique de la simulation de Apet non pas dans ’encodage lui-méme.
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Un autre calcul sous-jacent 7 On a pourtant tout une classe de réseaux contenant
des cellules 7 et ®'™ ce qui suggére qu’un second calcul serait sous-jacent aux réseaux
SANE, un calcul ou les %97 seraient abandonnés au profit de cellules 7%, Ce calcul serait
un calcul ayant pour construction principale la construction de stream comme nous ’avons
déja évoqué a la fin du chapitre sur la séparation. les constructions %9°° et ®'s" seraient
des constructions d’assemblage de streams : [z - a] (préte & étre abstraite) et [t - S] (préte
a étre appliquée), 'abstraction se réalisant avec les cellules 2% (de la forme Afz - o) et
Papplication par les cellules ®" (de la forme (t)[u-S]). Nous développerons cette approche
dans le prochain chapitre.
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Chapitre 8

Au-calculs, streams et controle

Résumé:

Dans ce dernier chapitre concernant le Au-calcul, nous avons regroupé divers ré-
sultats concernant le Ap-calcul et plus largement les Ap-calculs, résultats qui utilisent
ou développent le contenu des chapitres précédents ou apportent des réponses & des

questions soulevées précédemment.

Nous commencerons par comparer les diverses versions de Au-calculs en appel par
nom que nous avons rencontrées dans cette thése; Au, Aun, Aue et Au. Nous dévelop-
perons également des approfondissements de l'interprétation de streams du Ap-calcul
et du paralléle avec le controle délimité via Autp, en particulier via la définition d’une
machine abstraite pour Au, la Au-KAM, et d’une variante du A-calcul qui posséde une

construction de streams, le AS-calcul.

Références. Les résultats comparant les divers Ap-calculs ont été publiés dans

larticle On the relations between the syntactic theories of Ap-calculi [Sau0Ral.
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8.1.

Introduction

8.2.

Dans ce dernier chapitre concernant le Ap-calcul, nous avons regroupé divers résul-
tats concernant le Ap-calcul et plus largement les Au-calculs. Ces résultats utilisent ou
développent le contenu des chapitres précédents ou apportent des réponses & des questions
soulevées précédemment. Il s’agit principalement de conclure cette partie en resituant le
calcul que nous avons développé dans les chapitres précédents parmi les autres Ap-calculs
et de faire le bilan de l'interprétation de streams et des liens entretenus avec les opéra-
teurs de controle en présentant quelques résultats supplémentaires reliant Ay & Autp. En
outre, nous sommes restés jusqu’ici au niveau de ’analogie ou de la notation concernant les
streams ; nous présentons ici des éléments plus formels & 'appui de cette interprétation :
une machine abstraite, la Au-KAM, une sémantique dénotationnelle proposée par Thomas
Streicher et un calcul de streams issu de I'analyse menée via les réseaux SANE.

Divers Ap-calculs. Nous commencerons par comparer les diverses versions de Au-calculs
en appel par nom que nous avons rencontrées dans cette thése; Ay, Aun, Aue et Ap. Nous
établirons des résultats comparant les théories équationnelles de ces calculs et étudierons
de maniére un peu plus détaillée le Aue-calcul de Ph. de Groote sur lequel nous ne nous
sommes pas encore penché en détail.

Streams et controle. Nous approfondirons ensuite I'interprétation de streams du Ap-
calcul et du paralléle avec le controle délimité via Autp en proposant d’abord quelques
exemples de Ap-termes dont le comportement opérationnel est intéressant du point de
vue de l'interprétation de streams, nous définirons ensuite une machine abstraite pour Ay
ainsi qu’une sémantique dénotationnelle pour Ay proposée par Streicher. Nous proposons
une extension du calcul Ay & une hiérarchie de calculs qui semblent liés aux hiérarchies
d’opérateurs shift;/reset; de Danvy et Filinski [DE90] et nous terminerons en proposant
un calcul de stream, AS, dont les constructions principales sont une abstraction et une
application de stream et qui a déja été brievement discuté aux chapitres ot nous avons
étudié le théoreme de Bohm pour Ay et au chapitre sur les réseaux SANE.

Comparaison des A\u-calculs

8.2.1 Diverses variantes de \u-calculs

On trouve dans la littérature plusieurs variantes de Au-calculs. En s’en tenant aux Ap-
calculs en appel par nom (sans considérer les systémes en appel par valeur comme ceux
introduits pas Ong et Stewart [OS97]), on a déja vu au cours des précédents chapitres
le Ap-calcul tel que présenté par Parigot [Par92], le Aun-calcul introduit par Py pour
étudier la confluence et la propriété de séparation [Py98], [DP0Ta], le Ap-calcul introduit
par nos soins pour retrouver la séparation et dont cette thése tente de mener une étude
approfondie [Sau(5, Sau(7, Sau(8al [PSO8| et dont un sous-calcul trés proche avait déja éte
considéré par de Groote dans un article a propos des traductions CPS du Au-calcul [dG94],
ainsi qu’une autre variante avec une nouvelle réduction € également due & de Groote et que
nous avons briévement mentionnée [dGOY] ainsi que le Autp-calcul de Herbelin et al. [HGOS].
Si on met de coté le Autp-calcul qui a été introduit explicitement comme une variante du
Ap~calcul avec une variable de continuation dynamiquement liée de maniére & observer de
nouveaux effets calculatoires, les calculs précédents ont souvent été considérés comme étant
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le \pu-calcul et les points communs et les divergences entre ces calculs n’ont que rarement
été soulevés et n’ont pas trés souvent été tirés au clair. C’est ainsi qu’il arrive que des
auteurs utilisent diverses présentations du Ap-calcul dans différents travaux, et on ne sait
plus forcément trés bien quelle propriété est valable dans quelle «version de Au».

Pourtant, ces calculs différents certainement ; le fait que la propriété de séparation soit
valable en Ay mais pas dans Ap ni Aun en est peut-étre la meilleure illustration (les liens
entre Ay et Autp en sont une autre).

Il nous semble important d’une part de souligner le fait qu’il y a donc des Ap-calculs
et non pas un Au-calcul et d’autre part de mettre en évidence les relations que ces calculs
entretiennent les uns avec les autres. C’est ce que nous allons tenter de faire dans cette
section.

Nous limiterons notre analyse aux quatre calculs précédemment cités : Ay, Aun, Ap
et Aue. Avant de commencer, il nous faut définir Aue puisque ce calcul n’a été qu’évoqué
jusqu’ici.

8.2.2 La syntaxe de Ph. de Groote avec e-réduction : e

Philippe de Groote a introduit une machine abstraite pour le Apu-calcul a la fin des
années 90 [dGI8], de maniére contemporaine d’autres auteurs [Bied%, SEIS[. Pour cela, il
a considéré une extension du Ap-calcul de Parigot, le Aue-calcul.

Les termes du Ape-calcul sont les termes de X5, mais le Ape-calcul contient une nouvelle
régle, la e-reduction :

popft —e pa [t 5

ou |t 5 est le terme obtenu en effacant de ¢ toutes les occurrence libres de 5 dans ¢. Cette
régle était justifiée, du point de vue du typage, par le fait que dans le terme pa.uf.t, le
sous-terme p(.t doit recevoir le type L.

Une contrainte sur la réduction p doit étre ajoutée de maniére a ne pas perdre la
confluence : la p-réduction est maintenant :

py-(poet) 3 —p py-t{B/a}.

Sans cette contrainte, il y aurait un probléme de confluence pour le terme (u~y.uS.puo.t)d¢
selon que l'on applique € & po ou a uf :

[t {0/73{¢/ 8} —2—c (py-pB.pat)d¢ —e—7 [t {0/} {¢/a}

En outre, on ne peut pas ajouter la n-réduction & Aue sans quoi la confluence est
également perdued :

PO .y po AT (uB.y) T — popfBy —e poy

On notera que cet exemple montre par ailleurs que l'ajout de la fst-réduction (ou v-
réduction dans la terminologie de Py) n’arrangerait rien & ce probléme, au contraire,
il y aurait vraiment une paire critique non confluente fst/e sur le terme po.pf.y. Il en
est de méme avec I'n-expansion qui d’habitude se comporte pourtant bien vis-a-vis de la
confluence.

'On pourra se référer & la section EZ34l du chapitre Bl pour des détails & ce sujet.
20n trouvera de nombreux détails sur les problémes de confluence dans Aue avec n dans la thése de

doctorat de Py [Py98].
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On peut maintenant définir la réduction de Ape :
Définition 8.1 (Réduction du Ape-calcul)

La réduction du Ape-calcul, notée — ., est définie par les cinq régles de réduction

suivantes :
(Az.t)u —3 t{u/x}
(nat)u — pat {(v)ua/(v)a}
py-(peet)p - —, pyt{B/a}
po(t)a — t siaw & FV(t)
e i3t — pa. [t

ou ¢ 5 consiste a effacer toutes les occurrences libres de § dans ¢ et est défini comme
suit :
Définition 8.2 (|t|5)

|t|5 est défini comme suit :
’95‘5 2 oz
|)\x.t|ﬁ = )\x.|t|ﬁ
(Dulg = (tlg) ulg
uBtly = pbit
]ua.tlﬁ 2 Lo ]t\ﬁ sia# (3
(0Bl = It
(alg = (tlgla  sia#p

Py [Py98] a prouvé le confluence de Ape.

8.2.3 Comparaison des théories équationnelles des Au-calculs

On compare rapidement les théories équationnelles de Ap, Aun, Ape et Ap dans cette
section.

Stabilité de A\u/Aun par Ape/Ap. On commence par établir le lemme suivant, dont
une partie a déja été présentée au chapitre Bl qui énonce la stabilité de Xy, ainsi que celle
des réductions dans Ay et Aun.

Lemme 8.3

Le Ap-calcul est stable pour la Au-réduction et la A\ue-réduction :
—sit€ Xy, ett—>’1§ﬂ u, alors u € ¥y, et t —% . u;

Aun
—siteXy, ett —>§\ﬂ€ u, alors u € X, et t —>f\ﬂ u.
Démonstration: La preuve du lemme est immédiate : de chaque réduction de Aue (resp.
Ap) & partir d’'un terme de X, on obtient un terme de X, et I'instance de ré-
duction considérée peut étre simulée dans Ap (resp. Aun). On pourra se reporter au

lemme

O

Extensions conservatives. Le Au-calcul est une extension du Aun-calcul. On montre
qu’il s’agit d’une extension conservative quand on considére les termes de Eiu pour Ap et
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n’importe quel terme de X, pour Aue :si t,u € X5, (resp. t,u € X),), une égalité entre
t et u est vraie dans Aun (resp. Au) si, et seulement si, elle est vraie dans Ay (resp. dans
Ap€)

Proposition 8.4 (Au est une extension conservative de Aun)

Le Apu-calcul est une extension conservative du Aun-calcul sur les termes clos :

Soient t,u € Eﬁ\ﬂ, on a 'équivalence suivante : t =p, u si, et seulement si t =), u.

Démonstration :
Cette implication est évidente puisque toute égalité dans Au est également une
égalité dans Ap.
Supposons ¢t =5, u. D’aprés le théoréme (.20, on sait qu’il existe v € X4, tel
que t,u *ﬁ\“ v. D’aprés le lemme B28, v € ¥y, et t,u *ﬁ;“ v, ce qui entraine
immédiatement ¢ =y, u.

Proposition 8.5 (Aue est une extension conservative de Ap)

Sit,u € Xy, alors t =), u <t =), u.

Démonstration: La preuve est similaire & la preuve précédente si ce n’est que ’hypothése de
cloture est maintenant superflue du fait de la confluence en A\u/Ape qui ne requiert
pas la p-cloture.

O

Incomparabilité de =,, et =),,.

Proposition 8.6 (=, et =xue sont incomparables.)

Il existe t,u,v € Dy tels que t =5, v mais t #y,. u et tels que t =y, v mais t #,, v.

Démonstration: Soitt € 3§ ,, un terme de la forme pa.t’, qui soit en forme normale canonique
pour Ap et qui ne posséde aucune paire de p-abstractions consécutives. Soient alors
u = Az.pot’ {(w)za/(w)a} et v = pa.pft’. On at =4 u et t =. v de telle sorte
que t =py, u et £ =yue .

Par ailleurs, ¢ est une Aue-forme normale puisqu’il n’a pas de e-redex puisque
aucun sous-terme de la forme pa.ufB.u et qu’étant en forme normale canonique il n’a
donc ni G, ni u, ni O, ni p redexf] et il en est de méme de u (la variable = ne peut pas
créer de A\ue-redex sans contredire le fait que ¢ est une forme normale canonique) :
il s’agit donc de deux formes normales distinctes du Ape-calcul et par confluence de
A€, £ Fape u.

En outre, ¢ et v sont en forme normale canonique de telle sorte que t =5, v si, et
seulement si, ¢t = v. Mais t et v contiennent un nombre différent de p-abstractions
alors que la fst-réduction préserve le nombre de p dans un terme. En conclusion
t #fst v et finalement on a ¢ #4, v.

On notera qu’on peut choisir, par exemple, ¢t = pa.\z.x.

8.2.4 \ue et séparation

On sait ce qu’il en est de la séparation dans Au, Aun et Aup. Que peut-on dire de la
séparabilité dans Ape? On esquisse ici quelques pistes a ce sujet.

3Que ce soit pour la p-réduction de Ay ou de Apue.
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8.3.

Confluence | Séparation | Systéme de types | Subject reduction | SN

Al OUI NON CND OUI OUI

Aun OUI (p-clos) NON CND + L OUI OUI
A€ OUI ? CND + L OUI OUI
Ap OUI (p-clos) OUI CND + L et As OUI OUI

FiG. 8.1 — Propriétés des quatre Au-calculs.

Enoncer la séparation dans le \ue-calcul nécessiterait de considérer les classes d’équi-
valence modulo les Ape-régles plus 7. Cette étude est complexe puisque Aue + 1 n’est pas
confluent et qu’il est donc difficile de dire quoi que ce soit & propos du fait que deux termes
ne soient pas égalisés par la théorie équationnelle.

On considérera simplement un exemple de deux termes qui ne sont pas séparables alors
qu’ils ne sont pas équationnellement équivalents dans Ape : tg = pa.0 et t;1 = pa.l ne
peuvent étre séparés par aucun contexte :

(not)u — pot sia & FV(t).
wy-(pat)g —, wy.t qui est a-équivalent a po.t.
.ot —e pp.|tl, = np.t qui est a-équivalent & pa.t.

Les autres contextes possibles (Ax.[], Az.([])5, uB.Ax.[],...) n’interagissent pas avec les

termes et donc a fortiori ne les distinguent pas. En fait, tout terme de la forme po.t
avec t un terme clos est observationnellement équivalent & tg : aucun contexte ne peut faire
se réduire I'un sur une forme normale de téte sans que ’autre ne se réduise également sur
une forme normale de téte.

Ceci ne clot pas la question de la séparation dans Aue : il n’est pas tout & fait exclu
que l'ajout de la regle n égalise tous les termes de ce type (en tous les cas nous n’avons pas
d’argument pour I'exclure en I’absence de confluence)... méme si c’est peu probable.

8.2.5 Bilan des propriétés des quatre A\u-calculs

Les quatre Ap-calculs considérés dans cette section partagent donc certaines propriétés
et different sur d’autres points. Nous faisons ici un bref bilan des propriétés syntaxiques
connues pour ces calculs en résumant dans la figure les propriétés des quatre Ap-calculs.
Les quatre calculs satisfont la confluence [Par92] [Py98| SanORaﬂ. Ils ont tous les quatre
un systéme de typage qui correspond aux preuves de la déduction naturelle classique, avec
ou sans | explicite et Ay dispose en outre d’un systéme de types supplémentaire que nous
avons étudié au chapitre @l La normalisation forte est connue dans le cas simple pour Aun,
Ape et Ap tandis que Parigot I’a prouvé pour le second ordre également [Par97)| pour Apu.

Streams et controle

8.3.1 Retour sur l’interprétation de streams

Nous allons maintenant développer l'analogie qui a sous-tendu le développement de
la théorie du Ap-calcul, I'analogie entre la p-abstraction et une abstraction de stream,

4Voir aussi le chapitre Bl de cette thése.
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c’est-a-dire une sorte de A-abstraction infinitaire.

Jusqu’ici, l'interprétation de streams a été une intuition opérationnelle utile pour le
développement de résultats a propos de Ap, elle a également pu étre une notation syn-
thétique pratique, mais nous ne lui avons pas donné de statut formel, si ce n’est dans les
types de As et dans la régle d’associativité des réseaux SANE. Nous allons dans cette
section développer cette approche et la relier aux opérateurs de controle délimité. Apres
avoir considéré quelques Au-termes dont le comportement calculatoire est significatif pour
Pinterprétation de streams, nous proposons une machine abstraite pour Au, la Au-KAM,
qui nous conduit & proposer une hiérarchie de Au-calculs; nous faisons ensuite état d’une
sémantique dénotationnelle proposée par Thomas Streicher pour le Au-calcul [Str(5] dans
une communication privée et nous proposons finalement un calcul de streams, AS, qui
est construit autour d’un constructeur de stream, d’une abstraction de stream et d’une
application de stream.

Entrelacer des streams. Dans cette section on considére un exemple de ce qu’il est
possible de faire en Apu-calcul en utilisant un opérateur de point fixe.
On rappelle les combinateurs de point fixe usuels du A-calcul :

Définition 8.7 (Combinateurs de point fize de Church et de Turing)

— Le combinateur de point fixe de Church, noté Y¢ est :

Yo = Af-Qw.(f)(@)z) A () ()

— Le combinateur de point fixe de Turing, noté Y7 est :

Y7 = (Az.Ay.(y)(@)zy) Az Ay.(y) (z) 2y

Proposition 8.8

Soit t un A\-terme (resp. un Ap-terme). On a :

Définition 8.9

On considére le Ap-terme suivant :

t = Az Az pa Ny ufB.puy.(2)afryy.

En notation de stream, cela donne :
t = Az.A(z, ). Ay, B).Ay.(2)aB(z,y,7).

Quand on prend le point fixe de ce terme, on obtient un terme qui prend deux streams
et empile sur une troisiéme stream, en les entrelacant, les contenus des deux premiéres
streams :

(Y7)t —)7\# Az, 2n,0) Ayr, ooy Yn, B) Ay.(YT )t B(x1, Y1, - -+ s Ty Yny Y)-
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Remarque 8.10

On peut considérer une variante plus simple avec le Au-terme t' suivant :

t' = Xz Az poep By (2) Bazy.

En notation de stream, cela donne :

t' = Az.A(z, ). AB.Av.(2) Ba(z, 7).

Explorer des streams. On montre sur quelques exemples comment on peut explorer
les streams grace aux termes du Ap-calcul.

Définition 8.11 (Terme First)

First £ pa.(Az.uf.7)a

Définition 8.12 (Terme Tail)

Tail £ \u.po.(Az.pB.(v)B)a

On peut ainsi définir un terme qui retourne le n® argument d’une stream (en comptant
a partir de 0) :
(([n])Tail)First

oil [n] est entier de Church n donné par : [n] & A\f.\z.(f)"z.
On a en effet :

(([n])Tail)First —3, pa.(Azg...on.puf.20)a

%’;\ﬂ ALQ . . Ty UL Ty
en conséquence de quoi ce terme retourne le n® élément d’une stream lorsqu’il arrive en
position de téte :
((([n])Tail)First)S —}, S(i)

8.3.2 La Au-KAM, une machine abstraite pour Au

On a présenté une machine abstraite pour le Ay-calcul dans le chapitre B La Au-KAM
traitait indifféremment Au-termes et termes nommeés avec une instruction dédiée a chaque
construction. Pourtant, la Au-KAM ne peut pas traiter I’ensemble des Au-termes. En effet,
cette machine suppose qu’'un terme nommeé est dans un état ou la pile est vide de méme
que la transition d’un terme de la forme pa.c laisse la pile vide.

Une machine abstraite pour le Ap-calcul doit avoir des états plus structurés : pour
cela on va considérer une pile supplémentaire qui sera aux variables de stream ce que la
premiére pile était aux variables de terme.

A-abstractions et A-applications empilaient et dépilaient sur la pile K tandis que u-
abstractions et p-applications empileront et dépileront de la nouvelle pile, S.

Comme constaté dans la définition du systéme de typage pour Ay, il faut prévoir que les
constructions de stream et de terme puissent interagir; notre présentation de la machine
en tiendra compte.
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(e [S) — « [€] [5])  si e(x) = t[e/]
Azt [e]  [ule]-S]) — (t [z =ule];e] [S1)
((Mu e S — (t [e] [ule] - 5T)
(wot [ [K:S) — {t a=Kd S)
(B [e] [S)) — (¢ [e] [K 2 5]) sie(a) =K
avec S =K1 = Ko ... i et K =wuyfeq] - ugleg] -+ L.
F1G. 8.2 — Présentation alternative de la Au-KAM.
(x le] K [S)) — (¢ [¢] K [S]) st e(z) = t]e']
Azt le] wule] K [S]) — (t [r=ule];e] K [S])
(Bu [ K [S) — @ [e ule] - K [S])
(pov.c e K [S]) — (¢ [a=K;e] L [S])
Jolt o] L S — ([ K 8] sie(a) = K
(utp.c [e] K [S)) — (¢ [el _ [K - S])
(telt  [e] L [K-S)) — (¢ ] K [S])

FIG. 8.3 — Machine abstraite pour A\utp [HGOS].

Définition 8.13 (Etats de la Au-KAM)

les états de la Apy-KAM sont de la
— t est un Au-terme;

piles de clotures K ;

Un état initial de la Au-KAM est de

forme (t,[e], K, S) ou :

— K est une pile de clotures, la pile vide est notée L ;
— S est une pile de piles de clotures, la pile vide étant notée .

la forme (t,[0], L, A).

Définition 8.14 (Transitions de la Apu-KAM)

(@[] K S) — (t
Azt [e] wule]- K Sy — {t
(hu [e] K Sy — (t
(pat le] K L-S)y — (t
(e fe] L S) —

€] K S)
[z =ule];e] K S)
€] ule] - K S)
[« =K;e] L S)
€] K L-S)

Les deux derniéres transitions effectuent deux opérations :
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1.
2.

Assigner la pile K & « dans la cloture (resp. charge le K correspondant a «) et

Empiler une nouvelle pile dans S (resp. la dépiler de S).

Il y a deux manieres d’analyser cela :

On peut d'un coté considérer que cette double opération provient de l'interaction
entre les constructions de terme et de stream, interaction déja évoquée plus haut;
dans cette perspective, on pourrait aussi travailler avec simplement une pile de
piles, les A-instructions n’agissant qu’au niveau de la premiére pile tandis que les
p-instructions peuvent empiler et dépiler au second niveau, on obtiendrait alors des
p-instructions primitives (mais on retrouverait un phénomeéne proche de ’associa-
tivité des types de As ou des SANE). On pourrait alors présenter la machine de
maniére alternative a la maniére de la figure B2

D’un autre coté, on pourrait chercher a rendre plus primitives ces instructions en le
reflétant dans le calcul ; on serait alors dans une approche a la Autp, comme présenté
en figure B3 : la machine abstraite pour Autp (en appel par nom) décompose en effet
les deux instructions composites de la Au-KAM grace aux opérations effectuées par
les ptp et [tp].

On remarquera que la machine Apy-KAM a une structure d’états similaire a celle de la
machine abstraite pour shift/reset de Danvy et al [BBD03)] et que les transitions ont des
structures proches.

Analyse des états finaux de la Au-KAM. On étudie les configurations possibles des
états finaux de la Ap-KAM :

Un état (zle], K, S) est final si, et seulement si, la variable x n’est pas définie dans
I’environnement e, ce qui ne peut arriver que si x était une variable libre du terme
de départ. Cela signifie qu’on a atteint une variable de téte. Ce cas n’arrive jamais
lorsque le terme initial était un Ayu-terme clos;

Un état (Ax.tle], K, S) est un état final si, et seulement si, K = L. Cela signifie que
I’on a atteint un A-préfixe d’une forme de téte faible du terme calculé ou un pré-redex
bloqué (ce dernier cas n’arrive jamais avec un terme p-clos);

Un état ((t)ule], K, S) ne peut jamais étre final;

Un état (ua.tle], K, S) est un état final si, et seulement si, S = A. Cela signifie qu’on
a atteint un p-préfixe d’une forme de téte faible du terme calculé;

Un état ((t)ale], K, S) est final si, et seulement si, la variable « n’est pas définie dans
I’environnement e, ce qui ne peut arriver que si « était une variable libre du terme
de départ. Ce cas n’arrive jamais si on commence avec un terme p-clos.

Au-dela de la réduction de téte faible. Pour aller au-dela de la réduction de téte
faible de Ay, il faut :

pouvoir réduire sous les A et les u;
traiter le cas des variables qui ne seront plus liées dans I’environnement parce qu’on
réduit sous les \ et les p.

On gére ces deux cas en relancant la machine une fois qu'un A ou u-préfixe de téte
faible a été atteint, et on introduit des constantes comme suit :

on introduit des constantes simples pour les A-variables correspondant aux A-préfixes
rencontrés auparavant, ces constantes ont pour effet de bloquer la machine (une
variable de téte est atteinte) ;

on introduit de nouvelles constantes de fond de pile pour les variables de stream, de la
forme a(n) ainsi que des constantes de terme v Lorsqu’un terme (¢)a est atteint et
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que la variable a n’est pas définie dans ’environnement parce que liée & un p-préfixe
rencontré plus haut, on ajoute une pile réduite au fond de pile «(0) et on ajoute la
nouvelle transition :

Azt [e] a(n) S)— (t [z=v50];¢] an+1) S)

Cette nouvelle transition permet de traiter le cas de la fst-réduction pour les pré-
redex de type (7)S. La reconstruction du Apu-terme doit prendre en compte la mise en
cohérence des variables de stream puisque la machine implémente une fst-réduction
locale, & la maniére de celle des réseaux SANE.

8.3.3 Une hiérarchie de Apu-calculs

Une remarque assez immédiate, étant donné le parallélisme entre les abstractions A et
W, serait d’envisager un calcul construit sur une hiérarchie de tels opérateurs : A\, u,v, ...
(que l'on pourrait noter A', A2, A3... pour plus d’uniformiteé).

On ne présente que le cas de 'opérateur v, et encore que trés briévement, car il n’y a
pas de grand intérét technique une fois que ’étude du Ap-calcul a été menée, I’ensemble
des résultats devant se transposer aisément a la hiérarchie entiére, quel que soit 'indice
considéré dans la hiérarchie.

le Apv-calcul, que I'on pourrait également appeler le A3-calcul, est défini comme suit :

Définition 8.15 (Apuv-calcul)

On considére un ensemble V, de v-variables (R,3,],7,...) en complément des en-
sembles Vs et V; précédemment considérés. Les termes du Auv-calcul sont définis par
la syntaxe :

t,su=x | Azt | (H)u| pat | (H)a | vRE| (6N

et les réductions du Auv-calcul sont données par :

(Ax.t)u — 5, t{u/x}
Az.(t)z —nr t siz g FV(t)
(e} —p {8/}
pe.(t)a —ns t sia & FV(t)
(vX.t)3 — 8, t{3/N}
URL(E)R o t siR ¢ FV(#)
povt — fstg Az.pot {(v)za/(v)a} sixz & FV(t)
Nt — sty po.vRt {(v)aR/(v)R} sia & FV(t)

On peut également définir ce qui correspondrait & la réduction p :

(pathe —p ot {(v)uc/ (v)a)
(LR.t)u —r VR {(v)uX/(v)N}
(vt —us VR {(v)aR/(v)R}

Au-dela du coté naturel de cette extension, elle peut étre pertinente en ce qu’elle semble
correspondre & la hiérarchie des opérateurs de controle délimité shift;/reset; [DEI(,

DY99, BBDOS.
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8.3.4 Sémantique dénotationnelle de Streicher pour Ap

Streicher a proposé une sémantique dénotationnelle pour le Ap-calcul [Str05] que nous
présentons ici dans un souci de complétude et parce qu’elle illustre et donne une justification
formelle supplémentaire a I'interprétation du Ap-calcul comme calcul de streams.

Streicher interpréte le Ap-calcul dans un domaine D solution de I’équation de domaines :
D= (OM" = D.

oit N est le domaine des entiers naturels et DV le domaine des streams d’éléments de
D pour un domaine D. On considére trois constructions supplémentaires :
— fst(S) designe le premier élément d’une stream, c’est-a-dire d'un élément de DN ou
encore fst(S) = S(0);
— snd(S) désigne le reste de la stream, ou encore snd(S) = [n: N— S(n + 1)] et enfin
— d :: § désigne la stream obtenue en mettant en téte de la stream S, I’élément d € D,

ou encore
0 — d
d"S_{n—}—l —  S(n)

. . N

On interpréte Ap dans un domaine D tel que D = (DY) — D en notant p pour un
environnement, c’est-a-dire une fonction qui associe une élément de D aux variables de
terme et un élément de DY aux variables de stream :

[z]pS & p(z)

[Met]pS = [t]p'S" ou p' = p{fst(fst(S))/x} et S" = snd(fst(S)) :: snd(S)
[Hu]pS = [t]pS" ou S’ = ([u]p :: fst(S)) :: snd(S)

[nat]pS = [t]p'S" ou p' = p{fst(S)/a} et S' = snd(S)

[a]pS = [t]pS" ou S =p(a):: S

8.3.5 Un calcul de stream : le AS-calcul

On peut définir un calcul de stream comme suit :

Définition 8.16 (AS-calcul)

On considére a4 nouveau un ensemble V; de variables de terme et un ensemble V, de
variables de stream. Les termes du AS-calcul sont définis comme suit :

Termes tyu,v n= x| AS,t | (H)S
Streams S = alt-S
Streams de variables S, = alz-S,

On demande par ailleurs que dans une stream de variables, toutes les variables de terme
soient différentes les unes des autres. L’ensemble des AS-termes est noté Yps.
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Définition 8.17 (Réductions de AS)
Les réductions du AS-calcul sont définies comme suit :
:3 (A‘Svt)s —As T {S/Sv}

n ASU.(t)SU —As t
nth | Axy.. .z at —pas Azy...Tpp1 -t {T,,1 - a/al

~ #(a) =0;
—f(t-8)=1+4(S).

La substitution de streams est définie comme suit :
Définition 8.18 (Substitution de stream)

de S et de S, sont deux a deux disjointes) :

—t{u-S/x -8} =t{u/xz}{S/S,};

Définition 8.19 (Traduction de Ap dans AS)

Soit t € ¥ p,. On définit [ 1° comme suit :

[2)° x

Dzt]® = Az-o([t]%)a
pat]® = Aaff)®

(u)® = Aa () -«
[(t)a]® ([t]%)

Définition 8.20 ( Traduction de AS dans Ap)

Soit t € Sps. On définit [ M comme suit :

] =
Azy ...z at]™ =

[(Bur - - g - o () M

ALY . ATy po[t]
[un]AMO‘

si f(Sy) < #(S)

si V(S,) N FV(E) = 0
Si Tpi1 & FV (1)
U{ml, e ,.’L‘n}

ou V(S,) est 'ensemble des variables de S, et ou §(S) est la longueur de S définie par :

La substitution de stream t {S/S, } est définie comme suit (on suppose que les variables

— t{S/a} est la substitution sans capture de variables de o par la stream S.

Ap

Du fait que la traduction de Ap dans AS fait des ng-expansions, on a :

Proposition 8.21

A
Soit t € ¥p,. On a [[t]s} —

Démonstration: Par une induction immédiate sur la structure de ¢.

et en conséquence, on a un résultat de simulation faible :

Proposition 8.22 (Simulation de Ap par AS)

Soient t,u € Ef\u' Sit —>’1§ﬂ

A
u —h, uo =nq [W]
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En particulier, si t —7} . Wavec u est en forme normale canonique, on a alors [t]s —S

u' avec u =gy [0/ [A#

Dans l'autre sens en revanche, on peut simuler effectivement les réduction de AS par
Ap
Proposition 8.23 (Simulation de AS par Ap)

Soient t,u € s, t un terme clos. Alors sit —} g u on a ¢ — A [u] ™.

Démonstration: Par induction sur la longueur de la réduction ¢t —73 ¢ u.

En effet, chaque réduction de AS peut étre simulée par une séquence de réductions
de Ap qui dépend de la longueur de la stream impliquée dans la réduction :

— la réduction n'” est directement simulée par la fst-réduction tandis que

— la n-réduction est simulée par une séquence de npr-réductions de la longueur de
la stream S, réduite puis par une ng-réduction et qu’enfin

— la B-réduction est simulée par une séquence de k fst-réductions ou k est la
différence entre les taille de S et S,, puis de $§(S) Gr-réductions suivies d’une
Bs-réduction.
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Deuxiéme partie

Focalisation en Logique linéaire
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Chapitre 9

Une preuve modulaire de la
focalisation

Résumé:

On donne dans ce chapitre une nouvelle preuve du résultat de focalisation d’An-
dreoli [And90, [And92)|. Notre méthode est modulaire et repose sur une analyse précise
des propriétés de permutation des régles d’inférence de la logique linéaire. La preuve
repose de maniére essentielle sur la notion de graphe de focalisation dont ’étude
met en évidence la possibilité de choisir un foyer sur lequel focaliser. Nous illustrons le
caractére modulaire de la preuve de deux maniéres : nous commencgons par démontrer
le résultat pour MALL puis nous I’étendons & la logique linéaire entiére, par ailleurs,
nous donnons deux exemples d’extension du théoréme de focalisation.

Références : Les résultats de ce chapitre ont été publiés dans article From proofs
to focused proofs : a modular proof of focalization in Linear Logic [MS07]|.
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9.1.

Introduction

9.2.

Le résultat de focalisation vient des travaux d’Andreoli au début des années 90 [And9(,
[And92). Le but initial d’Andreoli était de disposer d’un algorithme de recherche de preuve
en logique linéaire qui éviterait des recherches redondantes dues a des différences de sé-
quentialisation non pertinentes des régles d’inférences.

Dans ce sens, le résultat de focalisation se décompose en deux parties :

— linversibilité des négatifs : on décompose les formules négatives dés qu’on les ren-

contre ;

— focalisation sur les positifs : une fois qu’on a choisi de décomposer une formule posi-
tive, on continue & décomposer héréditairement ses sous-formules sans appliquer de
régle d’'inférence aux autres formules du séquent, jusqu’a rencontrer une sous-formule
négative.

La focalisation a eu de trés nombreuses conséquences en logique linéaire : en program-
mation en logique linéaire [AP90, [MiI96] bien stir, dans le développement de systémes de
preuve qui permettent & la fois du chainage avant (forward-chaining) et du chainage arriére
(backward-chaining) [INS05, [LM0O7]. Plus fondamentalement, la structure des preuves fo-
calisées est un ingrédient-clé du développement de la logique linéaire polarisée [Lan(2] et

de la Ludique [Gix(T].

Le résultat d’Andreoli est a rapprocher des résultats concernant la prouvabilité uniforme
de Miller et al. [MNPSA1] (voir le chapitre []) : les stratégies de recherche de preuve uni-
formes et focalisées présentent de grandes similarités. La focalisation a I’intérét particulier
de s’appliquer a toute la logique linéaire et pas seulement a 'un de ses fragments.

Nous souhaitons donner dans ce chapitre une preuve simple de la focalisation qui puisse
facilement étre adaptée & des extensions de la logique linéaire.

Retour sur le résultat d’Andreoli

La focalisation dans 3. La propriété de focalisation de la logique linéaire a été dé-
couverte par Jean-Marc Andreoli dans sa thése de doctorat [And90) [And92]. Le but initial
d’Andreoli était de disposer d’un algorithme de recherche de preuve en logique linéaire
qui éviterait des recherches redondantes dues a des différences de séquentialisation non
pertinentes des régles d’inférences.

Andreoli propose donc successivement des systémes de preuve de plus en plus contraints
pour aboutir au systéme focalisé Y3 que nous présentons en figure et qui comprend
deux sortes de séquents. Dans le séquent - W: A 1 L, les « zones » ¥ et A sont des
multi-ensembles de formules et L est une liste de formules. Ce séquent encode le séquent
usuel de LL & un coté = 7 W, A, L (ici, on suppose que L est maintenant considéré comme
un multi-ensemble et non plus une liste). Ce séquent devra aussi satisfaire un invariant qui
demande que A ne contienne que des littéraux et des formules positives. Dans le séquent
FW: Al F,lazone ¥ est un multi-ensemble de formules et A est un multi-ensemble de
littéraux et de formules positives, et F' est simplement une formule, positive ou négative.

Le théoréme de focalisation d’Andreoli énonce la complétude de la prouvabilité dans
>3 par rapport a la prouvabilité de LL :
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Fi1G. 9.1 — Le systéme X3 des preuves focalisées de [And92| pour la logique linéaire. Les
contraintes sur les régles sont les suivantes : dans la régle V, la variable y n’est pas libre
dans la conclusion. Dans R |, F est positive ou bien un littéral négatif tandis que dans
R |, F est négative. Dans I et Io, X est un littéral positif. Dans Dy et Do, F n’est pas
négative.

Théoréme 9.1

Etant donné ¥ un ensemble de formules, T' un multi-ensemble de formules positives ou
de littéraux et A une liste arbitraire de formules, -7V, T", A est prouvable en LL si, et
seulement si, le séquent = W: I' {4 A est prouvable dans le systéme Y3.

Les caractéristiques du systéme Y3 et des preuves de LL sous-jacentes au systéme sont

les suivantes :

— Inversibilité des négatifs. On décompose une formule négative dés que celle-ci
apparait ;

— Focalisation sur les positifs. Une fois qu’on a commencé & décomposer une for-
mule positive F', on continue a utiliser F' comme formule principale dans les prémisses
de la régle, jusqu’a atteindre une sous-formule négative.

On nuancera légérement les deux affirmations précédentes lorsque 1’on étudiera le cas des
exponentiels dans la suite de ce chapitre.

Du point de vue de la recherche de preuve, la focalisation doit étre comprise comme

suit :

— La décomposition d’une formule négative n’est jamais source d’erreur dans la re-
cherche de preuve : ’application d’une régle ne nécessite jamais de faire un choix et
par ailleurs, le fait de sélectionner une formule négative ne peut jamais faire perdre
la prouvabilité du séquent.

— La décomposition des formules positives est plus complexe puisque d’une part les
régles impliquent généralement de faire un choix (choisir entre les régles [@g] et [B1],
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choisir un partitionnement du contexte pour le tenseur, etc...) pour lequel on peut se
tromper et que d’autre part, un séquent peut étre prouvable sans que la régle appli-
quée au séquent racine de la preuve puisse forcément étre sur une formule positive
donnée. En revanche, la focalisation dit qu’on peut réduire le non-déterminisme des
positifs en appliquant une stratégie entétée consistant & sélectionner une formule po-
sitive comme foyer et & appliquer des inférences & cette formule et ses sous-formules
jusqu’a arriver aux sous-formules négatives. Les éventuels backtrackings que ’on aura
a faire concerneront le choix des régles d’inférence et la sélection du foyer, mais pas
d’aller-retour d’une formule positive & une autre.

Commentaires sur la focalisation : quel intérét 4 une autre approche? Nous
nous proposons dans ce chapitre de donner une autre preuve de la focalisation. Nous ex-
pliquons ici ce qui nous guide et nous semble important dans cette direction.

— La focalisation devrait étre un résultat simple. La focalisation est un résultat essentiel
de la théorie de la démonstration de la logique linéaire. Il ne s’agit pas d’un résultat
complexe, mais il est souvent considéré comme tel car les preuves qui en sont données
sont souvent complexes et ne sont pas évidentes a lire. Ainsi, I'utilisation du systéme
>3, par exemple, 8’il apporte de nombreuses informations sur la maniére dont on peut
contraindre la recherche de preuve en logique linéaire, introduit une complexité dont il
n’est pas certain qu’elle soit totalement nécessaire pour mettre a jour les éléments les
plus importants de la focalisation. Nous souhaitons donc proposer une preuve
ausst stmple que possible, adaptable a d’autres cadres théoriques.

— Relier les preuves et ne pas seulement parler de complétude de la prouvabilité. La
focalisation est, a l’origine, une maniére d’élaguer I'espace de recherche de preuve
en ne considérant que des preuves dans un systéme contraint comme 3. Il s’agit
également d’une maniére de quotienter ’espace des preuves de LL, de sélectionner
des représentants de preuves habituelles. Nous souhaitons mettre en évidence
cette relation entre preuves linéaires, en présentant la focalisation comme
un processus de transformation de preuve plutét qu’en mettant [’accent
sur la complétude de la prouvabilité focalisée.

— Enfin, nous souhaitons avoir une approche de la focalisation dans laquelle ’accent
est mis d’avantage sur la focalisation comme propriété de certaines preuves plutot
que comme systéme & part entiére, un peu & la maniére des preuves uniformes déja
évoquées.

Nous présentons donc dans la section suivante les propriétés de permutabilité des in-
férences de MALL et établissons la réversibilité d’une partie des inférences de MALL,
concernant les connecteurs dits négatifs. La section mettra & profit les résultats de
permutabilité étudiés en pour établir le résultat de focalisation lui-méme.

. Propriétés de permutabilité des régles d’inférences de M ALL

Nous avons vu au chapitre [ les résultats de permutabilité de Kleene-Curry a propos
du calcul des séquents LK. Les mémes questions de permutabilité se posent pour la logique
linéaire et sont a la base des résultats de focalisation.

Les propriétés de permutabilité auxquelles nous nous intéressons ici concernent des
schémas d’inférence et non pas la permutabilité d’une instance donnée d’une régle d’infé-
rence. Nous allons mettre en évidence deux types de comportement de permutabilité parmi
les inférences de MALL :
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Définition 9.2 (Permutation des régles d’inférence)

a et 3 désignent deux (schémas de) régles d’inférences.

- permutabilité :on dit qu’il y a —permutabi]ité si, étant donné un sé-
quent S contenant deux formules A et B, pour toute preuve D de S commencant
avec la régle o (de formule principale A) juste avant que la régle 5 (de formule
principale B) ne soit appliquée, il existe une preuve D' de S dans laquelle I'ordre
des deux régles a été interverti : la régle 8 est appliquée d’abord et est immédia-
tement suivie par la régle «. (il y a bien str un cas dégénéré pour les régles sans
prémisse, comme [T, ainsi que des cas de duplication comme avec [&]).

B 104 2 B e, . . . 8
- —permutablllte : on parle de —permutab1]1te quand il y a a la fois —

permutabilité et 5 -permutabilité.

Pour étudier les permutabilités étant donné un systéme d’inférence, il faut étudier les
propriétés de permutabilité de sous-ensembles des régles d’inférence et non pas seulement
les propriétés de permutabilité de deux régles d’inférence 1'une avec l'autre, ce qui nous
conduit aux notions de permutabilité faible et de permutabilité pleine :

Définition 9.3 (Permutabilité faible, permutabilité pleine)

Etant donnés deux ensembles complémentaires de régles d’inférence N' et P, nous
disons que :
— P a la propriété de permutabilité faible si, étant données deux régles o, 3 de

s e
‘P nous avons |&! |-permutabilité.
—~ N a la propriété de permutabilité pleine quand il a la permutabilité faible et

. B e
que pour toute paire de régles (o, 3) € P x N, on a —permutab111té.

Les connecteurs de MALL peuvent étre classifiés en deux ensembles en fonction des
propriétés de permutabilité des régles d’inférence qui leur sont associées.

Définition 9.4 (Polarité des connecteurs, des formules et des inférences)

Les connecteurs de MALL peuvent étre classifiés en deux ensembles :

— les connecteurs positifs sont ®,®,1,0;

— les connecteurs négatifs sont 2, &, 1, T.
De méme, les formules de MALL peuvent étre classifiées en deux ensembles :

— les formules positives sont les formules de la forme A ® B,A® B,1,0;

— les formules négatives sont les formules de la forme A9 BJA& B, 1, T.
On note en outre N' I'ensemble des régles d’inférence correspondant aux connecteurs
négatifs de MALL et P I’ensemble des régles d’inférence correspondant aux connecteurs
positifs de MALL.

Remarque 9.5

On notera que les formules atomiques ne sont pas polarisées. La section [.3 sera consa-
crée a cette question.

Proposition 9.6 (Propriétés de Permutabilité des régles d’inférence de MALL)

N a la propriété de permutabilité pleine tandis que P a la propriété de permutabilité
faible.

Démonstration: La figure @] présente les différentes permutations des connecteurs binaires.
Les unités ont également les permutabilités souhaitées, ce qui s’obtient du fait que
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Permutations pos/pos :

FACT FD,A[®] FACT (0]
FAC®D,T,A 0] FA@ B,C,T “7° FQAk@
FA® B,CoD,I,A ™ — FA® B,C®D,T,A
FACT FACT
h&O@DJJ@%] FA@B&U‘@%]
FAe B,Ce D, I "° — FAeB,CeD, T "°
FACT +D,A ] FACT +FBX %]
FAC®D,T,A FBX %] FA® B,C,T', X FD,A %]
FA® B,C® D,I';)A,X — FA® B,C® D,I',A, X
Permutations neg/neg :
FABC,DT ] HABC,D,T ]
FAB,Cw»D,T g] FAw B,C,D,T s]
FAs B,C»D,T — FAw B,Cw»D,T
FAC DT ] +FB,C,D,T ] FAC DT D—A,O,D,F[&]
FAC» DT FB,C?D,F[&] FA&B,C,D,T’ s]
FA&B,C»D,T — FA&B,C»D,T
FACT HADT & FB,C.,I' -B,D,T 2]
FAC&D,T FB,C’&D,F[&]
FA&B,C&D,T —
FACT FBCT B FA DT +B,D7T B
FA&B,C,T FA&B,D,T 2]
FA&B,C&D,T
Permutations neg/pos :
FAC DT FAC DT
[©0]

TACeDT ®
~AsBCeDT o

- A,C,D,T
—a.ceDT % Lpa
FA2 B,C5 DA
A CT FADT

FAC&DT
FAeB.C&DT

FACT FADT

—acanr & rpa

FA® B.C&D.T.A

(]

[&]
[©o]

]

FA®B,C,D,T o
FA® B,C%D,T

—_—
FAC DT FBA
FA@&QDIA[%

— FA®B.Cw DT.A

FACT - A, D,T
FA@BCIK%]FA@BDJJ2
— FAGBC&DT
—_—

FACT FBA FA,D,T FBA
TaoB 0T A ® TasBDT.A
FA@ B C&DT.A

o]

[®]
&]

TAB. 9.1 — Permutations des inférences de MALL.

192




chaque unité est une version d’arité nulle d’un connecteur binaire de MALL. On liste
quelques permutations sans chercher a étre exhaustif :
FAT

FB,T FAT FAT

FA,J_,F[ ] FB, LT E} A& B,T [[f]]
FA&DB, LT — FA&B, LT
D
—aTT!! FBA o -
FA® B, T,I,A — FA® B, T,I,A
FAT [1] i [®o]
_FALT i FA®BT "))
FAe B, LT — FA® B, LT
- FT,T [T]L
I—T,L,F[ ] — I—T,L,F[ ]

L’ensemble de ces permutations permet d’assurer les bonnes propriétés de permuta-
bilité :
— Les permutations de type pos/pos assurent la permutabilité faible des positifs ;
— Les permutations de type neg/neg assurent la permutabilité faible des négatifs ;
— Les permutations de type neg/pos en complément des permutations de type

neg/neg assurent la permutabilité pleine des négatifs.
O

Remarque 9.7

On notera que les positifs n’ont pas la permutabilité pleine : le séquent F a9 b-,a @ b
n’a pas de preuve sans coupure qui commence par une régle ®, c’est-a-dire qu’il est
impossible de permuter le *g et le ® de la preuve

Fala " bl g]
Fat,bta®b
(5]

Falobla®b

Réversibilité des inférences négatives. La propriété de réversibilité (ou inversibilité)
des inférences négatives de MALL est une conséquence immédiate de la permutabilité pleine
des négatifs :

Proposition 9.8 (Réversibilité des inférences négatives)

Soit N une formule négative. Si - I', N est prouvable dans MALL, alors il existe une
preuve D de ce séquent qui se conclut par une inférence de formule principale N.

Il s’agit d’une conséquence immédiate de la permutabilité et de la propriété de res-

triction de la régle initiale & sa version atomique. La réversibilité des négatifs peut éga-
lement s’obtenir facilement par la propriété d’élimination des coupures : par exemple, si
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9.4.

D

F I, A B, alors on peut constuire :

> FaAl " B Bt g]
FT, A% B FA B At ® Bt
FT.4.B cut
D = T.AsE

et D' se réduit sur une preuve sans coupure de la forme souhaitée.

Graphes de Focalisation

9.4.1 Etude des troncs positifs

Nous avons étudié les propriétés de permutabilité des régles d’inférence de MALL dans
la section précédente, ce qui nous donne la premiére moitié de la propriété de focalisation,
a savoir 'inversibilité des formules négatives.

Nous étudions maintenant la propriété de focalisation des formules positives. Il s’agit
donc d’étudier une propriété des preuves des séquents ne contenant que des formules posi-
tives ou des littéraux.

Définition 9.9 (Séquents négatifs, positifs)

— Un séquent MALL contenant au moins une fomule négative non-littérale est né-
gatif;

— un séquent est positif lorsqu’il ne contient aucune formule non-littérale négative
et au moins une formule non-littérale positive;

— on parlera sinon de séquent atomique.

Les seules régles qui peuvent étre appliquées a un séquent positif sont des régles positives
(le cas de la coupure sera traité plus tard, en section []).

Pour prouver la propriété de focalisation des positifs, on va s’intéresser a la géométrie
d’une partie seulement d’une preuve d’'un séquent positif, son tronc positif :

Définition 9.10 ( Tronc positif)

Etant donnée une preuve MALL D d’un séquent positif S on définit le tronc positif
DT de D comme étant le préfixe maximal de I'arbre D ne contenant que des régles

positives.

DT est donc I'arbre commencant a la racine de D et dont les feuilles sont les séquents-
conclusions des premiéres régles non-positives rencontrées sur chacune des branches de
I’arbre, si une telle régle existe.

Définition 9.11 (Frontiére d’un tronc positif)

‘ La frontiére d’un tronc positif Dt est ’ensemble des feuilles de DT.

La frontiére d’un tronc positif contient uniquement des séquents négatifs ou atomiques,
mais jamais de séquent positif.

Définition 9.12 (Formules actives dans un tronc positif)

Les formules actives dans un tronc positif D sont les formules du séquent-racine S
auxquelles on a appliqué une régle d’inférence dans le tronc considéré.
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1

FI1G. 9.2 — Tronc positif et frontiére associés a la preuve de la figure [CT7

On donne en figure un exemple de tronc positif. Les séquents de la frontiére sont

encadrés.
Remarque 9.13

Quand on traitera le cas des exponentiels en section [I., on verra que I’on peut ajouter
une condition pour raccourcir une branche du tronc positif, cette condition peut aussi
étre considérée comme exprimant le fait que la régle pour ! est bipolaire, ¢’est-a-dire a
la fois positive et negative.

Nous définissons une relation sur les occurrences de formules impliquées dans D : F < G

si, et seulement si, G est sous-formule (ou sous-occurrence) de F' dans le sens précis ou
I’occurrence G est obtenue a partir de la décomposition de F' le long d’une branche de II.

Définition 9.14 (<-relation)

La relation de sous-occurrence (notée <) sur les occurrences de formules apparais-
sant dans D est la cloture réflexive et transitive de la relation binaire <! définie par
F <! G s’il existe dans D une régle o de séquent conclusion S et de prémisses (S;)icr
telles que
— soit F' est la formule principale de S et G est une sous-formule de F' produite par
la régle o« dans 'un des S;.
— soit I' n’est pas la formule principale de S et GG est une occurrence de la formule
F dans I'un des S;.
Si F' < G on dit que G est une <-sous-formule de F' ou un descendant de F'.

Le lemme suivant nous aidera & prouver le résultat principal :
Lemme 9.15

Soit D' un tronc positif de racine S et de fontiére F. Pour tout 8’ € F la relation <
définit une fonction injective de S’ dans S.

Démonstration: Nous prouvons en fait un résultat plus fort : le résultat tient pour tout

séquent apparaissant dans le tronc, et pas seulement pour les séquents de F. Le
résultat est prouvé par induction sur la hauteur du séquent considéré dans D7 :
— Le cas de base est trivial puisque le séquent considéré est S lui-méme (on se
rappelle que < est réflexive) : on prend I'identité comme fonction.
— On suppose le résultat vrai pour une hauteur donnée n < h(D™) et on suppose
n+1 < h(DT). Soit S,41 un séquent de hauteur n + 1 et soit « la régle dont
Sn+1 est une prémisse. On appelle S, la conclusion de a.
Par hypothése d’induction S,, satisfait la condition.
On peut par ailleurs définir une fonction injective ¢, de S,+1 (vu comme en-
semble d’occurences de formules) dans S,, comme suit : 1, (G) = F si F <! G.
La fonction ainsi construite est injective grace au fait que toute régle MALL
positive produit au plus (et en fait exactement) une sous-formule de la formule
principale dans chaque prémisse de la régle. En composant la fonction que I'on
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vient de construire a la fonction injective qui nous est fournie par ’hypothése
d’induction, on voit que S,,41 satisfait la condition.

Par induction on obtient le résultat attendu.

Lemme 9.16

Soit I un séquent positif et D une preuve de - T'.

Si F' € T est telle qu’aucune régle [®] n’est appliquée a une <-sous-formule de F
dans DT, alors il existe exactement un séquent de la frontiére de Dt contenant une
formule G telle que F < G, a moins que la frontiére de D ne soit vide.

Remarque 9.17

Une formule satisfaisant la condition du lemme précédent est dite non-branchante.

Lorsqu’au contraire une régle [®] est appliquée a une <-sous-formule de F' dans D7,
alors il peut y avoir plusieurs séquents de la frontiére contenant des formules G telles
que F < G, comme illustré par la formule s @ (¢- 2 r1) de la figure [I2

Démonstration: On montre le résultat par induction sur le nombre de régles [®] apparaissant
dans Dt.

S’il n’y a aucune régle [®] dans D, alors DT est une simple séquence de séquents
qui se termine en un séquent de la frontiére ('utilisation de la régle [1] est impossible
car on suppose la frontiére non-vide). Toutes les régles positives, a I’exception de [®)]
et [1], sont telles que pour chaque formules F' de la conclusion de la régle, il y a une
et une seule formule G de la prémisse telle que F' < G.

Supposons que le tronc positif contienne n + 1 régles [®] et que le résultat soit
vrai pour j < n. Considérons la régle [®] la plus basse du tronc positif (c’est-a-dire le
premier branchement de la preuve) qui a deux prémisses S; et Sa. Soit F' une formule
non-branchante de la conclusion du tronc positif, elle a forcément une <-sous-formule
F’ dans la conclusion de cette régle (méme argument que ci-dessus) qui est dans 'une
des deux portions du contexte. Il y a donc une formule F”, F < F” dans I'une des
deux prémisses exactement, par exemple S;. On considére la sous-preuve D; de D
enracinée en S; et le tronc positif @1+ de Dy, qui est un sous-arbre de DT La frontiére
de D" est une partie de la frontiére de D est elle est non-vide puisque S; contient
plus d’une formule. On peut donc appliquer I’hypothése d’induction &4 D;" montrant
qu’il existe exactement un séquent de la frontiére de D; contenant une formule G
telle que F' < F/ < F" < G. Par ailleurs, les séquents de la frontiére au-dessus de So
ne peuvent pas contenir de descendant de F' puisque Sz ne contient lui-méme aucun
descendant de F'. Ceci conclut la preuve du lemme.

9.4.2 Une abstraction des preuves : les graphes de focalisation
Maintenant que nous avons vu quelques propriétés des troncs positifs, nous introduisons
un graphe construit & partir des tronc positifs qui est une abstraction de la preuve ne

retenant que certaines informations relatives au possibilités de permutations des formules
de la conclusion ; il s’agit du graphe de focalisation de la preuve.

A un tronc positif, on associe un graphe comme suit :
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Définition 9.18 (Graphe de Focalisation)

graphe dont
— les sommets du graphe sont les formules actives de D™ ;

négative F' de F et une <-sous-formule positive G' de G.

Exemple 9.19

Le Graphe de Focalisation associé a notre exemple de preuve de la figure [[ T4 est :

st@1  s@@twrt)—pa(ger)

Etant donné un tronc positif D, on définit le Graphe de Focalisation G comme le

— les arétes du graphe sont définies comme suit : il y a une aréte de F' a GG si, et
seulement si, il y a un séquent S’ dans la frontiére contenant une <-sous-formule

Le graphe de I'exemple précédent est acyclique. On va montrer dans la suite que 'acy-
clicité est une propriété toujours vraie des graphes de focalisation, ce qui sera l'étape
importante pour achever notre preuve de focalisation.

Lemme 9.20

Si 8" et S” sont des séquents qui apparaissent dans des branches différentes de DT,
alors il y a au plus une formule de la racine de DT qui a des <-sous-formules a la fois

dans S’ et dans S”.

Démonstration: Nous raisonnons par ’absurde et supposons que ce ne soit pas le cas : soient
F, G deux formules de la racine de D" et F/',G' € S’ et F”",G" € 8" avec F' < F', F"
et G <G, G".

Soit & = &’ A'S” le plus haut prédécesseur commun aux deux séquents dans le
tronc positif. Du fait de la maximalité de S, il s’agit forcément d’une régle branchante,
c’est-a-dire d’une régle [®] ayant deux prémisses S} et S{/, avec S’ et §” se trouvant
chacun au-dessus d’une prémisse différente de la régle. La formule principale H de la
régle ne peut pas étre <-sous-formule de F' et de G, par exemple F' £ H. Pour que
F < F', F” il faut qu’il y ait une <-sous-formule de F' dans chacune des prémisses
Sy et Sff, ce qui entraine qu'il y a deux formules F{j et F{J' dans le séquent conclusion
de la régle [®], contredisant le lemme

9.4.3 Acyclicité des graphes de focalisation
Proposition 9.21

Soit § un séquent positif et D une preuve de S.
Le Graphe de Focalisation de D est acyclique.

Démonstration: Nous prouvons le résultat par I’absurde.

Soit G le graphe de focalisation associé & DT. Supposons que G ait un cycle et
considérons un tel cycle de longueur minimale (F} — F» — -+ — F,, — F) dans G.
Considérons S, ..., S, les séquents de la frontiére qui justifient les flaches du cycle.

Grace au lemme 220 ces séquents sont en fait définis de maniére unique. Dans
le méme ordre d’idée, on peut noter immédiatement que le cycle est nécessairement
de longueur n > 2 : grace au lemme @10, deux <-sous-formules de la méme formule
ne peuvent jamais étre dans le méme séquent de la frontiére du tronc positif et par
le lemme il ne peut donc pas y avoir de cycle de longueur un.

Soit Sy = A1 Si, le plus haut séquent dans D7 tel que les S; soient toutes des
feuilles du sous-arbre de D% enraciné en Sy. Nous allons obtenir la contradiction en
étudiant Sy et en raisonnant par cas sur la derniére régle appliquée a ce séquent Sy :
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— cette régle ne peut pas étre la régle [1] puisque cette régle ne produit pas de
prémisse et donc qu’il y aurait un cycle vide ce qui n’a pas de sens. N'importe
quelle autre régle sans prémisse conduirait & la méme contradiction.

— Si la régle est 'une des régles [@;], alors la prémisse S) de la régle satisfait
également la condition requise pour Sy (& savoir que tous les S; se trouvent
dans la preuve enracinée en S)) ce qui contredirait la maximalité de Sp. Si
la régle est n’importe quelle autre régle non-branchante, la maximalité de Sy
produirait également la contradiction.

— En conséquence, la régle doit étre branchante : cela ne peut donc étre qu’une
régle [®]. On note respectivement Sy, et Sk les prémisses de gauche et de droite
de Sp. Soit G = G, ® Gg la formule principale dans Sy et soit F' la formule
active du tronc telle que F' < G. On a deux possibilités :

(i) soit F' € {Fi,...,F,} et F est la seule formule du cycle ayant a la fois des
=<-sous-formules dans la prémisse de droite et dans la prémisse de gauche,

(i) soit F' ¢ {Fy,...,F,} et dans ce cas aucune formule du cycle n’a de <-
sous-formule dans les deux prémisses.

Soit alors I, (resp. Ir) les ensembles d’indices des formules actives de la racine
S ayant des sous-formules (en relation <) seulement dans la prémisse de gauche
(resp. de droite). Clairement, ni I, ni Ir n’est vide sinon cela contredirait la
maximalité de Sp. En effet, si Iy, = 0, alors S satisferait la condition d’étre
dominé par tous les S;,1 < i < n et Sy ne serait plus maximal. Par définition
des deux ensembles d’indices, on a bien sir I, NIz = 0 et la seule formule du
cycle qui peut ne pas se trouver dans I, U Ir est F' si nous sommes dans le cas
(i) : dans le cas (ii) toutes les formules du cycle ont leur indice soit dans I,
soit dans Ig.

En conséquence, il doit y avoir une fleche dans le cycle (et donc dans le graphe)
partant d’une formule de I, vers une formule de Iz (ou le contraire) : en effet,
le cycle peut passer une fois par la formule F' dans le cas (i) mais pas deux
ou alors cela contredirait la minimalité du cycle. Soient i € I, et j € Ir des
indices tels que, par exemple, F; — F; est dans G et soit S’ le séquent de la
frontiére responsable de cette aréte. S’ contient I et F et par définition des
ensembles I et Ir, S’ ne peut pas étre dans I’arbre enraciné en Sy ce qui est
en contradiction avec la maniére dont on a construit Sgp.

En conséquence, il ne peut y avoir aucun cycle dans le graphe.

9.4.4 Pré-focalisation

L’acyclicité du graphe de focalisation nous assure que le graphe a une source, c’est-a-
dire une formule qui n’est pointée par aucune autre formule dans le graphe, c’est-a-dire une
formule telle que lorsqu’un séquent de la frontiére contient une de ses <-sous-occurrences
F, la sous-formule en question n’est pas positive (elle est soit négative soit atomique).

En d’autres termes, cela signifie qu’il y a une formule active du séquent racine dont le
niveau le plus élevé de connecteurs positifs est complétement décomposé au sein du tronc
positif, et cela indépendamment de toute discipline de focalisation : il s’agit d’une propriété
générale de la géométrie des preuves de MALL.

On peut voir cela comme une sorte de résultat de focalisation implicite. En quelque
sorte, cela nous dit qu’il y a une formule qui est déja implicitement focalisée dans le tronc
positif puisque, du fait de la permutabilité des régles positives entre elles, I'ordre de deux
régles positives n’importe pas.
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F1G. 9.3 — Preuve pré-focalisée correspondant & la preuve de la figure [CT4

Grace a la permutabilité pleine des négatifs, & la permutabilité faible des positifs et
a l’acyclicité du graphe de focalisation, nous pouvons en déduire que, étant donnée une
preuve MALL sans coupure D d'un séquent - I', on peut transformer cette preuve en une
autre preuve 9’ qui satisfait une discipline que ’on appelle pré-focalisation :

Définition 9.22 (Preuve pré-focalisée)

Une preuve D MALL sans coupure d’un séquent S est pré-focalisée si, étant donné
un séquent S’ de D :
— Si 8’ est un séquent négatif, S’ est conclusion d’une régle négative ;
~ Si 8’ est un séquent positif, prémisse d’une régle positive r de formule principale
F, alors la régle positive v’ dont S est conclusion a pour formule principale une
sous-occurrence de F', a moins que cette sous-occurrence ne soit atomique;
~ Si 8’ est atomique, on lui applique une régle initiale.

On montre en figure un exemple de preuve pré-focalisée. Les formules positives qui
sont les foyers sont mises en valeur.

Théoréme 9.23 (Pré-focalisation)

Si D est une preuve MALL sans coupure d’un séquent S, elle peut étre transformée,
par permutation de régles d’inférence, en une preuve pré-focalisée D',

Démonstration: On définit grace aux résultats précédents la transformation suivante, dite de
pré-focalisation, sur les preuves de LL :

1. Phase négative : Si S est négatif, grace a la permutabilité pleine des négatifs,
on peut permuter vers le bas toutes les régles négatives de telle sorte que D est
transformée en une preuve D’ ou la partie inférieure de ’arbre n’est constituée
que de régles négatives jusqu’au point ol les branches de ’arbre atteignent des
séquents positifs ou atomiques, racines de sous-preuves D;, on applique alors le
processus de pré-focalisation aux D; ;

2. Phase positive : Si S est positif, le graphe de focalisation associé nous assure de
I’existence d’une source, disons P, que ’on sélectionne comme foyer. Grace a la
permutabilité faible des positifs, on peut amener les régles d’inférences positives
dont les formules principales sont les <-sous-occurrences de P & permuter vers
le bas de telle sorte que D est transformée en un arbre 2’ tel que le préfixe
maximal ne contenant que des régles appliquées & P et & ses <-sous-formulas
positives décompose P jusqu’a des sous-formules négatives ou atomiques. Il nous
reste donc seulement des séquents négatifs ou atomiques ou des séquents positifs
dans lesquels les sous-formules de P sont des atomes ;

3. Cas atomique : Si S est atomique, on termine puisque D étant une preuve
sans coupure, elle ne peut que consister en une régle initiale qui est de la forme
requise par la pré-focalisation.
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9.5.

Le processus de pré-focalisation d’une preuve MALL sans coupure est clairement ter-
minant puisque les utilisations récursives du processus sont, appliquées a des séquents
possédant strictement moins de connecteurs que le séquent de départ.

O

Nous avons appelé le processus précédent processus de pré-focalisation car il ne cor-
respond pas exactement & la discipline de focalisation considérée par Andreoli au niveau du
traitement des atomes vis-a-vis de la focalisation : les atomes ne sont en effet par intégrés
dans le processus de focalisation. Nous allons voir dans le paragraphe suivant comment
adapter de maniére trés simple notre méthode pour obtenir précisément le systéme d’An-
dreoli.

Traitement des atomes

Traitement des littéraux dans X3 La discipline de focalisation considérée par Andreoli
grace au systéme X3 est légérement différente de ce que nous avons considéré jusque la
puisqu’il contraint également 'utilisation de la régle initiale, ce que la pré-focalisation ne
fait pas.

Dans Y3 en effet, la régle initiale se trouve présentée en deux versionsﬂ, [11] et [I2]. On
remarque que la régle intiale ne peut étre appliquée que durant une phase de focalisation
et sur des littéraux positifs :

[11] [12]

Fos Xt X Fo,o XL X

ou X est un littéral positif.
Par ailleurs, la régle permettant de sortir d’une phase focalisée :

Fy: AN F
PV:ANE By
FU:A|F
n’est applicable que lorsque la formule F' est négative.

En particulier, le séquent F a- @ 0,0 @ a n’aurait qu’une seule preuve focaliséeﬁ :

(1]
o]

Fal,a
Fat,0®a
Fat®0,00a

'TLa régle [I2] n’a de sens que dans le cas ot I'on traite les exponentiels, ce que nous ferons dans la
prochaine section.
(1]

[@1]

RAo

Feratla

Fratl0da

F:0®a,at -

F:0®afat

F:0®alat

F:0®dalat @O

Feat®0,00ar-

Fiat®0140da

?Dans X3, cette preuve serait : - -: - ff at © 0,0 a

[@o]

RA
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alors que la pré-focalisation que nous avons vu précédemment permet de construire une
deuxiéme preuve pré-focalisée en plus de la preuve ci-dessus :

[@o]
[©1]

Fal,a
Fal @®0,a
Fat®0,0®a

En effet, le graphe de focalisation de n’importe quelle preuve sans coupure de - a- @
0,0 @ a aurait deux sources et aucune aréte, permettant dans le processus de pré-
focalisation décrit par la preuve du théoréme de choisir n'importe quel foyer.

Le systéme d’Andreoli ajoute donc des contraintes supplémentaires & la recherche de
preuve tout en conservant la complétude du systéme focalisé.

Nous allons maintenant voir que notre technique se généralise naturellement de maniére
a permettre de capturer exactement la discipline de focalisation d’Andreoli ainsi qu’une
série de disciplines de focalisation qui ont des maniéres de traiter les littéraux différentes.
Nous introduisons pour cela les assignations de biais de maniére & traiter ce cas.

Quel intérét a4 un traitement des littéraux? Les littéraux sont par essence des
formules inconnues, formules non encore instanciées ou formules dont la structure n’a pas
vocation a étre utilisée dans le cours de la preuve.

On peut se demander quel intérét il y a & étudier la focalisation au sujet des littéraux.
Nous tentons de donner quelques explications & ce sujet :

— Tout d’abord, il est certain que le coeur des résultats de focalisation ne réside pas dans
la question des formules atomiques, mais bien dans les interactions entre les différentes
régles du calcul des séquents de LL. En effet, une régle initiale peut toujours étre
expansée et, dans des formalismes comme la ludique, on peut méme se passer de la
régle initiale en considérant des n-expansions infinies de I'axiome ;

— Comme nous allons le voir, la contrainte d’Andreoli (focalisation sur les littéraux
positifs) n’est que 'une des multiples contraintes que ’on peut appliquer a la régle
initiale de maniére a obtenir un systéme focalisé complet.

— Le fait d’imposer une contrainte sur l'utilisation de la régle initiale comme le fait
Andreoli permet de réduire encore ’espace de recherche de preuve. Cela peut étre
intéressant du point de vue du quotient de 'espace des preuves de LL que ’on obtient
ainsi et cela peut étre intéressant pour rechercher des preuves de maniére plus efficace ;

— Il faudra tout de méme se demander, dans cette optique, si la discipline consistant
a imposer la focalisation sur les atomes positifs est nécessairement la discipline op-
timale. Si I'on considére par exemple les clauses de Horn du programme logique
spécifiant la suite de Fibonacci (fibo, )nen :

1ib(0,0).
fib(1,1).
Vn.VzVy. fib(n,z) =
fib(n + 1,y) = fib(n + 2,z + y).

On constate [LMO7]| que si tous les littéraux positifs regoivent un biais négatif, alors
fib(n, fibo,,) ne posséde qu’une preuve focalisée qui est exponentielle en n tandis que
si les littéraux positifs recoivent un biais positif, alors il existe plusieurs preuves
focalisées, dont la plus courte est linéaire en n.

Cette différence témoigne de la différence entre le raisonnement par chainage arriére
et le raisonnement par chainage avant.
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9.5.1 Assignation de biais

Dans la section ol nous avons défini la pré-focalisation, les atomes n’étaient pas polarisés
et n’intervenaient donc pas dans la construction du graphe de focalisation.

Nous allons maintenant étudier la maniére dont le graphe de focalisation est affecté si
nous assignons des polarités aux atomes, ce que nous appellerons dans ce cas des biais. Un
atome qui recoit une polarité positive (resp. négative) contribuera maintenant aux arétes
du graphe de focalisation comme toute formule positive (resp. négative).

La discipline d’Andreoli définie par le systéme X3 correspond au fait de considérer
comme positifs les littéraux positifs et comme négatifs les littéraux négatifs, mais nous
allons considérer tout un ensemble d’autres possibilités dans lesquelles ’attribution d’une
polarité a un atome peut éventuellement varier en fonction de l'occurrence de cet atome
dans la preuve.

On commence en donnant une définition abstraite visant & définir ’ensemble des positions
possibles pour un séquent dans un arbre de preuve d’une conclusion donnée :

Définition 9.24

Etant donné un séquent prouvable S, on appelle Ps (pour 'ensemble des positions
disponibles de S) I’ensemble contenant toutes les branches de tous les arbres de preuve
possibles pour S.

On écrira Og pour I'ensemble des occurrences de littéraux dans S.

Définition 9.25 (Assignation de biais Bgs)

Une assignation de biais pour un séquent prouvable S, noté Bs, est une fonction
partielle de Ps x Os vers {—;+}.

On dira qu’'une occurrence de littéral [ a un biais positif (resp. négatif) dans un séquent
d’une preuve D si Iassignation de biais est définie pour [ dans ce séquent et vaut + (resp.
—). Si lassignation de biais n’est pas définie, on dira que le littéral est neutre dans ce
séquent.

Nous donnons ici quelques exemples d’assignations de biais typiques :
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n ma n ma

Faq.q For,r
l—q®r,ql,rL
Fp@(ger),gt,rt
Fp@(ger),gtwrt Z
Fpe(qer),s® (¢hgr), st F1

Fp®(q®r),s®@ (¢-wrt),st®1

|—§,5L ma

1
®

F1G. 9.4 — Preuve focalisée correspondant a la preuve de la figure [LT7

Exemple 9.26

— L’assignation de biais qui n’est définie nulle part correspond a la situation de
la partie précédente.

— L’assignation de biais d’Andreoli, B>3, est la fonction définie comme : pour
chaque atome a, B¥(_,a) = + et B¥(_,at) = —.

Plus généralement, ’assignation de biais peut ne pas dépendre de la premiére
composante et donner la méme polarité a différentes occurrences du méme littéral.
On parlera dans ce cas d’une assignation de biais «<atom-based».

— On peut considérer des assignations de biais qui dépendent de la position de
littéral considéré dans ’arbre. Pour de tels assignations de biais b, b(p, a) peut étre
différent de b(q,a). Dans ce cas on parle d’une assignation de biais «occurrence-
based».

On peut considérer diverses conditions de cohérence pour les assignations.

Par exemple, on peut demander qu’en traversant I’arbre de démonstration le long
d’une branche a partir de la racine, la polarité ne change pas une fois qu’elle est
définie : si p et q sont deux branches, p étant une extension de q et si b(q,a) \,
alors b(p, a) \, alors b(p,a) = b(q,a).

On peut aussi considérer des assignations de biais totalement arbitraires, mais
il faudra faire attention a leur cohérence vis-a-vis de la permutation de régles
d’inférence au cours du processus de focalisation.

Définition 9.27 (Les B-Graphes de Focalisation)

Etant donné un séquent positif S, une preuve D de S et une assignation de biais B pour
S, on définit le B-Graphe de Focalisation gg? comme dans la sous-section précédente
(les sommets sont les formules actives du tronc positif et les arétes sont définies grace
aux formules apparaissant dans un séquent de la frontiére) mais en considérant comme
négatifs les littéraux a biais négatif et comme positifs les littéraux a biais positif.

Les littéraux neutres sont traités comme auparavant : ils ne contribuent pas au
graphe.

L’assignation de biais a pour conséquence qu’il y a plus d’arétes dans le B-Graphe
de Focalisation. Par exemple, avec B>3, le graphe de focalisation de notre exemple de la

figure [CTT est le suivant :

sT®1—s@(@ ®rt) —po(¢ar)

Nous allons étudier dans la section suivante ’acyclicité des B-graphes de focalisation.
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9.5.2 Focalisation a la Andreoli
Proposition 9.28

Etant donné un séquent positif S et une preuve D de S, le B>3-Graphe de Focalisation
b3} .
Qg ® est acyclique.

Démonstration: On vérifie simplement que ’ajout d’arétes supplémentaires n’a aucun effet
sur les arguments qu’on utilisait pour la preuve précédente de la proposition
puisqu'’ils ne concernaient que la structure de partitionnement des contextes pour les
régles branchantes. Dés que les arétes ne relient que des formules du séquent conclu-
sion dont des sous-occurrences apparaissent dans un méme séquent de la frontiére,
on est assuré de ’acyclicité.

O

La proposition précédente peut méme s’étendre comme suit, la démonstration ci-dessus
étant valide dans ce cas plus général :

Proposition 9.29

Etant donné un séquent positif S et une preuve D de S, quelle que soit I’assignation
de biais B que I'on choisit, le B-Graphe de Focalisation Qg est acyclique.

Nous pouvons maintenant définir les preuves focalisées de MALL et énoncer le résultat
principal concernant la focalisation :

Définition 9.30 (Preuve Focalisée de MALL)

Une preuve D MALL sans coupure d’'un séquent S est focalisée si, pour tout séquent
S de D :

— Si 8’ est un séquent négatif, S est conclusion d’une régle négative ;

— Si & est un séquent prémisse d’une régle positive r de formule principale F, alors
la régle positive v’ dont S’ est conclusion a pour formule principale une sous-
occurrence de F', & moins que cette sous-occurrence ne soit un littéral négatif.

— Si 8’ est atomique, on lui applique une régle initiale.

Remarque 9.31

La définition précédente impose en particulier que si S est un séquent prémisse d’une
régle positive r de formule principale F' telle que la sous-occurrence de F' dans S est
un littéral positif, alors S est un séquent atomique conclusion d’une régle initiale.

Remarque 9.32

On présente en figure une adaptation du systéme focalisé d’Andreoli pour MALL.
A condition de traiter la portion L de droite des séquents de type - A {+ L comme
une liste non-ordonnée de formules, les preuves focalisées de la définition précédente
peuvent étre annotées (en insérant des inférences de la forme de type R {} ou R || quand
c’est nécessaire) de maniére a satisfaire les contraintes du systéme de la figure [Z3.

Théoréme 9.33 (B*2-Focalisation pour MALL)

Si D est une preuve MALL sans coupure d’un séquent S, elle peut étre transformée, par
un processus de permutation de régles d’inférence appelé focalisation, en une preuve

focalisée D'.

Démonstration: Le processus de focalisation est identique au processus de pré-focalisation
de la section précédente, 4 ceci prés qu’on utilise maintenant les B>3-graphes de
focalisation pour choisir une source.

204



FAQL FAQFG,L FAQNFEL FAQG,L

FATLLLY FAMFsSGL® FAQT.L | FANF&G.L
. FAUF FALG AR ] FAL R ]
o1 FALA L F®G FA Y FyliplusFy ©° FAYFy @ Fy B
CAFRL o EARE L FALF

= N~ _ == D e _=v-
FAfQFEL FALF FXEUX FAF -

F1a. 9.5 — Le systéme X3 pour MALL. Les contraintes sur les régles sont les suivantes :
dans R 1y, F' est positive ou bien un littéral négatif tandis que dans R ||, F' est négative.
Dans I, X est un littéral positif. Dans D, F n’est pas négative.

La polarisation des atomes de B2 assure que la contrainte sur les régles initiales
est vérifiée. En effet, supposons qu’une formule F' d’un séquent positif S soit une
source du B>?-graphe de focalisation G et ait une sous-occurrence a dans un séquent
S’ de la frontiére du graphe qui est un littéral positif alors dans ce cas, le séquent S’
est forcément atomique (sinon, il est conclusion d’une régle négative et en conséquence
il y a une formule négative en conclusion ce qui contredit le fait que F' soit une source
de G) et de plus, la formule a’ est déja présente dans la conclusion du tronc positif
(sinon, elle serait sous-occurrence d’une formule active G du tronc positif et on aurait
donc une aréte de G vers F' dans le graphe).

Il s’agit enfin simplement de vérifier que la permutation des positifs préserve la
condition de polarité des positifs. Ceci n’est pas forcément le cas avec une assignation
de biais arbitraire. Comme il s’agit d’une assignation de biais atom-based, la permu-
tation vers le bas ne pose pas de probléme et la commutation vers le bas de toutes
les régles du tronc positif dont la formule principale est une sous-occurrence de F
aboutit au fait que la régle initiale est bien appliquée au cours d’une phase focalisée
produisant la formule a.

O

Comme on l'a vu dans la preuve, 'acyclicité du graphe qui est vraie quelle que soit
I’assignation de biais ne suffit pas pour avoir une procédure de focalisation qui prenne
en compte les atomes : encore faut-il que la phase de permutation vers le bas des regles
positives ne modifie pas les polarités des atomes. Certaines assignations de biais peuvent
mener a des incohérences. Nous étudions maintenant quelques assignations de biais qui
permettent, ou non, de définir une discipline de focalisation.

Assignations de biais atom-based. Toutes les assignations de biais aux atomes (c’est-
a~dire qui donne toujours la méme polarité & un atome quelle que soit sa position) per-
mettent de définir une focalisation par la méthode des graphes de focalisation : la preuve
du théoréme fonctionne directement dans ce cadre.

Assignation d’un biais négatif au premier atome rencontré. On s’intéresse a
l’assignation de biais qui assigne un biais négatif au premier biais rencontré lors de la
construction de preuve.
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Définition 9.34 (B7)

Etant donné un séquent S, on définit I’assignation de biais B~ comme suit :

— B~ (¢,a) n’est défini nulle part ;

— si p € Ps, B~ (p,a) est défini si, et seulement si, B~ (p,a’) est défini avec la
polarité opposée;

~sip-8 € Ps,si B (p,a) =+ (resp. B~ (p,a) = —), alors B~ (p-S’,a) = + (resp.
B=(p-§,a)=-);

~sip-8' € Ps, B~ (p,a) et B~(p,a") ne sont pas définis :
~siat €8, alors B~ (p-S',a) = +;
— sinon, si a a une occurrence dans ', alors B~ (p-8',a) = —;
— sinon, les atomes a, a’ n’ont pas d’occurrence dans S', et B~(p-S’,a) et B~ (p-

S’,a") ne sont pas définis.

On sait par la proposition que le B~ -graphe de focalisation est acyclique.

Nous vérifions maintant que la procédure de focalisation produit une preuve satisfaisant
les contraintes souhaitées :
Proposition 9.35

Soit S un séquent positif, D une preuve de S et F une source du graphe de focalisation
associé a DT . La preuve obtenue en faisant permuter vers le bas les régles d’inférences
de DT dont les formules principales sont des sous-occurrences de F' produit une preuve
qui focalise sur F'.

Démonstration: On doit simplement vérifier que la condition sur les régles initiales est véri-
fice. Supposons qu’un séquent S;n; =F a, a™ est dans la frontiére de D et supposons,
par exemple, que a est une sous-occurrence de F' (le cas ol ni a, ni a* n’est sous-
occurrence de F' ne nous intéresse pas). Puisque F est une source du graphe, de deux
choses I'une :

— soit B~ (p - Sini,a) = —;

— soit B~ (p - Sipi,a) = + et at € S.
Dans le premier cas, cela signifie que I’atome a est apparu dans un séquent de DT
plus bas que a* (en effet, puisqu’on est dans un tronc positif, il n’est pas possible
que les deux atomes apparaissent dans le méme séquent) auquel cas, la permutation
vers le bas des régles appliquées aux sous-occurrences de F' maintient cet invariant de
la preuve. Dans le second cas, I'inférence de formule principale la sous-occurrence de
F qui crée a, quelles que soient les permutations qu’on leur applique, ne permutera
jamais sous I'inférence créant la formule a* (puisque cette derniére est déja présente
dans la racine du tronc positif), et 'invariant est également maintenu.

O

Cette assignation de biais nous améne & un systéme de preuve de la forme de la fi-
gure Les assignations B; et B, sont obtenues en suivant les conditions de la défini-
tion @34

Ce systéme présente 'intérét, en recherche de preuve, de ne pas avoir & backtracker
lorsque le seul élément problématique pour obtenir une preuve dans X3 est la polarité des
atomes : en effet, tant que la négation d’'un atome a n’apparait pas dans un séquent, une
phase focalisée qui aboutirait sur un a ne peut pas utiliser la régle initiale. Attribuer la
polarité négative au premier atome introduit dans le séquent permet de limiter cet effet de
mauvais choix de foyer.

Assignation de biais qui attribue un biais positif au permier atome rencontré.
Ce cas est l'inverse du précédent et nous le mentionnons pour illustrer un cas ou l’on
n’obtient pas une discipline de focalisation.
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F1G. 9.6 — Le systéme X3 pour MALL avec assignation de biais négatif au premier atome
rencontré. Les contraintes sur les régles sont les suivantes : dans R {, F' est positive ou bien
un littéral négatif tandis que dans R |}, F' est négative. Dans I, X est un littéral positif.
Dans D, F n’est pas négative.

Définition 9.36 (BT)

Etant donné un séquent S, on définit I’assignation de biais BT comme suit :
— BT (e,a) n’est défini nulle part ;
— si p € Ps, BY(p,a) est défini si, et seulement si, BT (p,a
polarité opposée ;
— sip-8' € Ps, si Bt (p,a) = + (resp. BT (p,a) = —), alors Bt (p-S’,a) = + (resp.
Bf(p-§',a)=—);
~sip-8' € Ps, B(p,a) et B (p,at) ne sont pas définis :
~siat €8, alors Bt (p-S',a) = —;
— sinon, si a a une occurrence dans S’, alors BT (p-8',a) = +;
— sinon, les atomes a,a* n’ont pas d’occurrence dans S’, ainsi que Bt(p-S§', a)
et BY(p-S',at) ne sont pas définis.

L) est défini avec la

Un contre-exemple & la focalisation dans ce cas est le séquent considéré au début de
cette section F at @ 0,0 @ a qui n’a pas de preuve focalisée pour BT : en effet, aucune
des deux preuves :

I—aJ-,a z'm['@ ] F al,a in?@ ]
Fal,0®a ! Fat @®0,a 0
T [690] T [@1]
Di=Fa-®0,0da et Dy=Fa-®0,0da

ne vérifie la discipline de focalisation puisqu’apres la premiére instance d’une régle [@;], on
obtient un atome de polarité positive et qu’aucune régle initiale n’est applicable a ce point.

Ce dernier fait est mis en évidence en considérant le graphe de focalisation associé &
chacune des deux preuves considérées :

Gop, : at 0 — 0@a et G, : at®0 — 0da
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9.6.

- A C[F/X],T + A,C[F/X],T

FAFX.CT o -A®B,CIF/X],T
FA® B,3X.C,T — FA® B,3X.C,T
- A CIF/X],T A C[F/X],T o
FA3X.0T FB,A FA® B,C[F/X],T FB.A
FA® B,FX.C,T',A — FA® B,3X.C,T ]

+A[F/X],B[G/Y],T HA[F/X],BIG/Y],T
F A[F/X],3?Y.B,T ) F32X.A,B[G/Y],T
F32X.A4,3°Y.B,T — F32X.A,3°Y.B,T

2 2

F1G. 9.7 — Permutations parmi les connecteurs positifs 3/ &, 3/ ® et 3/3.

Le choix de la seule source de G5, comme foyer conduit a réécrire D; en Dy tandis que
le choix de la seule source de Gp, conduit a tranformer D, en D et le processus ne termine
donc pas.

Extension du résultat 4 tout LL

Notre analyse est pour le moment restreinte au cas des preuves sans coupure pour
MALL propositionnelle.

Nous étendons dans cette section notre méthode des graphes de focalisation & toute
la logique linéaire en montrant comment traiter les quantificateurs, la coupure et les ex-
ponentiels avant de présenter des extensions du résultat de focalisation dans la section
suivante.

9.6.1 Les quantificateurs

La preuve que nous avons proposée dans la premiére partie de ce chapitre peut étre
directement étendue au cas des quantificateurs du premier ordre comme du second ordre :

Propriétés de permutabilité des quantificateurs. V et V2 sont ajoutés aux connec-
teurs négatifs tandis que 3 et 3% sont ajoutés aux connecteurs positifs. On conserve les
mémes propriétés de permutabilité :

— Nous montrons en figure les permutations additionnelles entre les inférences po-
sitives provoquées par U'introduction des existentiels : 3/ @, 3/ ® et 3/3. Les per-
mutations sont identiques pour 3 et 3, nous ne montrons donc que le cas du second
ordre;

— Nous montrons en figure [I8 les permutations additionnelles entre les inférences néga-
tives provoquées par 'introduction des universels. Les permutations sont identiques
pour V et V2, nous ne montrons donc que le cas du second ordre:

— Nous montrons en figure [0 les permutations de I'universel sous les positifs (on peut,
si besoin, renommer la variable X en une variable qui n’est libre ni dans I', ni dans
A, ni dans B);

— Nous montrons en figure les permutations des négatifs sous ’existentiel ;

La définition des troncs positifs, des graphes de focalisation et des preuves focalisées

s’étend sans probléme. L’acyclicité du graphe de focalisation est préservée par le fait que
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FABCT A B,C,T

FABYVXCT " A% B,CT
F A% B,V?X.C,T’ — F A% B,V?X.C,T v
HACT 2 HB,C,T 2 FACT FACT
FAV2X.C.T l—B,v2X.C,F& FA&B,C,, T

A& B,Y2X.C,T — +A&B,V2X.C,T v
FA BT FA BT
—v2 —v2
A V2Y.B,T FV2X.A B,T

2

2
FV2X.AV?Y.B,T v — FV2X.A,V?Y.B,T v

FiG. 9.8 — Permutations parmi les connecteurs négatifs.

HACT 0 FACT
Ty o V(%) — @
FAV2X.C,T - FAo®B,C.T 2 ()

*
FA® B YV2X.C,T — FA®B,V2X.C,T
FACT HACT
v Ao V) — 1 ®
FAY2X.C,T I—B,A@ FA®B,C,T I—B,sz %)
FA® B,YV?X.C,T,A — FA®B,V?X.C,T’
- A[F/X],B,T 7 (3 - A[F/X],B,T
*
F A[F/X],V?Y.B,T i F3X.A BT ", )
*
F32X.A,V2Y.B,T — F32X.A,V2Y.B,T

F1G. 9.9 — Permutations de 'universel sous les positifs.

les régles pour les quantificateurs sont non-branchantes, ce qui nous permet de conclure
I’énoncé suivant :

Théoréme 9.37 (Focalisation pour MALL avec quantificateurs)

Si D est une preuve MALL avec quantificateurs sans coupure d’un séquent S, elle peut
étre transformée, par un processus de permutation de régles d’inférence, en une preuve
focalisée D'

9.6.2 La coupure

Nous obtenons également facilement le résultat de focalisation pour la coupure. La
simplicité de cette extension provient de la souplesse des graphes de focalisation qui nous
permettent d’ajouter facilement une information utile & notre démarche.

Coupure et focalisation. Traiter la régle de coupure dans une analyse de la focalisa-
tion n’est pas une question essentielle lorsqu’on est simplement intéressé par les questions
de complétude et de recherche de preuve. Mais puisque nous présentons une approche dy-
namique du processus de focalisation, il est naturel et important de prendre au sérieux
la regle de coupure. Par exemple, on pourra s’intéresser a 1’étude de la maniére dont la
réduction de coupure et le processus de focalisation interagissent.

209



A B, C[F/X],T + A, B,C[F/X],T
+ A% B,C[F/X],T FA B,3X.CT

2

FA® B 32X.CT — FA®B,3X.CT
FAC[F/X],I' FAC[F/X],T - ACIF/X],T _, FB,C[F/X],T
-A&B,CIF/X],T _, FAPXCT FB,32X.C,T
FA&B,F¥X.CT — FA&B,F¥X.CT

FiG. 9.10 — Permutations des négatifs sous l'existentiel.

La coupure dans 3. Andreoli introduit donc une régle dans le systéme 33 pour la
coupure :
FAJF FA'|Ft
FAA -

cut

La coupure initie donc deux phases de focalisation, l'une sur F, 'autre sur F. Bien sir,
si 'une des deux formules est positive, I’autre est négative et la phase de focalisation la
concernant s’achéve immédiatement grace & une régle R ).

En introduisant cette régle, I'idée d’Andreoli consiste & remarquer que la régle de cou-
pure est trés similaire & une régle ® : remplacer une régle de coupure sur A dans une
preuve D de - I' par une régle ® produit presque une preuve de - T', A @ AL, Il ne s’agit
pas exactement d’une preuve puisque la régle [&], la regle [1] et la régle [V] et [V2] peuvent
poser probléme. Andreoli résout ce probléme en considérant la formule ? A @ A+ au lieu de
A @ At ce qui résoud le probléme pour & et ! mais n’est pas suffisant pour le quantificateur
V : il faudrait en effet clore la formule universellement pour avoir une solution tout a fait
compléte.

Coupure et graphes de focalisation. Dans notre cadre, nous obtiendrons bien une
preuve de - I' A ® A+ : nous ne sommes en effet intéressés que par les régles de coupure
qui s’appliquent au sein d'un tronc positif. On vérifiera facilement que si D" est un tronc
positif pour F I' contenant une régle de coupure sur A alors le remplacement de la coupure
par une régle tenseur sur A ® A' conduit immeédiatement & un tronc positif 2t pour
FT,A ® A" puisque les trois inférences probléematiques du paragraphe précédent ne
peuvent pas apparaitre dans un tronc positif.

Nous n’avons méme pas besoin d’utiliser la preuve elle-méme de F ', A ® AJ-E. Nous
allons simplement utiliser cette analogie de maniére & trouver comment adapter le Graphe
de Focalisation aux preuves avec coupures.

L’analogie entre la coupure et la régle [®] suggére simplement de traiter la régle de
coupure comme une régle positive. En particulier, on constate que la coupure satisfait les
mémes propriétés de permutation avec les régles positives que la régle [®]. En conséquence,
les troncs positifs peuvent contenir des régles de coupure et le graphe de focalisation aura
de nouveaux sommets de la forme Cut(A). On adapte de maniére évidente la relation de
sous-occurrence de maniére a ce que les deux formules de coupure A et A' soient des sous-
occurrence de Cut(A). Les arétes sont créées dans les mémes conditions que précédemment.

La preuve de l'acyclicité des graphes de focalisation de la premiére section s’adapte
immédiatement du fait du partitionnement du contexte dans la régle cut comme dans la
régle [®].

30u plutot le fait qu’il s’agisse bien d’un preuve.
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On étend la notion de preuve focalisée :

Définition 9.38 (Preuve focalisée avec coupure)

Une preuve D de MALL avec coupure d’un séquent S est focalisée si elle remplit les
conditions des définitions et et qu’en outre si 8’ est un séquent positif de
D, prémisse d’une coupure, il est nécessairement conclusion d’une régle d’inférence
appliquée a la formule de coupure sauf s’il s’agit d’un littéral polarisé négativement.

et on a donc, grace aux permutations des positifs :
Théoréme 9.39

La méthode des graphes de focalisation produit des preuves focalisées & partir de preuves
MALL avec coupures.

9.6.3 Les exponentiels

Nous complétons le tableau de la méthode des graphes de focalisation en expliquant
comment traiter les exponentiels. La question de la focalisation pour les exponentiels sou-
léve de nouvelles questions.

Toutes les inférences que nous avons considérées jusque la avaient des propriétés de per-
mutabilité de deux sortes : permutabilités faibles pour les inférences de formule principale
positive ainsi que pour la coupure et permutabilité pleine pour les inférences de formule
principale négative. En particulier, toutes les régles associées & un connecteur donné avaient
les mémes propriétés de permutabilité. La situation des exponentiels est plus complexe
car d’une part des régles structurelles peuvent s’appliquer aux formules qui ont «?» pour
connecteur principal et d’autre part la régle de promotion suppose une synchronisation
avec les formules contextuelles qui doivent étre toutes préfixées par des «7».

Cela a pour conséquence qu’il n’est pas évident d’adapter directement le résultat de
focalisation en utilisant la structure des séquents de LL. Nous avons alors la possibilité de
suivre deux approches : d’une part considérer un calcul dyadique selon les termes d’An-
dreoli [And90] ou calcul mixte selon la terminologie de Girard [Gir(i6] dans lequel une partie
du séquent est gérée de maniére classique et non pas linéaire. L’autre approche consiste a
rester dans les séquents de LL avec une caractérisation des preuves focalisées de LL qui
prenne en compte les exponentiels.

Nous commencons par traiter 'approche dyadique avant de présenter les preuves focali-
sées du systéme linéaire usuel.

Discussion de la régle de promotion. La promotion a une forme particuliére parce
que, contrairement aux autres régles d’inférence du calcul des séquents, elle dépend de la
structure de toutes les formules du contexte : 'une des formules du séquent doit avoir un
«!» tandis que toutes les autres doivent avoir un «7» :

7T, F
ForaF U

Cela indique qu’il y a un niveau particulier de connaissance & propos de la structure
du séquent pour pouvoir appliquer la régle de promotion qui n’est pas ce qu’on utilise
d’habitude en calcul des séquents (il s’agit de I'une des raisons pour laquelle on parle de
modalités & propos des connecteurs exponentiels). C’est également reflété par la maniére
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dont la régle du «!» est implémentée dans les systémes de programmation en logique linéaire
ou par la structure des boites exponentielles dans les réseaux de démonstration.

On voit en fait que deux sortes d’opérations sont effectuées avec la régle [1]

— la classification de F' comme une formule portant un «7» d’un coté,

— le retrait du «!» de ! G quand ! G est la seule formule qui n’a pas de «7».

Ceci peut étre mis en évidence avec l'illustration suivante : considérons - 7T, F,! G,
peut-on appliquer une régle «!» a ce séquent ? 11 y a deux maniéres de répondre & cette
question : soit «cela dépend de F'», soit «non, pas encore, il faut encore effectuer une action
sur F'». Les deux réponses témoignent de cette idée que la promotion ne peut étre appliquée
que si F' est de la forme ? F’ mais elle sont différentes d’un point de vue opérationnel : la
seconde réponse suggére qu’il y a des actions & accomplir avant de pouvoir appliquer la
régle de promotion. Ainsi, F' devrait d’abord étre reconnue comme étant de la forme 7 F”.
Par ailleurs, cela suggére que 71" a déja été reconnu comme portant le «?» : le travail a été
effectué et cette information a été stockée quelque part dans la structure du séquent.

Cette remarque suggére d’introduire un contexte séparé qui stockera les formules que
l'on a reconnues comme ayant un «7» comme connecteur principal : = I" | A. Les deux
opérations que l'on a discutées précédemment et la déréliction deviennent alors les regles
d’inférence suivantes :

FT,A|A ] FT|A [ I—F,A\A,Ad
FT[7A,A " FO[1A " FT,LA[A YT

On doit bien siir adapter de maniére évidente les autres régles de MALL & la nouvelle
structure des séquents pour obtenir le calcul dyadique.

Calcul dyadique. Le calcul dyadique profite de la structure hétérogéne des séquents
pour incorporer certaines régles structurelles applicables aux formules de la forme 7 F'
lorsque ces formules ont été stockées dans la portion distinguée du séquent, dite a gestion
classique, et qui n’est constituée que de formules préfixées d’un ? tandis que ’autre portion
du séquent est traitée de maniére habituelle (il y a une gestion linéaire de cette partie du
séquent).

Ainsi, dans ce systéme, la régle initiale et la régle [1] incorporent 'affaiblissement pour
le contexte & gestion classique :

n ma

AEEE— 1
FT |a,a l—F]l[]

tandis que la régle [®] et la coupure incorporent la contraction pour le contexte a gestion
classique :
FT|AF FTALF
FTJAAF®F

FT|AF FT|ALFE
3] FT A, A cut

Le systéme dyadique pour LL est présenté en figure [@.TT]

Focalisation des exponentiels. Dans le systéme dyadique, on a donc décomposé les
régles qui s’appliquent au connecteur «?» en deux : la nouvelle régle [?] sera considérée
comme négative tandis que la déréliction sera considérée comme régle positive. La promo-
tion a également un caractére bi-polaire : connecteur positif, il devra étre appliqué dans
une phase de focalisation, mais son caractére négatif fera cesser la phase de focalisation
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FY|T,A XA AL

A Al - [T, A cut
SIT ) FSIDAB g EZInA £2inE
Fe T, L Y FenasB Y Fen,T Y |T,A& B

FY|T,A FY|AB YT, Ay - |T, Ay
[®] [1] [@0] (1]
FY|T,AA® B FY1 FY|T, A @ Ay FY T, A @ Ay

FY|T,A Y| T, Alt/z]
l—E\F,Vm.AH FY|T,3z.A g
FS,A|T - FY A 0 3, A AT
Fx|?7AT Fera Fx, AT Y

F1G. 9.11 — Calcul des séquents dyadiques pour LL

immeédiatement aprés. En effet, le sequent - ?(a ’® b),!(a™ ® b*) est un bon exemple de ce
fait : la promotion doit étre appliquée avant d’effectuer la déréliction sur ?(a '@ b) (sinon,
on ne peut plus enlever le «!»), mais le tenseur ne peut pas étre décomposé immeédiatement
apres : il faut d’abord effecteur la déréliction et la régle 9] avant de pouvoir appliquer [®].

La regle [?] permute au-dessous de toutes les régles du calcul pour lesquelles cela a
du sens (c’est-a-dire les régles ayant un contexte linéaire, contrairement a [1], [!],ini). La
déréliction, der, permute avec toutes les régles positives considérées précédemment dans ce
chapitre. La régle [!] a par contre des propriétés de permutabilité particuliérement limitées
qui ne posent pourtant pas de probléme. Son application requiert en effet que le contexte
linéaire ne soit constitué que de la formule promue et elle conclut une phase focalisée. Nous
donnons & la fin de cette section quelques éléments supplémentaires pour expliquer ceci.

On étend de maniére évidente la notion de séquent positif, négatif ou neutre aux séquents
dyadiques :

Définition 9.40 (Types de séquents dyadiques)

— Un séquent dyadique = X | T' est négatif si = T' est négatif;

— Un séquent dyadique - % | T est positif si - T' est positif ou si - T' est atomique
et L £0D;

— Un séquent dyadique = X | T' est atomique si - T' est atomique.
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Remarque 9.41

Un séquent dyadique peut donc étre a la fois atomique et positif, ce qui est naturel
puisque le séquent F a @ a* | a, at posséde les deux preuves sans coupure suivantes :

ma n ma

Fa®at|ata Fa®at|aa
[®]

Fa®at|aat,a®at

Fa®at|a,at

N mi er

Fa®at|aa

On peut alors étendre la définition des troncs positifs aux exponentiels :

Définition 9.42 (Tronc positif exponentiel)

Etant donné un séquent positif S et une preuve D de S, un tronc positif exponentiel
(ou simplement tronc positif) pour S est un sous-arbre maximal D" de D ne contenant
que des régles positives et tel que si une promotion apparait dans D, alors la prémisse
de la promotion est une feuille du tronc (les branches sont coupées aussitot qu’une
promotion est appliquée).

Le fait de couper les branches du tronc dés qu'une promotion est rencontrée fait écho a
la remarque précédente sur la bipolarité du connecteur «!». Nous reviendrons sur ce point
a la fin de cette section.

Graphe de focalisation exponentiel. La régle de contraction qui est implémentée
par la déréliction du systéme dyadique produit diverses occurrences de la méme formule.
Il nous faut pouvoir distinguer ces diverses occurrences dans la construction du graphe
de focalisation puisque chacune de ces occurrences est suceptible de servir de foyer de
focalisation.

On définit ainsi les formules actives d’un tronc positif comme suit :

Définition 9.43 (Formules actives d’un tronc exponentiel)

Etant donné un tronc positif exponentiel Dt de conclusion - ¥ | T, on attribue a
chaque occurrence de déréliction de D de maniére unique un indice i et on désigne
loccurrence de la formule A ainsi créée par (A,i). On étend de maniére évidente la
relation de sous-occurrence aux formules indexées.

Les formules actives de DT sont les formules actives de T' ainsi que les (A, 1)
comme défini ci-dessus.

Exemple 9.44

La preuve suivante posséde deux formules actives : (a ® a*,1) et (a ® a*,2)

N mi T 1

(]

 Fa®at|aa Fa®at|a,a
Fa®at|ata e Fa®at|aa® at,at

Fa®at|a,at,a® at,a®sat (]
Fa®at|a,at,a® at

D= Fa®at|aat

der?

der?

Pour clarifier la preuve ci-dessus, nous avons attribué des indices aux diverses occur-
rences de la formule a ® a* dans les parties linéaires des séquents de D.
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Définition 9.45 (Graphe de Focalisation Exponentiel)

Soient + ¥ | T' un séquent dyadique positif, D une preuve de ce séquent et DT le
tronc positif (exponentiel) associé. Le Graphe de Focalisation Exponentiel étend
la définition des graphes de focalisation standards comme suit :
— Les sommets du graphe sont les formules actives de - X | T dans DT ;
— Les arcs sont donnés par les séquents de la frontiére de la maniére habituelle (en
prenant en compte ’assignation de biais s’il y en a une).

Remarque 9.46

On notera que si = X' | TV est un séquent de la frontiére, seules les formules de T’
peuvent étre sous-occurrence d’une formule active et donc elle seules contribuent aux
arétes du graphe.

Par ailleurs, on n’a pas besoin de prendre en compte les prémisses des promotions
puisque ces séquents contiennent exactement une sous-formule d’une formule active de
Ia racine : A est la seule formule dans la partie linéaire de ce séquent de la frontiére.

La suite nous permet d’étendre le résultat de focalisation au cas exponentiel :

Proposition 9.47

Les graphes de focalisation exponentiels sont acycliques.

Démonstration: L’acyclicité des graphes de focalisation exponentiels est obtenue de la méme
maniére que dans les cas précédents. Les deux seuls éléments nouveaux sont la déré-
liction et la promotion ; il nous faut donc simplement vérifier que ces deux régles ne
créent pas de cycle :

— La promotion ne crée pas de probléme puisque la prémisse d’'une promotion
est une feuille du tronc positif exponentiel mais qui ne contient qu’une formule
active du séquent racine et n’est responsable d’aucune aréte du graphe.

— Le fait d’avoir attribué un indice différent a chaque déréliction, et donc un
sommet différent & chaque formule produite par une déréliction, assure qu’on
ne peut pas avoir de cycle causé par une déréliction. En effet, considérant un
tronc positif DT, on peut faire permuter toutes les dérélictions vers le bas et
obtenir un tronc positif de la forme :

£+
F AL A | AL AT
gder
ot = Ay AT

tel que ET est un tronc positif sans déréliction, le graphe de focalisation de £

ayant un cycle si, et seulement si, celui de D" contient un cycle.
O

L’acyclicité des graphes de focalisation exponentiels nous permet d’obtenir la propriété
de focalisation pour les preuves de LL. Nous donnons une version du résultat sans prise
en compte des biais atomiques mais ’extension a la focalisation sur les atomes ne poserait
pas de probléme :
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Définition 9.48 (Preuve focalisée de LL)

Soit D une preuve d’un séquent S. D est focalisée si, étant donné un séquent S’ de
D :

— si 8’ est un séquent négatif, alors il est conclusion d’une régle négative ;

— si 8§’ est un séquent positif, prémisse d’une régle positive r et conclusion d’une
régle r', et que F est la sous-occurrence de la formule principale de r (ou la
formule de coupure dans le cas ot r = cut) et n’est pas un littéral, on est dans
I’'un des cas suivants :

— si r € {[®i], 3], der, [®],cut} et si F est de la forme A @ B, A, Jz.A, 3X.A
alors F' est la formule principale de 1’ ;

— sir € {[®], 3], der, [®],cut} et si F =1, alors 8’ est conclusion d’un certain
nombre d’affaiblissements suivis d’une régle [1] de formule principale F ;

— sir € {[®;],[d], der, [®], cut} et si F est de la forme A ® B, alors 8’ est conclu-
sion d’un certain nombre de contractions au-dessus desquelles est appliquée
une régle [®| de formule principale F';

—si r = [l], alors on n’a pas de contrainte sur la régle v’ ni sur sa formule
principale.

Remarque 9.49

Pour prendre en compte les biais atomiques, il suffirait d’ajouter la condition suivante
a la définition précédente :

—si r € {[®],[3],der,[®],cut} et si F est un littéral positif, alors S’ est

conclusion d’un certain nombre d’affaiblissements suivis d’une régle

mi;

Théoréme 9.50 (Focalisation pour LL)

Si D est une preuve d’un séquent S dans LL, alors on peut transformer D en une preuve
focalisée D' par une série de permutations d’inférences par la méthode des graphes de
focalisation.

Démonstration: La preuve ne pose pas de probléme particulier. Il faut dans un premier

temps passer de la preuve D & une preuve du systéme dyadique ce qui n’est pas
problématique : les contractions peuvent étre anticipées (permutées vers le bas de la
preuve) et les affaiblissements retardés jusqu’aux axiomes ou aux régles [1].

Ensuite, on utilise un processus de focalisation similaire & celui qui a été utilisé
plus tot. La régle de contraction ne pose pas de probléme puisqu’on part d’une preuve
déja construite D et que les permutations ne vont pas dupliquer les contractions au
sein d’'un méme tronc positif. On peut ainsi raisonner sur le nombre d’alternances
entre des phases positives et des phases négatives dans la preuve en transformation
et, dans le cas d’une racine positive conclusion d’un tronc positif D7, on prend en
compte le nombre de formules actives du tronc.

O

Commentaires sur la promotion. La bipolarité du connecteur «?» est manifestée par
le fait que le systéme dyadique posseéde deux régles pour «7», la régle de classification dans
la partie a gestion classique [?] et la déréliction der.

Le caractére bipolaire du «!» est moins évident & mettre en évidence. Le fait qu’une

phase de focalisation soit intérrompue dés qu’une promotion est effectuée (c’est-a-dire qu’on
ne peut pas s’assurer d’utiliser la sous-occurrence comme prochain foyer, il faudra peut-
étre plutot faire une déréliction) témoigne de cette bipolarité. Nous donnons une autre
justification de cette bipolarité en étudiant la forme de la régle promotion. Cette approche
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tendrait & renforcer 'idée selon laquelle la bipolarité du «!» ne serait pas intrinséque au
«!», mais qu’elle aurait plutdt sa source dans une interaction du «!» avec son contexte.

On peut considérer la variante suivante des régles exponentielles du calcul dyadique :

FE2A(A FRrAlAA oS A
ESIET W Fxra|a e ESIRR

Comme nous l'avons remarqué plus haut, la régle [?)" (comme la régle [?]) a pour role
opérationnel de noter qu'une formule de la portion linéaire du séquent a une modalité
«?». La regle der’ joue le role de la déréliction couplée avec la contraction tandis que la
régle [!] permet de retirer le connecteur ! «au prix» de l'information accumulée grace aux
régles [?]/. Le systéme dyadique ainsi obtenu est légérement plus souple que le systéme
dyadique précédent (il contient plus de preuves), mais surtout, les régles [?] et [!]' rap-
pellent la construction des boites exponentielles des réseaux de démonstration : la régle
[?]' correspond a la construction des ports auxiliaires d’une boite promotion tandis que la
régle [!]’ correspond au port principal de cette boite. En outre, pour prouver - ?T,! A, on
doit construire deux boites exponentielles imbriquées.

La régle [!] permet de mettre en évidence que, si sa conclusion est un séquent positif, sa
prémisse ne ’est qu’a la condition que A soit une formule positive et que X soit vide. Dans
le cas ot nous utilisons une telle régle [!]', nous pouvons donner une définition des preuves
focalisées qui ne nécessite pas de cas particulier pour abandonner la phase focalisée aprées
une régle promotion puisque c’est le fait d’obtenir un séquent négatif (parce que ¥ # ()
qui contraint & abandonner cette phase négative.

Remarque 9.51

On notera que notre approche de la focalisation pour les exponentiels met en évidence
que la régle Is du systéme Y3 d’Andreoli n’est pas nécessaire a la complétude du systéme
focalisé.

Remarque 9.52

Notre traitement des exponentiels nous permet d’étendre le systéme focalisé pour traiter
la régle MIX : En effet, on sait que - I" est prouvable dans LL+ M 1X si, et seulement
si,FI',?7(L ® L) est prouvable dans LL, les occurrences de la régle M I X correspondant
aux diverses instances de la régle [®] dont la formule principale est une formule | @ |
obtenue a partir de 7(L ® 1) par une contraction suivie d’une déréliction ce qui, dans
le systéme Y3, donne de la forme :

F®,?2(L@L): T - FO,2(L®L): Aqf-
FQNL@LyFﬂL%L F@NL®LyAﬂL;L
Fe?7(Le L):T§L Fe?2(Lle L): AL
Fe,?2(Lol):TALL® L ©
F®,2(L®L):T,Aq-

Dy

Ce qui nous suggere la régle suivante, dans le systéme avec annotation :

Fo:T'(- HO: A
Fo: T, A1

[MIX]

Dans le systéme focalisé, la régle MIX ne peut donc étre appliquée qu’a la fin d’une
phase négative, juste avant de débuter une phase focalisée.
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T, A

S AN FIL?7A7A
F?01A

! £ -L,ar4,
Honet TR Tw Fr74 ‘¢

FiG. 9.12 — Régles exponentielles de ELL

9.7. La focalisation au-dela de LL

La preuve que nous avons présentée est modulaire dans le sens ou elle s’appuie sur
une série de résultats simples qui peuvent étre adaptés a des cadres plus riches. C’est ainsi
que Baelde et Miller [BM0O7]| sont parvenus & étendre la focalisation & une extension de la
logique linéaire avec des points fixes (inductifs et coinductifs) en utilisant notre méthode.

Nous montrons pour notre part dans la section suivante comment notre preuve s’adapte
trés simplement pour obtenir un résultat de focalisation pour ELL.

9.7.1 Elementary Linear Logic

Nous allons montrer comment la méthode de ce chapitre permet d’obtenir presque
immédiatement une propriété de focalisation pour une version de la logique linéaire (dont
I’élimination des coupures est) & complexité bornée, ELL.

On distingue principalement trois systémes de logiques allégées : ELL (Elementary linear
logic), LLL (Light linear logic), SLL (Soft linear logic). Nous traitons ici le cas de ELL qui
est le cas le plus simple des trois.

Présentation des systémes allégés. Ces systémes tels que ELL sont obtenus en modi-
fiant les régles du fragment exponentiel de la logique linéaire, le reste de la logique n’étant
pas forcément modiﬁ%.

L’idée de base est que, outre les régles habituelles des exponentiels :

FIrLA S FT,2A 74 FRA‘M
F?0,1A°  FL,7A Y FT,7A ¢ FT,7AC

il existe une autre présentation des régles d’inférence du fragment exponentiel ol on rem-
place la régle de promotion par une régle de «promotion fonctorielle» et une régle appelée
«digging» :
FT,A
F?20,1A

FT,774

Honet T

l'dig

Les logiques allégées peuvent souvent étre présentées comme le résultat de restrictions
sur les régles exponentielles dans cette derniére présentation avec promotion fonctorielle et
digging ; c’est par exemple le cas de ELL.

ELL : Logique linéaire élémentaire. Les régles des connecteurs exponentiels de ELL
sont données en figure On obtient ce systéme en remplacant la promotion par la
promotion fonctorielle (mais en n’ajoutant pas le digging) et en enlevant la déréliction.

Le calcul des séquents complet de ELL est donné en figure LT3 Dans ce systéme, on
ne peut dériver ni la regle de déréliction ni la régle de digging.

“Dans la littérature on considére souvent des variantes affines, sans additifs, intuitionnistes, etc.
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FT,A FA, AL

AL Fr,a
FT FT,A B FILA FAB L
T rrass ® Taacp @ gl
FT,A FT,B - T, A F T, Ay
rrT U Fraas & FT A o4 2 A e 4, 12
- T, Ale/x] _ FI,Alt/]
TT VoA V] sicg FV(I',Vx.A). T304 El
-T,B . FT,?B,?B
S | ? R A ———
a5 ) rrep 'Y trp Ld
F1G. 9.13 — Calcul des séquents pour ELL
» FY|T,A FX|A AL .
- . .
Y| A A FY|T,A o
FY|T . ¥ |T,A B - FY|T,A I—E|A,B[®] "
FY T, L FY|T,A% B FY|T,AA® B FY )1
- FY|T, A l—E\F,B[] FY|T, A4 ] FY T, A o]
FY|T, T FY|T,A&B FY T, A @A, 0 FS DA @Ay !
Y| T, Ale/z] Y| T, Alt/z]
U el s icg FV(Z,T,V2.A). el e ]
TS Tvra W steg FVETved) >T304 O
FS?BIT o RO, FNB 0 , o
FX 7B, TS FTE,.. TR 1B et =

FiG. 9.14 — Calcul des séquents dyadiques pour ELL

Le principal résultat concernant ELL est que I’élimination des coupures des réseaux de
preuve de EAL (la version de ELL avec affaiblissement) a une complexité élémentaire (bor-
née par une tour d’exponentiels), ce qui a pour conséquence que les fonctions représentables
dans EAL sont exactement les fonctions élémentairement récursives.

Focalisation dans ELL. Comme d’habitude pour traiter les exponentiels de maniére
focalisée, on passe par un systéme dyadique de maniére & traiter 'affaiblissement de maniére
implicite en le retardant le plus possible et & incorporer la contraction dans les autres regles
branchantes (le tenseur et la coupure). Cette étape permet de décomposer les régles du «7»
en une partie positive et une partie négative.

Le systeme dyadique obtenu est donné en figure @LT4

On constate que, dans le systéme dyadique, on a les propriétés de permutabilité sui-
vantes : [ L], [®], [&],[T],[V], [?] sont négatives (permutabilité pleine) et [1], [®], [®;], [3], [!]
ont la propriété de permutabilité faible et sont donc considérées comme positives. Séquents
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positifs et négatifs sont définis comme auparavant.
La réversibilité des négatifs ne pose pas de probléme, il nous faut vérifier que 'on peut

définir une discipline de focalisation sur les positifs.

On définit donc troncs positifs et graphes de focalisation comme suit :
Définition 9.53 (ELL-Troncs positifs)
Soit S =+ X | T’ un séquent positif et soit D une preuve de ce séquent. Le tronc positif

Dt associé a D est le sous-arbre maximal de D enraciné en S tel que :

— DT ne contient que des régles positifs ;
— si un séquent apparaissant dans DT est conclusion d’une occurrence de la régle

de promotion fonctorielle alors il s’agit d’une feuille de DT .

Définition 9.54 (ELL-Graphe de focalisation)

Le graphe de focalisation d’une preuve dans ELL d’un séquent positif = X | T' est
construit comme suit :
— Les sommets du graphe sont les formules de I' actives dans DT ;
— Il y a une aréte de A vers B s’il existe un séquent, S, de la frontiére de DT
contenant une sous-occurrence négative de A et une sous-occurrence positive de

B.

Proposition 9.55

Les ELL-graphes de focalisation sont acycliques.

Démonstration: La proposition se démontre facilement en constatant que tout ELL-tronc
positif est également un tronc positif dans le sens de LL et que tout ELL-graphe de
focalisation est également un graphe de focalisation dan le sens de LL et donc en
particulier est acyclique.

O

On peut donc combiner le tout pour obtenir un résultat de focalisation pour ELL.
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FU:ANL LU AL EG, L FUF AL
v Aanl LY TwapFeci® |[fwiagrEL
L FPWIAQRRL FWARGL WA Bly/dlL
I—\I’:AﬂT,L[] FU:ANF &G, L [& FU: AfVe.B, L [¥)
g FWIALLE Ui LG
o1 M v A MIFoc @
FUIALR UL AR FU: A | B[t/a]

T AlRoh O oAt Ron @ Teiagms P

I—\II:ATTFRH -TT\I",FH o;‘ i,z_iiF’;k
FU:A|JF Fo..glF H° SR SRR
avec  11,...,t >0
I—\II:A,FTTLRTT FU:AYF
F¥:A{F,L FO: X+ X Fo:AF1{-

F1G. 9.15 — Systeme focalisé pour ELL. Les contraintes sur les régles sont les suivantes :
dans la régle ¥V, la variable y n’est pas libre dans la conclusion. Dans R 1, F' n’est pas
négative tandis que dans R |}, F' est soit négative soit un littéral négatif. Dans I, K est
un littéral positif. Dans D1, F n’est pas un littéral négatif.
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Chapitre 10

Multifocalisation

Résumé:

Nous étudions dans ce chapitre une extension des systémes de preuves focalisés, la
multifocalisation. Nous commencons par présenter le systéme multifocalisé qui trouve
son origine dans les graphes de focalisation du précédent chapitre. Nous montrons en-
suite qu’il est possible de définir une notion de maximalité parmi les preuves multifo-
calisée ce qui fournit une propriété de canonicité des preuves. Nous illustrons ensuite
cette propriété de canonicité en présentant la relation qu’entretiennent les preuves
maximalement multifocalisées et les réseaux de démonstration.

Reéférences : Certains résultats de ce chapitre ont été publiés dans I'article Canonical

Sequent Proofs via Multi-Focusing [CMS08]| ainsi que dans la derniére section de From
proofs to focused proofs : a modular proof of focalization in Linear Logic [MSOT)|
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10.1. Origines de la Multifocalisation

L’une des objections a I’approche focalisée (ou polarisée) de la logique linéaire, ob-
jection que suggére notamment Abramsky [Abr03] (ou encore Girard [Gir(6] au chapitre
12 du Point aveugle), est que celle-ci renforce la séquentialisation des preuves du calcul
des séquents 1a ou il faudrait au contraire chercher & «dé-séquentialiser» les preuves, a la
maniére des réseaux de démonstration ou des jeux concurrents.

Une question d’associativité. Le probléme mentionné par Abramsky [Abr03] trouve
sa source dans les interprétations de jeux de la logique ou apparaissent des problémes
d’associativité lors de la composition des stratégies [A.194ﬂ, du fait de la séquentialisation
des régles du calcul des séquents. Selon la maniére dont on compose des stratégies, on
peut obtenir des résultats différents car chaque composition induit une «premiére régle»
différente dans le résultat. Cet élément peut étre directement observé dans le calcul des
sequents de MALL.
Considérons les trois preuves suivantes :

Fal,a Fal,a ] Fal a Fal,a B
Fat &at,a I—al&al,a[&]
Dy = Fat &at,a&a
Faha Fata ™
—  |®1 —— |®1
Fat,a®a Falt @®at,a
[@1] [@1]

D=Fat®at,a®a Ds=Fat®at,a®a

On peut les composer a l'aide de la régle de coupure de deux maniéres :
Dy D3
D Falt &at,a&a Fat@®at,a®a
Fat @at,a®a Fat &at,a®a
Fat@at,a®a

cut

cut
£y

ou
Dy Dy
Falt®at,a®a Fat &at,a&a Dy
oL cut TN
Fa-®a,a&a Fa-®a-,ada

E3 = Falt ®at,a®a

cut

La preuve Z; se réduit, par élimination des coupures, en D; tandis que la réduction des
coupures de Z3 nous conduit a la preuve Ds3. Ce qui témoigne de la non-associativité de la
coupure : ((Dy, Do), D3) # (D1, (D2, Ds3)).

Ce probléme peut étre résolu de deux maniéres comme 'explique Abramsky [Abr03] :
— soit en contraignant la syntaxe de maniére a forcer la composition & s’effectuer dans
un sens et réaliser ainsi ’associativité, ce qui correspond a la focalisationﬁ;
— soit, au contraire, en relachant la séquentialité de maniére & ce que 1’égalité soit
possible, ce qui correspond aux réseaux de démonstration (ou aux jeux concurrents).

! Abramsky mentionne que cet élément avait été indépendamment noté par Blass.
2 Ainsi, le théoreme d’associativité de la Ludique (voir le théoréme [[T30) repose-t-il sur cet élément.

224



Relacher la séquentialité de la focalisation. L’un des points sur lesquels nous sou-
haitons nous pencher dans le présent chapitre est la question de la séquentialité de la
focalisation : peut-on concevoir une focalisation qui soit moins séquentielle 7

Cette question trouve également sa source dans le fait que méme si la focalisation
quotiente un certain nombre de preuves, elle est loin d’effectuer le quotient des réseaux de
preuves : un séquent positif peut avoir des preuves focalisées distinctes qui ont pourtant
toutes deux le méme réseau de démonstration sous-jacent comme le montrent les deux
preuves suivanteﬂ :

7’J—[J_] 7,J_[J‘]

Fa,a-, L 9] Fa,l,a bg]

Fa,ate L Fa® Llat

Il [@1] Il [@0]
Fa,0® (a9 1) 0 Fla®l)®0,a 1]
Fa, 1,0 (at 9 1) s Fa®l)®0,a*, L )
Faw 1,00 (at 9 1) Fa®l)®0,at9 L
[©0] [@1]

Fa® 1) ®0,0® (ats L) Fa® 1) ®0,0® (at L)

Les deux preuves précédentes ont des foyers différents et sont pourtant équivalentes par
permutation et égalisées par les réseaux de démonstration.

Si la véritable signification du résultat de focalisation de la logique linéaire est la mise
en évidence des polarités et la possibilité de définir des connecteurs synthétiques, on peut
se demander s’il n’est pas possible de définir des variantes de la focalisation qui conservent
ces propriétés tout en étant moins contraignantes du point de vue de la séquentialité.

Multifocalisation : retour aux sources. La multifocalisation que nous allons étudier
dans ce chapitre trouve quant & elle son origine dans les graphes de focalisation qui nous ont
servi au chapitre précédent. L’argument principal nous permettant d’établir la propriété
de focalisation résidait dans ’acyclicité des graphes de focalisation : acyclique, le graphe
possédait une source, et toute source du graphe pouvait servir de foyer pour la focalisation
puisqu’on sait que la permutation vers le bas des régles positives appliquées & cette formule
ne rencontrera que d’autres formules positives; ce qui n’est jamais bloquant du fait de la
permutabilité faible des positifs.

Cet argument est suffisant pour obtenir la focalisation, mais il dit en fait bien plus :
on peut non seulement décomposer le niveau positif de n’importe quelle source du graphe,
mais on peut en outre décomposer les niveaux positifs de toutes les sources en méme temps.
Ceci nous améne a considérer la régle suivante :

FFE,. B AVFER R F]
FF,. B AFF

[MF] ott iy ...4 >0

Avec cette nouvelle régle de multifocalisation, quand on décidera de focaliser, on
pourra focaliser sur plus d’une formule positive a la fois, c’est-a-dire que nos séquents an-
notés au cours d’une phase (multi)focalisée auront maintenant la forme - A || I (avec T’
non-vide a priori). Lorsque I'on est dans une phase de focalisation, les formules focalisées

30n remarquera que la question de la focalisation sur les atomes est tout & fait étrangére a cet exemple
alors que les preuves D et D3 considérées plus haut ne fourniraient pas toutes les deux des preuves focalisées
si l’on considére une assignation de biais & la maniére d’Andreoli.
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F1a. 10.1 — Systéme multifocalisé pour MALL.

sont décomposées en n’utilisant que des inférences positives jusqu’a ce que seules des for-
mules négatives (ou atomiques) restent dans le foyer. C'est alors seulement que le foyer est
relaché et que les formules négatives peuvent étre & nouveau décomposées dans la phase
négative.

Ainsi, dans le calcul multifocalisé, nous avons deux différences par rapport a la focali-

sation habituelle :

— La focalisation peut sélectionner un ensemble de formules positives, un ensemble
de foyers et non pas seulement un singleton ;

— La phase de focalisation géle les formules négatives qui apparaitraient durant la
phase focalisée jusqu’a ce que tous les foyers soient négatifs ou atomiques. Dans le
systéme usuel de la focalisation, ce dernier élément n’apparait pas puisque une seule
formule est focalisée pendant toute la phase positive et qu’en conséquence la phase
focalisée s’achéve dés que le foyer devient négatif.

Nous nous bornerons dans ce chapitre & étudier le cas de MALL mais ’extension a tout

LL ne poserait pas de probléme en considérant la version générale de la régle introduite
ci-dessus.

10.2. Multifocalisation pour MALL

Le systéme multifocalisé est construit autour de la régle [M F] en conservant le reste
du systéme focalisé :

Définition 10.1 (Calcul des séquents MALL multifocalisé, X )

Le systéme multifocalisé Y. j;p est présenté en figure [[Ul Les conditions sur les
régles d’inférence sont les suivantes :
— dans [R 1], F est positive ou atomique ;
— dans [R |}], T n’est constitué que de formules négatives ou atomiques ;
— dans [MF], T n’est pas vide;
Dans [V], X n’est pas libre dans la conclusion de la régle.
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Remarque 10.2

Le systéme Xy p correspond au cas sans polarisation des atomes, mais nous pourrions
également considérer un systéme avec une régle initiale focalisée qui, dans le systéme
multifocalisé, pourrait s’exprimer comme suit :

Définition 10.3 (|D])

SioFAfT ousiDbE AT, on écrit | D] pour la preuve de - A, T qui remplace tout
séquent de la forme = A’ TV ou = A’ || IV dans D par le séquent = A’ T en effacant
toutes les instances de [R ], [R |}] et [M F] et en laissant telles quelles toutes les autres
régles.

Une preuve de la forme | D| sera également appelée preuve multifocalisée.

On vérifie immédiatement que ’arbre obtenu par la procédure décrite dans la définition
précédente est bien une preuve de MALL.

Remarque 10.4

On pourrait donner une définition directe des preuves de MALL qui sont multifocalisées
a la maniére des définitions et [@30 La condition serait alors de la forme :
— si § est un séquent positif dans une preuve D, soit Q);«L le tronc positif de la
preuve enracinée en S, alors toutes les sous-occurrences des formules actives dans
DT apparaissant dans une feuille de Q); sont négatives ou atomiques.

Théoréme 10.5 (Correction et complétude de la multifocalisation)

— Correction : SiDFAf T ousi DA | T, alors | D] F A,T.
— Complétude : Si -1, alors - ) T

Démonstration:

— La correction est immeédiate.

— La complétude vient de I'observation que le calcul focalisé pour MALL (avec
ou sans focalisation sur les atomes selon la version considérée) est contenu dans
Yy en restreignant le contexte I' dans les régles [M F] & un singleton et en
utilisant le théoréme de complétude du systéme simplement focalisé du chapitre
précédent.

Définition 10.6 (Racines)
FAVE
Supposons que D =FT", A 1} - )
On appelle alors les formules de I' les racines de D et on le notera Root(D).
On utilisera également cette définition pour les preuves multifocalisées présentées
dans le systéme MALL usuel, sans annotation de phase {} ou {}.
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Remarque 10.7

Pour la définition de Root(D) lorsque D est une preuve dans le systéme MALL usuel
(c’est-a-dire sans les annotations {} ou |}), il est utile de préciser certains éléments :
— toutes les formules actives du tronc positif seront dans Root(D) ;
— pour déterminer I"appartenance des atomes a Root(D), on prendra la convention
adaptée en fonction du systéme considéré :
— si on ne considére pas les polarités des atomes, on inclura tous les atomes dans
la racine,
— si on considére une polarisation comme dans la remarque [[{LlZ, on inclura tous
les atomes négatifs dans Root(D) ainsi que les atomes positifs qui interviennent
dans une régle initiale dont la conclusion est une feuille du tronc positif de D.

10.2.1 Relations entre preuves multifocalisées

La correction et la complétude du systéme multifocalisé sont des propriétés évidentes
et ne sont pas ce qui fait I'intérét du systéme multifocalisé.

Le systéme multifocalisé trouve son intérét dans 1’étude des relations entre preuves
multifocalisées : nous voulons dans la suite de ce chapitre étudier les relations entre les
preuves multifocalisées qui sont équivalentes par permutation de régles d’inférence. En
particulier, nous nous demandons si I’ensemble des preuves multifocalisées équivalentes a
une preuve donnée D - I' est clos par union des racines, c’est-a-dire s’il existe une preuve
qui soit maximale du point de vue de la taille des ensembles de foyers Root(D).

L’intérét d’une telle notion de maximalité vient de ce qu’elle traduit un plus grand
parallélisme dans la preuve multifocalisée puisque ’ordre des régles positives entre différents
foyers n’importe pas.

Dans un article en collaboration avec Chaudhuri et Miller [CMS08|, nous avons étudié
la multifocalisation pour les preuves sans coupure de MALL propositionnel et avons en
particulier étudié les preuves maximalement multifocalisées sur lesquelles nous allons nous
pencher dans la suite de ce chapitre.

Nous nous limiterons dans ce chapitre au calcul des séquents MALL sans coupure et
sans unité mais avec quantification du second ordre, que 1’on notera M ALL™. L’extension
de 'analyse de la multifocalisation aux exponentiels et & la coupure ne devrait pas poser
de probléme en reprenant les techniques des graphes de focalisation du chapitre précédent.
Pour le traitement des unités, nous renvoyons a [CMS0§| et a la fin de la section [ ou
nous en discutons certains éléments.

Relation entre les résultats de ce chapitre et les résultats de [CMSO08]. Les
seuls résultats de [CMSOS| que nous présenterons ici tels qu’ils sont abordés dans Particle
sont ceux concernant l’analyse de la relation entre preuves maximalement multifocalisées
et réseaux de démonstrations MLL car nous avons développé ces résultats de maniére
autonome, le reste des résultats de ’article étant véritablement des résultats établis en
collaboration avec Chaudhuri et Miller (en particulier, le calcul [PM F| de [CMSO8] est da
& Chaudhuri). L’une des principales différences entre 1'approche adoptée dans [CMS0O]] et
celle que nous présentons ici est que dans [CMS0O8| nous travaillions directement dans le
systéme multifocalisé avec annotations de phase tandis que nous allons considérer ici les
preuves de LL qui pourraient étre annotées (voir définition [l et remarque [IA]).
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FiG. 10.2 — Systéme multifocalisé pour LL avec coupure.

Nous verrons briévement a la fin de la section [ A en quoi la technique d’anti-réversibilité
développée ici trouve ses limites avec les unités et pourquoi on doit s’appuyer sur d’autres
techniques comme celles présentées dans [CMS0S§].

10.2.2 Systéme Multifocalisé pour LL avec Coupure

Dans un souci de complétude, nous présentons un calcul des séquents multifocalisés,
Eﬁfp, pour toute la logique linéaire avant de passer & 1’étude plus spécifique de la multifo-
calisation dans MALL.

On a les conditions suivantes sur les régles d’inférences :
— dans [R {}], F' est positive ou atomique;
— dans [R |}], T’ n’est constitué que de formules négatives ou atomiques;
— dans [MF], i1,...,ix >0 et Flil,...,F,i’“,I’ n’est pas vide;
— Dans [V], X n’est pas libre dans la conclusion de la régle.

10.3. Equivalences de preuves par permutation
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C D C c D

~A,C.T FB,D,A - A,C[F/X],T . F B,C|G/X],T FABX/YT
FAB,C®D,T,A [[)?]] FA3IX.CT Bl FB,3X.C,T [&]] A 3JY.B.T [[V]]
A% B,C®D,T,A FA&B,3X.C,T FVX.A JY.B,T
C D G Dy &) Do
FA,CT FB,D.T FACT FD,A CT FB,D,A

FacaDT ) FBcaDT {i]l
FA&B,C& D,T

' Taceprta @ FB,C@D,F,A[ES]
FA&BCeDT.A

Fi1a. 10.3 — Différents cas de non-permutation pos/neg.

Pour mener & bien notre étude de la multifocalisation, il nous faut commencer par
préciser la relation de permutation d’inférences que nous considérons pour définir une
équivalence par permutation entre les preuves de M ALL™.

Nous considérons deux équivalences : la permutation usuelle d’inférences de MALL et
la permutation dite zsopolaire qui est une restriction de la premiére équivalence. L’équi-
valence par permutation d’inférences est tout a fait standard :

Définition 10.8 (Equivalence par permutation dans MALL™)

L’équivalence ~ est définie comme la plus petite relation d’équivalence contenant les

permutations
e ] (] ] [led] (=] (5] [
— pos/pos : ||, @ | &'} |} | @) |&| e ];
= | [oe | [te0. | [red ] [wl.] [™
— neg/neg : |='|, @], |@'} |&t} |@t, |[@];
@l il @l @l (& @1 ﬂl V] @l
— neg/pos : ||, |}, |&) @'}, |} |5} (@) @] 3]

qui ont été présentées au chapitre précédent (table et figures [@7, [@8, et [@10).

Cas de non-permutation pos/neg. Comme on ’a vu lors de I’étude de la focalisation,
les permutations pos/neg ne sont pas toujours possibles. En particulier, les cas suivants de

(®] (®] (8] (3] E)
régles adjacentes peuvent ne pas étre permutables : |5 |, [=1'], |T&1' | |@'], | ™" | comme

)
illustré en figure L3

La permutation des régles [®]/[&] pose un autre probléme. Lorsqu’il s’agit de faire per-
muter la régle [&] au-dessous de la régle [®], on duplique 'une des preuves prémisse de
[©] -

C1 G G D (& D
FACT FBCT » FACT FDA FB.C.T FD.A
—az5ora ¥ oA racepTta @ Teoopra @

FA&B,CoD,T,A e FA&B,CoD,T,A [&]
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En revanche, la permutation dans I'autre sens requiert non seulement que chaque sous-
formule de A & B soit envoyée dans la méme prémisse du [®] mais en outre que les
deux occurences de l'autre prémisse du [®] soient conclusions de deux preuves égales (en
inversant la fleche de la réduction ci-dessus).

Dans la suite de ce chapitre, nous allons en fait considérer une permutation plus facile
a manipuler qui autorise la permutation non seulement si les deux sous-preuves D et 2’
sont égales, mais également si elles sont égales & permutation d’inférences prés, auquel cas
on retient toujours, par convention, la sous-preuve apparaissant dans la prémisse de gauche

du [&] :
1 D ) g C1 Co
FACT FDA FB.CT FD.A FACT FB.CT »
—acopra © TEceDT.A [ES] —azBcora & DA -
FA&B.CoDT.A — FA&B,CoDT.A

si D~ D,

Permutation iso-polaire. Il nous sera enfin utile de considérer une sous-équivalence de
I’équivalence par permutation qui est ’équivalence d’isopolarité. On restreint les permuta-
tions aux permutations de type neg/neg et pos/pos :

Définition 10.9 (Permutation isopolaire)

La permutation isopolaire, notée =2, est la restriction de ~ aux permutations entre
inférences d’une méme polarité, soit neg/neg, soit pos/pos.

Cette relation d’isopolarité est plus contraignante que ’équivalence par permutation :

— elle n’utilise que des permutations réversibles, c’est-a-dire qu’on ne fait jamais de
permutation qui risquerait d’étre bloquante;

— dans le systéme X/, deux preuves isopolaires sélectionnent systématiquement les
mémes ensembles de foyers lors de 'application d’une régle [M F1;

— la permutation isopolaire correspond & la séquentialité du calcul des séquents qui est
purement due & la structure arborescente des séquents et non pas a la séquentialité
qui peut avoir un sens logique comme une séquentialisation ® /g ;

— le calcul de I'équivalence = est plus simple que celui de ~ puisqu’il est localisé au
sein des phases de polarité.

Nous avons maintenant les outils pour étudier la question de la maximalité des preuves
multifocalisées.

10.4. Une notion de maximalité pour les preuves multifocalisées

10.4.1 Preuves maximalement multifocalisées

Nous montrons dans cette section que ’on peut définir une notion de maximalité parmi
les preuves multifocalisées :
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Définition 10.10 (Preuve mazimalement multifocalisée)

Une preuve multifocalisée D d’un séquent = T’ (resp. - A T ou - A |} T) est
maximale si toute sous-preuve £ de b T (resp. = A" # TV, = A" | TV) est telle que
s’il existe une preuve multifocalisée D' de - T (resp. F A ', - A || T') contenant une
sous-preuve E' de - T" (resp. F A’ TV, - A"} TV), on a :

E~E = Root(E') C Root(E).

Une preuve est donc maximale si on ne peut pas trouver de preuve multifocalisée
~équivalente qui ait une racine plus grande.

On est intéressé par les deux propriétés suivantes concernant les preuves multifocalisées :

— Existence d’une preuve maximale : Si D est une preuve multifocalisée, il existe
une preuve maximalement multifocalisée E ~ D ;

— Canonicité des preuves maximales : Soient D et E sont deux preuves maxima-
lement multifocalisées. Si £ ~ D alors E =~ D.

Remarque 10.11

La canonicité est une conséquence simple de ’existence d’une preuve maximale puisque
deux preuves maximales doivent avoir les mémes racines.

10.4.2 Lemmes préliminaires

Le résultat suivant indique que 1’équivalence par permutation ~ ne fait jamais dispa-
raitre une inférence d’une preuve.

Lemme 10.12

Soient Dy et Dy deux preuves multifocalisées de M ALL™ d’un séquent - T" telles que
Dy ~ Dy,

Si F' € I et G une sous-occurrence de F, ’il y a une inférence R dont G est formule
principale dans Dy, alors il y a une inférence R’ dont G est formule principale dans Ds.

Démonstration: On vérifie simplement par une induction sur la taille des séquents que les
permutations d’inférence de M ALL~ peuvent fusionner ou dupliquer des inférences,
modifier leurs contextes, mais ne peuvent jamais effacer purement et simplement une
inférence.

O

232



Lemme 10.13

Soient Dy et Dy deux preuves multifocalisées de M ALL™ d’un séquent - T telles que
D ~ Dy. Si Ry et Ry sont des inférences respectives de Dy et Dy qui se correspondent
par ~ de formule principale A ® B de formes respectives :

FEA FG,As FFET, FG, Ty

FFeGALA, FF oG,

On a alors, si A € T'1,T'y (resp. A1, Ay) et si on note

Ry

A={B € Ay, Ay, t.q. B est une sous-occurrence de A}

(resp. A={B €T'1,I'g, t.q. B est une sous-occurrence de A}) alors :

‘ A€l (resp. Ac A;)) = ACA; (resp. ACT;) ‘

Démonstration: On vérifie simplement que toutes les permutations d’inférences de M ALL~
impliquant une régle ® préservent cette condition (le cas de la permutation ® /[®)]
nécessiterait une induction sur la taille du séquent pour assurer qu’on ne perd pas la

propriété en ne conservant qu’une des deux preuves équivalentes parmi les prémisses
des deux regles [®]) :

FA,C,D,T o ‘FA,C,D,F‘ ‘FB,A‘
|FA,Ce DT |- B,A]

[©]

%]

‘l—A@B,C,D,F,A‘

] [
— FA®B,C®D,I,A

|FA®B,CDT,A

FACT FADT

Y s
®

‘I—A@B,C&D,F,A‘

-4,C1] [FBA| IFA,D.T| [FBA|
‘I—A@B,C,F,A‘ ‘I—A@B,D,F,A‘ =
— F4@ B,C&D,T,A [
‘I—A,C,F‘ ‘I—D,A‘[@)] FACT -
|FA,C®D,T,A|
TAcBCeDIL.A [FA®B,CoD,T,A 2
CACT FDA ‘I—A,C,F‘ ‘I—B,Z‘
|FAC®DT,A| ‘FB,E‘[@)] [FAeB,Cry) - D.A
[FA©B,CoDI,AX| — rAcBCeDT Ay  ©

Les deux quantificateurs donnent lieu & la méme forme de permutation vis-a-vis du
®, on ne montre que le cas de [V] :

|FABT| [FCA| -A,B,T
[FAB®CT A (=] [FVX.ABT] ‘FC’A‘@]
FVX.AB®C,T,A [¥] — ‘FVX.A,B@C,F,A‘




10.4.3 Anti-réversibilité

Pour obtenir I'existence de preuves maximales, on va considérer une stratégie par-
ticuliere de permutation d’inférence qui est l'inverse de I'opération de renversement des
négatifs considérée au cours du processus de focalisation : on va tacher de faire remonter
les inférences négatives aussi haut que possible dans la preuve.

Deéfinition 10.14

Un preuve multifocalisée D de b I est anti-renversée si :

— D ne contient aucune inférence positive R* immédiatement au-dessus d’une in-
férence négative R~ dans une configuration telle qu’on puisse les faire permuter
et

— aucune permutation pos/pos ou neg/neg ne permet de créer une telle configura-
tion.

Définition 10.15

Soit D une preuve multifocalisée de - I'. Une preuve E det I est un anti-renversement
de D si :

— anti-renversement : D ~ E et que de plus on peut transformer D en ‘E par une
séquence de permutations d’inférences (p;)icr en n’effectuant que des permuta-
tions entre positifs (de type pos/pos) ou entre négatifs (de type neg/neg) ou bien
en faisant permuter une régle d’inférence négative au-dessus d’une régle positive
(permutation de type pos/neg) ;

— maximalité : E est une preuve anti-renversée.

Le fait de pouvoir passer de D a ‘E par une séquence de permutations telle que (p;)icr
est noté D — ntirév E.

10.4.4 Maximalité
Théoréme 10.16

Soient Dy et Do deux preuves multifocalisées d’un séquent - T" telles que Dy ~ Do.
II existe une preuve multifocalisée D telle que D3 ~ Dy ~ Dy et

Root(D3) = Root(Dy) U Root(Dy).

Démonstration: Soient D et E deux preuves multifocalisées de - T" telles que D ~ E.

Nous montrons qu’il existe F ~ D telle que les sous-occurrences de formules de
Root(D) U Root(E) apparaissant dans la frontiére du tronc positif de 7, FT, sont
négatives ou atomiques. Cela suffit alors, par la méthode des graphes de focalisa-
tion adaptée pour sélectionner toutes les sources du graphe, & trouver une preuve
multifocalisée F' telle que Root(F') O Root(D) U Root(E).

Il suffit en fait de montrer que si F' € Root(E) \ Root(D), il existe F ~ D telle
que les sous-occurrences de formules de Root(D)U{F'} apparaissant dans la frontiére
du tronc positif de #, F*, sont négatives ou atomiques, un simple argument inductif
permet ensuite de conclure.

Supposons donc qu’il existe une formule F' € Root(E) \ Root(D). On note D+ le
tronc positif de D et S;, 1 < i < k les séquents de la frontiére de D+ qui sont séquents
conclusions des preuves multifocalisées D;,1 < i < k, que I'on pourra aussi désigner
par Dis,. Soit (pi)1<i<n une séquence de permutations d’inférences qui transforme
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D en E et (0;)1<i<m une séquence de permutations d’inférences qui transforme £ en
7. La formule F fait partie de I' et n’est pas décomposée dans le tronc positif de
D : il existe donc un (unique) séquent de la frontiére de DT qui contient I'occurence
de F' considérée, nous supposerons dans la suite qu’il s’agit de S;. On applique une
anti-réversibilité & Dy : soit D}, un anti-renversement de Dy, c’est-a-dire une preuve
de S; telle qu’aucune régle d’inférence positive ne puisse permuter sous une régle
d’inférence négative et telle que D1 —antirev D). En remplacant Dy par D] dans D,
on obtient une nouvelle preuve ' de - I" (qui, a priori, n’est plus multifocalisée).

Nous montrons maintenant que D’ est telle que les sous-occurrences de formules
de Root(D) U {F} apparaissant dans la frontiére du tronc positif de 2/, 't sont
négatives ou atomiques. Pour cela, il nous suffit de montrer que le premier niveau
de connecteurs positifs de F' est décomposé dans le tronc positif de D] (ou plus
précisément que toutes les sous-occurrences de F' apparaissant dans un séquent de la
frontiére de D, sont négatives ou atomiques).

Supposons en effet que cela ne soit pas le cas. Cela signifie qu’il existe dans I'un
des séquents de la frontiére de Df, noté S}, une sous-occurrence positive de F', par
exemple F”.

Par ailleurs, puisque F' € Root(E), il y a dans le tronc positif de £ un séquent
contenant une occurrence de F’ et une régle d’inférence appliquée a cette formule F’
(grace au lemme [[ILTY). 1l y a donc forcément, dans 9’, une inférence R appliquée
a I’ puisque D' ~ E et que les permutations considérées ne font jamais disparaitre
de reégle d’inférence (lemme [LTA 4 nouveau). Il y a donc dans 9’ des occurrences
de régles d’inférence appliquées & F’ et celles-ci ne peuvent étre que dans I'arbre de
preuve enraciné en S/ (il s’agit en effet du seul séquent de la frontiére de 2" qui
contient une occurrence de F’). En outre, comme on a supposé que F’ appartenait a
la frontiére de Q){Jr, il y a nécessairement une inférence négative R~ sous l'inférence
RT (sinon, F” serait décomposée dans le tronc positif).

Du fait que les régles positives permutent entre elles, on peut supposer que chaque
occurrence d’une inférence sur F’ est immédiatement au-dessus d’une régle négative
(sinon, on fait permuter ces inférences vers le bas jusqu'a ce que ce soit le cas).
On considére maintenant une régle négative R_ maximale parmi les régles négatives
se trouvant sous une occurrence de RT (c’est-a-dire qu’aucune autre régle négative
au-dessous d’une occurrence de R n’est au-dessus de R_).

Puisque 'anti-réversibilité ne fait que commuter vers le bas des positifs et remon-
ter vers le haut des négatifs, la régle R_ est également au-dessous de Rt dans D. Par
ailleurs, a la fin de la séquence de permutations (p;)1<i<n, la régle RT est au-dessous
de R_ puisque F € Root(E). Il existe donc D¥ —, DFF1 tel que pj, permute R et
R_. De méme, il existe un plus grand indice [ tel que §; permute R* est au-dessus de
R_ : £ —y, £+, Raisonnons maintenant par cas sur une telle régle R_ qui peut
étre parmi [®], [&] ou [V] :

Cas R_ = [®] : On suppose que la formule & laquelle s’applique la régle R_ est

de la forme A ® B. Dans tous les cas sauf si F/ = C ® D, on peut permuter
RT avec R_. Si F' = C ® D, le seul cas qui pourrait bloquer la permutation
est un cas de la forme :
FC,A +D,A
rcoDAn @

avec A € A et B € A’. Ce cas est impossible pour la raison suivante : dans
la séquence menant de D & E, on a, au niveau de pg, une configuration de la

forme
FABOL kDI - A B,CT
“ABCEDII |0 razBoT % oo @
FA% B,C®D,T, T’ — FA» B,C®D,T', T’

“Du fait de la permutation ® / &, (pi)1<i<n €t (0i)1<i<m Ne sont pas nécessairement inverse I'une de
lautre.
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et le lemme [OT3 assure que A, B < A @ B sont tous les deux envoyés dans
la méme prémisse du [@] de D permettant ainsi de permuter 9] et [®] dans
D"

Cas R_ = [&] : Supposons que la formule & laquelle s’applique R_ soit A & B.
On sait qu’au dessus de chaque prémisse de la régle [&] il y a une régle appliquée
a F’) et qu’il s’agit de la méme régle. On est donc dans une situation de la

forme :
F Fo

7R+7
FAFT FB,F',T
FA&B,F,T

Rt
&

Si RT est [®;] ou [d], la permutation ne pose pas de probléme (en effet, si
Rt = [®,;] par exemple, on sait que si on avait & la fois [@o] et [®1], ces deux
inférences auraient toutes deux une occurrence dans E ce qui est impossible
puisque F' € Root(E); le cas de [3] se traite de la méme maniére).
Considérons le cas ou RT = [®]. D’aprés le lemme LT3, on est dans une
situation de la forme :

F Fa F Fy
FACT +D, I FB,C,I' -D,I'
FAC®D,TT' [©] FB,C® DT T

FA&B,C®D,T, T’

[©]
&

et la permutation est possible a condition que F, ~ ; auquel cas on obtient :

F F
FACT FBCT P
—azBor ¥ ror
FA&B,C®D,I,T"

Pour montrer que % ~ %4, on considére la permutation de ! 4 D' : E! —0; >l

* / 3 3 .
D —7 sirev D'. En particulier, on a :

g1 G1
FACY FB,CXY Go
FA&B,C,% [& D,y
£l s FA&B,C®D,%, Y

(]

G1 G2 G G2
FACY FDY FB.C.YS FD.y
—acobsy © Teoepyy ©
FA&B,C®D,%Y [&eaﬂ

—0,

On peut suivre I’évolution de la prémisse de droite des deux [®] de £/ le long

de cette séquence de permutations, c’est & dire de dérivations (# F D, ¥;)o<i<n

et (H F D, %) o<i<n avec Hy = Hj = Ga, Lo = X( = X, et & chaque permuta-

tion de £*1 4 D', on associe la prémisse de droite de chacun des [®] (en cas

de permutation avec un [&], on suit la copie du [®] de la prémisse de gauche

du [&]) & 7 et #H] et on note X; (resp. ) le contexte de la formule D dans le

séquent conclusion de #; (resp. #).

On a alors : ¥; = ¥ = #; ~ #H; et par ailleurs, si on considére #;, — H; 11,

on a quatre possibilités :

— soit #; = #H;y; (la permutation a lieu dans une partie de la preuve qui
n’implique pas #;) ;

— soit il y a une permutation de régles interne a % ;

— soit il y a une permutation de la derniére régle de #; avec le [®] délimitant

H;
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— soit il y a une permutation du [®] avec la régle qui est juste au-dessous.

Dans tous les cas, la prémisse de gauche de la régle [®] n’intervient pas dans la
définition de #;,, c’est-a-dire que les seules inférences de la preuve £+ qui
pourront contribuer aux #; sont les inférences qui se trouvaient dans Hy = Go
et celles qui se trouvaient sous le [&]. Ces derniéres, permutant avec [&] sont
copiées a la fois dans la prémisse de gauche et celle de droite du [&]. Ce dernier
fait assure que ’on pourrait trouver une réduction a partir £/t' dans laquelle
H; et # sont échangées, ce qui nous ameéne & étendre I’énoncé précédent en :
¥, = X! = H ~ ] d’'oit I'on conclut que F» ~ ¥, puisqu’elles ont mémes
conclusions et que F, = H, et F5 = H, et que &,, =" =3/ .
On peut ainsi conclure que la permutation [&]/[®] est possible.

Cas R_ = [V] : Supposons que la formule & laquelle s’applique R_ soit de la forme
VX.A. Le seul cas problématique est celui on RT =[] :

HA B[F/Y],T

FA,3Y.B,T
FVX.A,3Y.B,T [

El

Dans ce cas, la permutation n’est possible que si X ¢ FV(F). On s’en assure
en étudiant pi. En effet, on est alors dans une configuration de la forme :

A B[F/Y]T - A, B[F/Y],T
A, 3Y.B,T -VX.A,B[F/Y],T
FVX.A,3Y.B,T ¥, F VX.A,3Y.B,T

Pk

V]
El

La condition x d’application de la régle [V] assure que X ¢ FV(F) et qu'il est
possible de permuter les deux régles des quantificateurs dans D’.

Nous pouvons donc conclure de cette étude des régles d’inférence de D' que les
seules sous-occurrences de F' qui peuvent apparaitre dans un séquent de la frontiére
de D{Jr sont négative ou atomiques, ce qui conclut la preuve du théoréme.

O

10.4.5 La question des unités

Alors que nous avons partiellement traité les unités dans [CMS0S|, nous les avons
exclues du traitement de la maximalité dans le présent chapitre. Nous donnons ici quelques
éléments de discussion a ce sujet.

Problémes de permutation des unités négatives. Le probléme vient avant tout des
unités négatives, [T] et [L].
— Le [T] pose probléme car la permutation du [T] efface des portions de preuves :

D
FT.T,A FA.B )
FTT,AA®B —  FT.T,AA®B

[T

[Tl

En particulier, si nous autorisons la permutation de la régle [T], on aurait

D ‘E
Tralll! TAB Tralll! TAB
TrAaAsB o TTrAAeB Y

quelles que soient D et E des preuves de - A, B. Pour faire face & ce probléme, nous
n’avons considéré dans [CMSO8| que les permutations de [T] dites iso-initiales,
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10.5.

c’est-a-dire o la permutation de [T] avec une autre inférence ne crée pas ou n’efface
d’instance de la régle initiale.
Sans cela, la notion de maximalité pose probléme, comme le montre I’exemple sui-

vant : o
Fala ™
— 1] ——ini
Fat, La ] - bt b FTaob L
ol bt Laob I—T@O,a@b[go]
D= Fal, bt T@®0, L@ L,a®@ba®b

La preuve D est une preuve multifocalisée qui focalise sur at, b+, T @ 0,1 @ L
ainsi que sur l'une des deux occurrences de a ® b. On constate évidemment que
cette preuve est équivalente par permutation de la régle [T] & une preuve 9’ qui
multifocalise sur l'autre occurrence de a ® b, or il n’existe pas de preuve de ce
séquent qui multifocalise sur les deux occurrences en méme temps. La restriction aux
permutations iso-initiales nous permet d’éviter ce probléme.

— Les permutations de l'inférence [ L] font perdre le lemme pour le ® puisqu’une
inférence [ L] peut «se déplacer dans la preuves. Pour retrouver un résultat correspon-
dant au lemme [[MLTT], il nous faudrait définir une notion de formule neutre dans une
preuve D, c’est-a-dire une formule n’ayant aucune sous-occurrence impliquée dans un
axiome (ou dans le contexte d'une régle [T]).

Plus fondamentalement, les permutations de la régle [ L] posent probléeme du point
de vue du processus d’anti-réversibilité qui n’est plus suffisant pour maximiser les
racines des preuves multifocalisées comme le montre ’exemple suivant :

Da DB

FA F B
a1 M 5.1
A 1aC FB,L@D%O]
" A©B18C16D .

D=FHA®B,(LaC)®(La& D)

En effet, ’anti-renversement ne peut pas amener la régle 2] & permuter au-dessus
de la regle [®] alors que D est équivalente a :

Da

FA

FA L

I—A,L,L[J‘]
FAllieD

TAlociaD P 5

FA(LeC)® (LeD) #l 5

D= FA®B,(L®C)% (L& D)

[L]

(]

Il faudrait donc faire précéder le processus d’anti-réversibilité d’un traitement préa-
lable visant & assurer que diverses branches multiplicatives ne recoivent pas d’occur-
rences de formules neutres comme dans ’exemple ci-dessus.

Multifocalisation et réseaux
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Nous souhaitons dans cette section établir un résultat comparant preuves maximale-
ment multifocalisées de M LL™ et réseaux de démonstration pour mettre ainsi en évidence
la canonicité de notre notion de maximalité.

La maniére usuelle d’aborder le probléme de l'indentité des preuves en logique linéaire
(et de donner une représentation canonique des preuves) consiste en effet a utiliser les
réseaux de démonstration qui ont été initialement introduits par Girard [Gir87al] (voir
section [C22).

Puisque nous avons prouvé que les preuves maximalement multifocalisées fournissent
également une notion de canonicité pour les preuves, il est naturel de comparer notre ap-
proche avec les réseaux de démonstration ; tel est le but de la présente section dans laquelle
le fragment multiplicatif sans unité, M LL~, pour lequel les réseaux de démonstration sont
particulierement simples et ont de trés bonnes prorpiétés : nous donnerons une preuve di-
recte que les preuves maximalement multifocalisées de M LL™ & iso-polarité prés sont en
correspondance bijective avec les réseaux de démonstration sans coupure de M LL™. Les
résultats précédents du chapitre nous assurent déja qu'un tel résultat est vrai mais nous
allons maintenant donner une preuve directe de ce fait en construisant explicitement la
classe de preuves maximalement multifocalisées iso-polaires correspondant & un réseau de
démonstration donné.

Nous sommes donc intéressés & fournir une preuve directe du théoréme suivant :
Théoréme 10.17

Deux preuves maximalement multifocalisées de M LL™ de \- - {} I' sont iso-polaires si,
et seulement si, elles ont le méme réseau de démonstration.

Nous allons prouver le théoréme en montrant qu’on peut associer & tout réseau de dé-
monstration une unique preuve maximalement multifocalisée (& iso-polarité pres). La réci-
proque, & savoir que deux preuves maximalement multifocalisées isopolaires correspondent
au méme réseau, est triviale.

Pour cela, nous commengons par adapter deux définitions de [AM99]| dans lequel on
trouve un algorithme de séquentialisation focalisé pour les réseaux de démonstration M LL™ :

Définition 10.18 (split(w), d’aprés [ADMII])

Soit ™ un réseau de démonstration M LL™.

split(m) est ’ensemble des conclusions F de w de la forme A ® B telles qu’en
enlevant le lien ® conclusion de F on déconnecte m en deux réseaux de démonstration
w1 et ma.

Définition 10.19 (foc(w), d’aprés [ADMIIY])

Soit m un réseau de démonstration M LL™.
foc(m) est 'ensemble des conclusions F' de w telles que
— soit F' est un atome,
— soit F' € split(m) et ses prémisses A et B sont respectivement conclusions de
deux sous-réseaux 1 et mo et sont telles que soit A (resp. B) est négative soit
A € foc(m) (resp. B € foc(ma)).

Démonstration du Théoréme [TQ.T7: Soit 7 un réseau de démonstration M LL~ de conclu-
sions I et soient I'™ les formules de I qui sont négatives et I'" les formules de ' qui
sont positives ou atomiquesﬁ. Nous explicitons un algorithme de séquentialisation

®On utilisera cette notation tout au long de la preuve.
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produisant une preuve maximalement multifocalisée de conclusion - I'T ft '~ ce qui
nous permettra d’obtenir une preuve maximalement multifocalisée de - - f} I' par
applications répétées de R 1.

Nous raisonnons par induction sur la taille de 7 et par cas sur la structure de I :

Cas T contient au moins une formule négative.

Nous retirons toutes les cellules négatives (c’est-a-dire les cellules ) de 7 jus-
qu’a atteindre des cellules positives ou initiales. La structure de démonstration
résultante est un réseau de preuve 7’ (elle vérifie de maniére évidente le critére
de correction) et ses conclusions IV sont positives ou atomiques.

Par hypothése d’induction, nous pouvons séquentialiser 7’ en une preuve maxi-
malement multi-focalisée 2’ de conclusion - I {} - (on a I'" = T;T/" =)
et en séquentialisant dans n’importe quel ordre les régles négatives qui ont été
enlevées dans l’étape précédente (les diverses possibilités donnent lieu a des
preuves iso-polaires), nous obtenons ainsi une preuve D de la forme :

Q)/

T,
R A
g

p- 5T ¥

T

(les reégles R {) peuvent également permuter)
Cas T ne contient que des formules positives ou atomiques.
Si I = a,a™t, alors 7 est restreint & un lien axiome et on associe & 7 la preuve :
D="Fa,a" e
Sinon, puisque 7 est un réseau de démonstration, on a d’aprés [AM99] que
foc(m) est non vide et contient des formules non-atomiques. Considérons les
formules de foc() : pour chaque F' € foc(m), on considére les formules (F;)c1,
obtenues en retirant héréditairement les connecteurs positifs de F' jusqu’a at-
teindre une sous-formule positive ou atomique et on considére par ailleurs la
structure de démonstration obtenue en retirant héréditairement les liens ® de
7 pour les formules de foc().
La structure de démonstration résultante n’est pas un réseau de démonstration
puisqu’elle n’est pas connexe mais, en revanche, chacune de ses composantes
connexes est un réseau (c’est immeédiat d’aprés la définition de foc(n)). Soient
1, ..., Ty CES composantes connexes.
Pour 1 <4 < n, les conclusions I'; de m; ont au moins une formule négative non-
atomique ou bien m; est réduit & un lien axiome. Dans le premier cas, on peut
inductivement séquentialiser 7; en une preuve maximalement multifocalisée D;
de I‘;L 1+ I';, dans le second, on obtient une preuve du séquent - I'; { -
restreinte & une régle initiale. Pour 1 < i < n, on note '} ™ les formules positives
de T et I'¢! les formules atomiques de T'j et on peut considérer D] qui a la
forme :
D;
T =
FI7 L R

RA

F TS T T
R

2

D =F It T T,

2

Pour conclure, il nous suffit maintenant de montrer que 1’on obtient bien une
preuve de - T' {} - & partir des D et des cellules positives des formules de
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foc(m). Le caractére héréditairement splittant des formules non-atomiques de
foc(m) assure qu'’il en est bien ainsi : en appliquant les régles [®] dans n’importe
quel ordre (tant que cet ordre est compatible avec la structure de sous-formules
bien siir) on obtient une maniére de séquentialiser = en une preuve D de la

forme :
D D!,
FT7T et Ty FIt | ret r-
1 ll 1 1 [®] n‘ ll n n [®]
F T\ foc(n) | foc(m) MF (]
D= FT 1 - [ ]

Pour terminer, il nous faut encore vérifier que la preuve obtenue par ce procédé
est bien maximale, cela s’obtient aisément : soit F' une formule qui pourrait potentiel-
lement élargir I’ensemble de foyers et considérons une preuve Dp qui met en évidence
cette possibilité, D focalise sur F'.

En déséquentialisant Dg, on obtient le réseau de démonstration 7 (puisque D ~
Dr) et puisque Dp est une séquentialisation de 7 qui focalise sur la formule F positive,
alors F' est héréditairement splittante dans , c’est-a-dire que F' € foc(w), et donc
Root(D) = foc(r) est effectivement maximal.

Le procédé considéré dans cette preuve est non-déterministe (au sein d’une phase
négative ou positive, nous séquentialisons dans nimporte quel ordre) et I'on vérifie
aisément que les différentes preuves que 'on peut obtenir & partir de ce processus
sont, exactement les preuves maximalement multifocalisées de la classe d’iso-polarité
correspondant au réseau de démonstration .

([l

Nous avons démontré dans cette section qu’il y a une bijection entre les réseaux de

démonstration de M LL™ et les classes d’iso-polarité des preuves maximalement multifoca-
lisées. Les réseaux de démonstration M LL™ sont certainement la présentation canonique
des preuves la plus concise pour ce fragment.

Les preuves de séquents ont pourtant quelques avantages par rapport aux résultats

actuellement connus pour les réseaux :

— II est plus facile de vérifier la correction d’une preuve de séquent ;

— On ne sait pas bien faire de construction de réseaux de démonstration pour le mo-
ment. En particulier, il est mal-aisé de vérifier la correction d’un réseau en construc-
tion ;

— On ne sait pas traiter toute la logique linéaire de maniére satisfaisante : seuls certains
fragments de LL ont des présentations de réseaux vraiment satisfaisantes.
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Troisiéme partie

Programmation Ludique
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Chapitre 11

Introduction a la Ludique

Résumé:

Nous introduisons dans ce chapitre les notions de base de la Ludique [Gir01}, [Gir06].
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«Qu’en est-il de 'interactionnisme symbolique ? Au lieu de se concentrer sur
des notions abstraites comme le systéme social, il établit son domaine de re-
cherche sur la concrétude des relations interindividuelles. Le monde social n’est
pas préexistant a la maniére d’une structure dont il faudrait s’accommoder, il
est constamment créé et recréé par les interactions & travers des interprétations
mutuelles suscitant un ajustement des acteurs les uns par rapport aux autres.
L’interactionnisme traduit le souci d’identifier les processus & ’ceuvre dans une
société en train de se faire, il s’intéresse moins & l'institué qu’a 'instituant. Les
normes et les régles sont 1’objet d’une relecture constante, d’une négociation
sociale, elles ne s’imposent pas de l’extérieur, les acteurs en sont les maitres
d’ceuvre. C’est leur action mutuelle qui les rend effectives. Ainsi, par exemple,
la déviance n’est pas une nature, répondant & la seule transgression d’une loi,
elle est une construction sociale. Les lois sont souvent transgressées, mais par-
fois sans dommage pour les infracteurs. L’étiquette de déviance implique une
mobilisation sociale et un processus de nomination.»

David le Breton

L’interactionnisme symbolique

Dans cette section, nous donnons les définitions de la plupart des objets et des notions
considérés en ludique qui seront nécessaires pour faire de la recherche de preuve interactive.

11.1. Motivations et intuitions pour la Ludique

La ludique a été introduite par Girard [Gir(l] comme une théorie interactive qui vise
a dépasser la distinction traditionnelle entre syntaxe et sémantique en considérant que
I'interaction devrait étre une notion primitive et que la logique devrait étre reconstruite
aprés coup. Les desseins sont des objets intermédiaires entre syntaxe et sémantique qui
peuvent interagir : on peut les voir & la fois comme des abstractions de preuves de séquents
MALL et comme une présentation concréte des stratégies innocentes de la sémantique
des jeux. Ainsi, on ne commence pas avec des objets syntaxiques auxquels on donne une
interprétation sémantique, ni en choisissant un espace sémantique pour lequel on cherche
un langage adéquat. Il s’agit d’objets interagissant les uns avec les autres dont les propriétés
sont définies interactivement.

Nous décrivons dans les paragraphes qui suivent les motivations de base et les princi-
pales intuitions de la ludique.

Focalisation. La focalisation d’Andreoli [And92| (voir le chapitre [) constitue le fonde-
ment d’une approche polarisée de la logique qui est une premiére étape vers une interpré-
tation des preuves & base de jeux : la polarisation nous dit qui doit jouer. La focalisation
permet de définir des connecteurs synthétiques et des régles d’inférence synthétiques en
logique linéaire multiplicative et additive (MALL) et un calcul utilisant ces régles synthé-
tiques. Les connecteurs de MALL peuvent étre classifiés en deux ensembles de connecteurs :
des connecteurs positifs (®,®,1,0) et des connecteurs négatifs (2, &, L, T). Quand on
cherche une preuve, on alterne entre des phases positives et négatives. La prouvabilité ne
peut pas étre perdue pendant une phase négative alors que pendant une phase positive on
peut faire un mauvais choix, ce qui entrainerait qu’on ne trouverait pas une preuve, méme
si le séquent avec lequel nous commencons était prouvable. Il y a alors clairement une phase
active (la phase positive) et une phase passive (négative), les deux phases alternant.
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Normalisation de preuves. Dans le processus d’élimination des coupures, une étape
de conversion correspond & la sélection, par une régle positive, d’une continuation de la
normalisation (comme par exemple la sélection de I'une des prémisses d’une régle & par
une régle @ pendant 1’élimination des coupures). Mais il y a encore un probléme pour
qu'une interprétation interactive puisse tenir : il n'y a pas assez de preuves! On ne peut
pas trouver une preuve a la fois pour A et pour AL, Pourtant, alors qu’on ne peut pas avoir
une preuve a la fois pour une formule et sa négation, il est parfaitement acceptable de tenter
de prouver A et A+ a la fois. En particulier, si la recherche d’une preuve échoue, 1'objet
partiel que nous avons obtenu peut étre utilisé dans une interaction avec des tentatives
de preuve de la négation, excepté a la position ou ’échec est rencontré (a ce point, la
normalisation est encore indéfinie). Une tentative échouée de prouver A est un arbre dont
certaines branches sont ouvertes. Ajoutons donc une nouvelle régle, le daimon, pour noter
le fait qu’une recherche de preuve a été interrompue : F T %.

Quel peut étre ce séquent F I' oil la recherche de preuve a été stoppée ? Ce serait stupide
de s’arréter si = I' contient une formule négative puisqu’on sait que la décomposition de
cette formule ne coute rien (la prouvabilité ne peut pas étre perdue & cause de cette
régle d’inférence). On restreint donc Papplication de la régle " aux séquents qui ne sont
constitués que de formules positives (les séquents positifs). On a donc des parapreuves pour
tous séquents, méme pour le séquent vide : .

La normalisation entre deux parapreuves est un processus a travers lequel chaque objet
teste 'autre. La parapreuve qui utilise "X au cours de 'interaction est considérée comme le
perdant de la partie et la partie se termine ici. On notera que ce processus de normalisation
est donc une exploration des deux parapreuves : la coupure visite des portions des para-
preuves au cours de la normalisation. Quand le daimon "X est atteint, les parapreuves sont
dites orthogonales. Une parapreuve qui gagne une interaction pourrait encore contenir
un démon ailleurs : simplement, ce daimon ne ferait pas partie de cette interaction précise,
mais elle serait détectée par une autre interaction.

Lieux. Alors qu’en programmation fonctionnelle il est important de savoir que les types
d’une fonction et de son argument se correspondent, il n’est pas nécessaire, en recherche de
preuve, de connaitre toute la structure de la formule & prouver dés le début de la recherche.
On a simplement besoin d’en connaitre suffisamment sur cette structure pour choisir une
régle d’inférence & appliquer. Cette idée se retrouve en ludique par I'utilisation d’adresses
ou de lieux (ou loct). Une formule est ainsi manipulée & travers son adresse {. Quand on
applique une régle d’inférence R sur £ on apprend ou sont les sous-formules (ou sous-loct)
qui sont rendues disponibles par la régle R (et non pas ce qu’elles sont) : £i,&7, . ..

Comportements et Incarnations. Une formule prouvable peut étre interprétée comme
I’ensemble de ses preuves ou parapreuves. En fait, les choses sont méme plus radicales
en ludique : les formules sont définies interactivement par une méthode de cloture par
biorthogonal (habituelle en réalisabilité, sémantique des phases, etc.) ce qui définit des
comportements. Etant donnée une parapreuve P dans un comportement A et une para-
preuve 2’ dans A1, une partie de D peut étre explorée interactivement en normalisant D
avec D'. Dans des circonstances particuliéres, il peut arriver que D soit entiérement visitée
par D'. Mais en général, il y a des parties de D qui ne peuvent pas étre visitées, quel que
soit ' € AL avec lequel on le teste.

Il existe pourtant une classe de parapreuves particuliérement intéressantes dans une
perspective interactive, la classe des parapreuves qui peuvent étre entiérement visitées
par normalisation avec des éléments de A'. Ces parapreuves sont dites materielles ou
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incarnées. 11 s’agit des éléments les plus intéressants dans A puisqu’il peuvent étre com-
pletement caractérisés interactivement.

Connecteur et complétude interne. Les comportements sont donc des ensembles
de desseins avec une propriété de cloture et ils représentent les formules, ou les types.
Nous sommes donc intéressés a définir des connecteurs sur les comportements, c’est-a-dire
des maniéres de construire de nouveaux comportements & partir de comportements plus
simples.

La ludique posséde une propriété remarquable & ce sujet, qui assure que pour de nom-
breux connecteurs, on a une construction directe de la partie essentielle d’un comportement
(la partie matérielle) sans avoir besoin de clore notre construction par bi-orthogonal. C’est
la propriété de complétude interne.

11.2. Actions et desseins

En ludique, les preuves sont remplacées par des desseins et les régles d’inférence par
des actions tandis que les formules auxquelles une régle s’applique sont maintenant traitées
a travers leur localisation.

Définition 11.1 (Adresse)

Une adresse (ou lieu ou locus) est une suite finie d’entiers (notée &).

Définition 11.2 (Action)

Une action est soit une paire constituée d’une adresse (le foyer) et d’'un ensemble
fini d’entiers (la ramification) et munie d’une polarité (on note (£,I)" ou (&,1)” et
on parle d’actions propres), soit le daimon (M) qui est une action positive.

Quand on oublie la polarité d’une action propre k, on parle d’'une action neutre
et on écrit K.

Définition 11.3 (Justification)

On dit qu’une action (&, )€ crée les adresses { xi pour i € I et que action k justifie
k' quand ce sont des actions propres de polarités opposées et que le foyer de k' est créé

par K.

Définition 11.4 (Base)

Une base est un ensemble fini d’adresses polarisées (€7 ou £ ) dont au plus une
adresse est négative et telle qu’aucune adresse n’est préfixe d’une autre adresse de la
base.

On écrit £ - A pour les bases négatives et - A pour les bases positives.

Une base qui est un singleton est dite atomique et + est la base vide.

Les desseins sont la contre-partie en ludique des preuves ou des stratégies. Plus préci-
sément, les desseins correspondent a des preuves dans un calcul des séquents hyperséquen-
tialisé (c’est-a-dire qui utilise les connecteurs synthétiques issus de la focalisation) d’ou
I’alternance de polarité des actions et la possibilité de branchements n-aires.
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Définition 11.5 (Desseins)
Un dessein D sur une base 3 est un ensemble (éventuellement infini) clos par préfixe
de suites finies d’actions (c’est-a-dire qu’il s’agit d’une forét d’actions) tel que :
— Chroniques. Soit x = (Kog,...,kp) € D.

a) Les actions de x ont des polarités qui alternent et pour i < n, k; n’est pas

A0
b) Chaque adresse a au plus une occurrence dans .

¢) Pour 0 <i <n alors
— soit k; = "
— soit k; = (&, )¢ et €€
— soit k; est justifiée par kj avec j < 1.
Si k41 est négative, elle est justifiée par k; ;

— Positivité. Les feuilles de la forét sont positives;

— Branchement positif. L’arbre n’est branchant que sur les actions positives :
Si X1, X2 € ® ne sont pas préfixes 'une de Pautre, alors elles différent pour Ia
premiére fois sur des actions négatives ;

— Partage additif. Si kg et k1 sont deux actions différentes ayant le méme foyer
alors les suites qui conduisent a kg et k1 différent pour la premiére fois sur des
actions (négatives) qui ont le méme foyer : ky = (§,1)” et &} = (&, J)" ;

— Totalité. Si la base est positive, © # ().

Un dessein est positif ou négatif selon sa base. Un dessein est dit atomique

lorsque sa base est atomique.

Remarque 11.6

Une autre approche des desseins est de les considérer comme générés co-inductivement
par la grammaire suivante :

P oa=HT |, Dt (T ieliAj=>T;NT;=0,Vie [,T; CcT}ET
N a={E N - BT e N CPrw),VI e N,T; c T}

Par exemple, le dessein §areg ¢ est

Sarere = {(& 1) (€, D) - {Sargirgiri € I}, 1 € Py(w)}.

Définition 11.7 (Tranche)

Une tranche est un dessein oii chaque adresse apparait au plus une fois. Une tranche
d’un dessein ® est une tranche incluse dans ®. En particulier, une tranche négative est
un arbre.

Quand on représente graphiquement les desseins et les tranches, on adopte La conven-
tion de Faggian : les actions positives sont encerclées et leur ramification est écrite a
I’extérieur du cercle tandis que les actions négatives ne sont pas entourées.

On donne en figure [T deux tranches et un dessein sur - £. On remarquera que © est
la superposition de &1 et de G,. D’autres desseins sont montrés en figure [T2

11.3. Normalisation et Interaction
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&0 @ @

£0,{1} /517{2} €0,{2} /517{2}

61 = \@ {0,1,2} G = \@ {0,1,2}
O @ @

| |
£0,{1 £0,{2 £1,{2
o {}\@{)}/ {2)

{0,1,2}

Fi1G. 11.1 — Deux tranches et un dessein.

Daig I, (I € Pr(w)) Dy : @

SaLerigg 9 /i el

I

gaxgkgl : f,lf (I < Pf(W))

F1a. 11.2 — Des desseins importants : Dai, Dai~ & Far.

Les interactions de desseins sont construites par la normalisation des réseaux de cou-
pure qui refléte I’élimination des coupures en calcul des séquents de la logique linéaire. En
ludique, il n’y a pourtant pas de régle de coupure dans les desseins : une coupure est sim-
plement la coincidence d’un lieu avec des polarités opposées dans la base de deux desseins.

Définition 11.8 (Réseau de coupure)

Un réseau de coupure R = (9;);cs est un ensemble fini non vide de desseins sur des
bases (B;)icr tel que

(i) les adresses des bases sont soit égales soit disjointes ;

(ii) une adresse  apparait dans au plus deux bases (dans ce cas, il apparait une fois
avec une polarité positive et une fois avec une polarité négative et il est appelé
coupure dans R);

(iii) les coupures définissent une relation binaire sur les desseins qui doit étre connexe
et acyclique.

Définition 11.9 (Base d’un réseau de coupure)

La base de R est I'ensemble des adresses polarisées des ((3;)ic; qui ne sont pas des
coupures.
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Définition 11.10 (Réseau clos)

Un réseau est dit clos quand sa base est vide. Une action de R est visible s’il s’agit
de "X ou si son foyer est une sous-adresse d’une adresse de la base du réseau, sinon elle
est dite cachée.

Définition 11.11 (Dessein principal)

Dans tout réseau de coupure, il y a un dessein principal qui est le seul dessein positif
du réseau si un tel dessein existe ou le seul dessein négatif dont la base est de la forme
& F A avec € qui n’est pas une coupure.

Alors que la condition de linéarité assure que dans une tranche, toutes les actions sont
distinctes, un dessein peut contenir plusieurs copies de la méme action. En conséquence,
la description d’une action en donnant seulement son foyer et sa ramification est ambigué
et ne permet pas de la retrouver dans le dessein : nous avons besoin d’une information
plus compléte sur la position de ’action dans le dessein. La branche conduisant a ’action
que nous considérons, en revanche est suffisante puisqu’elle montre le chemin qui doit étre
suivi dans le dessein pour atteindre ’action et cela sans ambiguité. La définition suivante
pour les vues fournit une maniére de retrouver la chronique définissant une action pourvu
que ’on connaisse un certain chemin dans les desseins d’un réseau de coupure conduisant
a cette action.

Définition 11.12 ( Vues)

Soit x une suite d’actions neutres. Nous définissons les vues positives et négatives

pour x par induction :
_ re—H— =™

= 67’

- s (5’1)—'+ ="s'™- (+a£aI)7

— Ts-(6,1)7" =Tt7. (= &, 1) si s = tu et u est le plus long suffixe de s tel qu’aucune
action dans u ne crée &.

On remarque que dans le dernier cas de la définition, ¢ est soit vide, soit sa derniére
action neutre est (o, J) avec £ = oj pour un certain j € J. En outre, on peut trivialement
étendre les vues positives aux suites se terminant avec YK (et cela méme si X n’est pas une
action neutre).

Définition 11.13 (Chemin de visite)

Soit & une tranche. Un chemin p dans & (qui est une suite d’actions dans &) est
un chemin de visite s’il est tel que : (i) les polarités alternent ; (ii) il n’est fait que
d’actions propres; (iii) il est clos vers le bas (étant donné un préfixe p’ de p dont la
derniére action est k, toutes les actions sous k dans & sont dans p’).

La polarité de p est la polarité de sa derniére action. Etant donné un chemin p, on
écrit p,, pour la suite d’actions neutres canoniquement associée a p.

On note qu’un chemin de visite ne peut pas nécessairement étre réalisé par une inter-
action. La proposition suivante assure que les vues peuvent étre utilisées pour parler de
maniére non ambigué d’une action dans un dessein.

Proposition 11.14

Si & est une tranche sur une base atomique [3 et si p est un chemin de visite dans &
de polarité e alors "p, ' est la branche de G qui conduit jusqu’a la derniére action de
p. Si la derniére action est k, on notera la branche Ch(k).
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Définition 11.15 (Loci Abstract Machine)

La Loci Abstract Machine (LAM [Fag02]), est une machine abstraite qui calcule
Pinteraction d’un réseau de coupure JR. L’interaction est décrite comme le parcours de
jetons dans le réseau de coupure. Soit R un réseau de coupure de base 3. Un jeton
est une paire (s,x) d’une suite d’actions neutres s et d’une action k, qui représente la
position du jeton dans R : s enregistre le chemin que le jeton a suivi depuis I’état initial
jusqu’a k. Soit Ty 'ensemble de toutes les positions atteintes par les jetons durant la
normalisation.

— Initialisation. Si k est a la racine du dessein principal du réseau R alors (e, k) €
T ;

— Transitions. Soit (s, k) € Tiz. I y a trois cas :
— Visible. Si x est une action visible de polarité €, alors pour chaque k' tel que
Tskk € R, (sky, k') € Ty (on note que "sk™ est la chronique conduisant a k) ;
— Up. Si k est une action négative cachée, alors soit k’ le successeur de la derniére
action de "sk™ 7, on a (sk, k') € T ;
— Jump. Si k est une action positive cachée, alors soit k' la méme action que k
mais de polarité opposée. Si "sk” € R alors (s,k') € Tiz. Si "sk~ & R alors la
normalisation échoue.

Définition 11.16 (Chemin de normalisation)

Soit R un réseau de coupure et soit Ty I'ensemble des positions atteintes par les jetons
durant la normalisation. Un chemin de normalisation est une suite d’actions qui
sont visitées pendant la normalisation de R : Path(R) est défini comme I’ensemble
{s - Kky/(s,r) € T tel que s est maximale}.

On définit aussi
Définition 11.17 (hide(p))

hide(p) comme la suite obtenue en enlevant toutes les actions cachées de p et Hide(fR)
comme I'ensemble {hide(p),p € Path(R)}.

Définition 11.18 (s€)

Si s est une séquence d’actions neutres, on définit s¢ comme :
(i) et =€ =¢;

(i) (s k)T =5 -kT;

(iii) (s k)" =sT K™,

Définition 11.19 (Forme normale)

La forme normale d’un réseau de coupure R est le dessein défini comme :

[R] = {x/x est préfixe de p* avec p € Hide(R)}.

Définition 11.20 (Dispute)

Si R est un réseau de coupure clos, on appelle dispute le chemin de normalisation de
R. Si le réseau est {D, €}, on écrit [D = €] pour la dispute en question.
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11.4. Théorémes analytiques

La Ludique est organisée autour de quatre théorémes fondamentaux & propos de l'in-
teraction de desseins & partir desquels on peut effectuer les constructions de connecteurs :

— le théoréme de séparation est une version ludique du théoréme de séparation
(théoréme de Bohm [B668]) du A-calcul que nous avons étudié dans la partie de cette
thése consacrée au Ap-calcul ;

— le théoréme de stabilité affirme que la normalisation commute aux intersections
compatibles;

— le théoréme d’associativité est une sorte de propriété de Church-Rosser concernant
la normalisation des desseins (voir [ILT]) ;

— le théoréme de croissance indique que la normalisation est croissante pour ’ordre
extensionnel.

Orthogonalité. L’orthogonalité décrit les normalisations qui ont été des succeés :

Définition 11.21 (Orthogonalité)

Deux desseins atomiques ®, € sont orthogonaux s’ils forment un réseau de coupure
et si [D,E] ="4. On écrit alors ® L €.

En général, si © est un dessein de base &1',...,&5" et si (&, )i<i<p sont des des-
seins de bases atomiques &; “, (D, €,,..., € ) forme un réseau de coupure clos. Si

[@, 6617 ey an] = "X on écrit @L(@&)lgign.

Définition 11.22 (Orthogonal d’un dessein)

L’orthogonal d’un dessein ® de base atomique est :

9t ={¢/DLe}.

Définition 11.23 (Pré-ordre de préséance)

On définit le pré-ordre de préséance sur les desseins de méme base comme suit :

D=<E — D-Cel,

Théoréme de séparation. Le théoréeme de séparation indique que le pré-ordre de pré-
séance est en fait un ordre :

Théoréme 11.24 (Séparation)

Soient ), & deux desseins atomiques sur la méme base. On a :

D=¢ < V5 [D,5]=[¢ 3]

et le pré-ordre de préséance est un ordre partiel sur les desseins.

Remarque 11.25

On a® < € si et seulement si toute chronique x qui est dans ® sans étre dans € peut
s’écrire sous la forme x1 - X2 avec x1 - € €,
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Théoréme de stabilité. On considére naturellement un autre ordre sur les desseins,
I’inclusion de chroniques, que 1’on appelle I'ordre stable :

Définition 11.26 (Ordre stable)

Soient ® et € des desseins sur une méme base. On définit ’ordre stable comme
Pordre d’inclusion pour les desseins considérés comme ensembles de chronique :

DL E «— DCE.

Théoréme 11.27 (Stabilité)

Soit (R;)ier une famille de réseaux de coupure tous inclus dans un réseau R (pour
tout 1 € I, R; CR). On a :

[ Nier Ri] = Nicr [Pl

Remarque 11.28

L’intersection considérée dans I’énoncé ci-dessus est 'intersection des réseaux vus comme
ensembles de chroniques.

Remarque 11.29

L’hypothése d’intersection compatible est nécessaire pour assurer que I’on a bien égalité
(sans cette hypothése, des réseaux d’intersection nulle pourraient avoir la méme forme
normale par exemple).

Théoréme d’associativité. Le théoréme d’associativité est une sorte de propriété de
Church-Rosser pour la ludique. On se rappellera la discussion de la section [l

Théoréme 11.30 (Associativité)

Soit R un réseau et {Ry,..., MR, } une partition de R en un ensemble de réseaux (ce
qu’on appelle un réseau de réseaux). On a :

PRl = [[R--- [Ra]-

En combinant 1’associativité et la séparation, on obtient le principe de cloture :
Théoréme 11.31 (Principe de cloture)

Soit R un réseau sur une base quelconque 3. La forme normale de R, [R], est 'unique
dessein ® tel que pour toute famille de desseins atomiques (€¢e) (de base € si (¢ € 3),
on a® L (&) si, et seulement si, [RU (Eee[)e—ccp =X

Théoréme de croissance. Le théoréme de croissance affirme que la normalisation est
croissante par rapport a ’ordre extensionnel :

Théoréme 11.32 (Croissance)
Si®D| < €Eq,...,9, x¢&,, alors

[@1,...,@,1]# [@1,...,€nl.
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11.5. Comportements

«L’interactionnisme s’intéresse a ce qui se joue entre les acteurs dans la
détermination mutuelle de leur comportement.»

David le Breton

L’interactionnisme symbolique

Définition 11.33 (Ethique)

Un ensemble de desseins de méme base atomique, noté E, est appelé une éthique et
son orthogonal est B+ = {D /V¢ € E, D L¢}.

Propriété 11.34

Etant données deux éthiques E et E, on a :
— si ECE alors E- CE+;

_ EQELL;
- EJ_ :EJ_J_J_.

Définition 11.35 (Comportement)

Un comportement G est une éthique qui est égale a son bi-orthogonal : G = G+,

Il est évident que l’orthogonal d’une éthique est un comportement.

Définition 11.36 (Comportement principal)

Soit ® un dessein. Le comportement principal de ® est {D}1+. C’est le plus petit
comportement (pour l'inclusion) contenant ®.

Proposition 11.37
Si € € G, alors il existe un plus petit dessein ® C € tel que ® € G.

Définition 11.38 (Incarnation d’un dessein dans un comportement)

Le plus petit dessein ® dont ’existence est assurée par la proposition précédente est
I'incarnation de € dans G notée |€|q.

Définition 11.39 (Matérialité)

Un dessein est dit matériel dans un comportement quand il est égal a son incarnation
dans son comportement.
On note |G| I'ensemble des desseins matériels du comportement G.

11.5.1 Connexité, disjonction, indépendance et extranéité

Définition 11.40 (Répertoire d’un comportement)

Soit G un comportement atomique. Le répertoire de G, noté §QG, est une partie de
Psin(N) définie comme suit :
— Si G est positif, alors §G est ensemble des I Cgp, N tels (€,1)" est la premiére
action d’un dessein de G ;
— Si G est négatif, alors G est I'ensemble des I Cgy, N tels que (,1)” est une
premiére action d’un dessein incarné ® de G.
Le répertoire d’une éthique E sera le répertoire du comportement associé E-+.
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Remarque 11.41

On peut également caractériser §G comme suit :
— G positif : I € G si, et seulement si, le dessein suivant appartient a G :

\saaiéyi el

1

— G négatif : I € §G si, et seulement si est I'une des tranches de I'incarnation

C el
du daimon négatif@aig,_ dans G.
On a par ailleurs la propriété suivante §G = {G-+.

Définition 11.42 (Comportement connexe)

Un comportement est connexe si son répertoire est un singleton {I}.

Définition 11.43 (Comportements disjoints)

Deux comportements G et H de base identique sont dits disjoints si §G et §H sont
des ensembles disjoints.

On notera que cela signifie en particulier que, si G et H sont positifs, un dessein de G
ne peut avoir la méme premiére action qu'un dessein de H.
Les notions de connexité et de disjonction s’étendent naturellement aux éthiques.

Définition 11.44 (Réservoir d’un comportement)

Le réservoir d’un comportement, noté §G, est une partie de N (finie ou infinie)
définie par : §G = J 4 G.

Définition 11.45 (Comportements indépendants, étrangers)

— Deux comportements G et H de méme base sont indépendants lorsque

VI,I' €§G,VJ,J €§H, IUJ=I'UJ =1=1IetJ=.J.

— Deux comportements G et H de méme base sont étrangers lorsque §GNSH = ().

On peut bien évidemment parler de I'#ndépendance de deux réservoirs R et R'; en
particulier, étant donné un élément J de {IUI', I € R,I' € R'} pour R et R’ des réservoirs
indépendants, on peut reconstruire la partie venant de R et la partie venant de R'.

Deux comportements étrangers sont bien siir indépendants : si IUJ = I'UJ = K
avec [,I' €e§G et J,J € §H,alors KN§G=1=1"et KN§H=J = J'.

Deux comportements étrangers n’auront aucune adresse en commun 3 part le foyer de
leur premiére action.

11.6. Connecteurs

Les comportements de la ludique représentent des formules ou des types, on veut donc
définir des connecteurs permettant de construire des comportements & partir de compor-
tements plus simples.

On va considérer :
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— des pré-connecteurs qui sont des éthiques construites & partir de comportements, gé-
néralement définies & partir des desseins contenus dans les comportements (dans la
mesure ol on définit les pré-connecteurs & partir des desseins d’un comportement,
on peut souvent les définir pour une éthique, sans demander qu’il s’agisse d’un com-
portement) ;

— et des connecteurs, qui seront le comportement engendré par le pré-connecteur via
une cloture par double orthogonal.

11.6.1 Fléchage, |

Le fléchage, ou décalage, correspond a un simple changement de polarité.
Définition 11.46 (Fléchage d’une chronique, d’un dessein)

Une chronique X' de base 3,£¢ est le fléché d’une chronique x de base (3,£i™¢ si
X = (& {i})° - x. On notera | x le fléché de x.
Un dessein ®’ de base 3, &€ est le fléché d’un dessein © de base [3,£17¢ si D' est
obtenu en prenant le fléché de chaque chronique de ® :

o = ([ x € O} U{(E i}))

On pourra spécialiser la notation du fléché en fonction de la polarité : si x et © sont
une chronique et un dessein positifs (resp. négatifs) on notera T x et 1D (resp. | x et | D)
leur fléchés.

On étend naturellement la définition précédente a une éthique :

Définition 11.47 (Pré-connecteur de décalage)
Le pré-fléeché d’une éthique E de base i + T' (resp. F T',&i), noté \ E (resp. / E)
est une éthique de base - T',{ (resp. £+ T') définie comme suit :

— Si E est une éthique négative, le fléché de E est I’éthique

VE={]9,9 € E} U{Dai};
— Si E est une éthique positive, le fléché de E est I’éthique

JE={19,DcE}.

Définition 11.48 (Connecteur de décalage)

Un comportement G est le fléché d’une éthique E, noté | E s'il est de la forme :

G={]99cE}'*

11.6.2 Connecteurs |J et [
Définition 11.49 (Pré-connecteur ()

Soit (G;);er une famille d’éthiques de méme base (3 (d’une polarité quelconque). On
définit un pré-connecteur (\(G;)ier par

((Gi)icr ={D,D € G¥i € I}.
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Définition 11.50 (Connecteur (=)

Soit (G;)ier une famille de comportements de méme base (3 (d’une polarité quelconque).
On définit le connecteur ([ par

11
((Gi)icr = {D,Vie I,D € G}

Définition 11.51 (Pré-connecteur |))

Soit (G;);er une famille d’éthiques de méme base (3 (d’une polarité quelconque). On
définit un pré-connecteur | J(G;)ier par

UGi)icr = {9,3i € 1,9 € G}

Définition 11.52 (Connecteur | J=7F)

Soit (G;)ier une famille de comportements de méme base 3 (d’une polarité quelconque).
On définit le connecteur | J** par

11
U(Gi)ier ={®.,3i e I,D € G}

On a la propriété :
Théoréme 11.53
Soit ® un dessein de ((G;)ier- On a ’@‘m((;i)

icl = UZEI ’QIGZ

Les connecteurs d’union et d’intersection sont des connecteurs totaux, qui sont définis
quels que soit la famille de desseins qu’on leur donne, pourvu qu’ils soient de méme base.

On va définir des connecteurs partiels, c’est-a-dire qu’ils ne sont définis qu’a condition
que les comportements qu’on leur donne vérifient certaines propriétés. On va en fait de-
mander que les comportements connectés soient disjoints et qu’ils soient polarisés de la
bonne maniére.

11.6.3 Connecteurs additifs

Connecteur avec, &. On définit une conjonction additive, version négative et disjointe
de l'intersection.
Définition 11.54 (Connecteur &)

Le connecteur & est le connecteur () appliqué a des comportements négatifs disjoints.

On peut bien évidemment définir une version n-aire du connecteur &, voire s’appliquant
a une famille.

Connecteur plus, &. On définit une disjonction additive, version positive et disjointe
de l'union.

Définition 11.55 (Connecteur @)

Le connecteur & est le connecteur ULl appliqué a des comportements positifs disjoints.
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On peut bien évidemment définir une version n-aire du connecteur @, voire s’appliquant
a une famille.

11.6.4 Connecteurs multiplicatifs

Définition 11.56 (Tenseur de deuxr desseins)

Soient ® et ®’ deux desseins positifs sur la méme base atomique = £. On construit le
dessein ® ® ®’ comme suit :
- Si® ou® est Dai, alors ® © D' = Dai;
— Sinon, soient I et I les ramifications telles que (£, 1) et (¢, 1)" sont les premiéres
actions de ®© et ®' respectivement.
-~ SiINI'#0, alors® ®® = Dai;
— Sinon, INI" = () et on définit D ©D’ comme suit : Chaque chronique (£, 1)*-x de
D est transformée en (&, [UT")" -y, formant D s, chaque chronique (&, 1')* X/
de ®’ est transformée en ({,IUI')* - X', formant ®’ ;,, on pose alors ® ©D' =
Dur UDY p, qui est un dessein.

Définition 11.57 (Pré-connecteur tenseur)

Si E et F sont deux éthiques positives sur une méme base atomique, E®F est I’éthique
définie par :
EOF={¢0f ¢cE FcF}

Définition 11.58 (Tenseur de comportements)

Si G et H sont deux comportements positifs sur une méme base atomique, G ® H est
défini par :
GoH={®P0¢DcG, ecH}'

Proposition 11.59 (voir [Gur(01l])

Soit § un dessein négatif sur & -, soit ® un dessein positif sur - £. Il existe un unique
dessein (§)®D sur £ F tel que pour tout €, dessein positif sur - &, on ait

[3.9 0 €] =[3)D,¢].
Définition 11.60 (Adjonction)

L’adjoint (§)® est 'unique dessein satisfaisant les conditions de la proposition ci-
dessus.

Remarque 11.61
Par la commutativité du tenseur, on a également [§,D © €] = [(F)€,D].

Le connecteur @ est défini par orthogonalité :
Définition 11.62 (Connecteur '9)

Soient G, H des comportements négatifs sur £ -, on a alors

GsH = (GreHYH)
= (D0¢ DeGlecH I}
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11.7. Propriétés de complétude interne

On présente dans cette section les résultats de complétude interne en insistant sur une
notion essentiellement équivalente & la complétude interne mais qui est originale et met
I’accent sur la notion de matérialité et de composition, la complétude matérielle.

Les propriétés de complétudes matérielles utilisent les propriétés de complétude interne
dont on trouvera les preuves dans [Gir(1].

11.7.1 Complétude interne

L’idée de la complétude interne de la ludique est que la définition des connecteurs
n’ait pas besoin de cléture par bi-orthogonal : que la construction n’ait pas besoin d’étre
complétée.

Pour des raisons techniques, on ne peut pas obtenir, dans le cas général, un compor-
tement en composant deux comportements. En revanche, on constate qu’on peut souvent
construire les parties matérielles des comportements sans avoir a recourir au bi-orthogonal.

On définit alors la complétude d’une éthique non pas en demandant qu’elle soit égale &
sont bi-orthogonal, mais comme suit :

Définition 11.63 (Ethique compléte)

Soit E une éthique. E est dite compléte lorsque :

‘E“‘ CE

On dira qu’un connecteur a la propriété de complétude interne lorsque 1’éthique obtenue
est compléte. On énonce la propriété de complétude interne dans la cas binaire, mais elle
s’étend de maniére évidente au cas unaire ou au cas n-aire :

Définition 11.64 (Complétude interne)

Soit > un connecteur binaire et soient G et H des comportements. < a la propriété de
complétude interne si G < H est une éthique compléte pour (G < H)lL.

On va s’intéresser pour notre part a4 une variante de la complétude interne, essentiel-
lement équivalente, mais mettant ’accent sur la matérialité et la composition de connec-
teurs. Nous l'appelons complétude matériellement interne, ou complétude maté-
rielle pour pouvoir la distinguer de la notion standard de complétude interne :

Définition 11.65 (Complétude matérielle)

Soit <1 un connecteur binaire et soient G et H des comportements. <1 a la propriété de
complétude matérielle si |G| > [H| est une éthique compléte pour |(G < H)lﬂ,
c’est-a-dire si :

‘(G < H)YH | € |G| s [H]

11.7.2 Fléchage, |
Proposition 11.66 (Complétude interne du décalage)

— Si G est un comportement négatif, alors | G =\ G ;
— Si G est un comportement positif, alors /' G est une éthique compléte pour T G.
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Dans le cas négatif, on a vraiment une égalité tandis que dans le cas positif, on n’a
qu’une éthique compléte parce qu’il manque des desseins non-incarnés qui ont des tranches
supplémentaires, jamais testés dans T G (des desseins négatifs qui ont parmi leur premiéres
actions des actions de la forme (£,1)7,1 # {i}).

Proposition 11.67 (Complétude matérielle du décalage)

— Si G est un comportement négatif, alors || G| =\, |G]|;
— Si G est un comportement positif, alors |T G| = /' |G]|.

Démonstration: On se limite au cas atomique.

Supposons que G soit un comportement négatif. Soit ® € || G| un dessein maté-
riel. De deux choses 'une : soit ® = Dai et dans ce cas, on a D €\, |G| par définition
de \ |G|, soit ® # Dai. Dans le second cas, © est un dessein de base - ¢ de la forme :

@/
|
ot D' € G.

Op o
1l nous suffit alors de prouver que D’ est matériel dans G pour avoir le résultat. Soit
¢ C D avec ¢ € G. On a alors | ¢ € | G par définition du fléchage et | & C D.
La mateérialité de ® entraine I’égalité qui elle-méme a pour conséquence que ¢’ = D',
On en déduit la minimalité de @’ dans G, c’est-a-dire que D’ est matériel et donc
que ® €\ |G|

Supposons maintenant que G soit un comportement positif, et soit © € [T G| un

dessein matériel de G de base & I-.

@I

D est de la forme ¢ L},c’est—a—dire de la forme 1D’ avec ®’ € G. On montre

comme précédemment que D’ est matériel en montrant qu'un dessein ¢ de G inclus
dans @’ permet d’obtenir un dessein € de TG inclus dans © et donc égal & D
entrainant I’égalité de ¢’ et ©’ d’ot 'on peut conclure & la matérialité de D’ et donc
a linclusion de |1 G| dans /' |G]|.

Les inclusions || G| D \ |G| et |T G| D /|G| sont faciles & obtenir. En effet, soit
D un dessein de la forme | D" avec ©’ matériel dans G, on a alors © dans | G et la
minimalité de © vient de la complétude interne du décalage. On sait en effet que si
€ C D avec € € | G, alors € est de la forme | ¢ pour un certain dessein ¢’ de G et
on a ¢ C @', dou légalité € = D. Si enfin on est dans le cas ou G est négatif et
que D est Dai, alors il est évidemment incarné dans | G et ceci conclut la preuve des
inclusions || G| D\ |G| et |T G| D /' |G| d’ot nous concluons a ’égalité.

11.7.3 Connecteurs |J et [
Proposition 11.68 (Complétude interne de ()

Le pré-connecteur () est en fait un connecteur : si (G;);ey une famille de comportements
de méme base 3, ((G;)icr est un comportement.

Démonstration: On a en effet :

N(Gi)ier = Nies G

(0,0 Gt Vel

{9, LE¢VEe G, Viel}
(9,9 L ¢,veel,, G}
Uier GiH*
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Par contre, () ne vérifie pas la propriété de complétude matérielle. En effet, il n’y a
aucune raison pour que [|(|G;|)icr contienne les desseins matériels de ((G;)ier comme
I'indique le théoréme [[T.53]

On n’a pas de propriété de complétude interne pour 'union, et a fortiori pas non plus
de résultat de complétude matérielle.

Remarque 11.69

L’exemple du connecteur (| montre que complétude interne et complétude matérielle
ne coincident pas nécessairement.

11.7.4 Connecteurs additifs

Mystére de 'incarnation. Le connecteur & vérifie une propriété de complétude interne
que Girard appelle le mystére de I’incarnation :

Proposition 11.70 (Mystére de l’incarnation)

Soient G et H deux comportements disjoints sur une méme base négative 3. On a :

G & H| = |G| x H]

Dans la proposition précédente, le produit cartésien considéré est un peu particulier
puisqu’il est défini comme suit : si E, F sont des éthiques, EXF ={¢UF, ¢ c E,§ € F}
ol €UZF est bien str 'union de desseins pris comme ensembles de chroniques. La condition
de disjonction et la matérialité assurent que les ensembles de chroniques obtenus de cette
maniére sont bien des desseins.

On notera que le mystére de 'incarnation énonce également une propriété de complétude
interne matérielle. C’est d’ailleurs de 1a que vient la formulation de la notion de complétude
matérielle.

Propriété de la disjonction. On a la complétude interne pour le connecteur @ :

Proposition 11.71 (Propriété de la disjonction)

Soient G et H deux comportements disjoints sur une méme base positive 3. On a :

G@H:GUH

Complétude matérielle pour &. On a également une propriété de complétude maté-
rielle pour & :

Proposition 11.72

|®icr Gi| CDicr |Gyl

Démonstration: En effet, soit ® matériel dans ®;c; G;, les G; étant deux a deux disjoints.
On sait par la propriété de disjonction que ® € Gy, pour un certain k € I. Soit € C D
avec € € Gg. On a alors € €®;c; Gy, mais alors la matérialité de ® dans ®;c; G;
assure que € =9 d’ou le résultat.
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On a méme une réciproque : soit ® €®;c; |G;|. Il existe donc & tel que D est
matériel dans Gy, et du fait de ’hypothése de comportements disjoints, ce k est unique
sauf si ® = Dai. Si ® = Dai, alors il est évidemment matériel dans B;c; G;, sinon
on considére 'unique indice £ mentionné plus haut, et on 'utilise pour montrer que
® est matériel dans ®;c; G;. Soit € C D avec € €P;c; G;. Il existe i tel que € € Gy,
mais & C ® entraine que ® € G; et donc que 7 = k, on peut donc utiliser I’hypothése
de matérialité de ® dans Gg pour conclure que € = O et donc que ® est matériel
dans ®;c; G; ce qui achéve la preuve.

O

Décomposition additive. On peut décomposer des comportements en comportements
plus simples, connectés de maniére additive :

Proposition 11.73 (Décomposition additive)

— Tout comportement positif G peut se décomposer sous la forme ©rcqq Gy ot
les comportements G sont des comportements connexes;

— Tout comportement négatif G peut se décomposer sous la forme &rcqa Gy ot
les comportements G sont des comportements connexes.

11.7.5 Connecteurs multiplicatifs

On n’a pas de propriété de complétude interne avec des comportements généraux. On
va devoir ajouter une condition sur les comportements pour retrouver une propriété de
complétude interne, il s’agit de la condition d’indépendance :

Proposition 11.74 (Complétude interne du ®)

Si G et H sont des comportements positifs indépendants, alors G ® H est une éthique
compléte pour G ® H.

On notera que la condition d’extranéité assure a fortiori la complétude interne.

La proposition suivante fournie un résultat de complétude interne pour le connecteur g :
Proposition 11.75

Soient G, H des comportements négatifs sur £ -, on a alors :

FeG9H & VDeGl, FDcH
& VecHY, R)DeG

Complétude matérielle pour les multiplicatifs. On montre que le connecteur ®
satisfait lui aussi une propriété de complétude matérielle.

Proposition 11.76 (Complétude matérielle pour Q)
|G ® H| C |G| © |H]

Démonstration: Soit ® matériel dans G ® H. On a © € G ©® H par complétude interne de
® et indépendance de G et H.
De deux choses 'une. Soit ©® = Dai et alors ® = Dai © Dai avec Dai matériel
dans G et H, dou ® € |G| ® [H|, soit il existe €€ Get F€ Htelsque D =€ F
avec (&, )" premiére action de &, (£, J)T premiére action de § et (¢, TUJ)T premiére
action de © (I NJ =0).

263



Soient alors ¢ € GetF c Htelsque & C CetF CF. D = ©F est un
dessein de G ® H qui commence par une action (&, I UJ)T du fait de 'indépendance
de G et H et donc ®' C ©. La matérialité de © nous assure alors que ®’ = D d’ou
I’on déduit, par I'indépendance de G et H que & = € et § = § et donc que € et §
sont matériels dans G et H respectivement d’ou ®© € |G| ® |H]|.

(I

Complétude matérielle du . On donne un énoncé de complétude matérielle pour le
9 dérivé de la proposition

Proposition 11.77

Soient G, H des comportements négatifs sur £ -, on a alors :

FeGvH & VDe|GH, F)DeH
& vVee HY, 3)DeG

La propriété peut se réécrire :

G H={g, \me‘Gi 3¢ € |H|, (3)D O ¢}
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Chapitre 12

Vers une Programmation Ludique
Recherche de Preuve Interactive

Résumé:

Nous proposons dans ce chapitre un cadre pour la «recherche de preuve interactives
c’est-a-dire une recherche de preuve non plus guidée par séquent et des instructions de
recherche de preuve, mais guidée par la nécessité d’interagir avec un ensemble donné
de tests. Nous commencons par motiver notre approche puis nous donnons quelques
exemples informels dans un calcul adapté de MALL avant de passer au cadre ludique
et de proposer une machine abstraite pour une construction interactive de desseins, la
SLAM.

Nous expliquons comment le backtracking peut étre traité dans ce cadre et nous
présentons quelques exemples de recherche de preuve interactive.

Références : Les résultats de ce chapitre ont donné lieu a publication dans I'article
Towards Ludics Programming : Interactive Proof Search [Sau(8b].

Sommaire
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12.1. Motivation de la recherche de preuve interactive

Théorie de la démonstration et calcul. De récentes avancées en théorie de la dé-
monstration ont conduit & des développements majeurs en théorie des langages de pro-
grammation. La modélisation du calcul par des preuves a eu un impact profond sur les
études fondamentales des langages de programmation de méme que sur les questions pra-
tiques liées a leur implémentation, en fournissant de puissants outils d’analyse formelle
des propriétés de programmes. Les langages de programmation déclaratifs ont été reliés
de plusieurs maniéres & la théorie mathématique de preuves : d’un coté, le paradigme du
«calcul comme réduction de preuve» a fourni un fondement aux langages de programma-
tion fonctionnelle grace a la correspondance bien connue de Curry-Howard [HowS80)]. D’un
autre coté, le paradigme de «calcul comme recherche de preuve» a fourni un fondement &
la programmation logique : le calcul d’un programme y est vu comme la recherche d’une
preuve dans un certain systéme déductif.

Le calcul comme recherche de preuve. Les preuves uniformes et les langages de
programmation logique abstraits [MNPS91] ainsi que la propriété de focalisation [And92]
(voir chapitre @) en logique linéaire [Gir87al ont permis de considérer la recherche de preuve
comme un modéle de calcul pour des fragments beaucoup plus riches que les systémes
originaux de clauses de Horn du premier ordre pour lesquels on utilise la méthode de
résolution et qui fondaient la programmation logique (Formules héréditaires de Harrop,
logiques d’ordre supérieur, logique linéaire) et de bénéficier des propriétés géométriques et
de la structure riche du calcul des séquents ce qui a enrichi la dynamique de la recherche
et donc les formes de calcul que ’on pouvait modéliser logiquement. Ainsi, dans le modeéle
des preuves uniformes, précurseur de la focalisation, le calcul sera modélisé comme la
recherche d’une preuve d’un séquent P F G o P représente le programme logique et ot G
représente le but & calculer. Le calcul procéde alors comme la recherche d’une preuve de
P = G, recherche dirigée par le but G, le programme logique P n’étant utilisé que grace
au backchaining (chainage arriére) quand le but est une formule atomique.

Cela a profondément influencé la conception des langages de programmation logique en
permettant de capturer de nombreuses primitives calculatoires supplémentaires de maniére
logique (programmation d’ordre supérieur, modules, gestion des ressources, primitives de
concurrence...). Néanmoins, des constructions essentielles des langages logiques n’ont pas
pu étre traitées de maniére satisfaisante en conservant une approche logique en particulier
en ce qui concerne les mécanismes de controle de 'exécution [Nai86l Nai95] (backtracking,
backtracking intelligent, prédicat de coupure (cut)...). En conséquence, des parties impor-
tantes de ces langages n’ont pas de sémantique logique bien établie. Cela entraine qu’il n’est
pas facile d’analyser et de raisonner & propos des programmes qui utilisent ces constructions
méme g’ils sont extrémement nombreux en programmation en Prolog.

L’une des directions de recherche qui remonte presque aux début de la recherche de
preuve comme paradigme de calcul consiste & chercher & traiter logiquement ces primitives
extra-logiques de maniére & se rapprocher de la correspondance idéale : «Algorithme —
Logique» [Mil99]. On peut & ce sujet dresser une comparaison qui nous semble utile et
éclarairante avec le cas de la programmation fonctionnelle : le fait d’étendre la correspon-
dance de Curry-Howard & la logique classique a permis de capturer logiquement plusieurs
opérateurs de controle qui étaient utilisés en pratique (comme le call/cc notamment)
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grace aux régles de typage de ces opérateurs [Gri90b] ou grace a des extensions du A-calcul
comme le Ap-calcul de Parigot [Par92] (voir la premiére partie de cette thése).

Pourquoi est-il si difficile de traiter logiquement le contréle? Pourtant, jusqu’a
présent, on n’est pas parvenu a un tel résultat du coté de la programmation logique, ce
qui peut étre vu comme le résultat d’un décalage entre la recherche de preuve en calcul
des séquents et la programmation logique : alors qu’en calcul des séquents on manipule
des preuves, le processus de recherche et de construction d’une preuve n’a pas affaire & des
preuves jusqu’a ce que le calcul soit achevé. Au lieu de cela, les objets de la recherche de
preuve sont des preuves partielles (ou des preuves ouvertes) qui peuvent se révéler ne pas
conduire du tout & une preuve mais a un échec. De telles recherches de preuve échouées ne
font pas partie de la théorie de la démonstration du calcul des séquents.

En outre, alors qu’on considére qu’un séquent représente I’état d’un calcul, ’élément
essentiel pour la recherche de preuve ne réside pas dans les séquents eux-mémes, mais dans
les régles d’inférence qui sont appliquées & ces séquents. Ainsi, la dynamique elleeméme du
calcul ne correspond pas bien a la théorie dans laquelle nous travaillons.

Enfin, un autre élément qui peut contribuer & rendre difficile la modélisation du controle
dans les approches habituelles avec le calcul des séquents est le caractére inhomogéne de
cet approche dans laquelle une partie du calcul est codée dans la logique utilisée, une autre
partie réside dans la grammaire de formule utilisable pour les clauses de programme et
enfin ou les stratégies de recherche et leur variantes opérées par les instructions de controle
sortent de ce cadre.

Jeux et programmation logique. S’il semble assez naturel d’utiliser des formalismes
de jeux pour la programmation logique, cette approche est loin d’étre largement dévelop-
pée. On peut méme dire qu’elle a été étonnamment peu investiguée depuis les début des
recherches en programmation logique :

— Van Emden a été le premier a remarquer les connections qui existaient entre les
calculs en programmation logique et les jeux & deux joueurs utilisant l'algorithme
af [vES6|.

— Cette approche a été reprise plus récemment et approfondie par Loddo et al. [CLNOS8]
ILCO0), Cod02] et appliquée a la programmation logique avec contraintes.

— Pym et Ritter [PR04), [PR05] ont pour leur part proposé une sémantique des jeux
pour les preuves uniformes et le backtracking en reliant prouvabilité intuitionniste
et prouvabilité classique (et en utilisant les preuves classiques pour stocker plusieurs
tentatives de recherches de preuves intuitionnistes)

— tandis que nous avons proposé avec Miller [MS0O6] une approche neutre des preuves
pour les preuves et les réfutations inspirée par le mécanisme de recherche de Prolog,
ce qui a été étendu plus récemment par Delande et Miller [DMO0S].

— Tout récemment, Galanaki et al. [GRW0S| ont proposé une généralisation des jeux
de van Emden pour les programmes logiques avec négation bien-fondée.

Alors que la dynamique de la recherche de preuve concerne des preuves partielles, la
théorie de la démonstration du calcul des séquents est une théorie de preuves complétes. I1
est donc difficile de parler des échecs, du backtrack ou du fait de changer de stratégie de
recherche (comme ce qui est fait avec le prédicat de coupure cut de Prolog) dans ce cadre.
Nous proposons de considérer une autre approche qui considérera la recherche de preuve
interactivement.
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12.1.1 Chercher des preuves interactivement

Dans le paradigme du calcul comme recherche de preuve, un séquent P F+ G corres-
pond & I’état courant du calcul mais il s’agit également d’'une maniére de contraindre le
calcul & effectuer. De la méme maniére, les restrictions sur les régles d’inférence autorisées
(comme en logique linéaire) ou sur les stratégies de démonstration imposent également
des contraintes a la recherche de preuve. Mais tout ceci est implicite et n’est pas fait ex-
plicitement. En particulier, il est assez difficile d’analyser ces contraintes en théorie de
la démonstration elle-méme quand bien méme ce serait trés utile puisque d’importantes
primitives de programmation dépendent de telles contraintes.

L’approche interactive de la recherche de preuve que nous étudions vise précisément
a rendre explicites ces contraintes sur la recherche de preuve : au lieu de construire une
preuve dépendant d’un séquent donné, on considérera la construction d’une preuve qui
doit passer certains tests, qui sera opposée a des tentatives de réfutation. Ces tests auront
la forme de (para)preuves et seront donc construits dans le méme systéme que celui dans
lequel on cherche les preuves.

Le modéle de la recherche de preuve interactive. Nous souhaitons développer un
cadre calculatoire correspondant a ce qui suit :

— Nous souhaitons chercher une preuve ® de + A.

— La formule A est en fait donnée comme un ensemble de tests (les tests qui doivent étre
passés avec succes par la preuve que nous sommes en train de construire) : (&;);cr

— La construction de preuve procéde alors par consensus avec les tests : © peut étre
développée avec la régle R seulement si I’objet obtenu interagit bien avec tous les
tests.

— Apreés un certain nombre d’étapes de calcul, il se peut que nous ayons un objet qui
ne puisse plus étre étendu. Soit la construction est terminée parce que © ne peut
pas réussir certains des tests, soit parce que tous les tests sont satisfaits et que plus
aucune contrainte ne s’applique & ® et qu’il n’y a pas de raison de vouloir I’étendre
plus. Dans le premier cas, on a un échec et dans le second un succés.

— Un élément intéressant avec cette approche interactive réside dans le fait que le cadre
est symétrique : ® est testé par €; mais il peut aussi servir de test pour les €;s. En
particulier, les échecs peuvent étre des objets intéressants et utiles. Si le résultat d’un
calcul est un échec %, on pourrait souhaiter tenter une nouvelle recherche. En effet,
il se peut qu’a un certain point nous ayons choisi la mauvaise maniére d’étendre O
et que cela cause I’échec alors qu’une autre maniére de construire ® aurait conduit &
un succés. Il y a une maniére standard de bactracker, qui consiste & effacer certaines
parties de ©F et a essayer une autre construction. Mais puisque nous sommes dans
un cadre interactif, il y a une autre option qui consiste a utiliser ©% de maniére a
produire plus de tests : les (’E?% imposeront de nouvelles contraintes & la recherche
d’une preuve qui devrait donc étre différente de 1’échec ©%.

On utilisera ’abbréviation IPS pour désigner la recherche de preuve interactive, pour

I’anglais interactive proof search.

12.1.2 Rechercher des preuves interactivement, dans MALL

Ajouter de nouvelles preuves : M ALIY4. Si nous voulons rechercher des preuves par
interaction dans MALL, nous devons élargir ’ensemble des objets de preuves que nous
aurons & disposition puisque nous n’avons jamais & la fois une preuve de A et de A+ dans
MALL. Nous allons donc considérer des preuves dans M ALK, c’est-a-dire des preuves
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construites dans MALL sans atomes auquel on a ajouté la régle ¥4, qui peut s’appliquer &
tout séquent F I qui ne contient aucune formule négative :

Y

T

En outre, de maniére & distinguer plus facilement les occurrences de formules, nous

allons attribuer des indices aux formules intermédiaires, anticipant ainsi sur ’introduction
des lieux que nous utiliserons lorsque nous travaillerons directement en ludique.

Un exemple de recherche interactive dans MALIYKX. Soient Dy et D; les deux
parapreuves (ou tests) du séquent F 1o & (L9 ®1 L11) données ci-dessous :

=
1] — =[]
F 1 Flio®1 Li1 g
D= F1lp & (Llo D1 ill) avec 1 € {O, 1}

Supposons maintenant que ’on cherche a construire une parapreuve D qui passerait les
deux tests Dy et Dy, c’est-a-dire que D devrait étre une preuve de M ALY du séquent
D, D
F 1o @ (110 & 111) telle que, en construisant les parapreuves i €{0,1}) en
coupant D avec les Dy et D; respectivement, 1’élimination de coupure normalise :

cut
(

D; D
F1lp & (Lo @1 L11) F Lo (1ip & 111)
cut —

H ~? cut—elim H

La réduction de coupures de Ey et E; imposera des contraintes sur D qui peuvent étre
utilisées comme guide pour chercher une parapreuve de - Lo @ (119 &1 111).

On peut ainsi partir d’'une preuve 9D non spécifiée, la couper avec Dy et D; et étendre
la preuve D en fonction de possibilités d’interaction offertes par Dy et D;. Dans le cas
particulier que nous considérons, nous pouvons par exemple obtenir par interaction les
deux MALLX-preuves :

[

F110 & 111
D=FLo® (1ip & 111)
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ou avec

e

=
1,

D' =t Lo® (110 & 111)

[@o]

Les deux MALI»K-preuves sont justifiées comme suit :

— Dans le cas de D, la preuve en construction, en utilisant la regle [®1], a poursuivi
I'interaction dans les branches prémisses de droite des régles [&] de Dy et Dy, puis,
pour pouvoir interagir a la fois avec la régle [@g] de Dy et la regle [®1] de Dy, la
recherche interactive doit ajouter une régle [&] au-dessus de [®1]. A ce point, la
prémisse de gauche de [&] dans D interagit avec 2y tandis que la prémisse de droite
interagit avec P; : la branche qui se termine en %; a été construite en interagissant
avec D;, chaque régle [1] correspondant a l'interaction avec I'une des deux régles [L].
Comme en ludique, la normalisation se termine lorsqu’une régle Y4 est rencontrée.
Dans notre modeéle, cela s’interpréte comme le fait que les tests Dy et D; mettent fin
a leur test, en abandonnant la partie, et donc en n’imposant plus de contrainte a D.

— La construction de 9’ a débuté en utilisant la régle [@®g], ¢’est donc avec les prémisses
de gauche de la regle [&] de Dy et Dy que la parapreuve en construction devra
interagir. Placée face & une régle [1], la preuve en construction 2’ utilise une régle
[L], mais ce faisant, elle se retrouve avec un séquent vide pour lequel seule la regle ¥
est disponible. 9’ utilise donc M et cette construction interactive aboutit donc & un
échec. Ainsi, dans la construction de 2’ les tests D; ont pu détecter I’«erreur» que
contenait D’ (le fait qu’elle utilisait le daimon) sans pour autant révéler a D' qu’elles
mémes utilisaient un daimon.

Pas de recherche sans interaction. Une autre possibilité aurait été qu’a la place des
régles [1], Dy et Dy aient utilisé une regle X :

e
1o Flio® L,
Q){E = F1p & (J_lo D1 J_H) avec 1 € {0, 1}

Dans ce cas, elles auraient abandonné I'interaction avant de découvrir que 9’ ne pouvait
pas progresser plus loin, et l'interaction se serait donc terminée sur une preuve D" de la
forme :

F Lo L)
D' =+ Lo ® (110 & 111)

o]

(la notation [Lm] sera expliquée plus tard).

On remarque qu’au cours de la construction de D et de 9', on n’a jamais utilisé la
structure du séquent pour choisir les régles & développer ; d’ailleurs la recherche menant &
D" g’interrompt alors qu’il y a encore des séquents non clos parce que plus aucune contrainte
ne s’applique & la construction en cours.

L’utilisation de la régle [&] dans les tests D; laisse le choix, lors de la construction
interactive, entre 'interaction avec la prémisse de gauche ou de droite, c’est-a-dire le choix
entre les deux régles [@Do] et [B1].
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On aurait également pu se trouver dans le cas suivant :

ol
1 17 - n -
F1p [ ] FLlig®1 L1 [i?] F1g [ ] Flip®1 L1a E;]
Fo= 19 & (L1o @1 L11) 1= F1p& (Lo ®1 L11)

Dans ce cas, si la construction interactive développe l'interaction avec les prémisses de
droite du [&], le test Ey contraint de la méme maniére qu’auparavant la construction inter-
active tandis que Z; abandonne le test de maniére prématurée. La parapreuve construite
interactivement est alors de la forme :

*0
Fig U
F110 & 111
E=F Lo® (110 & 111)

[&o]
1]

ou seule la prémisse de gauche du [&] a été construite, Pautre n’ayant pas de raison de se
développer puisque ne se voyant pas appliquer de contrainte.

On constate ainsi que la preuve E construite interactivement utilise une régle d’inférence
qui n’était pas dans le systéme MALI»K, la régle [&‘0], de méme qu’un peu plus haut nous
avons rencontré 'inférence [L‘@].

Puisque nous cherchons & construire un systéme symeétrique ou la construction des
preuves est guidée par des objets de méme nature que les preuves elles-mémes, nous devrions
autoriser les tests & utiliser ce genre d’inférences.

Au dela de MALI»X.  On pourrait donc ajouter les parapreuves Do et Dy suivantes qui
n’utilisent que des régles d’inférences partielles pour [&] & I'ensemble des tests :
F1g & [&0] Flio® L1 P [ 1]
Dy =F 10 & (L1o @1 L11) | D3 =F 19 & (L1o @1 L11) |

On constate que 'ajout de ces tests fait apparaitre de nouveaux comportements de

recherche interactive :

— sl Dy fait partie de I'environnement de normalisation alors D est forcée d’utiliser
[Bo] comme premiére régle car la régle [®1] ne permettrait pas a la réduction de
coupure de progresser ;

— alors que si on fait une recherche de preuve interactive avec D3, cela interdirait la
recherche qui avait conduit & un échec en forcant la sélection de la régle [@].

Dy et D3 peuvent donc étre utilisées pour interdire certaines constructions interactives.
Imaginons par exemple que nous ayons construit la parapreuve 9’ au cours d’une premiére
recherche, recherche interactive qui nous a donc conduit & un échec via l'utilisation de la
régle Y4, Si nous ajoutons & ’ensemble de tests, consituté de Dy et Dy, le nouveau test Ds,
alors nous sommes certains qu’'une nouvelle recherche évitera I'exploration de la branche
de gauche du [&] puisque le test D3 est incapable d’interagir selon cette branche. Ceci est
la base de I'idée du traitement interactif du backtracking.

Vers la ludique. Cette bréve étude nous a montré qu’il y a de nombreuses possibilités
de guider (ou contraindre) interactivement la recherche de preuve.

Pourtant, il est nécessaire d’affaiblir certains principes logiques (qui, d’habitude, nous
assurent de la cohérence du raisonnement logique et sont précisément les raisons pour les-
quelles il est souhaitable d’utiliser la logique). Par exemple, il est nécessaire d’ajouter le

271



®)

521![21
{1}

511[111
{1}

501!101
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€= oL

Fi1G. 12.2 — Le dessein €.

daimon X qui permet de prouver n’'importe quel séquent, mais il est également important
d’admettre des régles d’inférence «partiellesy (comme dans Dy et D3), régle dont le sta-
tut n’est pas clair; il faut également reconsidérer d’autres principes de la logique linéaire
(comme la limitation de Paffaiblissement par exemple).

Ces éléments constituent certaines des raisons pour lesquelles nous nous tournons main-
tenant vers la ludique pour développer plus formellement cette théorie de la recherche de
preuve interactive puisque la ludique fournit une bonne théorie de l'interaction ainsi que
la possibilité de considérer simplement ’ensemble des éléments déja évoqués. En outre, le
niveau d’abstraction de la ludique est intéressant pour développer le type de modéle qui
nous intéresse et les régles partielles qui n’ont pas de statut clair dans MALLYX ne poseront
aucun probléme en ludique.

12.2. Idée de I’algorithme de recherche de preuve interactive

Avant d’introduire la machine abstraite pour la recherche de preuve interactive en
ludique, nous expliquons comment fonctionne la recherche de preuve interactive sur un
exemple simple de maniére & montrer les principales structures mises en ceuvre dans la
recherche. On considére une recherche interactive guidée par un environnement de test trés
simple constitué d’un seul dessein présenté en figure [22 la procédure décrite ci-dessous
est illustrée par la figure [CZ3]

On se donne donc I’environnement constitué du dessein { €} que I’on utilise pour construire
un dessein D.

0. Pour commencer, D est vide et nous n’avons visité que le chemin vide :
P atho =€

1. & est un dessein négatif, il s’agit donc d’une forét : le dessein pourrait commencer
par plusieurs actions négatives de foyer &, et il nous faudrait choisir de suivre I'une
d’entre elles au cours du processus de normalisation. Ses actions initiales sont dans
Inite = {(£,{0,1,2})™ }. On choisit donc une action ] dans Initg et on ajoute k1,
au chemin de normalisation et /ﬁzf devient la premiére action de © :

Pathy = ((¢,{0,1,2})) = (r1)
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£0.{1}

Dog=10 D= @{0,172} Dy = @{07172}

101 IOI ‘101 @Ill
|

£0,{1} €0, {1} 51 {1} €0, {1} 61 {1}

3= @{0,1,2} D= @{0,1,2} D5 = @{0,1,2}

IOI @Ill ‘101 @Ill @121
|

|
€0,{1 €1,{1 €2.{1 go 1 €1,{1 €2.{1
o, — {}\ ,{}/ {1} {}\{}/ {}

{0,1,2} {0,1,2}

F1G. 12.3 — Recherche Interactive pour ®.

. Le dessein ® en construction pourrait avoir plusieurs actions négatives au dessus de
/SJIL mais a ce point, la normalisation ne suivrait qu’une seule action qui correspondrait

a 'action positive aprés k] dans €. Cette action est k3 = (€0,{1})* et donc :
Path2 = <I£1,/, I{Ql,>

. Dans €, kj est suivie par les actions dans {(£01,1I1)”}, on choisit kg dans cet
ensemble et on étend Patho avec k3, et D avec nf{ :

Pathg = </<f/11/7 Rav, ’%3V>

. Dans €, k3 n’est suivi que de 'action k] = (£1,{1})* et donc Paths sera étendue par
Kay. D4 doit contenir x; de maniére & interagir correctement avec I’environnement,
mais cette action négative doit étre placée juste avant I’action positive qui la justifie.
La branche conduisant & s, dans ® est donnée par : "K1,, Koy, K3p, K4y | = /ﬁ;i’—, Ky
et donc :

Pathy = (K1y, Koy, K3u, Kay)

. Dans €, Suce(k]) = {(£11,111)"}. On ajoute alors l'action k7 & D5 et on étend
alors la dispute comme suit :

Path5 = <I€1V, ey l€5y>

. Dans €, x, est suivie par une action unique, /1; = M. La normalisation se termine
avec € en utilisant X et la dispute finale est :

(D = €] = (K1y, ..., K7, )
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— Apreés le processus d’IPS, on a construit un dessein © sur la base I £ tel que [D, €] =&,
le daimon étant causé par €.

Cet exemple avait pour but d’illustrer les mécanismes de base que nous rencontrerons
en faisant de la recherche de preuve interactive. L’exemple que nous avons choisi était bien
str volontairement simplificateur et certains phénomeénes qui ne se sont pas présentés dans
I’exemple précédent devront étre traité par la suite :

— Le dessein € n’avait pas de branchement. Cela implique plusieurs choses :

1. 'ensemble Init des actions disponibles contenait toujours exactement une ac-
tion. Dans le cas général, on pourrait avoir & choisir entre plusieurs actions;

2. ¢’il y avait branchement, ce branchement pourrait étre de deux types : additif
ou multiplicatif. Plus précisément, au niveau des chroniques on peut avoir un
branchement pour deux raisons : soit parce que I'action positive est suivie de
plusieurs desseins négatifs (c’est le branchement multiplicatif du ® de LL),
soit parce que le dessein négatif qui suit 'action positive est une forét, qu’il
commence par plusieurs actions négatives (c’est le branchement additif du & de
LL). On peut bien str avoir une combinaison des deux...

Ces deux cas de branchement devront étre traités de maniéres distinctes, no-
tamment du point de vue des continuations de I'interaction ;

3. dans l’exemple, les actions du dessein en construction sont systématiquement
justifiées par 'action qui les précéde immédiatement. Ceci est également di au
fait que Init est un singleton. Dans le cas général, on n’aura pas forcément ce
phénomeéne ;

4. 11 se pourrait également que Init soit vide...

— L’environnement de tests n’est constitué que d’un seul dessein €. Nous devrons traiter
le cas général ou plusieurs tests contraignent I’'interaction et ot il y a des synchroni-
sations entre les tests;

— Suivre le déplacement de l'interaction dans & était facile dans cet exemple, mais
il faudra faire particulierement attention & ce point quand on traitera la machine
abstraite, en particulier au sujet de la synchronisation des tests.

— Lorsque plusieurs actions sont disponibles, pour poursuivre 'interaction, il faut choi-
sir parmi ces actions. Il y a ici une question de non-déterminisme qu’il faudra traiter,
mais par ailleurs, il pourrait arriver que parmi toutes les actions disponibles dans
Init (du fait du branchement positif, mais peut-étre également du fait de branche-
ments antérieurs qui ont laissé des actions disponibles), certaines actions ne soient en
fait pas utilisables a ce point parce que la chronique que ’on doit étendre ne justifie
pas ces actions. Il faudra donc effectuer un test de justification en sélectionnant les
possibilités d’extension d’une chronique.

Nous introduisons maintenant les définitions formelles qui sont nécessaires pour donner
une définition précise du processus de recherche de preuve interactive.

12.3. La SLAM, Searching LAM

On va considérer dans cette section des machines abstraites pour la recherche de preuve
interactive que nous appelerons SLAM-1 ou SLAM-n selon le cas, la Searching Loci Abs-
tract Machine.
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12.3.1 La SLAM-1

Nous commencons par introduire une machine abstraite pour la recherche interactive de
desseins dans le cas restreint de la section précédente, c’est-a-dire quand I’environnement
de tests initial n’est constitué que d’un seul dessein €.

Définition 12.1 (Etats de la SLAM-1)

Les états de la SLAM-1 sont des triplets (p e E | ©) d’une suite d’actions neutres p,
d’un ensemble de desseins E (I’environnement de tests courant) contenant au plus un
dessein positif et un ensemble de chroniques D (le dessein en construction, pour lequel
p est un chemin de visite).

Un état initial est de la forme (¢ o {€} | 0).

Un état final de la forme (p o 0 | D).

Un état de la SLAM-1 représente un point d’une interaction de & avec le dessein © en
construction : la dispute p a déja été visitée par l'interaction et les desseins de E sont les
résidus de € & ce point de l'interaction. Si fR est le réseau de coupure atteint & partir de
(D, &) apres la dispute p, alors les desseins de E correspondent a la portion du réseau R
qui est constituée de sous-desseins de €.

Une transition de la machine va donc consister & :

— poursuivre la dispute par une action s ;

— mettre & jour ’environnement E apres le coup & ;

— ajouter ’extension de ® qui aura été calculée interactivement.

Une question qui se pose immédiatement est de savoir ou placer ’action que l'on va
ajouter. Comme on I’a déja expliqué, c¢’est la vue qui nous indiquera ol placer cette action :

— dans le cas de 'ajout d’une action négative, il n’y a pas de probléme puisque la
vue déterminera quelle action précédemment visitée justifie ’action que I’on souhaite
ajouter et placer ’action au bon endroit ;

— dans le cas de 'ajout d’une action positive, en revanche, les choses doivent étre

traitées avec un peu plus d’attention. En effet, "p- k77 ="p7~ - kT et on n’a en soi
aucune assurance que ’action x est bien justifiée dans "p ™.
Il est d’ailleurs facile de trouver des exemples ol ce n’est pas le cas : en considérant
les desseins de la figure [[2Z4], le dessein € est un dessein de test grace auquel on
construit interactivement le dessein ®. On doit étendre © au niveau de la branche
notée x et pour cela, on a deux actions disponibles : soit ’action (11, 1")~, soit I’action
(01, J)~ (qui était déja disponible plus tot). Pourtant, parmi ces deux actions, une
seule, (11, 1), serait justifiée si on la plagait au dessus de (1,{1})".
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La remarque précédente nous conduit aux deux définitions suivantes :
Définition 12.2 (Init(E))

Soit E une famille de desseins négatifs : E = (D;);c; ou chaque ®; est de la forme :

;= {x} -D,j e}
Init(E) est I'ensemble d’actions négatives défini comme :

Init(B) = {x}~ tq i€l jeJ}

Définition 12.3 (I(p, Init, D))
Soit p une suite d’actions neutres et Init un ensemble d’actions négatives et ® un
ensemble de chroniques. On pose :

S(p, Init,®) = {k € Init / k est justifiée par une action de "p7~ .}

Remarque 12.4

Dans la définition précédente, la composante ® n’est pas utilisée. Elle nous sera utile
pour la généralisation de la machine a des environnement généraux pour laquelle nous
adapterons la définition de (p, Init,D).

Nous donnons donc ci-dessous la définition de la machine :
Définition 12.5 (La SLAM-1 non-déterministe)

Etant donné un dessein atomique &, la machine est définie comme suit :
— Etat initial : (¢ o {&} | 0)
— Transitions : (p ¢ E | D) — (p/ ¢« E' | D)
~ Si E contient un dessein positif D% = - {D},j € J} alors si k¥ est une
action propre :
-p=p-kK
- E=E\{®"}u{D),jecJ}
-9 =2U{p-xk""}
sinon, k' = "4 et un état final, (p - *H o () | D), est atteint.
— Si E contient seulement des desseins négatifs (D;);er, alors soit Init = I(p, Init(E), D).
De deux choses 'une, soit Init # () et on choisit un ¢ € I et un j € J; tels que
3

jf € Init et on pose :

_ p’ =p- ,{;‘, |

- E =B\ {9} u{0})

-9 =9U{p- /13»_‘+}

Sinon, Init = () et alors on ajoute la chronique "p - "M au dessein en construc-
tion, et on a atteint un état final : (p @ ) | DU{p LT},

R

Définition 12.6 (Résultat de la SLAM-1)

Le résultat d’une exécution de la machine consiste en la troisiéme composante d’un
état final.
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La machine que ’on vient de décrire est non-déterministe : nous avons vu dans ’exemple
de MALI»X ainsi qu’a la section précédente qu’il peut y avoir a faire des choix pendant I'TPS
quand plusieurs actions négatives sont disponibles. En effet, la poursuite de la recherche
interactive passe alors par le choix d’une de ces actions négatives disponibles de maniére &
ajouter l'action positive correspondante dans le dessein en construction.

Dans 1'optique de définir une machine qui effectuerait une recherche déterministe (par
exemple une stratégie de recherche en profondeur d’abord avec sélection a gauche), nous
introduisons des fonctions de sélection qui paramétreront la machine abstraite donnée
précédemment :

Définition 12.7 (Fonction de sélection)

Une fonction de sélection prend comme argument un état S de la machine et un
ensemble d’actions négatives Init et retourne un sous-ensemble de Init, qui n’est pas
vide, & moins que Init soit lui-méme vide.

Une fonction de sélection Select est dite déterministe quand Select(S, Init) est
un singleton sauf si Init = ().

Remarque 12.8

Quand on prend comme fonction de sélection la seconde projection, on retrouvera la
machine non-déterministe précédente.

Définition 12.9 (La SLAM-1)

Soit Select une fonction de sélection et € un dessein atomique.
La SLAM-1 est définie comme suit :
Etat Initial : (¢ o {&} | 0)
Transitions : (p ¢ E | D) — (p ¢« E | D)
— Cas positif. Si E contient un dessein positif T = x* - {D},j € J} et des
desseins négatifs (D;)icr-
Si kT =, alors on atteint I’état final (p " o ) | D).
Sinon, kT est une action propre et on pose :
(i) p'=p-k,
(i) B =E\{DT}U{D},j e J} ={Dy,i € [JU{D},j € J} et
(iii) ' =2 U{p- k" }.
— Cas négatif. Si E ne contient que des desseins négatifs (D; = {/<;§»_ . ’D;,j €
Ji})ier. Soit Init = I(p, Init(E), D).
Si Select((p e E | @), Init) # ), on choisit une action € Select((p e E | D), Init)

— éventuellement la seule action k disponible si Select est déterministe — et on
considere ©; (i € I) le dessein négatif dont k est une action initiale et ’Dé (j i)

le dessein positif immédiatement positif au-dessus de k dans D; (ie. k = /<;§)
On pose alors :
(1) p/ =D K,
(i) B' = E\ {D;} U{D} et
(iii) @' =D U{p- T}
Si Init = (), on ajoute la chronique "p - ¥« au dessein en construction et on a
atteint I'état final (p & 0 | D U{p LT},
Un résultat de la machine consiste en la troisiéme composante d’un état final.
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Proposition 12.10

Dans le cas ou E ne contient que des desseins négatifs, une fois qu’on a sélectionné une
action k, cela détermine effectivement un unique dessein négatif.

Démonstration: On vérifie que tout au long des transitions de la machine, les différents
desseins qui constituent les E; contiennent bien des ensembles d’actions disjointes.

On part d’un état initial ot E est réduit & un unique dessein, la condition est
ainsi vérifiée.

Lorsqu’on fait une transition, (p ¢ E | ©) — (p’ ¢ E' | @'), on a par
hypothése que les desseins de E vérifient la condition et on en conclut que dans les
deux cas de transition, la condition est préservée :

-~ SiE =E\ {9;} U{D}} (cas de la transition négative), alors on a que toute

action de 33; est présente dans ®; et la condition est évidemment préservée ;

- SiE' = {9;,i € [}U{D},j € J} (cas de la transition positive) alors d'une part

les actions des @;, J € J étaient toutes présentes dans © et sont donc distinctes
des actions des ®;,i € I et d’autre part les @3, j € J ont des actions deux &
deux disjointes puisqu’ils sont le résultat d’un branchement multiplicatif et que
leurs premiéres actions ont donc des foyers différents (deux adresses différentes
créées par laction kT de D7), ils ne peuvent donc y avoir d’actions identiques
dans deux Z);- et la condition est vérifiée.

12.3.2 Propriétés de la SLAM-1

Nous étudions quelques propriétés des exécutions de la SLAM-1. Nous considérons dans
la suite une recherche de preuve interactive & partir de 'environnement de tests €.

Les ensembles de chroniques construits par interaction pendant une évaluation de la
machine satisfont les conditions de cohérence pour les desseins présentées en définition [0,
page :

Proposition 12.11
Les résultats des exécutions de la SLAM-1 sont des desseins.

Démonstration: On vérifie qu’a tout moment d’une recherche de preuve interactive, a partir
de la premiére transition, la troisiéme composante de 1’état vérifie les conditions des
desseins & ’exception de la condition de positivité.

— Chroniques. Soit k¢ une action de ® obtenue aprés la dispute p - k. La chro-

nique de k dans ® est la vue de polarité e, x ="p- s .
La condition d’alternance de polarité est évidemment vérifiée par la définition
des vues qui sont des séquences d’actions de polarité alternante. La seule occur-
rence de " dans © est lorsqu’on atteint I’état final, c’est bien str a I'extrémité
d’une chronique. La condition de justification est assurée par la définition de
Pensemble S(p, Init(E), D) et la structure des vues et le fait que le test & est
un dessein (en effet, si x = "p- k7, la chronique correspondante & x dans &
est "p-k717¢). Deux actions de x ont forcément des adresses différentes puisque
toutes les actions de p ont des adresses différentes (il s’agit d’une dispute de
¢).

— Positivité. La condition de positivité est vérifiée pour une transition sur deux,
dés que la derniére action ajoutée est positive. Dans tous les cas, la condition
pour obtenir un état final assure que la positivité est vérifiée puisque, quand
I’état final est atteint dans le cas positif, la condition est vérifiée, et quand
I’état final est atteint dans le cas négatif, on ajoute une action positive X qui
assure que la condition est respectée.

— Branchement positif. La condition de branchement positif est assurée par
la structure des vues qui nous servent a ajouter des actions dans le dessein
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en construction. En effet, I’ajout d’une action positive s’effectue en prenant
une vue positive "p- £ tandis que l'ajout d’une action négative s’effectue
en prenant une vue négative "p- k1 . L’action positive est ainsi ajoutée juste
au-dessus de ’action négative qui I’a précédée tandis que l'action négative est
placée au-dessus de la précédente action, dans p, qui la justifie. Il ne peut donc
pas y avoir de branchement aprés une action négative (il y a une seule action
positive) en revanche rien n’interdit que plusieurs actions négatives distinctes
soient justifiées par la méme action positive T, auquel cas il y a un branche-
ment au-dessus de 7.

— Partage additif. On a en fait plus que la condition de partage additif puisque
toutes les actions de © sont dans la dispute p et qu’elles ont donc toutes des
foyers distincts (voir la proposition suivante).

— Totalité. La seule possibilité pour que le résultat soit un dessein vide est
qu’aucune transition n’ait lieu (I’état initial est dans un cas ou on atteint un
état final) et que nous soyons dans le cas positif (I'unique dessein positif — qui
est aussi 'unique dessein de E puisqu’il s’agit d’un état initial — est réduit &
H), mais alors cela impose que la base du dessein en construction soit négative

et la condition de totalité ne s’applique pas.
O

Le résultat d’une recherche interactive est en fait une tranche. En effet, puisque le
dessein © est intégralement construit par interaction avec un seul dessein & (c’est-a-dire
que toutes les actions de ® sont, en version non polarisée, présentes dans la dispute p
correspondant & l'interaction). Les éventuels branchements de © (comme dans ’exemple
de la figure [[2Z3]) sont donc multiplicatifs et non pas additifs.

Proposition 12.12

Si ® est un résutlat de la SLAM-1, alors ® € {€}*. En outre, ® est matériel dans
{e}.

Démonstration: p qui est une dispute enregistrant I'interaction de D avec €. Puisque (pe @) | D)
est un état final, soit il y avait un " comme unique dessein positif d’un environnement
de tests E, soit ’ensemble Init des actions négatives initiales des desseins de E était
vide et on a ajouté un *X dans ®. Dans chacun de ces deux cas, la dispute p atteint
le daimon d’oti 'orthogonalité.

La matérialité de ® vient du fait que toutes les actions de © sont dans p.
O

Définition 12.13 (D)

Si ((pi ® E; | D;))o<i<n est une exécution de la SLAM-1, alors pour 0 < i < n on
peut construire un dessein @;E en ajoutant un daimon si la derniére action visitée est
négative ou remplacer la derniére régle visitée par un daimon s’il est positif.

Les @?‘ sont de plus en plus précis :
Proposition 12.14

Pour 0 <i<n,ona:
— ¥ est une tranche,
— elle est matérielle dans EL et
—pour 0 <i<j<mn,ona:{DF}++ C{DF}+ CEL

Démonstration: Cette proposition s’obtient de maniére similaire aux propositions précé-
dentes, si ce n’est que le "X est toujours déclenché par @?.
La derniére assertion, {DF}++ C {Z);-E}“- est équivalente a {Z);-E}J- < {DF
ce dont la remarque [[T.29 page B33 nous assure.
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La procédure de recherche de preuve interactive décrite par la SLAM-1 ne produit
donc que des tranches. Ce cas est fondamental et permet de simplifier ’approche, mais
il s’agit tout de méme d’un cas relativement restreint qui, par exemple, ne permet pas
de construire des preuves avec un branchement additif et ne permet pas de traiter le
backtracking interactivement.

On pourrait ainsi souhaiter travailler avec des environnements de tests plus généraux
comme ceux considérés en section lorsqu’on utilisait Dy et D¢ pour construire les
deux prémisses d’une régle «avec» ou qu’on utilisait Dy ou D3 pour éviter de visiter cer-
taines branches. Nous allons donc maintenant lever la restriction sur la cardinalité de
I’environnement initial et présenter une machine plus complexe que nous définissons dans
la suite.

12.3.3 La SLAM-n

Notre double motivation en généralisant la SLAM-1 est de :

— pouvoir construire interactivement des desseins qui ne soient pas que des tranches;
— pouvoir ajouter des éléments & ’environnement, ce qui nécessite de ne pas étre limité
A un environnement de cardinalité 1.

Cela nous conduit a chercher a définir une machine plus complexe que la SLAM-1. En parti-
culier, les continuations possibles d’une interaction vont maintenant dépendre de plusieurs
desseins et non plus d’un seul — nous aurons donc en conséquence besoin d’un mécanisme
pour synchroniser les tests qui contribuent & la construction d’une méme branche — et il
peut y avoir des parties d'un environnement de tests qui contribuent a la construction
d’une certaine branche d’un dessein tandis qu’une autre partie contribue & la construction
d’une autre branche — il est donc nécessaire de localiser les interactions.

Nous retirons maintenant la restriction et autorisons les environnements de tests a étre
aussi grands qu’on le souhaite, tout en restant des ensembles finis de desseins (la généralisa-
tion au cas infinitaire ne poserait aucun probléme en principe mais cela pose des problémes
vis-a-vis de l'effectivité de notre procédure).

Outre les complications de définition de la version étendue de la machine, il nous faudra
également faire attention aux conditions de compatibilité entre les chroniques ajoutées lors
de l'interaction pour maintenir les propriétés de la SLAM-1, ce sur quoi nous reviendrons
une fois la machine définie.

Définition 12.15 (Etats de la SLAM-n)

Les états de la SLAM-n ont la forme ((p; ® (E¥);cy)ier | D) ou

— les (p;)icr sont des suites d’actions neutres, deux a deux incomparables ;

— les (Eij)iel,jeJi sont des ensembles de desseins tels que pour chaque i € I soit
chaque EY (avec j € J;) contient un dessein positif, soit tous les BV (avec j € J;)
ne sont constitués que de desseins négatifs (ils représentent ’environnement de
tests),

— et ® est un ensemble de chroniques (D représente le dessein en construction, les
(pi)ier étant des chemins de visite de ce dessein).

On adapte de maniére naturelle les fonctions de sélection pour fonctionner avec ces
nouveaux états.
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®{0,1} ®{0,1}
(z) @ @ @ ool,@\ /01|,®

0,{(|),1} 1,{(|),1} 0,{0|,1} 1,{(|),1} @{0,1}
NS~ NS~

p— pr— p— |
¢ @ {0,1} = @ {0,1} o 0,{0,1}

F1aG. 12.5 — Desseins non-cohérents &1 et &s.

Définition 12.16 (La SLAM-n)

Soit Select une fonction de sélection et soient (&;);c.; des desseins sur une méme base
atomique & .
La SLAM-n est alors définie comme suit :
Etat Initial : (e o ({€}jer) | 0)
Transitions : ((p; ® (EY)j.z)ier | ) — (o} o (E"Y);c)ier | D)
Les transitions sont montrées dans la table [l

Remarque 12.17

11 est simple de vérifier que la condition sur la structure des états est préservée par les
transitions de la SLAM-n.

Remarque 12.18

Une exécution de la SLAM-n sur un état initial ou le cardinal de J vaut 1 se déroule
comme une exécution de la SLAM-1.

Alors qu’une exécution de la SLAM-1 ne produisait qu'une tranche, la SLAM-n est plus
complexe : la SLAM-n contient un cas ot la machine est bloquée.

En outre, quand les desseins de I’environnement de tests sont choisis totalement ar-
bitrairement, et méme si 'exécution de la SLAM-n n’atteint jamais un cas de blocage,
I’ensemble de chroniques produit par la SLAM-n peut ne pas étre un dessein comme le
montre la figure : le dessein ®, qui est le résultat d’une recherche de preuve interac-
tive avec &; et €, pour environnement de tests, viole la condition partage additif des
desseins (encore appelée condition de propagation pour les chroniques [Gir(1]).

Nous pouvons ainsi penser & considérer I'ajout d’une condition de cohérence sur
I’ensemble des tests qui limiterait les tests que I'on peut considérer de maniére & assurer
que les résultats de la machine sont bien des desseins :

Définition 12.19 (Tests Cohérents)

Deux desseins atomiques €; et &5 sur la méme base sont dits cohérents si, pour toutes
chroniques x1 € & et x2 € &9, si x1 et xa différent pour la premiére fois sur des actions
positives propres (¢, 1) et (£,J)T, alors ¢ = €.

Un environnement de tests est cohérent lorsqu’il est constitué de desseins deux a
deux cohérents.
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Transitions :
((pi ® (BY)jen)ier | @) — ((p; o (B™); picr | D)
On choisit un indice iy dans I tel que la derniére action action de p;, n’est pas Y.
1. Cas positif. Si chaque E®J contient un dessein positif ’D;gj = n;gj APk € Ky}
alors soit Ji’o ={j € Ji,, /{;;j est une action propre}.
On partitionne Ji'0 en sous-ensembles non-vides maximaux (Jilo)le  telsquesil € L,
sim,n € Jilo, onak; =k, (cest-a-dire que deux desseins du méme ensemble Jilo

iom ion

ont méme premiére action et par ailleurs si k # [, m € Jgf),n € Jilo alors /ﬁ%m #* n;gn)

Soit #j , I'action canoniquement associée a Jl-lo.

(i) Si3le L, py - w5, €D, la SLAM-n est bloquée,

(ii) sinon, on effectue une transition vers un nouvel état décrit comme suit :
~I'=I\{ig} UL, J]=Jyifi € I\ {ip} et = Jj,l € L
— pgfpi siz’GI\{io},p;:pio-ka;Ol,leL
- EY=EYsiiel\{i}j€Ji
- EY =B\ (D] Y U{D}, k€ Ky} for 1 € L,j € Jiy
-9 =2U{p;, k., ,leL}

2. Cas négatif. Si pour tout j € J;,, E®J contient seulement des desseins négatifs :

/
0l

EY = (D ={x] D} ke Ky},

Soient Init; = Init(E®), Init = S(p;,, Njes,, Init;, D).

(i) Si Init # 0, soit k une action de Select({(p; ® (E¥)j_s)icr | D), Init), et
pour tout j € J;,, on considére le dessein négatif D; dont x est une action
initiale dans E®J et ky € K j1 tel que ”Dilo est le dessein positif immédiatement
au-dessus de x dans D ;. Alors :
~I'=TetJ =J,Viel
— p; = pi pour i # dg et pj = pi; - K
~ E"Y =EY pouri€I',j € J,i#ip
_ R/ — Rioj \ {le} U {@ioh Vj c Jz‘o
_ @/ =9 U {'_pio _ﬁ—|+}

(ii) Si Init = (), alors nous ajoutons la chronique "p;, - " au dessein en construc-
tion atteignant 1’état :

(pi o (BD)jer)iengioy | @ U{Tpip WETTY).

TAB. 12.1 — Transitions de la SLAM-n.
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f @{0} @J @{1}

|
1100,K 21,{1} 22,{1} 1100,K 21,{2} 22,{1}

N\ 7 N 7
(19) ) @l) 1.2} 0} @l) 1.2}
[ [
11,{0 12,{0,1 11,{0 12,{0,1
o i o ___nion
(P{L?} @{172}
€= 0.{1,2} €= 0.{1,2}

L’interaction avec des deux desseins donne lieu, par exemple, aux disputes suivantes :

~ dispute avec € : (), {1,2}) - (1,{1,2}) - (12,{0,1}) - (2,{1,2}) - (22, {1}) - (221, {0}) -
(21,{1}) - (120, 1) - (11, {0}) - (110, {0}) - (1100, K))

— dispute avec € : (({),{1,2}) - (1,{1,2}) - (12,{0,1}) - (2,{1,2}) - (22, {1}) - (221, {1}) -
(21,{2}) - (120,7) - (11, {0}) - (110, {0}) - (1100, K)

Ce qui conduit a l'arbre :

K L

110,{0} 110,{0}

B B ©u
120012 2100 2211}
o
1{1,2 2,{1,2
0202
O

F1G. 12.6 — Tests cohérents pour lesquels la SLAM-n ne produit pas un dessein

Remarque 12.20

La condition de cohérence peut étre comprise comme suit : alors que la SLAM-1
construit des tranches, le but de la SLAM-n est de construire des desseins plus gé-
néraux qui sont le résultat de la superposition de tranches. Quand plusieurs desseins de
DPenvironnement participent a des parties distinctes du dessein, ils doivent contribuer a
des tranches distinctes.

Les desseins &, et &y dans la figure [[Z1 sont en effet non-cohérents a cause des
actions (00,0)" et (01,0)% ; 'arbre © obtenu par recherche interactive n’est d’ailleurs
pas un dessein car on a des actions sur I’adresse 1 dans deux branches dont la premiére
différence est une paire d’actions négatives de foyers distincts, ce qui devrait impliquer
que toutes les actions qui sont au-dessus de cette différence ont des foyers distincts.

Pourtant, méme avec les tests cohérents, on n’a pas toujours un dessein comme le
montre 'exemple de la figure [2Z0l Les deux tests &; et €y vérifient bien la condition de
cohérence mais pourtant 'objet ® construit par interaction n’est pas un dessein. La condi-
tion de cohérence mentionnée ci-dessus ne peut en effet pas prévenir le non-partitionnement
multiplicatif dés lors que l'interaction a effectué deux sauts comme dans I’exemple consi-
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déré.

On en vient donc a la solution la plus naturelle qui est non pas de restreindre les tests,
mais de faire que la machine prenne dynamiquement en compte l'obligation d’assurer la
condition de propagation. Cela passe par une redéfinition de (-, -, ) :

Définition 12.21 (I (p, Init, D))

Soit p une suite d’actions neutres, Init un ensemble d’actions négatives et © un en-
semble de chroniques. On pose :

S(p, Init,®) = {(o,1)~ /(o,I)" est justifiée dans "p'~ et s'il existe x - (o, L)" € D,

la premiére différence entre x et "p7' a lieu sur des actions négatives de méme foyer}

On adapte la SLAM-n pour qu’elle utilise maintenant cette définition de I(p, Init, D)
dans la sélection des actions initiales.
On peut alors prouver que les résultats des exécutions de la SLAM-n sont des desseins :

Proposition 12.22

Si((e o {(&)icr}) | 0) est un état initial, alors une exécution de la SLAM-n qui n’est
Jjamais bloquée (c’est-a-dire que le cas 1.(i) n’est jamais rencontré) construit interacti-
vement un ensemble de chroniques qui est un dessein.

Démonstration: On s’intéresse & la condition de partage additif. Supposons que deux chro-
niques x1 et y2 d’un résultat d’une exécution dans ’environnement E soient de la
forme: x1 = x-(&, 1) X} et x2 = x-(¢, J) ™ -x% et supposons que x} et x4 contiennent
des actions de foyer identique k1 et k3. On considére de telles actions minimales dans
le sens ou aucune paire d’action de x}, x5 précédant k1 et ko n’ont le méme foyer.
On en déduit que k1 et ko sont positives. On considére alors la transition qui ajoute
Paction k; dans le dessein en construction interactive (e; — e;+1) et la transition
qui ajoute laction ko dans le dessein en construction interactive (e; — e;41). On
a forcément ¢ # j et on peut supposer i < j. On a donc pour que e; — e soit
réalisable, k, € %(pgo,lnit,gj) or x- (& I)” - xi € D; puisque i < j et donc par
définition & = (.

O
Proposition 12.23

Un état final pour une exécution qui n’est jamais bloquée (cas 1.(i) de la SLAM-n)
est de la forme {(p; - "H ® 0);c; | D).

Démonstration: On considére une exécution de la SLAM-n, (e;)1<i<n, qui ne rencontre ja-
mais le cas 1.(i) et on suppose que e, = ((p; ® (EY) cy,)icr | D) est donc un état
final non-bloqué. Si il existe ig € I tel que J;, # (), soit chaque E®/ j € J;, .

O

12.3.4 Backtracking

Dans cette section, nous expliquons comment traiter le backtracking en utilisant les
environnements généralisés.

Le principe du bracktracking interactif est d’utiliser le dessein construit pour créer un
nouveau test & ajouter & ’environnement de tests tel que, dans le nouvel environnement,
on relance un nouveau calcul.
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Considérons un état final S’ = ((p; - @ 0);c; | D) atteint a partir d’un état initial
S={(e o ({&})jes) | 0).SiI+#0, alors D est un échec (il contient un M a "p; - HF
pour chaque i € I, c’est-a-dire que chaque p;,7 € I est une dispute conduisant a un "X dans
D.

On va utiliser ces chemins p;,¢ € I pour enrichir ’environnement de tests avec de
nouveaux desseins.
Définition 12.24 (Test(p))

Le dessein Test(p) est défini comme suit :
— Test(e) =0;
— Test(k) = {kT};
~ Rest(s-k-w)={"s-r-K T, "5 KT} U Test(s).

Proposition 12.25

Test(p;),i € I est une tranche.
En outre, Test(p;) est le plus petit dessein (comme ensemble de chroniques ordonné par
Pinclusion) réalisant I'interaction p; - "4 avec le dessein final ©.

De maniére a modéliser l'instruction de backtrack, on va utiliser une variante de
Test(_ ). En effet, Test( ) contient a la fois trop de chroniques et trop peu de chroniques
pour étre utilisé pour le backtracking : un dessein de backtrack ne devrait pas autoriser
l'interaction le long de p; & atteindre le daimon (mais Test(p;) le permet) et il devrait étre
capable d’interagir avec tout autre dessein que © (mais Test(p;) ne le peut pas).

Définition 12.26 (Bacttract(p))

Bacttract(p) est le dessein obtenu a partir de Test(p) comme suit :

— pour chaque chronique positive x € Test(p), x # "p'" qui se termine sur une
action propre (§,I)", pour tout i € I et tout J € Pg(w), si x - (&,J)” & Test(p),
alors on étend x avec (§i,J)™ - .

— on retire la chronique "p7" ainsi que la chronique négative qu’elle étend immé-
diatement : si "p'" = s- k] - k3, alors on retire s - k] - k3 et s- k] de Test(p)

Proposition 12.27 (Bacttract(p) — définition équivalente)

Bacttract(p) est le plus petit dessein tel que :
— Backtract(p) contient toutes les chroniques positives de Test(p) excepté "p " ;
— si x € Backtract(p) est une chronique positive se terminant sur une action propre
(&, 1)t alors pour tout i € I et J € Pg(w) tels que x - (i, )™ & Test(p), on a
X - (&, J)™ - € Backtract(p).

Remarque 12.28

Dans la définition [[Z2Z7, Bacttract(p) est «trésy infini parce que toutes les chroniques
X - (&i,J)” - "4 sont ajoutées. Pourtant, si on collectait I'information au cours de la
recherche (a I'étape 1. de la SLAM-n, quand on considére ’ensemble des actions initiales
positives dans I’environnement), on pourrait ne retenir que les actions qui peuvent étre
rencontrées et construire un dessein Bacttvact(p) fini, pourvu que I'environnement de
tests initial était constitué seulement de desseins a branchement fini.

Proposition 12.29

(e ® ({€;})jes U ({Backtract(p;)})icr) | 0) est un état initial qui ne calculera plus
Jjamais la dispute (p;)ier.
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adj(a, b). adj(b, c).
@ @ m adj(b, d). adj(c, e).

adj(c, ). adj(f, g .

adj(h, g .

pX,Y) - adj(X,2), adj(Z,Y).

FiGc. 12.7 — Graphe

12.4. Exemples et codages

12.4.1 Un exemple concret : les chemins dans un graphe.

Soit G le graphe représenté en figure [Z71 Nous souhaitons implémenter la recherche
de chemins de longueur 2 dans ce graphe en utilisant une recherche de preuve interactive.
Cela correspond aux prédicats montrés en figure [Z771 Par exemple, p(c,g) pourrait étre
représenté comme la formule MALL :

P (adi(c.2) & adj(z,9))

xe{a7...,h}

Le graphe et la relation de chemin p doivent étre représentés par des contre-desseins,
pour servir de tests qui guideront la recherche interactive d’un dessein ©. L’environnement
de contre-desseins pourrait étre constitué des deux desseins &; et &5 de la figure

Voici comment &; et &, sont construits : on choisit un lieu pour p dans lequel on
placera les desseins de I’environnement (de base p ) et le dessein & construire par recherche
de preuve interactive (de base - p). Supposons que a,b,...,g,h sont des codes d’entiers
représentant des nceuds du graphe de la maniére habituelle (on peut choisir des entiers
arbitraires). pe représentera la formule (adj(c,e) & adj(e,g)) et pel et pe2 représenteront
respectivement adj(c, e) et adj(e,g). € représentera les arcs ayant leur origine en c et €
représentera les arcs ayant g comme but.

Nous sommes donc dans le cas d’un 2-environnement.

Il y a 8 choix pour la premiére action du dessein en construction ®, ce qui conduit aux
desseins de la figure (8 calculs possibles) en fonction du choix de la premiére action
(seulement 1'un d’entre eux est un succes).

Voici une bréve explication du dialogue :

L’action (p,{z})* correspond & affirmer qu’il y a un chemin de ¢ & g passant par z;

— l'ensemble d’actions {(p,{7})” }sefabc,....q,n} COTTESpond aux arguments potentiels
auxquels les desseins &1 et & sont préts a répondre;

— Taction (pz, {1})* (ou (pz,{2})") correspond & une attaque de D par les tests €;

signifiant : est-ce que x est adjacent a ¢ (respectivement a g) ;

Paction (pz,{1})™ (ou (pz,{2})7) correspond aux attaques possibles par les &; aux-

quelles le dessein ® est prét a répondre;

— laction (px1,0)" signifie : «oui! x est adjacent & c» (respectivement, avec l'indice
2, & g). Le "X apparaissant au lieu de ’action précédente signifie que l'erreur dans
I’argumentation de ® se trouve ici.
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Fi1G. 12.8 — Les desseins &1 et &,.
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O ® @ ©
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Siz € {a,b,c,d,g}.

Fi1aG. 12.9 — Les résultats d’une IPS avec &; et €.

— laction (pz1,0)” est la préparation par €; a l'obtention de cet argument utilisé
par ®... et le X4 suivant signifie que dans ce cas, le dessein €; abandonne le test,
mais il se pourrait qu'un autre dessein de I’environnement continue & demander des
informations, des justifications a ®, entrainant la poursuite de la recherche et la
construction d’un dessein plus précis.

12.4.2 Un codage des programmes logiques propositionnels

On considére le fragment propositionnel des clauses de Horn et les programmes logiques
définis sur ce fragment :
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Définition 12.30 (Clauses de Horn propositionnelles)

On se donne un ensemble (fini ou dénombrable) de variables propositionnelles P ; on
considére deux propositions spéciales, I'échec (fail) et la coupure (!), qui ne pourront
apparaitre que négativement dans le programme. On considére les clauses de Horn
définies sur P comme suit. Une clause C est la donnée d’un ensemble de littéraux dont
au plus un est positif :

— Faits. La clause ne contient aucun littéral négatif. On note cela :

C £ p.
— Reégles. La clause contient exactement un littéral positif. On note cela :
CEp:—q,...qn.
— Buts. La clause ne contient pas de littéral positif. On note cela :
CE?7—qi,...qn.

Un programme est constitué d’un ensemble de faits et de régles.

On définit comme suit l'interprétation d’un pogramme Prog = {C;,1 <1i < n}.

Définition 12.31 (Enumération des clauses et des variables propositionnelles)

Puisqu’il existe un ensemble fini de clauses dans Prog et un ensemble au plus dé-
nombrable de variables propositionnelles, on peut sans peine définir une injection ¢ de
Prog U {P} dans les naturels, que I’on notera implicitement dans la suite : quand on
parle de desseins, on notera C; ou p pour +(C;) et (p) respectivement.

Définition 12.32 (®[¢, Prog, R, L))
Soit Prog un programme logique. On définit I'interprétation de Prog comme Upcp®[(), Prog, [p], [|]

ou ®|&, Prog, [p1,-..,pi, [n%l, e ,ni”” est défini comme :

@/
£,Prog,REQL
o{eProg Iy = )
D {¢p*C2, Prog, Bi, L}

{C:}
221C;} C; € Prog,C; £ p: —B;
S _—

- % {Prog,pC : L} = ™

D {¢ !, Prog,0,L}
{1

¢y
- % {Prog, 16 . L} =

{1
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On peut définir le bactracking comme on ’a fait précédemment, ainsi qu’un backtra-
cking qui prenne en compte la coupure a la maniére de Prolog.
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Conclusion

«Je pourrais vous dire : aprés tout, c’étaient des pistes & suivre, peu impor-
tait ou elles allaient ; il importait méme que cela n’aille nulle part, en tout cas
pas dans une direction déterminée & 1’avance; c’étaient comme des pointillés.
A vous de les continuer ou de les infléchir ; & moi, éventuellement, de les pour-
suivre ou de leur donner une autre configuration. Aprés tout, ces fragments, on
verra bien, vous ou moi, ce qu’on peut en faire.»

Michel Foucault, cours du 7 janvier 1976fl
11 faut défendre la société, Hautes Etudes, Gallimard-Seuil

Les contributions de cette thése sont de trois types :

— Nous avons proposé une solution a la question de la séparation en Au-calcul. Alors
que David et Py [DP0Ta] avait répondu par la négative a la question de savoir si
le Ap-calcul possédait une propriété de séparation, nous avons exhibé une extension
naturelle du calcul de Parigot qui posséde la propriété de séparation et qui admet
une interprétation de streams. Cette extension est d’ailleurs tellement naturelle que
certains auteurs la considéraient dans la littérature comme syntaxe de base pour le
Ap-calcul sans forcément mettre en évidence les différences entre les deux calculs. Le
fait que le Ap-calcul de Parigot ne sépare pas tandis que le Ap-calcul a la propriété
nous ameéne pourtant a considérer qu’il s’agit véritablement de deux calculs différents.
Nous avons ensuite développé la méta-théorie du Ap-calcul et nous avons ainsi pu
établir que le Ap-calcul préservait la grande majorité des bonnes propriétés de Ap
(confluence, normalisation forte, etc). Renfor¢ant l'interprétation de stream du cal-
cul, nous avons également donné un systéme de type alternatif qui n’est pas basé
sur la logique classique mais qui permet d’observer, au niveau typé, certaines des
constructions essentielles a la preuve de séparation, ce qui est peut-étre une pre-
miére étape vers un résultat de séparation typé. Poursuivant dans cette direction,
nous avons mené une analyse du Ap-calcul via des réseaux, ce qui nous a permis de
décomposer les réductions du calcul de maniére élémentaire et de mettre & jour un
calcul connexe, dans lequel la construction de stream a la primauté. Dans un dernier
chapitre, nous avons taché d’éclaircir les relations qu’entretenaient les différentes ver-
sions de Au-calcul et de donner plus de poids a 'interprétation de stream, notamment

! Je ne résiste pas a citer également la suite de ce paragraphe du cours de Foucault : «Je me faisais un
peu Deffet d’un cachalot qui saute par-dessus la surface de l’eau, en y laissant une petite trace provisoire
d’écume, et qui laisse croire, fait croire, ou veut croire, ou croit peut-étre effectivement lui-méme, qu’en
dessous, la ot on ne le voit plus, la ou il n’est plus per¢u ni controlé par personne, il suit une trajectoire
profonde, cohérente et réfléchie.»
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en rapportant une proposition de sémantique dénotationnelle pour Au. Les liens que
le Ap-calcul entretient avec un calcul introduit par Herbelin et al., le Autp, ainsi que
la structure de la machine abstraite proposée dans le dernier chapitre tend & donner
du poids au fait que le Ap-calcul ait des liens avec le controle délimité.

Dans une seconde partie, nous avons revisité la question de la focalisation en pro-
posant une preuve de la focalisation pour la logique linéaire dont le but était d’étre
axée autour de l’idée de transformation de preuve et du souhait de mettre en évi-
dence les invariants de la focalisation (notamment les graphes de focalisation que
nous introduisons dans le chapitre [ qui sont nécessaires pour étendre le résultat
de focalisation & des extensions ou des systémes voisins de la logique linéaire. Notre
méthode des graphes de focalisation a ainsi pu étre adaptée pour la logique linéaire
avec points fixes étudiée par Baelde et Miller [BM(7)] et nous avons présenté comment
traiter I'une des versions de logique linéaire & complexité bornée. Un autre produit
des graphes de focalisation est la notion de multifocalisation que nous avons étudié
au chapitre établissant qu’il existait une notion de maximalité parmi les preuves
multifocalisées, ce qui fournit un résultat de canonicité permettant de comparer les
liens entre preuves maximalement multifocalisée et réseaux de démonstration.

Nous avons enfin proposé un cadre pour la recherche de preuve interactive, ou encore
recherche de preuve par élimination des coupures. Notre objectif est de fournir un
systéme plus homogeéne pour I’étude de la recherche de preuve que les systéme ha-
bituellement utilisés. La structure générale de notre approche consiste & considérer
une recherche de preuve par interaction avec un ensemble de tests : la construction
de preuve n’est plus contrainte par un séquent, mais par des tests avec lesquels la
preuve en construction doit interagir. Nous avons proposé une machine abstraite
pour la construction interactive de desseins, la SLAM, et une maniére de faire du
backtracking de maniére interactive, par élargissement de I’ensemble de tests. Nous
avons en outre illustré notre propos de quelques exemples.
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