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Résumé

o Rappels de programmation dynamique

e Repliement par minimisation d’énergie
@ Apparté thermodynamique
@ Modéle de Nussinov
@ Modele de Turner
@ MFold/Unafold

e Ensemble de Boltzmann
@ Définition
@ Calcul de la fonction de partition
@ Echantillonnage statistique
Programmation dynamique : Méthodes génériques

e Algorithmique ensembliste avancée
@ Distribution exacte
@ Calcul des moments

e Conclusion
@ Analyse syntaxique
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Avant propos ...

...ou comment gagner 1 million$ (+garder votre job) en rendant la monnaie !!

Probleme : Vous disposez de piéces de 1, 20 et 50 centimes.
Comment rendre N sans surcharger inutilement les poches du client ?

Stratégie 1 : Commencer par les grosses pieces puis compléter.

21=177
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Avant propos ...

...ou comment gagner 1 million$ (+garder votre job) en rendant la monnaie !!

Probleme : Vous disposez de piéces de 1, 20 et 50 centimes.
Comment rendre N sans surcharger inutilement les poches du client ?

Stratégie 1 : Commencer par les grosses pieces puis compléter.

21=-V+0

/

5=@+r@+P+@+B+D

Q

e
0=F+P+B+P+P+P+B+B+P+D+

Probleme non-résoluble (?!) en temps polynomial pour un jeux de pieces
arbitraire (=~ Pb. sac a dos NP-complet)
(Algo. polynomial = P=NP =-1M$)
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Stratégie 2 : Récurrence sur nombre min. #MinPieces de pieces rendues :

g - 0
) — 14+ #MinPieces(N —1) [SiN>1]

G
#MinPieces(N) =Min o (") 4 | 4MinPieces(N —20) [SiN > 20]
<

' = 14 #MinPieces(N —50) [Si N > 50]

Parcours exhaustif (redondant) de I'arbre des possibles — @(#PiécesN)

Programmation dynamique

Pour tout N' € 0,1,2 — N,
» Calculer #MinPieces(N") — O(1)
» Meémoriser le résultat

Reconstruire les pieces rendues en retragant les termes contribuant au Min.
= Algorithme en ©(N x #MinPieces)?

a. Remarque : Algorithme correct pour tout jeux de pieces, mais on n’a pas gagné le million (=
P=NP), car N est potentiellement exponentiel sur son codage. La complexité de cet algorithme est
donc exponentielle.
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Programmation dynamique

R. Bellman C. E. Wilson

Programmation dynamique = Technique algorithmique de résolution des
problémes d’optimisation.

Principe : Partant d’'une équation liant le score optimal d’'un (sous-)probleme
a celui de certains de ses sous-problémes,

» Calculer efficacement le score optimal du probléme initial
» Reconstruire la (ou les) solution(s) associée(s) au score optimal

Technique robuste face a des altérations locales de la fonction objectif
= Omniprésente en bioinformatique : Alignement, repliement. ..
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Challenge

Trouver I'équation de programmation dynamique J

Propriétés requises d’une équation de prog. dyn. =
Correction du score optimal hérité des sous-problémes
Complétude dans le parcours de I'espace des solutions

Remarques : B peut étre violé, par ex. pour élaguer des sous-optimaux.
+ B = Bijection : espace de recherche < exécutions de la récurrence
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Challenge
Trouver I'équation de programmation dynamique J

Propriétés requises /souhaitables d’'une équation de prog. dyn. =
Correction du score optimal hérité des sous-problémes
Complétude dans le parcours de I'espace des solutions
Non-ambiguité de la décomposition

Remarques : A peut étre violé, par ex. pour élaguer des sous-optimaux.
+ B = Bijection : espace de recherche < exécutions de la récurrence

Approche combinatoire peut aider :

» Grammaire/spécification ~» Récurrences de comptage
= Complétude et non-ambiguité

» +Correction
=- Equation de programmation dynamique
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Alignement local de séquence (Algorithme Smith/Waterman)

Probléme : Trouver I'alignement local

a= ((i17j1)7(i27j2)v"' 7(ikajk))»iX < iX+1 eth <jx+1»

de deux séquences s et t qui maximise la similarité

W(a) = Z Ms;.; + Z (1 = ir = 1) pi 4 Gt —Jr = 1) - Pa

(i,j)ea re[l,k—1]

Récurrence pour 'alignement optimal W;; des préfixes [1,/] et [1,/] :
1

(
VV/*O = 0 1 i 11 Match/Mismatch , 11 j.
Ws; = 0 < i
VVI*_1J_1 T ms,-,t/ 1 J 1 Insertion |
Wi = max 1)t D 1 ’_

W1 + pa \
1 Deletion j.1j

Exercices :

» Quelle complexité pour deux séquences de taille N et M ?
» Ce schéma est-il complet ? non-ambigu ? Comment le corriger ?
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Complexité du calcul dépend de :
» Taille de I'espace des sous-problemes
» Nombres de sous-problemes considérés (#Termes décomposition)

1 i1i

i1 = N+1=0(N) 1 ' 1 M 1
jil=M+1=0(M) ' ' B
Trois opérations en O(1) par sous-calcul _ s

= ©(M - N) temps/mémoire

1 i
1 Deletion j1j
Ce schéma de programmation dynamique est ambigu, car on obtient

Palignement vide sur (") exécutions différentes :

AAA---| L [---AAA]  [-A-A-A] _

- - -BBB BBB - - - B-B-B-
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Exemple complet

Exemple : Alignement local de séquences AGCACACA et ACACACTA
Colts : Match m; ; = 42, Insertion/Déletion p; = p; = —1

1 i1

A A A T A
o o 0 0 0 0 0 o 0 o
1 i 1 i
EEN . Ao
G o0
W*(i.0) = 0 — .
Ww*(0,j) =0
We(i—1,j-1)+mg, | A O
W*(i,j) = max WH(i = 1,)) + pi
W*(i,j — 1) + pa c o
A 0
c o0
A 0
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Exemple complet
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1 i1

A C A A T A
ppr——t 0 0 0 0 0 0 0 0
1 i 1 i1 \ l
-1 A 0—2
li T sedon
G o0
W*(i,0) = 0 1 Deletion j.1 c o
W*(0,j) = 0
We(i—1,j-1)+mg, | A O
W* (i, j) = max W (i =1,)) +pi
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Exemple complet

Exemple : Alignement local de séquences AGCACACA et ACACACTA
Colts : Match m; ; = 42, Insertion/Déletion p; = p; = —1

3 A C A A T A
Fe—y 00 0 0 0 0 0 o0 o
1 i 1 i \ \l
1 J 1 inseton A 0 2—1
G 0
WA (i.0) = 0 ey e 4
W*(0,j)=0
W (i—1,j—1)+msy | A 0
W* (i, j) = max W*(i = 1,)) + p;
W*(i,j — 1) + pg cC o
A 0
cC o
A 0
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Exemple complet

Exemple : Alignement local de séquences AGCACACA et ACACACTA
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3 A C A C A T A
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1 i 1 i \ \ \l
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Exemple complet

Exemple : Alignement local de séquences AGCACACA et ACACACTA
Colts : Match m; ; = 42, Insertion/Déletion p; = p; = —1

] A A A C T A
fe— o o 0 0 0 o0 o 4
. NN NINININ
1 i T nserton A 0 2—1 2—51-—52—51—0-—2
, . .
W*(7,0) = 0 — o
W*(0,j)=0
W*(/71,j—1)+ms_,l A 0
W* (i, j) = max WH(i = 1,j) + pi
W*(i,j = 1) + pa c 0
A 0
C 0
A 0
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Exemple complet

Exemple : Alignement local de séquences AGCACACA et ACACACTA
Colts : Match m; ; = 42, Insertion/Déletion p; = p; = —1

. - ; -
(m—— 0 o 0\0 0\0 0 0 o0
1 i 1 i \ \
1 i T Insetion A 0 2—1 2—1 251 —0 5
. NANINININININ N
G 0—-1—1—=1—=1—1—1=0—1
W*(i.0) 0 . .
W*(0,j)=0
W*(/71,j—1)+ms_,l A 0
W* (i, j) = max WH(i = 1,j) + pi
W*(i,j = 1) + pa c 0
A 0
c o
A 0
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Exemple : Alignement local de séquences AGCACACA et ACACACTA
Colts : Match m; ; = 42, Insertion/Déletion p; = p; = —1

W0 o —
W (0.))=0

WH(i—1,j—1) + ms.y
W (i 1,))+p
W*(i,j — 1) + pa

Exemple complet

o o
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o
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o
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W — =
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Exemple complet

Exemple : Alignement local de séquences AGCACACA et ACACACTA
Colts : Match m; ; = 42, Insertion/Déletion p; = p; = —1

il A A C A A
by no 6 0 0o 0o o o o o o
1 i 1 i1 \ \ \ \‘
T sedion | A 0 2—1 2—1 2—51—0 2
: INCIN NN
G 0 1 1 1 1 1 1—0 1
(i Ay T Deleton -1 l\. \ \
W*(I,O 0 cC 0 0 3—2 3—2 3—2—1
wen=e NININININ NN N
W*(/’*1,/’*1)+ms,,rl A 0—2—2-—>5-—4-—5-—4-—3-—4
W* (i, j) = max W*(i = 1,j) + p;
W*(i,j = 1)+ pa C o0
A 0
cC o0
A 0
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Exemple complet

Exemple : Alignement local de séquences AGCACACA et ACACACTA
Colts : Match m; ; = 42, Insertion/Déletion p; = p; = —1

-1 A A C o] A

1 1 o\o 0\0 0\0 0 0\0

|| - A 0 2—1 2—1 2—1—0 2

‘ ', NG LN N\ l

| G 0 1 1 1 1 1 1—0 1

W*("O,_O c o 0\3—>2\3—>2\3—>2—>1
w0 =0 NoOIND N N
We(i—1,j-1)+msy |A 0 2 2 5—4 5—4—3 4
W*(h/‘)—maX{ W (i = 1,j)+pi NININININ N NN
W*(i,j—1) + pd C 0—1—4—4—>7—6—7—6—5
NONINININ NI N

A 0—2—3-6—-26-—9—8—7—38
NONININ NN N N

C 0—1—4—5—-8-—8—11—10—9
NONINININ N EN N L

A 0—2—3—-6—7—10—10—10— 12
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Exemple complet

Exemple : Alignement local de séquences AGCACACA et ACACACTA
Colts : Match m; ; = 42, Insertion/Déletion p; = p; = —1

- ALC oA C 0 2
bw— o 0 o0 0o o o 0 0 0
1 i 1 i \ \ \ \
! -‘ﬂ - A 0 2—1 2—1 2—1—0 2
. N N U NN l
G 0o 1 1 1 A 1\1—>0 1
i T Doion 1) (AN N
W*(ho 0 C 0 0 3—2 3—2 3—2—1
W*(0,j)=0 \ l\, \
We(i-1,j-1)+msy |A 0 2 2 5—4 5—4—3 4
W(i.j) = max W*(i = 1.)) +pi NN
W*(i,j—1) + pa C 0 1 4 4 7—6 7—6—5
NN N
A 0 2 3 6 6 9—8—7 8
NN N
cC 0 1 4 5 8 8 11—10—9
N N IN l N
A 0 2 3 6 7 10 10 10 12
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Exemple complet

Exemple : Alignement local de séquences AGCACACA et ACACACTA
Colts : Match m; ; = 42, Insertion/Déletion p; = p; = —1

] Ao c. T A
e 0 0 0 0 0 0 © 0
1 i 1 i ’\ \ \
|| - A 0 21 2«1 21«0 2
, TN\ [N 7 AN
G o 1 1 1 1 A 1—0
o N N
W*(”O 0 C 0 0 3—2 32 321
W(0.]) =0 COIND N
Wei—1,j-1)+mgy |A 0 2 2 54 543 4
W* (i, j) = max W (i = 1,j) + p; RN RN
W*(i,j — 1) + pa C 0 1 4 4 786 7<6+5
. . AN BN ™
Meilleur alignement A 0 2 3 6 6 9«—8—7 8
[N ™ ™
C 0 1 4 5 8 8 11109
AN BN ™
A 0 2 3 6 7 10 10 10 12
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Exemple complet

Exemple : Alignement local de séquences AGCACACA et ACACACTA
Colts : Match m; ; = 42, Insertion/Déletion p; = p; = —1

|y ALCOA c T oA
e 5 00 0 0 0 0 0 0
1 i 1 i ’\ \ \
|| - A 0 21 2—1 21«10 2
‘ TN TN 1 AN
G 0 1 1 1 1 1 1—o0
. AN
W*(”O 0 C 0 0 832 32 321
W (0.j)=0 N TN AN
W (i-1,j-1)+mgy |[A 0 2 2 5«4 543 4
W*(i,j) = max Wi =1,j) +pi ™ I\
W*(i,j— 1) + pa C 0 1 4 4 7—6 7—6-5
. . NN TN
Meilleur alignement A 0 2 3 6 6 9«—8—7 8
A ™ I\ ™\
C 0 1 4 5 8 8 11—10-—29
A NN TN
A 0 2 3 6 7 10 10 10 12
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Exemple complet

Exemple : Alignement local de séquences AGCACACA et ACACACTA
Colts : Match m; ; = 42, Insertion/Déletion p; = p; = —1

|y ALCOA c T oA
e 5 00 0 0 0 0 0 0
1 i 1 i ’\ \ \
|| - A 0 21 2—1 21«10 2
‘ TN TN 1 AN
G 0 1 1 1 1 1 1—o0
. AN
W*(”O 0 C 0 0 832 32 321
W (0.j)=0 N TN AN
W (i-1,j-1)+mgy |[A 0 2 2 5«4 543 4
W*(i,j) = max Wi =1,j) +pi ™ I\
W*(i,j— 1) + pa C 0 1 4 4 7—6 7—6-5
. . NN TN
Meilleur alignement A 0 2 3 6 6 9«—8—7 8
A ™ I\ ™\
C 0 1 4 5 8 8 111029
T A NN TN
A 0 2 3 6 7 10 10 10 12
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Exemple complet

Exemple : Alignement local de séquences AGCACACA et ACACACTA
Colts : Match m; ; = 42, Insertion/Déletion p; = p; = —1

] Ao c. T A
e 0 0 0 0 0 0 © 0
1 i 1 i ’\ \ \
|| - A 0 21 2«1 21«0 2
, TN\ [N 7 AN
G o 1 1 1 1 A 1—0
o N N
W*(”O 0 C 0 0 3—2 32 321
W(0.)=0 NI\
Wei—1,j-1)+mgy |A 0 2 2 54 543 4
W* (i, j) = max W (i = 1,j) + p; RN RN
W*(i,j — 1) + pa C 0 1 4 4 786 7<6+5
. . AN BN ™
Meilleur alignement A 0 2 3 6 6 9<—8—7 8
c - A [N ™ ™\
C 0 1 4 5 8 8 11«1029
C T A AN BN ™
A 0 2 3 6 7 10 10 10 12
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Exemple complet

Exemple : Alignement local de séquences AGCACACA et ACACACTA
Colts : Match m; ; = 42, Insertion/Déletion p; = p; = —1

3 A A c T A
3] 00 0 0 0 0 0 0 ©
1 i 0 i \ \ \ \
-1 / - A 0 21 21 210 2
: [N [IAN T™NC N\
G 0 1 1 1 1 1 10
o N N
W'(1,0)=0 C 0 0 82 82 3e 21
W (0.) =0 OIN N
WHi—1j-1)+me, |A 0O 2 2 5—4 543 4
W*(i,j) = max Wi =1,j) +pi ™ I\
W*(i,j— 1) + pq C 0 1 4 4 7-—6 765
: . NOOIN D IN
Meilleur alignement A 0 2 3 6 6 9<—8—7 8
A Gc - A ™ I\ ™\
C 0 1 4 5 8 8 11+10-29
A C T A NN TN
A 0 2 3 6 7 10 10 10 12
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Exemple complet

Exemple : Alignement local de séquences AGCACACA et ACACACTA
Colts : Match m; ; = 42, Insertion/Déletion p; = p; = —1

3 A A cC T A
=y 00 0 0 0 0 0 0 ©
Ry R N
1 A A 0 21 21 210 2
: [N [IAN T™NC N\
G 0 1 1 1 1 1 10
o N N
W'(1,0)=0 C 0 0 82 32 321
w(0.)=0 N TN AN
W i-1,j-1)+mgy |[A 0 2 2 54 543 4
W (i, j) = max W (i =1,j) + pi "IN
W*(i,j— 1) + pa C 0 1 4 4 7-—6 765
: . NN IN
Meilleur alignement A 0 2 3 6 6 9<<8<—7 8
™ I\ 1
C A C - Alg o 1 4 5 8 8 11<10-09
c A C T A NN TN
A 0 2 3 6 7 10 10 10 12
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Exemple complet

Exemple : Alignement local de séquences AGCACACA et ACACACTA
Colts : Match m; ; = 42, Insertion/Déletion p; = p; = —1

3 A A cC T A
3] 00 0 0 0 0 0 0 ©
1 i . i \ \ \ \
-1 / - A 0 21 21 210 2
: [N [IAN T™NC N\
G 0 1 1 1 1 1 1—o0
o N N
W'(1,0)=0 C 0 0 82 82 321
W (0.j)=0 AN TN\ AN
WHi—1j—-1)+me, |A 0 2 2 5—4 543 4
W*(i,j) = max W(i = 1,j) + pi TN\ ™
W*(i,j— 1) + pq C 0 1 4 4 786 765
. . NN IN
Meilleur alignement A 0 2 3 6 6 9<<8<—7 8
TN ™ 1
AC A C - Alg o 1 4 5 8 8 11«19
A C A C T A N T\ T\
A 0 2 3 6 7 10 10 10 12
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Exemple complet

Exemple : Alignement local de séquences AGCACACA et ACACACTA
Colts : Match m; ; = 42, Insertion/Déletion p; = p; = —1

3 A A c T A
=y 00 0 0 0 0 0 0 ©
1 i 0 i \ \ \ \
-1 / - A 0 21 21 210 2
: [N [IAN T™NC N\
G 0 1 1 1 1 1 10
I NN
W'(1,0)=0 C 0 0 82 82 321
w(0.)=0 NN AN
WHi—1j—-1)+me, |A 0 2 2 5—4 543 4
W*(i,j) = max Wi =1,j) +pi "IN
W*(i,j— 1) + pq C 0 1 4 4 7-—6 765
: . NOOIN D IN
Meilleur alignement A 0 2 3 6 6 9<<8<—7 8
TN TN\ 1
cC A CAC - Alg o 1 4 5 8 8 11109
cC A C A C T A N T N
A 0 2 3 6 7 10 10 10 12

Yann Ponty EPIT'14 - ARN Partie 2 - Programmation Dynamique



Exemple complet

Exemple : Alignement local de séquences AGCACACA et ACACACTA
Colts : Match m; ; = 42, Insertion/Déletion p; = p; = —1

3 A A c T A
=y 00 0 0 0 0 0 0 ©
1 i 0 i \ \ \ \
-1 / - A 0 21 21 210 2
, , ™ I\ NN
G 0 1 1 1 1 1 10
I NN
W'(1,0)=0 C 0 0 82 82 321
w(0.)=0 NN AN
W i-1,j-1)+mgy |[A 0 2 2 54 543 4
W*(i,j) = max Wi =1,j) +pi "IN
W*(i,j— 1) + pq C 0 1 4 4 7-—6 765
: . NOOIN D IN
Meilleur alignement A 0 2 3 6 6 9<<8<—7 8
™ I\ 1
G C A CAC - Alg o 1 4 5 8 8 11<10-9
- C A C A C T A N T N
A 0 2 3 6 7 10 10 10 12
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Exemple complet

Exemple : Alignement local de séquences AGCACACA et ACACACTA
Colts : Match m; ; = 42, Insertion/Déletion p; = p; = —1

3 A A c T A
3 0 0 0 0 0 0 0O 0 O
T RE N N D A
1 L | . A 0 2—1 21 210 2
. , T\ [N BN
G 0 1 1 1 1 1 10
. _= AN
W'(1,0)=0 C 0 0 8<2 B8c-2 321
W' (0.)=0 N N\ AN
WHi—1j—-1)+me, |A 0 2 2 5—4 543 4
W*(i,j) = max Wi —1,j) +pi T ™
W*(ij — 1) + pa C 0 1 4 4 76 765
. . NN TN
Meilleur alignement A 0 2 3 6 6 9<<8<—7 8
[N ™ 1
AlG C A C A C - Alg o 1 4 5 8 8 1e1009
A - C A C A C T A N T\ T\
A 0 2 3 6 7 10 10 10 12
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Résumé

o Rappels de programmation dynamique

e Repliement par minimisation d’énergie
@ Apparté thermodynamique
@ Modéle de Nussinov
@ Modele de Turner
@ MFold/Unafold

e Ensemble de Boltzmann

o Programmation dynamique : Méthodes génériques

@ Algorithmique ensembliste avancée

e Conclusion

Yann Ponty EPIT'14 - ARN Partie 2 - Programmation Dynamique



Retour a 'ARN

A I'échelle nanoscopique, la structure de 'ARN fluctue (chaine de Markov).

B

Convergence vers une distribution stationnaire de probabilité, I'équilibre de
Boltzmann, ou la probabilité est exponentiellement faible sur I'énergie libre.
Corollaire : La conformation initiale est sans d’importance.

Problémes algorithmiques

Etant donné modéles pour 'ensemble des conformations et I'énergie libre.
A. Déterminer la structure la plus probable (ou stable) a I'équilibre
B. Déterminer des propriétés moyennes de I'ensemble de Boltzmann
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Hors de I'équilibre

Transcription : ARN synthétisé sans appariement (Sauf exception)
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Hors de I'équilibre

Transcription : ARN synthétisé sans appariement (Sauf exception)
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Hors de I'équilibre

Transcription : ARN synthétisé sans appariement (Sauf exception)
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Hors de I'équilibre

Transcription : ARN synthétisé sans appariement (Sauf exception)
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Hors de I'équilibre

Transcription : ARN synthétisé sans appariement (Sauf exception)

T =10h
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Hors de I'équilibre

Transcription : ARN synthétisé sans appariement (Sauf exception)

Mais majorité des ARNm dégradés avant 7h (Org. : Souris [SSN*09]).
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Hors de I'équilibre

Transcription : ARN synthétisé sans appariement (Sauf exception)

T =10h

Mais majorité des ARNm dégradés avant 7h (Org. : Souris [SSN*09]).

Problémes algorithmiques
A. Déterminer struct. la plus probable (= Energie libre min.) a I'équilibre
B. Déterminer des propriétés moyennes de I'ensemble de Boltzmann

C. Déterminer la structure la plus probable a temps T.
(c.f. H. Isambert par simulation, NP-complet en déterministe (MTSC11])
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Résumé

o Rappels de programmation dynamique

e Repliement par minimisation d’énergie
@ Apparté thermodynamique
@ Modéle de Nussinov
@ Modele de Turner
@ MFold/Unafold

e Ensemble de Boltzmann

o Programmation dynamique : Méthodes génériques

@ Algorithmique ensembliste avancée

e Conclusion
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Repliement par minimisation d'énergie

Probléme A : Déterminer la structure d’énergie minimale. )

Repliement ab initio =
Trouver structure d'un ARN w uniquement a partir de sa séquence.

Y o0
D2 o0 %51%%

» Conformations : Ensemble S,, des structures secondaires compatibles
avec la structure primaire w (contrainte d’appariements).

» Fonction d’énergie Energie libre associant une valeur numérique E.s
(KCal.mol~") & tout couple séquence/conformation (w, S).

» Structure native : Conformation fonctionnelle de la molécule.
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Modele de Nussinov/Jacobson

Modele de Nussinov/Jacobson [NJ80]
Plus proche voisins simple :
» Seuls les appariements contribuent a I'énergie
» Uniquement liaisons Watson/Crick (A/U,C/G) et Wobble (G/U)
= E., s = —#Paires(S)

Minimisation de I'énergie < Maximisation du nombre de paires de bases.

Exemple :

UUUUCCCUAAAAGG

Variante : Pondérer les paires selon leur nombre de liaisons hydrogéne
AG(G=C)=-3 AG(A=U) =-2 AG(G-U) =-1
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Déecomposition de Nussinov/Jacobson

=
I

0, Vvteli,i+¥6]
Nit1 i non apparié
N,',j = min

J
min  E; x + Nip1k—1 + Niyq; 7 apparié a k
k=i+6+1

ol £, x = Energie d’appariement des positions i et k (1/ + co ou AG(s; = s¢))
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Déecomposition de Nussinov/Jacobson

=
I

0, Vvteli,i+¥6]
Nit1 i non apparié
N,',j = min

J
min  E; x + Nip1k—1 + Niyq; 7 apparié a k
k=i+6+1

ol £, x = Energie d’appariement des positions i et k (1/ + co ou AG(s; = s¢))

Exercice
» Correction ?
» Complétude ?
» Non-ambiguité ?
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Modele de Turner

Basée sur décomposition non-ambigué en boucles de la structure 2°™ :

Energies libres AG des boucles dépendent des
bases, asymétrie, bases libres (dangle) . ..

Déterminées expérimentalement

.
+ Interpolation pour grandes boucles.

Meilleures prédictions grace a la prise en compte des empilements.
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Modele de Turner

Basée sur décomposition non-ambigué en boucles de la structure 2°™ :

» Boucles internes

Energies libres AG des boucles dépendent des
bases, asymétrie, bases libres (dangle) . ..

Déterminées expérimentalement
+ Interpolation pour grandes boucles.

—

Meilleures prédictions grace a la prise en compte des empilements.
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Modele de Turner

Basée sur décomposition non-ambigué en boucles de la structure 2°™ :
» Boucles internes
» Renflements

Energies libres AG des boucles dépendent des
bases, asymétrie, bases libres (dangle) . ..

Déterminées expérimentalement

. ~——
+ Interpolation pour grandes boucles.

Meilleures prédictions grace a la prise en compte des empilements.
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Modele de Turner

Basée sur décomposition non-ambigué en boucles de la structure 2°™ :
» Boucles internes
» Renflements
» Boucles terminales

Energies libres AG des boucles dépendent des
bases, asymétrie, bases libres (dangle) . ..

Déterminées expérimentalement

. ———
+ Interpolation pour grandes boucles.

Meilleures prédictions grace a la prise en compte des empilements.
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Modele de Turner

Basée sur décomposition non-ambigué en boucles de la structure 2°™ :
» Boucles internes
» Renflements
» Boucles terminales
» Boucles multiples

Energies libres AG des boucles dépendent des
bases, asymétrie, bases libres (dangle) . ..

Déterminées expérimentalement

. ——
+ Interpolation pour grandes boucles.

Meilleures prédictions grace a la prise en compte des empilements.
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Modele de Turner

Basée sur décomposition non-ambigué en boucles de la structure 2°™ :

» Boucles internes
Renflements

v

Boucles terminales

v

» Boucles multiples
Empilements

v

Energies libres AG des boucles dépendent des
bases, asymétrie, bases libres (dangle) . ..

Déterminées expérimentalement
+ Interpolation pour grandes boucles.

—

Meilleures prédictions grace a la prise en compte des empilements.
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Modele de Turner : Décomposition

o0

Boucle terminale

9

Empilement
-1 @A
) Q b J s}
Tiges e -
boucles Renflement/Boucle interne

Boucle multiple
(Séq. >2 hélices)
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Modele de Turner : Décomposition

Tiges
boucles

o0

Boucle terminale

9

Empilement

Renflement/Boucle interne

s

Séq. hélices

Boucle multiple
(Séq. >2 hélices)

Séq.+ Hélice
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Modele de Turner : Décomposition

Tiges
boucles

o0

Boucle terminale

9

Empilement

Renflement/Boucle interne

s

Séq. hélices

Boucle multiple
(Séq. >2 hélices)

Séq.+ Hélice

Hélice
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Modele de Turner : Décomposition

o0

Boucle terminale

9

Empilement

= @A

boucles Renflement/Boucle interne

Tiges

Boucle multiple
(Séq. >2 hélices)

s

Séq. hélices

%

Hélice

Séq.+ Hélice

jl

ade'

Hélice

0—0-q_

Base non-appariée

Tige-boucle

Yann Ponty EPIT'14 - ARN Partie 2 - Programmation Dynamique



Algorithme MFold

r : 'd 7?0 T T
LY} = D
G LS _ o
s

Décomposition non-ambigué — Ok !
Complete ? Comparons les séries génératrices . ..
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Validation

Rappel : Série génératrice des structures secondaires [Wat78]

1— 2 _V1-—2z—Z22-2-8+ 2
W(Z)::anzn_ z+25—+/ z—z 8+ 7z

272
n>0
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Validation

Rappel : Série génératrice des structures secondaires [Wat78]

1— 2 _V1-—2z—Z22-2-8+ 2
W(Z)::anzn_ z+25—+/ z—z 8+ 7z

272
n>0
O—o £ 7
o IR
A(z) = P )
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Validation

Rappel : Série génératrice des structures secondaires [Wat7g]

— 2_
W(z):=> 82" = 1-z+2 - Vi

n>0

—2z—-22-2728+ 274

S(z)=1+28(2)

272
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Validation

Rappel : Série génératrice des structures secondaires [Wat7g]

1—z4+22-V1-2z—22-28+ 2
W(z):=> 82" = v 552
n>0

S(2) S
A2 -
@ ® a f”
o"O \'J % _ e

S(z)=14+28(2)
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Validation
Rappel : Série génératrice des structures secondaires [Wat7g]

1— 2 _ A —2z—22-278+ 7
W(z)::anz": z4+ 22—/ z— 7 28+ 2z

= 272
S(2) :
2% A(2) = \
z8(2) 22 A(2) + 22 A(2) S(2) z {
A(2) = +28(2) 22 A(2) 8(2)z
DR Q- W

S(2)=1+2z8(2)
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Validation
Rappel : Série génératrice des structures secondaires [Wat7g]

1— 2 _ A —2z—22-278+ 7
W(z)::anz": z4+ 22—/ z— 7 28+ 2z

= 272
S(2) =
22 A(2)
A(z)={ z8(2) 2 A(2)+ 22 A(2)8(2) z )
+28(2) 22 A(2) S(2)z o
B(z)C(2) e

S(2)=1+2z8(2)
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Validation

Rappel : Série génératrice des structures secondaires [Wat7g]

1— 2 _ A —2z—22-278+ 7
W(z)::anz": z4+ 22—/ z— 7 28+ 2z

= 272
S(2) B(z) =
22 A(2)
A(z)={ z8(2) 2 A(2)+ 22 A(2)8(2) z )
+28(2) 22 A(2) S(2)z o
B(2)C(2) _) e

S(2)=1+2z8(2)

Yann Ponty EPIT'14 - ARN Partie 2 - Programmation Dynamique



Validation

Rappel : Série génératrice des structures secondaires [Wat78]

_ 2 _ _ — 2 _ 95,3 4
W(z)::anz”:1 z4+ 22— \V1-2z—22-228+2

= 222
B(z)C(z2)
5(2) Ba={ -
2% A(2) &
A(2) ={ z8(2)Z2A(2) + 22 A(2) S(2) z
+28(2) 22 A(2) S(2)z % o6
B(z)C(z) = B

S(z)=1+28(2)
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Validation

Rappel : Série génératrice des structures secondaires [Wat7g]

1— 2 _A-—2z—22-2-8+27
W(z)::ZSnz”: z4+ 22—/ z—Z 78+

n>0 2z
B(z)C(2)
S(2) B(z) =
z% A(z2) , { 5(2) B(Z)
A2) ={ z8(2)Z2A(2) + 22 A(2) S(2) z % &,
+28(2) 22 A(2) S(2)z = -
B(2)C(2) [

S(2)=1+2z8(2)
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Validation

Rappel : Série génératrice des structures secondaires [Wat7g]

_ 2 _ _ — 72 _ D278 4
W(z)::anz”:1 z4+22—-\V1-2z—Z 2B+ 2Z

222
n>0

_ | B(2)¢(2)
2 5a={ 5350
A2) =1 z8(2)Z2A(z) + 22 A(2) S(2) z Lo
+28(2) 22 A(z) S(2)z C(2) = a
B(z)C(2) u
S(2)=1+28(2)
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Validation

Rappel : Série génératrice des structures secondaires [Wat7g]

_ 2 _ _ — ;2 _5,3 4
W(z)::anz”:1 z4+ 22— V1-2z—22-2z28+Z

= 222
S(2) _ | B(z)C(2)
22 A(2) e { S(2) B(2)
A(2) =< z8(2) 2% A(z) + 22 A(2) S(2) z C(z)z
+28(2) 22 A(z) S(2)z C(2) = { [ ]
B(z)C(z) o

S(2)=1+2z8(2)
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Validation

Rappel : Série génératrice des structures secondaires [Wat7g]

1 —z+ZP-1-2z7-22-228+ 2%

W(2) =3 2" = 272
n>0
S(z)
Ay sa-{ g
A(z) =4 zS8(z) 2 A(z)2+ 2?A(2)S(2) z { C(2)z
+28(2) 22 A(2) 8(2)z C(z2) =
B(z)e(z) £ A2)

S(2)=14+2z8(2)

1—z—22 —\/1-2z2—22 228+ 7*
2z2
= W(z)—1 (Oublide lastr. sec. de longueur 0)

A(2)

= Schéma complet, correct par construction = Minimisation possible.
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MFold Unafold

Ex(i, j) : Energie de boucle terminale fermée par une paire (i, )

Egi(i,]) : Energie de renflement ou boucle interne fermée par une paire (i, j)
Es(i,f) : Energie d'empilement (i,/)/(i+1,j — 1)

a,c,b : Pénalité de boucle multiple, hélice et non-appariées dans multiboucle.

vVvyVvy

P :
001y

]
A

Calcul des matrices

EH(I7./)

Es(i,j) + M'iy1,j-1

Ming o (Egi(i, ', ', j) + M'is jr)

a-+ ¢+ Ming(Mip1 k-1 + My j_1)

M =Ming {min (Mis1, bk — 1)) + M‘k,,-}

M/,'J =min

M =Ming {b + M1, e+ M,i,j}
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Remontéee (Backtracking)

Reconstruction de la structure d’énergie minimale :

En(i,j)
. Es(i,]) + M'iz1,j-1
M//}]‘ = Min : P /
Mlni’,j’(EBl(l7l v 7/) +M i/yll/)
a+ ¢+ Mink( Mzt k-1 + M'yj1)
Mi,j = Ming {min (M[,kfhb(k — 1)) + /\/11/(,/‘}

4
M ij

Miny {b+ My 1,0+ M

1. Avec une astuce pour les bulges/boucles internes ...
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Remontéee (Backtracking)

Reconstruction de la structure d’énergie minimale :

o (i)
e R Es(i,j) + M'i41,j-1
M/,’j<——:'MTI"I . PR ’
K (\\\_—",—"’ Mlni’,j’(EBl(hl 7_/ 7/) +M i/yj/)
S~ ___ -a+c+ Mink( Mgt k-1 + M1k,/'*1 )
M, = Ming {min (Mik—1,blk —1))+ M1k;/’}
M'i; = Ming {b+M1/,j—17C+M/iJ

1. Avec une astuce pour les bulges/boucles internes ...
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Remontéee (Backtracking)

Reconstruction de la structure d’énergie minimale :
[ —— B
Es(i,]) + M'is1,j-1
M 4’3/% o ,l+ ! ;
\—> Mln,‘/’jl(EB/(l,l ] 7j) + M i’,j/)
— a+ ¢+ Ming( Mt o—1 + M'yj_1)

./\/l,',j = Ming {min (M,‘,k,hb(k — 1)) + /\/11;(’/‘}

My = Mink{b+M1/,j_17C+M/i,j}

©(n) contributeurs potentiels au Min :
= Complexité au pire en O(n?) pour un backtrack naif.

1. Avec une astuce pour les bulges/boucles internes ...
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Remontéee (Backtracking)

Reconstruction de la structure d’énergie minimale :

En(i,J)
M) —= Min : Es(i’j). ’ M.M’H
Min: j (Egi(i, ', j) + M'ir jr)
a+ ¢+ Ming( Misyx—1 + M'ijq)
M = Ming {min (Mik_t,b(k — 1)) + M‘k,,»}
M'i; = Ming {b + M1/,j_1 ,C+ ./\/l/i,j}

©(n) contributeurs potentiels au Min :
= Complexité au pire en O(n?) pour un backtrack naif.
Garder les meilleurs contributeurs aux Min = Backtrack en O(n)

Complexités temps/mémoire en O(n®)/O(n?) pour le précalcul '

1. Avec une astuce pour les bulges/boucles internes ...
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Remontéee (Backtracking)

Reconstruction de la structure d’énergie minimale :
En(ij)
Es(i,j) + M'iy1,j-1
Min,»/ '/(EB/(i I'l,j/ j) +M,,‘/ -/)
a+C+Mlﬂk(M:+1 k—1 +./\/l Kj—1)

M, = Min

My k= - Mm_{h+M-i7:1:6+ M /,/}

©(n) contributeurs potentiels au Min :
= Complexité au pire en O(n?) pour un backtrack naif.
Garder les meilleurs contributeurs aux Min = Backtrack en O(n)

Complexités temps/mémoire en O(n®)/O(n?) pour le précalcul '
= UnaFold [Mz08] minimise I'énergie de Turner.

1. Avec une astuce pour les bulges/boucles internes ...
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Résumé

o Rappels de programmation dynamique

e Repliement par minimisation d’énergie

e Ensemble de Boltzmann
@ Définition
@ Calcul de la fonction de partition
@ Echantillonnage statistique
o Programmation dynamique : Méthodes génériques

@ Algorithmique ensembliste avancée

e Conclusion
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Ensemble canonique de Boltzmann

LARN respire = Il n’existe pas UNE unique conformation native.

Nouveau paradigme
Les conformations d’'un ARN coexistent dans une distribution de Boltzmann. l

@) bt

Conséquence : La probabilité de la MFE peut étre négligeable.
= Comprendre les modes d’actions de '’ARN exige de prendre en
considération I'ensemble des structures.

En particulier, des structures proches peuvent se grouper et devenir le
candidat le plus crédible fonctionnellement.
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Ensemble canonique de Boltzmann

LARN respire = Il n’existe pas UNE unique conformation native.

Nouveau paradigme
Les conformations d’'un ARN coexistent dans une distribution de Boltzmann. l

Conséquence : La probabilité de la MFE peut étre négligeable.
= Comprendre les modes d’actions de 'ARN exige de prendre en
considération I'ensemble des structures.

En particulier, des structures proches peuvent se grouper et devenir le
candidat le plus crédible fonctionnellement.
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Distribution de Boltzmann : Définition

Notations : Séquence d'ARN w
» S, = ensemble des conformations compatibles avec w.
» Es,, = énergie libre de S (kCal.mol~")
» T =température (K)
R = constante des gaz parfaits (1.986.1072 kCal.K~".mol~")

v

Définition (Distribution de Bolzmann)

—Es,w
Poids d’'une structure S = facteur de Boltzmann : Bs,, = e~ A7

Distribution renormalisée sur S,, par la fonction de partition :

—Esw
Py = e A’ .
SeS,

Probabilité de Boltzmann d’une structure S : Ps, = BZSZ:J.

Probléme : Comment calculer efficacement la fonction de partition ?
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Théoreme (Meta)
Décomposition complete et non-ambigué, score défini additivement :

Optimisation — (min / max, +, E(-), 0) Comptage — (+, x,1,1)

>0
o = e - + ~~—o
[ j i+ j [ k j
Récurrence sur I'énergie minimale d’'un repliement :
Ny = 0, Vteli,i+0
. Niy1 ) (i non apparié)
Nij = min Ny .
min_;. g, 1 Eik+Nip1k—1+Niy1; (i comp. avec k)

Récurrence de comptage des structures compatibles :

Cii = 1, Vtelii+]
c. - Cit1, (/i non apparié)
i = Z Zjl(:i+6+11 X Ci+1,k—1 X Ck+1,j (I comp. avec k)
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Calcul de la fonction de partition

Théoreme (Meta)
Décomposition complete et non-ambigué, score défini additivement :

Optimisation — (min / max, +, E(:),0) Comptage — (+, X,1,1)

Fonction de partition — (+, x, e 5O/ 1)

Fonction de partition = Comptage pondéré des structures compatibles

/ >0 :
. + ~——e
j i k j

i j - i i+
Ziy = 1, vtelii+0]

Ziy1j
J
Z.. =
& Z Z 1 X Zit1k—1 X Zky1,)

k=i+6+1
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Calcul de la fonction de partition

Théoreme (Meta)
Décomposition complete et non-ambigué, score défini additivement :
Optimisation — (min / max, +, E(:),0) Comptage — (+, X,1,1)

Fonction de partition — (+, x, e 5O/ 1)

Fonction de partition = Comptage pondéré des structures compatibles

/ >0 :
. + ~——e
j i k j

I~~~ = —e

i j i+l

Zy = 1, Vielii+0]
Zig
J _E
AT i,k
& Z Z € AT X Zittk—1 X Zky1j
k=i+0+1
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Calcul de la fonction de partition

Théoreme (Meta)
Décomposition complete et non-ambigué, score défini additivement :

Optimisation — (min / max, +, E(:),0) Comptage — (+, X,1,1)

Fonction de partition — (+, x, e 5O/ 1)

o0 ;)
(Q v =
& : {p«*’
W- 00, [McC90, MZ08]
bR - {“:
En(i,])
/ ) Es(i,j) + M'is1,j—1
M =M =Sl ) b Moo
J=n Min(Ei(i, 7,j'.J) + My 1)
a+ ¢+ Min (M k-1 + My 1)
M;; =Min {Min (Miger, b(k — 1)) + M‘k,,} M';; =Min {b+ M1 e+ M’,-,,}
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Calcul de la fonction de partition

Théoreme (Meta)
Décomposition complete et non-ambigué, score défini additivement :
Optimisation — (min / max, +, E(-),0) Comptage — (+, x,1,1)

Fonction de partition — (4, x,e /AT 1)

0N
i /
f < =
& ‘LV ¢
f.- P . . L [McC90, MZ08]
g }i 3
Y Y - { e
=
—E4(00)
RT
—Es(in) ,
) . e AT+ My i1
M'ij =Min ) —Epi(i,i"J")
Min(e— A + My
~(axc) )
AT 4+ Min (Mg k-1 + «M1k-/*1)
b —c
'Mwi,/’ —Min {eﬁ + J\/ﬂi,j—h enrT + /\/l/i,j

e
. . —b(k—1) 1
/\/l,'y/' =Min { Min M k_1,€ AT + M k.j /
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Calcul de la fonction de partition

Théoreme (Meta)
Décomposition complete et non-ambigué, score défini additivement :
Optimisation — (min / max, +, E(-),0) Comptage — (+, x,1,1)

Fonction de partition — (4, x,e /AT 1)

0
] s
w- P Y . [McC90, MZ08]
¢ % = { Py
=
—Ex(iJ)
e AT
—Es(i)
M <M e AT M
ij =Min —Egii'
" Min (e Eall ) /\/1’1/41‘,)

—(a+c) . 1
e AT Min (Mgt k1M j1)

. . —b(k—1) . —b —c
M :Mln{Mm </\/l,‘7k,1,e RT ) ’Mi‘w_} ,"\/11,',/' :Mm{eﬂT A/l‘,-,,q,eWM',-,,}
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Calcul de la fonction de partition

Théoreme (Meta)

Décomposition complete et non-ambigué, score défini additivement :

Optimisation — (min / max, +, E(-),0) Comptage — (+, x,1,1)
Fonction de partition — (4, x,e /AT 1)

o0 ;)
Q e =
- 7 P
|
1 Py € [McC90, MZ08]
Yo P - { -
=
7EH(L/)
e AT
—Eg(iv)
e HL (i 1,j- 1)
Z'(i,J) :Z by (e—Es (1) 2 /_,))
+e F S (2(i4+ 1,k —1)2'(k,j — 1))
2(1.) =3 2tk 1) e~ ) 21k 2(0.j) =e7 2'(i,j — 1)+e7 2'(7))
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Echantillonnage statistique de structures d’ARN

La MFE (struc. probabilité maximale) peut étre écrasée par un ensemble D
de sous-optimaux structurellement similaires.
= Conformation fonctionnelle trouvée plus probablement dans D.

Expérience : [DCLO05]
» Engendrer des structures selon une distribution de Boltzmann
» Effectuer un clustering sur la structure
» Construire structure consensus dans le plus lourd cluster

= Amélioration relative pour spécificité (+17.6%) et sensibilité (+21.74%,
sauf Introns du groupe II)

Probléme : Comment échantillonner la distribution de Boltzmann ?
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Algorithme (Reformulation SFold [DLO3])

Précalcul : Calculer les matrices (2, Z’, 2') de la fonction de partition.
Génération (Remontée stochastique) :

—En(i.)) —Eg(i.j)
-~7e 57/+e 5T'Z’(i+1,j—1) @
_ -7 —Eg(i,i" ' .})
O Ly (ei = z(iﬁ/’))

e S (2(i+1,k—1)2'(kj—1)) (€
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Algorithme (Reformulation SFold [DLO3])

Précalcul : Calculer les matrices (2, Z’, 2') de la fonction de partition.
Génération (Remontée stochastique) :

Tirer un nombre aléatoire r uniformément sur [0, Z’(i, j)[

—Ep(i)) —Es(is)
e H +e 5T'Z’(i+1,j—1) @
Z’(i,j) _ Z Z (e_EBI(’;‘TI D)) Z/(i/J-/))

—(at+c 7~
e A Y (Z(i+ 1, k- 1)Z'(kj-1)) ©
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Algorithme (Reformulation SFold [DLO3])

Précalcul : Calculer les matrices (2, Z’, 2') de la fonction de partition.
Génération (Remontée stochastique) :

Tirer un nombre aléatoire r uniformément sur [0, Z’(i, j)[

e H” ye Tl (it1,j-1) B
Sl D
i) = x (e 20)
—(at+c 7~
el S (2(i+1.k—1)2'(kj—1)) ©

l
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Algorithme (Reformulation SFold [DLO3])

Précalcul : Calculer les matrices (2, Z’, 2') de la fonction de partition.
Génération (Remontée stochastique) :

Tirer un nombre aléatoire r uniformément sur [0, Z’(i, j)[
Soustraire a r les contributions a Z’(, ), jusqu’a ce que r< 0

e H” ye Tl (it1,j-1) B

o Sl D
i) = x (e 20)
—(at+c 7~
el S (2(i+1.k—1)2'(kj—1)) ©

l
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Algorithme (Reformulation SFold [DLO3])

Précalcul : Calculer les matrices (2, Z’, 2') de la fonction de partition.
Génération (Remontée stochastique) :

Tirer un nombre aléatoire r uniformément sur [0, Z’(i, j)[
Soustraire a r les contributions a Z’(, ), jusqu’a ce que r< 0

e H” ye Tl (it1,j-1) B

o Sl D
i) = x (e 20)
—(at+c 7~
el S (2(i+1.k—1)2'(kj—1)) ©

!
A1_A2_B,'_Bi+1_. Pl ] 1_B/ C/ C/+1_ _CI'_1_Cj
A A
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Algorithme (Reformulation SFold [DLO3])

Précalcul : Calculer les matrices (2, Z’, 2') de la fonction de partition.
Génération (Remontée stochastique) :

Tirer un nombre aléatoire r uniformément sur [0, Z’(i, j)[
Soustraire a r les contributions a Z’(, ), jusqu’a ce que r< 0

e H” ye Tl (it1,j-1) B

o Sl D
i) = x (e 20)
—(at+c 7~
el S (2(i+1.k—1)2'(kj—1)) ©

!
A1_A2_Bi_Bi+1_. Pl j 1_B/ C/ C/+1_ _CI'_1_Cj
N A AN
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Algorithme (Reformulation SFold [DLO3])

Précalcul : Calculer les matrices (2, Z’, 2') de la fonction de partition.
Génération (Remontée stochastique) :

Tirer un nombre aléatoire r uniformément sur [0, Z’(i, j)[
Soustraire a r les contributions a Z’(, ), jusqu’a ce que r< 0

e H” ye Tl (it1,j-1) B

o Sl D
i) = x (e 20)
—(at+c 7~
el S (2(i+1.k—1)2'(kj—1)) ©

|
A1 _A2_B,'_Bi+1 e T ] 1_B/ C/ C/+1_ _CI'_1_Cj
N AN AN N NS
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Algorithme (Reformulation SFold [DLO3])

Précalcul : Calculer les matrices (2, Z’, 2") de la fonction de partition.
Génération (Remontée stochastique) :

Tirer un nombre aléatoire r uniformément sur [0, Z’(i, j)[
Soustraire a r les contributions a Z’(, ), jusqu’a ce que r< 0
Rappels récursifs sur les termes issus de la contribution choisie.

—Ep (i) —Eg (i)
e H +e 5T'Z’(i+1,j—1) @
—Eg(i,i",j ,j)
i) = x (e 20)

—(a+c 7~
e A Y (Z(i+ 1, k- 1)Z'(kj-1)) ©
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Algorithme (Reformulation SFold [DL03]) : Complexité

Précalcul : Calculer les matrices (2, Z’, 2") de la fonction de partition.
Génération (Remontée stochastique) :

Tirer un nombre aléatoire r uniformément sur [0, Z’(i, j)[
Soustraire a r les contributions a Z’(, ), jusqu’a ce que r< 0
Rappels récursifs sur les termes issus de la contribution choisie.

—Ep(i) —Es(h) . )
-~7e - +e &z Z'(i+1,j—1) @

2225 {272 - E (¢ 20
b —(atc )
e WS (2(i+1.k—1)2'(k,j— 1)) (©
!
A1—A2—B,'—B,'+1—... 1—B/ Ci— C,+1— —Cj_1—Cj
N AN AN W
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Algorithme (Reformulation SFold [DL03]) : Complexité

Précalcul : Calculer les matrices (2, Z’, 2") de la fonction de partition.
Génération (Remontée stochastique) :

Tirer un nombre aléatoire r uniformément sur [0, Z’(i, j)[
Soustraire a r les contributions a Z’(, ), jusqu’a ce que r< 0
Rappels récursifs sur les termes issus de la contribution choisie.

e H” ye Tl (ir1,j-1) B

o Gl D
i) = x (e 20)
—(a+c 7~
el S (2(i+1.k—1)2'(kj—1)) ©

|
A1_A2_Bi_Bi+1 e T j 1_B/ C/ C/+1_ _CI'_1_Cj
N A A A N N

Aprés ©(n) opérations, on réitére sur un interval de taille n — 1
= Complexité au pire en O(n?k) pour k échantillons
Remarque : Equivalent & une génération aléatoire pondérée [DPT10].

Complexité en moyenne en ©(n+/n), mais
Parcours Boustrophedon [Pon08] — O(nlog nk) au pire.
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Résumé

o Rappels de programmation dynamique

e Repliement par minimisation d’énergie

e Ensemble de Boltzmann

0 Programmation dynamique : Méthodes génériques

@ Algorithmique ensembliste avancée

e Conclusion
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Pourquoi ¢a marche ?

Equation de prog. dyn. = Générateur d’un (sous) espace de recherche
Complétude : Parcours intégral de I'espace de recherche
Non-ambiguité : Choix locaux — ensembles mutuellement disjoints

Correction du comptage

Ay
A=A UA U---U A
+ AiNAj = @&,Vi # j (non-ambiguité)
A
= |A| = |A1] + | Az2| + | A ’
Cas non linéaire : Argument similaire
A1 —)A1,1 ><A1,2 X oo
Ag

|A1‘ — |A1,1| X |A1,2‘ Xoee
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Pourquoi ¢a marche ?

Equation de prog. dyn. = Générateur d’un (sous) espace de recherche
Complétude : Parcours intégral de I'espace de recherche
Non-ambiguité : Choix locaux — ensembles mutuellement disjoints

Correction du comptage .
A=A UA U---U A
+ AiNAj = @&,Vi # j (non-ambiguité)

A
= |A| = |A1] + | Az2| + | A ’
Cas non linéaire : Argument similaire
A1 —)A1,1 ><A1,2 X
Ag

|A1‘ — |A1,1| X |A1,2‘ Xoee

Correction de I'échantillonnage
(Ei = URLis1 Ax)

_ B(E1) B(E2) B(Es) B({S})

Ps = B(Sw) B(E) B(E) ~ B(En)
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Pourquoi ¢a marche ?

Equation de prog. dyn. = Générateur d’un (sous) espace de recherche
Complétude : Parcours intégral de I'espace de recherche
Non-ambiguité : Choix locaux — ensembles mutuellement disjoints

Correction du comptage .
A=A UA U---U A
+ AiNAj = @&,Vi # j (non-ambiguité)

A
= |A| = |A1] + | Az2| + | A ’
Cas non linéaire : Argument similaire
A1 —)A1,1 ><A1,2 Xoee
Ag
|A1‘ — |A1,1| X |A1,2‘ Xoee
Correction de I'échantillonnage
(Ei := U?:iﬂAk)
(D

~

C 4 N ( 4 N

/;‘ \\‘/
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Pourquoi ¢a marche ?

Equation de prog. dyn. = Générateur d’'un (sous) espace de recherche
Complétude : Parcours intégral de I'espace de recherche
Non-ambiguité : Choix locaux — ensembles mutuellement disjoints

Correction du comptage

Ay
A=A UAU---U A,
+ AiNAj = &,Vi # j (non-ambiguité)
A
= |A| = [A1] + | Az| + | A« :
Cas non linéaire : Argument similaire
A1 ~)A1,1 ><A1,2 X -
Ak

[At] = [At1] X |Ar2] X -

Correction de I'échantillonnage

(Ei:= UT:f+1Ak) D
)
_B(S) _ e &
ps = BSy) ~  Z S,w
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Formalisation de la programmation dynamique

The development of successful dynamic programming recurrences
is a matter of experience, talent and luck — Anonyme, 2000

Tout algorithme de programmation dynamique définit :
Espace de recherche
Fonction objectif ou score
Décomposition

Entités conceptuelles non-indépendantes :
» Décomposition doit parcourir tout 'Espace de recherche de fagon unique
» Décomposition doit permettre un calcul local de la Fonction objectif
Choix d’'une bonne décomposition est crucial !

Compilation de ces trois éléments = Equation de programmation dynamique.
Question : Comment formaliser cette notion de compilation ?

Propositions :
Grammaires (Giegerich et al[SMJG13]))  Hypergraphes (Roytberg et al [FR93])
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Needleman-Wunsch [Nw7o0] (alignement global) :

Remontée = Chemin de score maximal dans la matrice

O—- N>+ —+——<F 10— 0

IWAVAVAVAVAVA

O —0 =0 =N —M—=0—N~

7
A AN
S

O— = —vr— M= —N— 0

IWAVAVAVAVAVA

OC—AN—+~—N—=10—©— O —

IV AVAVAVAVAVAVAE

O—r~=—vr~— M= = N0 —0—N~

IVAVAVAVAVAVAVAVE

O—- AN~ SN0 —© W0 — O

IVAVAVAVAVAVAVAYE

O~ ®M SN M T o ®

IVAVAVAVAVAVAVAVE

O—-AN—=r~—0—-SN———N—~—N

IV AVAVAVAVAVAVAVE

O—-0 >0 >0 —>0—>50—>0—>0 —0

8 —~11—10—'9
NANININY

—10—10—10—12

< 6O O « O <« O <«
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Pourquoi les hypergraphes ?

Needleman-Wunsch [Nw70] (alignement global) :

Remontée = Chemin de score maximal dans la matrice

b AN AN AN AN ANy
P K
P K
R ANANA AR
P
AR AN A A AR A
P
PP

—( 3 = )~ 3 = )
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Pourquoi les hypergraphes ?

Smith-Waterman [sws1] (alignement global) :

Remontée = Chemin de score maximal dans la matrice
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Pourquoi les hypergraphes ?

Smith-Waterman [swg1] (alignement global) :

Remontée = Chemin de score maximal dans la matrice

Mais : Analogie précaire en ARN car les remontées sont des arbres.
Il faudrait des graphes dont les chemins sont des arbres ? ? ?

— Hypergraphes !

Yann Ponty EPIT’14 - ARN Partie 2 - Programmation Dynamique



Hypergraphes

5 )—

2 6 —
_,143 =N
\4 .

Les hypergaphes (orientés) généralisent les graphes (dirigés) grace a des
(hyper) arcs de degrés /sortant arbitraires.
Définition (Hypergraphes)
Un hypergraphe 7/ est un couple (V, E) tel que :
» V = ensemble de sommet
» E = ensemble d’hyperarcs e = (i(e) — h(e)) tels que i(e), h(e) C E

Yann Ponty EPIT'14 - ARN Partie 2 - Programmation Dynamique



Hypergraphes

5 )—

2 6 —
_,143 =N
\4 .

Les hypergaphes (orientés) généralisent les graphes (dirigés) grace a des
(hyper) arcs de degrés /sortant arbitraires.
Définition (Hypergraphes)
Un hypergraphe 7/ est un couple (V, E) tel que :
» V = ensemble de sommet
» E = ensemble d’hyperarcs e = (i(e) — h(e)) tels que i(e), h(e) C E

Les hypergraphes avant, ou F(orward)-graphes, sont des hypergraphes dont
les arcs ont exactement égal a 1.
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O—0G S
—( —(G)— — -O—@O—@~
—()——(D)——()—

o —(1)——(a)—

F-graphe Tous les F-chemins partant du sommet 1

Définition (F-chemin)

Un F-chemin est un arbre de racine s € V, et dont les fils sont des F-chemins
construits a partir des sommets sortants dunarc e= (s — t) € E.

Remarque : Des arcs de degré sortant nul (t = @) ferment cette définition.
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op f
{5 )1*
(2)<6—(6) 3 H;|;H;2;-<ﬂ;a;g,
e SD—2—@) 1 )

3 7 1»
4>®£2*>@1 N 1> (1) —3—(a)—3—x6)2»
Z 3 Y @ ©
3 P A D—3—(@)—2—T)1»
N } )
12 H/!\\—a—»/z}\»u
F-graphe Tous les F-chemins partant du sommet 1

Définition (F-chemin)

Un F-chemin est un arbre de racine s € V, et dont les fils sont des F-chemins
construits a partir des sommets sortants dunarc e= (s — t) € E.

Remarque : Des arcs de degré sortant nul (t = @) ferment cette définition.

Indépendance : Un F-graphe est indépendant ssi chaque arc est emprunté
au plus une fois par chaque chemin.
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F-graphe

Définition (F-chemin)

(5)1»

Weight : 45 a13*>2-<53>
Weight: 2 —(1)—2—@) 1 3

Weight : 18 —(1)—3—(4)—s—(6)2»
Weight : 6 —(1)—a—(a)—2—(7) 1>
Weight : 8 —(1)—s—(a)1»

Tous les F-chemins partant du sommet 1

Un F-chemin est un arbre de racine s € V, et dont les fils sont des F-chemins
construits a partir des sommets sortants dunarc e= (s — t) € E.

Remarque : Des arcs de degré sortant nul (t = @) ferment cette définition.

Indépendance : Un F-graphe est indépendant ssi chaque arc est emprunté

au plus une fois par chaque chemin.

Valuation : Fonction = : E — R donnant valeur réelle aux arcs e € E.

» Poids d’un chemin = Produit des valeurs de ses arcs.

» Score d’'un chemin = Somme des valeurs de ses arcs.

Yann Ponty EPIT'14 - ARN Partie 2 - Programmation Dynamique



F-graphe

Définition (F-chemin)

(5)1»

Score : 13 ﬂﬁ:ﬁ*{?:'%ﬁ:”
Score :3 —(D—2—@)1> 7

Score : 8 —{(1)—3—(e)—s—(e)2»
Score 16 —{(1)—a— (&) —2—(7)1»
Score : 4 —{(1)—3—(a)1»

Tous les F-chemins partant du sommet 1

Un F-chemin est un arbre de racine s € V, et dont les fils sont des F-chemins
construits a partir des sommets sortants dunarc e= (s — t) € E.

Remarque : Des arcs de degré sortant nul (t = @) ferment cette définition.

Indépendance : Un F-graphe est indépendant ssi chaque arc est emprunté

au plus une fois par chaque chemin.

Valuation : Fonction = : E — R donnant valeur réelle aux arcs e € E.

» Poids d’un chemin = Produit des valeurs de ses arcs.

» Score d’'un chemin = Somme des valeurs de ses arcs.
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Generic algorithms

= (so, V, E, ) : F-graphe acyclique sp : Noeud initial = : Valuation

Exemple : /\/\/_a

ms

= min w(e m,
e_(s—>t)EE< ( )+Z U>

uet

Probleme

Récurrence

/ TN
Yw(e) E@
~G

Temps/mémoire

Score min. | ms =

e=(s—t)

min (w(e) +> my

uet

)

O(IEl+ [VIy/e(IVI)

Yann Ponty
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Generic algorithms

— (S0, V,E, )

: F-graphe acyclique s

: Noeud initial = : Valuation

Exemple : ,_/J'a

t
ns = Ny /
Z H S t/ >
(s—t)eE uet l X: 1 R
BRI j
Probleéme Récurrence Temps/mémoire
Score min. | m: = min e+ my O(E| + |V))/e(IV])
e=(s—t) et
#Chemins Z [ O(|E| + [V])/O(V])
(s—t) uct
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Generic algorithms

= (so, V, E, ) : F-graphe acyclique sp : Noeud initial = : Valuation

Exemple :
f ~
/f
w(e
w o= Y 1 N
e=(s—h(e))eE s’ch(e) IS N L t1/ m
w(E" V(e }g}
TG =
Probleéme Récurrence Temps/mémoire
Score min. | m: = min e+ my O(E| + |V))/e(IV])
e=(s—t) Ut
#Chemins Z I O(IEl + Ve (V)
s—>t) uet
Poids total ws= > w(e) [[ws O(El+VIe( V)
e=(s—t) s'et
Yann Ponty
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Generic algorithms

Probléme | Récurrence | Temps/mémoire
Score min. | . = min (W(e) +3° ﬂ%) O(IE| +[V/e( V)
e=(s—
uet
#Chemins ns= > Tn O(|E[+[V)e(IVI)
(s—t) uet
Poids total ws= > w(e)- []we O(IEl +V/e( V)
e=(s—t) s'et

Supposons une distribution pondérée (Boltzmann) sur les F-paths P :

B(p) = [ w(e)/ws,

eep

Probléme Algorithme Temps/mémoire

Calculer ws ; En partant de s < so,
Gén. aléatoire choisir un arc s — (#,b,...) avec | ©(|E| + |V|)/O(|V])
proba. [T w; /ws et réitérer sur les ;.

Yann Ponty EPIT'14 - ARN Partie 2 - Programmation Dynamique



Generic algorithms

Probléme | Récurrence | Temps/mémoire
Score min. | . = min (W(e) +3° ﬂ%) O(IE| +[V/e( V)
e=(s—
uet
#Chemins ns= > Tn O(|E[+[V)e(IVI)
(s—t) uet
Poids total ws= > w(e)- []we O(IEl +V/e( V)
e=(s—t) s'et

Supposons une distribution pondérée (Boltzmann) sur les F-paths P :

B(p) = [ w(e)/ws,

eep

Probléme Algorithme Temps/mémoire

Calculer ws ; En partant de s < so,
Gén. aléatoire choisir un arc s — (#,b,...) avec | ©(|E| + |V|)/O(|V])
proba. [T w; /ws et réitérer sur les ;.

Do = bie) - Is enge) Ws
e — ————————————————— 2
Proba. arcs Ws O(|E[+|VI+ X |h(e)l*)

bs=(1+) > ;(e’)bS/HW,, o(IVvI)

S/ —»(ty -5+ )
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Algorithme Inside/outside

Décomposition

F-chemins empruntant e* = (s* — t*

) N

> Inside : |t*|-uplet issu de t*
S*
/ :
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Algorithme Inside/outside

Décomposition
F-chemins empruntant e* = (s* — t*) : So
> Inside : |t*|-uplet issu de t*
S*
B

Ab
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Algorithme Inside/outside

Décomposition
So

S *
/ :

F-chemins empruntant e* = (s* — t*) :

> Inside : |t*|-uplet issu de t*
» Arc distingué e*
» Outside : Contexte ou e* apparait :

» Chemin p = (s, 51, ..,5%)
empruntant F-arcs (e, ..., €x)
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Algorithme Inside/outside

Décomposition

F-chemins empruntant e* = (s* — t*) :

> Inside : |t*|-uplet issu de t*
» Arc distingué e*
» Outside : Contexte ou e* apparait :
» Chemin p = (s, 51, ..,5%)
empruntant F-arcs (e, ..., €x)
> Pour chaque sommet s € h(e;),

s ¢ p, compléter le F-chemin en
considérant les cousins de s.
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Algorithme Inside/outside

Décomposition
So

A
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F-chemins empruntant e* = (s* — t*) :
> Inside : |t*|-uplet issu de t*
» Arc distingué e*
» Outside : Contexte ou e* apparait :

» Chemin p = (s, 51, ..,5%)
empruntant F-arcs (e, ..., €x)

> Pour chaque sommet s € h(e;),
s ¢ p, compléter le F-chemin en
considérant les cousins de s.




Algorithme Inside/outside

Décomposition

F-chemins empruntant e* = (s* — t*) : So

> Inside : |t*|-uplet issu de t*

» Arc distingué e*
» Outside : Contexte ou e* apparait :
» Chemin p = (s, 51, ..,5%)

empruntant F-arcs (eq, ..., €x) A A
» Pour chaque sommet s € h(e;), ,//\

s ¢ p, compléter le F-chemin en e N,

considérant les cousins de s. s”
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Algorithme Inside/outside

Décomposition

F-chemins empruntant e* = (s* — t*) : So

> Inside : |t*|-uplet issu de t*
» Arc distingué e*
» Outside : Contexte ou e* apparait : S
» Chemin p = (s, S1,--.,5%) A;
empruntant F-arcs (eq, ..., ex) (>
> Pour chaque sommet s € h(e;), / \

s ¢ p, compléter le F-chemin en
considérant les cousins de s.

F-graphe acyclique indépendant = Décomposition compléte non-ambigué
Récurrence sur la proba. totale p.- des F-chemins empruntant e* :

bs- - 7(6) - Lo cpe Wer

Per =

Ws,

bs = 15:50 + Z Tf(e/) . bsl . H Wer, VSE 4
e'=(s'—=t')eE s et
s. t. set s’ #s
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Retour vers 'ARN

Soit une séquence d’ARN w et une fonction d’énergie E, supposons :
» Un hypergraphe acyclique 7 t.q. F-chemins < conformations (avec PK)
» Une fonction de valuation o : F-chemin p — énergie libre E,, s de s sur w.
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Retour vers 'ARN

Soit une séquence d’ARN w et une fonction d’énergie E, supposons :
» Un hypergraphe acyclique 7 t.q. F-chemins < conformations (avec PK)
» Une fonction de valuation o : F-chemin p — énergie libre E,, s de s sur w.

Application Algorithme Hypergraphe | Paramétres
Prédiction repliement < Score min. (H, @)
Fonction de partition & Poids total (H, efa/RT)

Echantillonnage PN Génération aléatoire (+,e™/AT)
Proba. paires de bases <« Proba Arcs (#,e™/AT)
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Retour vers 'ARN

Soit une séquence d’ARN w et une fonction d’énergie E, supposons :
» Un hypergraphe acyclique 7 t.q. F-chemins < conformations (avec PK)
» Une fonction de valuation o : F-chemin p — énergie libre E,, s de s sur w.

Application Algorithme Hypergraphe | Paramétres
Prédiction repliement < Score min. (H, @)
Fonction de partition & Poids total (H, efa/RT)

Echantillonnage PN Génération aléatoire (+,e™/AT)
Proba. paires de bases <« Proba Arcs (#,e™/AT)

Message

Equations de programmation dynamique sont le produit d’'une décomposition
combinatoire (= Famille d’hypergraphes).

Comment concevoir la bonne famille d’hypergraphes ?
A la main, mais la combinatoire peut aider ...
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Exemple : Maximisation de paires de bases (Nussinov)

Décomposition :

[ e e I .—.’vav\;—.—i—@—w\ﬁ

i i i st i sl kel k kel
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Exemple : Maximisation de paires de bases (Nussinov)

Décomposition :

P L2

i i i st i sl kel k kel

En tant qu’hypergraphe : ©(r?) noeuds, ©(n®) arcs (n = |w|).

i+1,] 1,|w|

0~ —" i+1,i+1 Noeud initial
/ o

i,j e —F. iiyp———| i+3,j

E.iit3 Noeud terminal
T i+1,i42
{ —1  Siw; s’apparie avec w;
E.ij=

i+4.,] +oo  Sinon

Fonction d’énergie
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Exemple : Maximisation de paires de bases (Nussinov)

Décomposition :

P 2N

i i i it i sl kel Kk kel

En tant qu’hypergraphe : ©(n?) noeuds, ©(n®) arcs (n = |w)).

i+1,j 1,|w]|

/ R Noeud initial
/0 /—> i+1,i+1
ij E—=FEu iise———|i+3,] bi-1 [0
— .
E.iji+3 Noeud terminal

— i+1,i+2
E 7{ -1 Siw; s'apparie avec w;
wij =

i+4,) +oo  Sinon

Fonction d’énergie

Remarque : Avant d’appliquer les algorithmes génériques, vérifier :
» F-chemins < Structures secondaires — Séries génératrices
» Poids/Scores < Energie libre
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Exemple : Maximisation de paires de bases (Nussinov)

En tant qu’hypergraphe : ©(n?) noeuds, ©(n®) arcs (n = |w)).

/ i+1,j 1,|w|
T Noeud initial
0 /—> i+1,i+1
i _4 it i+3,] Li-1 50—
\ .
E.iits Noeud terminal
Tl i+1,i42
oy Euij= { 4:; gnugns’apparie avec w;
Fonction d’énergie
Application | Algorithme | Valuation | Temps/Mémoire
Minimisation d’énergie | Score minimal E o(n®)/O(r?)
Fonction de partition Poids total el o(n®)/O(r?)
—E
Proba. paires de bases | Proba. arcs enr O(n®)/O(r?)
Echantillonnage (k str.) | Gén. aléatoire e O(n® + knlog n)/O(n?)
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Faire tourner la presse a publis . . .

Message (cf ADP)

Les applications de la prog. dyn. peuvent (devraient) étre détachées des
équations, et étre exprimées a un niveau abstrait (combinatoire).

PK Kissing Hairins

Credits [PS11] :
» Roytberg/Finkelstein : Prog. dyn. par hypergraphes en Bioinformatique ;
» L. Hwang : Prog. dyn. algébrique par hypergraphe ;
» R. Giegerich : Prog. dyn. algébrique par grammaires.
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Faire tourner la presse a publis . . .

Message (cf ADP)

Les applications de la prog. dyn. peuvent (devraient) étre détachées des
équations, et étre exprimées a un niveau abstrait (combinatoire).

Str. sec. Nussinov

>

S

//
Hypergraph

\
Credits [PS11] :

» Roytberg/Finkelstein : Prog. dyn. par hypergraphes en Bioinformatique ;
» L. Hwang : Prog. dyn. algébrique par hypergraphe ;

PK Akutsu

PK Kissing Hairpins

» R. Giegerich : Prog. dyn. algébrique par grammaires.
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Faire tourner la presse a publis . . .

Message (cf ADP)

Les applications de la prog. dyn. peuvent (devraient) étre détachées des
équations, et étre exprimées a un niveau abstrait (combinatoire).

Str. sec. Nussinov

|
PK Akutsu [

PK Kissing Hairpins

Hypergraph

Credits [PS11] :
» Roytberg/Finkelstein : Prog. dyn. par hypergraphes en Bioinformatique ;
» L. Hwang : Prog. dyn. algébrique par hypergraphe ;
» R. Giegerich : Prog. dyn. algébrique par grammaires.
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Résumé

o Rappels de programmation dynamique

e Repliement par minimisation d’énergie

e Ensemble de Boltzmann

Programmation dynamique : Méthodes génériques

Algorithmique ensembliste avancée
@ Distribution exacte
@ Calcul des moments

e Conclusion
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Constat : Grande diversité des ensembles de Boltzmann pour des séquence
différentes, associés a des roles fonctionnels différents.

Comment extraire I'information fonctionnelle de 'ensemble de Boltzmann ?

Idée : Observer la distribution d’'un parametre structurel additif
» #Hélices;

v

#Paires de bases;
Energie libre ;

v
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Distribution des paires de bases

BP = Variable aléatoire #paires de bases dans une struct. sec., compatible
avec w, et engendrée selon la distribution uniforme (resp. Boltzmann).

Cij
Probleme : Calculer la distribution de BP < [0, n], c’est a dire /'
1 {S € 8. | #BP(S) = m}|
Vme[0,n:P(BP=m|w)= — =
(0.1 : B REEPYI =
#BP(S)=m

Solution naive : Adaptée du comptage

c N

i j i+ j i i+1 k-1 k k+1 j
Ci = 1, vt € [i,i+ 0]
Ciiv,) (/ non apparié)
o J
Cj = Z Z 1X Ci1,k—1 X Cryr (i comp. avec k)

k=i+6+1
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Distribution des paires de bases

BP = Variable aléatoire #paires de bases dans une struct. sec., compatible
avec w, et engendrée selon la distribution uniforme (resp. Boltzmann).

Cij
Probleme : Calculer la distribution de BP < [0, n], c’est a dire /'
1 {S € 8. | #BP(S) = m}|
Vme[0,n:P(BP=m|w)= — =
(0.1 : B REEPYI =
#BP(S)=m

Solution naive : Adaptée du comptage ~ — Temps : ©(n°), Mémoire : ©(n°)

m m m—-m —1
AN = +
i i i i i Pl kel k ket i
Cl = lmeo, Vte[ii+0]
i (i non apparié)

Clm = Z : . m’ m—m’ —1 :
J > D AXCL k% CLT (i comp. avec k)

k=i+6+1m'=0
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Distribution des paires de bases

BP = Variable aléatoire #paires de bases dans une struct. sec., compatible
avec w, et engendrée selon la distribution uniforme (resp. Boltzmann).

cr
Probleme : Calculer la distribution de BP < [0, n], c’est a dire / :

1 {S € S | #BP(S) = m}|
vme[0,n]:P(BP=m|w)= - =
[0. ] : B( 9= 3 g =
#BP(S)=m

Solution naive : Adaptée du comptage ~ — Temps : ©(n°), Mémoire : ©(n®)
Par interpolation [wpP11] :

» Considérer les polynomes C;j(z) = >, _, C} - 2"

» Evaluation possible en ©(n®)/©(n?) pour z € R* donné, via :

Cit1,(2) (i non apparié)

o J
Ci(2) = > STz Cisrk-1(2) - Crinj(2) (i comp. avec k)

k=i+6+1
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Distribution des paires de bases

BP = Variable aléatoire #paires de bases dans une struct. sec., compatible
avec w, et engendrée selon la distribution uniforme (resp. Boltzmann).

cr
Probleme : Calculer la distribution de BP < [0, n], c’est a dire / :

1 {S € S. | #BP(S) = m}|
vme[0,n]:P(BP=m|w)= - =
0. : B( 9= X & =
#BP(S)=m

Solution naive : Adaptée du comptage ~ — Temps : ©(n°), Mémoire : ©(n®)
Par interpolation [wp11] : — Temps : ©(n*), Mémoire : ©(n?)

» Considérer les polynomes C;j(z) = >, _, C} - 2"

» Evaluation possible en ©(n®)/©(n?) pour z € R* donné, via :

C;+?7j(z) (/i non apparié)

o J
Ci(2) = > STz Cisrk-1(2) - Crinj(2) (i comp. avec k)

k=i+6+1
» Evaluer le polynéme Ci »(2) en n+ 1 valeurs distinctes (z1, z2, - - , Zny1)
» Interpoler les coeff. de Ci n(2) — Cf} — FFT [ssD*12] : ©(nlog(n))
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Constat : Grande diversité des ensembles de Boltzmann pour des séquence
différentes, associés a des roles fonctionnels différents.

Comment extraire I'information fonctionnelle de 'ensemble de Boltzmann ?
Idée : Observer la distribution d’'un parametre structurel additif

Mais : Calcul exact colteux + Moyenne, écart-type . .. suffisent souvent
...Comment calculer efficacement les moments de la distribution ?
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Extraction des moments

Probléme : Etant donné un ARN w calculer le 1%, ..., p®™ moment de BP :
> ses, #BP(S)P Cij
|Sw]

E(BPF |w) = 3 ps- #BP(S) =

SeSy

Yann Ponty EPIT'14 - ARN Partie 2 - Programmation Dynamique



Extraction des moments

Probléme : Etant donné un ARN w calculer le 1%, ..., p®™ moment de BP :
> ses, #BP(S)P Cij
|Sw]

E(BP” |w) = Y ps-#BP(S)’ =
Ses.
Pourquoi ?

» 1*"moment : Nombre moyen de paires de bases i := E(BP)

» 2°™ moment : Permet calcul de variance/écart-type

o= > ps-(#BP(S)—p)f = 3 ps-#BP(SP -2 > ps - #BP(S) p+u’ = E(BPP) — 1P
SeSL, SeS, SeSL,
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Extraction des moments

Probléme : Etant donné un ARN w calculer le 1%, ..., p®™ moment de BP :
> ses, #BP(S)P Cij
|Sw]

E(BP” |w) = Y ps-#BP(S)’ =
Ses.
Pourquoi ?

» 1*"moment : Nombre moyen de paires de bases i := E(BP)

» 2°™ moment : Permet calcul de variance/écart-type

o= > ps-(#BP(S)—p)f = 3 ps-#BP(SP -2 > ps - #BP(S) p+u’ = E(BPP) — 1P
SeSL, SeS, SeSL,

Idée [Ps11] : Transformer/dupliquer la décomposition de fagon a engendrer
toute struct. sec. avec multiplicité égale a son nombre de paires de bases.

Y77V

@ @@ Compter dans cette décomposition
= °
Lo & Caleuler Ci;

Yann Ponty EPIT'14 - ARN Partie 2 - Programmation Dynamique



Calcul du premier moment — Temps : ©(n®), Mémoire : ©(n?)

C c c C

+ @ o + m«,\m
C C C C

PANNNNNANE = —eANNNSe mw
C C C C

Equation de prog. dyn. :

L] L]

. . j Cittk—1 Cry1,j
L]

Cij=Cirj+ Y +Cit1,k-1+ Crp1f

kei+6+1 I
+Cit k=1 Cky1,j

Exercice : Deuxiéme moment ?
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Calcul du premier moment — Temps : ©(n®), Mémoire : ©(n?)
Calcul du deuxiéme moment — Temps : ©(n®), Mémoire : ©(n?)
. AL e = eo—e A e + /.M
C C c ¢C
+ m o L] + W
c c 2 ©
©  © c ¢
+ /?\’\/\N + @’\/\N
C C C
c ¢ c cC

Ordres supérieurs : Méme complexité, mais les constantes explosent !
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Des optimisations génériques

Ces principes se généralisent sans difficulté :
» Distribution de Boltzmann (+ Facteur B; fonc. part. Z au dénom.);
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Des optimisations génériques

Ces principes se généralisent sans difficulté :
» Distribution de Boltzmann (+ Facteur B; fonc. part. Z au dénom.);
» Toute valuation additive (Attention au #Vals distinctes en distr. exacte) ;
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Des optimisations génériques

Ces principes se généralisent sans difficulté :
» Distribution de Boltzmann (+ Facteur B; fonc. part. Z au dénom.);
» Toute valuation additive (Attention au #Vals distinctes en distr. exacte) ;
» Distributions jointes sur plusieurs paramétres (e.g. #Paires vs #Hélices) ;

Moments généraux : E(ay"ag? ---ag*) = 3 5. ”V(V’S’) [T, ci(p)™ = & /ws
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Des optimisations génériques

Ces principes se généralisent sans difficulté :

» Distribution de Boltzmann (+ Facteur B; fonc. part. Z au dénom.);

» Toute valuation additive (Attention au #Vals distinctes en distr. exacte) ;
Distributions jointes sur plusieurs parametres (e.g. #Paires vs #Hélices) ;

Tout schéma non-ambigu de programmation dynamique.
Ex. : Analyser la diversité des solutions quasi-optimales en optimisation.

v

v

Moments généraux : E(of" o2 - ag¥) = 3 o T TTE, ci(p)™ = ¢/ ws

Théoréme (Récurrence de calcul des cf' [PS11])

1]
"= 3 n(e)- > H< ’mg’,,-~ - > ai(e)™ HCt,

e=(s—t 7 [t],i
s uf ('“1’“ "‘m)

stm+Em/:m

Temps : O ((|E| +V]) k-t m’++‘) (t™ = degré sortant max)
Mémoire : © (|V\ T, m,-)
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oh

[ Application | Algorithm | Weight fun. Time/Space Ref. |
Energy minimization Minimal weight T o) ]o(r?) [zs81]
Partition function Weighted count e~ on*®)/0(n?) [McC90]
Base-pairing probabilities Arc-traversal prob. e o) /0(n?) [McC90]
Statistical sampling (k-samples) | Random gen. e O™ + knlogn)/O(n?)  [DL03, Ponog]
Moments of energy (Mean, Var.) | Moments extraction e A o)/ 0(n?) [MMNOS]
m-th moment of additive features | Moments extraction e o(m® - n*®)/0(m - n?) -
Correlations of additive features | Moments extraction e o)/ 0(n?) -
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Conclusion

» Lalgorithmique du repliement des ARN souléve des problemes a la
frontiere entre combinatoire et optimisation

2.
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Conclusion

» Lalgorithmique du repliement des ARN souléve des problemes a la
frontiere entre combinatoire et optimisation

» La programmation dynamique y régne sans partage, et suscite des
développements génériques et transposables

2.
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Conclusion

» Lalgorithmique du repliement des ARN souléve des problemes a la
frontiere entre combinatoire et optimisation

» La programmation dynamique y régne sans partage, et suscite des
développements génériques et transposables

» Au coeur de la démarche de conception en prog. dyn., I'objet crucial est
la décomposition, et I'équation de récurrence n’est qu’'un produit dérive

2.

Yann Ponty EPIT'14 - ARN Partie 2 - Programmation Dynamique



Conclusion

v

Lalgorithmique du repliement des ARN souléve des problemes a la
frontiere entre combinatoire et optimisation

» La programmation dynamique y régne sans partage, et suscite des
développements génériques et transposables

Au coeur de la démarche de conception en prog. dyn., I'objet crucial est
la décomposition, et I'équation de récurrence n’est qu’'un produit dérive

v

\4

Encore des problemes difficiles/ouverts, a la lisiere de la prog. dyn. :
Prédiction avec pseudonoeuds, Design d’ARN, Cinétique des ARN

2.

Yann Ponty EPIT'14 - ARN Partie 2 - Programmation Dynamique



Conclusion

» Lalgorithmique du repliement des ARN souléve des problemes a la
frontiere entre combinatoire et optimisation

» La programmation dynamique y régne sans partage, et suscite des
développements génériques et transposables

» Au coeur de la démarche de conception en prog. dyn., I'objet crucial est
la décomposition, et I'équation de récurrence n’est qu’'un produit dérive

» Encore des probléemes difficiles/ouverts, a la lisiere de la prog. dyn. :
Prédiction avec pseudonoeuds, Design d’ARN, Cinétique des ARN

» Nombreuses hypothéses testables sur la relation structure/fonction,
et au dela de ’ARN : Réconciliations, alignement, sac-a-dos ...
(mais jamais rarement plus de 24h dans une journée)

2.
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Conclusion

Lalgorithmique du repliement des ARN souléve des problemes a la
frontiere entre combinatoire et optimisation

La programmation dynamique y régne sans partage, et suscite des
développements génériques et transposables

Au coeur de la démarche de conception en prog. dyn., I'objet crucial est
la décomposition, et I'équation de récurrence n’est qu’'un produit dérive
Encore des problemes difficiles/ouverts, a la lisiere de la prog. dyn. :
Prédiction avec pseudonoeuds, Design d’ARN, Cinétique des ARN
Nombreuses hypotheses testables sur la relation structure/fonction,

et au dela de ’ARN : Réconciliations, alignement, sac-a-dos ...

(mais jamais rarement plus de 24h dans une journée)

Merci de votre attention!?

2.

Réveillez vous ! Tous a la plage !
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Deux grandes familles de formalismes

» Approches analyse syntaxique (parsing) :
Modeéle : Grammaire non-contextuelle
Espace de recherche = Arbres de syntaxe abstraite (parse trees).

» Approche Hypergraphe :
Espace de recherche = (hyper-)chemins d’un hypergraphe.
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Deux grandes familles de formalismes

» Approches analyse syntaxique (parsing) :

Modéle : Grammaire non-contextuelle

Espace de recherche = Arbres de syntaxe abstraite (parse trees).
Exemple 1 (Caravane d’El Mamoun) :
Grammaire ={S - S+ S| Sx S| 1}
Quelle(s) valeur(s) pour une expression arithmétique sans pa-
renthésage :

T+1x1+1+1="7
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Deux grandes familles de formalismes

X
7N
+ T+
/\ /\
VDD E
/\
D

» Approches analyse syntaxique (parsing) :

Modéle : Grammaire non-contextuelle

Espace de recherche = Arbres de syntaxe abstraite (parse trees).
Exemple 1 (Caravane d’El Mamoun) :
Grammaire ={S - S+ S| Sx S| 1}
Quelle(s) valeur(s) pour une expression arithmétique sans pa-
renthésage :

1T4+1x14+14+1==(1+1)x(1+(1+1)=67?
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Deux grandes familles de formalismes

_|_
7N
1 X
/\
1+
/\
» Approches analyse syntaxique (parsing) : /+\ .
Modéle : Grammaire non-contextuelle 1A

Espace de recherche = Arbres de syntaxe abstraite (parse trees).
Exemple 1 (Caravane d’El Mamoun) :
Grammaire ={S - S+ S| Sx S| 1}
Quelle(s) valeur(s) pour une expression arithmétique sans pa-
renthésage :
1T4+1x14+14+1==1+1Ax((1+1)+1))=47?
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Deux grandes familles de formalismes

_|_

7N

F 1
/\
+ 1
1/ \><
» Approches analyse syntaxique (parsing) : /\
Modéle : Grammaire non-contextuelle 11

Espace de recherche = Arbres de syntaxe abstraite (parse trees).
Exemple 1 (Caravane d’El Mamoun) :
Grammaire ={S - S+ S| Sx S| 1}
Quelle(s) valeur(s) pour une expression arithmétique sans pa-
renthésage :

1T4+1x14+14+1==((1+(1x1)+1)+1=47?

En général : Se demander comment parenthéser I'expression de fagon
a min (resp.max)-imiser la valeur de I'expression est un probleme
d’analyse syntaxique (pondéré).
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Deux grandes familles de formalismes

» Approches analyse syntaxique (parsing) :
Modéle : Grammaire non-contextuelle
Espace de recherche = Arbres de syntaxe abstraite (parse trees).

Exemple 2 (ARN) :
R—-ARUR|URAR|GRCR|CRGR|GRUR|URGR (Reglesp)

|AR|CR|GR|UR|¢ (Regles s)
Arbres de syntaxe abstraite pour CAGU :
S
/\
S S o (s
p C/ \D C/ \s A/ \s
PN PAANN /\ /\
¢ /S\ § /S\ A /S\ D€ A//p\\ ¢ /S\
A € @) (e Q) (€ G (e) U (e U) (e
(.. (D) .0 ..
CAGU CAGU CAGU CAGU
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Deux grandes familles de formalismes

» Approches analyse syntaxique (parsing) :
Modéle : Grammaire non-contextuelle
Espace de recherche = Arbres de syntaxe abstraite (parse trees).

Exemple 2 (ARN) :

R—ARUR|URAR|GRCR|CRGR|GRUR|URGR (Réglesp)
|AR|CR|GR|UR|¢ (Régles s)

+ Pondération des regles (Ex : 1/0 pour p/s)
= Repliement a la Nussinov = Parsing pondéré sans équation expli-
cite!
Intérét :

» Algorithmique générique en O(n®)
Pas de manipulation des indices = moins d’erreurs ...
Grammaires plus modulaires : Robustesse au changement de modele
Séparation assez naturelle espace de recherche/score d’évaluation
Extensions possibles a certaines grammaires faiblement contextuelles
(surcodt algorithmique)

>
>
>
>
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Deux grandes familles de formalismes

» Approches analyse syntaxique (parsing) :
Modéle : Grammaire non-contextuelle
Espace de recherche = Arbres de syntaxe abstraite (parse trees).

Exemple 2 (ARN) :

R—ARUR|URAR|GRCR|CRGR|GRUR|URGR (Réglesp)
|AR|CR|GR|UR|¢ (Régles s)

+ Pondération des regles (Ex : 1/0 pour p/s)
= Repliement a la Nussinov = Parsing pondéré sans équation expli-
cite!
Intérét :

» Algorithmique générique en O(n®)
Pas de manipulation des indices = moins d’erreurs ...
Grammaires plus modulaires : Robustesse au changement de modele
Séparation assez naturelle espace de recherche/score d’évaluation
Extensions possibles a certaines grammaires faiblement contextuelles
(surcodt algorithmique)
Inconvénients :

> Apprendre le formalisme

» Performances : Pertes de constantes d'implémentation, voir d’'ordre de

grandeur algorithmique pour structures plus complexes
» Problemes d’ambiguités sémantique déja complexes a définir
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Deux implementations de I'analyses syntaxique générique

Vi = {0, ,9,+,x},

Vv =85,
S—»S+8 Context-free grammar
P{ S§—-8x8
S—0|1|2|3|4|5|6|7|8]|9
A=N
S4(0) =0
Aa=<( -
S"(g) =9 Attribute system
Sa(+,x)=0

fs—s+s(zyz) =z +2
Fp=1{ fs-sxs(zyz) =z x 2z

fs—acvy () =2

[Crédit : J. Waldispiihl]

» Grammaires (multibandes) attribuées (Lefebvre, Waldispiihl et al)
Calculer/minimiser un score sur un systeme d’attribut.
Avantages : Pseudonoeuds simples peuvent étre explorés grace a des
grammaires multibandes en synchronisant les analyses syntaxiques .

Inconvénient : Induction de surco(t algorithmique substantiel pour certaines
familles /égerement contextuelles (ex : Repliement avec pseudonoeuds).

http://people.csail.mit.edu/jw/software.php
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Deux implementations de I'analyses syntaxique générique

Grammaire d’analyse (yield grammar) : Algébre d’évaluation (base-pair algebra) :
>nussinov78 alg inp = axiom s where >pairmax :: Nussinov_Algebra Char Int
> (nil,left,right,pair,split,h) = alg >pairmax = (nil,left,right,pair,

> s = tabulated ( split,h) where

>  nil  <<< empty 11 > nil _ =0

> left <<< base -"~ s 1 > left X =x

>  right <<< s "= base ||| > right x _=x

> (pair <<< base -"~ s ~"- base) > pair _x _=x+1

> ‘with‘ basepairing ||| > splitxy =x+y

> split <<< s +7+ s ... h) > h xs = [maximum xs]

» Programmation dynamique algébrique (ADP, Giegerich et al)
Avantages :
> Applications plus générale grace a une séparation de grammaires
respectivement consacrées a I'analyse syntaxique et a I'évaluation.
> Cadre formel et implémentation in-extenso (> 20 publis, dont 3 theses).
Inconvénient :
» Notations cryptiques, implémentation liée fortement au langage Haskell.
» Pseudonoeuds : Formalisme doit étre hacké, perdant une partie des
bénéfice de I'approche générique.
» Structure combinatoire disparait derriére des notations (trop ?) abstraites.
= Gros problémes d’ambiguité, impossible a traiter de fagon purement
automatisée (Problémes indécidables).

http://bibiserv.techfak.uni-bielefeld.de/adp/
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