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Programmation dynamique

R. Bellman C. E. Wilson

Programmation dynamique = Technique algorithmique de résolution des
problémes d'optimisation.

Principe : Partant d'une équation liant le score optimal d'un (sous-)probléme a
celui de certains de ses sous-problémes,

o Calculer efficacement le score optimal du probléme initial

@ Reconstruire la (ou les) solution(s) associée(s) au score optimal

Technique robuste face a des altérations locales de la fonction objectif
= Omniprésente en bioinformatique : Alignement, repliement. ..
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Difficulté : Trouver I'équation de programmation dynamique

Propriétés requises d'une équation de programmation dynamique =
Q@ Complétude” dans le parcours de I'espace des solutions

@ Correction du score optimal hérité des sous-problémes
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Difficulté : Trouver I'équation de programmation dynamique

Propriétés souhaitables d'une équation de programmation dynamique =
Q@ Complétude” dans le parcours de I'espace des solutions
@ Correction du score optimal hérité des sous-problémes

© Non-ambiguité de la décomposition

Modéles combinatoires peuvent aider :

Grammaire/spécification ~» Récurrences de comptage
= Complétude et non-ambiguité

+ Correction
=- Equation de programmation dynamique

Yann Ponty LACL 2010 — Combinatoire/p ion dynamique — ARN



Repliement de I'’ARN

ARN = Polymeére linéaire composé de nucléotides (A,C,G,U)

Appariements canoniques

32147 /uosiepp

9]990M\

Repliement de 'ARN = Processus stochastique continu dirigé par (résultant
en) un appariement des nucléotides.
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Structure(s) de I’ARN

Trois niveaux de représentation :

UUAGGCGGCCACAGC
GGUGGGGUUGCCUCC
CGUACCCAUCCCGAA
CACGGAAGAUAAGCC
CACCAGCGUUCCGGG
GAGUACUGGAGUGCG
CGAGCCUCUGGGAAA
CCCGGUUCGCCGCCA
cC

Source: 5s rRNA

(PDBID: 1K73:B)

Structure primaire Structure secondaire Structure tertiaire

Yann Ponty LACL 2010 — Combinatoire/p ion dynamique — ARN



Structure secondaire

[(((((((..(((( ........ D)) CCCCCCannnnns PDDDD P ({ ({ I ))))))))))))....]

Expression bien parenthésée

Mountain view

7=

: Go000s0eed :

Linéaire

Représentation différentes mais
Structure combinatoire commune

Dot plot

Diagramme de Feynman
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Objectif du repliement

Constat : Données génomiques (séquences) beaucoup plus faciles a obtenir
expérimentalement que données structurelles (Cristallographie,...).
= Intérét a prédire la structure in silico (repliement).

Mais une séquence — Nombreuses (= 1.8" [zS84]) str. sec. compatibles.

Exemple : ARN de transfert

HAAAL AL AARAK
R e e e e R e
A A AR LA LA d A

Probléme : Quelle est la (ou les) structure(s) fonctionnelle(s), ou native(s) ?
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Enumération des structures secondaires

Structures secondaires = Mots bien-parenthésés + Contrainte stérique 6

e = L LET N

W — eW + (We)W + ¢

= Série génératrice [wWat78] (0 = 1) :

1—z4+2>2—\V1—-2z—22 223+ 7*
Wiz) = 2272
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Enumération des structures secondaires

Structure secondaire = Mots bien-parenthésés + Contrainte stérique 0

[ e O o e O I

i ] il j i k

= Comptage des str. sec. compatibles avec un ARN w :

N = 1, Vteli,i+0]
Niy1j i non apparié
N;; = J ) L
J Z Z Yik - Nig1,k—1 - Nkq1j 1 apparié a k
k=it6+1

ol v x = 1 ssi appariement possible des bases wj/wk, et 0 sinon.

Yann Ponty LACL 2010 — Combi ire /prog

— ARN



Maximisation des paires de bases

Structure secondaire = Mots bien-parenthésés + Contrainte stérique 0

i j il j i k ]

Hypothése [NJ80] : Parmi toutes les struc. sec., le repliement fonctionnel d’un
ARN maximise le #paires de bases.

Décomposition engendre toutes les str. sec. compatibles avec w
+ Sous-structure optimale = Changement d’algébre (4, x) — (max, +) :

Ni. = 0, Vteli,i+0]
Nit1j i non apparié
Nij = max kimfaex 17/1i,k+Ni+1,k—1+Nk+1,j i apparié a k

Algorithme en ©(n?), 60% des paires prédites sont valides.
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Modéle d'énergie libre de Turner

Energie libre additive sur celle des éléments d'une décomposition non-ambigué
en boucles de la structure 2% :

Energies libres déterminées expérimentalement
+ Interpolation pour les grandes boucles
Energie libre faible — repliement stable

= Minimiser |'énergie libre.
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Modéle d'énergie libre de Turner

Energie libre additive sur celle des éléments d'une décomposition non-ambigué
en boucles de la structure 2% :

@ Boucles internes

Energies libres déterminées expérimentalement
+ Interpolation pour les grandes boucles
Energie libre faible — repliement stable

= Minimiser |'énergie libre.
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Modéle d'énergie libre de Turner

Energie libre additive sur celle des éléments d'une décomposition non-ambigué
en boucles de la structure 2% :

@ Boucles internes

o Renflements

Energies libres déterminées expérimentalement
+ Interpolation pour les grandes boucles
Energie libre faible — repliement stable

= Minimiser |'énergie libre.
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Modéle d'énergie libre de Turner

Energie libre additive sur celle des éléments d'une décomposition non-ambigué
en boucles de la structure 2% :

@ Boucles internes

o Renflements

@ Boucles terminales

Energies libres déterminées expérimentalement
+ Interpolation pour les grandes boucles
Energie libre faible — repliement stable

= Minimiser |'énergie libre.
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Modéle d'énergie libre de Turner

Energie libre additive sur celle des éléments d'une décomposition non-ambigué
en boucles de la structure 2% :

Boucles internes

°
o Renflements
°

Boucles terminales

Boucles multiples

Energies libres déterminées expérimentalement
+ Interpolation pour les grandes boucles
Energie libre faible — repliement stable

= Minimiser |'énergie libre.
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Modéle d'énergie libre de Turner

Energie libre additive sur celle des éléments d'une décomposition non-ambigué
en boucles de la structure 2% :

Boucles internes

°
o Renflements
°

Boucles terminales

Boucles multiples

Empilements

Energies libres déterminées expérimentalement
+ Interpolation pour les grandes boucles
Energie libre faible — repliement stable

= Minimiser |'énergie libre.
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Algorithme MFold [zss1]

Hypothése [zs81] : Le repliement fonctionnel d'un ARN minimise I'énergie libre.

Grammaire proposée par Zuker et al :

| [
ol (

C f o o« _

Grammaire non-ambigué : OK'!
Compléte 7 Comparons les séries ordinaires . ..
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Validation

Hypothése [zs81] : Le repliement fonctionnel d'un ARN minimise |'énergie libre

Rappel :  Série génératrice des structures secondaires [Wat78]

1—z4+22—V1-2z—22-223+2*
Wi(z) = 222

@ .

0| ' |:
| <® 5% !p o

53 % = !
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Validation

Hypothése [zs81] : Le repliement fonctionnel d'un ARN minimise I'énergie libre.

Rappel :

W(z

Alz)={ zs

A(z) =

= Schéma complet

Série génératrice des structures secondaires [Wat78]

_ 1—z4+22—V1-2z—22 223+ 24

) 272
5(2) B(2)C(2)
, PAQ) B(Z):{ 5(2)B(2)
iseramsen @ { S5
+z5(z)z z z)z Z) = 2
B(z)C(z) A

S(z) =1+ z8(2)

1—z—22—\1-2z—22-23+ 7
222
(Oubli de la str. sec. de longueur 0)

W(z) -1

, correct par construction = Minimisation accessible.
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MFold

Hypothése [zs81] : Le repliement fonctionnel d'un ARN minimise I'énergie libre.

Méthode : Grammaire — Récurrences de comptage
+ Changement d’algébre (4, X) — (min, +)

Algorithme MFold [zS81] :

En(i,j)
Es(i,j) + M'is1j-1

Mi; = min g e ,
4 Mmi’,j’(EBI(I7I ) 7]) +M l",j')
a+ ¢+ Ming(Mipa k1 + My j 1)
M,’J = Mink {min (./\/l,',k71,b(k71))+./\/llk’j}

1

Ming {b+ MY, c+ M'ij}

EH(i,j): Energie de boucle terminale fermée par une paire (i, j)
Egi(i,j): Energie de renflement ou boucle interne fermée par une paire (i, f)

Es(i,j): Energie d’empilement (i,j)/(i+1,j —1)

a,c,b: Pénalité de boucle multiple, hélice et non-appariées dans multiboucle.

Prédit 73% des paires de bases correctement.
Méthode publiée puis étendue dans 5 articles cités ~10 000 fois !
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Constat : Repliement d'énergie libre minimale n’est pas toujours prédominant.
Pire, le repliement optimal est parfois faiblement représentatif de |'ensemble.

Idée [McC90] : Supposer une distribution de Boltzmann sur I’ensemble S, des
structures compatibles avec une séquence d'ARN w.

_ES,w
Str. sec. S, énergie libre Es,,, — Facteur de Boltzmann Bs,, = e RT _
e B
Probabilité de Boltzmann Ps,, = Zs’“
W

—Es.w . . ,
ou 2y, =) 5.5, € RT estlafonction de partition d'un ARN w.
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Fonction de partition [vccoo]

Fonction de partition = Comptage pondéré des structures compatibles.

Principe : Pondérer chaque boucle d'énergie libre A par son facteur de
—A
Boltzmann local eRT (Grammaires pondérées [DRT00]).

—Ep(i.J)
e RT
—Eg(i.d)
!
e RT Z'i1j1

AT g —Egy(i.i' i’ J)
J —EBi1l,i ")
+Z (e RT Z/i’,j/)

+eRT Y (Zitrk—1Z"kj-1)
—b(k—1) 1
D Bikcrte FT ) 2N

. w7 21 7 2/
Zhj = eRTZNj1+eRTZ;

Zij

Bonus : Extraction des probabilités d’appariement pour tout couple de bases.

Quelle structure(s) représentante(s) pour I'ensemble de Boltzmann ?
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Echantillonnage statistique

Algorithme SFold [DL03]

Précalcul : Calculer les matrices des fonctions de partition (2, Z’, 2%).
Remontée stochastique : Choisir un des cas proportionnellement a sa
contribution, et réitérer récursivement.

—Epi.d)
_- —Eg(i.j)

_zZ---"""e RT Z/i+1,j—1

(7?77 M

»z( 2

AN
~

—(a+e)

e Rr > (Zivrk-12 1)

< Méthode récursive [wil77] pour la génération aléatoire pondérée [DRT00].

Ding et al [DCL05] engendrent puis calculent une structure consensus.
= Méme sensibilité que MFold mais gain de 30% sur la spécificité.

Précalcul en O(n®), génération en O(n”) au pire :
En moyenne ? Dans quelle distribution ? Comment optimiser ?
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Echantillonnage statistique

Algorithme SFold [DL03]
Précalcul : Calculer les matrices des fonctions de partition (2, Z’, 2%).

Remontée stochastique : Choisir un des cas proportionnellement a sa
contribution, et réitérer récursivement.

—Epi.d)
g ®
Lz
i —Eg(i.j)
F e RT Z'ii1ja
)
== %Z (e RT Zl,'/yj/

—(a+e)
>e RT Z(Zi+1,k—lzlk,j—1)

< Méthode récursive [wil77] pour la génération aléatoire pondérée [DRT00].

Ding et al [DCL05] engendrent puis calculent une structure consensus.
= Méme sensibilité que MFold mais gain de 30% sur la spécificité.

Précalcul en O(n®), génération en O(n”) au pire :
En moyenne ? Dans quelle distribution ? Comment optimiser ?
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Echantillonnage statistique

Algorithme SFold [DL03]
Précalcul : Calculer les matrices des fonctions de partition (2, Z’, 2%).

Remontée stochastique : Choisir un des cas proportionnellement a sa
contribution, et réitérer récursivement.

—Ep(i.j)
-~ 7e RT

o —Eg(i.j)
—Es(i.Jj) !
e~ AT Z'ip1j-1/2" *e” RT Z i+1,j—1
—Epy(i.i’.i’.i)
—Epit JJ) _,
= - E (e RT Z i’j

—(a+e)
>e RT Z(Zi+1,k—lzlk,j—1)

< Méthode récursive [wil77] pour la génération aléatoire pondérée [DRT00].

Ding et al [DCL05] engendrent puis calculent une structure consensus.
= Méme sensibilité que MFold mais gain de 30% sur la spécificité.

Précalcul en O(n®), génération en O(n”) au pire :
En moyenne ? Dans quelle distribution ? Comment optimiser ?
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Analyse en moyenne

Modéle Homopolymére : Toutes paires de bases autorisées.

Distribution de Boltzmann : Basée sur bp(-) #paires de bases (Nussinov/Jacobson).
bp(S)
Structure S — Probabilite =2

Theorem

Soit n la longueur de I'ARN et k le nombre d’échantillons engendrés.
La complexité en moyenne de I’échantillonnage est en ©(n® + kn+/n).

U U U
! "

9(S') B(S"). H(S")

Remarque 1 : Le codt de génération ¢(S) d'une structure S est dominé par la somme
des tailles des fils gauches t € 7;(S) de I'arbre unaire/binaire associé :

c(S)=n—#bp(S)/2+ > || -0

teTg(S)
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Analyse en moyenne

Modéle Homopolymére : Toutes paires de bases autorisées.

Distribution de Boltzmann : Basée sur bp(-) #paires de bases (Nussinov/Jacobson).
bp(S)
Structure S — Probabilite =2

Theorem

Soit n la longueur de I'ARN et k le nombre d’échantillons engendrés.
La complexité en moyenne de I’échantillonnage est en ©(n® + kn+/n).

On s'intéresse a I'espérance de la v.a. X coit d’une génération. On a alors

bp(s) be(s)
e RT D |s|=nC(S) e RT
]E(X ‘ n) = Z C(S) ’ =z = o bp(S) ’
|S|=n " Z\s\zn e RT

On sépare notre étude en introduisant deux s.g. C(z) et Ps(z) telles que

bp(S) bp(S)
Cz)=S err ()25 et Piz)=3 err 2l

ses ses
On note alors que E(X | n) = [2"]C(2)/[z"]P¢(2).
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Analyse en moyenne

Modéle Homopolymére : Toutes paires de bases autorisées.

Distribution de Boltzmann : Basée sur bp(-) #paires de bases (Nussinov/Jacobson).

=2
Structure S — Probabilite *=—%—

Theorem

Soit n la longueur de I'ARN et k le nombre d’échantillons engendrés.
La complexité en moyenne de I’échantillonnage est en ©(n® + kn+/n).

C(z) et Ps(z) sont alors les solutions positives du systéme

Ca) = 2(Pr(a) +C(a) +2eRr(1- )P (2)P; (2)
+ 2edr L (o) 4 e C20(2) P (2)
+ z2erT P U(2)C(2)

Pr(z) = 22eRTPZ%(2)P(2) + zPs(2) +1

ott $29(z) est la s.g. S(z) privée de ses termes de degré < 6.
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Analyse en moyenne

Modéle Homopolymére : Toutes paires de bases autorisées.

Distribution de Boltzmann : Basée sur bp(-) #paires de bases (Nussinov/Jacobson).

bp(S)
RT

Structure S — Probabilite *=—%—

Theorem

Soit n la longueur de I'ARN et k le nombre d’échantillons engendrés.
La complexité en moyenne de I’échantillonnage est en ©(n® + kn+/n).

= Grosses séries génératrices un peu complexes (Merci Maple !). ..

+ Analyse de singularités :

[2"Pr(z) ~ f(l +0(1/n)  [2"]C(2) ~ %(1 +0(1/vn))
On obtient ainsi un equwalent asymptotique pour E(X | n) :
Bx | n) = SIS~ v o va)).
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Parcours Boustrophédon

En moyenne, on perd du temps a tester des décompositions infructeuses !
o Organisation hiérarchique des contributions

Co
Ci1 Cip2
log(n) / J J \
G 2,2 2,3 2,4
4 ] / \ \ / AN
4 | / \ 4 \ i \
,/ | / \ / \ 1 \
/ (I \ ’ [ \
7’ | // \ ,/ \ 1 \\
\
// Y \/ V \
A B
= Génération en O(n® + knlog(n)), mémoire en O(n?).
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Parcours Boustrophédon

En moyenne, on perd du temps a tester des décompositions infructeuses !

o Organisation hiérarchique des contributions
= Génération en O(n® + knlog(n)), mémoire en O(n?).

@ Parcours Boustrophédon
A|Bito+1| Bi+o+2| Bi+o+3). - . | Bi—2 | Bi-1/|[Bj
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Parcours Boustrophédon

En moyenne, on perd du temps a tester des décompositions infructeuses !

o Organisation hiérarchique des contributions
= Génération en O(n® + knlog(n)), mémoire en O(n?).

@ Parcours Boustrophédon
A|Bito+1| Bito+2| Bixo+3). - . | Bi—2 | Bi-1/|Bj
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Parcours Boustrophédon

En moyenne, on perd du temps a tester des décompositions infructeuses !

o Organisation hiérarchique des contributions
= Génération en O(n® + knlog(n)), mémoire en O(n?).

@ Parcours Boustrophédon
A|Bito+1| Bivo+2| Bivo+3). - . | Bi—2 | Bj-1/|Bj
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Parcours Boustrophédon

En moyenne, on perd du temps a tester des décompositions infructeuses !

o Organisation hiérarchique des contributions
= Génération en O(n® + knlog(n)), mémoire en O(n?).

@ Parcours Boustrophédon
A|Bito+1| Bivo+2| Bivo+3). - . | Bi—2 | Bj-1/|Bj
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Parcours Boustrophédon

En moyenne, on perd du temps a tester des décompositions infructeuses !

o Organisation hiérarchique des contributions
= Génération en O(n® + knlog(n)), mémoire en O(n?).

@ Parcours Boustrophédon
A|Bito+1| Bito+2| Bivo+3). - . | Bi—2 | Bj-1/|Bj
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Parcours Boustrophédon

En moyenne, on perd du temps a tester des décompositions infructeuses !

o Organisation hiérarchique des contributions
= Génération en O(n® + knlog(n)), mémoire en O(n?).

@ Parcours Boustrophédon
A|Biio+1| Biro+2| Bito+sl...| Bj—2|Bj-1|B;
\/

Décomposition inégale
= Codt immédiat faible, récursion sur intervalle de taille O(j-i-c).
Décomposition égale = Colit immédiat élevé, diviser pour régner.
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Parcours Boustrophédon

En moyenne, on perd du temps a tester des décompositions infructeuses !

o Organisation hiérarchique des contributions
= Génération en O(n® + knlog(n)), mémoire en O(n?).
@ Parcours Boustrophédon

A|Bito+1| Bito+2| Bi+o+3). - . | Bi—2 | Bj-1/|Bj
S

Décomposition inégale

= Codt immédiat faible, récursion sur intervalle de taille O(j-i-c).
Décomposition égale = Colit immédiat élevé, diviser pour régner.
Complexité au pire solution de

f(n) = ker[?i)iu(f(k) + f(n— k) +2min(k, n — k))& O(nlog(n)) [Fzv4].

= Génération en O(n® + knlog(n)) sans précalcul supplémentaire.
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Statistique de la distribution de Boltzmann

Repliement fonctionnel 7 Repliement mal défini : ARN bi-stable ou

ARNm ? phénoméne cinétique 7

Constat : Plusieurs scénarios possibles pour I'ensemble de Boltzmann.
= Extraire des indicateurs numériques discriminant les scénarios.

Idée : Marquer occurrences de boucles et extraire les espérances, variances . ..

Probléme : Contraintes d’appariements induisent un manque de symétrie.
Série génératrices et dérivées partielles difficilement accessibles . ..

= Utiliser un (ou plusieurs) pointage(s) partiel(s) [DFLS04] de la grammaire.
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Exemple

Objectif : Espérance E., du nombre de paires de bases bp(-).

—Eu,s
Soos, bpls) e W,
Eu= 3 bpls) - pe= =22 =z,

seSy

ou Z,, est la fonction de partition et X, le coeff. d'une dérivée partielle.

Dérivée connait un analogue au niveau des grammaires hors-contexte [DFLS04].

MNNANNANANE = —on N NNV |+ @’\/\/\/.

Z Z Z Z

. e = eo—o -+m/v\/\,-
X

X X Z
b EoNe 4 Lo
Z X Z Z

= Calcul en ©(n®) de X, puis E,, est a portée de main.
(Grammaire — Réc. comptage — Contraintes d’'appariements)

Remarque : Généralise un algorithme similaire pour I'énergie libre [MMNO5].
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Conclusion/perspectives

Turner
\
mm

Modgéle d'énergie

Spécification

Limites liées a I'absence de symétrie (appariements) — Difficile de :
@ Générer par Boltzmann [DFLS04] dans |'ensemble de Boltzmann.
@ Récurrences linéaires a coeff. polyndmiaux pour la fonction de partition.

@ Supposer des distributions normales (Grammaire fortement connexe)

Perspectives :

@ Quel sous-ensemble de structures domine I’ensemble de Boltzmann 7
~ Collisions lors de I'échantillonnage (En cours avec D. Gardy)

o Etendre les espaces de conformations : Pseudonoeuds (cf C. Saule)
o Grammaires non-suffisantes — Hypergraphes 7

@ Design, i.e. génération d'une séquence ayant un repliement donné.
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