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Repliement de l'ARN

ARN = Polymère linéaire composé de nucléotides (A,C,G,U)

Appariements canoniques

G/C

U/A

U/G

W
atson/C

rick
W
obble

Repliement de l'ARN = Processus stochastique continu dirigé par
(résultant en) un appariement des nucléotides.
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Structure(s) de l'ARN

Trois niveaux de représentation1 :
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Exclus dans la structure secondaire

Appariements non-canoniques :
Toute paire de base autre que {(A-U), (C-G), (G-U)}
Ou interagissant sur un bord non-standard (WC/WC-Cis) [LW01].

Paire CG canonique (WC/WC-Cis) Paire CG non canonique (Sucre/WC-Trans)

Pseudonoeuds :

G A G C C U U U A U A C A G U A A U G U A U A U C G A A A A A U C C U C U A A U U C A G G G A A C A C C U A A G G C A A U C C U G A G C U A A G C U C U U A G U A A U A A G A G A A A G U G C A A C G A C U A U U C C G A U A G G A A G U A G G G U C A A G U G A C U C G A A A U G G G G A U U A C C C U U C U A G G G U A G U G A U A U A G U C U G A A C A U A U A U G G A A A C A U A U A G A A G G A U A G G A G U A A C G A A C C U A U C C G U A A C A U A A U U G

1 2 12 22 32 42 52 57 67 77 87 97 107 117 127 137 147 157 167 177 187 197 207 217 227 229

Structure pseudonoeud d'un Ribozyme du Groupe I (PDBID : 1Y0Q :A)

Plus expressif, mais repliement général in silico avec pseudonoeud :
⇒ NP-Complet [LP00] ...
... mais polynomial pour des classes restreintes [CDR+04].
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Diverses représentations d'une molécule omniprésente
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Énumération des structures secondaires

Modèle homopolymère : Appariement possible pour tout couple de bases.

Waterman [Wat78] énumère les structures secondaires.

1 = +
≥ 1

+ ε

2 S → • S | ( S>0 ) S | ε

T → • S | ( T ) S

3 S(z) = 1−z+z2−
√
1−2z−z2−2z3+z4

2z2

4 ρ = 3−
√
5

2 = 1− φ

[zn]S(z) =
√

15+7
√
5

8π ·
(
3+
√
5

2

)n

n
√

n
(1 +O(1/n)) ∼ 1.1 · 2.6

n

n
√

n
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Énumération des structures secondaires

Contrainte stérique : Nombre min. de bases θ entre deux bases appariées.

1 =
≥ θ

+

= + ε

2 S → U ( S≥θ ) S | U U → • U | ε

T → U ( T ) S | •θ U

3 S(z) = 1−2z+2z2−zθ+2−
√

1−4z+4z2−2zθ+2+4zθ+3−4zθ+4+z2θ+4

(1−z)2z2

4 sn ∼ K . β
n

n
√

n
(1 +O(1/n))

θ 0 1 3 10
β 3. 2.62 2.29 2.02

Empiriquement, 1.4n/n
√
n struct. compatibles avec appariements [ZS84].
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1978�2004 : Paradigme énergie libre minimale

Paradigme énergie libre minimale (MFE)

Repliement fonctionnel d'un ARN = Structure d'énergie libre minimale

Modèle d'énergie de Nussinov/Jacobson : Plus proche voisins simple.

Énergie libre = −# Paires de bases

Repliement dans NJ ⇔ Maximisation du nombre de paires de bases.
(⇔ Stable max dans graphe circulaire ⇔ CYK pondéré. . . )

Exemple :

UUUUCCCUAAAAGG

Variante : Pondérer les paires selon leur nombre de liaisons hydrogènes
∆G(G≡C) = -3 ∆G(A=U) = -2 ∆G(G−U) = -1
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Minimisation de l'énergie libre Nussinov/Jacobson

i j
=

i i+1 j
+

i k j

≥ θ

Récurrence sur l'énergie libre minimale N1,n d'un ARN :

Ni,t = 0, ∀t ∈ [i , i + θ]

Ni,j = min

{
Ni+1,j (i non apparié)
minjk=i+θ+1Ei,j+Ni+1,k−1+Nk+1,j (i comp. avec k)

À partir de N, les contributions aux min permettent de reconstruire
récursivement le repliement d'énergie libre minimal (Backtrack).

⇒ Programmation dynamique pour le repliement [NJ80].
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2004� : Paradigme ensemble de Boltzmann

L'ARN respire ⇒ Il n'existe pas UNE unique conformation fonctionnelle.

Paradigme ensemble de Boltzmann

Les repliements d'un ARN co-existent dans un équilibre de Boltzmann.

Conséquence : La probabilité de la MFE peut être négligeable.

⇒ Les structures natives (fonctionnelles) sont alors à chercher dans les
sous-optimales, où des structures très proches peuvent se grouper.
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Distribution de Boltzmann : Dé�nitions

Une distribution de Bolzmann pondère chaque structure S d'un ARN ω

par un facteur de Boltzmann e
−ES,ω
RT où :

ES,ω est l'énergie libre de S (kCal.mol−1)

T est la température (K)

R est la constante des gaz parfaits (1.986.10−3 kCal.K−1.mol−1)

Distribution renormalisée sur Sω par la fonction de partition

Zω =
∑
S∈Sω

e
−ES,ω
RT .

où Sω est l'ensemble des conformations compatibles avec ω.

La probabilité de Boltzmann d'une structure S est alors donnée par

PS,ω =
e
−ES,ω
RT

Zω
.
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Fonction de partition

i j
=

i i+1 j
+

i k j

≥ θ

Récurrence sur l'énergie minimale d'un repliement :

Ni,t = 0, ∀t ∈ [i , i + θ]

Ni,j = min

{
Ni+1,j (i non apparié)
minjk=i+θ+1Ei,j+Ni+1,k−1+Nk+1,j (i comp. avec k)

⇒ Récurrence sur la fonction de partition :

Zi,t = 1, ∀t ∈ [i , i + θ]

Zi,j =
∑{

Zi+1,j (i non apparié)∑
j
k=i+θ+1e

1
RT ×Zi+1,k−1×Zk+1,j (i comp. avec k)

+ Quelques calculs un peu techniques . . .

= Probabilité des paires de bases dans l'ensemble de Boltzmann [McC90].
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Échantillonnage statistique

i j
=

i i+1 j
+

i k j

≥ θ

Termes du calcul de Z ⇔ Poids total des struct. accessibles sur ce choix.

⇒ Backtrack stochastique engendre des structures compatibles sous
contraintes d'appariements selon une distribution de Boltzmann [DL03].

Zi,t = 1, ∀t ∈ [i , i + θ]

Zi,j =
∑

Zi+1,j
A∑

j
k=i+θ+1e

1
RT ×Zi+1,k−1×Zk+1,j

Bk

A |Bi+θ+1 |Bi+θ+2 |Bi+θ+3 |. . . |Bj−2 |Bj−1 |Bj

r

⇒ Complexité du cas au pire en O(n2k) pour k échantillons.
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Résumé

Un point de vue combinatoire sur l'espace des conformations . . .

. . . permet de quanti�er sa cardinalité asymptotique.

. . . uni�e l'algorithmique des paradigmes MFE/Boltzmann.

. . . aide à prouver la correction d'un schéma de prog. dyn.

. . . donne un cadre pour l'analyse en moyenne des algorithmes.
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Analyse en moyenne

Modèle Homopolymère : Toutes paires de bases autorisées.

Distribution de Boltzmann : Basée sur une énergie de Nussinov/Jacobson.

Théorème

Soit n la longueur de l'ARN et k le nombre d'échantillons engendrés.

La complexité en moyenne de l'échantillonnage est en Θ(n3 + kn
√
n).

S ′ S ′′S ′

φ(S ′) φ(S ′) φ(S ′′)

Remarque 1 : Le coût de génération c(S) d'une structure S est dominé par la
somme des tailles des �ls gauches t ∈ Tg (S) de l'arbre unaire/binaire associé :

c(S) = n −#bp(S)/2 +
∑

t∈Tg (S)

|t| − θ
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Analyse en moyenne

Modèle Homopolymère : Toutes paires de bases autorisées.

Distribution de Boltzmann : Basée sur une énergie de Nussinov/Jacobson.

Théorème

Soit n la longueur de l'ARN et k le nombre d'échantillons engendrés.

La complexité en moyenne de l'échantillonnage est en Θ(n3 + kn
√
n).

On s'intéresse à l'espérance de la v.a. X coût d'une génération. On a alors

E(X | n) =
∑
|S|=n

c(S) · e
bp(S)
RT

Zn

=

∑
|S|=n c(S) · e

bp(S)
RT∑

|S|=n e
bp(S)
RT

.

On sépare notre étude en introduisant deux s.g. C(z) et Pf (z) telles que

C(z) =
∑
S∈S

e
bp(S)
RT c(S)z |S| et Pf (z) =

∑
S∈S

e
bp(S)
RT z

|S|.

On note alors que E(X | n) = [zn]C(z)/[zn]Pf (z).
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Analyse en moyenne

Modèle Homopolymère : Toutes paires de bases autorisées.

Distribution de Boltzmann : Basée sur une énergie de Nussinov/Jacobson.

Théorème

Soit n la longueur de l'ARN et k le nombre d'échantillons engendrés.

La complexité en moyenne de l'échantillonnage est en Θ(n3 + kn
√
n).

C(z) et Pf (z) sont alors les solutions positives du système

C(z) = z (Pf (z) + C(z)) + z2e
1
RT (1− θ)P≥θf (z)Pf (z)

+ z3e
1
RT

∂P
≥θ
f

(z)

∂z
Pf (z) + z2e

1
RT C≥θ(z)Pf (z)

+ z2e
1
RT P

≥θ
f (z)C(z)

Pf (z) = z2e
1
RT P

≥θ
f (z)Pf (z) + zPf (z) + 1

où S≥θ(z) est la s.g. S(z) privée de ses termes de degré < θ.
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Analyse en moyenne

Modèle Homopolymère : Toutes paires de bases autorisées.

Distribution de Boltzmann : Basée sur une énergie de Nussinov/Jacobson.

Théorème

Soit n la longueur de l'ARN et k le nombre d'échantillons engendrés.

La complexité en moyenne de l'échantillonnage est en Θ(n3 + kn
√
n).

⇒ Grosses séries génératrices un peu complexes (Merci Maple !). . .

+ Analyse de singularités :

[zn]Pf (z) ∼ κ

ρnn
√
n

(1 +O(1/n)) [zn]C(z) ∼ κ′

ρn
(1 +O(1/

√
n))

On obtient ainsi un équivalent asymptotique pour E(X | n) :

E(X | n) =
[zn]C(z)

[zn]Pf (z)
∼ κ′

κ
n
√
n(1 +O(1/

√
n)).
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Parcours Boustrophédon

En moyenne, on perd du temps à tester des décompositions infructeuses !
Organisation hiérarchique des contributions

log(n)

BA

C0,1

C1,1 C1,2

C2,1 C2,2 C2,3 C2,4

⇒ Génération en O(n3 + kn log(n)), mémoire en Θ(n3).
Parcours Boustrophédon

A |Bi+θ+1 |Bi+θ+2 |Bi+θ+3 |. . . |Bj−2 |Bj−1 |Bj

Décomposition inégale
⇒ Coût immédiat faible, récursion sur intervalle de taille O(j-i-c).

Décomposition égale ⇒ Coût immédiat élevé, diviser pour régner.

Complexité au pire solution de

f (n) = max
k∈[1,n−1]

(f (k)+f (n−k)+2min(k, n−k))∈ O(n log(n)) [FZV94].

⇒ Génération en O(n3 + kn log(n)) sans précalcul supplémentaire.
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Présentation

De�nition (RNA shapes [GVR04])

Hiérarchie de représentation gros-grain pour la struct. sec. d'ARN.

Basée sur l'arbre sous-jacent à la structure secondaire.

Exemple

Sec. str. ((((.((((..((((......))))))))((((......)))).))))
π′-shape [ • [ • [ • ] ] [ • ] • ]

π-shape [ [ - - ] [ ] ]

Yann Ponty Repliement de l'ARN



Présentation

De�nition (RNA shapes [GVR04])

Hiérarchie de représentation gros-grain pour la struct. sec. d'ARN.

Basée sur l'arbre sous-jacent à la structure secondaire.

Exemple

Sec. str. ((((.((((..((((......))))))))((((......)))).))))
π′-shape [ • [ • [ • ] ] [ • ] • ]

π-shape [ [ - - ] [ ] ]

Contracter les caractères
identiques consécutifs

Yann Ponty Repliement de l'ARN



Présentation

De�nition (RNA shapes [GVR04])

Hiérarchie de représentation gros-grain pour la struct. sec. d'ARN.

Basée sur l'arbre sous-jacent à la structure secondaire.

Exemple

Sec. str. ((((.((((..((((......))))))))((((......)))).))))
π′-shape [ • [ • [ • ] ] [ • ] • ]

π-shape [ [ - - ] [ ] ]

Occulter les régions non-appariées
Contracter les hélices imbriquées
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Motivation

Les shapes permettent une exploration hiérarchique de l'ensemble de
Boltzmann.
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Génération de 10000 échantillons ⇒ 1727 Struct. sec. . . .
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Motivation

Les shapes permettent une exploration hiérarchique de l'ensemble de
Boltzmann.
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Motivation

Les shapes permettent une exploration hiérarchique de l'ensemble de
Boltzmann.
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Yann Ponty Repliement de l'ARN



Motivation

Les shapes permettent une exploration hiérarchique de l'ensemble de
Boltzmann.
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. . . mais seulement 9 shapes π !

Question : Est il raisonnable d'explorer exhaustivement
l'ensemble des shapes compatibles avec un ARN donné ?

Combien de shapes devra t on considérer ?

Yann Ponty Repliement de l'ARN



π-shapes

Objectif : Compter les shapes π à 2n parenthèses.

1 Shapes π = Mots bien parenthésés évitant le motif [[ . . . ]].

Yann Ponty Repliement de l'ARN



π-shapes

Objectif : Compter les shapes π à 2n parenthèses.

1 Shapes π = Mots bien parenthésés évitant le motif [[ . . . ]].

2 S → [ S/{[...]} ] S | [ S/{[...]} ]
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π-shapes

Objectif : Compter les shapes π à 2n parenthèses.

1 Shapes π = Mots bien parenthésés évitant le motif [[ . . . ]].

2 S → [ T ] S | [ T ] T → [ T ] S | ε

Yann Ponty Repliement de l'ARN



π-shapes

Objectif : Compter les shapes π à 2n parenthèses.

1 Shapes π = Mots bien parenthésés évitant le motif [[ . . . ]].

2 S → [ T ] S | [ T ] T → [ T ] S | ε

3 S(z) =
1− z2 −

√
1− 2z2 − 3z4

2z2
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π-shapes

Objectif : Compter les shapes π à 2n parenthèses.

1 Shapes π = Mots bien parenthésés évitant le motif [[ . . . ]].

2 S → [ T ] S | [ T ] T → [ T ] S | ε

3 S(z) =
1− z2 −

√
1− 2z2 − 3z4

2z2

4 s2n ∼
√
3

2
√
π
· 3n

n
√
π

(1 +O(1/n)) et s2n+1 = 0

Remarque : Cela vous fait il penser à quelque chose ? ? ?

Yann Ponty Repliement de l'ARN



Ra�nement du modèle

Limitations

Nombre de shapes π de taille n
6=

Nombre de shapes π compatibles avec un RNA de taille n

Raisons principales :
1 Shapes de taille ≤ n devraient être aussi considérées
2 Création de motif terminal [ ] implique au moins θ + 2 bases.

2 S → [ T ] S | [ T ] T → [ T ] S | ε

3 S(z) =
1− z2 −

√
1− 2z2 − 3z4

2z2

4 Pour n pair : s2n ∼
3
√
3

4
√
π
· 3n

n
√
π

(1 +O(1/n)) ≈ 0.48 · 3n

n
√
n
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Ra�nement du modèle

Limitations

Nombre de shapes π de taille n
6=

Nombre de shapes π compatibles avec un RNA de taille n

Raisons principales :
1 Shapes de taille ≤ n devraient être aussi considérées
2 Création de motif terminal [ ] implique au moins θ + 2 bases.

2 S → [ T ] S | [ T ] T → [ T ] S | •θ

R → � S | ε

3 R(z) =
1− z2 −

√
1− 2z2 − 3z4

2z2(1− z)

4 r2n ∼
3
√
3

4
√
π
· 3n

n
√
n

(1 +O(1/n))⇒ rn ≈ 2.07 · 1.73
n

n
√
n
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Ra�nement du modèle

Limitations

Nombre de shapes π de taille n
6=

Nombre de shapes π compatibles avec un RNA de taille n

Raisons principales :
1 Shapes de taille ≤ n devraient être aussi considérées
2 Création de motif terminal [ ] implique au moins θ + 2 bases.

2 S → [ T ] S | [ T ] T → [ T ] S | •θ

R → � S | ε

3 R(z) =
1− zθ+2 −

√
1− 2zθ+2 − 4zθ+4 + z2θ+4

2z2(1− z)

4 θ = 3⇒ rn ≈ 2.44
1.32n

n
√
n
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Appartée : Une bijection amusante

Théorème

# shapes π de taille 2n + 2 = # mots de Motzkin de taille n

Preuve

S(z) = 1−z2−
√
1−2z2−3z4
2z2 M(z) = 1−z−

√
1−2z−3z
2z2

S(z) = 1 + z2M(z2) ⇒ s2n+2 = mn

Ces deux classes sont en bijection.
Comment ? Comment se projettent les statistiques ?
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Explicit bijection

Soit ψ, φ : { [ , ] }∗ → { ( , ) , •} tels que

ψ(( A ) B) =

{
φ(A) Si B = ε

φ(A) • ψ(B) Sinon

φ(( A ) B) = φ(A)[ψ(B)]

φ(ε) = ε.

Alors ψ est bijective entre s2n+2 et mn.

[[[][]][][]][]

2n + 2 lettres 2n + 2 arêtes n arêtes
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Limite de la bijection

Impact de θ très di�érent sur les shapes et les mots de Motzkin.

Théorème

Nombres moyens de motifs terminaux dans les mots de Motzkin words et

shapes π grandissent en mt
n ∼ n

6 +O(1) and st2n+2 ∼ 2n
3 +O(1).

Preuve utilise séries (temporairement) bivariées.
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Shapes π′

Objectif : Compter les shapes π′ compatibles avec ARN de taille n.

1 Shapes π′ = Mots bien parenthésés évitant [[ . . . ]] et ••

2 R → � R | S S → U [ T ] S | U U → � | ε

T → U [ T ] U [ T ] S | � [ T ] | [ T ] � | � [ T ] � | •θ

3 θ = 3, R(z) = 1+2z2+2z3+z4−z5−z6−
√
1−4z3−2z4−2z5+2z6−7z8−z10+2z11+z12

2z2(1−z2)

4 rn ∼ 1.27
1.81n

n
√
n
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Résumé

Modèle Asymptotique
Sec. str. � Taille n (Combinatoire) 1.1 · 2.6

n

n
√

n

Sec. str � Empirique séquence taille n 0.04 · 1.4
n

n
√

n

Shapes π � Taille n (Combinatoire) 1.38 · 1.73
n

n
√

n

Shapes π � Compatible avec ARN de taille n 2.44 · 1.32
n

n
√

n

Shapes π � Empirique séquence taille n 0.21 · 1.1
n

n
√

n

Shapes π′ � Taille n (Combinatoire) 0.99 · 2.41
n

n
√

n

Shapes π′ � Compatible avec ARN de taille n 1.28 · 1.81
n

n
√

n
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Conclusion

Échantillonnage statistique

Bioalgorithmiciens ont redécouvert la méthode récursive (pondérée).

Analyse en moyenne et optimisation (Boustrophedon).

Évaluer sans échantillonnage ⇒ Modif. automatisée de la spec. ?

Boltzmann dans une distribution de Boltzmann ?

Shapes ARN (Collab. : W. A. Lorenz et P. Clote � Boston College)

Beaucoup moins de shapes que de struct. secondaires !
⇒ Énumération exhaustive réalisable (n < 200).

Bijection entre les mots de Motzkin et les shapes π

Modèle homopolymère surestime nombre de shapes
Incorporer un modèle probabiliste pour possibilité d'appariement.
Mais Bernoulli n'est pas su�sant . . .

En fournissant des outils pour décrire l'espace des conformations, la
combinatoire peut (et doit) aider la bioinfo.
⇒ Incorporer des contraintes et/ou aspects probabilistes à nos modèles.
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Modèle de Turner

Basée sur décomposition non-ambiguë en boucles de la structure 2aire :

Boucles internes

Ren�ements

Boucles terminales

Boucles multiples

Empilements

Énergies libres des boucles déterminées expérimentalement
+ Interpolation pour les grandes boucles
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MFE DP equations

=



=



=


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MFE DP equations

=



=



=


Unambiguity : Not too hard to check !
Completeness ⇒ Enumerative combinatorics.
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Validation

=



=


=


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Validation

Generating function T (z) =
∑

n≥0 tnz
n

With tn = #Secondary structures of size n

A(z) =


S(z)

z2A(z)
zS(z)z2A(z) + z2A(z)S(z)z

+zS(z)z2A(z)S(z)z
B(z)C(z)

B(z) =

{
B(z)C(z)
S(z)B(z)

C(z) =

{
C(z)z
z2A(z)

S(z) = 1 + zS(z)
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Validation

A(z) =


S(z)

z2A(z)
zS(z)z2A(z) + z2A(z)S(z)z

+zS(z)z2A(z)S(z)z
B(z)C(z)

B(z) =

{
B(z)C(z)
S(z)B(z)

C(z) =

{
C(z)z
z2A(z)

S(z) = 1 + zS(z)

Reminder : Waterman counted Sec. Str. [Wat78] and found the gen. fun.

W(z) =
1− z + z2 −

√
1− 2z − z2 − 2z3 + z4

2z2

Here we have

⇒ A(z) =
1− z−z2 −

√
1− 2z − z2 − 2z3 + z4

2z2

= W(z)− 1 (Woops, we forgot the empty RNA)
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