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Les algorithmes de multiplication rapide sont les piliers de nombreux programmes actuels : leur role central dans
des problémes divers et variés en fait un enjeu majeur de ’algorithmique. Nous étudions dans ce probleme quelques
exemples de méthodes algorithmiques plus ou moins efficaces pour la multiplication.

1 Description du probleme

PROBLEME

Soient n et m deux entiers (trés grands). Le but est de calculer rapidement leur produit nm.
Bien que la question puisse paraitre toute simple, nous allons voir qu’il existe de nombreuses fagons de la résoudre,
plus ou moins astucieuses et plus ou moins efficaces.

NOTATIONS

On notera : ,

n= Zg;é 2ka +2P = ag+2a;+...+2P ta, 1 +2P =Ta,_1...a1a0 avecp € Net Vi€ {0;...;p—1},a; € {0;1}
la décomposition en base 2 de n.

On v)erra plus tard que p = E[ll?l—;’} (c’est ce qui nous servira a retrouver p en sachant n dans les programmes
suivants).

m = ZZ;})kam—ZI =bo+2by+...+297 4 +29 = 1bq_1...blb02 avec g € Net Vi € {0;...;¢—1},b; € {0;1}
la décomposition en base 2 de m.

HYPOTHESES

On supposera que les entiers sont donnés en base 2 (c’est le cas qui nous intéresse pour les machines).

2 Quelques notions utiles pour le probleme

2.1 Logarithme Néperien
R+

On admet D'existence d’une fonction continue strictement croissante In : —R telle que :
t — In(t)
In(1) =0
Va,b € R In(ab) = In(a) + In(b)
Question 1. Montrer que Va € R,Vz € K, In(a”) = zln(a)
pour K =N, puis K = Z, puis K = Q, puis par densité pour K = R.

Montrer que la fonction In est positive sur [1;+o00[ et négative sur ]0;1].

Montrer que sin = Zi;é 2kay, + 2P, alors p = E[llll%]
Correction 1.

1. Montrons par récurrence que Va € R,Vz € N, In(a”) = zIn(a) :
— initialisation : In(a”) = In(1) = 0 par hypothese.



— transmission : soit n € N et a € R. On suppose que In(a™) = nln(a). Alors In(a™*!) = In(a"a) = In(a™) +
In(a) = nln(a) + In(a) = (n + 1) In(a).

. Onsait que: ¥n € N, 0=1In(1) =In(a "a") =In(a™") +In(a") = In(a™") + nln(a) d’ott In(a™") = —nln(a)

et on a le résultat pour K = Z.

3. On sait que : Vp € N,g € N*, pln(a) = In(a?) = In(a?7) = In((a)?) = gIn(a®) d’ot In(ad) = Eln(a).

4. On sait que Q est dense dans R. Soit = € R et (y,)nen une suite de rationnels qui convergent vers . Alors par

continuité des fonctions ln et  — a®, on a In(a®) = lim, . In(a¥") = lim,,, o Yy, In(a) = zIn(a)

In(1) = 0 et In est strictement croissante, donc c’est évident.

Sin = z;é 2ka),+2P, alors 22 < n < 2P*1 donc par croissance de In, pIn2 <Inn < (p+1)In2 = p < £2 < p+1,
et comme p est entier, on a bien p = E[llllﬂl_g]

On représente ici la fonction logarithme Néperien :
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Nombres complexes

HISTOIRE DES NOMBRES

1.
2.

Les nombres entiers ont été inventés pour faciliter les échanges [si tu me donnes 3 moutons, je te donne 5 chevres].

Les mauvais payeurs ont motivé la découverte des nombres relatifs [tu me dois toujours 3 moutons : crédit
montons = —3].

Pour trouver le prix du mouton pour une chévre, on a du trouver les nombres rationnels [1 mouton:% chevre].

Le cours du mouton évoluant, il a fallut inventer les nombres algébriques (ie racines d’un polyndme & coefficients
dans Q) [si tu me donne n troupeaux de n chévres, je te donne n moutons : on obtient la racine carré].

. Aujourd’hui, nous avons besoin d’un nombre, noté i, tel que i2 = —1. On parlera de nombre imaginaire et on

construira ensuite les complexes C (cf. cours de terminale S).

RACINES DE L’UNITE

Soit n € N.
On admet l'existence d’'un nombre complexe noté w,, et appelé racine primitive n-ieme de I'unité qui vérifie :

{ Vi€ {2;...5n— 1}, (w,)! # w,
(wn)" =1



3 Algorithme naif

Question 2. Rappeler ’algorithme naif de multiplication de n par m (celui que l'on apprend dans les petites classes)
et écrire un programme [’ezecutant.

Quelle est la complexité de cet algorithme en nombre d’opérations ?

Que penser du calcul en base b lorsque b # 2 7

Correction 2.
L’algorithme est simple : on écrit la multiplication comme on I’a appris :

1 Gp—1 AQp—2...41 GQ
x 1 bq,1 bq,Q .. .b1 b()

b() (boap,l) . (boal) (b()a())
+ b1 (blap_l)...(blal) (blag)

+  bg (bgap-1) ... (bga1) (bgao)
+ 1 Gp—1 e a; ap

. (boao)

On suppose ici que n et m sont donnés en base 2, sous forme de tableaux, accompagnés de leur longueur; on va
renvoyer un tableau et sa longueur (il est tres facile de passer du nombre au tableau et réciproquement). On peut alors
écrire I'algorithme :

Ajoute(T, a, k)=
ST (e = 0) ALORS () SINON
(bool «—VRALI;
TANTQUE (bool) FAIRE
(st (T[k] =1) ALORS (T[k] < 0;k «— k + 1;) SINON (T[k] < 1;bool «<FAUX ;) FSI;)
FTANTQUE ;)
FSI;

MultiplieNaif((n, p), (m, q))=

res < TABLEAU (1,p+q) 0;

POUR (i = 1) JUSQU’A (q) FAIRE
(s1 (b[i] = 1) ALORS (POUR (j = 1) JUSQU’A (p) FAIRE (Ajoute(res,alj],i +j — 1);) FPOUR;)
SINON ()
FSI;)

FPOUR;

(res,p+q—1+reslp+q|) —;;

La complexité dans le pire des cas est facile a calculer : dans le pire des cas, tous les a; et tous les b; valent 1. On
fait alors p additions pour afficher la premiere ligne; puis pour les ¢ — 1 lignes suivantes, on fait p — 1 additions pour
ajouter ag (car tous les chiffres sont des 1), 1 addition pour ajouter chaque a; lorsque 7 € {1;...;p — 1}, puis encore 2
additions pour ajouter le 1 restant.

Donc en tout,

|Crass(p.0) =p+(@—Dp—1+p—1+2)=p(2g— 1)

Le fait d’étre en base 2 arrange bien les choses : tous les b; valent 0 ou 1, donc les multiplications intermédiaires
sont simples. En base b, il faudrait s’occuper de ces multiplications et faire attention aux retenues.

4 Algorithme de Karatsuba

Question 3. Vérifier l’égalité :
Va,b,c,d,k €N, (a+b2)(c+d.2¥) = ac— [(a — b)(c — d) — ac — bd].2" + bd.2**

En déduire un algorithme basé sur l’idée de “diviser pour régner” qui calcule le produit de n et m.
Que dire de la complexité ?
Que se passe-t-il si on change de base de calcul ?



Correction 3.

L’égalité est claire. On en déduit que le calcul du produit de (a-+b.2%) par (c+d.2¥) ne requiert que le calcul des trois
produits ac, bd et (a—b)(c—d). Par conséquent, si k est bien choisit, le calcul du produit de deux grands nombres peut se
faire en connaissant trois produit de nombres de taille moitié : ¢’est I'idée d’un algorithme du type "diviser pour régner”.

REC Karatsuba(n,m)=
p — Eln3liq — E[R3);
ST (p = 0) ALORS (SI (n = 1) ALORS (m —;) SINON (0 —;) FSI;)
SINON (ST (¢ = 0) ALORS (SI (m = 1) ALORS (n —;) SINON (0 —;) FSI;)
SINON (k « max(E[%], E[4]);
a«— Elgr]ic — El3];
be—n-—2Fa;d—n-2Fc
u <« Karatsuba(a, ¢) ;v «+ Karatsuba(b, d) ;w « Karatsuba((a — b), (¢ — d));
u+ (w—u—v).2F +0.2% —)
FSI;)
FSI;;

La complexité de 1'algorithme est plus difficile a trouver. On suppose qu’on a deux entiers de méme taille p. Alors
si on appelle C(p) la complexité pour multiplier ces deux nombres, on a :

C(p) = SC(g) + kp, aveck €R

On pose X (q) = Cg?lq). On a alors :

C(2911) _30(29) + k20+1
39+1 3q+1

X(g+1)= = X(q) + 5(3)"

D’ou :
9
X(@) =rd () <2
=0

J
On en déduit :

In3
In2

CKaratsuba(pap) = C(p) § 2ﬂp

La complexité est donc bien meilleure (cf. "comparaison des résultats”). On retrouve ici un bel exemple de "diviser
pour régner” tres efficace.
Le changement de base de calcul ne change ici absolument rien.

5 Transformée de Fourier rapide

5.1 Rappels sur ’exponentiation rapide
On se donne deux entiers z et n. On veut calculer ™.
ALGORITHME NAIF
La premiere idée qui vient a ’esprit est de multiplier z par lui méme n fois a la suite :
Puissance(x,n)=
res «— 1;
TANTQUE (n > 0) FAIRE (res < res X x;n < n — 1;) FTANTQUE ;

res —;;

La complexité en temps est linéaire en n.



ALGORITHME D’EXPONENTIATION RAPIDE

La méthode repose sur le résultat simple suivant :
Vp € N,z = (2?)P et 2%t = 2.(2®)P
On écrit I'algorithme :

REC PuissanceRapide(z, n)=
s1 (n =0) ALORS (1 —)
SINON (SI (n mod 2 = 0) ALORS (PuissanceRapide(z x z,n/2) —3)
SINON (2 xPuissanceRapide(z x x, (n — 1)/2) —;)
FSI;)
FSI;;

L’algorithme est beaucoup plus rapide puisqu'il est maintenant de ordre de Inn : sin = 28421y +. . . 4+2n1+ng
(avecl € N et ng,...,n_1 €40 l}l)7 on effectue [ + ng + ... + n;_1 multiplications pour le calcul de ", soit dans le

pire des cas 2] = 2E[{22] multiplications.

5.2 Evaluation rapide de polynémes

On va utiliser la méme méthode pour évaluer un polynéme en certains points bien choisis.

gn—1_ gn—1_

Soit P(X) = Z,;_Ol apX*. On pose : Q(Y) =1 _, LagY* et R(Y) = 0 Y agip 1Y, de sorte que :
P(X)=Q(X?) + XR(X?)
On veut évaluer le polynéme P aux points (wqn ) pour i € {1;...;2"}.
Mais on sait que (wpn)~2" =1, donc
Vie {27 415527, (wen))? = ((wan)72)?

Par conséquent, on va juste évaluer Q et R aux points ((wen)")? pour i € {1;...;2"71} et il suffira d’utiliser la
premiere formule pour retrouver les valeurs de P recherchées.

En appliquant récursivement cette méthode, on diminue le temps d’évaluation : si on note Cgyqa(d) le nombre
d’opérations nécessaires pour évaluer un polynéme de degré d en d + 1 points, on a :

Choal(2" — 1) = 2Cppa (2" — 1) + 2711

On pose X(n) = W et on obtient comme d’habitude X (p + 1) = X (p) + 2 d’ott X (p) = 2p.
Cryar(d) = dInd],

Par conséquent,

5.3 Transformation de Fourier rapide

Question 4. En remarquant que sin = Zz;(l) 2Fap 427, alors n = P,(2) avec P, = Zz;é XF*ay +XP, montrer que la
multiplication de deuz entiers peut étre vu comme la multiplication de deuz polynomes suivie d’un report de retenues.

En se rappelant de la méthode d’interpolation de Lagrange, montrer que le produit PQ de deux polynomes P et )
de degré p et q peut étre vu comme le produit de p + q + 1 valeurs prises par ces polynomes.

En utilisant ’évaluation rapide de polynomes €étudiée précédement, trouver une méthode calculant rapidement le
produit de deux entiers.

Que dire de la complexité de ce nouvel algorithme ?

Correction 4.

Prenons un exemple simple : on veut calculer le produit de 13 = 101" par 9 = 101°. On remarque que 12 = P(2)
ot P(X) = X3+ X2+ 1et que9 = Q(2) ot Q(X) = X?+ 1. Par conséquent, 13 x 9 = P(2)Q(2) = PQ(2). Si on
calcule PQ(X) = X% + X5 +2X3 + X2 + 1, et que 'on reporte la retenue PQ(X) = X6 + X% + X* + X2 + 1, on
obtient directement 13 x 9 = T110101~ = 117.

Pour calculer rapidement le produit des deux polynomes, il suffit d’utiliser les polyndémes interpolateurs de La-
grange et donc de connaitre ’évaluation de PQ en 3 +2 4+ 1 = 7 points. Si on utilise la méthode précédente, on aura



rapidement 1’évaluation pour les puissances d’une racine primitive 7-ieme de 'unité des polynémes P et @, et donc en
faisant 3 4+ 2 4+ 1 produits simples, on obtiendra I’évaluation de P() en ces points.

La méthode générale peut donc s’écrire ainsi : pour multiplier n par m,
1. poser P et @ les polyndomes représentant n et m.

2. pour p et ¢ les degrés de P et @, poser k = E[%] + 1 (ainsi, p + ¢ < 2% — 1 et le degré de PQ est plus
petit que 2% — 1),

évaluer P et @ sur les puissances d’une racine primitive 2*-ieme de 1'unité grace a la méthode précédente,
effectuer les multiplications simples P((wqr)®)Q((wqr)?) pour i € {1;...;2%},
poser L le polynéme interpolateur de Lagrange tel que L((wax)?) = P((wqr))Q((war)?),

SN

Effectuer les reports de retenues sur le polynéme L trouvé, et retrouver le produit nm.

La complexité de I'algorithme se situe essentiellement aux points 3, 4 et 5 de la méthode décrite :
— Pannexe montre que le point 3 se fait en Cgyai(p+ ¢+ 1) = (p+ ¢+ 1)In(p + ¢ + 1) opérations,
— le point 4 consiste a faire p + ¢ + 1 multiplications simples,
— on peut montrer que l'interpolation du point 5 se fait aussi en (p 4+ ¢+ 1) In(p + ¢ + 1) opérations.

Au total et en supposant que les deux nombres ont la méme taille (donc que p = ¢), on a a peu pres :

‘C’TFR(p,p) =4pln2p + 2p ~ 4p1np’

On a encore gagner beaucoup grace a cette méthode (cf. "comparaison des résultats”).

6 Comparaison des résultats

On a représenté sur ce graphe les fonctions : z — 22 (en haut), z — 21
progression est nette.

2 (milieu) et & — zIn(z) (en bas). La
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