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1 Les tours de Hanoi

1.1 Description du probléeme

On dispose de trois emplacements, notés P, Py, P3, et de n boites, notées by, bs,...b,, de tailles différentes et
initialement empilées sur le premier emplacement P; par taille croissante.

On veut déménager cette tour de P; a Ps en respectant les régles suivantes :

— on ne peut déplacer que I’élément du haut de la pile,

— on ne peut empiler des boites que par ordre croissant.

Le but du probléme est de trouver le nombre minimum de déplacements nécessaires a ce déménagement.

1.2 Résultats aux petits ordres

On trouve les résultats suivants pour les petits ordres (ces résultats semblent étre minimaux, et nous prouverons
plus tard qu’ils le sont effectivement) :

n 1123|4516
f(n) = nombre minimal de coups pour | 1 | 3 | 7| 15 | 31 | 63
déménager la tour de n boites

Cette étude aux petits ordres nous fait rapidement conjecturer la formule

[f(n)=2f(n—1)+1|

Le but est maintenant de démontrer cette formule de récurrence et d’en déduire la formule explicite de f(n).

1.3 Démonstration et conclusion

Lemme 1
VneN, f(n)=2f(n—1)+1

Démonstration 1 1. Soit un déménagement donné. On considére la position de la plus grosse boite b,, au cours
du déménagement : elle se trouve initialement en Py et finalement en Ps3. Il faut par conséquent I’avoir déplacée
au moins une fois de P, ou Py a Pj.

Pour pouvoir déplacer cette boite, il faut qu’elle soit seule sur son emplacement (elle doit étre en haut et aucune
ne peut étre en dessous) et que P soit vide. Par conséquent, toutes les autres boites doivent étre empilées par
ordre croissant sur l’emplacement restant.

Pour arriver dans cette position, il faut déja avoir fait au moins f(n—1) déplacements. On doit ensuite déplacer
la boite by, puis empiler & nouveau toutes les autres boites en Ps ce qui demande d nouveau au moins f(n — 1)
déplacements.

On fait la somme et on trouve Vn € N, f(n) > 2f(n—1) + 1.

2. D’autre part, le déménagement qui consiste a mettre les n — 1 premieres boites sur Py, a déplacer b,, puis a
rempiler les n—1 premiéres boites sur Ps se fait en 2f(n—1)41 déplacements. DoncVn € N, f(n) < 2f(n—1)+1.

3. On en déduit donc bien l’égalité : ¥n € N, f(n) =2f(n—1)+ 1.



Proposition 1
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Démonstration 2 par récurrence surn :
1. Initialisation : le résultat est clairement vrai au rang 1.

2. Transmission : soit n € N. On suppose le résultat vrai au rang n. On a alors :

fin+1) = 2f(n)+1
= 22" —1)+1
2(n+1)71

2 Partition du cercle

2.1 Description du probleme

Soit C' un cercle. Le probleme consiste & placer n points sur C' et a tracer toutes les cordes correspondantes de
maniere & ce que trois cordes ne soient pas concourantes, puis a compter les parties ainsi séparées sur le cercle.

Exemple 1 pour n =4, on obtient 8 parties :

2.2 Résultats aux petits ordres

On trouve les résultats suivants pour les petits ordres :

n 1121345 |6
g(n) = nombre de parties | 1 | 2 | 4 | 8| 16 | 31
du cercle

Cette fois, bien que les cinq premiers résultats nous poussent  postuler que g(n) = 2"~1, le résultat pour n = 6
nous déroute.
En fait, il va falloir faire une étude plus détaillée pour déterminer la formule.

2.3 Solution du probleme

Lemme 2

1
VneNI+2434 ..t (n—1)+n=3 k=011

k=1

Démonstration 3 1. Méthode 1 : raisonnement par récurrence
- Initialisation : le résultat est clair pour n = 1.
- Transmission : supposons le résultat vrai au rang n. On a alors :
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d’ou le résultat.



2. Méthode 2 : calcul direct On écrit la somme de la maniére suivante :
S=1+ 2 + 3 +...+4(n—-1)+n

S=n+n-1D+n-2)+...+ 2 +1

On fait alors la somme des deux lignes précédentes et on obtient :
2S=n+1)+(n+)+...+(n+1)+(n+1)=n(n+1)

d’ou le résultat.

Lemme 3

1)(2n+ 1) 1
VneNZkQ n(n+1)@2n+ tZk3 L)

Démonstration 4 1. Méthode 1 : raisonnement par récurrence
- Initialisation : le résultat est clair pour n = 1.
- Transmission : supposons le résultat vrai au rang n. On a alors :

E* 4 (n+1)2
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d’ot le résultat pour la somme des k2.
de méme pour la somme des k3.

2. Méthode 2 : calcul direct
On écrit lidentité remarquable :
(k+1)% =k +3k>+ 3k +1

et on somme cette relation pour k variant de 0 an :
n n n n n
Dk+1)? =) K +3) K +3) k+> 1
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0
on simplifie les termes que l’on retrouve a droite et a gauche :

(n+1)3:3ik2+32ﬂ:k+i1
k=0 k=0 k=0

et on remplace ce que l'on connait dans cette égalité :

(n+1)3:3ik2+37”(”2+1) +(n+1)
k=0
3ik2=(n+1)3—3@—(n+1)



Zk,Z _ _<n+1)[<n+1>2_ 3_” _1] _ n(n+1)6(2n+1)
k=0

d’ot le résultat pour la somme des k2.
de méme pour la somme des k3.

Remarque 1 Notons que la méthode 2 permet de prouwver la formule sans la connaitre préalablement.

Proposition 2
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Démonstration 5 L’idée de la démonstration est de compter le nombre de parties que l'on rajoute lorsque l’on ajoute
le kiéme point.

Notons que le nombre de parties que [’on rajoute en ajoutant une corde est égal au nombre de parties que rencontre
cette corde, soit encore au nombre de cordes que rencontre cette corde augmenté de 1.

1l ne reste alors qu’a compter :

g(n) = nb de parties au départ + nb de parties rajoutées
n
= 1+ Z(nb de parties rajoutées lors de l'ajout du kieme point)
k=1
k

3
|
—

I
+

(nb de parties rajoutées lors de 'ajout de la corde reliant le kieme point au lieme point)

Ead
Il
—
T e~
[
-

(nb de points entre | et k dans le sens trigo)(nb de points entre | et k dans le sens rétro)

Il

-
NIE
N

bl
s
—
X e~
[
_

Il
-
N

1+ (-1 (k—1-1)

k=11=1
n k—1
= 1+ > @-k)+1k-1°
k=11=1
- (k—1Dk, (k—1)k(2k-1)
= 1 — — _
D (k=12 = k) + =k : ]
k=1
= 17k K®
=1 24— k4 =
+;[ + + )
_ 1 Hn(n—i—l)7n(n+1)(2n+1)+1n2(n+1)2
B 6 2 6 6 4
TN U VO
24 4 24 4

O

Remarque 2 [l n’est pas nécessaire de calculer la double somme trouvée : en effet, a la quatrieme ligne, g(n) apparait
clairement comme un polynéme de degré 4 et peut donc étre calculé rapidement par un systéme d’équations ou la
méthode de Lagrange.



