1 Logique

1.1 Propositions

Définition 1 Les propositions sont des affirmations dont on peut dire sans ambiguité si elles sont vraies ou fausses.

Exemple 1
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1. 7 est un nombre rationnel” est une proposition (fausse en l'occurence!).

2. 7la nostalgie n’est plus ce qu’elle était” n’est pas une proposition.

1.2 Les connecteurs logiques

Définition 2 Les connecteurs logiques sont des opérations sur les propositions.

Exemple 2

1. les connecteurs V ("ou”), A ("et”), = ("non”) :
Soient P et @ deux propositions,
PV Q est vraie si P est vraie ou QQ est vraie,
P AQ est vraie si P est vraie et QQ est vraie,
=P est vraie si P est fausse.

2. les connecteurs = (“implique”) et < ("équivaut ) :
Soient P et @) deux propositions,
P = @ est vraie si ) est vraie st P est vraie,
P < @ est vraie si P est vraie si et seulement si (Q est vraie.

Remarque 1 Il est plus facile d’expliciter les opérations effectuées par les connecteurs logiques sur des tables de vérité :

P|lQ|PVQ|PANQ|-P|P=Q|PsQ
vl v v v f v v
v | f v f f f f
flw v f v v f
f17 f f v v v

Proposition 1 On a les équivalences suivantes :

(PeQ)e(P=Q)N(Q@=P)

(P= Q)= (=P)VQ)

Démonstration 1 On écrit les tables de vérités des deuz propositions :

PlQ[[-P[P)VQ[P=Q[|P=Q[Q=P | (P=QA(Q=>P) i
v | v f v v v v v v
v | Sl S f f S v f f
flow v v v v f f f
flrf v v v v v v v




1.3 Etude d’un exemple : le théoreme de Pythagore
Théoreme 1 Le théoreme de Pythagore :

1. proposition de Pythagore :
Soit ABC un triangle.
ABC est rectangle en A = AB? + AC? = B(C?

2. réciproque de la proposition :
Soit ABC un triangle.
AB? 4+ AC? = BC? = ABC est rectangle en A

On a donc : ABC est rectangle en A < AB? 4 AC? = BC?

Démonstration 2 On rappelle quelques notions sur le produit scalaire de deux vecteurs :
Soient AB et AC deux vecteurs. On définit leur produit scalaire par :

AB.AC = || AB||.| AC|. cos(AB, AC)
On note les équivalences suivantes :

AB.AC =0 < (|AB| =0)V (J|AC| = 0)V (cos(AB, AC) = 0)
& (AB) L (AC)

On a en outre : AB.AB = ||AB||2 = AB?
On peut alors faire la preuve :
BC? = BC.BC
= (BA+ AC).(BA+ AC)
= BA.BA+ BA.AC + AC.BA + AC.AC
AB? + AC? + 2BA.AC

Donc on a l’équivalence :

AB? + AC? = BC? & BA.AC = 0 & (AB) L (AC) < ABC est rectangle en A

Remarque 2 Signalons une autre méthode pour montrer la proposition de Pythagore :
Soit ABC' un triangle rectangle et x = AB, y = AC et z = BC. On considére un carré de cété r +vy :

Par comparaison des angles sur les triangles isométriques, on montre que la figure du centre est un carré de coté
z. On calcule alors laire du carré par deux méthodes :

(z +y)? = Aire = 2* +4:%y



Remarque 3 On définit les triplets Pythagoriciens comme des triplets d’entiers (a,b,c) qui vérifient la relation de
Pythagore a® + b* = c2.

Il est clair qu’il existe une infinité de triplets Pythagoriciens : il suffit de prendre (3n,4n,5n) avec n € N. On dit
que les triplets de la forme (3n,4n,5n) sont colinéaires au triplet (3,4,5).

1l est alors intéressant de se poser la question de l’existence d’une infinité de triplets Pythagoriciens non colinéairs
deux a deuz.

Euclide fait la preuve suivante :

le carré d’un nombre impair est toujours impair, donc ¥Ym € N, m impair, In € N tel que m? = 2n+1 = (n+1)2—n?,
donc (n+1)? = m? + n?.

Il reste a montrer que les triplets ainsi obtenus sont non colinéaires . Soit donc (m,n,n+1) et (m’,n',n'+1) deuz
triplets Pythagoriciens de cette forme. Si ils sont colinéaires, 3k € N tel que kn’ = n et k(n' + 1) = (n+ 1) ; mais
alors k = 1.

]

1.4 Les raisonnements de base

Proposition 2
(P=Q) < (-P< Q) : contraposée

(-P=Q)AN(-P=-Q)= (P) : absurde
(-P=Q) N (P=Q)=(Q) : tiers exclu

Remarque 4 Ces formules sont bien sir les points de départ de raisonnements mathématiques usuels : les raisonne-
ments par contraposition, par l’absurde et par tiers exclu.

Exemple 3 Soit ABC un triangle de cétés de longueurs respectives AB = 3, AC =4 et BC = 6. Alors ABC n’est
pas rectangle.

Preuve 1 On utiluse la contraposée de la proposition de Pythagore :
AB? + AC? # BC? = ABC n’est pas rectangle en A.
BA?% + BC? # AC? = ABC n’est pas rectangle en B.
CA? + CB? # AB? = ABC n’est pas rectangle en C.
Donc ABC n’est pas rectangle.

O

Exemple 4 Le probléme des trois prisonniers :

Trois prisonniers tres intelligents sont alignés de tel sorte que le premier ne voit aucun des deux autres, le second
ne voit que le premier et le troisiéme voit les deux autres. Le geolier dispose de trois chapeauz noirs et de deux chapeaux
blancs et place un chapeau sur la téte de chaque prisonnier. Il annonce alors que celui des trois qui donnera la couleur
de son chapeau en étant sur de ne pas se tromper pourra sortir. Seul le premier prisonnier sort.

Quelle était la couleur du chapeau du premier prisonnier ?

Réponse : noire.

Preuve 2 Raisonnons par l'absurde : supposons que la couleur du chapeau du premier prisonnier soit blanche. Il y a
alors deuz cas :
- soit le deuxiéme a un chapeau blanc, et alors le troisiéme prisonnier se serait empressé de répondre qu’il avait
un chapeau noir.
- soit le deuxiéeme a un chapeau, mais alors, comme le troisiéme ne répond pas, le deuriéme sait que son chapeau
est noir.
Les deuz cas aménent donc une contradiction, donc le chapeau du premier est noir.

Proposition 3 Le raisonnement par récurrence :

Soit P(n) une proposition qui dépend de n.

Si on parvient a montrer que P(0) est vraie et que (P(n) = P(n+ 1)) pour tout entier n, alors on aura montré
que P(n) est vraie pour tout entier n.



Remarque 5 Il faut penser a une échelle dont on pourrait atteindre la premiére marche et sur laquelle on saurait
passer d’une marche a la suivante. Il est clair qu’on pourra atteindre toutes les marches.

En revanche si la premiére marche est trop haute, ou que l'une des marches est cassée, on ne pourra pas atteindre
toutes les marches.

Exemple 5
n(n+1)

paurtoutentiern,1+2+3+...+(n—1)+n=2k: 5

k=1
Preuve 8 On raisonne par récurrence sur n :
- Initialisation : le résultat est clair pour n = 0.
- Transmission : supposons le résultat vrai au rang n. On a alors :

g +(n+1) wﬁ_(n*_l):n(n%—l);—ﬂn—i—l):(n+1)2(n+2)

WMi

d’ou le résultat.

|
Exemple 6
= D(2n+1
pour tout entier n, 14+4+94 ...+ (n—1)% 4+ n? :ZkQ = nin + )6( n+l)
k=1
Preuve 4 On raisonne par récurrence sur n :
- Initialisation : le résultat est clair pour n = 0.
- Transmission : supposons le résultat vrai au rang n. On a alors :
n+1
S = Y
k=1
+1)(2n+1
— (n )6( ) 4 (TL+ 1)2
_ n(n+1)(2n+1) +6(n +1)?
B 6
_ (n+1)RnE@n+1)+6(n+1)]
6
 (n+1)(2n* + Tn +6)
B 6
_ (n+1)(n+2)(2n+3)
6
a

Remarque 6 cf "Les Tours de Hanoi et la partition du cercle” pour d’autres preuves intéressantes.

1.5 Les quantificateurs

Définition 3 On définit les quantificateurs suivants :
— quantificateur universel : “pour tout x dans A, P(x) est vraie” se note Vo € A, P(x)
- quantificateur existentiel : il existe x dans A tel que P(x) est vraie” se note 3z € A, P(x)
— quantificateur existentiel unique : il existe un unique x dans A tel que P(x) est vraie” se note 3z € A, P(x)

Proposition 4 Négation des quantificateurs :
-(Vz € A, P(x)) & (Fx € A,—-P(x))

—(3z € A, P(x)) & (Vo € A,—P(x))
-3z € A, P(x)) & (Ve € A,~P(x)) V (x; € A, Fzs € A, (11 # 22) A (P(x1)) A (P(x2)))



2 Ensembles

2.1 la notion d’ensemble

Définition 4 On dit d’un objet qu’il est un ensemble si l’on peut dire sans ambiguité quelle est la condition d’appar-
tenance a cet objet.
Si A est un ensemble, x € A signifie x appartient a A, ou encore x est élément de A.

Exemple 7 1. L’ensemble des entiers naturels pairs est un ensemble,

2. Uensemble des "hommes importants” n’est pas un ensemble.

Exemple 8 On connait bien les ensembles de nombres :
— N est l’ensemble des entiers naturels,
— Z est l'ensemble des entiers relatifs,
— Q est I’ensemble des nombres rationnels,
— R est l'ensemble des nombres réels.

Définition 5 Soient A et B deux ensembles. On dit que A est inclus dans B, ou encore que A est une partie de B si
tout élément de A est aussi élément de B :

ACB&eVreAzeB
On dit que A est égal a B si ils ont exactement les mémes éléments :
A=B& (ACB)A(BCA) & Vr,x€c A 2 € B)

Définition 6 Il existe un seul ensemble qui n’a aucun élément. On le note (.

2.2 Ecriture des ensembles
Il y a deux moyens d’écrire les ensembles :
1. En extension : On écrit tous les éléments de 'ensemble A entre { } : A = {x;y; z}.

Exemple 9 - Un singleton est un ensemble n'ayant qu’un seul élément : {x},
- une paire est un ensemble ayant deuzx éléments : {x;y}.

2. En compréhension : On définit I’ensemble A comme étant constitué de tous les éléments d’un autre ensemble B
qui vérifient une propriété P : A = {x € B|P(x)}.
Exemple 10 - [1;3] = {z € R|1 <z < 3},
-0={zeRlz=12+1}.

2.3 Ensemble des parties d’'un ensemble

Définition 7 Soit A un ensemble. Il existe un ensemble constitué de toutes les parties de A.On le note p(A).
Notons que B € p(A) & B C A.

Exemple 11 - p(@) =0,
- oz y}) = {0 {=}; {y} {z; 9}

Proposition 5 Soient A et B deux ensembles. On a A = B & p(A) = p(B).

Démonstration 3 = ) évident.
< ) Montrons la double inclusion :
- ACA=Acp(A)=p(B)= ACB,
- de méme, B C A.



2.4 Produit cartésien

Définition 8 Le couple (x,y) est l'ensemble{{z};{x;y}}.

Remarque 7 Attention a ne pas confondre la paire {x;y} avec le couple (x,y). En fait, si (x,y) et (x',y’) sont deux
couples, on a : (z,y) = (',y) e (z=2") A (y=1v).

Définition 9 Soient A et B deux ensembles. Le produit cartésien de A et B est l’ensemble des couples (x,y) avec
zr€AetyeB:AxB={(z,y)|(x € A)A(y € B)}

Exemple 12 Soit A = {z;y;z}, B ={1;2}

Le produit cartésien de A et B est : A x B ={(z,1); (z,2); (y,1); (v,2); (2,1); (2,2)}.

On remarque que le nombre d’éléments de A x B est le produit du nombre d’éléments de A par celui de B. On peut
aisément généraliser ce résultat a n'importe quels ensembles X et'Y finis.

Exemple 13 Soient A, B,C et D quatre ensembles non vides. Alors Ax B=Cx D& (A=C)AN(B=D)

Preuve 5 montrons que A C C (autre inclusion étant symétrique et 'autre égalité se prouvant de la méme maniére) :
soit x € A.
B#0=3yeB=(z,y) eAxB=CxD=zecC.

2.5 Opérations sur les ensembles
On définit de nombreuses opérations sur les ensembles :
soient A et B deux parties d'un ensemble E ; on définit :
Union : AUB ={z € E|(x € A)V (x € B)},
Intersection : AN B ={x € E|(x € A) A (z € B)},
Différence : A\ B ={z € E|(x € A) A (z ¢ B)},
Différence symétrique : AA B = (A\ B)U(B\ A)
Complémentaire de A dans E: Cg(A) ={x € E|(zx ¢ A)} = E\ A,

AR i

Remarque 8 On peut voir ces opérations sur un dessin :

Al | =gigi=1 =| o

A B AUB ANB A\ B AAB

Exemple 14 Soient A = {1;2;3;4;5;6} et B = {1;3;5;7;9} des sous ensembles de E = {1;2;3;4;5;6;7;8;9}. Alors :
- AUB =1{1;2;3;4;5;6;7;9},
- An B =1{1;3;5},
A\ = {246},
- AA B =1{2;4;6;7;9}
- Cp(A) ={7;8;9},

Exercice 1
AAB=Caug(ANB)=(Cg(A)NB)U(Cg(B)NA)

Cr(AUB) = (Cg(A4)) N (Cr(B))



2.6 Etude d’un exemple : constructibilité

Définition 10 On se place dans le plan R?.

On définit I’ensemble CON'S,, des points constructibles en n étapes par l’induction suivante :

- CONS, = {(07 0); (1, O)};

— Supposons défini les ensembles CON'Sy, pour k < n.
On dit qu’une droite est constructible en n étapes si elle passe par deux points constructibles en strictement moins
de n étapes,
On dit qu’un cercle est constructible en n étapes si son centre est constructible en strictement moins de n étapes
et qu’il passe par un point constructible en strictement moins de n étapes,
On dit qu’un point est constructible en n étapes (donc qu’il est dans CONS,,), si il est l'intersection de deux
droites, ou d’une droite et d’un cercle, ou de deux cercles constructibles en n étapes.

On définit I’ensemble CON'S des points constructibles par :

CONS =CONS,UCONS U... = | | CONS,

neN

On dit qu’un réel z est constructible si (z,0) € CONS.

,< \ 7
Ve \ \ /\ - V4 ~N
RN N AN y ~.
// AN s/ \/ AN /\ d \ \\ Ve ~
- N - / IS |:/’( \ \</ S o
// /&\ / / /ﬁ(\\ \ \ RS \\
i e S~ —— - | T=N——x" So ~
- - / / I \ \ So RN
- Pid / / | \ \ SO
P PR / / I \ \ ~
- / / \ \ S
PR / / ' \ \ ~
7 / / I \ \ S~
// / / | \ \ ~
- / / I \ \ S

Proposition 6 Quelques résultats importants :

1. Equation de droite :
On cherche léquation de la droite A passant par deux points A(x a,ya) et B(xp,yp) distincts (avec par exemple

xA £ xB)
P(z,y) € A & AP et AB sont colinéaires
& INER,AP = \AB

x—xp=A(xp —4)

<~
{y_yA:)\-(yB_yA)
)\7 T—T A
RN { TB—TA
Y—ya=—"2-(yp —ya)
YB — YA Y —Ya
& y=r.——— 4 (ya —x4."——
TB —TA B —TA



Remarque 9 On suppose ici que x4 — xp 7 0 pour pouvoir diviser par ta — . Si ce n'est pas le cas, on ne
peut pas paramétrer y en fonction de x, mais comme A et B sont distincts, x4 —xp = 0= yas —yp # 0 et on
peut donc paramétrer x par y.

. Equation de cercle :
On cherche ’équation du cercle Q de centre A(xa,ya) et de rayon R.

P(z,y) €Q & AP =R& AP? = R?
& APAP=R?
o (x—xA).(x—xA>:R2
Yy—ya Yy—ya
&S (z—2a)’+ (y—ya)’ =R

. Formules trigonométriques :
On rappelle que le cosinus et le sinus d’un angle se lisent sur le cercle trigonométrique.

AN
1

On en déduit immédiatement certaines formules simples (la premiére formule correspond a l'équation du cercle,
les autres reviennent simplement o regarder sur la figure les angles correspondants) :

(sinz)? + (cosz)? =1
cos(—x) = coszx et sin(—x) = —sinx
cos(m —x) = —cosz et sin(mr — ) =sinx
sin(g —x)=cosz et cos(g —x) =sinx

On a d’autre part :

|OP|[|OQ]|. cos(OP,0Q)
OP.0Q

_ cosb cosa
o sinb /' \ sina

= cosa.cosb+sina.sinb

cos(a — b)

Par les formules précédentes, on peut alors en déduire :
cos(a + b) = cosa.cosb — sina.sinb

sin(a + b) = sina. cosb + cos a.sinb



sin(a — b) = sina.cosb — cosa.sinb
En sommant puis en soustrayant les deux premiéres entre elles et les deux suivantes entre elles, on obtient
cos(a — b) + cos(a + b) = 2cosacosb
cos(a — b) — cos(a +b) = 2sinasinb
sin(a — b) + sin(a + b) = 2sinacosb

En remplacant b par a, on obtient :

1+ cos(2a) 2

= 2(cosa)

1 — cos(2a) = 2(sin a)?
sin(2a) = 2sinacosa

Remarque 10 Il n’est pas inutile de connaitre ces formules et de savoir les retrouver.

4. Polygones réguliers :

Bn
On ﬁn
On rappelle juste que l’angle au centre d’un polygone régulier a n cotés est donné par o, = 2777 et qu’un angle
extérieur est donné par 3, = w(3 — 1).
5. Barycentres :
Soit n € N\ {0}.
Soient A1, As, ..., A, n points du plan et ay,as,...,a, n réels tels que ZZ:1 ar # 0. Le barycentre G de

Ay, A, ... Ay, pour les coefficients an, o, . . ., oy, est défini par > 7 ozk.GZXk =0.
On dit que G est l'isobarycentre des points Ay, As,..., A, si G est le barycentre de Ay, As, ..., A, pour les
coefficients 1,1,...,1.

Remarque 11 La définition du barycentre est équivalente a : OG = #
En effet,

zn:ak-G;lk =0 & Zak.(G_O +04A;) =0

k=1 k=1
n n
< Z o, OG = Z apOA,
k=1 k=1

Yol 2221 O‘kO:&k
D he1 Ok

Exemple 15 - CONSy ={(0,0);(1,0)},
- CONSl = {(0, 0), (1, 0), (_]-a 0)7 (270); (%7 @)v (%7 _\/75)}}
- CONSy=...

Exercice 2 Retrouver CONS1 par les équations des cercles.

Nej



Proposition 7 1. Si A et B sont deux points constructibles, alors le milieu du segment [A; B] est constructible.

2. Si A est une droite constructible et P est un point constructible, la droite passant par P et perpendiculaire (resp. :
paralléle) a A est constructible.

3. On en déduit que x € R est constructible < Jy € R, (x,y) € CONS.

Démonstration 4 Constructions trées classiques.

Proposition 8 1. Tout entier relatif est constructible.
2. Tout rationnel est constructible.
3. Six >0 est constructible, \/x est constructible.

Démonstration 5 Notons que l’axe des abscisses est constructible.
1. Montrons par récurrence que ¥n € N\ {0},n — 1 et n sont constructibles.
— 0 et 1 sont constructibles car (0,0) € CON'S et (1,0) € CONS,
— supposons que n—1 et n soient constructibles. Alors on trace le cercle de centre (n,0) et passant par (n—1,0).

Il est constructible et coupe l'aze des abscisses (constructible) en (n+ 1,0). Donc n+ 1 est constructible.
Pour construire un entier négatif, on fait le méme travail dans les négatifs.

(0,05\ (1,0% ff ff (4,1#—\ f

Remarque 12 On voit ici que l’on a besoin de construire n — 1 cercles pour obtenir le point (n,0) par cette

méthode. Elle n’est clairement pas optimale : par exemple, on n’a besoin que de 2 cercles pour construire le point
(4,0) -

En fait sin € N se décompose en base 2 sous la forme n = 2P +2P" oy, 1 +.. . +4as+201 +ap = 2”—|—Z£;z‘) 2%y,
(avec Vk € {0;...;p— 1}, ax € {0;1}) alors on a besoin dep+ap_1+...+ s +ao1 +ap=p+ Zz;é ay, cercles
pour construire n.

2. On utilise le théoréme de Thalés : Si (p,q) € N x (N\ {0}), on reporte p en P et q en Q sur une droite déja

construite passant par 0. On trace ensuite la droite A passant par Q et (1,0), puis la droite A’ passant P et
paralléle a A. A" coupe laze des abscisses (constructible) en g.

10



3. On utilise la construction suivante :

B
b
[ 4 H- [ " g -A
(070)<— 1 a
(a) Méthode 1 : On a l’équation :
a—1 a+1

(P = ()

a+1>27(

2
b=+a
(b) Méthode 2 : les triangles OHB et BH A sont semblables, donc on a égalité des rapports :

a—1

b* = ( 5

P =a

a b 9
Z—I:>a—b

O

On va maintenant s’intéresser a la construction d’un pentagone régulier. Le but est de placer a la regle et au compas
cinq points régulierement espacés sur le cercle de centre O et de rayon 1, c’est-a-dire :

A/
B

o

E

Pour cela, on va construire le réel cos(%”) (car %’T est ’angle au centre d’un pentagone régulier).

11



Proposition 9

COS(E) _ V5l et cos(2—7T) _ V5ol
57 4 57 4

Démonstration 6 1. On calcule la somme de vecteurs :

OA+ OB +0C + 0D + OE

OA + (Cos( )OA—f—sm( 3 )OA’) (cos( )OA—i—sm( 3 )OA/)

+(cos(6—7r)OA + Sin(—)OA’) + (COS(%)OA + sin(?)OA’)

)+ cos(%r) + cos(%))O}l

) + sin(— sm ))OA’

27 4
= (14 cos(— z )—&—cos(gT

2 4 6
+(sin(§) + sin(g) + sin( ;T

2 -
= (1- 2(:05(5) + 2 cos( ;))OA
On peut faire le méme calcul avec le point B et on trouve :
s 27 =
(1 —2cos( 5) + 2cos( 3 ))OA (1- 2cos(g) + 2cos(€))OB
Comme OA et OB ne sont pas colinéaires, on en déduit :

2
1- 2005(%) + 2cos(—7r) =0

5
Remarque 13 O est donc lisobarycentre des points A, B,C, D, E.
2. On a donc :

QCOS(%T) = él(cos(g))2 —-2= QCOS(g) -1

4((:08(%)) — 2cos(5) -1=0

A=4+16=20=(2V5)?

m. 2+2V56 145
cos(—=) = =

) 8 4
Comme cos(E) est positif, on trouve le résultat :

D’autre part,

Par conséquent, on sait construire cos(gﬂ) et il ne reste plus qu’a reconstruire le pentagone.

Exercice 3 Construire le triangle équilatéral et ’hexagone régulier de la méme facon.

Remarque 14 On peut prouver que l’on ne peut pas construire l’heptagone régulier a la régle et au compas, mais
cette preuve fait appel a des notions de théorie des corps que l’on voit en deuxieme année de classe préparatoire.

12



3 Les applications

3.1 Définition

Définition 11 Soient A et B deux ensembles. Une application f de A dans B est un sous ensemble de A x B tel que
Ve € A,y € B, (z,y) € f.
On définit donc ’ensemble des applications de A dans B par :

F(A,B) ={f € p(Ax B)Vx € A,y € B, (x,y) € f}

Remarque 15 Cette définition est une maniére formelle de dire qu’une application f de A dans B associe une et une
seule image y = f(x) dans B a tout élément x de A.

On dit que y est l'tmage de x par f et que x est un antécédent de y.

On note souvent :

f:A — B

r — f(z)

3.2 Propriétés

Définition 12 Soient A et B deux ensembles et f € F(A, B). On dit que :
1. f est injective si V(x, ') € A2 ((f(x) = f(2') = (z = 7)),
2. f est surjective si Yy € B,3x € A, f(z) =y,
3. f est bijective si Yy € B,3x € A, f(x) =y.

Remarque 16 il faut bien comprendre ce que veulent dire ces définitions :
1. f est injective si tout élément de B a au plus un antécédent,
2. f est surjective si tout élément de B a au moins un antécédent,

3. [ est bijective si tout élément de B a exactement un antécédent.
Exercice 4 Comment choisir les ensembles A et B pour que lapplication f : A — B définie par f(z) = 22 soit
injective (resp. : surjective) ?
3.3 Les applications associées

Définition 13 Soient A et B deux ensembles et f € F(A, B). On associe a f deux applications :
1. Image directe :
IDf:p(A) — o(B)
X — {yeBEreX, f(z)=y}
2. Image réciproque :
IRf:p(B) — p(A4)
Y — {ze€A|f(z)e B}
Proposition 10 Soient A et B deux ensembles et f € F(A, B). Alors V(Y1,Ys) € p(B)?
) (Y2)
IRf(YiNY2) = IRf(Y1) NIRf(Y2)
IRf(Y1 AYs) = IRf(Y1) AIRf(Y2)
IRf(Cp(Y1)) = Ca(IRf(Y1))

IRf(Y,UYs) = IRf(Y1) UIRS

Démonstration 7 On ne démontre ici que la premiére assertion, les autres étant laissées en exercice :

T € IRf(Yl UY&) = f(a?) ceYiuY,

(f(z) eM1) V (f(z) € Y2)

(x € IRf(Y1)) V (x € IRf(Y3))
€ IRf(Y1) UIRf(Y2)

t o0
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Remarque 17 Pour limage directe, les formules ne sont pas aussi simples :
Soient A et B deur ensembles et f € F(A, B). Alors ¥V(X1, X3) € p(A)?

IDf(X1UXs) = IDf(X1)UIDf(X2)
IDf(X1NX2) & IDf(X1)NIDf(X2)
Démonstration 8 - Union :

yEIDf(XlLJXg) ElJTEXl UXQ,f(.T):y

(FJz € Xy, f(z) =y) vV (Fz € Xo, f(z) = y)
(y € IDf(X1)) V (y € IDf(X2))
y € IDf(X1)UIDf(X2)

to e

- Intersection :

yelIDf(X1NXs) = JxeXinXy flx)=y
= (yeIDf(X1)) A (y € IDf(X2))

En revanche, l'autre inclusion est fausse.
Contre-ezemple : posons A = {1;2;3}, B = {z;y} et f définie par : f(1) = f(2) = =z, f(3) = y. Posons ensuite
X1 ={1;3} et Xo ={2;3}. Alors,

IDf(X1NX2) =IDf({3}) = {y} # {z;y} = {z;y} N {z;y} = IDf(X1) NIDf(X2)

|
Proposition 11 Soient A et B deux ensembles et f € F(A, B). Alors VX € p(A),VY € p(B)
Y DOIDf(IRf(Y))
X CIRf(IDf(X))
Démonstration 9 -y €IDf(IRf(Y))=3Ix € IRf(Y), f(x)=y=yeY
-zeX = f(x)eIDf(X)=x2€IRf(IDf(X))
- En revanche, lautre inclusion est fausse dans les deuz cas.
Contre-exemple sur un dessin :
mfRf(IDf(X))
A \ o X o q /
- /
B . 4 } b .
Df(IRf(Y)
O

Proposition 12 on a les équivalences suivantes :
[ injective & VX € p(A),IRf(IDf(X)) =X

f surjective VY € o(B),IDf(IRf(Y))=Y

14



Démonstration 10 On ne prouve ici que la premiere équivalence, la seconde étant laissée en exercice.
< On considére le singleton {x} = IRf(IDf({x})).
Soit ' € A tel quef(x) = f(z'). Alors f(2') € IDf({x}), donc &' € IRf(IDf({z}) = {z}, donc 2’ = z.
Donc f est bien injective.
= Soit X € p(A). On a déja vu que X C IRf(IDf(X)). Il ne reste donc qu’a prouver lautre inclusion.
Soit © € IRf(IDf(X)). Alors f(z) € IDf(X), donc 3z’ € Xtel quef(x) = f(a'). Mais comme f est injective,
r=1 € X.

O

3.4 Composition des applications

Définition 14 Soient A, B et C trois ensembles. Soient f € F(A,B) et g € F(B,C).
On définit go f € F(A,C), appelée composée de f par g par : Vx € A,go f(zx) = g(f(x)).

Proposition 13 Soient A, B et C trois ensembles. Soient f € F(A,B) et g € F(B,C).
On a les implications suivantes :
f et g injectives = g o f injective
f et g surjectives = go f surjective
go f injective = f injective

go f surjective = g surjective

Démonstration 11 1. Soit (v1,22) € A? tel que go f(z1) = go f(z2),

(g injective) A (g o f(x1) = go f(x2)) = f(z1) = f(x2)
(f injective) A (f(x1) = f(x2)) = 1 = 22, donc go f est injective.

2. Soit z € C,
g surjective = Jy € B, g(y) = z
f surjective = Jx € A, f(z) =y
Donc 3x € A,go f(x) =z, donc go f est surjective.

3. Soit (w1,x2) € A? tel que f(x1) = f(x2), alors go f(x1) = go f(x2) et comme go f est injective, x1 = 3, donc
f est injective.

4. Soit z € C'; comme go f est surjective, Jx € A, go f(x) = z. Pour cet x, f(x) € B et g(f(z)) = z, donc g est
surjective.

O

Remarque 18 Notons que g o f peut étre injective sans que g ne le soit :
Contre-exzemple : soient A = {z},B ={y;z} et C ={t}; f € F(A, B) définie par f(z) =y et g € F(B,C) définie
par g(y) =t et g(z) =t. Alors g o f est injective et g ne l’est pas.

3.5 Application réciproque

Définition 15 Soit A un ensemble.
L’application identité est lapplication Ida € F(A, A) définie par : Vx € A, Ida(z) = x.

Définition 16 Soient A et B deuz ensembles et f € F(A, B) bijective. Il existe une unique application de F (B, A),
notée f~1 et appelée inverse de f, qui vérifie : fof ' =1Idg et f Lo f=1da.
Bien entendu, f~1 est aussi bijective et (f~1)~! = f.

Remarque 19 L’application f~! associe & chaque élément y de B son unique antécédent par f. Il faut donc voir
Vaction de f~! comme laction inverse de celle de f.

Proposition 14 Soient A, B et C trois ensembles. Soient f € F(A, B) et g € F(B,C) deux applications bijectives.
Alors go f est bijective et son inverse est : (go f)™t = f~log™t.

Démonstration 12 [l est clair que tout z dans C a un unique antécédent par go f : c’est l'unique antécédent par f
de lunique antécédent de z par g.

De plus, (go f)o(frog ) =gofofltogt=go(foft)ogt=gogt=1Idcet(ftog ) o(gof)=1Ida.
0
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3.6 Restriction et prolongement d’une application

Soient A et B deux ensembles et f: A — B.
Il s’agit ici de modifier I’ensemble de départ A de 'application f.

Définition 17 Si E est une partie de A, on note f|p Uapplication de E dans B définie par Vo € E, fip(x) = f(x).
Cette application s’appelle restriction de f a E.
Si A est une partie de E', une application ¢ de E' dans B telle que ¢4 = f sera appelée prolongement de f a E'.

Proposition 15 Soient A et B deux ensembles et f: A — B.
f injective = toute restriction de f est injective,
f surjective = tout prolongement de f est surjectif.

Démonstration 13 On ne démontre que la premiére assertion, 'autre étant laissée en exercice. Soient x1,x9 € E
tels que fip(x1) = fip(x2). Alors f(x1) = f(x2), donc par injectivité de f, x1 = x2. Donc fip est injective.

O

3.7 Etude d’un exemple : la partie entiere
Définition 18 On définit l'application partie entiere par :

E:R — Z
x +—— Elz] ol Elx] est le seul entier relatif tel que Elx] < z < Elz] +1

Remarque 20 E[z] est aussi le seul entier relatif tel que x — 1 < Elx] < x.

Exemple 16 1. Vp € Z,Vx € R, E[x + p] = E[z] + p.
2. Vr € Z,E|—x] = —E|[z],
Ve € R\ Z,E[—z] = —E[x] — 1.
3. ete...

Preuve 6 1. Il suffit d’écrire que : E[z] <x < E[z]+ 1= Ez]+p<axz+p< E[z]+p+1let E[z] +peZ=
Elx +p| = Elz] + p.
2. siz € Z,E[x] =z et E[—z] = —x = E[—z] = —E|[z],
sinon, E[r] < v < Efz]+1 = —FElz]-1< —x < —E[z] = —E[z] -1+1et —FE[z]-1 € Z = E[-z] = —F[z]—1.

]
Exemple 17 1. Vn € N\ {0},Vx € R, E[nz] — n < nE[z] < E[nz],
2. ¥n € N\ {0},Vz € R,E[%E[nx]] = FElx].
Preuwve 7 1. Il suffit d’écrire que : © — 1 < E[z] < x = nx —n < nEz] < nz.
mais Enx] < nz, donc Elnz] —n < nx —n < nE[z],
et nEx] € Z et nE[z] < nx = nEx] < E[nz].
d’ou le résultat.
2. par conséquent, E[z] — 1 < Elz] < 2 E[na], donc E[+E[na]] = E[x].
]

Exercice 5 Le but de l’exercice est de montrer que

n—1

k
VneN,Vo € R, > Elz+ ~] = Blna]
k=0
On définit la fonction f par :
ffR — N
n—1
z+k
0 — Sprty



montrer que Vx € R, f(z +1) = f(z) + 1.

En déduire que Vp € N,Vz € R, f(z +p) = f(z) + p.
Montrer que Vx € [0;1], f(z) = 0.

En déduire que E = f.

Conclure.

Gt o v =

Définition 19 On définit la fonction partie fractionnaire par :

F:R — [0;1]

x +— x— FElz]

Exemple 18 1. Vp € Z,Vx € R, F[z + p| = Flx]

2. Six € Z,Flx]+ F|—x] =0,
sinon Flz] + F[—z] = 1.

Preuve 8 1. Flz+p|=x+p—E[z+p|=x+p— (Elz]+p) =z — Ez] = Flz]
2. Sixe€Z,Flx] = F[-z] =0,
sinon Flz] + F|—z]| =2 — E[z] —x — E[—z] = —E[z] — (—E[z] - 1) = L.

Exercice 6 Montrer que

q—1
k.p q—1
V(p.q) € (N\ {0})%, pged(p,q) =1, F[T] =5
k=1
Définition 20 Soit A C R une partie de R.
On dit que A est une partie dense de R si : Ve > 0,V € R,Ja € A tel que |z — al < e.
On dit que A est une partie discréte de R si : Ve € R;3e >0 tel que Vy eR, |z —y| <e= (z=y)V (z ¢ A).

Proposition 16 - Q et R\ Q sont denses dans R.
— 7 est discret.

Démonstration 14 Soit x € R et ¢ > 0.
Soit n € N tel que % < e.
On pose y; = E[;”C] et ys = Elnav2]

nv2

On vérifie que y1 € Q, y2 ER\Q et |z —y1| <€, |z —y1] <e.

17



4 Relation binaire sur un ensemble

4.1 Définition et propriétés

Définition 21 Une relation binaire sur un ensemble A est un sous-ensemble R C A x A.

Remarque 21 On note souvent xRy pour (x,y) € R.
Une relation binaire sur un ensemble doit bien stur étre vue comme une relation entre les éléments de cet ensemble.

Exemple 19 On définit la relation binaire sur N par : <= {(n,m) € N?|(n = m) VvV (Ip € N\ {0}, succ?(n) = m)}
(ot succ(n) =n+1) et on note n < m pour (n,m) €<.

Définition 22 Soit A un ensemble et R une relation binaire sur A. On dit que R est :
— réflerive si Vo € A, xRx,
— symétrique si V(x,y) € A%, xRy = yRuz,
— antisymétrique si V(x,y) € A%, (zRy) A (yRx) = = =y,
~ transitive si V(x,y, z) € A3, (xRy) A (yRz) = xRz,

4.2 Relation d’ordre

Définition 23 Soit A un ensemble et R une relation binaire sur A. On dit que R est une relation d’ordre si R est
réflexive, antisymétrique et transitive.
On dit que l’ordre R est total si on a de plus : ¥(z,y) € A%, (xRy) V (yRx).

Exemple 20 La relation < définie par ¥(n,m) € N>n < m & (n = m)V (Ip € N\ {0}, succ’(n) = m) (ou
suce(n) =n+ 1) est une relation d’ordre sur N.

En effet, elle est clairement réflezive, antisymétrique (V(m,n) € N2 (m <n) A (n <m) = (m =n)) et transitive
(V(m,n,p) € N3 (m <n) A (n <p)= (Fa € N, succ?(m) = n) A (Ib € N, succb(n) = p) = (succ®™(m) =p) = (m <

p))-

Définition 24 Si R est une relation d’ordre sur un ensemble A et A’ est un sous-ensemble de A, on définit les notions

de :

— majorant (resp. : minorant) : m € A est un majorant (resp. : minorant) de A’ dans A siVx € A',xRm (resp. :
mRz),

— plus grand élément (resp. : plus petit élément) : n € A’ est le plus grand élément (resp. : plus petit élément) de
A sivx € A" xRn (resp. : nRzx),

— borne supérieure (resp. : borne inférieure) : b € A est la borne supérieure (resp. : borne inférieure) de A’ si b est
un majorant (resp. : un minorant) de A’ et Ym € A,m majorant (resp. : minorant) de A’ = bRm (resp. :
mRb).

Remarque 22 — Le plus grand élément de A est un majorant de A dans A.

La borne supérieure est le plus petit des majorants.

— Pour certains ensembles, il n’y a pas de majorant, de plus grand élément ou de borne supérieure :
contre-exemple : N n’a pas de majorant, de plus grand élément ni de borne supérieure dans N.

~ En général, il existe plusieurs majorants. En revanche le plus grand élément et la borne supérieure (s’ils existent)
sont uniques.
preuve : antisymétrie de la relation d’ordre R.

Exemple 21 1. A = N A" = {4,5,7,9,11,15}, R =<. On a alors par exemple 19 majorant de A’, max(A’) =
sup(A’) = 15.

2. A=Q,B=R,A" = {x € Alz? < 2}, R =<. Tout rationnel (resp. : réel) plus grand que /2 est majorant de A’
dans A= Q (resp. : B=R). A’ n’a pas de plus grand élément. A’ n’a pas de borne supérieure dans A = Q mais
V2 est la borne supérieure de A" dans B = R.

4.3 Relation d’équivalence

Définition 25 Soit A un ensemble et R une relation binaire sur A. On dit que R est une relation d’équivalence si R
est réflexive, symétrique et transitive.
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Exemple 22 Soit n € N.

La relation =p,) définie par ¥(p,q) € N2, p =y ¢ & Ik € Z,p—q = kn est une relation d’équivalence sur N, appelée
relation de congruence modulo n.

En effet, elle est clairement réflezive(prendre k = 0), symétrique (¥(p,q) € N?, (p =, q) = 3k € Z,p—q = kn) =
(q—p = (=k)n) et transitive (V(p,q,7) € N*, (p =) )N (q=pyr) = Gk € Z,p—q=kn) AN (3K’ € Z,q—r =k'n) =
(p—r=(+k)n) = (p=pr)

Définition 26 Soit A un ensemble et R une relation d’équivalence sur A. Pour x € A, on appelle classe d’équivalence
de x pour R lensemble : clg(xz) = {y € AlxzRy}.

Proposition 17 Soit A un ensemble et R une relation d’équivalence sur A. Alors ¥(z,y) € A2,
xRy < clr(z) = cr(y)

—(zRy) < clr(z) Nclr(y) =0

Ainsi, les classes d’équivalence pour R forment une partition de A, c’est-a-dire : V(x,y) € A2, (clr(x) = clr(y)) V
(clr(z) Nclr(y) = 0).

Démonstration 15 - st xRy, alors z € cr(y) = yRz = xRz (par transitivité) = z € clr(x) donc clg(y) C
clr(z). Par symétrie, on a aussi yRx donc clr(x) C clr(y), donc clr(y) = clr(x).
Réciproquement, si clr(y) = clr(x), x € clr(x) (par réflexivité), donc = € clr(y), donc zRy.
- st cr(z) Nelgr(y) # 0, soit z € clg(xz) Nclr(y). Alors (xRz) A (yRz), donc par symétrie et transitivité, xRy.
Donc par contraposée, ~(xRy) = clg(xz) Nclr(y) = 0.
Réciproquement, si xRy, x € clr(z) Nclg(y), donc clr(z) Nclr(y) # 0. D’ou le résultat par contraposée.
- V(x,y) € A2, soit xRy, et alors clr(x) = clr(y), soit =(zRy), et alors clr(x) Nclr(y) = 0.

O

Définition 27 Soit A un ensemble et R une relation d’équivalence sur A. L’ensemble des classes d’équivalence pour
R est appelé ensemble quotient de A par R et est noté : A/R = {clg(x)|z € A}.

Exemple 23 L’ensemble quotient de N par =, est : N/ == {cl=,,,(0);cl=,, (1);...;cl=,, (n=1)} = {{0;n; 2n; 3n;. . . }; {1;n+
L2n+1;...} .. ;{n—12n—1;3n—1;...}}.

5 Loi de composition interne sur un ensemble

5.1 Définitions

Définition 28 Soit A un ensemble.
Une loi de composition interne sur A est une application de A% dans A.
Si elle est notée x, l’image de (x,y) sera notée x xy plutot que x(z,y).

Définition 29 Soit A un ensemble et x une loi de composition interne sur A.

1. On dit que x est :
~ associative si V(z,y,z) € A3, (x*y) xz =z * (y* 2),
— commutative si V(x,y) € A%,z xy =1y *x.

2. On dit que A posséde un élément neutre pour * si de € A tel que Vo € Ajzxe =exx = x.

3. Siun tel élément existe, on dit qu’un élément x de A est symétrisable dans A si 3x’ € A tel que vz’ = 2'xx = €.
z' est appelé symétrique de T pour *.

4. On dit qu'un élément x de A est régulier a gauche (resp. : a droite) sur A siV(y,z) € A2, xxy=axx2=y=
z (resp. : yxx=zxxr=y=2)
Proposition 18 Soit A un ensemble et x une loi de composition interne sur A.
1. Si il existe un élément neutre, alors il est unique,

2. Si il existe un élément neutre et que x est associative, alors pour tout x dans A, si il existe un symétrique de x,
alors il est unique.

3. Six est commutative, les éléments réguliers a gauche sont exactement les éléments réguliers a droite.
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Exemple 24 Dans N, muni de la loi x, 0 n’est pas régulier car x.0 = y.0 & = = y.

Démonstration 16 1. Soient deux éléments neutres e, e’ pour x dans A. Alors e = exe’ =¢€’'. D’ou l'unicité.
2. Soient 2!, b, deux symétriques de x pour x. Alors ) = x| xe = )i xx xxh = e %z}, = .

3. Si la loi est commutative, txy =y+x = z*xx = T+ 2. D’ou le résultat.

5.2 Etude d’un exemple : sous-groupes de R

Définition 30 Soit A un ensemble muni d’une loi de composition interne x.
On dit que (A,x) est un groupe si :

1. % est associative sur A ,
2. A posséde un élément neutre pour *,

3. tout élément de A est symétrisable pour x.

On dit que (A,*) est un groupe commutatif (ou abélien) si de plus x est commutative sur A.

Définition 31 Soit (A,x) un groupe.
On dit que ensemble (B, *) est un sous-groupe de (A,x) si B C A et (B,*) est un groupe.

Proposition 19 Soit (A,*) un groupe (ot le neutre est noté e et linverse de x est noté x=1) et B C A.
e€B
Alors (B, x) sous-groupe de (A, %) < { VY(z,y) € BZ,xxy € B
Vee B,a"1eB

Exemple 25 — (R, +) est un groupe (+ est Uaddition usuelle sur R).
- (Z,+) est un sous groupe de (R, +).

Proposition 20 Soit (G,+) un sous groupe de (R, +).
Alors G est dense ou G = aZZ = {a.z|z € Z} avec a € R.

Les sous-groupes de (R, +) sont donc soit denses, soit discrets.

Démonstration 17 Si G = {0}, pas de probléme, G est discret.
Sinon, 3z € G\ {0}. Siz <0,—z >0 et —z € G car (G,+) est un groupe.
Donc GNRT # 0 = soit § = inf(GNRT)

1. Lemme 1 Sié§ #0, G = 7.

Preuve 9 — Supposons que § ¢ G. Alors I(z,y) € GNRT,z —§ < dety—9d<xz—95. Alors0 <z —y <
b et x—y € G ce qui contredit la définition de 6. Donc § € G.

— Par conséquent, puisque (G,+) est un groupe, 2 C G

— Supposons que G ¢ 0Z, alors 3x € G\ 0Z. Alors 3z € Z tel que 2.6 < x < (z+ 1).0 (notons que z = [§]).
Mais alors z.6 € G et x € G=x — 2.0 € G ce qui est absurde car 0 < x — 2.0 < 6.

2. Lemme 2 Si§ =0, alors G est dense.

Preuve 10 Soit x € R et € > 0. Il faut trouver y € G tel que |z — y| < e.
§ =0, donc Fy' € GNRT ¢ <e.
Alors o7 < [F] <7+ 1, doncx <y'[5]<ax+y <az+eety[] €G car (G, +) est un groupe.

y'[;7] convient.

20



6 Les ensembles finis

6.1 La notion d’ensemble fini

Définition 32 Un ensemble A est fini si il existe n € N tel que A soit en bijection avec {1;2;...;n}.
Si cet entier existe, il est unique. On dit que le cardinal de A est n, noté : n = card(A) = #(A).

Remarque 23 Bien sir, ce cardinal est le nombre d’éléments dans ’ensemble A. Les entiers 1,2,...,n permettent
de compter les éléments de A.

Proposition 21 - Si A est une partie d’un ensemble B fini, alors A est fini et card(A) < card(B).
- Si A et B sont deux ensembles finis et [ est une application de A dans B, alors

f injective = card(A) < card(B)

f surjective = card(A) > card(B)
f bijective = card(A) = card(B)

6.2 Calcul du cardinal de certains ensembles

Proposition 22 Si A et B sont deuzr ensembles finis,
1. AN B et AU B sont finis et card(AN B) 4 card(A U B) = card(A) + card(B).
2. A x B est fini et card(A x B) = card(A).card(B).

Démonstration 18 Il suffit de faire un dessin.

O

Proposition 23 (théoréme des bergers)
Si A et B sont deur ensembles, avec B fini, et f est une application de A dans B telle qu’il existe p € N tel que
Yy € B,card(IRf({y})) = p, alors A est également fini et card(A) = p.card(B).

6.3 Les cardinaux connus

Proposition 24 Si E et F sont deur ensembles de cardinaux respectifs p et n,
1. card(p(E))) = 2P
2. card(F(E,F)) =nP

0
3. card({f € F(E,F)|f injective}) = { SZ n ;7];0”
l
o 0 sin#p
4. card({f € F(E,F)|f bijective}) = sinon
5. card({F C E|card(F) =p}) = p!(n*p)!
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