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CONVERGENCES DE SUITES DE FONCTIONS

1 Convergence simple, convergence uniforme

Exercice. [Différentes convergences]

Soit (fn)nen- la suite de fonctions de R* dans R définie par f,(z) = 1.

1. Montrer que Y f,, converge simplement sur R* vers une fonction continue, mais que la
convergence n’est pas uniforme.

2. Montrer que Y (—1)"f, converge uniformément sur R* mais que la convergence n’est
pas normale.

Exercice. [Convergence uniforme et composée]

Soit ( fn)nen une suite de fonctions de E dans F' convergeant simplement (resp. uniformé-
ment) vers une fonction f et g une fonction de F' dans G.

1. La suite (g o f,,)nen converge-t-elle simplement (resp. uniformément) vers go f?

2. Donner une condition suffisante simple sur la fonction g pour que ce soit le cas.

Exercice. [Théoremes de Dini]

Soit (f)nen une suite de fonctions réelles continues sur un segment [a, b] de R qui converge
simplement vers une fonction f continue sur [a, b]. Montrer que la convergence est uniforme
si on suppose

(i) que la suite de fonctions est croissante,

(ii) que les fonctions sont croissantes.

Exercice. [Suite de fonctions lipschitziennes sur un compact]

Soit K" un compact d’un espace vectoriel normé, a € R et (f,,)nen une suite de fonctions
a-lipschitziennes de K dans R convergeant simplement vers une fonction f. Montrer que la
convergence est uniforme.

Exercice. [Suite de fonctions convexes]
Soit (f,)nen une suite de fonctions convexes sur le segment [a, b] qui converge simplement
vers f. Montrer que la convergence est uniforme sur tout compact de |a, b[.

Exercice. [Théoreme d’Ascoli]
Soit (f)nen une suite d’applications continues de R dans R et A une partie de R.
1. On suppose que

Vo e A,3M, e R,Vn e N, |f,(2)] < M,.

Montrer que si A est fini ou dénombrable, il existe une sous-suite de (f,)nen qui converge
simplement sur A.
2. On suppose que la suite (f,,)nen est équicontinue, ie.

Vee RVz e R,In e R,Vn e NNVy e R |z —y| <n=|fulz) — fuly)| <e.

Montrer qu’il existe une sous-suite de (f,)nen qui converge simplement sur R et que la
convergence est uniforme sur tout compact.
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3. Montrer réciproquement que si la suite (f,,)nen converge uniformément sur tout com-
pact, elle est uniformément bornée sur tout compact et équicontinue.

Exercice. [Critere de convergence uniforme]

Soit (f,)nen une suite de fonctions continues de [0, 1] dans R convergeant simplement vers
une fonction f et telle que pour toute suite (z,)nen € [0, 1]N convergente vers z, la suite
(fn(xn))nen converge vers f(x).

1. Montrer que f est continue.

2. En déduire la convergence uniforme de (f,)nen vers f.

2 Densité des polynémes

Exercice. [Polynomes de Bernstein]
1. Soit B, € R[X] le polynoéme de Bernstein défini par

n

Box(X) = <k> Xk — X)) F,

Montrer que
n

> (k—nX)’Buy =nX(1-X).

k=0
> a}.

2. Pour n € N, z € [0,1] et a €]0, 1, on pose

k
Ao = {ke {0,...n} | ‘E—x

Montrer que

S Buxle) < —

~ 4na?’
k‘eAn,x,a

3. Soit f une fonction continue sur [0, 1] & valeur dans R. On définit

Pf) = ,; r(%) B

Montrer que la suite (P, (f))nen converge uniformément vers f sur [0, 1].
4. En déduire que R[X] est dense dans C([0,1],R) pour la topologie de la convergence
uniforme (Théoreme d’approximation par des polynomes de Weierstrass).

Exercice. [Polynomes a coefficients entiers]

Soit I un segment contenu dans |0, 1[.

1. Soit ® I'application définie sur R par ®(x) = 2z(1—x). Montrer que la suite de fonction
(P)nen (o1 @, = P o...o0d) converge uniformément vers la fonction constante a 1/2.

2. En déduire que Z[X] est dense dans C'(I,R) pour la topologie de la convergence uni-
forme.
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