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DERIVABILITE DE FONCTIONS D’UNE VARIABLE REELLE

1 Liens entre les propriétés de f et de f’

Exercice. [Fonctions continues nulle part dérivables]
1. Soit A la fonction 1-périodique paire définie sur [0, 3] par A(z) = |z|. Montrer que la
fonction f : R — R définie par

neN

est continue et nulle par dérivable sur R.
2. Soit C 'ensemble des fonctions continues de [0, 1] dans R. Pour tout &, A > 0, on pose
Ua={f€C|Vee[0,1,3yc0,1] Jy—a|<cet 'W

— > A}

Montrer que U, 4 est un ouvert (on montrera que le complémentaire est fermé) dense (pour
f € Cetd >0, on considerera la fonction z — f(z) + dsin(Nzx) avec N bien choisi). En
considérant (U1 ,)nen, montrer que 'ensemble des fonctions continues nulle part dérivables
sont denses dans ’ensemble des fonctions continues de [0, 1] dans R.

Exercice. [Propriétés de parité et de périodicité]

Soit f : R — R dérivable.

1. Que peut-on dire de f’ si on sait que f est paire ? impaire ? périodique ?

2. Que peut-on dire de f si on sait que f’ est paire? impaire ? périodique ?

3. Montrer que si f" est T-périodique et f(T') # f(0), alors f n’a pas de période (on
étudiera f(nT') pour n € N).

Exercice. [Limites en +o0]
Soit f : R — R une fonction dérivable.
1. On suppose que f admet une limite en +00. Que peut-on dire de lim, ., f'(z)?
2. On suppose que f' admet une limite en +00. Que peut-on dire de lim, ., f(x)?
3. On suppose que f" admet une limite [ en 400 et que f est bornée. Montrer que [ = 0.

Exercice. [Limite de @]

Soit f : R — R dérivable telle que lim, .., f'(z) = [. Montrer que lim,_., @ =1.
Chercher un contrexemple pour la réciproque.

Exercice. [f(0) = 0 et lim, . f(z) = 0]
Soit f : R* — R une fonction de classe C* telle que f(0) = 0 et lim, .~ f(z) = 0. Montrer
qu’il existe une suite (z,,)nen € (RT)Y strictement croissante telle que ¥n € N, f(x,,) = 0.
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2 Propriétés d’une fonction dérivée

Exercice. [Ensemble des points de continuité d’une dérivée]
1. On veut montrer que I'’ensemble des points de continuité d’une fonction dérivée est
dense.

(i) Soit (f)nen une suite de fonctions continues qui converge simplement vers une fonction
f. Pour tout € > 0 et tout n € N, on pose

Fop={x €R[V¥m >n,|fulx) = fu(2)| <c}, Q=] Fn et Q=[]0

neN neN

Montrer que pour tout € > 0, {2. est un ouvert dense. En déduire que €2 est dense.
Montrer enfin que §2 est contenu dans I’ensemble des points de continuité de f.

(ii) Montrer que ’ensemble des points de continuité d’une fonction dérivée est dense.

2. On veut maintenant montrer qu’il existe des fonctions dérivées dont I’ensemble des
points de discontinuité est dense.

(i) Montrer qu’il existe une fonction v dérivable sur [—1, 1] dont la dérivée est continue et
bornée sur [—1,1] \ {0} et discontinue en 0.

(il) Soit ¢ : N — QU [0, 1] une bijection. On définit pour n € N et z € [0,1] :

U(z — ¢(n))
Montrer que > W! converge uniformément sur [0, 1] et qu’il existe xy € [0,1] tel que
U,,(xg) converge. Ainsi (admis provisoirement), > ¥, converge uniformément sur [0, 1]
vers une fonction dont la dérivée est Y W/ .

(iii) Montrer que cette dérivée est continue en tout point irrationnel et discontinue en tout
point rationnel.

Exercice. [Théoreme de Darboux]

Soit f : R — R dérivable. On va montrer dans cet exercice que 'image d’un intervalle par
la dérivée de f est un intervalle. On propose trois méthodes pour montrer ce résultat.

1. Preuve topologique : Soit I un intervalle ouvert non vide de R et

r—Yy
Montrer que G est connexe et que G C f'(I) C G. Conclure.
2. Pentes : Soit [a,b] un intervalle de R et y € (f(a), f’(b)). On définit deux fonctions
p, I — R par

f@)—f(a) : fO)—f(=) : b
o) ={ e BP0 e g ={ et S
f'(a) siz=a 1'(b) siz=1»b

Montrer que y € ¢([a,b]) Ut([a,b]) et en déduire I'existence d'un ¢ € [a, b] tel que y = f(c).

3. Existence d’un mazimum : Soit [a,b] un intervalle de R et g : I — R telle que ¢'(a) > 0
et ¢’'(b) < 0. Montrer qu’il existe ¢ € [a,b] tel que f’(¢) = 0. Conclure en posant g(x) =
yr — f(x).
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3 Autres exercices

Exercice. [Une caractérisation des polynomes]
Soit ¢ : R — R une fonction de classe C'*° telle que

Vr € R,3n €N, ¢™(z)=0.

On va montrer que ¢ est un polynéme sur R. On pose, pour tout n € N, F,, = {x € R | ¢(®) =
0}, Q=U,cn Fn et F=R~ Q.

1. Soit (z);en une suite de points distincts de R tendant vers x € R lorsque [ tend vers
oo telle que 3n € N,VI € N, ¢ (x;) = 0. Montrer que ¥Ym > n, ¢ (x) = 0.

2. Montrer que ¢ est polynomiale sur toute composante connexe de (2.

3. Montrer que F' n’a pas de point isolé.

4. Montrer que F = () et conclure.

Exercice. [> (2)2]

Soit f,(z) = 2™(1 —z)"™. En calculant la dérivée nieme de cette fonction, calculer (2)2

Exercice. [Limite d’une somme]
Soit f : R — R une fonction dérivable en 0 et nulle en 0. Soit [ € N. Pour tout n € N, on

pose
nl .
1

Montrer que la suite (Sy,)nen converge et calculer sa limite.
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