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Introduction générale

L’élaboration d’une technique efficace de multiplication est un probléme central
en théorie de la complexité algébrique. Dans ce cadre s’insérent, par exemple, les
problémes de la détermination de la complexité du produit de deux polyndémes ou de
deux matrices carrées, qui ont été largement étudiés. Un autre cas naturel a considérer
est celui de la complexité de la multiplication dans les corps finis, qui est notamment
au cceur des protocoles cryptographiques : le chiffrement et le déchiffrement reposent
sur Defficacité de la multiplication, qui a donc un impact direct sur la sécurité d’un
protocole. C’est pourquoi, dans les 30 derniéres années, un intérét considérable a été
porté au probléme de la détermination de cette complexité.

Considérons [y le corps fini a g éléments, ol ¢ est une puissance d’un nombre
premier et soit Fg» une extension de degré n de F,. Cette extension peut étre obte-
nue comme quotient de 'anneau de polynémes F,[X] par un idéal engendré par un
polynéme irréductible sur F, ; ainsi, la complexité du produit de deux polynémes de
degré inférieur ou égal a n a coefficients dans F, permet de donner une estimation
de la complexité de la multiplication dans Fy». Dans cette theése, on s’intéresse plus
précisément & la complexité dite bilinéaire de la multiplication dans les extensions
finies de IF,.

On appelle complexité de la multiplication dans [Fy» sur F, le nombre d’opérations
élémentaires dans [F, nécessaires pour calculer le produit de deux éléments de Fgn.
Ces opérations peuvent étre de différents types :

e addition,

e multiplication scalaire, c’est-a-dire multiplication par une constante ne dépen-

dant pas des éléments de Fy» dont on effectue le produit,

e multiplication non-scalaire ou bilinéaire, c¢’est-a-dire multiplication de deux élé-
ments de F, dépendant directement des éléments de Fyn dont on effectue le
produit.

Le nombre de multiplications bilinéaires nécessaires pour effectuer le produit de deux
éléments quelconques de Fy» est appelé complexité bilinéaire de la multiplication dans
Fgn sur F,. Remarquons que la complexité globale de la multiplication dans Fgn
dépend de la base de Fy» sur F, choisie. En effet, le passage d’une base a une autre
correspond a l'application d’un isomorphisme de [F,-espaces vectoriels, ou encore
& la multiplication d'un vecteur-coordonnées par une matrice carrée de taille n &
coefficients dans [F,. Les coefficients de cette matrice dépendent uniquement des
bases considérées et non pas du vecteur-coordonnées. Autrement dit, passer d’une
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base & une autre se réduit & effectuer deux sortes d’opérations :

e la somme de deux éléments de Fy, : (z,y) — = +y,
e le produit d’une coordonnée du vecteur par une constante ¢ € Fy : x — cx.

La complexité bilinéaire de la multiplication ne tient pas compte de ces types d’opé-
rations, en conséquence elle est indépendante de la base choisie pour la représentation
de Fyn et est donc en quelque sorte « intrinséque » a cette extension. La détermina-
tion de cette complexité est de plus reliée au probléme abstrait de la détermination
du rang de tenseur de la multiplication dans les corps finis et présente donc aussi un
intérét théorique.

Ce manuscrit comporte cinq chapitres.

Dans le chapitre 1, en suivant les grandes lignes de [Sti08], on rappelle les notions
principales concernant les corps de fonctions algébriques, ainsi que les extensions qui
permettent de construire des tours de corps de fonctions. On donne aussi quelques
résultats importants a propos des diviseurs de dimension nulle [BRR10|, dont I’étude
est d'un intérét particulier pour I'algorithme de type Chudnovsky. Cet algorithme,
introduit en 1987 par Chudnovsky et Chudnovsky dans [CC87|, est dans la lignée
des algorithmes de type évaluation-interpolation tels que ceux de Karatsuba [KO63|
ou Toom [Too63]. Il sera présenté en détail dans le chapitre 2, ou l'on dressera un
apercu historique des évolutions que différents auteurs, parmi lesquels Shparlinski,
Tsfasman et Vladut [STV92|, Ballet et Rolland [BR04|, Arnaud [Arn06], Cenk et
Ozbudak [CO10], et Randriambololona [Ran12|, ont apportés depuis la fin des années
80. On définira aussi dans ce chapitre le rang de tenseur de la multiplication dans les
algébres, que l'on reliera a la complexité bilinéaire de la multiplication en montrant
I’équivalence entre ces deux notions. En particulier, on distinguera deux types de
complexité bilinéaire, la complexité symétrique et la complexité asymétrique, pour
lesquelles on rappellera les principales bornes uniformes et asymptotiques connues
dans le cas des corps finis.

Dans le chapitre 3, on présente des tours de corps de fonctions algébriques qui
sont des versions modifiées [BR04, BLBR09| des tours bien connues de Garcia, Stich-
tenoth et Riick [GS95, GSRO03|. Ces tours ont des propriétés intéressantes pour la
détermination de bornes pour la complexité bilinéaire ; en particulier, relativement
au genre des étages, elles ont un grand nombre de places rationnelles ou de places de
petit degré dans le cas ou 'on considére une tour obtenue par descente du corps de
définition d’une tour asymptotiquement optimale. On établira un certain nombre de
résultats techniques & propos de ces tours qui nous permettront de nous assurer que
celles-ci sont bien adaptées aux spécialisations de 1’algorithme de type Chudnovsky
que 'on donnera dans les deux derniers chapitres.

Les chapitres 4 et 5 présentent les nouvelles bornes obtenues dans cette thése
pour la complexité bilinéaire symétrique d’une part, et pour la complexité bilinéaire
asymétrique d’autre part. Ces bornes sont essentiellement des bornes uniformes, et
certaines d’entre elles donnent en outre de nouvelles bornes asymptotiques. En par-
ticulier, on établit la meilleure borne uniforme connue pour la complexité bilinéaire,
aussi bien symétrique qu’asymétrique, de la multiplication dans les extensions finies
de Fy qui est un cas fondamental pour les utilisations concrétes a des fins cryptogra-
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phiques. Plus précisément, on obtient :

477 45

2 (M) S Hent g

Ha

et 189

On améliore aussi les bornes uniformes symétriques et asymétriques sur Iy, Fpo, IF), et
F,2 précédemment connues. De plus, on formalise une méthode générale permettant
d’obtenir une borne uniforme pour la complexité bilinéaire & partir d’'une tour de
corps de fonctions dont le genre et le nombre de places de chaque étage vérifient
certaines hypothéses.
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Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Quelques rappels sur les corps de fonctions algébriques

Cette section présente les notions et résultats principaux concernant les corps de
fonctions algébriques qui seront utiles tout au long de ce mémoire. On suit essentiel-
lement la présentation de [Sti08], dont on adoptera généralement les notations et ot
I’on pourra trouver les démonstrations des résultats classiques énoncés ici.

Dans cette section, K désigne un corps quelconque.

1.1.1 Places

Définition 1.1.1.1. Un corps de fonctions algébriques F/K en une variable sur K
est une extension de corps F' O K telle que F' est une extension algébrique finie de
K (x) pour un élément x € F transcendant sur K.

L’ensemble K := {z € F | z est algébrique sur K} est un sous-corps de I appelé
corps des constantes de F//K. On a K C K C F' et on vérifie facilement que F/K
est un corps de fonctions sur K.

Définition 1.1.1.2. On dit que K est le corps plein des constantes de F' si K est
algébriqguement clos dans F', c’est-a-dire si K = K.

Remarques.

1) Un corps de fonctions F// K est souvent représenté comme une extension algébrique
simple d’un corps de fonctions rationnelles K (x), i.e. F'= K(z,y) ot ¢(y) =0
pour un polynéme irréductible ¢(T') € K (x)[T]. En particulier, le corps de fonc-
tions le plus simple est évidemment le corps des fonctions rationnelles K (z). D’un
point de vue géométrique, dans ce cas, la courbe lisse projective associée a K (x)
est clairement la droite projective. En fait, on a le lien suivant : si F//K est le
corps des fonctions rationnelles sur la courbe ¢, alors F//K est une extension de
degré n d’une extension transcendante pure K (z) si et seulement si il y a un mor-
phisme non-constant (appelé aussi revétement) f: % — P! de degré deg f = n,
ott P! désigne la droite projective. Plus généralement dans ce méme cas, tout élé-
ment z € I’ transcendant sur K définit un revétement ¢ de la droite projective
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P!, dont le degré divise deg f = [F : K(x)]. De plus, on a le degré de ¢ qui est
égal au degré du diviseur des zéros (ou ce qui revient au méme des poles) de z, a
savoir deg ¢ = deg(z)g = deg(z)so (voir Théoréme 1.1.3.6).

2) Si la courbe € est absolument irréductible (c’est-a-dire irréductible dans toute

extension de K ; on dit aussi que € est géométriquement irréductible), le corps
plein des constantes du corps de fonctions algébriques F'/K associé a la courbe
% est K. Dans les autres cas, il est possible que le corps plein des constantes
contienne strictement K.
Par  exemple, considérons le  corps de  fonctions  algébriques
F/F, = Frac (Fg[X,Y]/(Y?+1)) associé a la courbe € d’équation affine
Y2 +1=0, 0t —1 n’est pas un carré dans Fy. Alors, € est clairement irréductible
sur F; mais pas absolument irréductible et F//F, = F 2 (X).

Définition 1.1.1.3. Un anneau de valuation d’un corps de fonctions algébriques
F/K est un anneau O C F qui vérifie les deux propriétés suivantes :

(i) KEOGF,

(ii) pour tout z € F, on az€ O ou 2z~ € O.

Notons que si O est un anneau de valuation du corps de fonctions algébriques
F/K, alors O est un anneau local. Son unique idéal maximal est P := O\O*, ou
O*:={z€ 0| Jwe O tel que zw = 1} est le groupe des unités de O. De plus, P
est un idéal principal. Un élément ¢t € F tel que P = tO est appelé élément primitif
ou paramétre local de P. Tout 0 # z € F admet alors une unique écriture de la forme
z=1t"u avec n € Z et u € OF, et tout idéal {0} # I C O est de la forme I =t"O
pour un certain n € N.

Définition 1.1.1.4. Une place P dans le corps de fonctions algébriques F/K est
lidéal maximal d’un certain anneau de valuation de F/K. L’ensemble de toutes les
places dans F/K sera noté Pp.

Si O est un anneau de valuation de F//K et P est son idéal maximal, alors O est
uniquement déterminé par P. En effet, on a O = {z € F | 27! ¢ P}. Ainsi, on note
Op := O, appelé 'anneau de valuation de la place P.

Pour toute place P € Pp on peut définir une valuation discréte de F/K
vp: F'— Z U {oo} de la fagon suivante : on choisit tp € F' un paramétre local de P
et on pose vp(0) := 0o et vp(z) :=n pour tout 0 # z € F tel que z =t"uoun € Z
et u € Op. Cette définition est valable car I'entier n dans I’écriture de z ne dépend
que de la place P et non pas du choix du paramétre local tp.

On a alors les caractérisations suivantes :
Op = {z€F|vp(z) >0},
05 = {z€F |vp(z) =0},
P = {ze€F|vp(z)>0}.
Définition 1.1.1.5. Soient z € I' et P € Pp.

(a) St vp(z) >0, on dit que P est un zéro de z et on appelle m := vp(z) ordre du
zéro P.
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(b) Sivp(z) <0, on dit que P est un péle de z et on appelle m := —vp(z) Uordre du
pole P.

Définition 1.1.1.6. Le corps Fp := Op/P est appelé corps de classe résiduel de P.
On définit Uapplication de classe résiduelle relativement a P par

F — FPU{OO}
r — z(P)

ot x(P) est la classe de x modulo P si x € Op et x(P) := oo sinon.

Cette application permet de considérer K comme un sous-corps de Fp. En effet,
comme K C Op et que K N P = {0}, 'application de classe résiduelle Op — Op/P
induit une injection canonique de K dans Op/P. (Notons qu’il en est de méme
pour K.) Ceci donne un sens a la définition suivante :

Définition 1.1.1.7. On appelle degré de la place P, et on note
deg P := [Fp : K]|.

Le degré d’une place est toujours fini, en particulier :

Proposition 1.1.1.8. Si P est une place de F/K et 0 # x € P, alors
degP < [F: K(z)] < o0.

L’ensemble Pr des places d'un corps de fonctions F//K est non-vide, plus préci-
sément :

Proposition 1.1.1.9. Tout élément d’un corps de fonctions algébrique F/K qui est
transcendant sur K a au moins un zéro et un pole.

Une conséquence de ce résultat est que le corps des constantes K est une extension
finie (et bien sir algébrique) de K.

1.1.2 Indépendance des valuations

L’indépendance des valuations est un résultat important qui intervient notam-
ment dans le probléme du déplacement du support d’un diviseur ; cela nous permettra
d’établir un lemme trés utile pour 'utilisation pratique de I'algorithme de type Chud-
novsky. Le théoréme d’indépendance, ou théoréme d’approximation faible, dit que
si v1, ..., v, sont des valuations discrétes deux a deux distinctes de F'//K et que l'on
connait les n — 1 premiéres valuations v;(2),...,vnp—1(2) d’un élément z € F, alors
on ne peut rien dire sur la n-iéme valuation vy, (z).

Théoréme 1.1.2.1. Théoréme d’approximation faible. Soient F'/K un corps
de fonctions, Py, ..., P, des places distinctes deuz & deux de F/K, x1,...,x, € F,
etry,...,rn € Z. Alors il y a un élément x € F tel que

vp,(x —x;) =1 pouri=1,... n.

Ce théoréme joue un réle important dans la démonstration des deux résultats
suivants.
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Corollaire 1.1.2.2. Tout corps de fonctions a un nombre infini de places.

Proposition 1.1.2.3. Soient F//K un corps de fonctions et Py, ..., P, des zéros de
lélément x € F. Alors

> wp(x).deg P, < [F : K(a)].
i=1

Corollaire 1.1.2.4. Dans un corps de fonctions F/K, tout élément 0 # x € F n’a
qu’un nombre fini de zéros et de poles.

1.1.3 Diviseurs

A partir de maintenant F//K dénotera toujours un corps de fonctions algébriques
en une variable sur K, ot K est le corps plein des constantes. Cette hypothése n’est
pas critique pour la théorie, puisque comme on I’a rappelé dans le paragraphe 1.1.1,
le corps des constantes K est une extension finie de K, et F peut étre vu comme un
corps de fonctions sur K.

Définition 1.1.3.1. Le groupe abélien libre engendré par les places de F/K est noté
Div(F) et appelé le groupe des diviseurs de F'// K. Les éléments de Div(F') sont appelés
diviseurs de F/K.

Un diviseur de F'/ K est donc une somme formelle D = 3 p p npP,ollesnp € Z
sont presque tous nuls. On somme deux diviseurs D =) pepp PP et
D=5 n’sP en sommant terme & terme les coefficients de chacun des divi-

PePr VP
seurs :

D+7D = Z (np + n'p)P.
PePr

Définition 1.1.3.2. On appelle support d’un diviseur D = ZPGPF npP € Div(F)
Uensemble supp D := {P € Pp | np # 0}.

Définition 1.1.3.3. Pour Q € Pp et D=} pp _npP € Div(F), on définit la va-
luation de D en @, notée vg(D), en posant vy(D) = ng.

Grace a la définition précédente, on peut définir une relation d’ordre partielle
sur Div(F'), en posant pour Dy, Dy € Div(F) :

D1 <Dy <= wvp(D1) <wvp(Da), pour tout P € Pp.
Définition 1.1.3.4. Un diviseur D > 0 est dit positif ou effectif.
Notons que dans la définition précédente, 0 dénote I’élément neutre du groupe

Div(F'), c’est-a-dire le diviseur dont tous les coefficients sont nuls.

On étend la notion de degré a tout diviseur D € Div(F'), en posant

degD := Z vp(D) deg P.
PePp

On obtient alors un morphisme deg : Div(F') — Z.

Le corollaire 1.1.2.4 nous assure que la définition suivante a un sens :
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Définition 1.1.3.5. Soit 0 # x € F. Notons Z et N respectivement l’ensemble des
zéros et l’ensemble des pdles de x dans Pp. On définit

(z)o := Z vp(x)P, le diviseur des zéros de x
pPez

et
()00 := Z (—vp(x))P, le diviseur des poles de x.
PeN

On pose alors

appelé le diviseur principal de x.

Notons que pour tout 0 # x € F, on a (x)p > 0, () > 0 et

()= Y vp(z)P.

PePr

Le corps K étant supposé algébriquement clos, les éléments 0 # x € F' qui sont
constants sont alors caractérisés par :

reK << (z)=0.

Rappelons — en anticipant un peu — que 'on a le théoréme suivant, dont la
démonstration repose sur les espaces de Riemann-Roch qui seront ’objet du prochain
paragraphe :

Théoréme 1.1.3.6. Tout diviseur principal est de degré 0. Plus précisément, pour
x € F\K, on a deg(x)y = deg(x)oso = [F': K(z)].

Définition 1.1.3.7. L’ensemble Princ(F') := {(z) | 0 # x € F'} est un sous-groupe
de Div(F) appelé groupe des diviseurs principaux de F/K.

Le groupe quotient C1(F') := Div(F')/Princ(F') est appelé groupe des classes de divi-
seurs.

Pour D € Div(F'), on notera [D] I’élément correspondant du groupe quotient
C1(F'). Deux diviseurs D, D’ € Div(F) sont dits équivalents, noté D ~ D', si [D] = [D']
c’est-a-dire si D = D’ + (z) pour un certain € F\{0}. On vérifie facilement que I'on
définit bien ainsi une relation d’équivalence.

D’aprés le théoréme 1.1.3.6, des diviseurs équivalents sont de méme degré, on
peut donc poser deg[A] := deg A, pour toute classe de diviseur [A] € CI(F).

Lorsque le corps des constantes est un corps fini, le cas des classes diviseurs de
degré 0 joue un role fondamental, notamment dans le probléme de l'existence des
diviseurs de dimension nulle, qui sera traité plus loin.

Définition 1.1.3.8. Soit F//F, un corps de fonctions algébriques dont le corps des
constantes est le corps fini F,. L’ensemble Div'(F) := {A € Div(F) | deg A = 0}
est un sous-groupe de Div(F') appelé groupe des diviseurs de degré zéro de F/F,. Le
groupe quotient CI°(F/F,) := Div?(F)/Princ(F) = {[A] € CI(F/F,) | deg[A] = 0}
est appelé groupe des classes de diviseurs de degré zéro de F'/F.
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Proposition 1.1.3.9. Le groupe CI°(F/F,) est de cardinal fini. Son ordre est appelé
le nombre de classes de diviseurs de degré 0 de F'/F, et est noté hp.

Si [B] € CI(F/F,) est de degré n, 'application

CI(F/E,) — {[A] € CL(F/F,) | deg[A] = n} ,
A [[4] + (8]

est clairement bijective. On en déduit que, pour tout n € N, ’ensemble des classes
de diviseurs de degré n, noté CI"(F/F,), est aussi de cardinal hp.

1.1.4 Espaces et théoréme de Riemann-Roch

Définition 1.1.4.1. Soit D € Div(F'). On définit l’espace de Riemann-Roch associé
au diviseur D par L(D) :={x € F | (z) > =D} U {0}.

Cette définition signifie que si D=3 n; P — > 1 m;Q; ou pour tous
ie{l,...,r}etj € {1,...,5},n; >0, m; >0et P;,Q; € Pp, alors x € F\{0} est
un élément de £(D) si et seulement si les deux conditions suivantes sont vérifiées :

(i) pour tout j € {1,...,s}, Q; est un zéro de x d’ordre au moins m,

(i) les poles de x appartiennent a ’ensemble { Py, ..., P.} et si P; est un pole de x
alors son ordre est au plus n;.

La proposition suivante rappelle les principales propriétés liées a ces espaces.

Proposition 1.1.4.2. Soit D € Div(F). Alors
(a) L(D) est un K-espace vectoriel.
(b) L(D) # {0} si et seulement si il existe un diviseur D' ~ D tel que D' > 0.

(c) Si D' est un diviseur équivalent a D alors L(D) et L(D') sont isomorphes en tant
que K-espaces vectoriels.

(d) x € L(D) si et seulement si vp(x) > —vp(D) pour tout P € Pp.
(e) L(0) =K.
(f) Si degD < 0 alors L(D) = {0}. En particulier, L(D) = {0} dés que D < 0.

Définition 1.1.4.3. Pour D € Div(F), on définit la dimension du diviseur D en
posant dim D := dim L(D). On notera aussi parfois £(D) la dimension du diviseur D.

D’aprés le (c) de la proposition précédente, des diviseurs équivalents ont méme
dimension. On désignera donc de la méme fagon la dimension d’un diviseur et la
dimension de sa classe. De plus, grace au (b) de cette méme proposition, on obtient
la caractérisation suivante des diviseurs de dimension nulle :

Lemme 1.1.4.4. Caractérisation des diviseurs de dimension nulle.
Soit D € Div(F'). On a l’équivalence

dimD =0 <= P D €Div(F) tel que D' ~D et D' > 0.
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Enfin, on définit le genre, qui est U'invariant le plus important d’'un corps de
fonctions algébriques.

Définition 1.1.4.5. On appelle genre de F/K [’entier positif
g(F/K) :=max{degD —dimD+1 | D € Div(F)}.

Le genre sera parfois noté gr, ou plus simplement g s’il n’y a pas d’ambiguité sur
le corps de fonctions algébriques auquel on fait référence.

Définition 1.1.4.6. Pour tout D € Div(F), on appelle indice de spécialité de D et
on note
i(D) :==dimD — degD + gp — 1.

Un diviseur D € Div(F') tel que i(D) = 0 est dit non-spécial ; dans le cas contraire,
il est dit spécial.

Remarquons que l'indice de spécialité d’'un diviseur ne dépend que de sa classe
dans le groupe quotient CI(F'). Notons aussi que I'indice de spécialité est un entier
positif d’aprés la définition de gp.

On verra dans la suite que les diviseurs non-spéciaux, et particuliérement ceux de
degré g — 1, interviennent de fagon naturelle dans ’algorithme de type Chudnovsky
et que pouvoir établir leur existence contribue & ’amélioration des bornes du rang
de tenseur.

Définition 1.1.4.7. Si F/K est un corps de fonctions algébriques de genre g, on
appelle diviseur canonique de F/K un diviseur de degré 2g — 2 et de dimension g.

Il existe toujours un diviseur canonique et les diviseurs canoniques sont tous
équivalents. En conséquence, les diviseurs canoniques constituent a eux seuls toute
une classe de diviseurs, appelée la classe canonique de F/K.

De plus, par dualité, on a le résultat suivant :

Théoréme 1.1.4.8. Soient D un diviseur quelconque et W un diviseur canonique
de F/K. Alors
i(D) = dim(W — D).
On peut maintenant énoncer le théoréme de Riemann-Roch :

Théoréme 1.1.4.9. Théoréeme de Riemann-Roch. Soit F'/K un corps de fonc-
tions algébriques de genre g et soit W un diviseur canonique de F/K. Pour tout
diviseur D € Div(F'), on a

dimD =degD + 1 — g + dim(W — D).

Un autre résultat intéressant est donné par le théoréme d’approximation fort, qui
est une amélioration du théoréme d’approximation faible.

Théoréme 1.1.4.10. Théoréme d’approximation fort. Soit F/K un corps de

fonctions algébriques. Soient S & Pr un sous-ensemble propre de Pr et Py,..., Py € S.
Supposons que x1,...,x, € F' et ny,...,n. € Z soient donnés.
Alors il existe un élément x € F' tel que

Vied{l,...,r}, vp, (x — x;) N,

et VPeS\{P,...,Pn}, vp(x) > 0.
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En particulier, ce théoréme permet d’établir le lemme suivant qui sera utile dans
la suite.

Lemme 1.1.4.11. Déplacement du support. Soit F/K un corps de fonctions al-
gébriques. Soit T := {P1,..., PN} un ensemble de places de F' de degrés quelconques.
Alors pour tout D € Div(F), il existe D' € Div(F) tel que D ~ D' etsuppD’' NT = 2.

Preuve. On cherche z € F tel que supp(D + (z)) N T = &. On applique le théoréme
d’approximation fort & S:=T et & x1,...,xny € F et nq,...,ny € Z définis de la
fagon suivante :

e si P; ¢ supp D, alors z; := 0 et n; := 0,

e si P, € supp D, alors z; := 0 et n; := —vp, (D).
Remarquons que comme P est de cardinal infini, T" est bien un sous-ensemble propre
de Pp. On pose alors D' : =D+ (z), on z € F est donné par le théoréme d’ap-
proximation fort, donc vérifie pour tout ¢ € {1,..., N}, vp,(z) =0si P; ¢ suppD et
vp,(z) = —vp (D) si P esuppD. Ainsii D~D' et pour tout P, eT,
vp, (D) = vp, (D) + vp,(x) = 0, c’est-a-dire P; ¢ suppD'. O

Enfin, notons que par le théoréme de Riemman-Roch, on connait précisément la
dimension d’un diviseur D tel que degD > 2g — 1 en fonction de son degré. En effet,
dans ce cas, on a i(D) = dim(WW — D) = 0 (ou W est un diviseur canonique) puisque
deg(W — D) < 0. En revanche, lorsque deg D < 2g — 2, on a seulement 'inégalité

dimD > degD + 1 — g.
Le théoréme de Clifford donne alors une majoration pour la dimension de D :
Théoréme 1.1.4.12. Théoréme de Clifford. Pour tout diviseur D de F/K tel
que 0 < degD <2g9g—2, ona

1
dimD <1+ idegD.

1.1.5 Corps de fonctions algébriques sur un corps des constantes
finis

Jusqu’a présent, nous avons rappelé les bases de la théorie des corps de fonctions
algébriques sur un corps quelconque. Nous allons maintenant considérer le cas par-
ticulier ou le corps des constantes est un corps fini. Notre intérét principal concerne
les places de degré 1 d’un corps de fonctions et le groupe des classes de diviseurs de
degré 0.

Dans cette section, F' dénote donc un corps de fonctions algébriques de genre g
dont le corps des constantes est le corps fini IF,.

La fonction Zéta d’un corps de fonctions

Considérons 'ensemble suivant :

Ap:={DeDiv(F) | D>0et degD = n}, (1.1)
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et notons

son cardinal.

On sait que pour tout entier n, I’ensemble A,, est fini; en particulier, Ag =1 car
Ay = {0} et Aj est le nombre de places de degré 1 dans F'. De plus, on a les résultats
suivants :

Proposition 1.1.5.1. (a) Pour une classe fizée de diviseurs [C] € C1(F), on a
1 .
{Ae[C]| A>0}| = qj(qdlm[@ —1).

(b) Pour tout entier n > 2g — 2,

g_2 1 h
g=l-n F
2 ¢ 2 A+ A5 < (72— 1) (1.3)
n=0
En particulier,
hp
(q1/2 — 1>2 > Ag—l- (14)

Enfin, les entiers A,, définis par (1.2) interviennent dans la définition de la fonction
Zéta de F/Fy :

Définition 1.1.5.2. La série formelle
Z(t) = Zp(t) =Y Ant" € C[[t]
n=0

est appelée la fonction Zéta de F/F,.

Rappelons que cette série formelle converge pour [t| < ¢~ !. De plus, Z(t) peut
étre étendue a une fonction rationnelle sur C et a un pdle simple en ¢t = 1. Plus
précisément :

Proposition 1.1.5.3. (a) Tout corps de fonctions F/F, de genre 0 est rationnel, et

sa fonction Zéta est
1

(1—t)(L—qt)

(b) Si F/F, est de genre g >1, sa fonction Zéta peut s’écrire sous la forme
Z(t) = F(t) + G(t) avec

Z(t) =

1 .
F(t) =— Z qdlm[C] . tdeg[C}
1 0<deg[C]<2g—2
! h 1 1
G(t = gg29-l _— ).
®) q—1 ( 1—qt 1- t)
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De plus, la fonction Zéta satisfait la relation importante suivante :
Proposition 1.1.5.4. La fonction Zéta de F/F, satisfait [’équation fonctionnelle

1
Z(t) = ¢ 192 2(=).
() =1 ()
Définition 1.1.5.5. Le polynéme L(t) := Lp(t) := (1 — t)(1 — qt) Z(t) est appelé le
L-polynome de F/F,.
D’aprés la proposition 1.1.5.3, il est clair que L(t) est un polyndéme de degré au
plus 2¢g. De plus, L(t) contient toutes les informations sur les nombres A,, pour n > 0
puisque

L{t)=(1—qt)(1—1) ) Ant". (1.5)
n=0

Théoréme 1.1.5.6. (a) L(t) € Z[t] et deg L(t) = 2g.
(b) (Equation fonctionnelle) L(t) = q9t>9L(1/qt).
(¢) L(1) = hp.
(d) Si on écrit L(t) sous la forme L(t) = ag + ait + ... + agt®9, alors on a :

(1) ap =1 et azg = ¢9.

(2) azg—i = 9 'a; pour 0 < i< g.

(3) ay =N — (¢+1) ot N est le nombre de places P € Pr de degré 1.
(e) L(t) se factorise dans Clt] sous la forme

29
L(t) =[] - cut). (1.6)
=1
Les nombres complexes o, . .., aaq sont des entiers algébriques et ils peuvent étre
ordonnés de sorte que cogy; = q pouri=1,...,g.

(f) Si Ly(t) :== (1 —t)(1 —q"t)Z,(t) dénote le L-polynéme de [’extension du corps
des constantes F,, = FFyr, o Z,(t) est la fonction Zéta de F)., alors :

2g

Lo(t) = [[(1 - o),

i=1
ou les avj sont donnés par (1.6).

Rappelons que F;., I'extension du corps des constantes de F'/IF, de degré r, est le
compositum de F' et Fyr :
F.:=FFy CF

ou F=F IF‘q pour une cloture algébrique IF‘q fixée de Fy.
En particulier, les fonctions Zéta de F' et F),. sont reliées par :

Z,(t") = 1] 2(¢t)
¢r=1

pour tout ¢t € C (ot ¢ parcourt I’ensemble des racines r-iéme de I'unité).
Notons que cette relation permet d’établir la proposition importante suivante :
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Proposition 1.1.5.7. Pour tout k € Z, il existe un diviseur de degré k dans F/F,.

De plus, le théoréme précédent montre que le nombre
N(F/Fq):=N=[|{P €Pp | degP =1} (1.7)

de places rationnelles de F'/F, peut étre facilement calculé si le L-polynéme L(t) de
F/F, est connu.
Plus généralement, pour r > 1, on définit ’entier

Ny := N(F,/Fg) = |{P € Pp, | deg P = 1}|. (1.8)

Voici un corollaire important du résultat précédent. En particulier, il joue un role
essentiel dans I’établissement du théoréme de Hasse-Weil.

Corollaire 1.1.5.8. Pour toutr > 1, on a
29
NT:qT—Fl—ZOZ;“,
i=1

ol o, ...,az9 € C sont les réciproques des racines de L(t). En particulier, comme
N1 =N(F/Fy), on a

29
N(F/Fy)=q+1-) o

=1

Bornes sur le nombre de places rationnelles et le genre

Théoréme 1.1.5.9. Borne de Hasse-Weil. Le nombre N de places de F/F, de
degré 1 satisfait l'inégalité suivante :

IN — (¢ +1)| < 294"/~

Ce résultat important est dit & Hasse pour le cas particulier ot g =1 et & Weil
pour le cas général.
Remarquons qu’en appliquant cette borne a F;. /F -, 'extension du corps des constantes
de F/F, de degré r, on obtient :

[N, = (¢" + 1)] < 294",

Définition 1.1.5.10. Un corps de fonctions algébriques F/F, de genre g, qui atteint
la borne de Hasse-Weil, ¢’est-a-dire qui a exactement g + 1 + 2gq"/? places de degré 1
est dit maximal.

Une condition nécessaire pour que F'/F, soit maximal est donc que ¢ soit un carré.
De plus, le résultat suivant, di a Thara [Tha81], montre qu'un corps de fonctions ne
peut étre maximal que si son genre est petit relativement a g :

Proposition 1.1.5.11. Soit F/F, un corps de fonctions algébriques mazximal de
genre g. Alors g < %(q —q'/?).
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On définit
B, := B.(F/F,) = |{P € Pp ; deg P =r}|,

le nombre de places de degré r dans F/F,. En particulier, remarquons que
By = N(F/Fg). De plus, les quantités N, et B, sont reliées par 1’égalité suivante :
N, =) d-By. (1.9)
d|r
Par la formule d’inversion de Mobius, (1.9) devient :
r
r-BT—;u(d> Ny (1.10)
T

ot p: N — {—1,0,1} est la fonction de Mébius, définie par

1 sin=1,
pu(n) = 0 sl existe un entier k > 1 tel que k?|n,
(—1)! i n est le produit de I premiers distincts.
On définit
29
Sy = —Za; (1.11)
i=1
ol v, . . ., g € C sont les réciproques des racines de L(t) (si g = 0, on pose S, := 0).
Par le corollaire 1.1.5.8, on a alors
N, =q +1+5,. (1.12)
Ainsi, comme
Zu(g) =0 pour r > 1,

d|r
en remplagant (1.12) dans (1.10), on obtient :
1 r d
B, = - ‘%M (8) (q° + Sq).
T

Une des conséquences de ce résultat est donnée par le lemme suivant [Sti08,
Corollary 5.2.10], qui sera trés utile :

Lemme 1.1.5.12. Existence d’une place de degré n. Soit F/F, un corps de
fonctions algébriques de genre g. Sin est un entier tel que

20+1<q¢"7 (Vg—1),

alors il existe au moins une place de degré n dans F/Fy.

Enfin, on rappelle la borne suivante, due & Serre et qui est un raffinement de la
borne de Hasse-Weil :

Théoréme 1.1.5.13. Borne de Serre. Le nombre N = N(F/F,) de places de
F/F, de degré 1 satisfait linégalité suivante :
N = (a+1)| < 924",

ot [] dénote la partie entiére.
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Bornes asymptotiques pour le nombre de places rationnelles

On a vu dans le paragraphe précédent que lorsque le genre du corps de fonctions
considéré est petit par rapport au cardinal ¢ du corps de base, on connait des bornes
pour le nombre de places rationnelles. Ici, on s’intéresse au cas complémentaire o le
genre est grand par rapport a ¢. Dans ce cas, la borne de Hasse-Weil ne donne pas
une bonne approximation du nombre de places rationnelles, comme ’a noté Thara
dans [Tha81]. Cela motive I'introduction et I’étude des quantités suivantes :

Définition 1.1.5.14. (a) Pour tout entier g, on définit
Ny(g) :=max{N(F) | F est un corps de fonctions sur F, de genre g}.

(b) On appelle constante d’Ihara l’entier suivant :

A(q) := limsup M.
g—00 g

Notons que la borne de Serre donne trivialement que 0 < A(q) < [2¢'/?]. De facon
générale, hormis le cas oil ¢ est un carré, la valeur exacte de A(q) n’est pas connue;
cependant, on sait que :
(a) A(g) > 0 pour tout ¢ = p® puissance d’un nombre premier p (e > 1). Plus préci-

sément, il existe une constante ¢ > 0 telle que pour tout ¢, A(q) > c-logg.
(b) si ¢ = £2 alors A(q) = ¢/? — 1.

(c) siq=¢3 alors A(q) > Q(Z_Ql).
(d) si p est premier et n =2m + 1 > 3 est un entier impair, alors
2(pmt —1 -1
A(p") > =) ot e= "L .
p+1+e pm—1

En particulier, A(p?™*!) > p™ —1. Ces derniers résultats proviennent de la
construction récente d’une nouvelle tour récursive due & Garcia, Stichtenoth,
Bassa, Beelen [GSBB12|.

Quant & la meilleure borne supérieure connue, elle est due & Drinfeld et V1adut, :

Théoréme 1.1.5.15. Borne de Drinfeld-Viadut. La constante d’lhara admet
la borne suivante :
Alg) < ¢ —1.

D’aprés le (b) ci-dessus, cette borne est atteinte dans le cas ol ¢ est un carré.

1.2 Extensions et tours de corps de fonctions algébriques

1.2.1 Extensions de corps de fonctions algébriques

Tout corps de fonctions peut étre vu comme une extension finie du corps des
fonctions rationnelles. Aussi, il est intéressant de chercher des extensions de corps
F'/F des corps de fonctions algébriques. Dans cette section, on rappelle quelques
définitions et résultats fondamentaux relatifs aux extensions de corps de fonctions
algébriques qui seront utiles par la suite [Sti08|.
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Extensions algébriques de corps de fonctions

Définition 1.2.1.1. (a) Un corps de fonctions algébriques F'/K' est appelé exten-
sion algébrique de F/K si F' D F est une extension de corps algébrique et
K' DK.

(b) L’extension algébrique F'/K' de F/K est appelée extension du corps des constantes
st ' = FK', le compositum de F et K'.

(¢) L’extension algébrique F'/K' de F/K est dite finie si [F' : F] < oc.

(d) L’extension algébrique F'/K' de F/K est appelée extension de Galois si elle est
finie et si son groupe d’automorphismes

Aut(F'/F) :={o : F' — F' isomorphisme | Va € F, o(a) = a}

est d’ordre [F' : F]. Dans ce cas, on dit que Aut(F'/F) est le groupe de Galois
de F'/F et on le note Gal(F'/F) := Aut(F'/F).

On peut aussi considérer des extensions quelconques (pas nécessairement algé-
briques) de corps de fonctions, cependant nous nous restreignons aux extensions
algébriques car ce sont celles-ci qui seront considérées dans la suite.

Proposition 1.2.1.2. Soit F'/K' une extension algébrique de F/K. Alors :
(1) K'/K est algébrique.
(2) F'/K' est une extension finie de F/K si et seulement si [K': K| < oc.

(8) Si Fy = FK', alors F1/K' est une extension du corps des constantes de F/K , et
F'/K' est une extension finie de F1/K' ayant le méme corps des constantes.

Nous allons maintenant considérer deux cas particuliers trés importants d’exten-
sions de Galois d’un corps de fonctions : les extensions de Kummer et les exten-
sions d’Artin-Schreier. Ces deux types d’extensions seront en effet utilisées pour la
construction des tours étudiées dans le chapitre 3.

Les extensions de Kummer

Proposition 1.2.1.3. Soit F//K un corps de fonctions algébriques tel que K contient
une racine n-iéme primitive de l'unité, pour n > 1 vérifiant pged(n,char K) = 1.
Supposons que u € F' est un élément satisfaisant

u # w? pour tout w e F et d|n,d> 1.
Soit
F' = F(y) avec y" = u.
Une telle extension F' est appelée extension de Kummer de F. On a alors les pro-
priétés suivantes :
(a) Le polynome ®(T) =T™ — u est le polynéme minimal de y sur F (en particu-
lier, il est irréductible sur F). L’extension F'/F est de Galois de degré n, son

groupe de Galois est cyclique et tous les automorphismes de F'/F sont donnés
par o(u) = Cu, ot ¢ € K est une racine n-ieme de l'unité.
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(b) Si K' dénote le corps des constantes de F' et g et g’ les genres respectifs de F/K
et F'/K', alors

1 Tp
=1 L( 14 (1——>d P)
9=t 1w g\ =P n )8
PePp
ot
rp = pged(n,vp(u)) > 0.

On peut remarquer que toute extension de corps cyclique F’/F de degré n est une
extension de Kummer, pourvu que n soit relativement premier avec la caractéristique
de K, et que F' contienne toutes les racines n-iéme de 'unité, d’aprés un résultat
bien connu de la théorie de Galois.

Corollaire 1.2.1.4. Soient F//K un corps de fonctions et F' = F(y) avecy™ =u € F,
ot n Z 0 (mod char K) et K contient une racine n-iéme primitive de l'unité. S’il y
a une place Q € Pg telle que pgcd(vQ(u),n) =1, alors K est le corps plein des
constantes de F', Uextension F'/F est cyclique de degré n, et

1
g = 1—|—n(g—1)+§ Z (n —rp)deg P.
PEPF

Remarque. En fait, I’ assertion (b) de la proposition 1.2.1.3 et le corollaire 1.2.1.4
sont encore valables sans I’hypothése que K contienne une racine n-iéme primitive
de I'unité, a la seule exception que F(y)/F n’est plus de Galois si K ne contient pas
toutes les racines n-iéme de 1'unité.

Les extensions d’Artin-Schreier
Tout d’abord, énongons la proposition dite des extensions d’Artin-Schreier.

Proposition 1.2.1.5. Soit F/K wun corps de fonctions algébriques de caractéris-
tique p > 0. Supposons que u € F est un élément qui satisfait la condition suivante :

u # wP —w pour tout w € F.
Soit
F' = F(y) avec y* —y = u.

Une telle extension F'/F est appelée une extension d’Artin-Schreier de F. Pour
P € Pg, on définit l’entier mp par

m  s’il existe un élément z € F satisfaisant
mp = vp(u— (2P —2))=—m<0etm#0 (mod p),
—1 sivp(u— (2P — 2)) > 0 pour un élément z € F.

Cet entier mp est bien défini car étant donnés u € F' et P € Pp, on se situe bien
dans un (seul) des deux cas précédents.
On a alors :

(a) F'/F est une extension de Galois cyclique de degré p. Les automorphismes de
F'/F sont donnés par o(y) =y +v, avecv=1,...,p— 1.
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(b) S’il existe au moins une place Q € Pp pour laquelle m¢g > 0, alors K est algé-
briquement clos dans F’, et

p—1
g’=g~p+T(—2+ > (mp+1)-degP),
PePr
ot g et g’ sont les genres respectifs de F/K et F'/K.

Il est intéressant de noter que la plupart des arguments utilisés dans la démons-
tration de ce résultat (voir [Sti08, §3.7]) s’appliquent en fait dans le cadre plus général
suivant :

Proposition 1.2.1.6. Soit F/K un corps de fonctions algébriques dont le corps des
constantes K est de caractéristique p > 0. Soit a(T) un polynéme de degré p™ dit
additif, c¢’est-a-dire de la forme

a(T) = Zn: a;T" € KI[T]
=0

et supposons qu’il soit séparable et que toutes ses racines soient dans K. Soit u € F.
On suppose que pour toute place P € Pg, il existe un élément z € F tel que

vp(u—a(z)) >0 (1.13)

ou
vp(u—a(z)) = —m avec m >0 etm %0 (mod p). (1.14)
On pose mp = —1 dans le cas (1.13) et mp := m dans le cas (1.14) ; alors cet entier

est bien défini. Considérons l'extension F' := F(y) de F, ou y satisfait ’équation

a(y) = u.
Sl existe au moins une place Q € Pr avec mg > 0, alors on a les propriétés sui-
vantes :

(a) L’extension F'/F est une extension de Galois, [F' : F] = p" et le groupe de Galois
de F'/F est isomorphe au groupe additif {a € K | a(a) = 0} >~ (Z/pZ)" ; on dit
alors que F'/F est une extension abélienne d’exposant p et de degré p".

(b) K est algébriquement clos dans F', c’est donc le corps des constantes de F”.

(c) Les genres de F et F', notés respectivement g et g’ sont reliés par la formule
susvante :

no1
g/:g_pn+p 5 (—2+ Z(mp+1)-degP).
PE]PF

1.2.2 Tours de corps de fonctions

Les tours de corps de fonctions ont un intérét particulier dans 1’étude de la
constante d’Thara A(q) : elles en fournissent en effet une borne inférieure. Cepen-
dant, elles sont aussi trés utiles pour la détermination de la complexité bilinéaire.
En effet, dans ce but, on doit disposer, pour tout n, d’un corps de fonctions qui
convienne pour l’algorithme de type Chudnovsky dans Fy» ; en particulier, on veut



1.2. Extensions et tours de corps de fonctions algébriques 21

(1) pour tout entier N (dépendant de n), déterminer un corps de fonctions algé-
briques ayant au moins N places de petit degré — idéalement rationnelles,

(2) que ce nombre de places rationnelles, ou a défaut, de petit degré, soit grand par
rapport au genre.

Ceci nous ameéne & considérer en particulier des tours de corps de fonctions al-
gébriques qui sont asymptotiquement optimales, c’est-a-dire dont le rapport entre
le nombre de places rationnelles et le genre tend vers la borne de Drinfeld-Vladut,.
De plus, on s’intéressera & des tours {Fi}i>1 les plus denses possibles, c’est-a-dire
dont le ratio g(F;;1)/g(F;) des genres de deux étages consécutifs soit le plus proche
possible de 1. En effet, ces tours jouent un réle fondamental pour la détermination
de la complexité : les meilleures tours pour 'obtention de bornes pour p,(n) sont
celles qui sont les plus denses. D’aprés la formule du genre d’'Hurwitz [Sti08, Theorem
3.4.13], dans une tour, on peut au mieux espérer avoir :

lim9(Fi+1)

oo g(E) - [Fk+1 : Fk] =2,

ce qui explique que les tours quadratiques (i.e. dont chaque étage est une extension
quadratique du précédent) sont d’un intérét particulier.

Définition 1.2.2.1. Une tour de corps de fonctions sur [, est une suite infinie
T = (F1,F», Fs,...) de corps de fonctions F;/Fy qui vérifient les conditions sui-
vantes :

(1)) RGP Gl G - GCF GFu &y
(ii) pour tout i > 1, Uextension F;1/F; est finie et séparable,

(iii) la suite des genres tend vers l'infini : lim;_,o g(F;) = +o00.

Pour une tour 7 /F, comme dans la définition précédente, on notera

On a alors 0 < A\(7) < A(q) et on dira de la tour 7 qu’elle est :
— asymptotiquement bonne si A\(7") > 0,
— asymptotiquement mauvaise si \(T) = 0,
— asymptotiquement optimale si A(T) = A(q).

En particulier, une tour asymptotiquement optimale sur F 2 tend vers la borne de
Drinfeld-Vl1adut et présente donc un intérét considérable dans le cadre de ’obtention
de bornes pour la complexité bilinéaire avec ’algorithme de type Chudnovsky. On
définira dans le chapitre 3 les tours qui seront utilisées pour obtenir nos résultats ; il
s’agit de tours dites récursives :

Définition 1.2.2.2. Soient f(Y) € Fy(Y) et h(X) € Fy(X) deuzx fonctions ration-
nelles non-constantes, et soit T = (F1, Fa, F3,...) une tour de corps de fonctions
sur Fy. Supposons qu’il existe des éléments x; € Fy, pouri=1,2,3,..., tels que
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(1) z1 est transcendant sur F, et F1 = Fy(x1) est le corps des fonctions rationnelles
sur Fy.

(11) pour touti > 1, F; = Fy(x1,22,...,2;),

(i1i) pour tout i > 1, les éléments x; et x;41 sont reliés par f(zit1) = h(z;),
(iv) [Fy: F1] =deg f(Y).
Alors, on dit que la tour T est définie récursivement sur F, par l’équation

Remarques.

1) Ici, deg f(Y) est par définition le maximum des degrés de f1(Y) et fo(Y) pour
AY), f2(Y) € Fg[Y] tels que fo(Y) # 0 et f(Y) = f1(Y)/fa(Y).

2) Pourtouti > 1,ona [Fiy; : F;] < deg f(Y). En effet, d’aprés 'hypothése (iii) de la
définition précédente, le (i + 1)-iéme étage de la tour est défini comme extension
algébrique de 'étage inférieur par Fj11 = Fj(x;41) ou 'élément x;11 est racine
d’un polynome de F;[Y] de degré au plus deg f(Y).

1.3 Le probléme de 'existence de diviseurs de dimension
nulle

L’amélioration des bornes de la complexité bilinéaire repose actuellement sur
I’amélioration ainsi que I'utilisation optimisée des algorithmes de type Chudnosky. Or
cela repose fondamentalement sur la géométrie des espaces de Riemann-Roch, et en
particulier sur 'existence de diviseurs ayant de bonnes propriétés : on sera ainsi amené
a rechercher des diviseurs de dimension nulle de plus petit degré possible. D’aprés le
théoréme de Riemann-Roch, il s’agit au mieux de diviseurs de degré g — 1, qui sont
alors de plus non-spéciaux. A défaut, on recherchera des diviseurs de dimension nulle
et de degré g — k, pour k > 1 un entier que 1’on choisira le plus petit possible.

Dans un premier temps, on présente quelques résultats sur les diviseurs non-
spéciaux obtenus par Ballet et Le Brigand [BLB06| qui seront utiles dans la deuxiéme
partie du chapitre 4. On s’intéressera ensuite a l'existence de diviseurs de dimension
nulle et de petit degré (cf [BRR10]).

1.3.1 Le cas des diviseurs non-spéciaux de degré g — 1

L’existence d’'un diviseur non-spécial de degré g — 1 est un cas limite trés inté-
ressant voire fondamental quant & 'utilisation optimale de tout algorithme de type
Chudnovsky, c’est pourquoi un intérét particulier est donné a la détermination de
conditions d’existence de tels diviseurs.

Lemme 1.3.1.1. 57l existe un diviseur effectif D non-spécial et de degré g et une
place rationnelle P qui n’est pas dans le support de D, alors D — P est un diviseur
non-spécial de degré g — 1.

Preuve. Onadeg(D—P) = g—1, donc dim(D—P) = i(D—P). Comme D >D — P
et Dt D—P,ona L(D)pLD—-P). Or L(D) = F; car dimD =¢(D)+1=1,
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d’ott L(D — P) = {0} et donc i(D — P) = 0. 0

Proposition 1.3.1.2. Soit F/F, un corps de fonctions algébriques de genre g > 1.

(a) S’il existe T C Pp un ensemble de places de degré 1 tel que |T| > g, alors il existe
un diviseur effectif D non-spécial de degré g tel que suppD C T

(b) Si B1(F/Fy) > g+ 1, alors il existe un diviseur D non-spécial de degré g — 1
dont le support ne contient que des places de degré 1.

Preuve. Le résultat (a) est 'objet de [Sti08, Proposition 1.6.12]. On obtient (b) par
application de (a). En effet, comme By (F/F;) > g+ 1, il existe T' C Py un ensemble
de places de degré 1 tel que |T| = g+ 1 et on a donc, d’aprés (a), 'existence d’un
diviseur effectif A non-spécial de degré g tel que supp. A C T\{P}, pour une place
fixée P € T. Ainsi, comme P ¢ supp A, le diviseur D := A — P est non-spécial de
degré g — 1 d’apreés le lemme 1.3.1.1. O

Proposition 1.3.1.3. Soit F//F, un corps de fonctions algébriques de genre g > 1.
Si Ag_1 < hp, alors il existe un diviseur non-spécial de degré g — 1.

Preuve. Pour tout d > 1 tel que Ay # & et tout choix de Dy € Ay, on définit
I'application 14 p, suivante :

Vaip, i Ag — CI(F/F,)
D +— [D—Dy

Montrons d’abord que pour tout corps de fonctions algébriques, on a 1 < hp < A,.
Soit A un diviseur de degré g; un tel diviseur existe bien d’aprés la proposition
1.1.5.7. Par le théoréme de Riemann-Roch, on a dim.A > 1, donc on peut trou-
ver un diviseur effectif Dy équivalent & A. On a ainsi Dy € A4, donc I'application
Y4,p, est bien définie. On montre alors que cette application est surjective. En effet,
pour tout [R] € CI°(F/F,), on a deg([R + D)) = g, donc dim([R + Dy]) > 1, d’ott
I'existence d'un diviseur effectif D équivalent a R 4 Dy ; en particulier, D € A,. Fi-
nalement, on a 14 p,(D) = [D — Dy| = [R], d’ott la surjectivité de 14 p,. Ainsi, on a
ICI°(F/F,)| < |Ay], ie. hp < A,

Dans le cas ot g =1, on a hp = Ay. En effet, d'une part hp < A; et d’autre part,
comme deux places de degré 1 distinctes ne sont pas équivalentes, on a hyp > Aj.
Ainsi, comme Ay =1 =g et hp = Ay = B1(F/F,), on a I’équivalence :

A0<hF<:>g+1§Bl(F/Fq)

ce qui, d’apres la proposition 1.3.1.2(b), entraine ’existence d’un diviseur non-spécial
de degré g — 1.

On considére maintenant le cas ol g > 1. Comme un diviseur de degré g — 1 est
non-spécial si et seulement si il est de dimension nulle, il suffit (d’aprés Proposition
1.1.4.2(b)) de démontrer qu'il existe un diviseur de degré g — 1 qui ne soit équivalent
a aucun diviseur effectif. Si A;,_1 = 0, alors le résultat est prouvé. Sinon, on peut trou-
ver un diviseur effectif Dy de degré g — 1. On considére alors I'application 1)4_1 p,.
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Comme par hypothese A,_1 < hp, cette application n’est pas surjective donc il existe
un diviseur R de degré 0 tel que [R] ¢ 1y—1p,(Ag—1). Ainsi, le diviseur D := R + Dy
n’est équivalent & aucun diviseur effectif et vérifie degD =g — 1, d’ot dimD = 0 et
D est non-spécial. ]

Cette proposition permet d’obtenir le théoréme suivant, qui constitue le résultat
principal de ce paragraphe.

Théoréme 1.3.1.4. Soit F//F, un corps de fonctions algébriques de genre g > 2. Si
q > 4, alors il existe un diviseur non-spécial de degré g — 1.

Preuve. D’aprés I'inégalité (1.4) rappelée dans la proposition 1.1.5.1, on a

hr
Ag1 < (q1/2 _ 1)2'
Si ¢ > 4, alors (¢'/? —1)2 > 1 et donc on a Ay 1 < hp, d’ott le résultat d’aprés la
proposition 1.3.1.3(b). O

1.3.2 Le cas général

Dans cette section F'//F, est un corps de fonctions algébriques de genre g et dont
F, est le corps plein des constantes. On présente ici des résultats de [BRR10| qui
permettent d’établir I'existence d’un diviseur de dimension nulle et de degré aussi
grand que possible, & savoir au mieux g — 1.

Notons d’abord que le cas de 'existence d’un diviseur de dimension nulle et de
degré exactement g — 1 constitue un cas limite, dans le sens ou dés lors qu’il existe un
diviseur D de dimension nulle et de degré g — k pour k > 1, il existe des diviseurs de
dimension nulle et de tout degré inférieur & g — k sous réserve que F'/F, contienne au
moins une place rationnelle P. En effet, dans ce cas, pour tout entier [ > k le diviseur
D — [P est de dimension nulle. Si ce n’était pas le cas, D — [P serait équivalent a un
diviseur effectif donc on pourrait trouver un élément = € F' tel que D — [P + (z) > 0;
ainsi, on aurait D + (z) > 0 et donc D serait équivalent & un diviseur effectif, ce qui
est impossible puisque dim D = 0.

Le lemme suivant est la clé des résultats qui seront établis dans ce paragraphe :

Lemme 1.3.2.1. Pour tout entier n tel que A, < hp, il existe un diviseur de degré
n et de dimension nulle. Plus précisément, si I’on note hY le nombre de classes de
diviseurs de degré n et de dimension nulle, on a h?l >hp — A,.

Preuve. Soient Dy € Div(F') un diviseur de degré 1 (I'existence de Dy est assurée
par la proposition 1.1.5.7) et n un entier tel que A4,, < hp. On définit la fonction
suivante :
Y: {A€Div(F)| degA=n} — CI°(F/F,)
D —  [D —nDy)
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Comme A,, < hp, la restriction de ¥ & A,, n’est pas surjective. En particulier, il
y a au moins |CI°(F/F,)| — |A,| classes distinctes [A] € CI°(F/F,) pour lesquelles
[A] ¢ ¥(A,,), c’est-a-dire pour lesquelles [A 4+ nDy| ¢ A,, ; pour toutes ces classes, on
a donc deg[A + nDy| = n par construction et dim[A + nDy] = 0 car sinon A + nDy
serait équivalent & un diviseur effectif de dimension n. O

Théoréme 1.3.2.2. [ existe un diviseur de dimension nulle et de degré g — k dans
les cas suivants :

(i) pour tout k >5 siq=2,
(i) pour tout k > 2 siq =3,
(iii) pour tout k > 1 si q > 4.
Preuve. Notons que le cas ¢ > 4 et k =1 est déja établi par le théoréme 1.3.1.4.

En effectuant le changement de variable ¢ = g — n et en notant que Ag = 1, on peut
réécriré I'inégalité (1.3) de la proposition 1.1.5.1 sous la forme :

g—1
g—1 i—=1 hF
207 +2Y ¢ A _i+A; < — .
2,07 A e S

Comme A; > 0 pour tout ¢ > 1, on a pour tout 2 < k <g—1:
hr

9-1 Bl
2¢2 +2q 2 g_kﬁi(ql/Q_l)Q

et donc " "
F 9—k F
Ag—k < E—1 —q 2 < k—1 -

2qT(q1/2 _ 1)2 QqT(q1/2 _ 1)2

Ainsi, le lemme précédent permet de conclure puisque

o1 g>4etk>1
2(17(611/2—1)2>1désque g=3etk>1
qg=2etk>05.

O]

Remarque. Dans [BRR10], les auteurs ont de plus établi des résultats de densité
sur les diviseurs dont I’existence est donnée par le théoréme précédent : ils ont montré
qu’en effectuant des tirages aléatoires parmi les diviseurs de degré g — k, on a une
trés grande probabilité d’obtenir un diviseur de dimension nulle. Cette propriété est
trés intéressante car elle assure que 1'on puisse trouver facilement un diviseur qui ait
les propriétés attendues pour I'implémentation de I'algorithme de type Chudnovsky.
Plus précisément, le résultat est le suivant :

Proposition 1.3.2.3. Soit F'/IF, un corps de fonctions algébriques de genre g. Consi-
dérons l'ensemble des diviseurs de degré g — k avec k > 1 fixé, muni de la loi de
probabilité uniforme. On pose

W% si k>2,
Pa=y wir oy



26 Chapitre 1. PRELIMINAIRES

Si k > —2log,(8,) alors la probabilité p(k) d’obtenir un diviseur de degré g —k de
dimension nulle est telle que
1

Bqq

Cette borne, dont on peut remarquer qu’elle est indépendante de g, croit trés vite
vers 1, méme pour des petites valeurs de k.

p(k) >1—

%
2



Chapitre 2

Complexité de la multiplication et
algorithmes de type Chudnovsky

2.1 Complexité de la multiplication dans les extensions
finies de I,

2.1.1 Complexité, complexité bilinéaire et rang de tenseur

Notons K :=T,, ou ¢ est une puissance d’un nombre premier et K,[X] le
K-espace vectoriel des polyndémes a coefficients dans K et de degré inférieur ou égal
an.Si P(X) € K, [X] est un polynome de degré n irréductible sur K,[X], alors Fyn
est isomorphe & K,[X]/(P(X)). Ainsi, & tout élément de Fgn correspond la classe
modulo P(X) d’un certain polynéme de degré n — 1. Déterminer la complexité de
la multiplication dans Fyn, c’est déterminer le nombre minimal d’opérations néces-
saires pour calculer, pour tous polynémes R(X) et S(X) de K, [X], les coefficients
du produit R(X)S(X) (mod P(X)).

Cependant, dans cette complexité de la multiplication, différents types d’opéra-
tions élémentaires interviennent. En effet, les additions et les multiplications dites
scalaires, c’est-a-dire qui sont indépendantes des éléments de Fy» dont on effectue le
produit, sont de nature différente des multiplications dites bilinéaires, c¢’est-a-dire qui
dépendent des deux éléments de F,» dont on effectue le produit. Ainsi, les opérations
des deux premiers types peuvent faire l'objet d'un traitement particulier (FPGA,
circuits dédiés, ...) afin d’optimiser leur efficacité. Ici, on s’intéressera au cas des
multiplications bilinéaires, qui correspondent en particulier au nombre de portes bi-
naires nécessaires dans un circuit.

A titre d’exemple, et afin d’éclaircir les différentes notions de complexité qui
viennent d’étre introduites, calculons le nombre d’opérations de chaque type inter-
venant dans la multiplication « naive » de deux éléments x et y de Fyn.

On se donne B:=(e1,...,e,) une base de Fg sur F, et on note
T=Y 1, wie; et y=> 1", ye; les écritures de x et y dans cette base. On défi-
nit pour tous 7,5 € {1,...,n}, les coordonnées {flk]}k du produit e;e; dans

> =1,...,n

27
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cette base :
n
k
€6 = Z & j€k-

k=1
Alors on a

n n n

k
Ty = Z 3Uiyj£¢,j €k-

k=1 \i=1 j=1

Ainsi, pour obtenir les coordonnées dans la base B du produit zy, on dénombre :

e n? multiplications bilinéaires : ce sont les produits iYj,

e 12 multiplications scalaires : ce sont les multiplications des éléments T;y; par
les coefficients f,ffj (qui ne dépendent que du choix de la base B et pas des
¢éléments x et y a multiplier),

e n(n—1)(n+ 1) additions d’éléments de Fy.

Cet exemple montre bien que la part des opérations scalaires dans la complexité
globale de la multiplication peut étre conséquente. Cependant, le probléme de la
détermination du nombre de multiplications bilinéaires présente 'intérét supplémen-
taire d’étre relié au probléme abstrait strictement mathématique de la détermination
du rang de tenseur de la multiplication. En effet, Bil(Fgn x Fyn,Fgn), le Fq-espace
vectoriel des formes bilinéaires de Fyn x Fgn dans Fyn est isomorphe au produit ten-
soriel Fon @ Fin @ Fgn, ot F7 est le dual de Fyn en tant que Fy-espace vectoriel,
comme 'indique le résultat suivant (cf [BCS97, Proposition 14.16]) :

Proposition 2.1.1.1.
Bll(Fqn X }FanFqn) ~ F;n (] F;n X ]Fqn

Plus généralement, on va présenter ici la notion de rang de tenseur de la multi-
plication, et son lien avec la complexité bilinéaire dans le cadre des algébres.

Soit A une F-algébre, ou F' est un corps et notons m 4 la multiplication dans A.
Comme m 4 est une application bilinéaire de A x A dans A, cela implique que m 4
correspond & une application linéaire M du produit tensoriel A ® A dans A et que
I’'on peut donc représenter M par un tenseur t4 € A* @ A* ® A o A* est le dual de
A sur F. Ainsi, le produit de deux éléments = et y de A s’obtient par convolution du
tenseur t 4 avec le tenseur r ® y € A ® A. Le rang de ce tenseur t 4 est défini comme
le nombre minimal A de tenseurs élémentaires (de rang 1) de la forme a; ® b; ® ¢; tels
que t4 puisse étre représenté de la facon suivante :

A
tA:Zaz‘(g)bi@Ci (2.1)
=1

oua; € A*, b; € A*, ¢; € A.
Dans ce cas, pour tous x,y € A, on a

A
xy = Zai(:n)bi(y)cl-. (2.2)
i=1
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Définition 2.1.1.2. On appelle algorithme % de multiplication bilinéaire dans A
de complexité X\ sur F la donnée de aq,...,ax,b1,...,by € A" etcy,...,cn € A qui
satisfont (2.2). L’entier \ est alors noté u(% ).

La complezité bilinéaire de la multiplication dans A sur F, notée up(A), est la com-
plexité minimale sur F de tous les algorithmes de multiplication bilinéaire dans A,
c’est-a-dire :

pr(A) = min (%)

o % parcourt l’ensemble des algorithmes de multiplication bilinéaire dans A sur F.

Réciproquement, tout algorithme % de multiplication bilinéaire dans A peut étre
obtenu & partir d'une décomposition de type (2.1).

Si I'on se limite aux cas particuliers ot les formes linéaires a; et b; coincident, on
parle alors complexité bilinéaire symétrique :

Définition 2.1.1.3. Un algorithme de multiplication bilinéaire de type (2.2) est dit
symétrique si pour tout i € {1,..., A}, on a a; = b;.

La complexité bilinéaire symétrique de la multiplication dans A sur F, notée p"™ (A),
est la complexité minimale de tous les algorithmes symétriques de multiplication bi-
linéaire dans A sur F, c’est-a-dire :

pr"(A) := min p(Z™™)

gy sym

ot U™ parcourt [’ensemble des algorithmes symétriques de multiplication bilinéaire
dans A sur F'.

Remarquons que la complexité bilinéaire et la complexité bilinéaire symétrique
sont trivialement reliées par 'inégalité suivante :

pr(A) < pp™(A).

Le rang de tenseur de la multiplication dans une extension de degré n du corps
fini IF, correspond au cas particulier ot F' = [ et A = Fyn, que I'on notera de facon
plus concise comme suit :

Définition 2.1.1.4. On pose

tg(n) := pr, (Fgn),
et
() = ).

Enfin, on définit les quantités suivantes, qui représentent la complexité bilinéaire,
symétrique ou non, de la multiplication dans l'algébre Fym[t]/(t!) sur F,, et qui ont
été introduites par Randriambololona dans [Ran12] :

Définition 2.1.1.5.
g, 1) 1= g, (Fm[2]/(21).
et
P () 2= ™ (B 1)/ ().
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Remarquons que la complexité bilinéaire classique dans Fy» sur [F, peut étre vue
comme un cas particulier de cette quantité :

(1) = 1g(n, 1) et 1™ (n) = ™ (n, 1).

2.1.2 Algorithme de multiplication de type Chudnovsky

En 1987, D.V. Chudnovsky et G.V. Chudnovsky présentent un principe de
construction d’algorithmes de multiplication dans Fg» sur F,, basé sur I'interpola-
tion sur des points rationnels des courbes algébriques définies sur F,. Cet algorithme
peut étre vu comme une généralisation de l'interpolation polynomiale, et notam-
ment de l'algorithme de Karatsuba. Depuis lors, des généralisations successives de
cet algorithme, qui prennent en compte des points de degré quelconque et de nou-
velles évaluations, ont été données par Ballet et Rolland [BR04], Chaumine [Cha06],
Arnaud [Arn06], Cenk et Ozbudak [CO10], et Randriambololona [Ran12].

S’il a d’abord permis d’établir que le rang de tenseur de la multiplication dans Fyn
était linéaire en n, cet algorithme en fournit désormais les meilleures bornes connues
dans le cas d’extensions de degré grand relativement au cardinal du corps de base —
le cas des petites extensions étant bien connu. Ce sont ces résultats classiques que
nous allons détailler dans le paragraphe suivant.

2.1.3 Reésultats classiques
Soit

P(X) = zn: a; X"
=0

un polynoéme irréductible unitaire de degré n a coefficients dans un corps K. Soient

n—1
R(X)=> ;X'
i=0
et
n—1
S(X)=> X'
i=0
deux polyndémes de degré inférieur ou égal a n — 1.

Fiduccia et Zalcstein (cf. [FZ77],|[BCS97, Proposition 14.47|) ont étudié le pro-
bléme général de la détermination des coefficients du produit R(X)S(X) et ont mon-
tré que cela nécessitait au moins 2n — 1 multiplications. Dans le cas ot le corps K
est infini, un algorithme atteignant exactement cette borne avait déja été donné
par Toom dans [Too63|. Dans [Win77|, Winograd décrit tous les algorithmes qui
atteignent la borne 2n — 1. De plus, il a montré dans [Win79| que tout algorithme
calculant les coefficients du produit R(X)S(X) (mod P(X)) et dont la complexité
bilinéaire est exactement 2n — 1 calcule nécessairement les coefficients du produit
R(X)S(X) et par conséquent fait appel & un des algorithmes décrit dans [Win77].
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Ces algorithmes utilisent des techniques d’interpolation et ne peuvent donc étre ap-
pliqués dans le cas ou le cardinal du corps K est petit par rapport & n (& savoir
précisément < 2n — 2). Autrement dit, on a le résultat suivant :

Théoréme 2.1.3.1. Si K est un corps tel que |K| < 2n — 2, alors tout algorithme
calculant les coefficients du produit R(X)S(X) (mod P(X)) est de complexité bili-
néaire strictement supérieure a 2n — 1.

Grace aux résultats de Winograd et de Groote [dG83|, et en appliquant le Théo-
réme 2.1.3.1 & I'extension Fyn» du corps fini Fy, on obtient :

Théoréme 2.1.3.2. La complexité bilinéaire de la multiplication dans Fgn sur IFy
vérifie
Mq(n) > 2n — 1a

avec égalité si et seulement st

q
< = 4+1.
n_2+

De plus, dans ce cas on peut toujours se ramener & un algorithme symétrique, donc
g " (n) = pg(n) = 2n — 1 pour tout n < % +1.

Dans [Sho92|, Shokrollahi étend la plage des degrés d’extension pour lesquels on
connait la valeur exacte de pg"(n) en appliquant lalgorithme de
Chudnovsky-Chudnovsky avec des corps de fonctions elliptiques (c’est-a-dire des
corps de fonctions de courbes elliptiques). D’apreés un résultat de Waterhouse [Wat69),
on sait en effet qu’il existe de tels corps de fonctions ayant g + 1 + €(q) places ration-

nelles, ce qui permet d’établir le résultat suivant :

Théoréme 2.1.3.3. La complexité bilinéaire symétrique de la multiplication dans
Fyn sur Iy est égale a 2n pour tout entier n tel que

1
T+1<n<s(a+1+€q)
ot € est la fonction définie par

e(q) = 2,/q si q est un carré parfait,
D= e plus grand entier plus petit que 2,/q premier a q sinon.

A ce jour, on ne sait toujours pas si la réciproque est vraie; i savoir :
si gy ™ (n) = 2n, a-t-on nécessairement 4 +1<n < i(qg+1+¢€(q))?

Notons que si ¢ =2 ou 3, alors 2 +1 > (g + 1+ €(q)) donc le théoréme 2.1.3.2
donne une meilleure borne que le théoréme 2.1.3.3, et ce, pour une plage de n plus
étendue.

Ainsi, la complexité bilinéaire symétrique g (n) est précisément connue pour
certaines valeurs de n et ¢q. En revanche, lorsque n est grand par rapport a ¢, estimer
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pg " (n) s’avére étre un probléme délicat. On verra dans le paragraphe suivant que dif-
férentes bornes supérieures ont été établies. Cependant, ’algorithme de Chudnovsky-
Chudnovsky appliqué & une suite asymptotiquement adéquate de corps de fonctions
algébriques permet d’affirmer que la complexité bilinéaire de la multiplication dans
Fyn sur IFy est linéaire en le degré n de I'extension ; autrement dit :

Théoréme 2.1.3.4. Pour tout entier q puissance d’un nombre premier, il existe une
constante Cy telle que
pg ™ (n) < Cyn.

Remarque. §’il ne permet pas d’établir de valeur exacte pour f4(n), le théo-
réme 2.1.3.3 en donne tout de méme une borne supérieure en vertu de la relation
pg(n) < pug™(n). En outre, le théoréme précédent établit la linéarité de pq(n) par

rapport a n.

2.1.4 Bornes asymptotiques

Dans [STV92|, Shparlinski, Tsfasman et V1adut ont étudié plus précisément 1’al-
gorithme présenté par D.V. et G.V. Chudnovsky, et en ont tiré d’intéressantes conclu-
sions quant & sa complexité. En particulier, ils ont introduit les deux quantités sui-
vantes dans le but d’étudier la linéarité du rang de tenseur :

Définition 2.1.4.1. Posons

Sym k
MP™ = lim sup He %) ( ),
k—o0 k
et sym
mY™ .= lim inf L(k).
q k—o0 k

On a vu précédemment que si le cardinal du corps de base est trop petit par rap-
port au degré de 'extension considérée, on ne peut pas utiliser la méthode d’interpo-
lation de Winograd. L’algorithme de Chudnovsky-Chudnovsky présenté dans [CC88|
permet d’outrepasser ce probléme en utilisant des techniques d’interpolation sur des
courbes algébriques ayant suffisamment de points rationnels sur le corps sur lequel
elles sont définies. En utilisant cet algorithme, D.V. et G.V. Chudnovsky ont affirmé
que la complexité bilinéaire symétrique de la multiplication dans les extensions finies
de F, était asymptotiquement linéaire en le degré de I'extension. Cependant, Shpar-
linski, Tsfasman et V1adut ont souligné que les fréres Chudnovsky avaient démontré
que mg’™ était borné, et non My"™, ce qui ne suffit pas a établir la linéarité de la
complexité bilinéaire. Pour cela, il est nécessaire d’établir que Mg"™ est borné, ce qui
était Pobjet de [STV92|. Malheureusement, une erreur dans cet article a récemment
été mise au jour par Cascudo, Cramer et Xing, et a un impact sur la démonstration
de ce résultat, ainsi que sur les améliorations qui avaient été apportées aux estima-
tions de bornes inférieures pour mg’ ™. Ce probléme sera explicité dans la section 2.2.
Néanmoins, des travaux ultérieurs de Ballet [Bal99], qui ne sont pas affectés par la
meéme erreur, permettent d’établir définitivement la linéarité de ug’™ (n) par rapport
an.
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Remarque. On définit les pendants non nécessairement symétriques de ces bornes
asymptotiques en notant

k
M, = lim sup L”,
k—o0
et .
mg = lim inf M.
k—o0

2.1.5 Bornes uniformes et asymptotiques connues

Rappelons d’abord les premiers résultats dus a Shparlinski, Tsfasman et Vlddu
[STV92, Lemme 1.2 et Corollaire 1.3] qui lient d’une part la complexité bilinéaire de
la multiplication dans des extensions successives de I, et d’autre part les notions de
complexité bilinéaire uniforme et asymptotiques introduites précédemment :

Lemme 2.1.5.1. Pour tout entier q, puissance d’un nombre premier, et tous entiers
n,m > 1, on a les inégalités suivantes :

B (m) < ™ (min) < g (o) (m),

sym

My

< 3 () .

et
MP™ < ME™ - 1™ (n).

Les deux derniéres inégalités se déduisent de fagon immeédiate de la premieére,
qui découle elle-méme de la définition méme de pg’™(nm), puisque Fymn est une
extension de Fg». Notons que ces inégalités sont aussi vraies pour les équivalents
non-symétriques de ces quantités.

Toute borne uniforme, c’est-a-dire toute constante Cj telle que définie dans le
théoréme 2.1.3.4, fournit une estimation pour la complexité asymptotique sur F,,
puisque l'on a toujours les inégalités suivantes :

M, < M¥™ < O,

Les bornes purement asymptotiques, c’est-a-dire qui ne découlent pas d’une telle
constante C, sont rares; c’est le cas de celles rappelées dans la proposition suivante :

Proposition 2.1.5.2. Soit g une puissance d’un premier p.

my™" > 3.52 [BD78, BDSU]
mg > 2(1+ ﬁ) pour tout q > 2. [STV92

mg > 2(14 ﬁ) pour tout ¢ > 2 tel que A(q) > 5. [Rani?2]

M, < 2(1+ \/61 5 pour q = p*" > 49. [Ran12]

M, < 3(1+ 1% pour tout p > 3. [Ran12]

M, < 3(1+ q% pour ¢ = p", ot T est impair. [Ran12]



34 Chapitre 2. COMPLEXITE ET ALGORITHMES DE CHUDNOVSKY

De plus, dans [CCXY12], les auteurs établissent les bornes purement asympto-
tiques suivantes pour les corps de petit cardinal :

My™ <747, MY <549, MY <498, M <48  MPM <382
MZ™ < 3.74, Mg¥™ < 3.68, M™ < 3.62, ME™ < 3.59.

Certaines valeurs exactes de f4(n) sont souvent utiles, parmi lesquelles :

sym

Hq
BT =0, W@ =G =8, u(6) = 15

Le premier résultat est une conséquence de la méthode de Karatsuba ; les suivants
sont établis dans [CC88|.

(2) = 3 pour tout g puissance d’un premier,

De plus, notons que de nombreuses bornes pour g’ (n), ot ¢ = 2,3,4, sont don-
nées dans [CO10] pour des petites valeurs de n.

Concernant ji4(m, 1), voici quelques bornes déja établies dans [Ran12|; ces bornes
sont établies spécifiquement pour la complexité non-symétrique :

1g(2,2) < 9 pour g =2ou 3,
1q(2,2) < 8 pour g =4oub,
1g(2,2) < 7 pourq>7,

pe(4,2) < 16 pour ¢ =9, 11 ou 13,
pe(4,2) < 15 pour g > 16,

M2(4 2) < 24, ( ) < 21, H4(47 2) < 20,
M5(47 2) < 197 H7( ) < 18 M8(4’ 2) <17.
) <

De plus, d’aprés [CO08|, on a p4(1,2) < g™ (1,
premier.
Plus généralement, pour tout entier non-premier m = de, avec d,e > 2, on a

fqg(m, 1) < pig(d)pga(e, 1),
cette inégalité étant toujours valable dans le cas symétrique :

P (1) < ™D e, ).

2) < 3 pour tout ¢ puissance d'un

De plus, Randriambololona a établi les bornes uniformes suivantes pour la com-
plexité non-symétrique :

Proposition 2.1.5.3. Si g =p" > 5 est une puissance d’un nombre premier, alors
pour toutn > 1, on a :

( 9 .
3(1+pf2>n 811"217

pg(n) < 2(1+ \/5272>n sir=2,

3 (1 + %) n  sir >3 est impair.
L q
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Pour finir, rappelons quelques bornes explicites pour Cy qui étaient alors connues
au moment ou ce travail de thése a été entrepris (ce sont donc des bornes pour

pg ().

Proposition 2.1.5.4. Des estimations établies pour la constante Cy définie dans le
théoreme 2.1.3.4 sont :

((sig=2 alors 54 [Bal99]
sinon siq =3 alors 27 [Bal99]
sinon si q =p > 5 alors 3( q%) [BC04]

2 ) [BCO4]

1+
C, = sinon si g =p*> > 25 alors 2(1 +
1+ —2=) [Bal0s]
1+
14

sinon st q > 16 alors 3

) [BRO4J, [BLBR0Y] et [BLBOG6]
2y [Bal03].

(
sinon si ¢ = p** > 16 alors 2(
(
(

\ sinon st q > 3 alors 6

Ces résultats proviennent de travaux des différents auteurs sus-cités, et sont ba-
sés sur les idées générales suivantes : utilisation et densification de tours de corps
de fonctions algébriques (|Bal99, Bal03|); utilisation de places de degré supérieur,
densification de tour et descente du corps de définition en caractéristique 2 ([BR04]) ;
utilisation de places de degré supérieur et descente du corps de définition en toute

caractéristique ([BLBR09]). Ces techniques seront détaillées plus précisément dans
la prochaine section.

2.2 Historique de l’algorithme de type Chudnovsky

Depuis la présentation en 1987 de l'algorithme de D.V et G.V. Chudnovsky
[CC88|, de nombreuses améliorations se sont succédées. L’objectif de ce chapitre est
de faire un panorama historique de ces évolutions, dont les derniéres sont intervenues
récemment, alors que cette thése était en cours.

2.2.1 Algorithme initial de Chudnovsky-Chudnovsky

En 1987, D.V. Chudnovsky et G.V. Chudnovsky présentent un principe de
construction d’algorithmes de multiplication bilinéaire symétrique dans Fyn, basé sur
I'interpolation sur des places rationnelles de corps de fonctions algébriques définis sur
F, et dont la complexité est linéaire par rapport au degré n de l'extension [CC87,
CC88|. Plus précisément, l’algorithme symétrique de Chudnovsky-Chudnovsky est le
suivant :

Théoréme 2.2.1.1. Supposons que l’on dispose d’un corps de fonctions algébriques
F/F,, d’une place Q de degré n, d’un ensemble & :={Py,...,Pn} de places de
degré 1 et d’un diviseur D défini sur Fy tel que Q, P1, ..., Py nappartiennent pas au
support de D.

Supposons que les conditions suivantes soient vérifiées :
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(i) la fonction d’évaluation

Evg: L(D) — Fg~Fp
foo— fQ)

est surjective,

(ii) la fonction d’évaluation

Evp: L(2D) — Fp Xx--- X Fpy ~FY
fooo—= (f(P),... f(PN))

est injective.

Alors on peut effectuer la multiplication de tous éléments x,y € Fgn avec au plus N
multiplications bilinéaires, i.e. :

g t(n) < N

Donnons quelques précisions sur le principe général de fonctionnement de cet
algorithme. Comme @ est une place de degré n, le corps de classe résiduel F de la
place () est une extension de degré n de F, et peut donc étre identifié¢ & Fyn. De plus,
FEvg étant surjective, on peut associer a tous x,y € Fgn des éléments du F,-espace
vectoriel £L(D), notés respectivement f et g. En appliquant la fonction d’évaluation
Evg, on obtient deux N-uplets (f(P1),..., f(Py)) et (9(P1),...,g(Py)) d’¢léments
de Fy car les places Py, ..., Py sont de degré 1. On définit alors h := fg par

(W(P1), ..., h(PN)) = (f(P)g(P1), .-, f(PNn)g(PN))- (2.3)

On sait qu’un tel élément h appartient a £(2D) puisque f,g € L(D). De plus, par
injectivité de Evg, h € L(2D) est uniquement déterminé par (2.3). Finalement, on
a

zy = Bug(f)Evq(g) = Evg(h)

oll EUQ est I'application de classe résiduelle relativement a @), dont Evg est la res-
triction a L£(D).

Concrétement, afin de rendre I'implémentation de cet algorithme plus aisée, on
procéde de la fagon suivante. On choisit un diviseur effectif D tel que dim D = n,
de sorte que Evg soit un isomorphisme et que £(D) C L(2D). En pratique, un
tirage au sort parmi les diviseurs (effectifs) de dimension n s’avére étre un moyen ef-
ficace pour trouver un tel diviseur. On peut alors considérer comme base de Fyn
sur F, I'image d’'une base de L£(D) par Evg. Notons B := (fi,..., fn) une base
de L(D) et complétons-la en une base de L£(2D), B := (fi,.. ., fu, fat1,---» [5),
oil N := dim L(2D) < N puisque Fvy est injective.

On note I' la matrice de I'application Evg : L(2D) — Fév dans la base B’. Comme
Ev g est injective sur £(2D), quitte a supprimer certaines places dans I'ensemble &2,
on peut supposer que Fvg est aussi surjective, de sorte que I' est inversible. En
particulier, on a alors N = N. Comme Q ¢ supp(D) = supp(2D), on a L(D) C Oq
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et £(2D) C Og. On peut donc considérer les images des éléments de la base B’ par
Evg et on obtient un systéme de N équations linéaires :

( n

AQ) = ) dEv(f)

=1

Q) = D cnBug(fi)

=1

avec ci € F, pour tous 1 <r < Netl <14 <mn;cequinous permet de définir la
matrice C' de P'application Evg sur B’ :

1 n

C% “ e cl

n

02 PR CQ

C .= ;
1 n

CN PR CN

On obtient alors le produit z := zy de deux éléments z,y € Fyn grace a l'algo-
rithme suivant :

n n
Entrées : ¢ = sz Evg(fi), vy = Zyi Evg(fi) //xi,y; € Fy
i=1 i=1
1re étape :
I'g « matrice formée des n premiéres colonnes de I'
(Xl, .. .,XN) $— (1’1,. . .,xn)l“ot
(Yl, e ,YN) < (yl, . ,yn)FOt
2¢ étape :
(Z1,...,ZN) «+ (X1Y1, ..., XNYN)
3¢ étape :
(21, 2n) < (Z1,..., ZNy)IH7IC
n
Sorties : z = Zzi Evg(fi) //z:=xy
i=1
Algorithme 1 : Algorithme explicite de multiplication dans Fg»

On peut remarquer que les seules multiplications bilinéaires qui interviennent
dans cet algorithme se trouvent a la 2¢ étape, ce qui permet de conclure que

pg " (n) < N.

Ainsi, pour obtenir une borne intéressante pour la complexité bilinéaire, il s’agit
d’optimiser le nombre N de places de degré 1 utilisées dans la seconde fonction
d’évaluation ; celui-ci dépend a la fois du degré n de l'extension considérée, ainsi
que du genre g du corps de fonctions F/F,. En effet, si le diviseur D choisi pour
I’algorithme est non-spécial et de dimension n (c’est le cas en pratique), alors il est
de degré n+ g — 1 et donc l'espace L£(2D) est de dimension dim 2D = 2n + g — 1.
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Une condition nécessaire pour que la seconde fonction d’évaluation soit injective est
donc
N >2n+g-—1, (2.4)

avec égalité dans le meilleur des cas, ce qui donne comme meilleure borne possible
pour la complexité bilinéaire : pg’™(n) < 2n + g — 1. Cependant, la condition (2.4)
ne suffit pas a assurer de I'injectivité de Evg. On peut la remplacer par la condition
plus forte suivante :

N >2n+2g—1, (2.5)

qui est alors suffisante. En effet, dans ce cas, le noyau E(QD - Zf\il R) de Evgp est
trivial car deg (2D — >V, P;) < 0. Notons que remplacer (2.4) par (2.5) ne change
pas la borne pg™(n) < 2n + g — 1, car le rang de Evg reste 2n + g — 1. Autrement
dit, méme si 'on dispose de 2n + 2g — 1 places rationnelles sur lesquelles effectuer
les évaluations, on sait qu’il suffit théoriquement d’en choisir un sous-ensemble de
cardinal 2n + g — 1 pour obtenir une application Fvg injective.

Lorsque n augmente, l'enjeu est le suivant : trouver un corps de fonctions algé-
briques de genre minimal avec suffisamment de places rationnelles pour que (2.4),
voire (2.5), soit satisfaite.

D’autre part, on a les conditions suffisantes suivantes pour établir I’existence d’un

diviseur D qui convienne :
Lemme 2.2.1.2. Soit F'/F, un corps de fonctions algébriques de genre g. S’il existe
dans F/F,

(i) une place Q de degré n,

(ii) un diviseur G non-spécial de degré g — 1,
alors il existe un diviseur D non-spécial de degré n + g — 1 tel que la fonction d’éva-
luation Evg : L(D) — Fg ~ Fyn est bien définie (c’est-a-dire que Q) ¢ supp D) et est
bijective.
Preuve. Soit Dy := G + Q. Par le lemme 1.1.4.11 de déplacement du support, on
peut choisir un diviseur D équivalent & D; et dont le support ne contienne pas Q). On
aalorsdegD =n+g—1et dimL(D — Q) =dim§G = 0, donc Evg : L(D) — Fg est
injective. En particulier, on a dimD <dimFg =n. D’autre part, comme
dimD =degD — g+ 1+ i(D) > n, on a finalement dimD = n ce qui établit la bi-
jectivité de Evg et implique de plus que (D) = 0. ]

Finalement, on peut énoncer le théoréme suivant qui synthétise ce qui vient d’étre
établi :
Théoréme 2.2.1.3. Soit F/F, un corps de fonctions algébriques de genre g avec au
moins N places rationnelles tel que
(i) il existe une place de degré n,
(i) il existe un diviseur non-spécial de degré g — 1,
(ii) N > 2n+2g — 1.
Alors on a
pg ™ (n) <2n+g— 1.
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2.2.2 Utilisation de places de degré supérieur

Afin d’obtenir plus facilement l'injectivité de la seconde fonction d’évaluation,
I'utilisation de places de degré supérieur a été envisagée par Ballet et Rolland dans
[BRO4] pour le cas des places de degré 2, puis généralisée a des places de degré
quelconque dans [CO10] par Cenk et Ozbudak. L’algorithme symétrique modifié est
alors le suivant :

Théoréme 2.2.2.1. Soient F/F, un corps de fonctions algébriques, Q@ une place
de degré n, & :={Py,..., Py} un ensemble de places de degré quelconque et D un
diviseur défint sur Iy tel que les places Q, Py, ..., Py n’appartiennent pas au support
de D. Si les conditions suivantes sont vérifiées :

(i) la fonction d’évaluation

Evg: L(D) — Fg~Fp
fo— Q)
est surjective,

(ii) la fonction d’évaluation

Evg : E(QD) — FPlx"'XFPN:FgegPIX...XFgegPN
foo— (f(P),.... f(PN))
est injective.

Alors cet algorithme symétrique de type Chudnovsky donne la borne suivante :

N

P (n) < p™ (deg P).
i=1

En effet, la seule différence avec I’algorithme initial de Chudnovsky-Chudnovsky
réside dans I'obtention du N-uplet (h(Py), ..., h(Py)) comme produit terme & terme
des deux N-uplets (f(Pl), .. .,f(PN)) et (g(Pl), ... ,g(PN)). Ces N-uplets n’étant
plus constitués d’éléments de Fy mais d’¢léments de F aeq p;, la détermination de cha-
cun des h(P;) nécessite donc ug " (deg P;) multiplications dans F,.

On peut alors énoncer un résultat analogue au théoréme 2.2.1.3 :
Théoréme 2.2.2.2. Soit F/F, un corps de fonctions algébriques de genre g avec au
moins Ny places de degré k pour 1 < k <d. Si
(i) il existe une place de degré n,
(i1) il existe un diviseur non-spécial de degré g — 1,
(iii) S0 kNj, > 2n +2g — 1.
Alors on a

d
B (n) < 3 pE (k) Ny
k=1
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2.2.3 Evaluations d’ordre supérieur

En 2006 et 2010, Arnaud et Cenk-Ozbudak introduisent dans [Arn06] et [CO10]
une notion généralisée d’évaluation, les évaluations d’ordre supérieur (ou « évalua-
tions dérivées »), qui consiste a ré-utiliser les mémes places en effectuant des évalua-
tions avec multiplicité. Cette technique permet d’optimiser 1'utilisation des places de
petit degré, places dont la contribution & la complexité bilinéaire est la plus faible
comme on a pu le voir dans la section précédente. Bien que ces deux travaux reposent
sur des idées semblables, ils proviennent de réflexions indépendantes, les résultats de
Nicolas Arnaud n’ayant pas été publiés. De plus, le travail de Cenk et Ozbudak est
plus général que celui d’Arnaud, les évaluations pouvant dépasser 'ordre 2.

Soient P une place de degré quelconque d'un corps de fonctions F/F, et t un
paramétre local fixé pour cette place. Toute fonction f € F réguliére en P admet
alors un unique développement local de la forme :

f:a0+a1t+a2t2+-~- oﬁao,al,ag...Equegp.

On note f(P)= fO(P):= g 'évaluation de f en P et f'(P)= fO(P):=ay,
L fUED(P) == oy_; les évaluations d’ordre supérieur de f en P.

On dit qu’on utilise une place P avec multiplicité [ > 1 lorsque les [ premiéres éva-
luations en P, f(P), fMD(P),..., fU=D(P), sont prises en compte dans la deuxiéme
fonction d’évaluation de I’algorithme :

Théoréme 2.2.3.1. Supposons que l’on dispose d’un corps de fonctions algébriques
F/F,, d'une place Q de degré n, d'un ensemble & = {Py,...,Pn} de places de
degré quelconque et d’un dwiseur D défini sur Fy tel que les places @, P1,..., Py
n’appartiennent pas au support de D.

Pour toute place P; € &2, on fixe un parameétre local t;.

Supposons que

(i) la fonction d’évaluation

Evg: L(D) — Fg~Fp
fo— Q)
est surjective,

(it) Uapplication Fy-linéaire

v: L(2D) — (quegpl)ll X (quegpg)l2 X oo X (quegPN)lN
f — (f(Pl)af(l)(Pl)v"'af(ll_l)(Pl)?f(P2)7f(l)(P2)a"'7
FE=D(Py), o f(P), fO(Py), ..., fO =D (Py))

est injective.

Alors on a la borne suivante pour la complexité bilinéaire symétrique de la multipli-

cation :
N

™) < 30 g (deg P (1,1, (26)
=1
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Précisons un peu le calcul de cette borne. Le recours aux évaluations d’ordre
supérieur complexifie la fagon d’obtenir ¢(fg) a partir des deux « évaluations » ¢(f)
et ¢(g). En effet, (fg)*)(P), le k-itme terme du développement local en P; du
produit fg, s’obtient & partir des développements locaux jusqu’a 'ordre k en P; de
chacune des deux fonctions f et g de la fagon suivante :

k
(fo)P(p) = fOP)g* I (P).
§=0

Ainsi, obtenir les [; élements (fg)(5;), (fg)D(P),...,(fg)b=(P) de [ aeg p; TE-
vient & calculer les I; premiers coefficients du produit des deux polyndémes suivants
de queg P; [t] :

Ii—1

Z F (Pt
u=0

et
I;—1

> g(m.
u=0

Par définition, la complexité bilinéaire sur F jaes 7, de ce produit est donnée par la

quantité u%yig o (B yaesri [t]/ (1)) = ,uzgf; p, (1,1;). Le calcul du développement local
q 1

de (fg)(P;) jusqu’a lordre I; — 1 nécessite donc g™ (deg Pi)uzggl p, (1,1;) multiplica-

tions d’éléments de F,, d’ott 'obtention de la borne (2.6) en effectuant ce calcul pour

chacune des places P, ..., Py.

Si 'on reformule les hypothéses en regroupant les places de méme degré et de
méme multiplicité dans 'ensemble &2, le théoréme 2.2.1.3 devient :

Théoréme 2.2.3.2. Soit F'/F, un corps de fonctions algébriques de genre g. Pour
k,l € N tels que 1 <k <d etl > 1, on choisit des entiers ny; > 0 pour lesquels

> nky < Br(F/Fy). (2.7)
1>1
Si
(i) il existe une place de degré n,
(ii) il existe un diviseur non-spécial de degré g — 1,
(iii) Sy k- (Cysy lneg) > 2n+2g — 1.
Alors on a .
p™ () <Y ™ (k) ( D (1, l)) :
k=1 1>1

Dans cet énoncé, pour 1 <k < d et ! > 1 fixés, I'entier n; représente le nombre
de places de degré k utilisées avec multiplicité [ dans l'algorithme : en particulier,
comme l'impose la contrainte (2.7), seul un nombre fini d’entre eux sont non-nuls.
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2.2.4 Le probléme de la 2-torsion

Détaillons le principe général d’obtention de bornes explicites pour f4(n) grace
a lalgorithme de type Chudvnosky. Dans un soucis de clarté, on considére la version
initiale de l'algorithme présentée en début de chapitre. Le principe est analogue dans
les versions postérieures.

Pour multiplier dans Fy», on se place sur un corps de fonctions F'/F, de genre g
dans lequel on dispose
— d’une place de degré n (il suffit pour cela que 2g + 1 < q%(ﬁ — 1), d’apres
le lemme 1.1.5.12),
— de 2n + g — 1 places de degré 1, P, ..., Poy4g—1, comme on l'a expliqué dans
la section 2.2.1. On pose A := S 7971 p,.
On cherche alors a déterminer s’il existe un diviseur D qui convient pour 'algorithme.
Plus précisément, on cherche un diviseur D de degré n 4+ g — 1 qui vérifie les deux
conditions suivantes :

(1) dim(D — Q) =0, de sorte que la premiére fonction d’évaluation soit injective.
Ainsi, on a Im(Fvg) C Fg ~ Fgn, et comme d’autre part

dimD =degD —g+1+iD)>n

par le théoréme de Riemann-Roch, on a finalement dimD = n, donc Evg est
surjective et de plus, D est non-spécial.

(2) dim(2D — A) = 0, c’est-a-dire que le noyau de la seconde fonction d’évaluation
est trivial.

Dans [STV92|, un argument de dénombrement est apporté pour établir qu'un tel di-
viseur existe. Malheureusement, cet argument est erroné, ainsi que cela a été signalé
par Cascudo, Cramer et Xing en 2010 (voir [Cas10, Remark 12.4]). Expliquons plus
précisément ce qu’il en est.

Le raisonnement dans [STV92] est le suivant : comme les propriétés attendues
pour le diviseur D ne dépendent que de sa classe (puisqu’on ne lui impose que
des conditions de dimension et de degré, lesquels sont invariants au sein d’une
méme classe), on peut se ramener & déterminer 'existence d’'une classe de diviseurs
[D] qui satisfait les propriétés demandées. Pour cela, il suffit de s’assurer que le
nombre de classes de diviseurs pour lesquelles une des deux conditions (1) ou (2)
est fausse est strictement inférieur & hp, le nombre de classe de F. De plus, en
vertu de la proposition 1.1.4.2(b), il y a toujours au moins un diviseur effectif dans
une classe de diviseurs de dimension non-nulle. Jusque-la, le raisonnement est cor-
rect. L’erreur est d’en conclure que le nombre de diviseurs pour lesquels au moins
une des deux conditions (1) ou (2) est fausse est au plus 24,_;. Rappelons que
A; = |{D €Div(F) | D >0 et degD =1}|.

En effet, présentons les choses de fagon & mettre en lumiére le probléme : on veut
déterminer le nombre de classes de diviseurs pour lesquelles au moins une des deux
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conditions (1) ou (2) est fausse. On considére les applications suivantes :

G: CcI"oY(F) — CIUNF)
[D] — [D] -]
et
H: CI"9YF) — CI¥YF)
[D] — 2[D] - [G]

et on pose Clig(F) := {[A] € CI(F) | A € [A] tel que A’ >0}.
La condition (1) n’est pas vérifice pour toutes les classes de diviseurs [D] telles
que L(D — Q) # {0}. Or d’apreés la proposition 1.1.4.2(b), on a

L(D - Q) # {0} = [P - Q] € Clfy (F).
On a donc au plus !Gil (C¥y 1(F))‘ classes de diviseurs [D] pour lesquelles
G(|D)) € Clgfl( F). Comme G est injective, il y a au plus ‘Clgf;l(F)‘ telles classes
de diviseurs. Or ‘Clg ! )‘ < Agy_1, il y a donc finalement au plus A, classes de
diviseurs pour lesquelles la condition (1) n’est pas vérifiée.

D’autre part, (2) n’est pas vérifiée pour toutes les classes de diviseurs [D] telles
que L(2D — G) # {0}. Ainsi, il y a au plus ‘H_l (Clggl(F))‘ classes de diviseurs
[D] pour lesquelles H([ ) € Clgf;l( ). Or cette fois, H n’est pas injective : on a
|H=1(CY; " (F))| = J[2] - |Cl (F)| ou J[2] := [{[A] € CI°(F); 2[A] =0}|. Il y a
donc au plus J[2] ~Ag 1 classes de d1V1seurs pour lesquelles la condition (2) n’est
pas vérifiée.

Finalement, les deux conditions (1) et (2) sont vérifiées simultanéement dés que
Ag1+ J[2]- Ay—1 < hp. Cette hypothése est plus forte que 24,1 < hp, qui est celle
demandée dans [STV92], ce qui explique que les bornes établies avec cette derniére
condition ne sont pas valides. Notons que cette erreur affecte aussi les résultats ob-
tenus par Ballet dans [Bal08a] et [BalO8b]|, puisqu’ils reposent sur un raisonnement
similaire.

En général, on ne connait pas précisément J[2], il est donc difficile d’établir 1’exis-
tence du diviseur D souhaité; d’ou 'intérét de la version asymétrique de ’algorithme
présentée ci-apres.

2.2.5 Algorithme asymétrique

Récemment, Randriambolona a présenté dans [Ran12| une derniére généralisation
de 'algorithme de type Chudnovsky. C’est la premiére version de 'algorithme qui,
par construction, n’est pas nécessairement symétrique. Cette propriété est recherchée
pour contrer le probléme de la 2-torsion vu dans le paragraphe précédent. Une autre
avancée notable est l'utilisation de la quantité jq(m, (), qui permet d’estimer plus
précisément le cotit de I'utilisation simultanée de places de degré m avec multiplicité
[ puisque l'on a :

tq(m, 1) < pig(m) x pigm (1,1).
Enoncé avec le vocabulaire général des faisceaux dans I’article original [Ran12], on
en donne ici un point de vue du domaine des corps de fonctions algébriques.
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Théoréme 2.2.5.1. Soit F//F, un corps de fonctions algébriques et soient m,l > 1
deux entiers. Soient QQ une place de degré m, et Py, ..., Py des places de degré quel-
conque, qui seront utilisées avec multiplicités respectives l1,...,Iny > 1. Supposons
qu’il existe deux diviseurs Dy et Dy dans F/Fy, tels que :

(i) les fonctions d’évaluation

L(D1) — Ox(D1)|gu = Fgm [t]/ ()
f — tévQ(Dl)f mod (tlQ)

et
L(D2) — Ox(D2)|qu

fooo— 1" mod (i)

t_UQ(Di)

sont surjectives (ot t est un générateur local pour Ox (D;) en Q),

(ii) la fonction d’évaluation

N N
ﬁ('Dl + Dg) — HOX(DI =+ IDQ)‘PZ.[”] ~ Hquchi [t]/(tli)
i=1 i=1

f . (t;fPl(Dl-i-Dz)f mod (tlﬁl)7 o ’t;:]PN(D1+D2)f mod (tl]%))

est injective.

Alors on a la borne sutvante pour la complexité bilinéaire de la multiplication :

N
pa(m, 1) < pug(deg P, 1;). (2.8)

i=1
Notons que dans cette version de I'algorithme, en raison du choix de la définition
des fonctions d’évaluations utilisées, aucune supposition n’est faite sur le support
des diviseurs Dy et Ds. Cependant, celles qui étaient faites sur le diviseur D dans les
versions précédentes n’étaient pas restrictives, en raison du lemme de déplacement

du support 1.1.4.11.

Cette généralisation de 'algorithme permet d’effectuer la multiplication de deux
éléments de Fym [t]/(#!) ot [ est possiblement strictement supérieur a 1. De plus, une
quantité de méme « type » pq(k, j), apparait de part et d’autre de I'inégalité, ce qui
permet & la fois d’obtenir des bornes supérieures en fonction de cette quantité, mais
aussi d’en déduire pour celle-ci de fagon récursive; une fois les bornes nécessaires
pré-établies, on peut utiliser l'algorithme avec [ =1 pour obtenir des estimations
de pi4(n). Cependant, le grand intérét de cette version est de faciliter les conditions
d’existence des diviseurs D; et Dy qui satisfont (i) et (ii). Dans les versions précé-
dentes, un seul diviseur D était & déterminer, mais avec des contraintes plus fortes.
Ici, si 'on note A le diviseur suivant :

A=) LD

alors des conditions suffisantes pour que les diviseurs D; et Dy satisfassent (i) et (i7)
sont :
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(i’) les diviseurs Dy — IQ et Dy — Q) sont non-spéciaux :
(D1 —1Q) =i(D2 — 1Q) = 0,
(i) le diviseur Dy 4+ Dy — A est de dimension nulle :
dim(D; + Dy — A) = 0.

Plus précisément, (ii) et (ii’) sont équivalentes alors que (i’) implique seulement (i) a
priori. Ces conditions sont vérifiées sous les hypothéses du théoréme suivant, qui est
I’analogue dans cette généralisation, du théoréme 2.2.1.3 :

Théoréme 2.2.5.2. Soit F'/F, un corps de fonctions algébriques de genre g > 2, et
sotent m,l > 1 deux entiers. Considérons, pour d,u > 1, des entiers ng, > 0, nuls
sauf pour un nombre fini d’entre eux et tels pour tout d, on ait :

> nau < Ba(F/Fy). (2.9)
u>1

Si
(i) il existe une place de degré m dans F/Fg,

(1) 3 gu>1Mdudu > 2ml + 3e+ g — 1, ot la constante e est définie par

2 siq=2,
e= 1 siqg=3,4,5,
0 sig>T.

Alors on a

:uq(m7l) < Z nd,uﬁ‘q(dv u)

du>1

En plus de ce résultat, Randriambololona a aussi donné une preuve constructive
de Dexistence de ces diviseurs Dy et Ds.

Enfin, il est important de garder & ’esprit que, contrairement aux versions anté-
rieures, toutes les bornes obtenues avec cette version de I'algorithme, sont, sauf dans
le cas ot l'on peut choisir Dy = Dy, des bornes pour y,(m, 1) et non pour ug " (m, 1),
et donc ne permettent en définitive d’obtenir que des estimations pour f4(n) et non
pour ug " (n). Dans le cadre exclusif de la détermination de la complexité bilinéaire
de la multiplication dans les extensions des corps finis, cette différence n’est pas gé-
nante — hormis un éventuel surcoiit en terme de complexité linéaire puisqu’il y a
trois fonctions & implémenter, au lieu de deux dans le cadre de I'algorithme symé-
trique. Signalons cependant que dans des domaines qui reposent sur des principes
similaires a celui de I'algorithme de type Chudnovsky mais qui ne seront pas étudiés
ici, tels que le calcul multi-parties ou les systémes d’équations de Riemann-Roch et
certaines de leurs applications (partage de secret, frameproof codes) la symétrie de
'algorithme est fondamentale (voir [Casl0]).
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Chapitre 3

De « bonnes » tours de corps de
fonctions algébriques

On présente dans la section 3.1 les tours de corps de fonctions algébriques qui
seront utilisées pour I’amélioration des bornes dans les chapitres suivants. Puis, dans
la section 3.2, on établit une série de lemmes techniques relatifs a des propriétés de
ces tours, utiles pour I'établissement des bornes.

3.1 Tours de Garcia-Stichtenoth

3.1.1 Tour de Garcia-Stichtenoth d’extensions d’Artin-Schreier de
corps de fonctions

On présente ici une version modifiée de la tour de Garcia-Stichtenoth introduite
dans [GS95] et définie sur les corps F2 ot ¢ = p" > 4 et r est un entier positif.

Notons 77 la tour abélienne élémentaire initialement construite par Garcia et
Stichtenoth sur FF 2. Elle est définie par la suite ([, Fb, F3,...) ott F := F2(x1) est
le corps des fonctions rationnelles sur F 2 et pour tout k > 1,

Fii1 = Fi(2k+1)

ou 241 satisfait I’équation
q _ a1
Zpp1 T Zht1 = Ty,
avec
xy = zx/xp—1 dans Fy pour tout k > 2.

Notons que F3 est alors le corps des fonctions Hermitien sur F 2.
Dans toute cette section, on notera g;, le genre de Fy ; rappelons qu’il est donné par
la formule suivante :

) F+d =g
gk = 11
2

k+1
2

—2q%+1 sik=1 (mod 2),
g*t —3¢7 —¢2 141 sik=0 (mod?2).

(3.1)
& +q

On note 73 la tour complétée présentée par Ballet dans [Bal03] :

7'2:F17OQF17IQQFLT:F270§F271§§F277.£
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ot les étages intermédiaires satisfont Fy, C Fj, ¢ C Fjq pour tout entier s € {0,...,r},
avec F o := Fj et Fj, := Fj41. Rappelons que chaque extension Fj, ;/Fj, est galoi-
sienne de degré p® avec corps plein des constantes FF 2, et que cette tour est asymp-
totiquement optimale sur F 2.

Dans |[BR04[, Ballet et Rolland ont montré que la descente du corps de définition
de chacun des étages de la tour complétée Tz de Fy2 sur F; est possible. Autrement
dit, on peut définir la tour 73/F, suivante :

q%

T3:=G1p0CG11C---CG1r=Ga0CGa1C---C Gy C---

ou pour tous k > 1 et s€{0,...,r}, on a Gy C Gis C Giy1, Gio =Gy et
G = Gp41. De plus, cette tour est reliée a la tour 73 par

Fys = Fp2Gy s pour tous k et s,

c’est-a-dire que Fy /2 est 'extension du corps des constantes de Gy, ;/IF,. Notons
que cette tour est bien définie d’aprés [BR04| et [BLBRO09], ot en particulier, il a été
prouvé le résultat suivant :

Proposition 3.1.1.1. Soit ¢ = p" > 4 une puissance d’un premier p. Pour tous en-
tiers k > 1 et s € {0,...,r}, il existe un étage Fy s/F 2 (respectivement Gy, s/F,) de
genre grs avec My places rationnelles dans Fs/Fgp  (respectivement
My, s := B1(Gk,s/Fq) + 2B2(Gy s /Fq) ot Bi(Gys/Fy) et Ba(Gy s/Fy) dénotent res-
pectivement le nombre de places de degré 1 et 2 dans Gy, 5/Fq) tel que :

(1) (gp = 1)p° +1 < go < 41,
(2) My > (¢* — 1)g"'p°.

On s’intéresse maintenant a la descente du corps de définition des étages de la
tour 73 de Fp2 sur Fy. Il n’y a pas de résultat général a ce sujet, mais on peut
montrer que c’est possible dans le cas particulier de la caractéristique 2. C’est I'objet
du prochain résultat, obtenu dans [BR11]. Notons que dans un souci de clarté, on
continuera a utiliser la variable p sans perdre de vue que dans ce cadre exclusif p = 2.
On rappelle aussi la démonstration de ce résultat qui donne les équations explicites
de chacun des étages de la tour descendue sur Fs.

Proposition 3.1.1.2. Posons p = 2. Si ¢ = p?, alors la descente du corps de
définition de la tour Ty de Fp2 sur Iy est possible. Plus précisément, il existe une
tour Ty définie sur I, et donnée par la suite :

To:=HigC Hi 1 CHyp=HyoC Hy1 C Hopp=H3zpC---
et reliée aux tours To/F 2 et T3/Fy par
Fy s =Fp2Hy , pour tous k > 1 et s € {0,1,2},

et
Gi,s = FgHy s pour tous k> 1 et s € {0, 1,2},

c’est-a-dire que Fy /T2 est I'extension du corps des constantes de Gy, s/Fy et Hy, s /IFp,
et que Gy, s/Fy est Uextension du corps des constantes de Hy, s/IF),.
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Preuve. Soit x1 un élément transcendant sur Fo et posons
Hy =TFy(x1), Gy = Fy(x1), F1 = Fi6(z1).

Pour k£ > 1, on définit de fagon récursive :

1. zp41 tel que Z%H + 2k41 = xi,

2. tgy1 tel que ti_H +tpy1 = a:z (ou encore tgy1 = 2k+1(2k+1 + 1)),
3. Thy1l = Zky1/ Tk,
4

- Hyy = Hyo(tes1) = Hy(thg1), Hir1,0 = Hepr = Hi(2041) 5
Gra = Gro(tit1) = Ge(tet1), Gig1,0 = Gir1 = Gr(2r41) 5
Fi1 = Fio(tit1) = Fi(te+1), Fir1,0 = Firr = Fio(241)-
D’apres [BLBRO09), la tour (Fkﬂ')k>1,i:0,1 est la tour densifiée de Garcia-Stichtenoth
To sur Fig, définie précédemment et les deux autres tours sont respectivement les
descentes de la tour 75 sur Fy et sur Fs. O

Enfin, on rappelle les propriétés suivantes de la tour 7y :

Proposition 3.1.1.3. Soit ¢ = p? = 4. Pour tous k > 1 et s € {0,1,2}, I’étage Hy,
de la tour T4/Fy,, de genre g(Hys/Fp) avec Bi(Hys/Fp) places de degré un,
By (Hy, s/Fp) places de degré deux et By(Hy s/Fp) places de degré quatre vérifie :

(1) Hy/Fp C Hys/Fp C Hyy1 /T, avec Hyo = Hy, et Hyo = Hyqy,
(2) g(Ho/Fp) < Q50 41 quee g(Hiy1 [Fp) = gis1 < ¢ + P,
(3) Bi(Hy,s/Fp) + 2Bo(Hy, s /Fp) + 4B4(Hys/Fp) > (¢* — 1)g"'p®.
3.1.2 Tour de Garcia-Stichtenoth d’extensions de Kummer de corps
de fonctions
Dans cette section, on présente une seconde tour de Garcia-Stichtenoth ayant de

bonnes propriétés.

Soit Fy un corps fini de caractéristique p > 3. On considére la tour 75 définie sur
F, de fagon récursive par 1’équation :

9 2 +1
Y=o
Cette tour, qui a été introduite et étudiée dans [GSRO03], est constituée de la suite
(Lo, L1, La, . ..) de corps de fonctions algébriques, ot Ly, := Fy(xo, 21, ..., z,) avec
2
x; +1 .
3:?+1 = Z2 pour tout ¢ > 0.
T

(2

Notons ici aussi que Lg est le corps des fonctions rationnelles.

Pour tout nombre premier p > 3, la tour 75/F,2 est asymptotiquement opti-
male sur Fj2. De plus, pour tout entier k& > 0, Ly/F,2 est I'extension du corps
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des constantes de Ly /F).

Enfin, on rappelle que Ballet et Chaumine ont établi dans [BC04] que le genre
chaque étage Ly des tours 75/F,2 et T5/F, est donné par la formule suivante :

ok+1l _3.9%5 4 sik=0 (mod 2),
9<Lk):{ 9 2k+1 ( )

1
3.2
k1 2 +1 sik=1 (mod 2). (3.2)

et que 'on a les bornes suivantes pour le nombre de places rationnelles dans Lj, sur
F,2 et pour le nombre de places de degré un et deux sur F), :

Bi(Lg/Fp2) > 25 (p — 1) (3.3)

et
By(Ly/Fy) +2B(Li [Fp) > 2841 (p — 1), (3.4)

3.2 Reésultats techniques utiles

On établit ici des bornes concernant le genre et le nombre de places (rationnelles,
de degré 1 et 2 ou de degré 1, 2 et 4) des tours présentées dans la section précédente et
qui seront utiles pour établir I'existence, pour chaque entier n, d’un étage de chacune
des tours permettant d’appliquer I’algorithme de type Chudnovsky pour multiplier
dans Fgn.

3.2.1 Pour les tours de Garcia-Stichtenoth d’extensions d’Artin-
Schreier

Dans cette section, ¢ = p” oll p est un nombre premier et 7 > 1 est un entier. On
dénotera indifféremment le genre d’'un méme étage des trois tours Ta/F 2, T3/F, et
T1/Fy de la fagon suivante :

9k,s = g(Fk,s/FqQ) ou g(Gk,s/]Fq) ou g(Hk,s/FQ)a

en particulier, gi := gr.0 = Gh—1,r-
On pose
Agk,s = Gk,s+1 — Gk,s-
Lemme 3.2.1.1. Si g > 4, alors on a les bornes suivantes pour le genre des étages
des tours T2 /F2, T3/Fy et Ta/Fa (dans ce dernier cas, on convient que q =4 et
p=r=2):
i) gr > ¢~ pour tout k > 4,
de plus, pour la tour Ty/Fa, on a aussi g > pd" ' pour tout k > 3,

g _ E
i) gr <" g +1) - aqz,
iii) grs < ¢" g+ 1)p® pour tous k > 1 et s € {0,...,r},

k ko
iv) g;wg%pour tous k > 2 et s €{0,...,r}.
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Preuve.

i)

ii)

iii)

iv)

Le

D’apres la formule (3.1) du genre des tours rappelée a la section 3.1.1, on sait
que si k=1 (mod 2), alors

k+1 k—1 k—1 k—1
=q"+¢"—q¢2 —2¢7 +1=¢"+qgz (g2 —qg-2)+1.

Comme ¢ > 3 et k > 4, onaq%—q—2>0, d’ott g > ¢".
Sinon, £ =0 (mod 2), et donc

_ 1 & 3k k_ E_q1, & 1 3
gk=q"+d" =St =gz g2+ 1= g2 (g7 — 5 - Sq— 1)+ L.

2 2 2 2

Comme g >4 et k > 4, onaqgf%f*%q—1>0, d’ou gi, > ¢".
Quant a la seconde borne pour gj dans le cas de la tour 7;/F2, notons qu’elle
est déja établie pour tout k > 4, car alors g, > ¢ > pg®~'. Pour k = 3, il suffit
de constater que g3 — pg® = ¢> — 2¢ + 1 — pg® = 25 > 0.
C’est une conséquence directe de la formule (3.1) car pour tout k& > 1, on a
2(]% > 1 ce qui permet de conclure si k est impair, et %qg + qg_l >1doule
résultat pour les k pairs puisque %q > V4

Si s = r, alors d’apreés la formule (3.1), on a

G = o1 < @+ " =g+ 1)p

9ktl 1 1. De

p
plus, comme ¢'% >q et 3¢5 1> g, on obtient g1 < ¢ +gF —g+1

d’aprés la formule (3.1). Ainsi, on obtient

Sinon, s < et les propositions 3.1.1.1 et 3.1.1.3 donnent g 4 <

9k, s < prfs +1
= ¢ g+ p*—p°+p 41
< Mg+ +p7
< F g+ 1)p® car 0<p" < 1et Jk,s € N.
Les propositions 3.1.1.1 et 3.1.1.3 donnent g s < Z,’ffi + 1, donc d’aprés ii) on a

k1l
(g+1)—+/qq 2

k
ks < g 7 4+ 1 d’ou le résultat car p" % < qg pour tout k > 2.

cas particulier de la tour 7;/Fs

Dans ce paragraphe, on fixe ¢ = p?> = 4. Cependant, pour plus de clarté, on

conserve les variables p et ¢ dans les énoncés et les démonstrations.

Lemme 3.2.1.2. Pour tous k>1 et s € {0,1}, on définit Dy, := p*TigF 1.

On

a alors

i) AGks = Gks+1 — Jh,s = Dis,
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’LZ) Bl(Hk,s/IFp) + 2BQ(H]€78/]FP) + 4B4(Hk75/Fp) > 2Dk,s-

Preuve.

i)

if)

D’aprés la formule du genre de Hurwitz [Sti08, Theorem 3.4.13|, on a
Oks+1 —1>p(grs —1) pour tous entiers k>1 et s=0,1, donc
Gk,s+1 — 9k,s > (P — 1)(gk,s — 1). En appliquant s fois successives la formule du
genre de Hurwitz, on obtient gy s4+1 — gx,s > (p — 1)p°*(gx — 1). Ainsi, pour k& > 3
on a gist1 — Gks > (P — Dp*tgh=1 car gp > pg®~! d’aprés le lemme 3.2.1.1 i).
De plus, pour k = 1 ou 2, on calcule avec KASH [DFK'97]| les genres des étages
de la tour : g1 =0, g1,1 = 2, g2 = 6, go;1 = 23 et g3 = 57. On vérifie alors que le
résultat est toujours valable dans ces cas.

C'est évident car ¢> —1>p? et daprés la proposition 3.1.1.3 on a
Bi(Hy,s/F2) + 2B2(Hy,s/F2) + 4Ba(Hp,s/F2) > (¢° — 1)¢"'p".

O]

Lemme 3.2.1.3. Pour tous k > 1 et s € {0,1,2}, on a

; 51 T
sup {” €N ’ ig4lBi(Hk,s/F2) > 21 + 20k s + 7} >50 3

Preuve. D’aprés la proposition 3.1.1.3 et le lemme 3.2.1.1 iii), on a

> iBi(Hps/F2) = 2055 —7 > (¢* = 1)g" 'p* —2¢" g+ 1)p° = 7
i=1,2,4

= p¢" g+ 1)(g—3)—-T.

Ainsi

) 1 _
sup {n €N ‘ Z iBi(Hy,s/F2) > 2n + 2g; s + 7} > ipsqk 1(q+ 1)(¢g —3)

i=1,2,4
et on obtient le résultat car ¢ =4 et s > 0. O
Lemme 3.2.1.4. Pour tous k > 1 et s € {0,1,2}, on a
5
sup{n € N| 7 iBi(His/F2) > 2+ g +5) 2 5p°" " - 2.
i=1,2,4
Preuve. D’aprés la proposition 3.1.1.3 et le lemme 3.2.1.1 iii), on a
BH IE‘ _ _5 > 2_1 k—1 S k—1 1 5_5
iBi(Hp,s/F2) = gh,s > (@—=1g p"—q¢ (qg+1)p
i=1,2,4
= P Ng+1)(g-2) -5
d’otu le résultat puisque g = 4. O
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Lemme 3.2.1.5. Pour tout entier n > 2 il existe un étage Hk7S/IF2 de la tour Ty /Fy
pour lequel les deux conditions suivantes sont satisfaites :

(1) il existe une place de degré n dans Hy, s/F,
(2) Bl(Hk7s/F2) + 2BQ(H]€7S/F2) + 4B4(Hk75/F2) > 2n + 29kz,s + 7.

De plus, le premier étage pour lequel ces conditions sont vérifiées est le premier étage
pour lequel la condition (2) est vérifiée.

Preuve. Fixons un entier n > 28. On commence par montrer que pour tout entier
n—1 1
ktel que 2 <k <1(n—12),0ona2g+1<pz (pz —1) pour tout s € {0,1,2},

et donc la condition (1) est vérifiée d’apres le lemme 1.1.5.12. En effet, pour un tel

entier k,ona 6 < § — 2k i.e. % < pz~% . Comme 5p% < p%, on obtient 5p% <pz 2k

~2. ce qui donne 5p?Ft! < pnT_l(p% —1). On

Z+1 :en effet, d’aprés le lemme 3.2.1.1 iv),

ou de facon équivalente 5p?F+1 < pnT_l
conclut en montrant que 2g; s + 1 < 5p
comme k > 2, pour tout s € {0,1,2}, on a

k E
¢ (g+1)—q2(qg—1)
2gk’,s+1 < 2 s +1
P
Eqg— 1
= 2<q’”(q+1)—q2q >p5+1
-1
= 2" g+ 1)p° —2¢2 1= ps+1

< 2qk_1(q + 1)p® car 2qg g

p°>1

= 2" D+ 1)p°

_ 2k—1,_s _

= 5p p° carp =2
d’ou le résultat puisque p* < p?.
On prouve maintenant que pour k > % log,, (%(Qn + 6)), la condition (2) est satisfaite.
En effet, pour un tel entier k£, on a 2n + 6 < %p%, donc 2n +6 < %p%ps pour tout
s € {0,1,2}. Comme p =2, on a %p%pS = (p4 —1—p(*+ 1))p2’“_2p5, d’ou

2n + p** 1 (p? + 1)p* + 6 < (p* — 1)p**2p°. (3.5)

Rappelons que l'on a obtenu plus haut 2g,,+1< pzk*l(p2 + 1)p®, donc
2n + 29k + 7 < 2n + p?~1(p? + 1)p® + 6 et I'inégalité (3.5) donne le résultat puisque
on sait que By (Hys/Fp) + 2Bao(Hy, s /Fp) + 4B4(Hy s /Fp) > (¢? — 1)¢* 1p® d’apres
la proposition 3.1.1.3.

Finalement, on a montré que pour tous entiers n >28 et k> 2 tels que
%logp (%(271 +6)) < k < 1(n—12), les conditions (1) et (2) sont vérifiées simultanée-
ment. Notons que pour tout n > 28, on a %logp (%(Zn + 6)) > 2. De plus, 'intervalle
[% log,, (%(Qn + 6)) : i(n — 12)] est de longueur supérieure a 1 dés que n > 28, et cet
intervalle grossit avec n. Ainsi, pour tout entier n > 28, on sait qu’il existe un entier
k > 2 dans cet intervalle et donc qu’il existe un étage de la tour correspondant Hy, ,.
De plus, cet étage Hy s (qui est celui tel que le couple d’entier (k,s) est minimal)
pour lequel les deux conditions (1) et (2) sont vérifiées, est le premier étage pour
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lequel la condition (2) est vérifiée, car pour tout entier k < 3(n — 12) il existe une
place de degré n dans Hy, ;/F>. Enfin, on termine la preuve en calculant, pour les
premiers étages de la tour, le nombre de places de degré un, deux, quatre et n pour
n < 28. On utilise a cette fin le package KASH [DFK 97|, et on obtient les résultats
suivants :

[ ] g(Hl/]FQ) = 0, Nl(Hl/FQ) = 3, NQ(Hl/]FQ) =1cet N4(H1/F2) = 3. La condi-
tion (2) est donc satisfaite pour tout m <5; de plus, on vérifie que
N3(Hp/F3) > 0 et N5(H;/F3) > 0. Ainsi, pour tout entier n <5, le premier
étage qui vérifie simultanément les deux conditions (1) et (2) est Hy /Fo.

° g(HLl/Fg) = 2, Nl(Hl,l/FZ) == 3, NQ(HLl/FQ) =1 et N4(H171/F2) =17. La
condition (2) est donc satisfaite pour tout n < 11; de plus, on vérifie que
N;(H;1/F2) > 0 pour tous les entiers i € {6,...,11}. Ainsi, pour tout entier
n € {6,...,11}, le premier étage qui vérifie simultanément les deux conditions
(1) et (2) est H]_’]_/]FQ.

o g(Hg/Fg) = 6, Nl(HQ/IFQ) = 3, NQ(HQ/FQ) =1et N4(H2/IF2) = 15. Ainsi, la
condition (2) est satisfaite pour tout n < 23; de plus, on sait que N;(Ha/F2) > 0

pour tout entier ¢€ {12,...,23} puisque dans ce cas, on a
29(Ha/F2) +1 <22 (vV2—1). En  effet, 2g(Hy/F2)+1=13 et
27 (V2 —1)>2"2 (V2—1) > 18 pour tout entier i € {12,...,23}. Ainsi,
pour tout entier n € {12,...,23}, le premier étage qui vérifie simultanément

les deux conditions (1) et (2) est Hy/Fs.

[ g(HQJ/IFQ) = 23, Nl(HQJ/FQ) = 4, NQ(HQJ/IFQ) =1 et N4(H271/F2) = 28.
Ainsi, la condition (2) est satisfaite pour tout n < 32; de plus, on sait que
N;(H3/F3) > 0 pour tout entier i € {24,...,27} puisque dans ce cas, on a
2g(Hy1 /F2) +1<2"7 (V2—1). En effet, 2g(Hy1/Fo)+1=47 et
27 (V2 —1) > 27 (v/2— 1) > 1199 pour tout entier i € {24,...,27}. Ainsi,
pour tout entier n € {24,...,27}, le premier étage qui vérifie simultanément
les deux conditions (1) et (2) est Hy 1/Fs.

Remarquons que la encore, c¢’est la condition (2) qui oblige a utiliser I'étage (k,s+1)
au lieu de 'étage (k,s), car elle n’est pas satisfaite dans ce dernier étage. ]

Le cas des tours 73/F 2 et T3/F,

Dans cette section, on suppose que ¢ := p" > 4 ol est p un nombre premier
quelconque. Pour tous k > 1 et s € {0,...,r}, on note

Mk,s = Bl(Fk,s/FqQ) = B1<Gk73/IFq) + QBQ(Gk’S/Fq).

Lemme 3.2.1.6. Soit Dy, :== (p — Dpq®. On a
7’) Agk,s > Dk,s:
ii) My, s > Dy 5.

Preuve.

i) D’aprés la formule du genre de Hurwitz [Sti08, Theorem 3.4.13|, on a
ks+1 — 1 2 p(gs — 1), done grsy1 — gs > (p = 1)(gk,s — 1). En appliquant s
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fois  successives la  formule du genre de Hurwitz, on obtient
Ghst1 — Gis = (p— Dp*(9(Gy) — 1). Ainsi, gk s41 — grs = (p — 1)p*¢”, pour tout
k > 4 d’apres le lemme 3.2.1.1 1). Les cas k = 1,2, 3 sont traités au cas par cas
(pour les petites valeurs de q), avec les valeurs obtenues avec KASH [DFK197]
et regroupées dans la table de la preuve du lemme 3.2.1.10.

ii) D’aprés la proposition 3.1.1.1, on a

M, s

A\VARLYS

Lemme 3.2.1.7. Pour tous k> 1 et s € {0,...,r}, on a

1
sup {n eN ‘ My s > 2n 4 2gy 5 — 1} > E(q + 1)¢" p*(q - 3).
Preuve. D’aprés la proposition 3.1.1.1 et le lemme 3.2.1.1 iii), on a

Mo —2gss+1 > (¢ —1)¢" 'p* —2¢" g+ 1)p° +1
(g+1)g"'p*((g—1) —2) +1
> (q+1)¢"p*(g - 3)

d’out sup {n eEN| Mys>2n+2gs — 1} > %(q +1)¢"1p*(q — 3). O

Lemme 3.2.1.8. Pour tous k> 1 et s € {0,...,r}, on a

1
sup {n eN ’ Mis >2n+ ggs — 1} > i(q +1)¢"'p’(g - 2).
Preuve. D’aprés la proposition 3.1.1.1 et le lemme 3.2.1.1 iii), on a

Mys—grs+1 > (¢*—1)g"'p" —¢" Mg+ 1)p* +1
(g+1)g"p*((g—1) —1) +1
> (¢+ 1) 'p*(q—2).

O

Les deux prochains lemmes établissent ’existence d’un étage pour chacune des
deux tours qui soit optimal pour l'algorithme de type Chudnovsky.

Lemme 3.2.1.9. Sin >3 (¢ + 1+ €(q?)), alors il eziste un étage Fy /F2 de la
tour Ta/F 2 pour lequel les trois conditions suivantes sont satisfaites :

(1) il existe un diviseur non-spécial de degré gy s — 1 dans F, /F 2,
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(2) il existe une place de degré n dans Fy s/F 2,
(3) Bl(Fk,s/FqQ) >2n + 2gk,s —1.

De plus, le premier étage pour lequel ces trois conditions sont vérifiées simultanément
est le premier étage pour lequel la condition (3) est vérifiée.

Preuve. Notons quen >9carg>4etn > %(q2 +1)>85.0Onfixel<k<n-—4
et s € {0,...,r}. On commence par démontrer que dans ce cas, la condition (2) est
vérifiée. Le lemme 3.2.1.1 iv) donne :

k k
+1)—qg2(¢g—1
2. +1 < 24 (g >T_§ e=b 4
b
kqg—1
= 2ps<qk_1(Q+1)—q2qq >+1
< 2qk_1p5(q+1) Caerngq_ >1 (3.6)
< 2¢"(¢° - 1).

D’autre part,n —1>k+3>k+ % +2doncn—1> 10gq(qk) +log,(2) +log,(q + 1).
Cela implique que ¢"~ > 2¢¥(q + 1), et donc ¢" ' (¢ — 1) > 2¢¥(¢*> — 1). Ainsi, on
a 2gks+1<¢"(g—1) ce qui assure que la condition (2) est vérifice d’apres le
lemme 1.1.5.12. On suppose désormais de plus que k > log, (%”) + 1. Remarquons
que pour tout n > 9, il existe bien un tel entier k puisque la taille de I'intervalle
[log, (%”) + 1,n — 4] est supérieure & 9 — 4 — log, (?) —12>3>1. De plus, un tel
entier k vérifie ¢*~1 > %n, donc n < %qk_l(q +1)(¢ —3) car ¢ > 4. On a alors

2n + 295 — 1 2n + 295+ 1

on+2¢"1p*(q+1) dapres (3.6)
¢ Mg+ 1)(g-3)+2¢" 'p°(g +1)
¢+ 1)(g—1)

(¢* — 1)¢" 'p*

ce qui implique que Bi(Fy/Fs2) > 2n +2gx s — 1 d’aprés la proposition 3.1.1.1.
Ainsi, pour tout entier k € [log, (22) +1,n — 4], les conditions (2) and (3) sont si-
multanément satisfaites et c’est le cas dés que Uentier k satisfait la condition (3).

Pour conclure, remarquons que pour les entiers k qui satisfont ces deux conditions,
la condition (1) est aussi satisfaite d’aprés le théoréme 1.3.1.4 qui s’applique puisque
q>4etgrs > g > 6 daprés la formule (3.1). O

(VAN VAN VAN VAN

Lemme 3.2.1.10. Sin > 3 (¢+ 1+ €(q)), alors il existe un étage Gy, s/Fq de la tour
T3/Fq pour lequel les trois conditions suivantes sont satisfaites :

(1) il existe un diviseur non-spécial de degré gy, s — 1 dans Gy, 5/F,,
(2) il existe une place de degré n dans Gy, s/Fq,
(3) Bl(Gkﬁ/Fq) + 2BQ(Gk,S/Fq) > 2n + 29]6,3 — 1.

De plus, le premier étage pour lequel ces trois conditions sont vérifiées simultanément
est le premier étage pour lequel la condition (3) est vérifiée.
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Preuve. Notons quen > 5car g > 4, €(q) > €(4) = 4,d’otin > 2(q+ 1+ ¢€(q)) > 4.5

On considére d’abord le cas ot n > 12. Fixons 1 < k < "775 et s€{0,...,7}. On a
n—1
2p'h 1O < g"T car
2

n—1

Njw

>k+2=Fk— g +14+1+ g > log,(q""2) + log,(4) + log, (p*) + log,(q + 1).
Ainsi, 2p°¢* (g +1) < q%(\/g —1) car % < /@ — 1 pour ¢ > 4. D’aprés I'inéga-
lité (3.6) obtenue dans la preuve précédente, cela prouve que la condition (2) est
satisfaite.
Le méme raisonnement que dans la preuve précédente montre que la condition
(3) est aussi satisfaite dés que k > log, (%") + 1. De plus, pour n > 12, 'intervalle
[log, (%”) +1, ”7_5] contient au moins un entier et le plus petit d’entre eux est le plus
petit entier k pour lequel la condition (3) est vérifiée. En outre, pour un tel entier k,
le théoréme 1.3.1.4 assure que la condition (1) est aussi vérifiée.

Pour finir, on considére les cas ou 5 < n < 11. Pour toutes les valeurs de n et
q = p" pour lesquelles on a a la fois n > % (g+1+4¢€(q) et 5 <n <11, il faut vérifier
que les conditions (1), (2) et (3) sont bien vérifiées. On utilise pour cela le package
KASH [DFK"97] pour modéliser les premiers étages de la tour 73/F, et calculer leur
genre et leur nombre de places de degré 1 et 2. Ainsi, on détermine le premier étage
Gl,s/Fq qui satisfasse simultanément les trois conditions (1), (2) et (3). On résume
les résultats obtenus dans la table suivante :

qg= pr 22 23 32
e(q) 4 5 6
Tlg+1+(q) 15 7 8
entiers n & considérer 5<n<11|7<n<11|8<n<11
étages (k, s) correspondants (1,1) (1,1) (1,1)
B1(Gys/Fg) ) 9 10
Bo(Gr,/Fy) 14 124 117
T(Gr./F,) 15 117 113
hs 2 12 9
2915 + 1 5 25 19
7T (Ji—1)> ... 16 936 4374
q=7p" 5 7 11 13
e(q) 4 5 6 7
Tlg+1+(q) 5 6.5 9 105
entiers n a considérer 5<n<11|7<n<11[{9<n<1l|n=11
étages (k, s) correspondants (2,0) (2,0) (2,0) (2,0)
N1(Grs/F,) 6 8 12 14
No(Gr.s/F,) 60 168 660 1092
T(Gr./F,) 53 151.5 611.5 | 10215
s 10 21 55 78
20k.s + 1 21 43 11 157

q%(ﬁ -1 >... 30 564 33917 967422
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Dans cette table, on peut vérifier que pour chaque valeur de ¢ et de n & considérer
et tout étage Gy, s/F, correspondant, on a simultanément :
® gi s > 2, donc la condition (1) est vérifiée d’aprés le théoreme 1.3.1.4,
® 2gks+1< an_l(\/Q — 1), donc la condition (2) est vérifiée,
o [(Gys/Fy) = 2(B1(Gs/Fq) + 2B2(Gr s /Fq) — 29k + 1) > n donc la condi-
tion (3) est vérifice.

O]

3.2.2 Pour les tours de Garcia-Stichtenoth d’extensions de Kum-
mer

Dans toute cette section, p > 3 est un nombre premier et on note gi le genre de
I'étage Ly dans les tours T5/F 2 et T5/F,. De plus, on pose

M, = Bl(Lk/Fp2) = Bl(Lk/Fp) + 2B2(Lk/]Fp)
Le lemme suivant est une conséquence directe de la formule (3.2) :

Lemme 3.2.2.1. Le genre des élages des tours Ts/F2 et Ts/Fy vérifient pour tout
k>0:
i) gp < 28T —2.2
i) gp < 281

k+1
2

+1,

Lemme 3.2.2.2. Pour tout k>0, on pose Agy:= gix+1— gx. Alors on a
k+1

My, > Agp > 2k 275,

Preuve. Si k est pair, alors Agy, = 2! — 25, sinon Ag, = 2k — 23" donc la
seconde inégalité est clairement vérifiée. De plus, comme p > 3, la premiére inégalité
découle des bornes (3.3) et (3.4) qui donnent Mj, > 2F+2. O

Lemme 3.2.2.3. Pour tout k > 0, on a
sup{nEN ’ M, 22n+2gk—1} 22k(p—3)+2.

Preuve. D’aprés les bornes (3.3) et (3.4) pour My, et le lemme 3.2.2.1 ii), on obtient

k+1

M, —2g,+1 > 2Mlp—1)—20@"t—2.272 +1)+1
= oMHl(p_3)14.2% —1
2k (p — 3) + 4 car k> 0.

Y

Lemme 3.2.2.4. Pour tout k > 0, on a
k k+1 .
sup{neN‘MkZQn—i—gk—l}ZQ (p—2)+27=2,sip>5
et
sup{neN‘Mk22n+gk+2}22k(p—2)+2%—1, stp=3 oud.
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Preuve. D’aprés les bornes (3.3) et (3.4) pour My, et le lemme 3.2.2.1 i), on obtient

My—ge+1 > 26 (p—1)— (2" —2.2"% +1)+1
= oMl(p_2)4+2.2%
De méme, on a
My —gr—2 > 26 (p—1)— (2F1 —2.2%" 1 1) 2
2k tl(p—2)+2.2"% —3
ce qui donne le résultat si p = 3 ou 5. O

On peut maintenant établir I’existence d’un étage de chacune de ces tours qui
convienne pour appliquer 'algorithme de type Chudnovsky.

Lemme 3.2.2.5. Sip>5etn > % (p2 +1+ 6(])2)), alors il existe un étage Ly /2
de la tour Ts /sz pour lequel les trois conditions suitvantes sont satisfaites :

(1) il existe un diviseur non-spécial de degré gr, — 1 dans Ly /F 2,
(2) il existe une place de degré n dans Ly, /T 2,
(3) Bl(Lk/Fp2) >2n+ 2g, — 1.

De plus, le premier étage pour lequel ces trois conditions sont vérifiées simultanément
est le premier étage pour lequel la condition (3) est vérifiée.

Preuve. Fixons n > 1(52 + 1+ €(5%)) = 18. On commence par prouver que pour
tout entier k tel que 2 <k <n—2,ona2g,+1<p" (p—1), et donc la condi-
tion (2) est vérifiée d’aprés le lemme 1.1.5.12. En effet, pour un tel entier k, comme
p>5on ak <logy(p"?) <logy(p" ! —1), donc k+ 2 < log, (4(p"~! — 1)), d’'ou
262 41 <4pnt car  logy (4(p" ' —1)) <logy(4p™ ! —1). Ainsi, on a
221 41 <p"Y(p—1) car p> 5, d’oit le résultat d’aprés le lemme 3.2.2.1 ii).
On montre mantenant que pour k > logy(2n — 1) — 2, la condition (3) est vérifiée.
En effet, pour un tel entier k, on a k + 2 > logy(2n — 1), donc 252 > 2n — 1. On a
alors 2843 > 2n 4 2842 — 1 et donc 21 (p — 1) > 21 . 4 > 20 + 2842 — 1 carp > 5.
Ainsi on a Bi(Lg/F,2) > 2n + 2g; — 1 d’aprés la borne (3.3) et le lemme 3.2.2.1 ii).
On a donc montré que pour tous entiers n>18 et k>2 tels que
logy(2n — 1) — 2 < k < n — 2, les conditions (2) et (3) sont simultanément satisfaites.
De plus, pour tout n > 18, il existe bien au moins un entier k£ > 2 dans l'intervalle
[logy(2n — 1) — 2;n — 2]. En effet, logy(2-18 — 1) — 2~ 3.12 > 2 donc la taille de
I'intervalle est supérieure a 1 pour n = 18 et celle-ci augmente avec n.

Enfin, remarquons que pour un tel entier k, la condition (1) est systématiquement
satisfaite d’aprés le théoréme 1.3.1.4 puisque p? > 4 et g, > go = 3 d’aprés la for-
mule (3.2). O

Lemme 3.2.2.6. Sip>5etn> 1 (p+1+e(p)), alors il existe un étage Ly, /F, de
la tour Ts/F, pour lequel les trois conditions suivantes sont satisfaites :

(1) il existe un diviseur non-spécial de degré g, — 1 dans Ly [Fp,
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(2) il existe une place de degré n dans Ly /IF,,

De plus, le premier étage pour lequel ces trois conditions sont vérifiées simultanément
est le premier étage pour lequel la condition (3) est vérifiée.

Preuve. Fixonsn > 1(5+ 1+ €(5)) = 5. On commence par prouver que pour tout
entier k tel que 2<k<n-—3,ona2g;+1< p%(\/ﬁ— 1), et donc la condition
(2) est vérifice d’aprés le lemme 1.1.5.12. En effet, pour un tel entier k, comme
p>5et n>5 on a logQ(pn%1 —-1)> log2(5n771 —1) > logy(2" 1) =n — 1. Ainsi
k+2<n-1< logz(pn%1 —1) et le lemme 3.2.2.1 ii) implique que
2 +1 <2624 1<p"s <p"z (/p—1), doit le résultat,

Le méme raisonnement que dans la preuve précédente montre que la condition (3)
est aussi satisfaite dés que k > logy(2n — 1) — 2. Ainsi, pour tous entiers n > 5 et
k > 2 tels que logy(2n — 1) — 2 < k < n — 3, les conditions (2) et (3) sont satisfaites
simultanément. De plus, la taille de lintervalle [logy(2n — 1) — 2;n — 3] augmente
avec n, et donc cet intervalle contient toujours, pour tout n > 5, au moins un entier
k > 2. Enfin, de méme que précédemment, la condition (1) est satisfaite pour de tels
entiers k grace au théoréme 1.3.1.4. O

Les deux derniers lemmes sont démontrés pour p > 5. Cependant, en regardant
attentivement les démonstrations, on constate que cette hypothése est nécessaire
seulement

— pour obtenir la condition (2) du lemme 3.2.2.5 car pour p = 3, il est impossible

d’avoir 281 (p — 1) > 2n 4 2F+2 — 1,
— pour obtenir la condition (1) du lemme 3.2.2.6, car elle découle du théoréme
1.3.1.4, qui nécessite p > 4.
Ainsi, si I'on affaiblit les conditions a satisfaire, & savoir : demander 2n + g — 1
(ou 2n + gi + 2) places rationnelles (ou de degré 1 et 2) au lieu de 2n + 2g; — 1, et
renoncer a ’existence du diviseur non-spécial de degré g — 1, alors on peut énoncer
le résultat dans le cas ot p = 3. Plus précisément, on a les résultats suivants :

Lemme 3.2.2.7. Sip>3etn > % (p2 +1+ e(p2)), alors il existe un étage Ly /2
de la tour 7'5/sz pour lequel les deux conditions suivantes sont satisfaites :

(1) il existe une place de degré n dans Ly /T2,

(2) B1(Ly/Fy2) > 2n+ g — 1.

De plus, le premier étage pour lequel ces deux conditions sont vérifiées simultanément
est le premier étage pour lequel la condition (2) est vérifiée.

Lemme 3.2.2.8. Sip>3etn>3(p+1+e(p)), alors il existe un étage Ly, /F, de
la tour Ts /T, pour lequel les deux conditions suivantes sont satisfaites :

(1) il existe une place de degré n dans Ly /Fy,

(2) Bl(Lk/Fp) + 2B2(Lk/Fp) > 2n + g + 2.

De plus, le premier étage pour lequel ces deux conditions sont vérifiées simultanément
est le premier étage pour lequel la condition (2) est vérifiée.



Chapitre 4

Bornes pour la complexité
bilinéaire symétrique

4.1 Amélioration des bornes sur [y

Les résultats de cette section ont fait 'objet d’une publication dans Journal of
Complexity en collaboration avec S. Ballet [BP11].

En particulier, en spécialisant 'algorithme 2.2.3.1 sur des places de degré un,
deux et quatre, et grace a l'existence de diviseurs ayant de bonnes propriétés, nous
obtenons la borne suivante :
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sym(n) S %n—i- 9

Mo
qui est actuellement la meilleure borne uniforme connue pour la complexité bilinéaire
symétrique sur Fo. De plus, cette borne permet d’établir que ’on peut remplacer la
constante Cy = 54 rappelée dans le théoréme 2.1.5.4 par

4824

4.1.1 Algorithme symétrique de type Chudnovsky adapté et rang
de tenseur associé

Dans cette section, afin d’établir le résultat précédemment annoncé, on présente
une spécialisation de ’algorithme énoncé dans le théoréme 2.2.3.1 pour les places de
degré un, deux et quatre, avec d’éventuelles évaluations d’ordre 2 (c’est-a-dire avec
certains [; = 2). On n’applique pas le théoréme 2.2.3.2 car on n’arrive pas a prouver
I’existence du diviseur non-spécial de degré g — 1 dans ce cas, mais on contourne le
probléme car on montre que l'existence (établie par le théoréme 1.3.2.2) d’un diviseur
de degré g — 5 suffit.

Proposition 4.1.1.1. Soient

q une puissance d’un nombre premier et n > 2 un entier,
F/F, un corps de fonctions algébriques,

Q une place de degré n dans F/F,,

D un diviseur dans F/F,

61
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o ¥ = {Pl, ce ’PNlaPNl—&-la PN 7PN1+N27PN1+N2+17 PN 7PN1+N2+N4} un ensemble
de Np places de degré un, No places de degré deux et Ny places de degré quatre.
e trois entiers ni,ny et ny tels que 0 < ny < N1, 0 <ng < Ny et 0 < ny < Ny.
Supposons que QQ et toutes les places de I’ensemble &2 n’appartiennent pas au support
de D et que :
(a) Uapplication
Evg : L(D) = Fpn ~ Fg

est surjective,

(b) Uapplication

Evgp: L(2D) — FM xFM x 1@5@2 x T3 % JFA% x o
f = (f(Pl)a"'vf(PNl)af/(Pl) "7f/( )a (PN1+1)>"-7
FPryna)s f1(Pry41), - (PN1+n2) S (PNi+Nz+1),
"’f(PN1+N2+N4)af,(PNlJerJrl) f (PN1+N2+7L4))

est injective.

Alors
7™ (n) < N1+ 2n1 4 3Ny + 6n2 + 15 (4) (Ni + 2n4).

Preuve. On utilise la version de 'algorithme présentée dans le théoréme 2.2.3.1
avec N = Ni + Na + Ny,

1 pouri=1,..., Ny,
deg P, = 2 pouri=Ny+1,..., Ny + Ny,
4 pourt=N;+No+1,...,N,

et
25 Si1§i§n17OUN1+1§i§Nl+n2v
l; = ou N1+ No+1 <9 < Ny + Na + ny,
1, sinon.

Autrement dit, pour ¢ = 1, 2,4, on effectue INV; évaluations classiques sur des places
de degré i et n; évaluations d’ordre 2. Rappelons que pour tout ¢ puissance d'un
premier, on a pg(2) =3 et pg(1,2) < 3. La borne (2.6) donne alors

pym (n) < Zusym (deg P)ines r, (1,15)

Ni+n2
< Z Msym sym Z Msym sym Z Msym Sym(1,2)
i=ni+1 i=N1+1
N1+N> N1+Na+nyg
> D+ Y @t (,2)
i=N1+na+1 i=N1+Na+1
N

D DR e G Ta A C Y
1=N1+No+ns+1
3ny + N1 —ny + 9ng + 3(Ng — n2) + 3usym( )ng + usym(4)(N4 —ny)

= Nj+2n;+ 3Ny + 6ng + Msym(4)(N4 + 2ny).
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Remarque. Sing, ny et ng sont des entiers tels que 'application Evg est injective,
alors pour tous autres entiers mi, ms et my tels que n1 < mj < Ny, ng <mo < Ny
et ng < myg < Ny, linjectivité de I'application est encore vérifiée mais on obtient
alors une borne moins bonne pour la complexité. Ainsi, on essayera d’utiliser des en-
tiers ni,no,ng4 « optimaux », c’est-a-dire les plus petit entiers possibles qui rendent
I’application Fvg injective. En particulier, si n; = no = ng = 0 est un choix satis-
faisant, alors on peut multiplier dans Fy» en n’utilisant que des évaluations d’ordre 1.

Théoréme 4.1.1.2. Soit g une puissance d’un nombre premier et n > 2 un entier.
Soit F/F, un corps de fonctions algébriques de genre g avec B;(F/F,) places de
degré i. Soient ni,n2,n4, N1, Na, Ny des entiers tels que 0 < n; < N; < B;(F/F,),
pouri=1,2,4. Si

(i) il existe une place Q de degré n dans F/F,,
(it) N1+n1+2(Ng+ng) +4(Ny+n4) 2 2n+ 29 +7,

alors
sym 4 sym g
M(szym(n) < ,Uq2()(n +g+ 5) + 'uq4()(n1 + 2ng + 4ny).
En particulier, on a
sym 9 9
ps o (n) < i(n +g+5)+ Z(nl + 2ng 4 4ny).

Preuve. On construit un diviseur D tel que 'application Fvg définie précédem-
ment soit surjective. D’aprés le théoréme 1.3.2.2 rappelé dans le chapitre 1, il existe
un diviseur R de degré g — 5 et de dimension nulle. Soit D un diviseur équivalent
aK+Q—R (ot K est un diviseur canonique) et tel que la place @ ne soit pas
dans le support de D (on peut effectivement choisir D de la sorte d’aprés le lemme
1.1.4.11) ; un tel diviseur D est donc de degré n + g + 3. De plus, par le théoréme
de Riemann-Roch, on a d’une part dimD > n + 4, et d’autre part dim(D — Q) = 4
puisque (D — Q) = dim(K — D + Q) = dim R = 0. Ainsi, Evg est surjective, car la
dimension de son image vérifie

dimIm(Evg) = dimD — dim(D — Q) > n.

Posons N := Ny + nj + 2(Na + na) + 4(Ny + ng). D’apres (ii),ona N > 2n+2g + 7
donc, quitte & choisir de entiers N; et n; plus petits, on peut supposer que
N =2n+2g+7+¢€ avec € € {0,1,2,3}. On considére un ensemble de places &
contenant N7 places de degré un, No places de degré deux et Ny places de degré
quatre. D’apreés le lemme 1.1.4.11, on peut aussi supposer qu’aucune des places dans
& n’appartient au support de D. Ainsi, on peut appliquer la proposition 4.1.1.1 avec
I’ensemble & en utilisant n; evaluations d’ordre 2 sur les N; places degré i, pour
1 =1,2,4. En effet, si I'on note A le diviseur suivant

N14+No+Ny n

1 n2 n4
A= Z B+ZR+ZPN1+i+ZPNl+N2+¢,
i=1 i=1 i=1 i=1
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alors on a deg A= N, donc deg(2D — A) < 0 et ker Evp = L (2D — A) est trivial.
Ainsi, les deux conditions (a) et (b) de la proposition 4.1.1.1 sont vérifiées et on a :

szm(n) < N1+ 2n1 4+ 3Ny + 6ng + ,LLZym(4)(N4 + 2ny).

Comme pg’™(4) > 8, on a

sym
il4 il4

> Nj+2n1+ 3Ny + 6ng + szm(4)(N4 + 2714).

Ainsi, on a
sym 4
() < W(Zi(m )+ Y ing)
il4 il4

sym sym

Hq (4) Hq (4) .
< N i
< 1 + 1 Z n

ce qui donne le résultat. Rappelons qu’en particulier, u5’™ (4) = 9, d’ot la borne pour
sym
py - (n). O

Bien que les places de degré 4 ont un cotit plus élevé, cela nous permet d’obtenir
des améliorations des bornes uniformes de la complexité bilinéaire de Fon comme
nous allons le voir dans la section suivante.

4.1.2 Rang de tenseur symétrique dans toute extension finie de F,

Dans cette section, on multiplie dans Fon avec I'algorithme présenté dans la sec-
tion précédente appliqué sur la tour T4/Fo. On présente deux résultats : une borne
obtenue en utilisant des évaluations d’ordre 2 et une autre n’utilisant que les éva-
luations « classiques » (d’ordre 1). En effet, bien que la borne obtenue avec des
évaluations d’ordre 2 soit meilleure, I'utilisation pratique de telles évaluations peut
parfois étre plus compliquée. Aussi, on s’intéresse également a l'efficacité de 1'algo-
rithme n’utilisant que des évaluations d’ordre 1 : la borne uniforme ainsi obtenue est
tout de méme meilleure que celles établies jusque-la.

Borne obtenue sans utiliser d’évaluations d’ordre > 1

Dans un premier temps, on applique la borne obtenue dans le théoréme 4.1.1.2
sur la tour 7 /Fy avec ny = ng =ny = 0.

Théoréme 4.1.2.1. Pour tout entier n > 2, on a
m 45
py M (n) < 5t 85.5.

Preuve. Soit ¢ = p?> = 4. On considére la tour T3 = {HLT/FQ} et on pose

My, = Bi(Hy, [F2) + 2Ba(Hy . [F2) + 4B4(Hy . [F2).
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Pour tout entier n, le lemme 3.2.1.5 établit 'existence d’un étage de la tour 7y sur le-
quel on peut appliquer le théoréme 4.1.1.2. Notons Hy, ;/F2 le premier étage de la tour
pour lequel les hypothéses du théoréme 4.1.1.2 sont satisfaites avec ny = ny = ng = 0.
D’aprés le lemme 3.2.1.5, cet étage est déterminé par le plus petit couple d’entiers
k et s tels que 2n < My, s — 295, s — 7. En particulier, pour ce couple (k,s), on a
2n > Mk,sfl - 29!@,371 =T

Pour tout entier £ > 1 et tout entier s =0,1,2, on a gy, < " (g + 1)p* d’aprés le
lemme 3.2.1.1 (iii). De plus, comme My, s_1 > (¢? — 1)¢* 1p*~! d’aprés la proposition
3.1.1.3, on obtient 2n > (¢> —2¢—3)¢"* 'p*! —7. Notons que lon a
@ —-2¢+3=(q+1)(¢q—3)=q+1 car q=4, <ce qui entraine que
2np > (¢ + 1)¢*'p* — Tp > gr.s — Tp et donc gi s < 2np + Tp. Finalement le théo-
réme 4.1.1.2 donne

py " (n) < - (n+ grs +5) <

N ©

9
n(1+2p)+§(7p+5)

N ©

d’ott le résultat puisque p = 2. ]

Borne obtenue avec des évaluations d’ordre 2

Ici, on applique la borne obtenue dans le théoréme 4.1.1.2 sur la tour 7;/Fy avec
un nombre optimal d’évaluations d’ordre 2.

Théoréme 4.1.2.2. Pour tout entier n > 2, on a
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Sym(n) S %n—&- 2 .

o
Preuve. Pour tout entier n fixé, le lemme 3.2.1.5 établit 'existence d’un étage de
la tour 73 /F9 sur lequel on peut appliquer le théoréme 4.1.1.2 avec uniquement des
évaluations d’ordre 1, c’est-a-dire avec ny = ng = ng = 0. Pour tout étage Hj , /Fa de
la tour, on pose

M, = Bi(H,,/F3) + 2By (H, ,/F2) + 4B4(H; , /F2)

On note Hj, s41/F2 le premier étage qui satisfait les hypothéses du théoréme 4.1.1.2
avec np =ng =ng =0, c'est-a-dire que (k,s) est le couple d’entiers qui vérifie
My s41 > 2n + 29 o411 + 7 et My, s < 2n 4+ 2g; s + 7. On note n’g’S le plus grand entier
tel que My, ¢ > QnIS’S + 29+ 7 ie.

n’g’s = sup {m eN ’ My, s > 2m + 2gy, s + 7}

Pour multiplier dans Fon, on a ’alternative suivante :

a) utiliser I'algorithme sur 1'étage Hy, s+1. Dans ce cas, le théoréme 4.1.1.2 appliqué
avec n1 = no = ng = 0 donne la borne suivante pour la complexité bilinéaire :

9 9 9
p3" () < S0+ grays +5) = S (05" + grs +5) 50— ng” + Agy).

Rappelons que Agy, s 1= gk s+1 — Gh,s-
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b) utiliser 'algorithme sur I'étage Hy, s avec, pour i = 1,2,4, n; évaluations d’ordre 2
sur les places de degré i, ou les entiers n; satisfont n; < B;(Hys/F2) et
My, s + 2“4 in; > 2n + 2gi s + 7. Pour cela, il suffit que la condition

ZleZn—nO ) (4.1)

|4

soit vérifice avec 37, in; < 32y iBi(Hy,s/F2). En effet, d’aprés la définition de
I'entier ng’s, (4.1) implique que la condition (ii) du théoréme 4.1.1.2 est satis-
faite, et } ;4 in; < 3,4 1Bi(Hy,s/F2) assure que I'on peut bien choisir les entiers
n; < Bi(Hy, s/F2). Ainsi, le choix optimal (c’est-a-dire les plus petits entiers n;
que l'on puisse choisir pour appliquer 'algorithme) est Zi|4 in; =2(n — no N+e
ot € € {0,1,2}. On obtient alors la borne suivante pour la complexité bilinéaire :

py " (n) <

N} Ne)
N | ©

9 1
(ntg+5)+ 7 (2(n—ng™) +e) < S (ng" + g5 +5) +9(n—ng" + ).

Ainsi, sous réserve que l'on puisse choisir les entiers n; comme dans le cas b), s
n— no < Agy,s alors la borne donnée par le cas b) est meilleure que celle don—
née par le cas a). Or remarquons que d’aprés le lemme 3.2.1.2, si n — no < Dy s
(ou Dk = p*t1gF~1 est fixé comme dans ce dernier lemme) alors on a & la fois
n— no < Agk s car Dy s < Agy, s mais aussi 2”4 iB;i(Hy,s/F2) > 2Dy s > 2(n — ng %,
donc on peut choisir les entiers n; de sorte que Zi\4 mn; = 2(n—n§ )+ € ou
e € {0,1,2}. Autrement dit, si n—nlg’s < Dy, alors on peut choisir de procéder
comme dans le cas b) et on obtient une meilleure borne pour la complexité bili-
néaire.

Pour z € R tel que My 511 > 22| + 295 541 + 7 et My s < 2[z] + 2g5 s + 7, on
définit la fonction @y, ¢(x) comme suit :

Dy, (z) = 9(95_”]58)‘*‘%( ’S’S+gk,s+6) swc—no * < Dy
’ %(x_”gs)+%( '8’5+gk,s+5+Agk,s) sinon.

On définit ensuite la fonction @ pour tout x > 0 comme le minimum des fonctions
®;. s pour lesquelles x est dans le domaine de définition de ®;,. Cette fonction
est linéaire par morceau, avec deux sortes de morceaux : ceux de pente % et ceux
de pente 9. De plus, le graphe de ® est situé en dessous des points de la forme
(nk’s +Dks,<I>( ks + Dy,s)), car ces points sont les sommets du graphe. Posons

X _”0 * + Dy s, alors

4
(1+gk’s+1)X+j

9
(I)(X) < (I)k,s(X) = §(X + 9k,s+1 + 5) = X 9

| ©
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D’apreés les lemmes 3.2.1.1 iii) et 3.2.1.3, on a

sl _ ¢ (g + ptt
X - qu—l — % + pstlgh—1 — 4
B qg+1
= 3 15
operT T 1= =i
)
S B
8 — 14F1

Ainsi, le graphe de la fonction & est situé en dessous de la droite

y:g<1+13515>x+425 pour tout £ > 1, d’ou
8 4ak—1

9 40 45
Ty <d(n) <= (14— —.
™) < b < 5 (14 35 ) ns g

O

En particulier, ce dernier théoréme permet d’actualiser la constante Cy = 54 dans
le théoréeme 2.1.5.4. En effet, d’aprés le corollaire suivant, Cy = % ~ 19.6 est une

nouvelle constante qui convient :

Corollaire 4.1.2.3. Pour toutn > 2, on a

4824

2 () < S

2%

Preuve. D’aprés les valeurs de p5 ™ (n) données dans [CO10, Tablel], pour tout
n <18, on a py’™(n) < 19n. D’autre part, pour tout n > 19, le théoréme 4.1.2.2

donne
ATT 45 4824
sym < (2L _ Foem
Ha (”)—<26+2x19)” 247 "

Remarque. Le théoréme 4.1.2.2 donne la borne asymtotique suivante :

477
M™ < S~ 18.35

qui est la meilleure borne symétrique asymptotique actuelle & étre obtenue avec
une tour explicite (et donc pour laquelle on peut disposer d’algorithmes explicites).
Cependant, ce n’est plus la meilleure borne connue depuis les résultats établis par
Cascudo, Cramer, Xing et Yang dans [CCXY12|, puisqu’en utilisant des courbes
de Shimura non-explicites, les auteurs obtiennent la borne purement asymptotique
suivante, rappelée dans la section 2.1 : M5"™ < 7.47.
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4.2 Amélioration des bornes d’Arnaud

Dans cette section, on présente une amélioration et une rectification de certaines
bornes obtenues dans [Arn06]. Ces résultats font partie d’un article en cours.

4.2.1 Les bornes établies par N. Arnaud

Dans sa thése [Arn06|, Arnaud a établi les bornes suivantes :

Théoréme 4.2.1.1. Soit ¢ = p" une puissance d’un nombre premier p.

. . sym p
() Siq=4, alors s (n) <2 (1 i q3+(p1)<11>> "

W) Sigq>16, alors ™ (n) <31+ 2p n
(ii) q= pg () < ( q—3+2(P—1)(1—ﬁ)

Notons que contrairement & ce qui est annoncé dans [Arn06, §2.3], la borne (ii)
n’est pas établie pour tout ¢ > 4 mais pour tout ¢ > 16; on en donnera une version
améliorée dans la section 4.2.3 qui sera, de plus, bien valable pour tout ¢ > 4. On y
prouvera aussi deux versions révisées de bornes données par Arnaud; en effet, dans
[Arn06], les deux bornes suivantes sont données sans détailler les calculs :

(iii) Pour tout premier p > 5, on a uj}%m(n) <2 (1 + %) n,

(iv) Pour tout premier p > 5, on a py " (n) < 3 (1 + ﬁ) n.

En fait, il s’avére que les dénominateurs p — 1 and p — 2 sont légérement surestimés
sous les hypothéses d’Arnaud.

4.2.2 Algorithmes de type Chudnovsky adaptés

On établit les bornes générales pour le rang de tenseur symétrique de la multi-
plication qui seront utiles pour la section 4.2.3.

Ce premier résultat est dit & Arnaud [Arn06, Théoréme 3.7].

Théoréme 4.2.2.1. Soient q une puissance d’un nombre premier et n > 2 un entier.
Soit F'/F, un corps de fonctions algébriques F/F, de genre g avec By(F/Fy) places
de degré 1. Soient a et N deux entiers tels que 0 < a < N < By(F/Fy).
Si

(i) il existe un diviseur G non-spécial de degré g — 1 dans F/F,,

(it) il existe une place Q de degré n dans F/F,,
(iii)) N +a>2n+2g—1.
Alors

pg ™ (n) <2n+g—1+a.
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Le théoréme suivant est une amélioration de [Arn06, Théoréme 3.8].

Théoréme 4.2.2.2. Soient q une puissance d’un nombre premier et n > 2 un entier.
Soit F/F, un corps de fonctions algébriques de genre g avec B;(F/Fy) places de
degré i. Soient ay,az, N1, N des entiers tels que 0 < a; < N; < B;(F/F,) pouri=1
et 2.
Si

(1) il existe un diviseur G non-spécial de degré g — 1 dans F/F,

(11) il existe une place Q de degré n dans F/F,
(i) N1+ a1+ 2(Na + a2) > 2n+2g — 1.
Alors

sym 3 3
g™ () < 3n + 29 + §(a1 + 2a3).

Preuve. Soient &) := {P,..., Py, } un ensemble de N; places de degré 1 et &
un sous-ensemble de &7 de cardinal a;. Soient &5 := {Q1,...,Qn,} un ensemble
de Ny places de degré 2 et &) un sous-ensemble de &5 de cardinal ag. D’aprés le
lemme 2.2.1.2, on peut choisir un diviseur D (équivalent & @ + G) non-spécial de
degré n + g — 1 tel que la fonction d’évaluation Evg est bijective. De plus, le lemme
1.1.4.11 assure que, quitte & considérer un diviseur équivalent, on peut supposer
que le diviseur D est effectif et que son support ne contient ni @, ni aucune des
places des ensembles 71 et &5. On définit les applications Evg et Evgp comme
dans la version de l'algorithme de la section 2.2.3 avec Ip =2 si P € P U 2} et
Ilp=1si P e (P21\)) U(P\,). Alors Evy est injective. En effet, son noyau est
L@D ~ Yy, IpP). avec

deg(2D— ) IpP)=2(n+g—1)— (N1 + a1 +2(N2+az)) < 0.
PeP1UPy

De plus, le rang rkFvge de cette application FEvgp est 2n+g—1, car
rk Evgy = dim(2D) = deg(2D) — g + 1 +i(2D), ou i(2D) = 0 puisque 2D > D > G
avec i(G) = 0. Ainsi, on peut extraire des sous-ensembles P de Py, 971/ de &7, P
de &5 et 352, de £, de cardinaux respectifs Ny < Ny, a1 < aq, Ny < Ny et a9 < as,
tels que :

— 2n+gZN1+&1+2(N2+EL2) >2n+g—1,

— l'application Evj définie de la méme fagon que Evyp avec lp =2 si

Pe U P} et lp=1si (931\9'71,) U (@2\972/), est injective.

D’aprés la borne (2.6), on obtient p"™ (n) < Ny +2a;43(No+2ds) car pf™(1,2) < 3
pour tout ¢. Ainsi, comme 2n + g > Nl +ap + Z(Ng + ag), on a

3 3 - 3 - = ~ ~
3n + ig + 5((11 + 2a2) > §N1 + 3Ny 4 3a1 + 6aq
> Ny + 2a; + 3(No + 2az)

d’ou le résultat. O
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4.2.3 Les bornes d’Arnaud améliorées

Ici, on donne une preuve détaillée de ’amélioration de la borne (ii) du théoréme
4.2.1.1, sur un plus grand domaine de validité. De plus, on corrige la borne annoncée
par Arnaud pour ui)};m(n) et on améliore celle (non démontrée) pour py ™ (n). Plus
précisément, on démontre le résultat suivant :

Théoréme 4.2.3.1. Soit p un nombre premier.

i) Siqg=p" >4, alors ui'™(n) <3| 1+ P n.
(i) q=p = g (n) < < ‘13+(p1)(1q}r1)>

(ii) Sip>5, alors ;15" (n) <2 (1 + ﬁ) n.

2 —
p 16

(iii) Sip>5, alors uy "(n) <3 (1 + p_2§> n.
16

Preuve. Le raisonnement général est le méme que dans la preuve du théoréme
4.1.2.2, mais pour les tours T3/F,, T5/F,2 et T5/F,, avec les bornes des théorémes
4.2.2.1 et 4.2.2.2. Les cas (i) et (iii) sont parfaitement analogues, car ils reposent
sur l'algorithme du théoréme 4.2.2.2 mais utilisé respectivement sur la tour 73/F, et
T5/Fp. On démontre donc le résultat pour pg ™ (n) en sachant que, mutatis mutandis,
tout est également valable pour la démonstration de la borne pour " (n). En
particulier, les seules différences concernent les définitions des quantités suivantes
qui se correspondent une & une :

(i) Pour chaque étage de la tour 73/F,, on note gy s := g(Gy s/Fq) et on pose

Mk,s = Bl(Gk,s/]Fq) + QBQ(GhS/Fq),

ng’s = sup {m e N|Mys > 2m+ 2955 — 1}

Agk,s = Gk,s+1 — Gk,s
Dys = (p—1)p°q*

(iii) Pour chaque étage de la tour 75/F,, on note g, := g(Li/Fp) et on pose
My, := Bi(Ly/Fp) + 2Ba(Ly /F,),
ng = sup {m € N| M), > 2m + 2g, — 1}

Agr = gry1 — 9k
Dy == Agg

On suppose que n > %(q +1+¢(q)) (resp. n > %(p + 1+ ¢(p)); sinon, on a déja par
les théorémes 2.1.3.2 et 2.1.3.3 que pg "(n) < 2n (resp. wp " (n) < 2n). D’apres
le lemme 3.2.1.10 (resp. 3.2.2.6), il existe un étage de la tour 73/F, (resp. 75/F,)
sur lequel on appliquer le théoréeme 4.2.2.2 avec a; = az = 0. On note Gy s41/Fq
le premier étage qui satisfait cette propriété. Pour multiplier dans Fg», on a alors
I’alternative suivante :
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a) utiliser l'algorithme sur 'étage G, s41. Dans ce cas, le théoréme 4.2.2.2 appliqué
avec a; = ag = 0 donne la borne suivante pour la complexité bilinéaire :

3 A
~0ks + 3(n — ng’s + ﬂ)

3 k
S9ks+1 = 377/0 4+ 5 9

Hg™ () < 3n+ 5

b) utiliser I’algorithme sur I’étage G, s avec, pour i = 1,2, a; évaluations d’ordre 2 sur
les places de degré ¢, ou les entiers a; satisfont a1+ 2as < My, et
My s+ a1 +2a2 > 2n+ 29, s — 1. Le choix optimal pour ces entiers est
ap + 2az = 2(n — nlg’s) + e ou e € {0,1}. On obtient alors la borne suivante pour
la complexité bilinéaire :

3 o 3
S Gk + 6(n —nt )+ 5

3 3
pg " (n) < 3n+ Sgks + 5 (a1 + 2a2) = 3% T3

2777 2

Ainsi, sous réserve que l'on puisse choisir les entiers a; comme dans le cas b), s
2(n — ”O *) < Agy, s alors la borne donnée par le cas b) est meilleure que celle don—
née par le cas a). Or remarquons que d’ apres le lemme 3.2.1.6 (resp 3.2.2.2), s
(n— nlg’s) < Dy s alors on a a la fois 2(n — no *) < Agys car Dy s < Agg s mais
aussi My o > Dy, o > 2(n — nlg %), donc on peut choisir les entiers aZ de sorte que
a1 + 2ay = 2(n — no *)+ ¢ on € € {0,1}. Autrement dit, si 2(n — nO ") < Dy, s alors
on peut choisir de procéder comme dans le cas b) et on obtient une meilleure borne
pour la complexité bilinéaire.

Pour z € R tel que My 511 > 2[x] + 295 541 — 1 et My o < 2[x] 4+ 2g5 s — 1, on
définit la fonction @y, ¢(x) comme suit :

Bpuw) = | B@ =g F300" 4 g+ 3) s 2w —ng”) < D
’ 3(z —ng") +3(ng” + Sgks + $Agks) sinon.

On définit ensuite la fonction ® pour tout z > 0 comme le minimum des fonctions

@ s pour lesquelles x est dans le domaine de définition de @ . Cette fonction

est linéaire par morceau, avec deux sortes de morceaux : ceux de pente 6 et ceux

de pente 3. De plus le graphe de ® est situé en dessous des points de la forme
Dk ,S

( ng® + == <I>( )), car ces points sont les sommets du graphe. Posons

ks Dy,
X =ny + —=5*

Jk,s+1 9 ( gk,s+1>
OX)<PL (X)=3(X+—=")=-{1 X.

On cherche alors une borne pour ®(X) qui soit indépendante de k et s.
Pour le cas (i), on a

1
ng® > Z¢" 'p°(¢+1)(¢ — 3) dapres le lemme 3.2.1.7

\V)

et
Grsr1 < " Hg+1D)p*T dapres le lemme 3.2.1.1 iii).
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Ainsi,
Jk,s+1 Gk,s+1
o k, Dy,s
2X 2(ng” + =)

¢“ g+ pt!
2(3¢* 1p5(g+1)(¢ — 3) + 3 (p — DpqF)
g+ 1)p'p
¢ g+ 1)p® (q —3+(- 1){%)

IN

p
_ — 1)
(¢=3)+ -1z
Finalement, le graphe de ® est situé en dessous de la droite d’équation

_ p . . .
y=3|1+ [CeE P x. En particulier, on obtient

Yi(n n b n.
£ ()§¢()§3<1+(q—3)+(p—1)qi1)

Pour le cas (iii), les lemmes 3.2.2.1 ii), 3.2.2.2 et 3.2.2.3 donnent

Gk+1 2k +2
2X 7 oktl(p_3) 444 2kt — 2"
2k+2
2 ((po3)+ 142k — 2
B 2
Cp_ogo-kl o
< 2
= 33
P~— 16
la derniére inégalité provenant du fait que —%6 est le minimum de la fonction
k+1
ks 27kl 97

Finalement, le graphe de ® est situé en dessous de la droite d’équation

y=3 (1 + p_2§> z. En particulier, on obtient
16

2
py ™ (n) < @(n) <3 (1 + p—33> n.
16

La démonstration de (ii) est similaire, mais en appliquant le théoréme 4.2.2.1 sur
la tour 75/F p2- La fonction @, alors définie est donnée par
By () = 20+ g — 1 +2(x —nk) si2(x—nf) < Ag
R 204 grar — 1 sinon,

avec nf = sup {m € N| By(Ly/F,2) > 2n + 2g;, — 1}. Le graphe de la fonction ® cor-

respondante est situé en dessous des points de la forme (nlg + %, @(nlg + %)), car
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ces points sont les sommets du graphe. Si on pose X := nlg’s + %, alors

B(X) < 2X+gk+1—1§2<1+92k—;(1)X.

De méme que précédemment, on a gé“—}l < é, donc le graphe de ® est situé en
dessous de la droite d’équation y = 2 (1 + pf@ ) x. En particulier, on obtient
1

- 2
]

Remarque. Bien qu’il soit théoriquement possible d’utiliser des évaluations
d’ordre 3 lorsqu’il n’y a pas assez de places d'un certain degré (en particulier des
places rationnelles) pour que la seconde fonction de I’algorithme soit injective en uti-
lisant les évaluations d’ordre 1 et 2, cela n’est jamais le cas en pratique. Calculons en
effet le cotit de 'utilisation d’évaluations d’ordre 1, 2 et 3 : dans ce cas, ’hypothése
minimale pour avoir I'injectivité de la seconde fonction est By + 2a; =3B1 = 2n+g
(en supposant que 1'on effectue des évaluations d’ordre 1, 2 et 3 sur toutes les places
rationnelles, c’est-a-dire que a; = Bj). La borne de complexité obtenue est alors

pe ™ (n) < Br +5a1 = 6B = 4n + 2g.

Si, au contraire on décide, lorsque que les évaluations d’ordre 1 et 2 ne suffisent plus
pour avoir I'injectivité de la seconde fonction de l'algorithme, d’utiliser les places de
degré 2, alors sous I'hypothése minimale By + a1 + 2By = 2(By + B2) = 2n+ g, on
obtient la borne suivante :

3
u(slym(n) < Bi +2a; +3By = 3(31 + Bg) =~ 3n+ §g.
Cette borne est plus précise que celle obtenue dans le cas de I'utilisation d’évalua-
tions d’ordre 3, c’est pourquoi il est préférable en général de ne pas utiliser de telles
évaluations.
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Chapitre 5

Bornes pour la complexité
bilinéaire asymétrique

On utilise ici I'algorithme qui est présenté dans le théoréme 2.2.5.1; les résultats
de ce chapitre concernent donc la complexité bilinéaire non nécessairement symé-
trique. En particulier, on obtient les meilleures bornes uniformes actuelles pour la
complexité asymétrique dans les extensions finies de Fg, de I}, et F,,2 pour tout pre-
mier p > 3 et de Fy et F2 pour tout ¢ > 4 (resp. ¢ > 5). Certaines de ces bornes
uniformes fournissent alors de nouvelles bornes asymptotiques.

Les résultats de ce chapitre sont 'objet d’un article en cours avec H. Randriam-
bololona.

5.1 Algorithme de type Chudnovsky adapté

5.1.1 Spécialisation pour les places de degré divisant d

On détaille dans cette section une méthode générale permettant d’obtenir des
bornes uniformes pour fi4(n) en utilisant des places de degré 4, pour ¢ parcourant
I’ensemble des diviseurs d’un entier d bien choisi. Pour cela, on commence par établir
un lemme préliminaire, puis on spécialise I’algorithme sur les places de degré i|d.

Lemme 5.1.1.1. Soit d € N. Pour tout entier 0 < j < d tel que j < % (¢g+1+¢(q))
siq > 4, oujgéq—i—l siq € {2,3}, on a
WG )
i - d
Preuve. Supposons que le lemme soit faux. Alors il existe un entier 0 < j < d tel que
J<3(qg+1+e(q)siqg>4(resp. j < 3q+1siqe{2,3}) et ug™ () > fug ™ (d).
Deux cas se présentent :
— soit 5 < %q +1 (en particulier, c’est le cas si ¢ € {2,3}), et donc on a
pg () > g™ (d) = 4(2d — 1) > 2j — 1, ce contredit le théoréme 2.1.3.2.
~soit 1+1<j<i(g+1+€(q) et donc pug™(d)>2d entraine que

sym

™ (5) > g™ (d) > 24, ce qui contredit le théoréme 2.1.3.3.

O]

75
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Proposition 5.1.1.2. Soit q une puissance d’un premier et d un entier positif dont
tout diviseur propre j soit tel que j < %(q—i— 1+€(q) si g=>4, ou j< %q—i— 1 s
q € {2,3}. Soit F/F un corps de fonctions algébriques de genre g > 2 avec N; places
de degré i et soient l; des entiers tels que 0 < l; < Nj, pour tout i|d. Supposons que :

(1) il existe une place de degré n dans F/F,,

(ii) Z”dz’(Ni—i-li) >2n+g+ag otag =5 a3 =04 =05 =2¢etoy =—1
pour q > 5.

Alors

sym (g g .
uq(n) < qud() (TL + 5) + ")/q,dZZli + Kq,d> (51)
ild

. sym sym
0l Yq,d = Max;|q (“Q(Z’2)) 21q 7 (d) et Kga < Hq d(d) (aq +d-1).

Preuve. On applique le théoréme 2.2.5.2 avec n;1 = N; — l; et n; 2 = l; pour tout
ild, et n;, = 0 dans tous les autres cas. On choisit [ = 1 et m = n et on obtient

pg(n) < (ni,luq(i) + nioptq (4, 2))
i\d

i
ild

2

i|d

(v i) + Litg i,2)
(v

- Z(NH B 0) + Li(1g(,2) — 20 (0)))
< N +l

IN

) + i 0,2))

ild
_ zd: “Hui uq(%2)—i2uq <z>>>
_ uyd<d>z N+ 1) +Z( (N 1) (uzy?m_uzyz(d))

ild ild

)

_ Hg(d) p(i,2) — pg™ (@) pg™(d)
= d %: i(N; + 1) +l§d: il < Z y >
sym Z)

P (K70 ")

D’aprés le lemme 5.1.1.1, on a “zy?(i) — “Zyz(d) <0, donc

SN <u2yr;(z') _uZy?d)) -y <ngrin(z) szr;( d))

ild ild
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puisque 0 < I; < N; pour tout i|d. De plus, quitte a choisir des valeurs plus petites
pour les [; et/ou les N;, on peut ramener la condition (ii) au cas on
2i(Ny+ 1) =2n 4+ g+ ag + kg, avec kg € {0,...,d — 1}. On obtient alors
i|d q
sym . sym
g (d) - Hq(i,2)  2ug " (d)
pe(n) < d(2n+g+aq+kd)+¥zlz T 4
(2

d’oul le résultat. O

Les deux corollaires suivants se déduisent de cette derniére proposition par ap-
plication directe et donnent des valeurs explicites pour la borne (5.1), obtenues en
appliquant la proposition précédente dans les cas ot d = 1, 2 ou 4.

Corollaire 5.1.1.3. Soient ¢ > 3 une puissance d’un premier et F/F, un corps de
fonctions algébriques de genre g > 2 avec N; places de degré i. Soient l; des entiers
tels que 0 < l; < N;. Supposons que :

(1) il existe une place de degré n dans F/F,,

(ii) N1+l +2(Na+1l2) > 2n+g+ay, ot ag =ou = a5 =2 et ag = —1 pour ¢ > 5.
Alors on a

3 3 9
pa(n) < 3n+ g+ 5l +20) + o,

3 9
pour ¢ =4 ou 5, uq(n)§3n+§g—|—l1+2l2+§,

et pour ¢ > 5, on a les deuxr bornes suivantes :
3 1
,uq(n) S 3n + 59 + i(ll + 2l2),

ou dans le cas particulier ot No = ly = 0 (ce qui correspond o d = 1 dans la
proposition 5.1.1.2)
pe(n) <2n+g+10 — 1.

Preuve. On applique la proposition 5.1.1.2 avec les bornes et valeurs suivantes,
rappelées dans le chapitre 2, Section 2.1.5 : pg’™(2) = 3 et p4(1,2) < 3 pour tout
q puissance d’'un premier; 13(2,2) < 9; 14(2,2) < 8 pour ¢ =4 ou 5; 14(2,2) <7
pour g > 5. On en déduit qu67372§%—3: s Y2 <5 —3=1sig=4o0ub,etsi
q>5,alorsyq72§%—3:%et’yq,1§1. O

[\V][3N]
[lfes]

Corollaire 5.1.1.4. Soit F'/Fy un corps de fonctions algébriques de genre g > 2 avec
N; places de degré © et soient l; des entiers tels que 0 < l; < N;. Supposons que :

(1) il existe une place de degré n dans F/Fa,
(ii) zz|4Z(Nz + ZZ) >2n+g+5.

Alors 9 3
g .
ua(n) < 3 (n—l— 5) + §Zzli + 18.
|4
Preuve. On arappelé dans le chapitre 2, Section 2.1.5, que p5” " (4) = 9, p2(2,2) <9
et p2(4,2) < 24, ce qui donne 734 < 24—4 - QT'P = % et le résultat se déduit de la pro-

position 5.1.1.2. [
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5.1.2 Meéthode générale pour ’obtention de bornes uniformes pour
le rang de tenseur asymeétrique

Considérons une tour 7 /F, de corps de fonctions F;/F, de genre g(F;) et avec
Bj(F; ) places de degré j. Soit d un entier dont tout diviseur propre j est tel que
j<3(g+1+e(q)siqg>4,ouj<iqg+1siqe{2,3}

Supposons qu’il existe un entier N tel que, pour tout n > N, il existe un en-
tier k(n) pour lequel les conditions suivantes sont vérifiées :

(A) 225103 Bi(Frmy+1) = 2n+ g(Fi(my+1) + g et Ba(Fimy+1) > 0,
(B) Zﬂd]B ( ) <2n+g(Fk(n))+aq mais B (Fk(n)) > 0,
(C) g(Fy n)) >2 (Ce qui implique aussi que g(Fjn)4+1) > 2),

(D) Agyin) = 9(Erny 1) = 9(Frm) = ADgny 00 A 1= il
(E)

pg " (d)’

E Eﬂd]B (Fi(n)) = D)

ol ay est 'entier défini dans la proposition 5.1.1.2 et Dy, est fixé pour la tour T
considérée et choisi de sorte a satisfaire (D) et (E).

On définit aussi

nk := sup {m € N‘ Zij(Fl) > 2m + g(F) +aq}.
jld

Remarquons que pour I'entier ny" ', on a en particulier :

Z]B (Frn)) +2 (n — no( )> > 2n + g(Fy(n)) + g (5.2)
jld

Fixons désormais un entier n > N. Pour plus de concision, on note k := k(n),

I'entier satisfaisant les hypothéses (A) a (E).

Pour multiplier dans Fg», on a ’alternative suivante :

(a) appliquer I'algorithme sur I'étage Fj.1, avec B;(Fj41) places de degré j pour tout
Jjld, toutes utilisées avec multiplicité 1; ceci est possible d’apres les hypothéses
(A) et (C). Dans ce cas, la proposition 5.1.1.2 donne la borne suivante pour
Hq(n) :

pa(n) < : e, +d-1),  (53)

2u (d F (d

pg - (d) <n+g( k+1))+uq (d)

(b) appliquer 'algorithme sur I’étage F};, avec pour tout j|d, B;j(F}) places de degré j

parmi lesquelles /; sont utilisées avec multiplicité 2 et le reste avec multiplicité 1,

ot les entiers I; < Bj(Fy,) satisfont )1, 1; > 2(n — nk) ; pour de tels entiers I;, on

peut appliquer la proposition 5.1.1.2 d’aprés les conditions (B) et (5.2). En par-

ticulier, si 2(n —nf) +d — 1 < >_j1aJBj(Fi), alors on peut choisir les entiers [;

de sorte que Eﬂdﬂj = 2(n —nk) + € pour un certain € € {0,...,d — 1}, et ce
choix convient. Dans ce cas, la proposition 5.1.1.2 donne :

) < 242 (o 9<§“)+vq,djzdjﬂj+“qd(d)<aq+d—1>. (5.4
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Notons que 'on peut réécrire (5.3) de la fagon suivante :

2p" (d) 9(Fi)\ | Hg " (d) pg " (d)
uq(n)_T n+ 5 + qd (g +d—1)+ qd Agp
ce qui met en évidence que si v, 4 Zj\dﬂj < @Agk, alors la borne obtenue dans

le cas (b) est meilleure que celle obtenue dans le cas (a).

Ainsi, lorsque 2(n —nf) +d — 1 < Dy, on peut procéder comme dans le cas (b)
puisque d’aprés I'hypothése (E), on peut choisir des entiers I; et e € {0,...,d — 1}
tels que >~ 155l = 2(n — nk) + e. De plus, on a

deq d
pg " (d)

2(n —nf)+d—1) < Agy

Nq()

d’aprés 'hypothese (D), donc v, q (2(n —nf) + e) Agy, ce qui entraine que

la borne obtenue dans le cas (b) est plus précise.

Pour z€R¥, x>N, tel que 3 ;;iBj(Fr+1) > 2[2] +g(Fh+1) +aq et
2 jlaJBi(Fry1) < 2[2] 4+ g(Fk) + aq, on définit la fonction ) comme suit :

BT (54 850) a2 — ) +d - 1) + 7D (g +d - 1),
Oy (z) = si 2(x—n0)+d—1<Dk~
w (IE + 9(F§+1)) + szz(d) (Oéq +d— 1)7 sinon.

c’est-a-dire :

(P D 1 29,0 (2 — ) + H5512 (20 + g(F) + 0 +d — 1),
Pp(z) = si2(x—nf)+d—1< Dy.

Q“Sym

2t (@) (0 by + L() (2nk + g(Fyt1) + aq +d — 1), sinon.

On définit alors la fonction ® pour tout x > N comme étant le minimum de toutes

les fonctions ®; dont = est dans le domaine de définition. Cette fonction est linéaire
2pg ™ (d)
d

par morceaux avec deux sortes de morceaux : ceux de pente et ceux de pente

sym
7@ +274,4- De plus, le graphe de la fonctlon ® est en dessous de toute droite pas-

Sant au dessus des points de la forme (nf + 3(D; —d+1),®(nf + 2(D; —d +1))),
car ces points constituent les sommets du graphe de .
Posons X := n{ + 3(D; — d + 1). Alors

ox) < 2 (9 (X v g(E+1)> LD g

d 2 d
2ug " (d) g(Fi11) pg " (d)
< 1 x4 B Y —1).
< 7 + 59X + 7 (aqg+d )

Ainsi, si 'on peut donner une borne de ®(X) qui est indépendante de 4, alors cette
borne est aussi valable pour p,(n) pour tout n > N, puisque pq4(n) < ®(n).
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5.2 Obtention des nouvelles bornes asymétriques

On applique la méthode générale décrite précédemment pour établir de nou-
velles bornes uniformes asymétriques. Certaines d’entre elles permettent d’établir des
bornes asymptotiques qui sont meilleures que les bornes asymptotiques symétriques
obtenues dans [CCXY12|. De plus, nos nouvelles bornes asymptotiques proviennent
de bornes uniformes et fournissent donc des algorithmes explicites pour cette com-
plexité.

5.2.1 Bornes uniformes
Théoréme 5.2.1.1. Pour tout entier n > 2, on a

189
< — 18.
pa(n) < oon+
Preuve. Soit ¢ := p? = 4 et n > 2. On applique la méthode générale décrite dans la
section 5.1.2 avec d = 4, sur la tour 74 /IF3 présentée au chapitre 3. On a donc y2.4 < %,

A= Ngﬂﬁ < %, X = nlg’s + %(ch,s —3) ou Dy s = %;DS"rl(_]k’_1 (notons qu’en parti-
culier, avec ces valeurs de Dy ¢ et A, le lemme 3.2.1.2 implique que les conditions
(D) et (E) sont satisfaites). La condition (C) est vraie dés I'étage H; 1/F2, et enfin
le lemme 3.2.1.5 assure que les conditions (A) et (B) sont bien satisfaites (car on
a toujours 2n +2g s +7 > 2n + g s + 5 et que c’est toujours la condition (2) du
lemme 3.2.1.5 qui est la derniére & étre satisfaite, méme en remplacant 2n 4+ 2g + 7

par 2n + g+ 5). On a donc

2™ (d Hy., W (d
B(X) = “qd( ) <1+g( 2’}“))X+”qd( Jag+d-1)
9 9(Hp,s+1)
- 2<1+ ) X 418,

D’aprés les lemmes 3.2.1.1 iii) et 3.2.1.4, on obtient :

9(Hrsrr) _ ¢ g+ Dptt!
2X T it 4+ Dy -3
qk—l(q+ 1)ps+1
5ps+1qk71 — 54+ %psﬂqkq -3
g+1

IN

13

___ 8
D) gFTpstI
Ainsi, si k > 2 (ce que 'on peut supposer, quitte & avoir une borne moins précise pour

les petites valeurs de n), on a % < 19, ce qui donne pg(n) < 3 (1+P)n+18

d’ott le résultat annoncé. ]
Remarque. La borne asymptotique correspondant & cette borne uniforme est

M, < — ~ 8.
2S 55 =86
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ce qui est moins bon que la borne purement asymptotique M5"™ < 7.47 obtenue dans
[CCXY12| mais pour laquelle on ne dispose pas d’un algorithme explicite.

Théoréme 5.2.1.2. Soit p un nombre premier et q := p". Pour tout n > 2, on a :
(i) siq >4, alors

(ii) sip >3, alors

(1i1) si q > 5, alors

() sip>5, alors

Preuve.

(i) Soit n > % (q2 +1+ e(qQ)). On applique la méthode générale décrite dans la
section 5.1.2 avec d =1, sur la tour 73/F . présentée au chapitre 3, ce qui
est possible d’aprés le lemme 3.2.1.9 (notons que la propriété (3) de ce lemme
implique a fortiori que la condition (A) est bien satisfaite). On a alors 7,2 ; <1,

)\:—M:y;i(l)<1 X—no + DksouDks:(p Dp*g"~1 et
q

d(X) = 2<1+9(2’“)’§“)>X—1.

D’aprés les lemmes 3.2.1.1 iii) et 3.2.1.8, on obtient :

9(Fksr1) _ Mg+ Dpt
2X - 2n§’s+Dk,s
k—l(q 4 1) s+1
(q+1)gk1ps(q —2) + (p — 1)psgh—!
p
=2+ (-1

IN

d’oul le résultat.

(ii) Soit n > % (p2 +1+ e(pQ)). On applique la méthode générale avec d =1 sur

la tour 75/F,2, ce qui est possible d’aprés le lemme 3.2.2.7. On a 7,2 <1,
A= Zylil <1, X—no—l— DkouDk*Qchrl 2% et
Mp2 1)

d(X) = 2<1+9(§§(“)>X—1.
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D’apreés les lemmes 3.2.2.1 ii) et 3.2.2.4, on obtient :

9(Lkt1) 2k+2
2X T 2k 4+ Dy
2k+2

IN

P (p—2) + 2k+3 4okl _ 2k+1
2

p—1+2—’%—2—7

ce qui donne le résultat, puisque 2~ _9 > > 0.

(ili) Soit n > 1 (g+1+€(g)). On applique la méthode générale avec d = 2 sur la
tour 73/F, ce qui est possible d’aprés le lemme 3.2.1.10 (notons que la propriété
(3) de ce lemme implique a fortiori que la condition (A) est bien satisfaite). On
2
a2 <35, A= Z]r?.’é)gé,X—nO + DksouDks—( —1)ps¢Ft et

d(X) = 3 <1+ g(G;Xm> X.

g(Gk .s+1) .
On proceéde comme pour (i) et on obtient =g+~ < = +(p e ce qui donne

le résultat. Notons que A < 1 donc le lemme 3.2.1.6 implique que ’hypothése
(D) de la section 5.1.2 est bien vérifice.

(iv) Soit n > % (p+ 1+ €(p)). On applique la méthode générale avec d = 2 sur la
tour E/Fp, ce qui est possible d’aprés le lemme 3.2.2.8 (notons que la propriété
(2) de ce lemme implique a fortiori que la condition (A) est bien satisfaite
dans le cas ol p > 5, c’est-a-dire Iz)cﬂlr ap=-1).Onavy,e <1, A:= %’T”Q <1,
X =nf + $Dy, ot Dy =2M1 — 272

d(X) = 3 <1+g(§§;1)> X.

On procéde comme pour (ii) et on obtient £ (L’;g 1) < =7 ce qui donne le résultat.
Encore une fois, A <1 donc le lemme 3.2.2.2 assure que I'hypothése (D) de la

section 5.1.2 est bien vérifiée.

O
Théoréme 5.2.1.3. Pour tout n > 2, on a
pz(n) < 6n
et 9
< —
ps(n) < on
Preuve. La preuve du théoréme 5.2.1.2 (iv) est encore valable pour p = 3 ou 5, car
Y52 =1let A:= 752 <lyysp<3eth:= 2732 < 1. La méme borne tient donc pour

p=3oubd. U



5.2. Obtention des nouvelles bornes asymétriques 83

5.2.2 Bornes asymptotiques

Les bornes uniformes établies & la section précédente donnent les bornes asymp-
totiques suivantes, qui sont meilleures que les bornes symétriques obtenues dans
[CCXY12] :

Théoréme 5.2.2.1.
M3 <6, M5 < 4.5, My, < 3.6, M3 < 3.5.

Preuve. Les bornes pour M3 et Ms sont une conséquence du théoréme 5.2.1.3;
celles pour Mj; et Mis sont obtenues par (iv) du théoréme 5.2.1.2. O
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Liste des notations

Princ(F')
CI(F)

CI"(F)
D~TD

degD
Div0(F)
CI°(F/F,)

hr

L(D)

(D) = dim D
i(D)

Ay

Ay

N = N(F/K)

N, = N(F,/F,r)

By, = By(F/K)

corps fini & ¢ éléments, 1

corps de fonctions algébriques sur le corps K, 5
corps des constantes de F/K, 5

genre du corps de fonctions algébriques F'/K, 11
ensemble des places de F', 6

un paramétre local pour la place P, 6

anneau de valuation de la place P, 6

valuation relative a la place P, 6

corps de classe résiduel de la place P, 7

classe résiduelle de = € Op dans Fp, 7

degré de la place P, 7

groupe des diviseurs de F', 8

support du diviseur D, 8

diviseur des zéros, des poles, principal de z, 9
groupe des diviseurs principaux de F', 9

groupe des classes de diviseurs de F', 9

ensemble des classes de diviseurs de degré n de F, 10
diviseurs équivalents, 9

degré du diviseur D, 9

groupe des diviseurs de degré zéro de F', 9

groupe des classes de diviseurs de degré 0 de F'/F,, 9
cardinal du groupe CI°(F/F,), 10

espace de Riemann-Roch associé au diviseur D, 10
dimension du diviseur D, 10

indice de spécialité du diviseur D, 11

ensemble des diviseurs effectifs de degré k, 12
nombre de diviseurs effectifs de degré k, 13

nombre de places de degré 1 dans F/K, 15

nombre de places de degré 1 dans l’extension du corps des
constantes de degré r de F//Fy, 15

nombre de places de degré k dans F/K, 16

nombre maximal de places rationnelles pour un corps de

fonctions de genre g, 17
constante d’Ihara, 17

complexité bilinéaire de la multiplication dans A sur F', 29
complexité bilinéaire symétrique de la multiplication dans A
sur F', 29
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pg o (n)
pig(m, 1)

pg " (m, 1)

sym
Mj

Agy.s (resp. Agy)
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Résumé : On s’intéresse dans cette thése a la détermination du rang de tenseur de la mul-
tiplication dans Fyn, I'extension de degré n du corps fini I ; ce rang de tenseur correspond
en particulier & la complexité bilinéaire de la multiplication dans Fy» sur F,. Dans cette op-
tique, on présente les différentes évolutions de 'algorithme de type évaluation-interpolation
introduit en 1987 par D.V. et G.V. Chudnovsky et qui a permis d’établir que le rang de
tenseur de la multiplication dans Fg» était linéaire en n. Cet algorithme en fournit désor-
mais les meilleures bornes connues dans le cas d’extensions de degré grand relativement au
cardinal du corps de base — le cas des petites extensions étant bien connu. Afin d’obtenir
des bornes uniformes en le degré de l'extension, il est nécessaire, pour chaque n, de dé-
terminer un corps de fonctions algébriques qui convienne pour appliquer ’algorithme pour
Fgn, c’est-a-dire qui ait suffisamment de places de petit degré relativement & son genre g et
pour lequel on puisse établir ’existence de diviseurs ayant certaines propriétés, notamment
des diviseurs non-spéciaux de degré g — 1 ou de dimension nulle et de degré aussi prés de
g — 1 que possible; c’est pourquoi les tours de corps de fonctions sont d’un intérét considé-
rable. En particulier, on s’intéresse ici & ’étude des tours de Garcia-Stichtenoth d’extensions
d’Artin-Schreier et de Kummer qui atteignent la borne de Drinfeld-Vladut. En dégageant
des propriétés de ces tours, notamment par 'utilisation de techniques de descente du corps
de définition associées & l'utilisation de développements locaux selon un élément primitif de
places de petit degré, on obtient, a partir d’'une méthode générale formalisée ici, de nou-
velles bornes uniformes, symétriques et asymétriques, pour les extensions finies de F2, Fy,
Fp2, Fp, et notamment les meilleures bornes actuellement connues pour le rang de tenseur
de la multiplication dans Fon. On déduit alors de certaines d’entre elles de bonnes bornes
asymptotiques.

Mots-clés : Rang de tenseur de la multiplication, complexité bilinéaire, corps finis, tours
de corps de fonctions algébriques, algorithme de type Chudnovsky.

Title: Towers of algebraic function fields and tensor rank of multiplication in finite fields.

Abstract: In this thesis, we focus on the determination of the tensor rank of multiplication in
Fg4n, the degree n extension of the finite field ¥, which corresponds to the bilinear complexity
of multiplication in Fg» over IF,. To this end, we describe the various successive improvements
to the evaluation-interpolation algorithm introduced in 1987 by D.V. and G.V. Chudnovsky
which shows the linearity of the tensor rank of multiplication in Fy» with respect to n. This
algorithm gives the best known bounds for large degree extensions relative to the cardinality
of the base field (the case when the degree of the extension is small is well known). In order
to obtain uniform bounds, we need to determine, for each n, a suitable algebraic function
field for the algorithm on F,», namely a function field with sufficiently many places of small
degree relative to its genus g and for which we can prove the existence of divisors with some
good properties such as non-special divisors of degree g — 1 or zero-dimensional divisors
with degree as close to g — 1 as possible; these conditions lead us to consider towers of
algebraic function fields. In particular, we are interested in the study of Garcia-Stichtenoth
towers of Artin-Schreier and Kummer extensions which attain the Drinfeld-V1adut bound.
By establishing some properties on these towers, and using field definition descent techniques
and local expansion of functions at places of relatively small degree, we obtain, from a general
method which is described here, new symmetric and asymmetric uniform bounds for finite
extensions of Fp2, Fy, )2, )5 in particular, we obtain the best actual known bounds for
the tensor rank of multiplication in Fon. We also deduce from this some good asymptotic
bounds.

Keywords: Tensor rank of multiplication, bilinear complexity, finite fields, towers of alge-
braic function fields, Chudnovsky type algorithm.
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