
SUR LES SOMMES DE CARACT�ERES LI�EES AUXCOURBES ELLIPTIQUES �A MULTIPLICATION COMPLEXEA. JOUX ET F. MORAIN17 mars 1994R�esum�e. Nous �evaluons les sommes de caract�eres li�ees aux courbes elliptiques �a multipli-cation complexe par l'anneau des entiers d'un corps quadratique imaginaire de discriminant�43, �67 ou �163, en simpli�ant la m�ethode due �a Rajwade et alii.1. IntroductionSoit d un entier strictement positif tel que le corps quadratique Kd = Q(p�d) ait pour nombrede classes 1. D'apr�es [31], d fait partie des neuf valeurs : 1; 2; 3; 7; 11; 19; 43; 67; 163. Soit E unecourbe elliptique �a multiplication complexe par l'anneau des entiers Od de Kd. L'invariant de E,not�e jd, est un entier rationnel et par suite E est d�e�nie sur Q. On trouve dans [10] les �equationsles plus g�en�erales de ces courbes, sous la forme d'une famille index�ee par un nombre rationnel nonnul c. La courbe Ed;c est d�e�nie par l'�equation y2 = fd;c(x) o�u fd;c est un polynôme du troisi�emedegr�e �a coe�cients entiers. Nous rappellons les di��erentes expressions possibles de fd;c(x) dans latable 1. d fd;c1 x3 + cx2 x(x2 + 4cx+ 2c2)3 x3 + c7 x(x2 + 3:7cx+ 24:7c2)11 x3 � 25:3:11c2x+ 24:7:112c319 x3 � 23:19c2x+ 2:192c343 x3 � 24:5:43c2x+ 2:3:7:432c367 x3 � 23:5:11:67c2x+ 2:7:31:672c3163 x3 � 24:5:23:29:163c2x+ 2:7:11:19:127:1632c3Tableau 1. �Equations des courbes y2 = fd;c(x) des courbes �a multiplication com-plexe par Od.Soient p un nombre premier (p > 3) et (a=p) le symbole de Legendre. On poseSd;c(p) = p�1Xx=0�fd;c(x)p � :Le nombre de points sur la courbe Ed;c modulo p est �egal �a p+ 1 + Sd;c(p). Pour cette raison, lessommes Sd;c(p), sont utilis�ees de fa�con critique dans l'implantation du test de primalit�e ECPP [1],et nous d�esirons les �evaluer.Le second auteur est mis �a disposition du LIX par la D�el�egation G�en�erale pour l'Armement.1



2 A. JOUX ET F. MORAINIl est ais�e de voir que pour d > 3, on a Sd;c(p) = (c=p)Sd;1, aussi nous contenterons-nous detravailler avec les courbes Ed = Ed;1 d'�equation y2 = x3+adx+bd et �evaluerons-nous Sd(p) = Sd;1(p).D'apr�es la th�eorie de la multiplication complexe (voir [3]), on sait que si (�d=p) = �1, alorsSd(p) = 0. Dans le cas o�u (�d=p) = 1, ces sommes sont connues au signe pr�es (cf. section 3) et nousdevons lever l'ambiguit�e du signe.Notons que le cas d = 1 a �et�e trait�e dans [8, 18, 26, 30] ; d = 3 dans [24, 25, 19, 33]; d = 2 dans[4, 32, 9, 27, 15] ; les cas d = 7 dans [28], d = 11 dans [22] et d = 19 dans [20]. Ces trois derniers casont �et�e �etudi�es en s'appuyant sur une m�ethode qui utilise les propri�et�es des points de p�d divisionde la courbe Ed.Notre travail s'inscrit dans la continuation des id�ees de Rajwade et al.. Par une m�ethode plussimple que celle de Rajwade, nous d�eterminons les abscisses des points de p�d division. Cela nouspermet de prouver que ces abscisses sont en fait des entiers du corps cyclotomique Q(exp(2i�=d)),r�esultat utilis�e empiriquement dans [28, 22, 20]. Nous en d�eduisons alors les coordonn�ees des pointsde p�d division sur la courbe Ed. Nous d�ecrivons ensuite l'id�ee de Rajwade et expliquons lesmodi�cations apport�ees �a celle-ci pour pouvoir traiter les trois cas d = 43, d = 67, d = 163. Enparticulier, nous rempla�cons la r�esolution d�elicate d'�equations diophantiennes par une utilisationjudicieuse de l'algorithme LLL. Le th�eor�eme �nal est le suivant.Th�eor�eme 1.1. Soit d 2 f43; 67; 163g. Soit p un nombre premier tel que (�d=p) = +1 et donc4p = u2 + dv2, u et v entiers relatifs. AlorsSd(p) = (2=p)(u=d)u:Corollaire 1.1. Avec les notations pr�ec�edentes, le nombre de points sur Ed modulo p vaut p+1+(2=p)(u=d)u.Dans [22], il est fait mention des r�esultats pour les trois cas 43, 67 et 163, attribu�es �a Stark. �Anotre connaissance, la preuve de ceux-ci n'a pas �et�e publi�ee.Notons en�n qu'il existe quatre courbes �a multiplication complexe par un ordre non principal d'uncorps quadratique imaginaire. Les sommes de caract�eres associ�ees ont �et�e �evalu�ees dans [23, 21].2. Points de p�d divisionDans la suite de l'article, nous supposons que d est un nombre premier impair (d > 7) et que Edest une courbe elliptique �a multiplication complexe par Od, d'�equation donn�ee dans la table 1.Proposition 2.1. Soient !1 et !2 des p�eriodes de Ed, avec !1 2 R, � = !2=!1 tel que =(�) > 0 et� 2 Kd. Alors � = �d+p�d2d :Preuve : Posons T = (1+p�d)=2. Soit jd = j(T ) l'invariant des courbes �a multiplication complexepar Od. Il est facile de voir que la courbe d'�equationY 2 = X3 + 3jd1728� jdX + 2jd1728� jd(1)a pour invariant jd. Cette courbe est isomorphe �a C =(Z+ TZ) et a pour p�eriodes 
1 et 
2 tellesque 
1 2 R et 
2=
1 = T (voir [6, Chapitre 7, x4] par exemple). On remarque alors que� �1 02 �1 � 1 +p�d2 = �d+p�d2d



SOMMES DE CARACT�ERES 3d jd19 (�25:3)343 (�26:3:5)367 (�25:3:5:11)3163 (�26:3:5:23:29)3Tableau 2. Invariants des courbes �a multiplication complexe par Od pour d 2 f19; 43; 67; 163g.donc les coe�cients de (1) se transforment par multiplication par (2T � 1)4 = d2 et d3 respective-ment.Notant alors que les invariants des courbes Ed sont donn�es dans la table 2, on conclut la preuvede la proposition. �Soit L le r�eseau Z[!1; !2]. La courbe Ed est naturellement isomorphe �a C =L. Soit } la fonctionde Weierstrass associ�ee �a Ed. La fonction } fournit un param�etrage de la courbe Ed : quand z 62 L,(}(z); }0(z)=2; 1) est un point de Ed : y2 = x3 + adx+ bd.Pour utiliser l'id�ee de Rajwade, il est n�ecessaire de connâ�tre les points de p�d division de lacourbe. Un tel point P = (}(z); }0(z)=2; 1) 6= OEd v�eri�e p�dP = OEd , autrement dit, z est unpôle de la fonction }d : z 7! }(p�dz). On a le r�esultat suivant [7, x10, C].Th�eor�eme 2.1. La fonction }d s'exprime comme une fonction rationnelle de } :}(p�dz) = Fd(}(z))Gd(}(z)) ;avec Fd(X) et Gd(X) des polynômes �a coe�cients dans C , de degr�e respectif d et d� 1.En fait, si l'on d�eveloppe en s�erie les fonctions }d et Fd(})=Gd(}), on constate que ces coe�cientsdoivent être des rationnels car les coe�cients de Ed le sont. On pourra toujours supposer queFd(X) = Pdi=0 fiX i et Gd(X) = Pd�1i=0 giX i sont �a coe�cients dans Zet premiers entre eux. Deplus, en comparant les d�eveloppements en fonction de z, on voit que}d(z) = �1dz2 + � � �et donc fd=gd�1 = �1=d.On trouve le r�esultat suivant dans [13, Chapitre II].Th�eor�eme 2.2. Soit P = (X; Y; 1) un point de Ed. AlorsdP = �'d(X) 2d(X) ; Y !d(X) 3d(X)�o�u 'd(X),  d(X) et Y !d(X) sont des polynômes �a coe�cients dans Z[a; b]. Si l'on a�ecte les poids4 �a a, 6 �a b, 2 �a X et 3 �a Y , ces polynômes sont homog�enes en a, b, X, Y . De plus, le polynôme d est de la forme :  d(X) = dX (d2�1)=2 + (d2�3)=2Xk=0 ck(a; b)Xk:(2)On en d�eduit la propri�et�e clef suivante.Corollaire 2.1. Les abscisses des points de d division de Ed sont des entiers alg�ebriques.



4 A. JOUX ET F. MORAINPreuve : On remarque que ad et bd sont multiples de d. Par suite, on tire de (2) que  d(X) = d ~ (X)avec ~ unitaire �a coe�cients entiers. �Proposition 2.2. On a Gd(X) j  2d(X)et Gd(X) est le carr�e d'un polynôme de Z[X].Preuve : On �ecrit}(dz) = }(�dz) = }(p�d(p�dz)) = Fd(Fd(}(z))=Gd(}(z)))Gd(Fd(}(z))=Gd(}(z))):�On en d�eduit alors les r�esultats suivant.Corollaire 2.2. (1) On a fd = �d et gd�1 = d2.(2) Soit x une racine de Gd(X). Alors x est un entier alg�ebrique.Int�eressons-nous maintenant au calcul des racines de Gd(X).Proposition 2.3. Les racines de Gd(X) sont les }(r!2=p�d) o�u r est un entier compris entre 1et d� 1 : Gd(X) = d2 d�1Yr=1(X � }(r!2=p�d))et même Gd(X) = d2Hd(X)2 avecHd(X) = (d�1)=2Yr=1 (X � }(r!2=p�d))un polynôme unitaire �a coe�cients dans Z, que nous appellerons polynôme de p�d-division.Preuve : Si ! 2 L et $ = !=p�d 62 L, alors $ est un pôle de }d. Les pôles de }d sont donc �aprendre parmi les zs;r = (s!1 + r!2)=p�d, avec s et r entiers. Or!1p�d = �2!2 � !1;donc il su�t de consid�erer le cas o�u s = 0.�A cause de la parit�e de }, il su�t de prendre r compris entre 1 et (d� 1)=2. �Montrons maintenant le r�esultat suivant.Proposition 2.4. Les racines de Hd(X) sont r�eelles.Preuve : Il su�t de montrer que }(!2=p�d) est r�eel. Utilisant la relation!2 = �!2 � !1on trouve que � !2p�d� � !2p�d mod Let on a bien le r�esultat cherch�e. �Le dernier r�esultat dont nous aurons besoin est le suivant.Th�eor�eme 2.3. Le polynôme Hd(X) se d�ecompose sur Q(�) avec � une racine primitive d-i�emede l'unit�e.



SOMMES DE CARACT�ERES 5Preuve : Notons F l'isog�enie multiplication par p�d et F̂ l'isog�enie duale. Soit eF l'accouplementde Weil associ�e �a F . Il est d�e�ni sur KerF � KerF̂ . Comme F̂ = �d=F = �F , eF est une formebilin�eaire sym�etrique non d�eg�en�er�ee sur (KerF )2. Soit P = (X; Y ) un g�en�erateur de KerF . AlorseF (P; P ) est une racine primitive d-i�eme de 1 car eF est non d�eg�en�er�e.Soit maintenant � un automorphisme de Q qui stabilise �. Alors�(eF (P; P )) = eF (P; P ):Le Th�eor�eme 3.8 (pp. 229) de [11] entrâ�ne :�(eF (P; P )) = e��F (�(P ); �(P )):Comme F est d�e�nie sur Q(p�d) � Q(�), on ae��F (�(P ); �(P )) = eF (�(P ); �(P )):On a �(P ) 2 KerF ; il existe donc un entier r tel que �(P ) = rP . On en d�eduit :eF (P; P ) = eF (rP; rP ) = eF (P; P )r2 :Donc, puisque eF (P; P ) est une racine primitive de 1, r2 = 1 mod d, soit r � �1 mod d. Par suite,�(P ) = �P et donc �(X) = X et donc X est dans Q(�). �Remarque. Ce th�eor�eme se g�en�eralise �a certains cas o�u h(�d) > 1 et la courbe Ed est d�e�nie surQ(jd) avec jd un entier alg�ebrique de degr�e h(�d). L'�etude des sommes de caract�eres dans le cash(�d) > 1 sera reprise dans un article ult�erieur.Utilisant les deux th�eor�emes pr�ec�edents, on en d�eduit le r�esultat suivant.Corollaire 2.3. Le polynôme Hd(X) se d�ecompose dans Q(�) o�u � = � + ��1.Remarque. Notons que notre approche di��ere de celle de Rajwade dans le calcul des points dep�d division. Rajwade commence par expliciter la multiplication complexe par (1 + p�d)=2 ettrouve des formules du type Q = (X; Y; 1) = (R1(x); R2(x; y))o�u (x; y; 1) sont les coordonn�ees d'un point P de Ed et les Ri des fractions rationnelles �a coe�cientsdans Q(p�d). Le point Q est un point de p�d division si et seulement si Q = Q (conjugaisondans Q(p�d)), ce qui conduit �a r�esoudre X = X, qui se ram�ene �a une �equation polynomiale en x,Hd(x) = 0. Nous pr�eferons pour notre part d�eterminer directement Hd(x).3. La m�ethode de Rajwade3.1. Th�eorie. On se propose d'�evaluerSd(p) = p�1Xx=0�fd(x)p �pour d 2 f19; 43; 67; 163g.Soit p un nombre premier plus grand que 3. D'apr�es la th�eorie de la multiplication complexe (cf.[3], par exemple), on sait que si (�d=p) = �1, alors p reste inerte dans Q(p�d) et par suiteSd(p) = 0:Par contre, si (�d=p) = +1, le nombre premier p se d�ecompose dans Q(p�d) : il existe un entieralg�ebrique � = (u+vp�d)=2 2 Od, u et v entiers relatifs, tel que p = N(�) = (u2+dv2)=4. D'autrepart, soit �p le Frobenius de Ed, c'est-�a-dire l'application de Ed dans Ed, d�e�nie sur Fp , qui au



6 A. JOUX ET F. MORAINpoint (x; y; 1) associe (xp; yp; 1). On sait que �p satisfait �egalement �a p = N(�p), par suite, u et v�etant �x�es, �p = (�u� vp�d)=2. Finalement, on aSd(p) = �Tr(�p) = �u:Il y a ambiguit�e sur le signe dans la derni�ere �egalit�e. Le travail qu'il nous reste �a accomplir est lalev�ee de cette ambiguit�e.Soit Pd un point dep�d division de Ed. D'apr�es la section pr�ec�edente, l'abscisse de Pd = (X; Y; 1)est un entier de Q(�) avec � = � + ��1. Posant �1 = � et �r = �r + ��r pour r entier, on en d�eduitque X = (d�1)=2Xr=1 ar�ro�u les ai sont des entiers naturels. L'ordonn�ee Y de Pd est donn�ee par y2 = x3+adx+bd et appartient�a une extension de degr�e au plus 2 de Q(�). Soit Q = �p(Pd). Le point Q est �egalement un pointde p�d division. Par suite, il existe un entier k tel que Q = kPd. On d�eduit que (�p� k)Pd = OEd ,ce qui conduit �a �p � k � 0 mod p�d:�Ecrivons �p = (up+vpp�d)=2 avec jupj = juj, jvpj = jvj. Nous d�eduisons de cela que up � 2k mod d.Reste �a v�eri�er que (2k=d) = �(2=p) pour arriver �a la preuve du th�eor�eme 1.1.3.2. Pratique.3.2.1. Le cas d = 19 revisit�e. Nous utiliserons le cas d = 19 �a des �ns de comparaison avec l'article[20].Posons � = (d� 1)=2. Soit X1 une racine de Hd(X) :X1 = �Xr=1 ar�ravec les ar des entiers relatifs. On notera pour simpli�er X1 = [a1; a2; : : : ; a�]. Grâce au logicielPARI-gp, on calcule les p�eriodes de la courbe donn�ee dans la table 1 :!1 = 2:9631663359; !2 = �1:4815831679+ 0:3398984897iet il est rassurant de constater que !2=!1 � (�19 +p�19)=38.Pour des raisons pratiques (expliqu�ees �a la section suivante), on pr�ef�ere utiliser une racine depetit module de Hd. Avec les notations habituelles, on choisit :X1 = }(5!2=p�19) � 4:9186942326:Grâce �a l'algorithme LLL (voir section suivante), on trouve :X1 = �2[6; 4; 2; 5; 4; 4; 7; 2; 4]:Cette valeur correspond bien �a une de celles trouv�ees dans [20]. Apr�es essais et erreurs, on trouveque l'ordonn�ee du point P1 d'abscisse Y1 est (toujours en utilisant LLL) :Y1 = �p2[25; 23; 3; 39; 7; 11; 35;�1; 29]:Notons que ces valeurs de X et Y peuvent être v�eri��ees par substitution dans le polynôme Hd pourX1 et simple �el�evation au carr�e pour Y1.



SOMMES DE CARACT�ERES 7On trouve dans le tableau suivant les points kP = (Xk; Yk) pour 1 � k � � = 9 (le d�etail descalculs se trouve �a la section suivante).k Xk Yk=p21 [�12;�8;�4;�10;�8;�8;�14;�4;�8] �[25; 23; 3; 39; 7;11;35;�1;29]2 [�8;�8;�10;�12;�8;�4;�4;�8;�14] [7; 29; 39; 25; 11;�1;3;23;35]3 [�8;�10;�8;�4;�8;�14;�8;�4;�12] [23; 39; 11;�1; 29; 35; 7;3;25]4 [�8;�14;�12;�8;�4;�8;�10;�8;�4] [�11;�35;�25;�7; 1;�23;�39;�29;�3]5 [�4;�8;�8;�14;�10;�12;�8;�8;�4] [�3;�11;�29;�35;�39;�25;�23;�7; 1]6 [�8;�12;�4;�8;�14;�4;�8;�10;�8] [�29;�25; 1;�23;�35;�3;�11;�39;�7]7 [�14;�8;�8;�8;�4;�10;�4;�12;�8] [�35;�7;�23;�29;�3;�39;1;�25;�11]8 [�4;�4;�8;�8;�8;�8;�12;�14;�10] [�1; 3; 7; 11;23;29;25;35;39]9 [�10;�4;�14;�4;�12;�8;�8;�8;�8] [�39; 1;�35;�3;�25;�7;�29;�11;�23]Passons maintenant �a la d�etermination de la valeur propre du Frobenius �p en fonction dunombre premier p. Soit p un nombre premier tel que (�19=p) = +1 : p s'�ecrit r + 19n, avecr 2 f1; 4; 5; 6; 7; 9; 11; 16; 17g. L'action du Frobenius �p correspond �a l'action �d 7! �rd sur x1 etsur y1, combin�ee �a la transformation p2 7! (2=p)p2. Pour chaque valeur de r, on trouve dans letableau ci-dessous l'entier k tel que �p(P ) = k(2=p)P et donc u � 2k(2=p) mod d.r k r k r k r k r k r k r k r k r k1 1 4 �2 5 9 6 5 7 �8 9 �3 11 7 16 4 17 6On v�eri�e que pour toutes les valeurs de r, on a bien (2k=d) = �1 et que par cons�equent, lacondition de normalisation de u est alors (u=d) = �(2=p).3.2.2. Le cas d = 43. On trouve!1 = 2:043921192; !2 = �1:021960596+ 0:1558475298iavec !2=!1 � (�43 +p�43)=86. On choisitX1 = }(5!2=p�43) � 2:7583672875et on trouveX1 = �2[17; 21; 32; 36; 31; 28; 22; 18; 12; 23; 26; 34; 30; 35; 23; 18; 12; 20; 19; 26; 33]:De même Y1 = �p2[13;�281;�399;�587;�491;�375;�103; 37; 35;�67;�305;�463;�571;�407;�275;�23; 37; 37;�193;�377;�531]:On trouve dans le tableau ci-dessous les valeurs propres du frobenius �p pour les p = 43n + rqui se scindent dans Q(p�43).r k r k r k r k r k r k r k1 1 9 �3 13 �20 16 4 23 �18 31 17 38 94 �2 10 15 14 10 17 �19 24 14 35 11 40 136 �7 11 21 15 �12 21 �8 25 �5 36 6 41 16La condition de normalisation est encore (u=43) = �(2=p).



8 A. JOUX ET F. MORAIN3.2.3. Le cas d = 67. On trouve dans ce cas :!1 = 1:491162900; !2 = �0:7455814504+ 0:09108727122iavec !2=!1 � (�67 +p�67)=134: On choisitX1 = }(7!2=p�67) � 28:1133288468et on trouve X1 = �2[93; 62; 98; 66; 67; 88; 62; 110; 38; 109; 50; 103; 70; 77; 78; 72;102; 56; 95; 52; 108; 62; 88; 71; 60; 104; 52; 103; 38; 100; 61; 84; 67];Y1 = p2[3477;�69; 2529; 1349; 1611; 2383; 47; 3123;�173; 3719;�291; 2607;589; 1997; 2019; 419; 2745;�329; 3583;�157; 2883; 227; 2135; 1835;847; 2547;�139; 3543;�129; 3325;�65; 2381; 1491]:Le tableau des valeurs propres pour les p = 67n+ r est donn�e ci-dessous.r k r k r k r k r k r k r k1 1 14 9 21 17 26 19 37 29 54 �11 62 144 �2 15 22 22 25 29 �30 39 21 55 16 64 �86 26 16 4 23 �31 33 10 40 24 56 �18 65 �209 �3 17 33 24 15 35 �13 47 �28 59 �2710 �12 19 �32 25 �5 36 6 49 �7 60 23La condition de normalisation est aussi (u=67) = �(2=p).3.2.4. Le cas d = 163. Apr�es avoir calcul�e!1 = 0:5611934280; !2 = �0:2805967140+ 0:02197802718iet !2=!1 � (�163 +p�163)=326, on s�electionneX1 = }(9!2=p�163) � �110:7585949142que l'on peut r�ecrire commeX1 = �2[1002; 1179;1337; 1240;1271; 1613;1862; 2040;1876; 1964;1896; 2010;1904;1584; 1433; 1292; 1353;1146; 1063;878;860; 1025;1180; 1258;1266; 1522;1684;1952; 1942; 1858; 1804;1841; 1975;1638; 1531;1253; 1267;1193; 1057;878; 724;976; 1104; 1252;1260; 1381;1542; 1816;1958;1809; 1810;1824; 2022;1822;1629; 1317; 1170; 1305;1088; 960; 724;979; 1137;1247; 1280;1262; 1522;1792;1963; 1864; 1894; 1938;1995; 1910;1675; 1445;1212; 1335;1140; 1078;924]:On trouve alorsY1 = p2[27189; 9317;�23555;�108727;�194051;�241243;�284899;�310837;�381771;�408975;�400275;�339493;�289001;�257153;�213889;�155635;�50575;1197;29067;5109; 14717; 21829;�6707;�65521;�177831;�228535;�275099;�292027;�358117;�410095;�408319;�366103;�296027;�272997;�237685;�187221;�82617;�8579;15723;12627; 6725;30273; 2749;�42037;�146741;�206727;�251233;�289245;�333867;�397813;�401815;�393449;�325559;�288023;�249559;�202523;�128831;�35691;7831;29809; 4913;14799;11733;�16373;�98411;�193979;�237867;�282545;�301811;�377579;�410375;�410107;�348315;�289287;�268159;�219629;�165239;�59939;�3291; 24231;6905]:



SOMMES DE CARACT�ERES 9Le tableau des valeurs propres est le suivant.r k r k r k r k r k r k r k r k1 1 25 �5 46 �32 61 77 85 �30 111 33 135 61 156 514 �2 26 �29 47 �79 62 15 87 24 113 �73 136 25 158 226 �13 33 14 49 �7 64 �8 88 �67 115 21 140 38 160 469 �3 34 69 51 41 65 �37 90 47 118 �66 143 �44 161 �1810 �70 35 �19 53 �78 69 �45 91 55 119 49 144 �1214 60 36 6 54 39 71 �76 93 16 121 �11 145 5415 34 38 53 55 �50 74 �20 95 62 126 �17 146 �3116 4 39 56 56 43 77 �27 96 �52 131 �72 150 6521 64 40 �23 57 �63 81 9 97 74 132 �28 151 7122 �48 41 81 58 �59 83 �75 100 10 133 40 152 5724 26 43 �80 60 �68 84 35 104 58 134 �42 155 36La condition de normalisation est encore (u=163) = �(2=p).4. Quelques d�etails des calculsNotons pour commencer que les calculs des p�eriodes de Ed ainsi que les calculs sur la fonction }ont �et�e faits en PARI-gp [2] d'apr�es les algorithmes d�ecrits dans [6]. Les calculs sur les points, ainsique les calculs �naux, ont �et�e faits en Maple [5].4.1. Quelques lemmes utiles. Soit d un nombre premier impair. On pose � = (d � 1)=2, � =exp(2i�=d) et �r = �r + ��r (avec �1 = �).Lemme 4.1. Les relations suivantes sont satisfaites :�Xr=1 �r = �1;(3) �Xr=1 �2r = d� 2;(4)et X1�r<s�� �r�s = �2:(5)Preuve : L'�equation (3) est imm�ediate en utilisant les propri�et�es des racines primitives de l'unit�e.Ensuite, remarquons que �r�s = �r+smod� + �r�smod�pour toutes valeurs de r et s. On en d�eduit�Xr=1 �2r = �Xr=1(�2rmod� + 2) = ( �Xr=1 �r) + 2� = d� 1� 1 = d� 2:De même X1�r<s�� �r�s = X1�r<s��(�r+smod� + �r�smod�) = 2 �Xr=1 �r = �2:�



10 A. JOUX ET F. MORAINSoit g une racine primitive modulo d et � l'automorphisme de Gal(Q(� + ��1)=Q) qui envoie �sur �g . Les racines du polynôme Hd(X) sont lesxk = �Xr=1 ar�k�1(�r)avec les ai des entiers relatifs. Nous sommes maintenant en mesure de prouver :Proposition 4.1. Soit �1 = �Xk=1xk; �2 = X1�k<`��xkx`:Alors �Xr=1 ar = ��1;(6) �Xr=1 a2r = 3�21 � 2�2d :(7)Preuve : On a �1 = �Xk=1xk = (Xr ar)(Xk �k) = �Xr ar:Pour la deuxi�eme relation�Xk=1x2k =Xk (Xr a2r�k�1(�r)2) + 2 X1�r<s�� aras�k�1(�r�s)ce que l'on peut r�eorganiser comme(Xk a2k)( �Xr=1 �2r) + 2( X1�r<s��aras)( X1�k<`���k�`)pour trouver �nalement (d� 2)(Xk a2k)� 4Xr;s arasen utilisant le lemme pr�ec�edent et deux fois l'identit�eX z2r = (X zr)2 � 2Xr;s zrzs:�On trouve dans le tableau 4.1 les valeurs des deux sommes pour les valeurs de d consid�er�ees. Cesvaleurs ont �et�e calcul�ees en PARI-gp, en 
ottants, le r�esultat fournissant un entier avec une grandepr�ecision. d �1 �2 P a2r19 76 1748 72843 1032 414520 5502467 5092 10596988 844648163 �236024 23884912904 732221840Tableau 3.



SOMMES DE CARACT�ERES 114.2. D�etermination de Pd : l'algorithme LLL.4.2.1. D�etermination de l'abscisse de Pd. La solution utilis�ee dans [20] consiste �a rechercher lescoe�cients ai par r�esolution d'�equations diophantiennes. Cette m�ethode parâ�t trop lourde pourtraiter les cas qui nous int�eressent. Une premi�ere alternative consiste �a utiliser un syst�eme de calculformel du type de Maple ou Axiom, dans lequel existent des proc�edures de factorisation de polynômessur les corps de nombres. Cette m�ethode a l'avantage de la simplicit�e (pour le programmeur), maisn�ecessite le calcul du polynôme Hd(X) qui a des coe�cients entiers tr�es grands. Le temps de calculet la place m�emoire n�ecessaires sont prohibitifs. Par exemple, sur un RS6000 avec 64 Moctetsde m�emoire centrale, Axiom met 4275 secondes pour factoriser H19 et la factorisation de H43 estimpossible. Pour pallier ce probl�eme, nous avons utilis�e une m�ethode, qui si elle n'est pas simpleconceptuellement, est tr�es e�cace. Elle utilise l'algorithme LLL.L'algorithme de Lenstra, Lenstra et Lov�asz [14], g�en�eralement appel�e LLL, est un algorithme der�eduction de r�eseaux entiers, qui transforme une base d'un r�eseau entier (b1; b2; : : : ; bn) en une baser�eduite (b01; b02; : : : ; b0n) du même r�eseau. Informellement, une base r�eduite est form�ee de vecteursassez courts et presque orthogonaux entre eux. En particulier, soit L1 le premier minimum dur�eseau. Alors kb01k � 2n=2L1:(8)L'une des applications classiques de cet algorithme consiste �a rechercher des relations de d�epen-dances lin�eaires �a coe�cients entiers (ou rationnels) entre nombres r�eels ou complexes, de tellesorte que le vecteur form�e des coe�cients de la combinaison soit de poids faible, lorsque l'on sait�a l'avance qu'une telle combinaison existe. Pour cela on utilise le r�eseau engendr�e par les vecteurscolonnes de la matrice suivante : R = 0BBBBBB@ N1 N2 � � � Nn1 0 � � � 00 1 � � � 0... ... . . . ...0 0 � � � 1 1CCCCCCAo�u les Ni sont les nombres dont on cherche une combinaison lin�eaire \courte". Le r�esultat attendupour le premier vecteur de la base r�eduite est :e = 0BBBBBB@ 0�1�2...�n 1CCCCCCAo�u les � v�eri�ent Pni=1 �iNi = 0.Soit A la norme euclidienne du vecteur e, le vecteur b01 trouv�e par LLL v�eri�e :kb01k � 2n=2A:(9)Par cons�equent, si 2n=2A est plus petit que les vecteurs courts autres que e (et �e bien sûr), on estsûr que LLL trouvera le vecteur e ou �eventuellement �e. Comment �evaluer la taille des vecteurscourts autres que e? En g�en�eral, on consid�ere que les autres vecteurs courts ont une norme de



12 A. JOUX ET F. MORAINl'ordre de celle du vecteur le plus court d'un r�eseau al�eatoire, environ jdet(R)j1=n. De plus, commejdet(R)j � maxi jNij, on esp�ere donc que LLL trouve e d�es lors que:2n=2A � N1=n(10)o�u N = maxi jNij. Par cons�equent N doit être plus grand que 2n2=2An pour que l'algorithmer�eussisse.Nous allons appliquer cette technique de recherche de combinaisons lin�eaires courtes, a�n d'exprimerune racine x de Hd(X) sous la forme x = �Xr=1 ar�ravec les ai entiers relatifs. Pour ce faire, utilisons la variante suivante de R :R0 = 0BBBBBB@ bK�1e bK�2e � � � bK��e bKxe1 0 � � � 0 00 1 � � � 0 0... ... . . . ... ...0 0 � � � 1 0 1CCCCCCAo�u bwe est l'entier le plus proche de w, et o�u K est un grand entier bien choisi, servant �a pr�eciserle nombre de chi�res n�ecessaires pour les �i et pour x. Le vecteur attendu est:e0 = 0BBBBBBBB@ �a1a2...an1 1CCCCCCCCAo�u � n'est pas forc�ement nul car les � et x sont repr�esent�es de mani�ere approch�ee seulement. Commela norme euclidienne de e0 vaut approximativement A = qP�r=1 a2r et que le determinant de R0 estde l'ordre de K (car les � et x sont tous petits), nous devons choisir K tel que:K � 2(�+1)2=2A�+1(11) � 2(d+1)2=8( �Xr=1 a2r)(d+1)=4(12) � 2(d+1)2=8(3�21 � 2�2d )(d+1)=4:(13)A�n de simpli�er les notations, nous choisirons toujours pourK une puissance de 10, par exempleK = 10100. Nous dirons alors que le calcul est fait avec 100 chi�res. Voici un tableau r�esumant lesvaleurs de K �a utiliser (pour x) en fonction de d:d Nombre de chi�res19 3043 12567 275163 1376



SOMMES DE CARACT�ERES 13Cependant, en pratique, l'algorithme LLL donne de meilleurs r�esultats que ceux annonc�es par laborne th�eorique. C'est pourquoi nous avons pu obtenir tous les r�esultats pr�esent�es dans cet article,en travaillant avec une pr�ecision de 1000 chi�res. La r�eduction de r�eseau la plus longue �a faire n'adur�e que quelques heures sur une Sparc-station de type ELC. Il convient toutefois de noter que detelles performances ne sont envisageables qu'en utilisant une version 
ottante de l'algorithme LLL,comme celle d�ecrite par Schnorr et Euchner dans [29]. De plus, dans ce cas, il convient de mettreen �uvre certaines astuces de calculs, a�n de pouvoir mener �a bien la r�eduction de r�eseau. Nousrenvoyons �a [12] pour plus de pr�ecisions.4.2.2. D�etermination de l'ordonn�ee de Pd. Pour trouver l'ordonn�ee y correspondant �a x sur lacourbe (en fait y=p2), on a encore le choix entre utiliser la factorisation sur des corps de nombres,en cherchant �a factoriser Y 2� (x3+ax+ b)=m pour m bien choisi, ou bien utiliser LLL. C'est cettederni�ere m�ethode que nous employons l�a encore.Le nombre de chi�res �a pr�evoir est environ le double du nombre de chi�res pour x. Les remarquesfaites pr�ec�edemment sur le bon comportement de LLL restent valables.4.3. Calcul des multiples de Pd. L'algorithme de Rajwade n�ecessite l'identi�cation des multi-ples de Pd. La m�ethode la plus simple consiste �a calculer kPd en utilisant les routines d'�evaluationdes nombres alg�ebriques existant dans un syst�eme de calcul formel. Toutefois, l'op�eration critiqueconsiste �a e�ectuer une division, ce qui est tr�es coûteux.Une solution, a priori moins �el�egante, consiste �a proc�eder comme suit. On commence par �evalueren 
ottants tous les conjugu�es de X , ce qui est facile. On �evalue alors les points kPd en nombres
ottants et on compare les valeurs num�eriques des abscisses trouv�ees �a l'�evaluation 
ottante desconjugu�es de X . Cette m�ethode, même si elle n�ecessite des calculs avec plusieurs centaines dechi�res de pr�ecision (300 sont n�ecessaires pour d = 163), est beaucoup plus rapide.4.4. V�eri�cation des r�esultats. De fa�con �a minimiser les risques d'erreur dans l'�ecriture duth�eor�eme 1.1, nous avons programm�e le calcul des sommes de caract�eres Sd(p) en gp et v�eri��enum�eriquement la v�eracit�e des formules pour tous les nombres premiers 200 � p � 5000 tels que(�d=p) = +1. 5. ConclusionNous avons prouv�e dans cet article certains r�esultats utilis�es auparavant par Rajwade et al. Celanous a permis de calculer les sommes Sd(p) pour les cas o�u h(�d) = 1 et d > 19. Dans le cash(�d) > 1, le polynôme de p�d division s'obtient cette fois parHd(X) = Y1�r�d=2(r;d)=1 (X � }(r!2=p�d))mais le corps de d�ecomposition de Hd(X) n'est plus un corps cyclotomique. La m�ethode de Rajwadene s'applique donc plus. Dans certains cas malgr�e tout, on peut �evaluer les sommes Sd(p), mais parune autre m�ethode [16].Remerciements. Les auteurs tiennent �a remercier V. Auger pour sa connaissance de PARI-gp ;D. Augot pour avoir tent�e les calculs de factorisation des polynômes Hd(X) en Axiom ; J.-M.Couveignes pour son int�erêt constant et ses suggestions concernant ce travail, notamment la preuvedu th�eor�eme 2.3 ; P. Dumas pour son aide lors du polissage �nal de l'article ; l'un des referee pourses commentaires pertinents et la correction de la preuve du th�eor�eme 2.3.
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