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Sommario

Vengono poste le basi per una trattazione algebrico-combinatorica degli automi cellari monodimensionali. Si
investiga la struttura del monoide delle evoluzioni (o trasformazioni cellulai) e la struttura del gruppo delle
trasformazioni cellulari invertibili. Si analizzano classi di trasformazioni che mantengono l'invertibilia quando
applicate ad automi di qualsiasi lunghezza. Viene e ettuata un'analisi dei lavori di Amoroso, Patt, Richardson
nel campo degli automi invertibili in niti. Vengono dati cenni sugli automi cellulari a pu dimensioni e vengono
descritte delle simulazioni di automi pluridimensionali per mezzo degli automi ad una dinensione.
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Fondamenti Algebrici degli Automi Cellulari

Lo scopo della presente tesie quello di fornire degli strumenti algebrici per la ranipolazione degli automi
cellulari, in particolare per investigare la loro reversibilia e tro vare gli inversi.

Un automa cellulare, nella sua accezione pu ampia,e un sistema dinamico discreto comna legge di evoluzione
locale; ovveroe un reticolo n-dimensionale con una variabile in ciascun nodo (o cella) in cui il valore di qualss
variabile al tempo t + 1 dipende dai valori delle variabili al tempo t nei nodi di un intorno pre ssato. Come
si pw vedere la de nizionee molto generica, in quanto non speci ca nulla re della geonetria del reticolo, re
delle sue dimensioni, re delle condizioni al suo contorno, re della topologia délhtorno di ogni nodo, re della
funzione di evoluzione. Molto in generale, s&/ (x)e l'intorno della cella x, si ha

x(t+1) = (V(x(1)
dove rappresenta la funzione di evoluzione.

In questa sede tratteremo soprattutto gli automi cellulari niti, con condizioni a | contorno periodiche (cie
\chiusi su  stessi), unidimensionali e a stati discreti. Parleremo solo nelgultimi due capitoli di automi cellulari
in niti @ multidimensionali.

Quando un teorema none un contributo originale viene chiaramente indicato il nome ddlautore ed il relativo
richiamo bibliogra co.

Nel primo capitolo si introducono alcuni concetti di base e vengono discusse delle probleniehie inerenti
allinadeguatezza delle tecniche pu comuni usate per rappresentare una legge di evoluzione aiutomi cellulari.

Nel secondo capitolo viene analizzato l'insieme delle regole locali di evoluzione di umt@ma cellulare unidi-
mensionale nito con condizioni al contorno periodiche e si prova che tale insieme un monoide con prodotto
de nito dalla composizione di funzioni. Si dimostra che le regole locali commutano aolo shift (la trasformazione
canonica che sposta l'automa di una cella verso sinistra).

Nel terzo capitolo vengono a rontate questioni di calcolo numerico. Vengono intralotte delle rappresentazioni
di regole locali che facilitano la loro manipolazione per mezzo di un calcolater Viene discusso in dettaglio un
algoritmo per e ettuare il prodotto di regole locali.

Nel gquarto capitolo vengono introdotte le tecniche fondamentali per a rontare lo studio della struttura del
gruppo delle regole locali che hanno un'inversa; l'analisi dettagliata della suttura del gruppo viene e ettuata
nel quinto capitolo, in cui si propongono anche degli algoritmi per trovare linversa di una regola locale data.

Nel sesto capitolo si prova che esiste un sottogruppo di regole locali invekili che hanno la propriet di
restare invertibili anche quando applicate ad automi di varia lunghezza. Viene poi psta una questione aperta
riguardante la struttura di alcune regole locali che sono invertibili solo &1 automi di lunghezza dispari.

Nel settimo capitolo si analizzano alcuni aspetti degli automi di lunghezza in nita, in particolare si prova
che una regola locale invertibile su automi di lunghezza in nitae invertibile su automi di qualsiasi lunghezza
nita. Viene discusso un risultato fondamentale di Richardson e viene implementad un algoritmo proposto da
Amoroso e Patt per decidere se una data regola locale ha un'inversa su automi di luhgzza in nita.

Nell'ottavo capitolo vengono fatti dei cenni sugli automi cellulari a pu dimensio ni. Vengono proposti due
metodi per mappare gli automi multidimensionali su automi ad una dimensione. |l primo ha valore generale
(si applica a qualsiasi automad-dimensionale nito con reticolo euclideo) e permette di simulare l'automa
d-dimensionale per mezzo di un numero nito di automi unidimensionali niti. La simulazione ha un costo
computazionale elevato ma possiede l'indiscusso valore teorico di estendere i rigil dei capitoli precedenti
anche agli automi a pu dimensioni. Il secondo metodoe basato sull'applicazione ddisomor smo di gruppi

— ey €d
Ch=Cgt :: C¥

(dove pf*  pi e la fattorizzazione in primi di n) a reticoli d-dimensionali per ottenere una classe di automi
d-dimensionali che possono essere simulati da un singolo automa ad una dimensione ulighezzan.



1 Introduzione

Possiamo rappresentare un automa cellulare unidimensionale nito con una stringa dialori a;;:::;;a, di un
anello! nito R in cui porremo le condizioni al contorno in modo chea,+; = a; e ap = a,. Geometricamente
parlando, curviamo questa stringa no ad unire le due estremif. L'intorno di una cella a; e il vettore di m
celle @;aj+1;:::;a+m 1) dove ovviamentem < n. Se indichiamo con : R™ ! R la legge di evoluzione

Chiameremom il raggio d'azione di

1.1 (Convenzione dell'intorno) Si noti che abbiamo ssato per convenzione l'intorno dia; comea; stessa
em 1 celle alla sua destra. Chiameremo questo tipo di intornaintorno convenzionale . Nell'intorno
convenzionale si ha ﬂ'

p A
22 é

#
2

E possibile ssare l'intorno in modi diversi: in generale conrg celle a sinistra dia;, a stessa er; celle alla
sua destre, in modo cherg+ r; +1 = m. Si parla allora di raggio sinistro e raggio destro dell'intorno;

gra camente si ha
o4, 31
#

2

Chiameremo un intorno di questo genere unro;r1)-intorno . E evidente che un intorno convenzionalee un
(0;m  1)-intorno, e che quindi gli (ro; r1)-intorni hanno valore pu generico: cercheremo perco di usare questi
ultimi laddove possibile. Useremo gli intorni convenzionali soprattutto nel caitolo 2, dove mostreremo che la
distinzione none importante ai ni teorici. 2

La funzione e una regola locale , nel senso che da un intorno di un punto al tempa calcola il valore del
punto stesso al passo temporale successive- 1. Applicando  agli intorni convenzionali di tutte le componenti
di

a(t) = (au(t);:::;an(t))

otteniamo il vettore

e quindi possiamo estendere a una funzione :R"! R" tale che
(a(t)) = a(t+1)
Una estensione di una regola locale su (ro;rq)-intorni saa indicata con .

Ricordiamo a questo punto che non tutte le funzioniR" ! R" sono estensioni di una regola locale: per
esempio, una funzione tale che
((1;11))=(0:0:1)

non pw avere estendere una regola locale. Supponiamo infatti che sia la regola locale estesa da con raggio
d'azione uguale a 3; allora

((ag;az;a3)) = ((1;L1)=0
((ag;ar;a)) = ((1;11)=1

e quindi none ben de nita. Una funzione :R"! R" che estende una regola locale pwo sempre essere vista
come una legge di evoluzione di automi cellulari.

1viene dato allinsieme degli stati dell'automa la struttur ~ a di anello solo per poter descrivere le leggi di evoluzione d egli automi
con mezzi algebrici anzicke soltanto combinatorici. In te  oria non sarebbe strettamente necessario.
2cfr. [, ?].



1.1 Permutazioni come trasformazioni cellulari 7

Ci proponiamo di trovare dei modi di rappresentare che facilitino la comprensione del comportamento di
sui vettori di R". In particolare ci proponiamo di investigare il problema della reversibilia: data un'estensione
di una regola locale (che chiameremo anche \trasformazione cellulare) determinarse e invertibile e qualee
l'inversa.

Cominceremo con il dimostrare l'inadeguatezza in generale delle pu comuni funzionR" ! R" come rap-
presentazioni di trasformazioni cellulari: le permutazioni del gruppoS, e le matricin n. Ne seguig il bisogno
dell'introduzione di nuove tecniche di calcolo. A questo ne prenderemo \in prestito dal capitolo 2 un teorema
fondamentale, il teorema (2.3). Sia la permutazione (12:::n) intesa come funzioneR" ! R": il teorema
a erma che una funzione :R" ! R"e una trasformazione cellulare se e solo se per ogni vettore 2 R" la
seguente condizionee valida:

v= (v)

In altre parole, ha una rappresentazione locale se e solo secommuta con . In questo caso si dice anche che
ammette una localizzazione. Fissiamo a questo punto per convenzione che

Si osserva che ovviamente commuta con se stesso e quindi ammette una localizzazione; la regola locale deravat
da viene comunemente chiamatashift .
1.1 Permutazioni come trasformazioni cellulari
Sia g un elemento del gruppo simmetricoS,,. Allora ge una trasformazione cellulare se e solo se
g9 =49

Vogliamo trovare il sottogruppo massimaleG S, tale che per ognig2 G si abbiag = g.

Sia
9= 1 2 n
g o On
e
_ 1 2 : n
B 2 3 : 1
Si ottiene
1 2 i n
g =
@ B 00
_ 1 2 i n
9 oo+l modn g+1 modn ::: g,+1 modn

e quindi perognil i<n sihags =g +1 modneg =g, +1 mod n. Da queste condizioni si ha che

@ = o+l modn
0 = it+2 modn
Oh = u+tn 1 modn
e quindi
_ 1 2 L n
9= g0 ¢+l modn ::: gz+n 1 modn

dacuig= 9. DunqueG=hi= C,.

Questo signi ca che solo le potenze di sono trasformazioni cellulari.
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1.2 Matrici come trasformazioni cellulari

SiaA = (&; ) una matrice n  n. Ae una trasformazione cellulare se e solo se, per oga’ = (Vv1;:::;Vh) 2 R",
A(v)= A (V)
ovvero, per ognii  n,
X X
aj Vi+1 = ai+1; VY
j=1 j=1

dove gli indici hanno la proprief che se appare un numerdk > n, k viene rimpiazzato dak mod n. Ricordiamo
che la condizione sopra deve valere per ogmi2 R", ciee per v; arbitrari. Questo ci permette di concludere che
Ae una trasformazione cellulare se e solo se, per ognijj  n,

dj = Qi+1;j+1

Una matrice con questa propriea si chiama matrice circolante . Un discorso completo sulle matrici
circolanti sarebbe qui fuori luogo, data la vastia dell'argomento;e tuttavia importante ricordare che:

L'insieme di tutte le matrici circolanti n  n de nite su un anello Re chiuso rispetto alla moltiplicazione

di matrici.
Per ogniv 2 R" si ha 0 1
01 0 ::: 0
V:%5 N 5§V>
0 0 0 ::: 1
1 0 0 ::: O

e quindi si possono rappresentare tutte le permutazioni del gruppo ciclic&C, (e cie, per quanto detto
sulle permutazioni come trasformazioni cellulari, tutte e sole le permutazini che rappresentano delle
trasformazioni cellulari) per mezzo delle matrici circolanti.

Le matrici sono rappresentazioni di mappe lineari, € non vi sono mappe lineafR" ! R" che non siano
rappresentabili con le matrici; perco le matrici circolanti sono tutte e sole le trasformazioni cellulari
lineari.

Vediamo ora un altro metodo di rappresentare le trasformazioni cellulari. Ilmetodo consiste nell'usare i
polinomi anzicke i vettori, ede sicuramente il metodo pu diuso 2 di trattare gli automi cellulari a causa della
facilia computazionale che presenta.

1.3 Polinomi come trasformazioni cellulari

In questa rappresentazione la distinzione di cui al punto (1.1) riveste una certa impdanza. Anzichke vedere

introduciamo il polinomio
K 1
At(x) = Vi X' = Vg + vix+ vox2+ 4+ v, g x"
i=0

1

che rappresenta I'automa cellulare al tempat. Le trasformazioni cellulari vengono invece rappresentate da una
particolare classe di polinomi, i dipolinomi, in cui si ammettono anche espoenti negativi della x. Per esempio,
una trasformazione cellulare in cui al tempot +1 la cella i-esima contiene la somma modulo 2 delle cellé ( 1)-
e (i + 1)-esime al tempo't si indica con il dipolinomio

T(x)=x 1+ x
Una trasformazione cellulare su £p; r1)-intorni ava una rappresentazione polinomiale

T(X)=a X "+ +a1x Y+ap+ax+ +a,x"

3cr. [?].



1.4 Critica al metodo 9

In questo modo possiamo scrivere
A" (x) = T(X)A(x) mod (x" 1) (1)
dove la riduzione modulox™ 1 impone le condizioni circolari al contorno.

E evidente che l'applicazione della trasformazione cellulard& (x) all'automa A(x) mediante la regola (1)e tale
che la trasformazionee una mappa lineare. Poicte abbiamo visto in precedenza che trasformazioni cellulari li-
neari potevano essere tutte rappresentate mediante matrici circolanti, questonetodo pw solo rappresentare una
sottoclasse delle trasformazioni date dalle matrici circolanti. Poite si pwo dimostrare che esiste un isomor smo
fra I'algebra data dai polinomi con il prodotto (1) e I'algebra delle matri ci circolanti,e chiaro che le trasformazioni
ottenute con questo metodo sono esattamente tutte le trasformazioni celluladineari.

1.4 Critica al metodo

Abbiamo presentato tre diversi approcci al problema di trattare algebricamente levoluzione di un automa cel-
lulare. Il primo, basato sulle permutazioni, non ha dato grandi frutti: abbiamo visto infatti che potevamo
includerlo come sottoclasse del secondo metodo, basato sulle matrici. || metodo lze sui polinomie essen-
zialmente lo stesso di quello basato sulle matrici, ma il prodottoe pu semplice. Il problema di fondo di tutti

i metodi precedentie la necessia che la trasformazione sia lineare sulle celle dalutoma, condizione che in
realae eccessivamente restrittiva: lo studio degli automi cellulari, inf atti,e volto o alle simulazioni di sistemi
complessi, o alla generazione di humeri pseudo-casuali, oppure ancora alla creazione di ¢hiittogra che; e
in tutti questi campi la non linearia della trasformazione consideratae mo Ito importante. Abbiamo dunque
una situazione in cui le uniche trasformazioni che e agevole studiare sono progriquelle che non interessano
ai ni delle applicazioni pratiche. Partendo da queste considerazioni presenteremo perco unaesie di metodi
per trattare e investigare tutte le trasformazioni cellulari a prescindere dalla linearia e in particolare quelle
invertibili, che sono largamente usate nelle simulazioni del comportamentalei gas e nella crittogra a.

Proprio a causa della complessia degli automi cellulari, chee il nostro punto debole ma anche la ragione
della loro utili, uno studio algebrico in questo senso non pw che essere, ovviaente, molto limitato e molto
complicato. Numerose questioni rimangono aperte o indecidibili: ci limiteremo adaggiungere alla conoscenza
degli automi cellulari alcune proprietr che in molti casi possono essere di grandaiuto al loro studio.

1.5 Esistenza di trasformazioni non lineari

La prima domanda fondamentale che aronteremoe: esistono trasformazioni na lineari? La rispostae af-
fermativa e possiamo dimostrarlo con semplici considerazioni di cardinal@d. Sia A"(R) l'insieme di tutte le
trasformazioni cellulari con raggio d'azionem uguale alla lunghezzan degli automi, de niti su un anello R.
Possiamo de nire un elemento diA" (R) dicendo quale il valore della cella al tempot +1 quando il suo intorno
di n celle al tempote il vettore v. Abbiamo dunque bisogno di specicare un valore inR per ogni vettore
di R™: in tutto otteniamo jRjiRI" possibili successioni djjRj" valori, pertanto jA"(R)j = jRjiRI". Le trasfor-
mazioni cellulari lineari, invece, sono date da tutte le matrici circolanti su R: poicte una matrice circolantee
completamente determinata da una sua qualsiasi riga o colonna, ne abbiamo in tuttgRj". L'unico caso in cui
le cardinalian coincidonoe quando jRj =1, ovvero R = f0g, il caso banale. Risulta quindi evidente che sé&R
none banale, la classe delle trasformazioni non linearie la quasi totak delle trasformazioni cellulari.

1.6 Terminologia

Faremo spesso uso del termine \vettore senza riferirci necessariamente ad un elememti uno spazio vettoriale
bens come sinonimo di \successione nita ed ordinata di elementi di un anelloR. L'ordine delle componenti di
un vettore pota seguire l'ordine della posizione o 'ordine inverso | cos potremo avere vettori come {/1; Vz; V3)
oppure come

(V7; Ve; Vs; Va; V35 V2; V1; Vo)
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Per indicare lai-esima componente del vettorev = (Vvy;:::;V,) de niamo una funzione con due argomenti
tale che (v;i) = v;. In qualche caso, quando non possono sorgere dubbi, ove sia ga stato intlotto un vettore
v parleremo delle sue componenty; senza speci care che si tratta delle componenti dv.

Abbiamo visto che una legge di evoluzione di un automa cellulare si pw speci care con laua regola locale
o con la funzioneR" ! R" da essa derivata. Vedremo in seguito che esistono molte rappresentazioni di una
legge di evoluzione; in generale indicheremo cone le regole locali (altrimenti dette rappresentazioni locali)
econ e lefunzioniR"! R", che chiameremo trasformazioni cellulari o rappresentazioni globali.



2 Formalismi e Propriea Fondamentali

2.1 Fondamenti

In questo capitolo rappresenteremo gli automi cellulari di lunghezzan su un anelloR con dei vettori in R" e
investigheremo la struttura moltiplicativa dell'insieme di tutte le possi bili leggi di evoluzione per mezzo di una
particolare classe di funzioniR" ! R".

Sia R un anello en un intero positivo. Sia T"(R) l'insieme di tutte le funzioni da R" a R", ovvero
T"(R)=f j :R"! R"g
Per ; 2 T"(R) e per ogni elementov 2 R" si de nisca
C dw= (V)
Poicte ( ): R" ! R"e chiaro che ( ) 2 T"(R), quindi T"(R)e chiuso sotto il prodotto

Sia 12 T"(R) tale che per ogniv 2 R" si abbia 1(v) = v. Allora per ogni 2 T"(R) e per ogniv 2 R" si
ottiene

( DW= @AW= =1 WN=1 HW

e quindi 1e l'unit rispetto al prodotto

Sianoora;; 2 T"(R). Perogniv 2 R" si ha che
« ) v = ( )( (V)
= (M)
= )W)
= W

pertanto il prodotto e associativo ehT"(R); i e un monoide.
Sial "(R) linsieme di tutte le regole locali con raggio d'azionen, ovvero
I"(R)=f j :R"! Rg

e chiamiamo la permutazione (12:::n) vista come funzioneR" ! R" (lo shift*).

2.1 Lemma
Per ogni 2 T"(R) esistono (e sono uniche) 1;:::; » 2 I"(R) tali che, per ogniv2 R",
W= 1v); 20w w( " )
Dimostrazione. De niamo la funzione :R" f 1;:::;ng! R in modo che per ogniu = (ug;:::;uy) 2 R"

e per ognij n siabbia (u;j) = u;. Visto che per ognik n si hache ( (v);k) 2 R, la funzione (;k)
e un elemento di I1"(R) , e poicke I"(R) contiene tutte le possibili funzioni da R" a R, esiste una funzione
k 2 1"(R) tale che, per ogniv 2 R",

(W= Wik
Supponiamo ora che ci sia una funzione tale che per ogniv 2 R" si abbia
(W= Wik
Allora per ogni v 2 R" siottiene ( X v)= ( ¥ lv) e quindi
8V2R" ( (V= «(V)

e pertanto = , che prova l'unicia di 1;:::; n- 2

Con la notazione del lemma (2.1), per ogni 2 T"(R) de niamo la funzione : T"(R)! (1"(R))" in modo
che

4Cfr. pagina 7.

11



12 2 FORMALISMI E PROPRIET A FONDAMENTALI

e per mezzo di de niamo l'insieme A"(R) delle funzioni R" ! R" che possono essere descritte da una regola
locale. Si ha che
A"R)=f 2T"(R)j9 21"(R)(( )=(::1; )9

e la biiezione : A"(R)! I"(R)datada ( )= che mette in relazione una funzione diA" (R) con la regola
locale che la descrive con intorni convenzionali. Vedremo nell'esempio (2.2) ches$tensione di una regola locale
con intorni convenzionalie diversa dall'estensione della stessa regola comd; r1)-intorni. Diciamo perco che se
e l'estensione di  con (rg;rq)-intorni si ha

rors(ror) =( 50000 )

foil

rors( rows) =

Si noti che gli elementi di A"(R) cos de niti sono le trasformazioni dei vettori v = (vy;:::;Vvy) in cui
la k-esima componente di (v) dipende davk e dallen 1 componenti a destra divk, dove si considera per
de nizione vgo = v, (ovvero il vettore ve arrangiato come un cerchio, con i due estremi; e v, contigui). In
altre parole, le sono tutte le possibili evoluzioni successive con raggio d'azionedi un automa di lunghezzan.

2.2 Esempio

Consideriamo la famosa \regola 90 (nella notazione di Wolfrar si assegnano alle regole locali dei numeri interi
che le identi cano univocamente. Il numero associato ad una regola localee anchéhiamato il suo numero di
Wolfram ) applicata ad automi cellulari di lunghezza 3 de niti su Z,. Per questo esempio la distinzione di cui
al punto (1.1)e importante: la regola 90 opera su (1 1)-intorni ede caratterizzata dal fatto che al tempo t+1

il valore ai(”l) della i-esima cella dell'automae uguale a
a™ = gV + 3l mod 2

Chiamiamo 1.1 (gli indici denotano il raggio sinistro e destro dell'intorno considerato) la funzionez3 ! Z3 che
estende la regola 90. Si pw anche descrivere come segu

(1;1;1) (1;3,0) (1;0;1) (1;0;0) (0;1;1) (0;1;0) (0;0;1) (0;0;0)
# # # # # # # #
0 1 0 1 1 0 1 0

Prendiamo ora un vettore in Z3, ad es. (Q1;1). Volendo applicare 1.1 a (0;1;1), bisogna innanzitutto notare
che l'intorno che usiamo none convenzionale: la sua forma infattie la seguete

2 2

2
#
2

e quindi

1= (2v); ; (W)

da cui

11(0;1;1) ( (20;1;1); ( 30;1;2)); ( (0;1;1)) =
( ((132)(0;1;1)); ((0;1;1)); ((123)(0;1;1)) =
( (1,0,1); (0;1;1); (1;1,0)) =

(0;1,1)

Usiamo ora un intorno convenzionale di forma

2 2 2
#
2

e sia l'estensione di con intorno convenzionale. Otteniamo in questo caso

W= W; (v); (2

Scir. [?].
6 Si noti che 01011010e lo sviluppo binario di 90, chee poi la  ragione del nome dato alla regola.
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che, applicata al vettore (0; 1; 1), produce

©;L1) = ( (0;51); ( (0:1,1); ( 2(0;L1) =

( (0;1;1); ((123)(0;1;1)); ((132)(0;1;1)) =
( (0;1;1); (1;1,0); (1;0;1)) =

(1;1,0)

Si osservi che
©:11)=(1;350= O:L1)=1:1(011)
Questo fatto none casuale, come si dimostrega nel corollario (2.5). 2
L'analisi fatta no ad adesso none su ciente per applicare le regole per cui
raggio d'azione della regola di evoluzione< lunghezza dellautoma

e quindi in particolare possiamo applicare la regola 90 solo ad automi diuhghezza 3. Tuttavia si provea in
seguito che le trasformazioni di automi cellulari in cui il raggio d'azione e minore della lunghezza dell'intorno
formano un sottoinsieme diA"(R).

2.2 Struttura moltiplicativa di A"(R)

Se restringiamo il prodotto a A"(R) otteniamo un prodotto su A"(R). Poickre A"(R) T"(R) il prodotto
e associativo suA"(R). Inoltre la trasformazione unia 1 2 T"(R) sta anche in A"(R): sia (v;j) la funzione
de nita nella dimostrazione del lemma (2.1) che ritorna la j -esima componente div. Si ha che

e abbiamo vistd’ che (;1)2 I"(R), dunque
W= G L)
quindi 1 2 A"(R).

Per dotare hA"(R); i di una struttura monoidale resta da mostrare cheA"(R)e chiuso sotto il prodotto
La chiusurae un facile corollario del seguente teorema fondamentale, in cui si tvano condizioni necessarie e
su cienti all'appartenenza di una funzione generica all'insieme A" (R).

2.3 Teorema
Per ogni intero positivo n e per ogni 2 T"(R) si ha che

BY2R"((v)= M) 0 2A"(R)
Dimostrazione. Dimostriamo come premessa |'equivalenza dellipotesi con I'espressior®h < n ( ( "v) =
h (v)). Visto che perogniv2 R" siha (v)= (v),
8h<n (("w= ( "ty= ("Y
e quindi per induzione suk si ottiene
8h<n ( ("= " (v)
Inoltre se8h<n ( ( "v)= " (v))in particolare siha (v.)=  (v).

() ):Supponiamo adesso per assurdo che 62 A (R) e proviamo che esistono un interoh < n un vettore
v 2 R" tali che

("ve " ()
Sia dunque 62 A(R). Per de nizione non cé alcuna funzione 2 I"(R)taleche ( )=(;:::; ), dunque
esistono 1;:::; n 2 1"(R), esiste un vettorev 2 R" e esistonoj;k nconj & ktaliche ( )=( 1;:::; n)
e che j 8 | sualmeno un vettore nellinsiemef " vj1 i ng; ovvero, se scriviamo (v) come

7Cfr. dimostrazione del lemma (2.1) a pagina 11.
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esistonoj 6 k entrambi minori o uguali a n tali che
i tve (Kt

Orasihache j( ¥ 'v)ela j-esimacomponentedi ( ¥ Iv)e ( * 'v)ela j-esima componente di ¥ I (v),
quindi ( ¥ Tv)& ¥ 1 (v), ma questo implica che

9h<n 9v2R"( 62AR)! ( "v)& M (v)
contro l'ipotesiche 8v2 R" ( (V)= (Vv)).

(( ): Se 2 A"(R) esiste per de nizione una funzione 2 I"(R) taleche ( )=( ;:::; ). Se per ogni
v 2 R" scriviamo

si ha che

W= (v A (") ()= (v

Si noti che il teoremae analogo a dire che una funzione generid®” ! R"e un'estensione di una regola locale
se e solo se commuta con Ishift. In e etti sono in molti a usare questa condizione proprio come de nizioné
di automa cellulare.

Possiamo ora completare la dimostrazione del fatto ch&@A" (R); i € un monoide.

2.4 Corollario
Per ogni intero positivo n, A"(R) e chiuso sotto il prodotto

Dimostrazione. Siano; 2 A"(R) e mostriamo che () 2 A"(R). In viru del teorema (2.3) basta provare
che per ogni vettorev 2 R" si ha ( (v)= ( )(v). Ma per lo stesso teorema applicato prima a e poi
a ,

( Xw= ((vw)= )= (W=  HWV

2.5 Corollario
Sia :R"! R unaregola locale; sia : R"! R" la sua estensione con intorno convenzionale e sig,, :
R" I R" la sua estensione sifrq;r)-intorni con ro + r; +1 = n. Allora si ha

_ o

fora

o (W) = (" o) (T kv))
= (" "y
= " (y

per il teorema (2.3). Segue la tesi. 2

L'implicazione pu evidente di questo corollario e I'indipendenza di A"(R) dalla convenzionalia 0 meno
dell'intorno considerato: una funzione ., che estende una regola locale con intorno non convenzionale
pw sempre essere scritta come composizione di'® (che in quanto commutante con e in A"(R)) edi ,la
funzione che estende con intorno convenzionale. Possiamo ora concludere I'esempio (2.2) dicendo che se

ro:r, €stendono la regola locale con numero di Wolfram 90 si ha

foilr

8Cfr. fra gli altri [ ?, ?]. Una fra le de nizioni pi \compatte di automa cellulare e shift commuting discrete dynamical system .
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Dal corollario si evince anche che, see unaregolalocaleR" ! Re (., e lasuaestensione sur;r1)-intorni
conrg+ r; +1 = n, la sua applicazione ad un vettorev di R" e data da

dove = " To, Vista la \popolaria degli intorni con ry =1 (causata in larga parte dagli articoli di Wolfram
[?], [?]) useremo questo tipo di intorni pu spesso degli intorni convenzionali.

Possiamo considerare risolto, almeno in teoria, il problema dell'evoluziondi un automa cellulare di lunghezza
n in cui la regola locale abbia raggio d'azionen. Ad esempio, volendo calcolare I'evoluzione al tempo (t 2 N)
dell'automa 00100100 secondo una regolasu (1; 6)-intorni, si possono compilare delle tavole di moltiplicazioné
del monoide A$(Z,) servendosi delle qualie immediato trovare tale che = '. Anche se nella maggior parte
dei problemi pratici la computazione delle tavolee pu dispendiosa dell'applicazionedi pert volte, si possono
ottenere dei vantaggi qualora fosse richiesto un numero su cientemente elevatali evoluzioni di automi della
stessa lunghezza.

2.3 Trasformazioni con raggio d'azione <n

Ci occupiamo ora delle trasformazioni di automi cellulari di lunghezzan in cui il raggio d'azione me minore
di n. In questo caso la convenzionalin o meno dell'intorno e importante, come dmostreremo in seguito.
Usiamo quindi degli (ro;rq)-intorni tali che ro+ r; +1 = m, e consideriamo un intorno convenzionale come un
(O;m 1)-intorno. La strategia di soluzione del problema sar di prendere in considerazioneéelle sottostringhe
di lunghezzam dell'automa. Dove in precedenza abbiamo usato l'intero vettorev, \girandolo di un elemento
alla volta per mezzo delloshift e trasformandolo poi nell' immagine di : R" | R, sostituiremo adesso un
vettore u formato dalle prime m componenti di v. A questo scopo sia : R" ! R™ la trasformazione lineare
rappresentata dalla matrice di dimensionim n

0 1
10 0 0 0
%) 01 00 0 §
00 10 0
che servia ad \estrarre le prime m componenti di un vettore di lunghezzan. Si noti infattiche sev = (vy;:::;Vn)
allora (v) =(vy;:::;vm). Siricorda che perogni 2 A"(R) e per ogniv 2 R" si ha che, usando (p; r1)-intorni
W=( (Wi (" 1)
dove = om 1( ) 2 1"(R), e la permutazione (12:::n), ciee lo shift, e = " fo. L'insieme B}, (R) di

tutte le trasformazioni cellulari con raggio d'azione m su (rg; r1)-intornie de nito da
Bh(R)=f 2A"R)j9 21™(R)( ror,( )= )9
e quindi per ogni 2 B}, (R) e per ogniv 2 R" si ha che
M= (Wi (")

Si de niscano inoltre, analogamente a quanto fatto in precedenza, per ogni 2 B} (R), la funzione ., ., :
BL(R)! (I™(R))" data da
ror ()=050 )

e la biiezione . ., : B} (R)! I™(R) data da

rors ()=

Il fatto che B}, (R) A "(R)e evidente dalla de nizione. In generale, tuttavia, BJ}, (R) none un sottomonoide
di A"(R), come si dimostra nel seguente controesempio: si consideri la trasformazione2 BS;Z(ZZ) conm = 3,
operante su automi di lunghezzan = 5 de niti sull'anello Z,, taleche ( )= dove :(Z,)%! Z,e datada

(
1 sev=(0;0;1)
0 altrimenti

(v) =

9Vedi capitolo 3
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Siau = (0;0;0;0;1) 2 (Z,)°. Si ha che 2(u) = (1;0;0;0;0), e chiaramente .¢.2( 2) none de nita poicte
dovrebbe mandare (Q0;0) sia in 1 (nel caso diuq;u,;us) che in 0 (nel caso diuy;us;uy); di conseguenza
262 3;2(22). Pertanto l'insieme considerato none chiuso sotto il prodotto e dunque none un monoide.

Mostriamo ora che al variare dirg;r; l'insieme BJ}, (R) varia: Si consideri la regola 90 applicata ad automi
di lunghezza 4. Sia ;.1 la sua estensione su (11)-intorni, in modo che .1 2 B‘l‘;l(zz): si ha che

1;1((0;0; 0; 0)) (0;0;0;0) 2
1:1((0; 0; 0; 1)) (1;0;1;0) 3)

E facile mostrare che 1.4 62 3;2(22): Se 1.1 estendesse una regola locale con intorno convenzionale (cie
aventero = 0;ry = 2), si avrebbe (0;0;0) = 0 per (2) e (0;0;0) = 1 per (3), e quindi non sarebbe ben
de nita.

Per stabilire se una trasformazione 2 A"(R) appartiene a BJ},(R) o meno, de niamo una funzione
R" P (R"), dove P indica l'insieme potenza, data da

(W=fu2R"j (U= (Vg
In pratica  riunisce tutti i vettori di R" che hanno le primem componenti uguali.

Per de nizione si ha che stain BJ}, (R) se e solo se esiste una funzione2 | ™ (R) tale che per ogniv 2 R"
valga la relazione

M= ()

dove = (). Servendoci della funzione de nita poc'anzi possiamo fornire una condizione necessaria e
su ciente su  perche questo accada: sta in BJ},(R) se e solo se la sua regola localee tale che per ogni
coppia di vettori u e v con le prime d componenti uguali si abbia (u) = (V).

2.6 Proposizione
Data 2 I"(R), esiste 2 1™(R) tale che per ogniv 2 R" si abbia

W= (W)
se e solo see veri cata la seguente condizione

8v2R"8u2 (V)( (W= (v)

Dimostrazione. (( ): Sia la matrice n m data da

0 1
10 0
01 0
= 00 1
00 0
00 0
Per ogniw 2 R™ si de nisca
(w) = ( (w))

Che sia ben de nitae chiaro: se w = w°2 RY allora

W= (W)= (W= w9
Rimane da mostrare che = . Notiamo a questo punto che

10 0 0 0

0
01 00 0
= 00 10 0
0 0 0 0 0
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dove il bloccom m superiore sinistroe la matrice identia m m e tutti gli altri valori sono zeri. Pertanto,

Chiamiamo u = (vy;:::;Vvg;0;:::;0). Si hacheu2 (v) e quindi peripotesi (u)= (v) da cui
(M= W)= W= M
e quindi =
O ) Seu;v2 (v)sihache (u)= (v)e quindi perogniv2 R" e perogniu2 (v) siottiene

M= (W= (W= W

2.4 Prodotto di trasformazioni in A"(R)

Date due trasformazioni ; e , in A"(R) analizziamo ora il problema di calcolare la trasformazione in A"(R)

taleche = ; . E evidente che e completamente de nita quando si sa quale il suo e etto su ognuno dei
vettori v 2 R". Tuttavia abbiamo visto nel teorema (2.3) che stain A"(R) se e solo se per ogni 2 R" si ha
(W= W

Ne segue che per determinare e su ciente calcolare I'e etto di su ognuno dei rappresentanti delle orbite di
R" sotto , dato che i vettori ottenuti applicando  agli altri elementi delle orbite saranno permutazioni cicliche
di applicato al rappresentante dell'orbita.

2.7 Esempio
Sia , la trasformazione che estende

(1;1;1) (1;1;0) (1;0;1) (1;0;0) (0;1;1) (0;1,0) (0;0;1) (0;0;0)
# # # # # # # #
0 1 0 1 1 0 1 0

e , la trasformazione che estende

(1;2;1) (1;2;0) (1;0;1) (1;0;0) (0;1;1) (0;1,0) (0;0;1) (0;0;0)

# # # # # # # #
0 0 0 0 0 0 1 0
con intorni convenzionali. Dividiamo ora Z3 in orbite sotto = (1;2;3). E facile vedere che le orbite sono

0, = f(0;0;,0)g
O = f(0;0,1);(1;0;0);(0;1,0)g
O = f(0;1;1);(1;0;1);(1;1;0)g
O, = f(L;L1)g

e scegliamo (arbitrariamente) i loro rappresentanti

v, = (0;06,0)
v, = (0;0;1)
v; = (0;1;1)
vy, = (1:541)
Calcoliamo ora l'eettodi = 1 5 suognuno dei rappresentantiy;.
(vq) = (0;0,0)
(Vo) = (1;%0)
(v3) = (0;0;0)
(vg) = (0;0;,0)
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Da qui possiamo scrivere la localizzazione di (sempre con intorni convenzionali) come

(1;1;1) (1;1;0) (1;0;1) (1;0,0) (0;1;1) (0;1,0) (0;0;1) (0;0;0)
# # # # # # # #
0 0 0 0 0 1 1 0

Come si pw arguire facilmente da questo esempio, calcolare il prodotto di eleméndi A"(R) none a atto
banale, e una gran parte della di cola sta nel determinare le orbite. Il problema ver & trattato in termini
generali nel capitolo 4.



3 Rappresentazioni Numeriche

Solitamente gli algoritmi di manipolazione degli automi cellulari applicanoad una data stringa di cifre (Iautoma
cellulare propriamente detto) una trasformazione basata su delle regole lodaber un certo numero di volte. Il
calcoloe molto veloce e le dicola teoriche degli algoritmi sono poche. In molti casi (quando le stringhe di
partenza sono lunghe) questo approccio di \forza brutae l'unico possibile. In questa sede uttavia, intendiamo
sviluppare degli algoritmi basati sulla teoria introdotta nel capitolo precederte che in taluni casi presentano dei
vantaggi sulla tecnica della \forza bruta.

| calcoli verranno e ettuati sulla trasformazione anzicte sullautoma cellul are: questo permettea un ri-
sparmio computazionale nel caso in cui si debba applicare la medesima trasformazioneparecchie stringhe di
partenza che siano tuttavia di lunghezza molto ridotta. Una situazione favorevolesarebbe per esempio il calcolo
dell'evoluzione di un centinaio di stringhe di sette cifre binarie dopo cento passi.

Data una trasformazione che vogliamo applicaret volte, disegneremo un algoritmo che calcoli esplicitamente
la trasformazione tale che = !. Abbiamo prima di tutto bisogno di descrivere le trasformazioni del monoide
A"(R) (vedi il capitolo 2) in modo che possano essere manipolate da un processore.

3.1 Rappresentazioni locali

Abbiamo visto che una trasformazione in A"(R) agisce su una stringa din elementi dell'anello nito R (ovvero

(v) ct un elemento ; di R che dipende da un intorno div;, con la convenzione che la 0-esima componente
di ve uguale alla n-esima e la i + 1)-esimae uguale alla prima. Nel capitolo 2 abbiamo visto che per intorni
convenzionali

i= (')
dove e lo shift e abbiamo provatd® che e completamente determinata dal tipo di intorno (e dai suoi
raggi sinistro e destro se l'intorno none convenzionale) e dalla funzione , che a sua voltae completamente
determinata quando si conoscono i suoi valori su tutti i vettori di R". Comee ga stato detto in (1.1), in questo
capitolo i parametri ro er; (raggi sinistro e destro di un intorno non convenzionale) sono importanti; aparte gli
intorni convenzionali, per cuiro=0er; = n 1, useremo spesso degli (b 2)-intorni, o se il raggio d'azione
di e m<n,degli(l;m 2)-intorni.

Poicle R e un anello nito I'ordine lessicogra co sui vettori di R" e un buon ordine. Un'espressione che
de nisce I'e etto locale di si ottiene scrivendo tutti i vettori di R" in ordine lessicogra co decrescente e
applicando ad ad ognuno di essi. Per esempio, sSB" = Z3 la lista dei vettori in ordine decrescentee

f(1;1;1);(1;1;0);(1;0;1);(1;0;0); (05 1; 1); (0; 1, 0); (0; 0; 1); (0; 0; 0)g 4)
Ora applichiamo ai vettori della lista e otteniamo un vettore
(7 6 50 4 3 20 1, 0)

appartenente aZ8§ che determina completamente . Chiameremo il vettore cos costruito rappresentazione
locale di . Siosservi che la convenzione di numerazione decrescente degli elementi del vettore e etpercte
l'indicee la conversione decimale del numero in bas¢Rj ottenuto accostando gli elementi dei vettori nella lista
(4). La lunghezza di una rappresentazione localee evidentementgRjiRi" (in altre parole le rappresentazioni
locali sono elementi dell'insiemeRIRi") e dunque si ha che

AT (R)j = jRjRV

Abbiamo fatto uso delle rappresentazioni locali in modo implicito nel capitolo 2,negli esempi (2.2) e (2.7).

3.2 Rappresentazioni decimali

La rappresentazione localee ottima per la manipolazione dei dati da parte del proessore. Una rappresentazione
pu adatta per facilitare I' input dei dati da parte dell'utente e la rappresentazione decimale. In pratica la

10Cfr. lemma (2.1)

19
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rappresentazione locale pw essere vista come un numemdi jRj" cifre in basejRj. La rappresentazione
decimale e la conversione dis in base 10 (si veda la nota a pe di pagina 12).

Data la rappresentazione locale

7=( iRj" 17 jRj" 2:: 0)
della trasformazione , la corrispondente rappresentazione decimalee data da
R 1 _
s= iR}

i=0

Per I'applicazione al calcolatore useremo un convertitore generico fra sviluppi nuerici dalla baseR alla base
10.

unsigned long vett2dec(unsigned int R, unsigned int veclen A\
unsigned int *v)
{
unsigned int i;
unsigned long s, p;
s = 0;
p=1
for(i = 0; i < veclen; i++)
s =s + (v + i) * power(R, i);
return s;
}

dove *v e un puntatore a un vettore di R”nvalori che contiene le componenti della rappresentazione locale, e
veclen e la lunghezza del vettore in questione; in questo casweclen = R”n Per la de nizione della funzione
power() vedi la sezione 3.4.3.

La funzione vett2dec viene eseguita inl = veclen passi, e per ogni passo viene chiamataower, che richiede
log, i passi. In tutto, abbiamo
X Y
log,i =log,( i)=log,(I"
i=1 i=1
passi.

Viceversa, data una rappresentazione decimalgla i-esima componente della corrispondente rappresentazione
localee o
s (s modjRjRI" 1)
) JRIRI"
Anche in questo caso useremo un convertitore generico dalla base 10 alla b&se

mod jR]

unsigned int *dec2vett(unsigned int R, unsigned int veclen A\
unsigned long s)
{
unsigned int i;
unsigned int *v;
v = (unsigned int *) malloc(veclen * sizeof(int));
for(i = 1; i <= veclen; i++)
*v + i - 1) = (s / power(R, veclen - i)) % R;
return v;
}

L'analisi dei passi richiesti a completaredec2vett e la stessa fatta pu sopra per vett2dec .
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3.3 Convenzioni numeriche per B[ (R)

Le trasformazioni considerate no ad ora appartengono al monoidé " (R), che signi ca che lo sviluppo temporale
di ogni singolo elemento dell'automa cellulare di partenza dipende da tutti gli elementi delvettore che lo
rappresenta. Questae in realt una situazione insolita: capita molto pu sp esso che lintorno di interesse sia
pu corto dell'automa stesso. Nel capitolo 2 abbiamo descritto algebricamenteuna trasformazione del genere
per mezzo del sottoinsiemeB}, (R) di A"(R) (dove ro+ rq+1= m, la lunghezza dell'intorno); tuttavia, mentre
A"(R)e una struttura chiusa rispetto al prodotto di trasformazioni, B (R) non loe. Per questo motivo non
e agevole fare i calcoli direttamente su elementi diBJ}, (R), mae necessario prima esprimerli come elementi
di A"(R). In teoria, abbiamo visto nel capitolo 2 che il passaggio daBJ}, (R) ad A"(R) si ottiene tramite il
prodotto di matrici, che peo ha un costo computazionale eccessivo. Anche se non dirietmente necessario ai ni
di computare il prodotto di trasformazioni cellulari, svilupperemo un algorit mo per e ettuare la trasformazione
da una rappresentazione locale iB, (R) ad una in A"(R).

Notiamo a questo punto che una rappresentazione locale di trasformazioni i}, (R) e, dal punto di vi-
sta della notazione, uguale ad una rappresentazione locale di una trasformazione &A™ (R). Ad esempio, la
rappresentazione locale di una trasformazione 2 BS;Z(ZZ) ava la forma

(70 6 5 4 3 25 17 0)
percte e completamente determinata dai valori che la sua localizzazione = . .2( ) assume sui vettori di

Z%,dovem=0+2+1=3.

3.1 Esempio
Facciamo un esempio concreto per illustrare il principio che useremo per formulare lkeggi di conversione fra
rappresentazioni locali di B, (R) e di A"(R). Consideriamo la regola locale

~ =(0,0,0,0;0,0;1,0) (5)

e la sua estensione in Bg;z(zz) su intorni convenzionali di lunghezza 3 € la trasformazione che manda la
tripla (0;0;1) in 1 e tutte le altre in 0, applicata a stringhe di quattro cifre binarie). Vogliamo trovare la
rappresentazione locale di calcolandola peo su intorni convenzionali di lunghezza 4. DividiamoZ$ in orbite
sotto N(1234)i e calcoliamo (v;) per ognuno dei rappresentanti delle orbitey; .

(L1L51) (0;0,0;0)

0:1,3,1) = (0:;0;0;0)

0:0;1;1) = (1:0,0,0)

(0:1,0,1) = (0:;0,0;0)

(0:6:0:1) = (0;1060)

(0;0,0,0) = (0;0;0;0)

Ora facendo uso del teorema (2.3) possiamo calcolaresu tutti i vettori di Z3, e cb permette di esplicitare la
rappresentazione locale della funzione = () associata a .
1,151 =
(1;3,10) =
(1;1,0,1) =
(1;3,0,0) =
(1;0,3,1) =
(1;0,,0) =
(1;,0,0,1) =
(1;0,0,0) =
0;3,11) =
(0;1,3,0) =
(0;1,0,1) =
(0;1,0,0) =
0;0,1,1) =
(0;0,1,0) =

P P OO O OOOOOOOoOOoOo
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(0;0;0;1) = 0
(0;0;,0;,0) = 0
La rappresentazione locale di e
~=(0,0,0,0,0;0;0,0;0,0;0,0; 1, 1,0, 0) (6)
Un confronto fra le espressioni (5) e (6) rivela che
=07 7 & 61115 0 0)

In una situazione pu generale, se conosciamo la rappresentazione locale= . ,..,( ) dove 2 B (R)
e e il vettore ( jgrjm 1,:::; o), sappiamo il valore che assume su ogni vettore 4;;:::;ay) in R™ dove

7:(|jRj"‘ 1;:{:2:; iRjm };:::;|£{'z:; )

jRjn m jRjn m

3.2 Esempio
La conversione adA3(Z3) della rappresentazione locale irBS;l(Zg)

(1;2,2,1,0,2;,0,1,0)

e data dal vettore
(1;1,1,2,2,2,2,2,2,1;1;1,0;0; 0, 2; 2, 2, 0; 0; 0; 1; 1; 1; 0; 0; 0)

L'algoritmo seguente esegue la conversione appena descritta.

unsigned int *BT2AT(unsigned int R, unsigned int n, \
unsigned int r0, unsigned int r1, \
unsigned int *psi)

{
unsigned int m, i, j, I;
unsigned int *phi;
m =10+ rl + 1;
phi = (unsigned int *) malloc(power(R, n) * \
sizeof(int));
for(i = 0; i < power(R, m); i++)
{
[ =i * power(R, n - m);
for = 0; j < power(R, n - m); j++)
“(phi + | + ) = *(psi + i);
}
return phi;
}

Comee ga stato detto, I'algoritmo descritto in questa sezione none strettamente necessario per calcolare il
prodotto di due trasformazioni, chee I'obbiettivo principale di questo capitolo ; tuttavia i concetti appena esposti
verranno usati per decidere se, data una rappresentazione di una trasformazione &"(R), questa appartenga
a un sottoinsiemeB]}, (R) conrg+r;+1= m<n.
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3.4 Prodotto di trasformazioni

Mediante il concetto di rappresentazione locale e decimale possiamo tentare di fyppare un algoritmo per

calcolare il prodotto di due trasformazioni. Abbiamo bisogno di una funzione che tr@i i rappresentanti delle

orbite di R" sotto h i, di una funzione che, dati un vettorev 2 R" e una trasformazione 2 A"(R), calcoli
(v) e in ne di una che le coordini entrambe per produrre il risultato.

Gli algoritmi usati passeranno spesso da rappresentazioni locali a rappreseri@ani decimali per tutti i tipi
di vettori usati, a seconda della convenienza.

3.4.1 Divisione in orbite
L'idea guida della funzionee la seguente:

Sia orbit un puntatore ad una array di strutture in cui verranno posti i rappresentanti delle orbite (in
realt lo sviluppo decimale dei vettori) e i loro periodi. In pratica si ha

struct orb

{

unsigned long rep;

/* in cui c'e” la rappresentazione
decimale del rappresentante
dell'orbita */

unsigned int period;

/* in cui c'e” il periodo */

3

struct orb *orbit;

Inizializza i contatori cecv a0
Ripeti ...

{ Sellc] == 0 allora
Sia*(orbit + cv).rep = ¢
Siacl = ¢
Sial[cl] = I[c1] + 1
Sia cl lo sviluppo decimale dell'applicazione di al vettore che rappresenta lo sviluppo in base
jRjdic
Inizializza il contatore i a 1
Ripeti ...
Siallcl] = I[c1] + 1
cl lo sviluppo decimale dell'applicazione di al vettore che rappresenta lo sviluppo in base
iRjdic
Siai =i +1
... ntantocte ce diverso dacl
Sia *(orbit + cv).period = i
Siacv = cv + 1
{ Siac=c+1

. ntantocke ¢ < R™n
cv contiene il numero di orbite

Introduciamo a questo punto una funzione shift _vector che applichi la permutazione al vettore v.
L'argomento unsigned int times contiene il numero di volte per cui si deve applicare .
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unsigned long shift_vector(unsigned int R, unsigned int n, \
unsigned int *v, unsigned int times)
{
unsigned long cl;
unsigned int i, m;
times = times % n;
cl = 0;
fori = 0; i < n; i++)
{
m = (n + times -i - 1) % n;
cl =cl + (*(v + m)) * power(R, i);
}
return ci;
}

La funzione shift _vector viene eseguita in un numero di passi dell'ordine di log(n!) (vedi I'analisi fatta
pu sopra per vett2dec ).

Proponiamo ora la funzionefind _orbits che implementa l'algoritmo discusso in questo paragrafo.

struct orb

{
unsigned long rep;
unsigned int period;

%

struct orb *find_orbits(unsigned int R, unsigned int n, \
unsigned int *num_orbits)
{
unsigned long c, ci, cv, t, t1;
unsigned int i;
struct orb *orbit;
unsigned int *|, *v;

c =0;
cl = 0;
cv = 0;

t = power(R, n);
orbit = (struct orb *) malloc(t * sizeof(struct orb));
| = (unsigned int *) malloc(t * sizeof(int));
fori = 0; i < t; i++)
*I+ i) = 0;
v = (unsigned int *) malloc(t * sizeof(int));

while(c < t)
{
if*(1 + ¢) == 0)
{
(*(orbit + cv)).rep = c;
cl =g¢;
(1 + cl))++;
v = dec2vett(R, n, cl);
cl = shift_vector(R, n, v, 1);
i =1
while(cl = ¢)
{
(1 + cl))++;
i++;
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cl = shift_vector(R, n, v, i);

}
(*(orbit + cv)).period = i;
CV++,

}

Cc++;

}

*num_orbits = cv;

return orbit;

E possibile contare il numero di passp richiesto dafind _orbits notando cheshift _vector viene chiamata
un numero di volte pari al numero di vettori in R" e dec2vett viene chiamata tante volte quante sono le orbite
di R". Si pw stimare il numero di orbite di R" in @ (dove n = %)e la media aritmetica dei primi n
numeri), dato che per la proposizione (4.1) le dimensioni delle orbite dividonm. Pertanto p sag dell'ordine di
JRj" (logy(nh) + 757).

3.4.2 Applicazione di ad un vettore di R"

La funzione apply _rule ha come argomenti le dimensioni dell'anelloR, la lunghezza dellautoma cellularen,
dei raggi sinistro e destrorg e r1, una rappresentazione decimale della trasformazione (vista come elemento
di By, (R)) e una rappresentazione decimale del vettorev che descrive |'automa cellulare da trasformare, e
ritorna una rappresentazione decimale dell'automa cellulare trasformato. L'¢goritmo usatoe una trasposizione
in linguaggio C dei metodi teorici usati nella sezione 2.3 per de nireBJ, (R).

unsigned long apply_rule(unsigned int R, unsigned int n, \
unsigned int r0, unsigned int rl1, \
unsigned long rule, \
unsigned long vector)

unsigned int i, j, I, m, md;
unsigned int *v;
unsigned long t, ¢, cl, p;

0;
power(R, n);

0 +rl + 1
dec2vett(R, n, vector);
0;

ri = 0; i < nj i++)

~go<a~-

l=n-i-1;
cl = 0;
for = 0; j < m; j++)
{
md = mod(l - r0 + j, n);
/* Per la definizione di mod()
vedi piu® sotto */
cl =cl+ (*(v + md) *\
power(R, m - 1 -j); /I(2)
= (rule / power(R, cl)) % R; 11(2)

c + p * power(R, i); 11(3)

O T

}

return c;
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Il numero di passi dovuto a (1)e nlog,(m!), quello dovuto a (2) si pw stimare nell'ordine di nlog,(jRj") e
quello dovuto a (3)e log,(n!). In tutto l'algoritmo richiede log 2(jRj(”z)(n!)(m!)”) passi per la sua esecuzione.

La seguentee un'implementazione leggermente modi cata della funzione matematica mod n che ritorna
sempre un intero positivo.

unsigned int mod(int a, unsigned int n)

{
unsigned int a3;
long al, az;
al = (long) a % n;
if(@l < 0)
a2 = n + al;
else
a2 = al;
a3 = (unsigned int) a2;
return a3;
}

3.4.3 Calcolo del prodotto

Date due trasformazioni i1; » 2 B[ (R) vogliamo calcolare = , ; Le dicola concettuali sono scarse:
si tratta di applicare prima 1 e poi , a tutti i rappresentanti delle orbite e poi dal risultato costruire una
rappresentazione di . Ben pu consistenti sono le di cola tecniche, dovute al gran numero di permutazi oni
e manipolazioni delle rappresentazioni decimali usate. Presentiamo quindi uno schema dalgoritmo prima di
descriverlo in dettaglio.

Si ricorda cheorbit e un puntatore a una array di strutture che contengono due elementi: unsigned long
orbit.rep chee una rappresentazione decimale del rappresentante dell'orbita, ensigned int orbit.period ,
il periodo di orbit.rep . L'algoritmo fa anche uso dell'intero numorbits , che contiene il numero di orbite di
R".

Trova orbite e periodi utilizzando find _orbits
Inizializza il contatore k a O
Ripeti ...
{ Siav = *(orbit + Kk).rep
Sia et la rappresentazione decimale diz
Sia e la rappresentazione decimale di »( 1(V))
Siaf la (ro + 1)-esima componente della rappresentazione locale d

Siaresult = result + f R et
Inizializza il contatore p a 0

e e e T e N )

Ripeti ...
Siau= Pv
Sia el la rappresentazione decimale du
Siag =rg+1 + p mod n
Seq = 0Osiag = n
Siaf la g-esima componente della rappresentazione locale di(nota bene: NON di el!)
Siaresult = result + f R 7el

{ ... ntantocke pe minore di *(orbit + cv).period

. ntantocke ke minore di numorbits
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Segue il programma in C.

unsigned long multiply_rules(unsigned int R, unsigned int n, \
unsigned int r0, \
unsigned int r1, \
unsigned long sigmal, \
unsigned long sigma?2)

unsigned int i, p, k, f, q;
unsigned long result, e, et, el, t;
unsigned int *v, *num_orbits;
struct orb *orbit;

num_orbits = (unsigned int *) malloc(sizeof(int));
orbit = find_orbits(R, n, num_orbits);

v = (unsigned int *) malloc(n * sizeof(int));
result = O;
for(k = 0; k < *num_orbits; k++)
{
et = (*(orbit + K)).rep;
e = apply_rule(R, n, r0O, rl, sigmal, et);
e = apply_rule(R, n, r0, rl, sigma2, e);
f=1(/power(R, n-r0-1) % R;
result = result + f * power(R, et);
v = dec2vett(R, n, et);
for(m = 1; p < (*(orbit + k)).period; m++)
{
el = shift_vector(R, n, v, p);
g = mod(r0 + 1 + p, n);
if(q == 0)
q=n
f=(e/ power(R, n-q) % R;
result = result + f * power(R, el);

}

return result;

. . . . i in . . . .
Assumendo che il ciclofor pu esterno compia % passi e quello pu interno ne compian, facendo la somma
di tutti i termini si ottiene un ordine globale di passi

RI" logy (27 ()72 (n + 1o + 1) T R (R )

che introducendo le sempli cazioni date dai termini con lo stesso ordine e omettendo i termi trascurabili, si
riduce a

JRj" log, (27 jRj" (n1)

Tutti gli algoritmi fanno uso diinteri unsigned long per fare riferimento alle rappresentazioni decimali delle
trasformazioni. In ANSI C questo tipo di variabilee implementato da una stringa binaria di 32 bit, quindi se
l'anello Re Z, (come spesso succede) questo permette di fare i calcoli A (Z;) doven 5. Pern > 5 gli
algoritmi richiedono delle modi che per sostituire unsigned long con un tipo di variabile pu adatto allo scopo.

E noto che il linguaggio C non dispone di un operatore di elevazione a potenza. Nellstandard library si
trova una funzione pow() che pepe disegnata per lavorare su variabili oating point . Data la enorme quanti
di operazioni coinvolte nel calcolo di una moltiplicazione tra trasformazioni cdllari (soprattutto quando la
lunghezza degli automi non e trascurabile) la velocia degli algoritmie crucial e, e abbiamo quindi preferito
usare un algoritmo di esponenziazione rapida esclusivamente intera, che rip@amo di seguito.
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unsigned long power(unsigned long a, unsigned long n)

{
unsigned long u, v, t;
u=n;
v = 1;
t = &
while(u != 0)
{
iflu % 2 == 1)
{
V=V *i
}
t=t*¢
u=u/2
}
return v;
}

3.5 Applicazioni dell'algoritmo di moltiplicazione

3.5.1 Tavole di moltiplicazione

Il materiale presentato in questo capitolo e servito per implementare dei prgrammi di manipolazione delle
trasformazioni cellulari. Sono state compilate delle tavole di moltiplicazione di A3(Z,) e delle \tavole dei cicli
che per ogni elemento diA3(Z,) riportano gli elementi da esso generato. Queste ultime permettono di trovare
una lista di generatori di A" (R) non molto pu estesa delle dimensioni stimate di una lista minimale possibie!?.
Per esempio, nel caso dA3(Z,) i generatori trovati dal programma sono

f3;11; 14,15, 25, 26; 27,41, 43y

Dove la rappresentazione decimalee computata su (11)-intorni. Poicte dalle tavole dei cicli risulta evidente
che la dimensione massima di ogni cicloe 7, la dimensione minima che una lista di generatori pwo averee

l'intero minimo tale che 7! 22°, e quindi | = 3.
3.5.2 Ottimizzazione degli algoritmi
Gli algoritmi sono stati presentati in modo da chiari care il pu possi bile la loro lettura, il che signica il pu

delle volte non sono a atto ottimizzati. Senza voler entrare nel merito delle architetture dei calcolatori, ci sono
dei particolari accorgimenti che sono stati usati sui programmi prima della conpilazione:

1. controllare che nelle clausole dei cicli appaiano funzioni solo quando none padbde fare altrimenti. Per
esempio, in una situazione come la seguente

unsigned long i;
unsigned int R, n;

R = 2
n==19,
for(i = 0; i < power(R, n); i++)

ogni volta che si incrementai viene ricalcolata power(R, n) . Una soluzione pu economica, in termini di
tempo, sarebbe

11Sj pw stimare la cardinalia di un insieme minimalé Possi bile di generatori di un moppide M trovando il numero minimo | di
elementi del monoide con periodi py;:::p; taliche ~;_; pi j Mj: infatti se si avesse ==1 pi < jMj sicuramente per motivi di

cardinalia I'insieme considerato non potrebbe essere un insieme di generatori.
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unsigned long i, tmp;
unsigned int R, n;

N

R =
n

n ~

tmp ,power(R, n);

for(i = 0; i < tmp; i++)

2. Attenzione all'uso della funzione power quando e interna al corpo di un ciclo. Negli algoritmi di cui
sopra, la seguente situazione capita spessud un puntatore ad una array di unsigned int di dimensione
veclen, s, i sonounsigned long e Re un unsigned int ):

for(i = 0; i < veclen; i++)
s =s + (*v + i) * power(R, i);

Molto meglio sarebbe calcolarepower(R, i) progressivamente, nel seguente modo:

unsigned long tmp;

tmp = 1;
for(i = 0; i < veclen; i++)
{

s =s+ (v +1) * tmp;
tmp = tmp * R;



4 Divisione in Orbite

Abbiamo visto nella sezione 2.4 che per determinare completamente una trasformazie 2 A" (R)e su ciente
conoscere l'e etto di  sui rappresentanti delle orbite di R" sotto il gruppo ciclico C, generato da , dove

= (12 :::n). Nel corso del seguente capitolo svilupperemo delle tecniche per esprimere delle infaaoni sulle
orbite in funzione di n. Introdurremo un nuovo modo per identi care gli elementi di A"(R), la rappresentazione
orbitale, che vera usata estensivamente nel capitolo 5 come tecnica ausiliarigper calcolare la struttura del
gruppo massimale contenuto inA"(R).

4.1 Fondamenti

SeGe un gruppo, l'insieme X si dice G-insieme see de nito un prodotto fra elementi di G e elementi di X
tale che essendo 1 l'unith di G si abbia Ix = x per ognix 2 X e tale che seg e h sono elementi diG si abbia
(gh)x = g(hx). Per ogni elementox 2 X si pw de nire l'orbita di x comeGx = fgxj g2 Gg. Chiamiamo
jGXj la lunghezza o il periodo dell'orbita. Si ricorda che le orbite diX sotto G formano una partizione di X .

SianoXxq;::: Xk i rappresentanti delle k orbite di X . Allora si ha

. . X( . .
Xj= iGxi]
i=1

SiaoraC, = f 'ji<n gil gruppo ciclico di ordine n generato da , e consideriamo l'azione diC,, suR".
4.1 Proposizione

Per ogniv 2 R" si ha chejC,vj divide n.

Dimostrazione. De niamo un prodotto sull'orbita C,,v come
vy dy= My
Il prodotto e evidentemente chiuso, e l'identia e per ogni i si ha

i n i

v v=1v
perco (C,v; )e un gruppo. Si de nisca oralamappa :C,! Cpvdatada ( )= 'v. e chiaramente
un omomor smo di gruppi ede suriettiva, perco Im = Cpv  C,. Per il teorema di Lagrange si ha poi che

jCnvj divide jCaj da cui

8v2 R" (jChvjj n)

4.2 Proposizione
Per ogni 2 A"(R) e per ogniv 2 R" la lunghezza dell'orbita C,, (v) divide la lunghezza dell'orbita C,v.

Dimostrazione. Usiamo il prodotto  de nito su C,v dato da

iM ]Mz i+jy

E ga stato provato nella dimostrazione della proposizione (4.1) che Cnv; )e ungruppo. Sia :Cpv! Cp (V)
la funzione datada ( 'v)= ( 'v). eben de nitainvirti del fatto che e bende nita. e unomomor smo
di gruppi: dati 've !vin Cyvsiha

('v Jv= ("vy= ("y
Poicke 2 A"(R), per il teorema (2.3) commuta con le potenze di , perco

(M= Mw= v (v

30
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Ancora per il teorema (2.3) questoe uguale a
(v ('vw= (v (v
Per quanto riguarda gli inversi, per ognii
('v=('v= "TWW=C"W == (v
Inoltre e suriettivo: sia u 2 C, (v); allora per qualchei
u= "= ('v= ('v

Dunque l'immagine di e C, (v), che implica cheC, (v)e un sottogruppo di C,v. Per il teorema di Lagrange
segue il risultato. 2

4.2 Rappresentazioni orbitali

Data una trasformazione di A"(R), la suarappresentazione orbitale  R( ) none altro che la sua restrizione
ad un insieme di rappresentanti delle orbite diR" sotto C,,. Sia

un insieme di rappresentanti delle orbitey;. Allora R( )= |s.

Per le considerazioni fatte nella sezione 2.4 (ciee che 2 A"(R)e determinata quando si conosce I'e etto
su ognuno dei rappresentanti delle orbite diR" sotto C,), cé un isomor smo fra A"(R) e linsieme delle
rappresentazioni orbitali di A"(R) datoda 'R ( ). In breve, la rappresentazione orbitalee il modo simbolico
pu compatto per descrivere un elemento di A"(R). Abbiamo ga fatto uso delle rappresentazioni orbitali
nell'esempio della sezione 2.4.

4.3 Esempio
La rappresentazione orbitale della \regola 90 estesa &°3(Z,) con intorno convenzionalee data da
R( )(©0:;0;0) = (0;0;0)
R()(©0:0;1) = (1;01)
R()O:;L1) = (1;10)
R()@;11) = (0;0,0)

Oppure, usando una notazione pu stringata,

R() = f((0;0;0);(0;0;0));((0;0; 1); (1; 0; 1)); ((0; 1; 1); (1; 1, 0));
((1,1,1);(0;0,0))g

4.3 Schema orbitale

l'insieme
dove per ognii | ci sonot; orbite di lunghezzar;. L'obbiettivo di questo capitoloe quello di trovare lo schema
orbitale dati R e n, ovvero di trovare, per ognii <1, t; in funzione di r;. De niamo a tale proposito le funzioni

numero di vettori in R" con periodom sotto
numero di orbite di lunghezza m in R"

r(mM)
I'r(m)

Notiamo subito che in R" ci sono g(m) vettori con periodo m divisi in orbite disgiunte di lunghezza m, e
quindi
r(M)
m

I'r(m) =
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Pertantoe su ciente trovare  g(m). Si procede per induzione: e chiaro che g (1) = jRj: infatti per qualsiasi
n i vettori di periodo 1 sono quelli della forma

fr;r """ r? dove r 2 R

Phppel
n

Ora il passo induttivo: per m > 1, il numero dei vettori di R™ con periodome il numero totale dei vettori in
R™ meno il numero dei vettori con periodo minore dim. Abbiamo dunque

K 1
r(mM) = jRj™ G r@)
j=1

dove ¢ vale 1 se esistono vettori di periodoj in R™ e 0 altrimenti. A questo proposito, ricordiamo che per
la proposizione (4.1) il periodo di un vettore di R" deve dividere m. Viceversa, per ogni divisore dim esiste
almeno un vettore di periodod, come si prova nella seguente

4.4 Proposizione
SejRj  2; per ogni divisored di n cé un'orbita di lunghezza d.

Dimostrazione. Sia 0 I'elemento neutro del gruppo R; +) e 1 I'elemento neutro del monoide R; ). Sia
o =04 19 i 0P

Chiaramente si ha 9(v,) = vy e '(vo) 6 v, per ognii<d;i> 0. 2

Pertanto abbiamo che, inR™,

X
r(m) = jRj™ r(d) (7)
djm
dé m
Si sottolinea il fatto che fra i divisori d di m va inclusa l'unit.

Dimostriamo ora che l'espressione (7) vale anche iR" dove mjn: i vettori di periodo m in R" sono quelli
della forma

di vettori della forma di u in R™, e quindi I'espressione (7) vale anche nel caso in cui i vettori appartengano ad
R" dove mjn.

In conclusione, inR", per i divisori propri e impropri m di n, si ha

- . X
JRj™ r(d)

r(M) =
djm
dé m
1 X
r(m) = H(JRJm d!r(d)
djm
dém

Ove cb non desse adito ad ambiguit, indicheremo in seguito! g (m) omettendo l'indice R, con! (m).

4.5 Esempio
Per mezzo delle rappresentazioni orbitali e dello schema orbitale possiamo calaod un prodotto di trasformazioni
abbastanza facilmente. Per esempio, sia; I'estensione con intorno convenzionale della rappresentazione locale

(0;0;1,0;1;2;0;0,0;1;1; 2, 1;1; 0, 2, 2, 1, 2, 0; 0; 2; 1; 2; 0; 2; 0)

ezdi
(2;1,0;2,0;1;0;1;2;1,0;2;0; 2, 1, 1; 1, 1; 1, 0; 0; 0; 2; 0; 0; 0; 0)
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nel monoide A3(Z3). Vogliamo trovare tale che = , . Calcoliamo le orbite di Z% sotto C3. Per quanto
detto sopra, lo schema orbitalee
S(Z5;3) = £(1;3);(3:8)g

Le orbite di lunghezza 1 sono

Oo = f(0;0,0)g
O, = f(1L1)g
O, = f(2,2,2)g

e per quelle di lunghezza 3 basta trovare 8 vettori che non siano \congrui modulo la perutazione (1 2 3):

O3 = f '(0;0;1)ji< 3g
o, = f '(0;0;2)ji< 3g
Os = f '(0;1;1)ji< 3g
Os = f '(0;1,2)ji< 3g
0, = f '(0;21)ji< 3g
Os = f '(0;2,2)ji< 3g
Oy = f '"(1;1;2)ji< 3g
Ow = f '(1;22)ji< 3g

Troviamo ora le rappresentazioni orbitali di ; e ,. In generale, peri = 1;2, si ava

2 2 2
R( |)(a2,a]_,a.0) :( i(3 a2+3a1+ao); i(3 a;+3ap+ az); i(3 ao+3a2+a1))

dove indichiamo con i‘” la j -esima componente della rappresentazione locale che estende, e quindi

R( 1) = f((0;0;0);(0;0;0));((1;1;,1);(1;11));((2: 2 2);(0; 0, 0));
((0;0;1);(2;2,1)); ((0; 0; 2); (0, 0, 0)); ((0; 1, 1); (1, 0; 2));
((0;1;2);(2;2,0)); ((0; 2, 1); (0; 2, 2)); ((0; 2, 2); (2; 1, 0));
((1;1,2);(1;1,1));((1:2,2); (1,0, 0) g

R( 2) £((0;0;0);(0;0;0));((1;1,1);(2,2,2);((2; 2, 2); (2, 2, 2));
((0;0;1); (0;0;1)); ((0;0;2); (05 0; 2)); ((0; 15 1); (2; 1, 1));
((0;1;2);(0;2;1));((0; 2;1); (0; 1, 1)); ((05 2; 2); (1; 0; 0));

((1:1,2);(2:0,0)): ((1:2,2); (1; 1, 2))g
Se ne deduce che

R() = f((0;0;0);(0;0;0));((1;1;1);(2;2;2);((2; 2; 2); (0; 0; 0));
((0;0;1);(1;2;1)); ((0; 0, 2); (0; 0, 0)); ((0; 1;1); (1, 0; 1));
((0;1;2);(0;0;1));((0;2;1); (1;0;00); ((0; 2, 2); (1; 1, 0));
((1:1,2);(2,2,2):((1,2,2);(1;0,0))g

e quindi la rappresentazione locale di e data da

(0;0;1,0;2,0,0;1;0;1, 2, 0; 2, 2,0, 0;1; 1, 1; 1, 0; 0; 1, 2; 0; 1; 0)

4.4 Prodotto simbolico di trasformazioni in A"(R)

Rappresentazioni orbitali e schema orbitale sono tecniche molto valide per tigare le trasformazioni di A" (R).
Sia S un insieme di rappresentanti delle orbite diR" sotto C,, e sianody;:::;d, i divisori propri e impropri di
n. Possiamo indicizzare i rappresentanti delle orbite nel modo seguente
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in modo che, tenuto ssoi, i vettori v;; abbiano tutti orbite della stessa lunghezzad;. Se applichiamo il concetto
di rappresentazione orbitale ai vettori di S possiamo descrivere una 2 A"(R) per mezzo del suo e etto sui
Vi; , cie@ perognii | e perognij ! (d) esistono interi g ;i%j%cone <djo;i® 1;j° ! (do) tali che

(vij ) = & Viojo 8)
dove per la proposizione (4.2) sappiamo che la lunghezza dell'orbita di(v) divide la lunghezza dell'orbita di v,
e quindi i° deve essere tale cheiojd;.

E anche vero l'inverso: cie che se e de nita sui vettori di S come nell'equazione (8) allora pw venire
estesa a tutti i vettori di R" in tal modo che 2 A"(R). Infatti per ogni v 2 R" esistono uny;; e un interom
tali che v = myi;j . Estendiamo nel seguente modo:

w= " (Mi;j )= Mmre Vjo;jo

E evidente che cos de nita commuta con , e quindi per il teorema (2.3) 2 A"(R). Bisogna solo controllare

che sia ben de nita: siau = Vi = d'ym (giacche Vi ha orbita di lunghezzad;); allora

(w= ( di!i;j )= (vij ) = o e Viojj o
Poicte djojd; questoe uguale a
I Viojo = (V)
e quindi e ben de nita.

Si noti inoltre che se e data da
(Vij )= Vsiy, )
e da
V)= ™ Vugiyw )

~ e it e
()= =ONOT Vi e 1 G)

Possiamo dunque esprimere ogni 2 A"(R) per mezzo di un vettore

e=(ep1;iii e (dp)r i el e (d))
diunafunzionesdafl;:::;lgin se stesso tale che per ogni | si abbiads)jd;, e difunzionit; dafl1;:::;! (di)g
in se stesso per ogni |: in conclusione si ha che esiste un isomor smo fra il monoideX" (R); ) e la struttura

algebrica A i cui elementi sono del tipo

La struttura algebrica A appena de nita vera usata estensivamente nel capitolo 5 per analizzare la struttura
del gruppo massimale contenuto inA" (R).
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Una delle principali di colf, non solo teoriche, nella trattazione del monoide A"(R)e la mancanza in generale
degli elementi invertibili. Per mezzo degli algoritmi proposti nel capitolo 3, tuttavia, none dicile trovare

coppie di trasformazioni cellulari che moltiplicate insieme danno I'unia. Per esempio in A3(Z,) si possono
prendere (15 85), (142 212) (e molte altre). Ci proponiamo, nel corso del capitolo, di approfondire gesta idea
e di ricavare delle regole per analizzare la con gurazione algebrica del pu grande #oinsieme di A"(R) che

possiede una struttura di gruppo. Daremo inoltre dei criteri per decidere se una data treformazionee invertibile
0 meno.

5.1 1l gruppo G'(R)

Chiamiamo G"(R) il pu grande sottogruppo del monoide A" (R). E noto che il sottogruppo massimale di un
monoidee formato da tutti gli elementi invertibili del monoide. Cos

G'(R)=f 2A"(R)]j einvertibile g

Possiamo ora determinare gli elementi diG" (R) data la tavola di moltiplicazione 2.

5.1 Esempio

Si consideri il monoide A2(Z,). Cercheremo sulle tavole di moltiplicazione tutti gli elementi per cui esiste un
altro elemento tale che il loro prodotto dia lidentia. Calcoliamo pri ma di tutto lidentin e di A%(Z,). La
rappresentazione orbitale diee

R(e) = f((0;0);(0;0)); ((0;1); (0;1)); ((1; 1); (1;1))g

a cui corrispondono una rappresentazione locale su {@)-intorni (1;0;1;0) ed una rappresentazione decimale
10. Dalle tavole

o
[EnY
N
i
a1
©o

iy

o

[any

[y
[EEY
N
[y
w
[iny
N
=
a1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 15 14 9 8 9 8 9 8 7 6 1 0 1 0 1 0

2 0 0 2 2 4 4 0 0 0 0 2 2 4 4 0 0

3 15 14 11 10 13 12 9 8 7 6 3 2 5 4 1 0
4 0 0 4 4 2 2 0 0 0 0 4 4 2 2 0 0

5 15 14 13 12 11 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 0
6 0 0 6 6 6 6 0 0 0 0 6 6 6 6 0 0

7 15 14 15 14 15 14 9 8 7 6 7 6 7 6 1 0
8 0 1 0 1 0 1 6 7 8 9 8 9 8 9 14 15
9 15 15 9 9 9 9 15 15 15 15 9 9 9 9 15 15
10 O 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
117 15 15 11 11 13 13 15 15 15 15 11 11 13 13 15 15
12 0 1 4 5 2 3 6 7 8 9 12 13 10 11 14 15
13 15 15 13 13 11 11 15 15 15 15 13 13 11 11 15 15
14 0 1 6 7 6 7 6 7 8 9 14 15 14 15 14 15

15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15

si evince cheG?(Z,) = f10;12; 3;5g e che ognuno degli elementi del gruppo ha ordine 2, perc&?(Z,) = C, Co.
2

5.2 Caratterizzazione degli elementi di G'(R)

Allo scopo di fornire dei criteri per determinare se un elemento di A" (R) appartiene o meno al gruppoG' (R),
consideriamo la sua rappresentazione orbital® ( ). De niamo la relazione di equivalenza sui vettori di R"
data dall'appartenenza alla stessa orbita sotto

u v, u2Cyy

12cfr. capitolo 3, in particolare la sezione 3.5.1.

35
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e diciamo che per sottoinsiemiT e U di R", T e isomorfo orbitale a U se e solo se per ogrtiin T l'orbita
rappresentata dat ha almeno un rappresentante anche inJ e viceversa, ovvero

T=o0U,8 t2TOu2U(t u”"8u2U9t2T (u 1)

5.2 Teorema
Sia 2 A"(R) e siae I'elemento neutro di A"(R). Allora e invertibile se e solo se InR( ) =¢ Im R(€).

R(e)= f(s;s) js2 Sg
e quindi Im R(e) = S.

() ): Sia invertibile e supponiamo per assurdo ché® v 2 S tale che per ogniu 2 Im R( ) si abbiav 6 u.
Esistono alloras;t 2 S non equivalenti sotto  tali che

R()s R () (9)

Poicte abbiamo supposto invertibile e R( ) none altro che la restrizione di a S, esiste una funzione
inversa aR( ). Pertanto dalla condizione (9) si evince che

R()s) R()) s t
chee in contraddizione con la supposizione cha et non siano equivalenti.

(( ): Siha
R()=1(s (s)js2Sg

Dato che ImR( ) =0 S, gli elementi di Im R( ) sono rappresentanti delle orbite diR" sotto C,, pertanto
l'insieme
f( (s);s)js2Sg

e la rappresentazione orbitale di un elemento 2 A"(R). E immediato veri care che per ognis2 S

ROIR(C )= R(OIR( )= s

e quindi e linverso di . 2

Il teoremae direttamente applicabile. Vediamo un paio di esempi.

5.3 Esempio
Consideriamo la regola \90 inA3(Z,) su (L; 1)-intorni. La sua rappresentazione localee (91;0;1;1;0;1;0) da
cui si ottiene una rappresentazione orbitale

£((0;0;0);(0; 0;0)); ((0; 0; 1); (1; 1,0)); ((0; 1; 1); (0; 1, 1)); (2 1, 1); (0; 0; 0)) g
In questo caso ImMR (90) = f(0;0;0); (0; 1;1)g e quindi la regola 90 none invertibile. 2

5.4 Esempio
Consideriamo ora la regola 5 su (10)-intorni in A?(Z,), che ha rappresentazione locale (Q;0;1) e rappresen-
tazione orbitale

f((0;0); (1;1)); ((0; 1); (1;0)); ((1;1); (0; 0))g
Si ottiene
Im R(5) = (1;1);(1;0);(0;0)g =0 f(0;0);(0;1); (1;1)g=Im R(e)

dove ee I'elemento neutro di A2(Z,), e quindi 5e invertibile. La rappresentazione orbitale dell'inverso di 5e
data da

f((0;0);(1;1)); ((0;1); (1;0)); ((1;1);(0; 0))g

e quindi = 5. Il risultatoe direttamente veri cabile dalle tavole di moltiplicazi one a pagina 35. 2
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5.3 Lastrutturadi G'(R)

Abbiamo visto nel capitolo 4 che lo schema orbitale diR" sotto C, e

f(d;! (d)) j djing

dove! (d)e de nita per ricorsione nella sezione (4.3) come

1) = JRj
1, 4 X
Hd) = 40Ri b I(b)
bjd
b6 d
dove by;:::; b sono i fattori primi distinti di d con la convenzione che ped = 1;k = 0. Fissiamo un insieme di
rappresentanti delle orbite di R" sotto C,, che chiamiamosS, e sianody;:::;d, i divisori di n (ivi compresi 1 e

dove per ognii | eperj 6% I (d)si ha jCnVij j = JCnVij o = di.

Prima di presentare il teorema fondamentale di questo capitolo, dimostriamoun lemma che stabilisce una
condizione necessaria all'invertibili di una trasformazione in A" (R).

5.5 Lemma
Sia 2 A"(R). Se e invertibile allora per ogni v 2 R" si ha

ICh (V)] = JChyj

Dimostrazione. Sia :Cpv! C, (v)datoda ( 'v)= ( 'v) per ognii. Abbiamo provato nella dimostra-
zione della proposizione (4.2) che e un omomor smo di gruppi. Poicke e invertibile otteniamo che e un
isomor smo, da cui la tesi. 2

Cerchiamo ora di determinare la struttura di G'(R). Analizzeremo gli elementi di A"(R) secondo il loro
e etto sui rappresentanti delle orbite di R" sotto C,, considerando in e etti una rappresentazione orbitale
\simbolica. Si provea che tutti gli elementi di G"(R) dipendono da un insieme di permutazioni di gruppi ciclici
e da un insieme di permutazioni di gruppi simmetrici. La di cola maggioree dat a dal fatto che le permutazioni
cicliche e quelle dei gruppi simmetrici non sono indipendenti: per questo motivo none pssibile esprimereG" (R)
come prodotto cartesiano di gruppi noti. Daremo tuttavia una descrizione del gruppo in ermini di generatori
e relazioni.

De niamo innanzitutto, per ogni i minore o uguale adl (il numero dei divisori di n) il gruppo G'. Per
brevia sia z = ! (d)).

G = f((&1:::82,) 1)i8jey 2Za; 12S,9 (10)

| 1
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dove le somme fra le componenti dei vettori sono ovviamente intese moduld,. Che il prodotto sia chiusoe
evidente: cb discende dalla chiusura di €4,;+) e di S . Il prodottoe associativo
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e ammette identitn ((0;:::;0); ), dove e lidentindi S, , e inversi:
(Bcasiiez, )i ) & 1gyiiiiie, 1)) D) = (05:::50))
(& 18 1)) i D(einez); 1) = ((05:::50) )

Dunque G{' e un gruppo.
Si noti che il prodotto nel gruppo Gi' e costituito da due \fasi: il prodotto nella prima componente

ponente dipende dal prodotto nella seconda: variando ;, infatti, cambia anche il modo in cui si moltiplica la
prima componente. Un prodotto del genere si pw esprimere in teoria dei gruppi con la noziee di prodotto
semi-diretto. Siano G e H due gruppi. Il prodotto semi-diretto G s He dato da un gruppo i cui elementi
sono gli stessi del gruppoG H (prodotto cartesiano) ma il cui prodotto in una delle componenti varia a
seconda del prodotto nell'altra. Nel nostro caso potremmo indicare il gruppdGl! conCg' s S, .

Troviamo i generatori del gruppo G!'. E noto che i generatori del gruppo simmetricoS,, sono i 2-cicli
f(s;t) js<zi;t z;s<tg. Indicizziamo questi 2-cicli per mezzo dei simboli i(f) dove f %zi(zi 1). Per

un generico elemento (€;1;:::;6;,); i) di G/ taleche ;= ~ ¢ i(fq) si ha che
(6150 82,)s i) =
" #
Y (fq) & .
= ((0;:::;0); %) [(@;0;:::50); )%t ((0;:::;0;1); )%=i] (12)
q

equindise  =(12:::z) e

I
~—~~
=
Ly
o
o
=
N
o

9ij
hitr = ((0;:::;0); i(f)) 8f %zi(zi 1)

Zj

abbiamo cheG{' e generato da tutti i g;; ;hir . Questo insieme di generatori, tuttavia, none minimale. Si noti

che per ognij  z, sef e tale che i(f) muove j ,
hi G his =
= ((0:::30)( ) BT 05;0) )50 ()=
= (50 HC D @0y )=

f)Y j/1.A0 ... . =
( i() 1(1;0;:::;0); )= 9. )

e quindi in particolare coniugandog;; 1 con gli his che muovono 1 si ottengono tutti gli altri g;; . Chiamiamo
per comodia

G =01=(21;0:::;0); )
e proviamo che in generale non esiste insieme di generatori @G" pu piccolodi fhys j1 f %zi (z Lglf go.

Se rimuoviamo uno deglih;s allora le permutazioni i(f) non generano pu S;, chee in contraddizione con la
de nizione di G'; e se rimuoviamog; si ottiene

Gin = r.gi;hi;l;:::;hi;%zi(zi 1)i

Cerchiamo ora le relazioni fra i generatori. Osserviamo innanzitutto che essendo ii(f) dei 2-cicli, si ottiene
( i(f)) 1= i(f) e quindi per ognif minore o uguale di%zi(zi 1)
h =

Abbiamo osservato in precedenza (vedi eq. (11)) che

((2;0;:::;0); )™ =((m;0;:::;0); )
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da cui
g =1

Per ognif abbiamo

1
~~
~~
~~
=
o
o
rd
N
~
L)
o
o
rd
-
N
N
1

(gihis )?
=( D00 )2
=((1;0;:::;0); )2

(@000 + [(1;0;::550) ) =
(0 ;::;0) y@;0;:::;0); )2 =(his g)?

e
(Ghie) = ( @o0; )
(ghir)> = ( (@0:::;0)+(1;0:::;0); )
Ghis )® = ( P@o0::500+@;0:::;0); M)
(@hir)* = ( (D@0:::50)+(2;0::::0) )
(@hit )2 = ( (P(di:0;:::;0)+(d;0;::::0); ) =
= ( 5,00+ 0;:::;0); )=((0;:::;0); )=1

Ricapitolando, sek; = %zi (z 1) sihacheG! =

bgiihia;iihic, J8F ki(hE = (gihie )2% = g =1;(ghis )* = (his g)?)i (12

Dimostriamo ora il teorema fondamentale di questo capitolo, in cui si provache G"(R) e un prodotto
cartesiano di questi gruppiG'.

5.6 Teorema
Sele il numero di divisori di n (compresi 1 en stesso),

Y
G'(R) = Gl
i=1
Dimostrazione. Sianody;:::;d tuttiidivisori di n (propri e impropri) e ssiamo un insieme di rappresentanti
delle orbite di R" sotto Cy:
S= VetV () IV T (4D
dove ssatoi |ivettori v;;, perl |j ! (d), hanno orbite di lunghezzad;. Si considerino ora i vettori
della forma
e= (€1 il ()t e ey (dy))
dovee; 2 Zy e
=0 )

dove | 2 S (q,), € de niamo per ogni g _ la funzione ¢ tale che per ogniv;; 2 S

e (Vi )= % Vi

Si consideri ora l'insieme

. Yl 1 (di) Y'
B=f e;71§2 Z;:h vy 2 S!(di)g
i=1 i=1
La funzione , e della forma data dall'equazione (8) a pagina 34, percoB e incluso in A"(R). Sia ora
2 G"(R) e supponiamo per assurdo che 62B. Co pw avvenire solo in due casi (che possono anche veri carsi
contemporaneamente):
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un vettore v;; viene mandato in uno appartenente ad un‘orbita di lunghezza diversa. Ovvero, esistono
i;jei; taliche (vij)= © Vo ) coni®6 i. Allora

iCn (Mi;j )i=dio6 di = anMi;j j
e quindi per il lemma (5.5) 62 G(R) contro l'ipotesi.

due vettori v;; ;Vi; 0 cONj 6 j © (ciee appartenenti ad orbite diverse ma della stessa lunghezza) vengono
mandati in vettori appartenenti alla stessa orbita. Ovvero, esistono interie; ;fij02 Zg €j% 1 (d;) tali
che

(vij) = % Vo

(Vij o) = Fi *Vij oo

che implica Im R( ) 6o S e quindi per il teorema (5.2) 62 G(R) contro l'ipotesi.

Pertanto 2 B, e quindi G'(R) B. Dimostriamo ora l'inclusione inversa. Sia ¢ in B e dimostriamo che

appartiene a G"(R). Per il teorema (5.2)e su ciente provare che Im R( ) =¢ S. Poicke Se linsieme dei
rappresentanti delle orbite, per ogniv 2 Im R( ) esistes 2 S tale chev  s. Se viceversa prendiamos;; 2 S
si ha che

vig =% MY g S
€ij E;,(Mi; i 1(].)) g;i(yi; i 1(j)) 2ImR()
Quindi 2 G"(R). Ne segue cheB = G"(R). Sia ora

Y
c= G
i=1

e dimostriamo cheB = C. Sidenisca :C! B datada
(((enz;iitrern @) o ((esiinen @) )= e

Chiaramente e ben de nita. Dimostriamo che e un isomor smo di gruppi. Siano c; c® due elementi diC tali
che

©
) = e% 0

i)

allora per ogniv;; 2 S

© (QO)(Mi;j )= (8) (QO;,O)(Mi;j )= %0 el Vi) T

(e pwy + 10377758 o0 (ay * €1 (@) i Disti ) = (CC0)

(c 1) = ((( € gt € o (di))); i l)izl;:::;l )=
g;i = o
Iniettiviar e suriettivi sono ovvie, essendo ¢ completamente determinato dae;_ e viceversa. DunqueB = C e
Y
G'(R) = G
i=1

come volevasi dimostrare. 2

Con la notazione del prodotto semidiretto introdotta a pagina 5.3 si pwo anche eprimere G"(R) direttamente
in funzione di gruppi ciclici e simmetrici come

Y ! (d)
G'(R)= (Cy4 s Si (a))
djn

Facciamo qualche esempio dell'applicazione del teorema appena dimostrato.
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5.7 Esempio

Nel caso di automi di lunghezza 2 de niti su Z, si ha G*(Z;) = G? G5 dove, stante la de nizione (10),
G2 = h(0;0);1);((0;0);(1 2))i = C, eG3 = N(1);1)i = Cy, e quindi G>(Z,) = C, C,, chee uguale al risultato
ottenuto per computazione diretta dalle tavole a pagina 35. 2

5.8 Esempio
Se consideriamo automi di lunghezza 3 si ottien&*(Z,) = G}  G3 dove

G3 = N(0;0);1); ((0;0); (1 2))i = C,

G} = hg;hjd®=h2=(gh)®=1;(gh)? = (hg)?i

doveg=((1;0);e) eh=((0;0); )con =(12). Le tavole di moltiplicazione di G3 sono riportate nelle tabelle
seguenti.

(©O:1:; ) (©:2:e) ((©;2; ) ((:;0:e) (@
(©: ;) (©;2;e) ((©;2; ) (@:0:e) (@
(©:1se) (©:2; ) (©;2;e) ((@;0; ) (@
@;n; ) (©:05e) (1;2; ) (@:i1ie) (@
@ ;se) (©:0; ) (@:29:e) (@:1: ) (@
(515 ) (©:Die) (2:2; ) ((@:2:e) (O
(2 :D5e) (©:D: ) (2:25e) ((:2: ) (O
;25 ) (@:29:e) ((0;0; ) (2:0:e) (1
(©:2:e) (@:2: ) (©;05e) (:0; ) (@
@:2: ) (@;05e) (@:0; ) ((@:1:e) (@
@ :25e) (@:0; ) (@;0;e) (:1; ) (@
@:2: ) @ ;D5e) (2:0; ) (@:2:e) (O
@ :25e) (@:1D: ) (@:05e) (2:2; ) (O
(©:0: ) ((2;:;2;e) (©;1; ) ((©:0:e) (@
(0 ;05e) (2:2: ) (©;D5e) (©:0; ) (@
(@;0; ) (@:09:e) (1:1; ) (©:1;e) (@
(X;05e) (2:0: ) (@:Dse) (O:D: ) (@
(2:;0; ) (@:Die) (2:1; ) (©:2;e) (0O
(2 ;05e) (@:D: ) (@2:Dse) (©:2: ) (O
(2:0:e) (2:0: ) (@:Yie) (@:1: ) (@
(2505e) (:0; ) (2:h5e) (:1: ) (2
:0: ) (@;05e) (:1; ) (@:1:e) (@
(@ :se) (©:0: ) ((2:2;e) (O;1; ) (@
@:n: ) (©;05e) (2:2; ) ((©:1:e) (@
(2 :2)5e) ((1:0: ) (:095e) (@:n: ) (@
(2:2: ) (@:05e) (2:0; ) (@:;e) (2
(0:0e) (2:1: ) (©:Yse) (2:2: ) (O
(©;0; ) (@:D5e) (0;1; ) (2:2;:e) (O
(©:1s5e) (©:1: ) (O0;2;e) (©;:2; ) (O
(©:1: ) (©;D;e) (©;2; ) ((©:2:e) (O
(©:25e) (@:1: ) (©;05e) (@:2; ) (O
;2 ) (@:ise) (0;0; ) (@ :2;:e) (O
(@ ;0:e) (:2; ) (@;ihse) (2:0; ) (@
@50: ) @:2;:e) (@;:1; ) ((@:0;e) (@
(@ ;Dse) (©:2: ) (@;25e) (00 ) (@
(@;n; ) (©:2:e) (1:2; ) ((©:0:e) (@
(@ :25e) (@32 ) (@;05e) (@:0: ) (@
(@:2; ) @:2:e) (@;0; ) (@:0:e) (@
dovefe; g= S, = C,. 2

5.4 Sottogruppi di G}
Abbiamo visto nell'equazione (12) che i generatori diG]' sono dati dag eh;; dove 1 f %! (d)(! (di) 1),

e abbiamo mostrato che, se e l'identia di S, (4, per ogni permutazione del tipo  di (1;0;:::;0) esiste un
f tale che

Ora, il gruppo ciclico generato da ognuno di questi elementieCy, e ce ne sond (d;) distinti, quindi

HO:Fd‘ {z Cd}
P (di)

e isomorfo ad un sottogruppo H di G'. Inoltre, seh 2 H eg 2 G tali che
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e quindi H G'; pertanto esiste un endomor smo di G tale che Ker = H, e none dicile vedere che
Im = GP:H =S (di)-

Queste informazioni sui sottogruppi di G]' possono essere usate come ausilio alla costruzione della tavola dei
caratteri di G': si ricorda infatti che per due gruppi G, H tali che esista un omomorsmo :G! H e tali che
sia una rappresentazione dH e una rappresentazione diG.

5.5 G"(R) come gruppo di permutazioni

E noto che ogni gruppo nitoe isomorfo ad un sottogruppo di qualche gruppo simmetrico. Svilupperemo un'ul-
teriore rappresentazione delle trasformazioni cellulari diA" (R), che chiameremorappresentazione globale
per contrapporla alla rappresentazione locale, che mettea in luce questo asptet del problema. Introduciamo
innanzitutto due funzioni, una inversa dell'altra,

vect: R[X]! R"

vect(vaX™ T+ + v, X +vp)=(viiiiiiva)
dec:R" ! R[X]
dec((ve;:::;vn)) = vaX™ T+ 4 v, (X + v,

Queste funzioni sono particolarmente utili guandoR e un anello numerico, per esempioR = Z,, nel qual caso
assegneremo & il valore jRj. In pratica vect trasforma un numero decimale nel corrispondente numero in
basejRj, e dec compie l'operazione inversa. Abbiamo visto nel capitolo 3 che la rappreseione locale di una
trasformazione 2 A"(R) assegna a un vettore

allora I'i-esima posizione al tempd + 1 assume il valorevgec(a). La rappresentazione globale, invece, assegna a
un vettore della forma

(Virjn 1;::1;Vo) dove 8i vect(vj) 2 R" (13)

t + 1e dato da vect( Vgec(a)); OvVvero
(2) = vect( Vgec(a))

Per esempio, la trasformazione identiti di A3(Z,)e (7;6;5;4;3;2;1;0). La trasformazione che manda tutto in
zeroe, ovviamente, (0, 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0).

Si noti che non tutti i vettori della forma (13) sono rappresentazioni globali di trasformazioni cellulari in
A"(R): ad esempio, prendendo il casé\ 3(Z,), supponiamo per assurdo che il vettore (76; 5; 4; 3; 1; 1; 0) sia una
rappresentazione globale di . Allora si avrebbe

((0;0;1)) = (vect(1)) = vect(1) = (0 ;0;1)

((0;1;0)) = (vect(2)) = vect(1) = (0 ;0;1)
da cui, essendo =(123) 2 S,
( 0:6:1)= (0:1,0)=(0;0:1)6(0:1,0)= (0;0;1) = (6;0:1)

e quindi si viene meno al requisitd® che = , perco  none una trasformazione cellulare. Percte un
vettore della forma (13) sia in e etti una rappresentazione globale,e necessaa veri care che la trasformazione
rappresentata commuti con

A questo punto, imporre le condizioni per cui sia invertibile e immediato: 2 G"(R) se e solo se la
rappresentazione globale di , che indicheremo con ( ),e una permutazione; ovvero, se e solo se( ) 2 Sigjn.
Di qui otteniamo immediatamente che

Gn(R) =f 2 SjRj” J = g

13Cfr. Teorema (2.3)
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dove

In conclusione,G" (R)e isomorfo a un sottogruppo di permutazioni di Sjgjn .

La seguente osservazione puw facilitare le operazioni numeriche $®e un anello numerico: seu appartiene
a R", si ottiene
(u) = (jRj decu)) mod (jRj" 1)

5.6 Altre applicazioni della rappresentazione globale
5.6.1 Prodotto di rappresentazioni globali

Usando le rappresentazioni globali diventa particolarmente facile calcolard prodotto di due trasformazioni di
A"(R): se

():(UJRJ” 1;11%; Up)
e
()=(VvRrjr 1;:::3V0)
allora
()= (Vujpyn 155115 Vug)

e in particolare, se e sono invertibili,e possibile servirsi delle permutazioni in forma di cicli disgiunti.

5.9 Esempio
In G(Z,), moltiplichiamo la trasformazione 1., con rappresentazione decimale 15 e la trasformaziong.; con
rappresentazione decimale 85 (le rappresentazioni decimali sono calcolate sy 1}-intorni):

(11)=(0;246,1357)
e evidente che ( i1.1)e la permutazione

01 2 3 456 7

75 3 16 4 20
che in forma di cicli disgiunti si scrive anche (Q7)(1;5; 4;6; 2; 3). Per 15 il discorsoe analogo, e si ottiene

( 11)=(0;7)(1;3,26,45)
Eseguendo il prodotto, abbiamo
(0;7)(1:3;2,6;4,5)(0;7)(1;5;4,6;2,3) =1 2 Sg

da cui concludiamo 85 15 = 204, chee la rappresentazione decimale (sempre con j(1)-intorni) dell'identit
del gruppo degli invertibili. 2

5.6.2 Conversione alla rappresentazione locale

Passare dalla rappresentazione globale sur{;rq)-intorni alla rappresentazione locale di una trasformazione
cellularee quasi immediato: se

allora basta prendere la ¢ +1)-esima componente del vettore vecty;) per sapere come si evolver una posizione
il cui intornoe dato da vect( i): e dunque si ha che la rappresentazione locale die data da

dove (u;j)e la j-esima componente del vettoreu.
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Abbiamo visto nel capitolo 3 che dato un vettoreu in R™ vale la seguente relazione:

., _ dec(u) .
dove conbac indichiamo la parte intera di a. La dimostrazione di questo fatto none di cile:
dec(u) oo WjR™ T+ +uy 4jRj+ up —
iR} | mod jRj = R} mod jRj =

= uRf '+  +u qjRj+ U+ U jR) T+ +upjRP " modjRj =
=((uRy *+  + U qjRj+ U+ UajR) T+ + ugjRP ") mod jRj =
=(wjRj’ *+  +u ajRj+u) modjRj=u = (uif)
Dunque possiamo scrivere la rappresentazione locale diin forma pu semplice come
V]'R]'n 1
lRJn ro 1
Si noti che questa rappresentazione locale implica un raggio destro

mod jRj

rh=n ro 1

ma none detto che sia il raggio destro minimo possibile. Per esempio, la tsformazione diA*(Z,) data dalla
rappresentazione locale
(1;1,0,0;1;1;0;0;1; 1,0, 0; 1, 1, 0; 0)
e la stessa trasformazione data dalla rappresentazione locale
(1,0,1,0,1,0,1;0)

presa in B‘l‘;l(Zz), ovvero una regola con raggio sinistro 1, raggio destro 1 ma applicata aettori di lunghezza
4. Si vedano anche, a questo proposito, i paragra 2.3, 3.1, 3.3.

5.6.3 Invertibilia e rappresentazioni globali

Abbiamo visto nella sezione 5.5 che si pwo considerare il gruppo delle trasfornzzoni cellulari invertibili come
un gruppo di permutazioni:

Gn(R) =f 2 SjRj” J = g
Si pw sfruttare questo fatto per implementare un algoritmo estremamente \eloce allo scopo di determinare se
una data trasformazionee invertibile e di trovarne l'inversa. L'idea di basee:

Richiedere in input i seguenti dati: dimensione dijRj, lunghezzan degli automi cellulari considerati,
rappresentazione locale della trasformazione di cui si deve investigare l'ievtibilie e raggi sinistro rg e
destro r, dell'intorno.

Trasformare la rappresentazione locale nella rappresentazione globale. Larategia per ottenere co con-
siste nell'applicare la trasformazione a tutti i vettori vect(i) per 0 i < jRj" (ciee tutti i vettori di
R™).

Veri care se la rappresentazione globalee una permutazione o no; se non loe, lardasformazione none
invertibile; se loe, l'inverso della trasformazionee facilmente determinabile dalla rappresentazione globale.

Come output, produrre rappresentazione globale e locale dell'inversa; la rapprestazione locale deve
possibilmente essere ridotta in modo che il raggio destro sia il minimo @ssibile.

L'algoritmo lavora sulle rappresentazioni globali e non su quelle orbit$i, e perco ignora volutamente la
commutativia delle trasformazioni cellulari con (si veda il teorema (2.3)). La ridondanza di informazioni
che ne seguee il punto forte dell'algoritmo percte lo rende molto veloce, oviamente a spese della quantia di
memoria richiesta. L'algoritmoe stato implementato nel programma CAInvPrm.cpp incluso nell'appendice A,
che ha permesso, su un processore Intel Pentium 100 MHz con 16 Mb RAM, di ottenelia tempi piuttosto
brevi (nell'ordine del minuto) informazioni sull'invertibilia di trasfor mazioni in B}?l(zz). Il limite 18 e stato
imposto dalla quantit di memoria a disposizione e non dal tempo richiesb; e inoltre possibile ottimizzare
ulteriormente l'uso della memoria in CAlInvPrm Sono stati fatti dei test analoghi anche su algoritmi basati sulla
rappresentazione orbitale, e il risultatoe stato che a fronte di una richieda di memoria quasi nulla i tempi di
calcolo sono diventati immediatamente enormi, con una crescita apparentemente piche esponenziale.
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Abbiamo ga detto nel capitolo 1 che all'atto pratico uno dei problemi pu interess anti nello studio degli automi
cellularie stabilire se una data trasformazione cellulare sia invertibile o meno. Nel capitolo 5 abbiamo ana-
lizzato la struttura del gruppo delle trasformazioni cellulari invertibili, m a le limitazioni dei metodi usati sono
enormi, almeno sul piano del calcolo numerico: essendo il tempo di calcolo e la quartidi memoria richiesta
proporzionali ad un esponenziale della lunghezza dell'automa, sarebbe impensabile ireptentare gli algoritmi
descritti, anche avendo a disposizione dei supercomputers, ad automi pu lunghi di una tretina di celle. Le
griglie pu piccole di simulazione per il comportamento dei uidi basate sugli automi cellulari hanno dimensioni
dell'ordine del milione di elementi: questo signi ca che la teoria sviluppata nora ha dgni cato dal punto di
vista accademico ed estetico, ma none utilizzabile. La ragione di queste limitazinie che nora abbiamo usato
rappresentazioni delle trasformazioni cellulari basate sul concetto | pu 0 meno velato | di funzione R"! R":
la trasformazione cellulare manda il vettore fvy;:::;v,g ad un altro vettore fvﬁ’;:::;vﬁg, dove i vettori
considerati hanno tutti la lunghezza dell'automa. In realt la forma pu diusa e pi u utile di rappresentazione
e quella locale: si descrive come si evolve una cella in funzione di un suo intorno, cheslitamente e piccolo
rispetto alla lunghezza dell'automa. |l vantaggio di questa tecnicae che la descrione di una trasformazione
dipende solo dalla forma dell'intorno e non dalla lunghezza dell'automa, e quindi una regla descritta tramite
una rappresentazione locale e applicabile ad automi di lunghezza arbitraria; lo svataggioe che in generale il
metodo pu breve per predire il comportamento di una trasformazione cellulare quésiasie quello di simularlal?,
ovvero applicarla a tutte le con gurazioni possibili e ricordare i risultati , e abbiamo visto che questoe proibitivo
in termini di tempo di calcolo e memoria, se non per i casi pu semplici.

In questo capitolo cercheremo di analizzare alcune sottoclassi di trasformaziomivertibili di A" (R) che ri-
mangono invertibili anche se applicate ad automi di lunghezza maggiore di. Faremo uso della rappresentazione
locale e dei sottoinsiemiB]} (R) di A"(R). Si ricorda che per de nizione (si veda il capitolo 2 e i paragra 2.3
e 3.3) la rappresentazione locale di una trasformazione dB? (R)e un vettore di RIRI"®"*™ J|a cui j-esima
componentee l'evoluzione di una cella della quale veci() rappresenta l'intorno.

6.1 Esempio
L'identi di  A3(Z,) ha rappresentazione locale calcolata su {11)-intorni

(1;1,0;0;1;1;0;0)
che vuol dire che

@®:11) (1:L0) (1:61) (1;60) (0:L1) (0;L0) (0;0:1) (0;0,0)
# it # # # # # #
1 1 0 0 1 1 0 0

Si pw notare una ridondanza di informazioni: per ognivy;V, si ha che la trasformazione manda\;;v»;0) e
(v1;v2;1) allo stesso elemento: pertanto risulta evidente I'equivalenza con la rapprestazione locale (10;1;0)
calcolata su (Z; 0)-intorni
(1;1) (1,00 (6;1) (0;0)
# # # #
1 0 1 0

Se ne pw concludere che l'identia di A3(Z,) appartiene al sottoinsiemeBio(Zz). 2

6.2 Esempio
Per la stessa ragione, la trasformazione dh4(Z,) data dalla rappresentazione locale su (12)-intorni

(1;14,1;1;1,1;1;1;0;0; 0; 0; 0; 0; 0; 0)
ha anche, come rappresentazioni locali rispettivamente su (11)- e (1; 0)-intorni,
(1,1,1,1,0,0;0,0) e (1, 1,0, 0)

Poichke i raggi destro e sinistro degli intorni di una trasformazione non possono essere negativi, none ammessa
una rappresentazione locale (10), il cui intorno di de nizione dovrebbe avere un raggio destro uguale a 1. Si

141n realt esistono delle particolari trasformazioni cell ulari non-lineari il cui comportamento pw essere predett 0 in tempi pu
brevi della simulazione diretta: vengono dette quasilinea ri e sono state descritte da un team di ricerca dell'Universit. di Santa Fe.
Cfr. [?, ?].

45
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noti che il processo di \riduzione del raggio destroe indipendente dalla lunghezza degli autoi considerati. La
rappresentazione locale pu corta possibile di una trasformazione cellulare dermina il raggio destro minimo
dell'intorno: se le la lunghezza del vettore della rappresentazione locale pu corta, il raggio destw minimo ;e
dato da

rr=logig() ro 1
Un limite superiore al raggio destroe dato dal fatto chen ro+ ry +1. 2

6.1 Indipendenza dalla lunghezza dell'automa

Per comodit di notazione nei teoremi che seguono, introduciamo le funzioni
oGy, :A"(R)! RIRI™T™T

tale che se 2 A"(R), loc,,,( )e il vettore che ne indica la rappresentazione locale calcolata surg; r)-intorni

dover; 2frj 2B .,(R)ge

nk . jRer+r1+1
foir1 * R

A X(R)

dove"y .., (v)elatrasformazione 2 A K(R) tale che log,,( ) = v, cie "‘fo;rl (v)e l'estensione su (rg; r1)-intorni
della regola locale data dav.

Sia , la permutazione (12:::n) del gruppo ciclico C, vista come funzioneR" ! R" (lo shift). Abbiamo
visto nella sezione 1.1 che le funzioni date da

sono trasformazioni cellulari di A" (R) per ogni k < n, e che formano un sottogruppo diG"(R) isomorfo a C,,.

6.3 Proposizione '
Per ognij <n , la rappresentazione locale di |, calcolata su(ro;n r; 1)-intornie data da

R" 1 o i o
R mod jRj;:::; AR mod jRj;:::; 0 (15)
Dimostrazione. Siav =(vi;:::;Vvy) 2 R". Allora
WY = (V1500 Viarget 52005 V)
da cui
(L (Ve Va)iTo+1) = Visrgn (16)

dove come al solito ((vi1;:::Vn);J) = Vvj, € perco
0Cron 1o 1( h) =
=( (RJ" Lj+ro+1);:z; (ij +ro+1)5:r; (vect(0);j + ro+1))
Per l'espressione (14) a pagina 44,
dec(v)

(yvj + rO + 1) = W mOd JRJ
da cui la tesi. 2
Calcoliamo il raggio destro minimo della rappresentazione locale data da (35 Per (16), se ssiamovy;:::;vj,
per qualsiasivj+y;:::;Vy si ha .
(h(v1iii5vn)iTo+1) = Visren

e quindi il raggio destro minimo non pw essere minore dijj .

De niamo ora, per ogni permutazione 2 Sig;, la funzione

Si noti che e chiaramente una biiezioneR" ! R" con inversa , .
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6.4 Lemma
nn= nn
Dimostrazione. Per ogniv =(vi;:::;vh) 2 R" si ha
n n(¥) = a(Viiiiive;vi) =
= ( (va)iiizy (va)s (V1) =
= n( (va)iizs (vn)
chee uguale a , (V). 2

Pertanto per il teorema (2.3) , 2 A"(R). Da questo segue che, commuta con tutte le potenze di . Sia

H'(R)=f ! »jO0 j<n 2Sgg
Si dimostra facilmente cheH"(R) = C, Sjg;j: sia la mappa data da ( L) =( L; ). Perla commutativia
di , con ,e immediato provare che e una biiezione, quindi H"(R)e un sottogruppo di G"(R). Il motivo
dell'importanza di questo gruppoe che i suoi elementi mantengono la stessa rapprestazione locale quando
vengono applicati ad automi di lunghezza diversa. Pu precisamente se da un elemento dil, , di H"(R)
calcoliamo la sua rappresentazione locale su (ro;n ro 1)-intorni e poi estendiamo ad una trasformazione
2GK(R) conk n otteniamo che = | .

6.5 Teorema .
Siaj tale che0 j<n e siary il raggio destro minimo di L . Allora per ogni intero k n si ha che

wk j = |
ro;ﬁ(lc)Cro;n ro l( Jn ﬂ))_ Jk k

Dimostrazione. Procediamo per induzione: dimostriamo il teorema quanddk = n + 1, ovvero quando
un+1 i _
ro;ﬁ(loc( JI"I n)) = n+1 n+l

Da cb seguia la tesi per ogni k. Le rappresentazioni locali con raggio destro massimo di}, , e di jn+1 n+1
sono rispettivamente

l0Crgn 1o 1( Jn n):(ajRjn 1;:15;80)
i . k
dove g; = W}ﬁ mod jRj e
10Croin 1o J.n+1 n+1):(t]Rj"+1 1,000 o)
i _ k
dovel = ]R]'i,o mod jRj . Ora, per ognil < jRj e per ognii < jRj", si ha
~ jRji + | o
BRrji+1 = R T mod jRj] =
iRji k N
= tall + mod jRj =

R R
i .
= Rj7 T o T mod jRj = (&)

Dunque la rappresentazione locale con raggio destmo  ro di 1,; n+1 € data da

(?jRi” 1;:.{:7:;aiRj” }Fo—z_a?)

e quindi si pw scrivere con raggio destron ro 1 cosiccle

IOCro;n o 1( ]n+1 n)zlocro;n o 1( ]n n+i)
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Ora, la riduzione della rappresentazione locale al raggio destro minimo non dipende Ha lunghezza degli automi
considerati, perco si ha A .
l0Crg;rr( her net) =l10Crors( } )
da cui la tesi. 2
Le trasformazioni del gruppoH"(R) = C, Sjr; vengono chiamatetrasformazioni invertibili banali 15 in

guanto lI'immagine mediante la rappresentazione locale di un intorno qualsiasiipende da una sola componente
dell'intorno; ovvero, essendo la rapprentazione locale di una trasformazione invertibile banale, si ha che

(X1;:i0Xn) = (X5)
dove 2 Srjej nsonoindipendenti daxs;:::;Xy.
E su ciente un esempio per provare che in taluni casi non ci sono altri elementi diG"(R), a parte quelli di
H"(R), con queste propriet.

6.6 Esempio
Applicando le rappresentazioni locali delle trasformazioni inG*(Z,), calcolate su (I 1)-intorni, ad automi di
lunghezza 4, si ottengono i seguenti risultati.

Rappr. decimale | Rappr. locale | Elemento di C,  Sjr; | Invertibile
15 (0,0,0,0,1,1,1,1) (123)?(01) S
27 (0,0,0,1,1,0,1,1) No
29 (0,0,0,1,1,1,0,1) No
39 (0,0,1,0,0,1,1,1) No
43 (0,0,1,0,1,0,1,1) No
45 (0,0,1,0,1,1,0,1) No
51 (0,0,1,1,0,0,1,1) (01) S
53 (0,0,1,1,0,1,0,1) No
57 (0,0,1,1,1,0,0,1) No
71 (0,1,0,0,0,1,1,1) No
75 (0,1,0,0,1,0,1,1) No
77 (0,1,0,0,1,1,0,1) No
83 (0,1,0,1,0,0,1,1) No
85 (0,1,0,1,0,1,0,1) (123)(01) S
89 (0,1,0,1,1,0,0,1) No
99 (0,1,1,0,0,0,1,1) No
101 (0,1,1,0,0,1,0,1) No
113 (0,1,1,1,0,0,0,1) No
142 (2,0,0,0,1,1,1,0) No
154 (1,0,0,1,1,0,1,0) No
156 (1,0,0,1,1,1,0,0) No
166 (1,0,1,0,0,1,1,0) No
170 (1,0,1,0,1,0,1,0) (123) S
172 (1,0,1,0,1,1,0,0) No
178 (1,0,1,1,0,0,1,0) No
180 (1,0,1,1,0,1,0,0) No
184 (1,0,1,1,1,0,0,0) No
198 (1,1,0,0,0,1,1,0) No
202 (1,1,0,0,1,0,1,0) No
204 (1,1,0,0,1,1,0,0) e S
210 (1,1,0,1,0,0,1,0) No
212 (1,1,0,1,0,1,0,0) No
216 (1,1,0,1,1,0,0,0) No
226 (1,1,1,0,0,0,1,0) No
228 (1,1,1,0,0,1,0,0) No
240 (1,1,1,1,0,0,0,0) (123)2 S

L'esempio seguente prova invece il fatto che in qualche caso ci sono altri elemedi G"(R), a parte quelli di
H"(R), che possono venire applicati ad automi di particolare lunghezza (diversa da, beninteso) conservando
l'invertibilig.

15¢fr. [?]
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6.7 Esempio

Sono state applicate le rappresentazioni locali di elementi inG*(Z,), calcolate su (1, 1)-intorni, ad automi di

lunghezza 5.

Rappr. decimale | Rappr. locale | Invertibile | Inversa (R. dec.)

15 (0,0,0,0,1,1,1,1) S 252645135
27 (0,0,0,1,1,0,1,1) No
29 (0,0,0,1,1,1,0,1) No
39 (0,0,1,0,0,1,1,1) No
43 (0,0,1,0,1,0,1,1) No
45 (0,0,1,0,1,1,0,2) S 1267157835
51 (0,0,1,1,0,0,1,1) S 16711935
53 (0,0,1,1,0,1,0,1) No
57 (0,0,1,1,1,0,0,1) No
71 (0,1,0,0,0,1,1,1) No
75 (0,1,0,0,1,0,1,1) S 757931565
77 (0,1,0,0,1,1,0,1) No
83 (0,1,0,1,0,0,1,1) No
85 (0,1,0,1,0,1,0,1) S 65535
89 (0,1,0,1,1,0,0,2) S 1095024315
99 (0,1,1,0,0,0,1,1) No
101 (0,1,1,0,0,1,0,2) S 579001725
113 (0,1,1,1,0,0,0,1) No
142 (1,0,0,0,1,1,1,0) No
154 (2,0,0,1,1,0,1,0) S 3199942980
156 (1,0,0,1,1,1,0,0) No
166 (1,0,1,0,0,1,1,0) S 3715965570
170 (2,0,1,0,1,0,1,0) S 4294901760
172 (1,0,1,0,1,1,0,0) No
178 (1,0,1,1,0,0,1,0) No
180 (2,0,1,1,0,1,0,0) S 3027809460
184 (1,0,1,1,1,0,0,0) No
198 (1,1,0,0,0,1,1,0) No
202 (1,1,0,0,1,0,1,0) No
204 (2,1,0,0,1,1,0,0) S 4278255360
210 (1,1,0,1,0,0,1,0) S 3537035730
212 (1,1,0,1,0,1,0,0) No
216 (1,1,0,1,1,0,0,0) No
226 (1,1,1,0,0,0,1,0) No
228 (1,1,1,0,0,1,0,0) No
240 (2,1,1,1,0,0,0,0) S 4042322160

Si pw notare che oltre agli elementi di H3(Z,), ovvero

anche altri elementi, in questo caso, hanno le propriet desiderate:

f204 170, 240 51, 85; 159

R. dec.

Rappresentazione locale dell'Inversa

45 ,1,0021,011,1,00,001,,101,0,0,1,0,1,1,0,1,0,0,1,0,1,1
75 (0,0,1,01,10,1,00,1,0,1,1,0,1,00,0,1,1,1,1,0,0,0,1,0,1,1,0,1
89 0,1,0,0,0,0,0,1,0,1,0,0,0,1,0,0,1,0,1,1,1,1,1,0,1,0,1,1,1,0,1,1
101 (0,0,1,0,0,0,1,0,1,0,00,0,0,,011011,1,01,0,1,1,1,1,1,0,1
154 1,011111,01,01,11,0,1,1,0,1,0,0,0,0,0,1,0,1,0,0,0,1,0,0
166 t101110:10,11,1,11,0,10,0,1,0,0,0,1,01,0,00,0,0,1,0
180 1,01,1,0,1,00,011,11,0,00,1,0,1,1,0,1,0,0,1,0,1,1,0,1,0,0
210 1,1,0,1,00:,0,1,10,100,1,0,1,11,0,0,0,0,1,1,1,0,1,0,0,1,0

Tuttaviae evidente che le rappresentazioni locali delle inverse hanno tutte ragjio destro minimon

e quindi le trasformazioni inverse non appartengono all'insieme

f 15;45;51; 75; 85; 89; 101; 154 166 170, 180, 204 210, 240g

ro 1=3,

Si noti che le trasformazionif 45; 75; 89; 101; 154; 166 180, 210y hanno la propriet di restare invertibili in Bil(zz)
ma non la propriet. di avere inverse a loro volta in Bil(zz). 2
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6.2 Questione aperta

E stato osservato mediante computazione diretta che per automi di lunghezza pari magore di 3 e minore o
uguale a 18 le uniche trasformazioni di raggio destro e sinistro 1 che rimango invertibili sono quelle del gruppo
H3(Z,). Con la stessa tecnica sie anche osservato che le trasformazioni invéstli f45; 75; 89;101; 154 166, 180, 240y
discusse in precedenza sono le uniche trasformazioni non banali che rimangono invertitper tutti gli automi

di lunghezza dispari maggiore o uguale a 3 e minore di 18. Il limite superiore Esemplicemente un limite
computazionale, e non teorico: none infatti stato trovato nessun controesemp alla congettura che tali trasfor-
mazioni siano le sole a raggio destro e sinistro 1 de nite s, che rimangono invertibili su tutti gli automi di
lunghezza dispari e solo su quelli.

A sostegno di questa congettura, con altre tecniche di calcolo sie potuto veri careche per automi di lunghezze
prese nell'insieme
T=13579 1113 15
la trasformazione 180e una \radice di una trasformazione invertibile banak, nel senso che per ogmi 2 T,

pnis . . . . . .
1802° * “) e una trasformazione banale con permutazione associata uguale all'identit, o in altre parole un
ciclo di lunghezzan. Questo implica evidentemente che

1802" % In = ¢

e che quindi 180e invertibile. Si suppone che un discorso analogo valga anche partte le trasformazioni in
f45;75;89;101; 154, 166,180 210y, ma none ancora stata trovata alcuna prova.

Esiste altres una dimostrazione recentissima dovuta a Jarkko Kari (cfr. [?]) che prova che la trasformazione
180e reversibile solo su automi cellulari periodici di lunghezza dispari; la dimetrazione dipende largamente
dalla struttura della regola 180, e quindie di cilmente generalizzabile. Ha tutt avia l'indiscusso valore di fare la
prima luce su una questione che a detta dello stesso Karie \nuova, e rappresenta un teressante e inesplorato
argomento di ricerca®.

6.8 Proposizione (Kari)
La trasformazione cellulare con(1;1)-intorni de nita su Z, che estende la rappresentazione decimale 180 e
reversibile su automi di lunghezza dispari con condizioni al contorno periodiche.

Dimostrazione. Poicte la lunghezza degli automi consideratie nita ogni trasformazione cellularee una funzione
R" I R" per qualchen. Pertanto, essendo dominio e codominio niti, se una tale funzionee iniettivae anche
suriettiva; di conseguenzae su ciente provare che 180e iniettiva. Si scriva innanzitutto la regola 180 nella
forma seguente: sia la regola localeR®! R tale che per ognix;y 2 R,

(x;0y) = x 17)
(x;Ly) = x+y+1 mod?2 (18)
e sia la corrispondente trasformazione cellulareR" ! R". Dato che la rappresentazione locale di 180 e

(1;0;1; 1, 0; 1; 0; 0)e immediato veri care che e la regola 180. Supponiamo per assurdo che non sia iniettiva
su automi di qualche lunghezza disparin. Siano dunque

u = (ug:iiiup)
vV = (V1;:155Va)
u’ o= (Ul = ()
Vo= (Vv = (W)
taicheu6 ve
u’=v°

Supponiamo per assurdo che esista untale cheu; = v; e Uj+; = Vj+1 . Seu; = 0 allora per la de nizione (17)
si ha cheu; 1 = u% Seu; =1 per la (18) allora u; ; = u?+ uj+; +1; analogamente perv si hav; ; = V0 se
vi=0ev 1=V0+ vy +1sevi=1 Ma ul=vleui,; = vis1 € quindiin tutti i casi si ottiene u; 1=V ;.
Per induzione si hau; 2 = v; », eccetera, e quindiu; = v; per ognii, che implicau = v, una contraddizione.

16cfr. [?].
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Questo signi ca che per ognii seu; = v; allora uj+1 6 vi+1 . A questo punto si applica il fatto che ne dispari:
none possibile che le componenti diu e v siano uguali una posizione s e una no, percte per la periodiciti delle

condizioni al contorno se
Uy = Vi;Uz 6 Vo U3 = V3, !

si ha poi, conn dispari, u, = v, e quindi u; 6 v;. La cosae analoga se
Ui 6 Vi;Us = Vo U3 6 V3 i
Rimangono due casi possibili:
1. Esiste uni tale cheu; =0;ujsy =1 e v =1;vi; =0. Allora per la (17) bisogna averev®, = v, =1e
quindi anche u,; = 1; di conseguenza per la (18)uj., = 0. Allora per la (17) u?,, = ujx; =1 e quindi

per la (18) vi.2 = 1. Il processo si pw ripetere con alle posizionii +1 e i + 2, e questo rende evidente il
fatto che le componenti diu e v devono alternarsi fra 0 e 1, che none possibile perctan e dispari.

2. Esiste uni tale cheu; = uj+1 =0e Vv = vix; = 1. Ne segue che per la (17u°, =0, e quindi per la (18)
Vi+2 =0. Allora per la (17) v%, =1 da cui per la (18) uj+» = 1. Abbiamo quindi il caso precedente con
i rimpiazzato da i + 1.

Bisogna dunque concludere che e iniettiva. 2
La dimostrazione tese proposta prova anche che la regola 75e iniettivasu lunghezze dispari. Questo risultato

si ottiene applicando la seguente proposizione alla regola 180.

6.9 Proposizione

Sia 2 Sjrj, una trasformazione cellulare iNnA"(R) e =( 1;:::; jrjn) la sua rappresentazione locale. Se
e invertibile, la trasformazione cellulare data dalla regola locale

e invertibile.

Dimostrazione. Per il teorema (5.2) se e invertibile alloralm R( ) =0 Im R(e), dove ee l'identia di A" (R).
Per de nizione di sev2 R" e (v)= wallora (v)= (w). Poicte 2 Sig; sihachef (v)jv2R"g=R",
equindiimR( ) =0 Im R( ),dacuilm R( ) =o Im R(e) e quindi ancora per il teorema (5.2) e invertibile.

2

Sia l'unico elemento non identit di S,. Poicle
(180)= (1;0;1;1,0;1;0;,0)=(0;12;0;0;1;0;2;1) =75

anche 75 ha le stesse propriet di invertibilia di 180.



7 Automi di Lunghezza In nita

Si pw generalizzare il concetto di automa cellulare anche quando la lunghezza dello stessoeita. In pratica
abbiamo una stringa in nita aperta da entrambe le parti che si trasforma nel tempo con una regola locale come
nel caso nito. Ovviamente le condizioni al contorno non costituiscono un problema in ganto la stringae,
appunto, in nita. Chiameremo anche una stringa in nita con il termine con gurazione.

Potrebbe sembrare che la ricerca sugli automi cellulari a lunghezza in nita sia interesante solo a livello
teorico: dopotutto gli automi cellulari sono usati estensivamente nel calcolo amputazionale, dove ogni numero,
per forza di cose, dev'essere nito. Esistono invece molte applicazioni degli autongiellulari a lunghezza in nita,
alcune delle quali in relazione agli automi invertibili. In breve, se si riesce grovare che una trasformazione
cellulare su o; r1)-intornie invertibile su automi di lunghezza in nita, per il teorema (7.2) quell a trasformazione
e invertibile su automi di qualsiasi lunghezza nita maggiore di ro + ry. Poicle nelle simulazioni al computer di
fenomeni sici le propriet della trasformazione cellulare devono essere indipendenti dée dimensioni dell'automa
e necessario usare trasformazioni che siano invertibili su ogni lunghezza. Si pwedere quindi che lo studio degli
automi cellulari di lunghezza in nitae fondamentale per I'uso degli automi in simula zioni di reala siche.

Formalmente una con gurazione e una funzione
c:Z! R
dove Re un anello. Useremo talvolta la notazionec; per indicare c(i) e la notazionec per indicare la successione
bi-in nita
G IS R N TR o R
L'insieme di tutte le con gurazioni vera indicato con RZ. Per ogni intero n, ad ogni vettore v in R" (che
chiameremo anchecon gurazione nita ) corrisponde una con gurazione periodica in nita

Pu precisamente ce tale che, se (v;i)e la i-esima componente div,

8italechel i n ¢ = (vui)

8k60 8italechel i n ckr+i = (o} (19)

Evidentemente ad ogni con gurazione periodica in nita ¢ con periodon corrisponde un vettorev di lunghezza
n dato da
8i n (vi)=og

7.1 Lemma

Siav 2 R", cla con gurazione periodica ottenuta da v come in eq. (19); sia una regola locale e siano ,, e
1 le trasformazioni cellulari che estendono su (rg;r1)-intorni rispettivamente ad automi di lunghezza n e di

lunghezza in nita. Allora 1 (c)e la con gurazione periodica in nita ottenuta da  ,(v) come in eq. (19).

Dimostrazione. Poicke ce in nita periodica con periodo n, abbiamo che per ognii  n gli intorni di raggi
sinistro e destro risp. ro e ry centrati alla posizione kn + i sono uguali per ogni interok, dungque anche le loro
immagini sotto  sono uguali; si ottiene quindi

8k608italechel i n( 1 (Qwn+i=( 1(0);
Ora,sei>rgei<n r,e evidente che
(2= (n(v);i)

Supponiamo chei  rg. L'intorno centrato alla posizione i nell'automa nito ve dato da

(Vn+i 1o i0iViiiiiiVier,)
dovev; = (v;]). L'intorno centrato alla posizione i nellautoma in nito ce dato da
(G roriiisGiiiliCiery)
Poicle per costruzione per ognij < 1 si ha cheg = v, j, i due intorni sono uguali e quindi anche le loro
immagini sotto  sono uguali. Un discorso analogo vale per ri, provando quindi che per ognii tale che
1 i nsiha(1(9)i= ( n(v);i). 2

Dimostriamo ora il teorema che permette di trovare applicazioni pratiche ali automi cellulari in niti. Se
una trasformazionee invertibile su automi di lunghezza in nita, loe anche su quelli di lunghezza nita.

52
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7.2 Teorema

Sia una regola locale la cui corrispondente estensione s{ro;ri)-intorni ad automi di lunghezza in nita
1 :R?%1 RZeinvertibile. Allora per ogni n>r o+ ry le trasformazioni cellulari su automi di lunghezzan

derivate da sono invertibili.

Dimostrazione. Supponiamo per assurdo che ; sia invertibile e che esista un interon tale che , none
invertibile. Poicte |, e una funzione da un insieme nito in se stesso, , none invertibile equivale a dire che
n hone iniettiva, dunque esistono due vettori diversi u ev in R" tali che

nU)= n(v)=x

Ora, sianoc;d;f le con gurazione periodiche ottenute rispettivamente dau; v;x come descritto in eq. (19). Si
ottiene per costruzione chec 6 d; per il lemma test provato si ha che

1(©=f= 1(d
contraddicendo perco al fatto che ; sia iniettiva e quindi invertibile. 2

Per i motivi sopra descritti, la ricerca sugli automi cellularie spesso sinmimo di ricerca sugli automi cellulari
in niti; esiste pertanto una letteratura su ciente ad esplicare con chiarezza molti dei loro tratti fondamentali.
In questa sede esporremo idee tratte dagli articoli?, ?, ?].

7.1 Giardini dellEden

Uno dei primi tentativi di investigare l'invertibili degli automi cellul ari fu quello e ettuato nei primi anni
sessanta da Edward F. Moore e John Myhill, basato sull'idea dicon gurazione \Giardino dell'Eden (o,
pu brevemente, con gurazione GOE?'’). Una con gurazione ce GOE rispetto ad una trasformazione cellulare

se non esiste alcuna con gurazioneal tale che (d) = c. E evidente che I'esistenza di con gurazioni GOE
rispetto a implica immediatamente che non sia suriettiva, e quindi nemmeno invertibile. La limitazione di
guesto criterioe che none possibile costruire un algoritmo di veri ca di invertibilia: se si riesce a trovare una
con gurazione GOE rispetto a si ha che none invertibile, ma non si pw essere sicuri di esaurire la ricerca
della con gurazione GOE in un numero nito di passi (requisito necessario per de nizione di algritmo). I
lavoro di Moore e Myhill, comunque, diede i suoi frutti: essi dimostrarono un te@ema che serv a D. Richardson
per provare nel 1971 che una trasformazione cellularee invertibile se e sbkee iniettiva.

Per la costruzione di un algoritmo di veri ca dell'invertibilia di automi cellul ari unidimensionali a lunghezza
in nita si dovette attendere no al 1972, quando S. Amoroso e Y. N. Patt, del comando di elettronica di Fort
Monmouth dell'esercito statunitense pubblicarono un articolo ([?]) ove proposero un algoritmo di veri ca che
prendeva spunto dal teorema di Richardson, nel senso che I'algoritmo veri ca l'iniettvia della trasformazione
cellulare.

Per comprendere i teoremi di Moore e Myhill e di Richardson e necessario introdurrequalche nozione
preliminare. L'insieme delle con gurazioni nite , che negli articoli viene indicato conCr ,e l'insieme R |
ovvero l'insieme di tutte le funzioni da un ordinale nito in R. Pu semplicemente si ha che

[

C|: = R"
n2N
Data unaregola locale con raggio sinistrorg e raggio destror; possiamo de nire una funzione del sottoinsieme
di D di C¢ [
D= R"
n>r g+ rq

in modo che :D ! Cg siadata da

Chiameremo la restrizione di a Cg.

Una con gurazione parziale e una funzione da un sottoinsieme nito di Z ad R; si dice che una con gu-
razione parzialebe in accordo con una con gurazione (parziale, nita o in nita) c se

Cidom(b) = b

17 'acronimo deriva da \Garden of Eden.
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7.3 Teorema (Moore e Myhill)
Sia una trasformazione cellulare e la sua restrizione aCgr. Allora e iniettiva se e solo se per ogni
con gurazione parziale b esiste una con gurazione nita v nellimmagine di tale chebe in accordo conv.

Sia (c) = ¢®;c¢@:::: una successione in nita di con gurazioni. Diciamo chece un punto di accumu-
lazione di (c!) se ogni con gurazione parziale chee in accordo corce anche in accordo conct) per in niti
valori di i.

7.4 Lemma (Richardson)
Ogni successione in nita di con gurazioni ha un punto di accumulazione.

Dimostrazione. Sia (c)) una successione in nita di con gurazioni, e sia (m;) un buon ordine suZ. Esiste una
successionel{")) di con gurazioni parziali tali che il dominio di b e
Mi = fmj j J Ig

e tali che Kfi)e in accordo con c) per in niti valori di k. Se per assurdo non esistesse dovrebbe esserci un
valore di i per cui esiste una sottosuccessione in nita ¢*i)) tale che tutte le con gurazioni parziali ( cki))jy,
sono distinte, il che none possibile percteM; e un insieme nito. Sia c la con gurazione de nita da

Cm, = b

per ognii 2 Z. E facile veri care che ce un punto di accumulazione per (). 2

7.5 Teorema (Richardson)
Sia una regola locale; sia la corrispondente trasformazione cellulare su automi di lunghezza in nita e la
restrizione aCg. Se e iniettiva allora , applicata ad automi di lunghezza in nita, e suriettiva.

Dimostrazione. Siay una con gurazione in nita e sia (b)) una successione di con gurazioni parziali tali chey
e l'unica con gurazione chee in accordo con ogni elemento di ). Per il teorema di Moore e Myhill esistono
successioni di con gurazioni &(V) e (y() tali che per ognii si ha che

(xMy = y

e y() e in accordo con BV, Per il lemma di Richardson (x()) ha un punto di accumulazione x, che per la
costruzione usata nel lemmae tale che

x)=y
Poicte ye arbitrario, e suriettiva. 2

7.2 Algoritmo di veri ca dell'invertibilia su automi cel lulari ad una dimensione

Nel loro articolo [?], S. Amoroso e Y. N. Patt presentarono un algoritmo che veri ca se I'estengine di una data
regola localee iniettiva 0 no. Se la trasformazione veri cata risulta iniettiva, per il teorema di Richardson (7.5)
essae anche suriettiva, e quindi invertibile.

Diamo innanzitutto qualche de nizione. Sia una regola locale con raggio sinistra e raggio destror; data
da

che

injn 1
ovvero se contiene in egual quantit tutti gli elementi di R.
7.6 Lemma

Sia latrasformazione cellulare che estende con (ro; r1)-intorni applicata a vettori di lunghezza n = ro+r;+1.
Se e invertibile, e bilanciata.
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Dimostrazione. Sia (v;) il buon ordine lessicogra co suR". Poicke e invertibile, si ha che
(R") = R"
e quindi gli elementi della rappresentazione locale sono
D=f (yiro+1)ji jRj"g

EssendoR un anello nito, esiste su di esso un buon ordine, e quindi si pw scrivere

(a;:::;a1;a1)
(ag;::1;a1;a9)
(ag;:::;a1; aRj)
(ag;:: a0 a@1)
(&Rj; o0 arj: AR))

dove si pw vedere che le colonne hanno tutte gli stessi elementi, e in particolarelprima colonna ha gli stessi
elementi (in ordine diverso) della (o + 1)-esima; quindi
D=f (vw;1)ji jRj"g
ede ora immediato constatare che gli elementi diD, presi in ordine di i crescente, sono
Sl g il ARyl &R
P iR AR
jRjm 1 jRjn 1

e che quindi la rappresentazione locale di e bilanciata. 2

Alla base dell'algoritmo sta la seguente proposizione.

7.7 Proposizione (Amoroso e Patt)

Sia una regola locale con raggio sinistrorg e raggio destror;. Sian = ro+rp; +1, k = jRj, e sia
la trasformazione cellulare su automi di lunghezza in nita che estende . Allora le seguenti condizioni sono
equivalenti:

(i) e iniettiva

(i) Per ogni coppia di vettori u 6 v in R" taliche (u)= (v) e per ogni coppia di con gurazionic e d che
contengono rispettivamenteu ev alle posizionii n+1;:::;i (per qualche interoi) tali che per ognij i

( (e); =( (d);

si ha che per ogni interop i+ k knz '
Co = dp

Dimostrazione. (i) ) (ii): Poicke e iniettiva, per il lemma precedente la rappresentazione locale di

e bilanciata; dunque ci sonoM = k knz ' possibili insiemi contenenti due vettori diversi u;v 2 R" tali che

(u) = (v). Supponiamo per assurdo che l@-tuple fra le posizionii n+1ei+ M siano sempre diverse in
c e ind. Ora, devono esistere posizionj; <j, comprese frai n+1e i+ M dove len posizioni a partire
dai + j1 contengono duen-tuple distinte u®e vOrispettivamente in c e ind e len posizioni a partire dai + j»
contengono le stessa-tuple u® e v In un caso, len posizioni a partire dai + j, contengonou®in cev®in d:
ne segue che esistono due con gurazioni in nite periodiche® e d° della forma

CO

1
—~
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tali che (9 = (d9, contraddicendo all'iniettivia di . Nel secondo caso len posizioni a partire dai + j»
contengonou®in d e v@in ¢, e allora c® e d° diventano rispettivamente

& = (crnuliinv@in)
d® = (Goiov®iiu®in)
dove (%= (dY, contraddicendo alliniettivia di . Dunque deve esistere un interay nell'intervallo n+1
g M tale che alle posizionii + g;:::;i+ g+ n 1 di ced sitrovi la stessan-tupla. Supponiamo ora che

esista un interop g tale chec, 6 d,. Si pw allora ripetere I'argomento appena esposto con sostituito da p:
si costruirebbero allora due con gurazioni che di eriscono solo in qualche posizioe frapep+ M con la stessa
immagine sotto . Questo prova la prima parte del teorema.

(i) ) (i): Se per assurdo non fosse iniettiva esisterebbero con gurazionic 6 d con la stessa immagine
sotto . Da questee facile costruire due con gurazionic®, d°tali che per qualchei le posizionii n+1;:::;i
contengonon-tuple distinte u, v.con (u) = (v) e cq 6 dq per qualcheq >i + M, contraddicendo l'ipotesi. Si
possono costruirec® e d° nel seguente modo: siaj una posizione tale checq 6 dq, sia u la n-tupla centrata in
posizioneq in ¢ e siav la n-tupla corrispondente in d. Siai la posizione datadai=q M r; 1 e siac®
data da ¢ con la n-tupla centrata in i rimpiazzata da u e similmente siad® data da d con la n-tupla centrata in
i rimpiazzata da v. Le con gurazioni c® e d° cos costruite hanno le propriet richieste. 2

Proponiamo ora l'algoritmo come descritto in [?], analizzando un esempio concorrentemente alla presenta-
zione dello stesso. Per facilitare i calcoli useremo come esempio l'identia dﬁil(zz), ovvero la trasformazione
con numero di Wolfram!® 204 su (% 1)-intorni applicata ad automi di lunghezza in nita.

Sia la rappresentazione locale della trasformazione cellulare di cui si vuole invagare l'iniettivia. Sia n
il raggio d'azione di e siaR l'anello di de nizione di . Anzitutto si deve veri care che sia bilanciata. Nel
caso di 204, si ha
111 110 101 100 011 010 001 o000
7 6 5 4 3 2 1 0
# # # # # # # #
1 1 0 0 1 1 0 0

e quindi 204 e bilanciata. Procediamo ora con il test vero e proprio.

S =(k<JRj"jk 0" (k)=1i)

ordinati secondo I'ordine naturale degli interi, dove con (k) si intende applicato al vettore chee lo sviluppo
in base R dell'intero k. Nel caso del nostro esempio si h&, = (0;1;4;5) e S; = (2;3;6;7). Si noti che in
generale la cardinalin di Sje t = R" 1.

Passo 2. Per ogni insiemeS; si costruisca la suatabella dei seguenti in questo modo: la tabella hat 1
righe, e la rigaj -esima contienej caselle. Si indicizzino le righe con gli ultimit 1 elementi di §; a partire dal
secondo, e le colonne con i primi 1 elementi di S;. Nel nostro esempio si ha

So 1 S 3
4 6
5 7

0 1 4 2 3 6

18 De nito a pagina 12, cfr. anche nota 6 a pe di pagina.
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di a e di b. Un altro sottoinsieme (c; d) di due elementi di un qualcheS; e chiamato un seguente di (a;b) se le
ultime n 1 componenti di a sono le prime componenti dic e analogamente petb e d, ovvero se

= CLilia =0 o138 =G

b =di;iiish=d g5y = dn g
Si noti che poicle ¢ e d appartengono ad unS; per qualchej si ha (c)= (d), e si noti anche chec e d devono
essere distinti.

Passo 3. Nella casella indicizzata dafi;j g si scrivano tutti i seguenti di fi;j g. Se per qualche casella,
diciamo indicizzata dafa;hg, le ultime n 1 componenti dia e b sono le stesse, ovvero se

Q=bpiian=h
si ponga un simbolo nella casella. Nelle caselle rimaste vuote si ponga un simbolo. Se esiste una casella

fa; bg che annoverafa;bg fra i suoi seguenti l'algoritmo nisce e none iniettiva: si avrebbe infatti che le
con gurazioni distinte periodiche

sono mandate da nella stessa con gurazione

C@= (B @= (b))

A questo punto le tabelle dei seguenti di 204 sono

S S1 g
4 |&0 6 |49
5 (2:3) 7 6;7)
0 1 4 2 3 6

Passo 4. Si riducano le tabelle nel seguente modo: dkec; dg si trova nella casellaf a; g e la casella corrispon-
dente afc;dg ha il simbolo , si cancellif c;dg dalla casellaf a;by. Se una casellae vuota (e non ha nemmeno
il simbolo ), si ponga in essa il simbolo . Si proceda in questo modo no a chee possibile. Si noti che una
casella non pw avere entrambi i simboli e . Nel caso di 204, dopo la riduzione le tabelle appaiono come
segue:

So 1 S1 3
4 6
5 7

0 1 4 2 3 6

Passo 5. Si assegnano interi positivi a ogni casella in cui non compare il simbolo nel modo seguente:
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1. il simbolo ha peso 0.

Se esistono caselle a cui none stato assegnato alcun interonone iniettiva e l'algoritmo ha termine: infatti se
none stato assegnato alcun intero ad una casell&a; bg vuol dire che esiste una \catena di seguenti df a; bg che
termina in un nodo della catena, e quindi entra in un ciclo periodico di seguenti. Si potrebber allora costruire
due con gurazioni periodiche distinte Iimmagine delle quali sotto e unica. Nel caso di 204 si ha che le caselle
corrispondenti af 4;0g; f5; 1g; f 6; 2g; f 7; 3g hanno tutte peso 1.

Passo 6. Si considerino tutte le caselle a cui sono stati assegnati degli interi nel passo 5. &a esse non
esiste alcuna caselld a; g tale che le primen 1 componenti dia e b sono uguali, ovvero tale che

allora e iniettiva; altrimenti non loe. Nel nostro esempio abbiamo

4=100 ; 0=000
5=101 ; 1=001
6=110 ; 2=010
7=111 ; 3=011

e quindi 204e iniettiva.

Per la prima parte della proposizione di Amoroso e Patt si ha che se e iniettiva none possibile estendere
alcuna coppia di n-tuple distinte verso destra, mantenendo le immagini uguali, senza che prima di un certo
limite nito le due con gurazioni si fondano nella stessa. Questa fusione e assicuraa se nel passo 5 ad ogni
casella viene assegnato un intero (chee la lunghezza dell'estensione prima della fus®). Se dopo la fusione
le con gurazioni mantengono gli stessi simboli nelle stesse posizioni, per lseconda parte della proposizione
e iniettiva; questa veri ca avviene nel passo 6, dove si controlla che dopo lausione le due con gurazioni non
possano divergere.

Questo algoritmoe stato implementato nel programma CAlnvinf.cpp contenuto nell'appendice B. Per la
codi ca sono state usate tecniche di esplorazione di diagrammi ad albero; in prata un \cursore si sposta fra le
tabelle seguendo le catene di seguenti: se ogni catena ha una ne in una casella con il simbole se la veri ca
del passo 6 risulta positiva e iniettiva, se esistono catene periodiche none iniettiva e il programma termina.

7.3 |l gruppo G!' (R)

Nell'analisi degli automi di lunghezza nita abbiamo indicato con G"(R) il gruppo di tutte le trasformazioni
cellulari invertibili su automi di lunghezza n (cfr. cap. 5). Analogamente usiamo la notazioneG! (R) per
indicare il gruppo di tutte le trasformazioni cellulari invertibili su autom i di lunghezza in nita. Lo studio di
questo gruppoe stato intrapreso da vari ricercatori, € se ne puo trovare unasintesi nell'articolo [?]. Riportiamo
in questa sede due propriet caratteristiche.

1. Ogni gruppo nitoe isomorfo a qualche sottogruppo di Gt (R).

2. Si consideri la trasformazione che muove ogni con gurazione di una cella verso sitiia (I'analogo del ciclo
(12:::) nel caso in nito). Come nel caso nito, questa trasformazione viene comunemente chiaata shift!°.
Sia C' (R) il sottogruppo di G' (R) generato dallo shift. Poicte vale anche nel caso in nito un teorema
analogo al teorema 2.3 si ha che tutte le trasformazioni dG* (R) devono necessariamente commutare con
lo shift e le sue potenze, da cui si ottiene ch€' (R)e un sottogruppo normale di G* (R). Hedlund ha
provato che il gruppo Gt (R)=C' (R) contiene due elementi distinti di ordine due (idempotenti) tali che il
loro prodotto ha ordine in nito. Come corollario si ha che anche Gt (R) ha questa propriet.

19¢r. [2, ?].
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Finora abbiamo discusso di automi cellulari unidimensionali: abbiamo de nito un automa cellulare come una
stringa di celle che si evolve nel tempo. Applicazioni comuni per gli automi unidimensioali sono nel campo
della crittogra a, dove solitamente si deve trasformare una frase in chéro in una stringa in codice. Per le
applicazioni della sica sono molto pu utili gli automi cellulari a due, tre o pu dimensioni: per esempio, nel
caso della simulazione dei gase noto che le equazioni di Navier-Stokes hanno soluziohealescrivono turbolenze
solo in due o pu dimensioni°.

8.1 L'intorno

Come per gli automi unidimensionali parliamo di \stringa, per quelli bidimensionali parleremo di \griglia e per
quelli d-dimensionali parleremo di \reticolo d-dimensionale. Il tipo di evoluzione dell'automae sempre basato
sul concetto di regola locale che da un intorno di una cella rende il valore della cella akmpo successivo.
Mentre in una dimensione l'intorno dipende essenzialmente da due parametri, il raggi sinistro e destro, che
determinano anche la lunghezza dell'intorno, nel caso dil dimensioni i parametri da cui dipende l'intorno sono
plurimi e non facilmente catalogabili. Inoltre I'intorno non dipende solo dalle sue dimensioni ma anche dalla
sua forma: vengono spesso usati automi cellulari bidimensionali con intorno eganale (ad \alveare). Per varie
applicazioni siche si usano reticolid-dimensionali euclidei (in cui le rette delimitanti le celle siano perpendicolari
e parallele) con intorno ipercubicoV di lato | a d dimensioni. Formalmente V e una funzione R“1 R, doveR

e l'anello di de nizione dell'automa. La cella di coordinate euclidee (i1;:::;iq) vera indicata con V(i1;:::;iq).
Per determinare completamente il comportamento della legge di evoluzione e anche necessario speci care la
posizione della cella (V). Questa vera indicata con (x{’;:::;x{").

Per cb che concerne gli automi bidimensionali a reticolo quadrato si usano principalrente due tipi di intorni:
I'intorno di von Neumann (a cinque celle) e I'intorno di Moore (a nove celle). E evidente dalla gura sotto che gli
automi con intorno di von Neumann costituiscono un sottoinsieme di quelli con inbrno di Moore. Quest'ultimo
e a sua volta un esempio di intorno ipercubico a 2 dimensioni di lato 3.

von Neumann Moore
C1 C1 Co C3
C2 C3 Cq Ca Cs Cs
Cs C7 Cs Co

Gli automi bidimensionali de niti su R = Z, (le celle possono quindi assumere i valori 0 e 1) con intorno di
von Neumann sono in tutto 22° ' 4 10°, e quelli con intorno di Moore sono 2° ' 1054, In altre parole, appena
abbandoniamo il caso unidimensionale la complessia computazionale di un approccio comiatoriale esaustivo
del problema diventa ina rontabile. Per sempli care le cosee stata introdott a la nozione di \dipendenza dalla

somma: sia una regola locale de nita su un intorno di Moore; tipicamente si ava (cj;:::;ch) = 0‘5” , dove
te il tempo. La sempli cazione consiste nel considerare solo quelle regole che Em0 essere scritte come
0 1
x
t. t — A+l
O dA=g
i=1;i65

ovvero che dipendono dalla cella in evoluzione e dalla somma degli stati delle adtrcelle dell'intorno. In questo
modo bisogna prendere in considerazione soltanto'2 = 65535 regole di evoluzione. Queste regole vengono
chiamate totalistiche esteriori 2!, e possono essere descritte da un nume® dato da

X o
C= (c;n)jRjiRin*c

20¢t, 7).
21Tradotto da outer totalistic , cfr. [?].
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8.2 Game of Life

Un esempio famosissimo di regola totalistica esterioree dato datGame of Life introdotto da Conway nel 1970,
in cui una cella pw essere viva (stato = 1) o morta (stato = 0). L'evoluzione avviene secondo le seguenti regole:

Una cella mortae una cella vuota.
Una cella vuota diventa viva se ha esattamente tre celle vive nell'intorno, arimenti rimane vuota.
Una cella viva rimane viva se nell'intorno sono presenti 2 o 3 celle vive.

Una cella viva muore in tutti gli altri casi.

In pratica abbiamo (1;2)=1, (c;3)=1perc=0;1e (c;n)=0 per tutti gli altri casi. La regola del Game
of Life corrisponde pertanto aC =27+ 2% +25 =224,

La propriet pu interessante del Game of Lifee data dal fatto chee un computatore universale ¢ equivalente
alla macchina di Turing). Come tale pw simulare un qualsiasi computer: ovvepo esistono delle con gurazioni
che \mimano il comportamento delle porte logiche AND, OR, NOT e di una memoria. Queste con gurazioni
sono basate sul concetto di aliante: un aliante e una particolare con gurazione paziale che ha la propriea
di potersi spostare sulla griglia in una direzione precisa senza modi care sostaialmente la sua forma, con il
passare del tempo. Esistono con gurazioni parziali chiamate \cannoni di aliantiche producono periodicamente
degli alianti, ede stato osservato che se due alianti si scontrano in rmdo particolare si annichilano. Posizionando
in vari modi i cannoni di alianti si possono costruire le porte logiche.

8.3 Mappe transdimensionali

Avendo derivato una sostanziale quantit di risultati concernenti gli automi cell ulari unidimensionali, sarebbe
opportuno trovare dei modi di applicarli anche ad automi a pu dimensioni. Cerchereno di costruire delle mappe
particolari che permettano di simulare un automa d-dimensionale per mezzo di uno (o pu) automi ad una sola
dimensione. Percte la simulazione abbia senso, le mappe transdimensionali devonaese ovviamente biiettive.
Solitamente le simulazioni con valore pu generale consistono nell'immagezinare le informazioni contenute
nell'intorno dell'automa a d dimensioni per mezzo un anellaR di de nizione dell'automa unidimensionale che
sia di cardinalia. maggiore rispetto all'anello S su cuie de nito l'automa d-dimensionale. Per fare un esempio,
e possibile simulare un intorno di Moore de nito su S = Z, (ci sono 2 = 512 intorni possibili) con un intorno
a raggio destro e sinistro 1 de nito su un anelloR = Zg (8% = 512 intorni possibili).

8.3.1 Mappa dell'intorno ipercubico

Supponendo di avere un automa cellulared-dimensionale su un reticolo euclideo, de nito su un anelloS, con
intorno ipercubico V di lato | a d dimensioni e con legge di evoluzione : s 1 s, esso pw essere simulato da
un insieme di automi cellulari unidimensionali de niti su un anello R di cardinalit ij'd ", con intorno U di
lunghezzal che si evolvono in parallelo con la stessa regola locale: R' ! R. De niamo U nel modo seguente:

X HURETEEE) H
u(i) = V(i jq)jsjdeizii o)

Siricorda che decfy;:::;an) = E:l anjAj" 1 dove Ae l'anello di de nizione degli ay; ovvero, la funzione dec
ritorna il numero in base 10 di cui (a;;:::;a,)e la rappresentazione in basejAj. Nel caso menzionato sopra
l'anello di de nizione di jo;:::;jge Z;. Supponiamo ora che sotto I'e etto di  l'intorno V si sia trasformato

nellintorno V° De niamo come:

8.1 Esempio
E dato l'automa cellulare bidimensionale con intorno di Moore de nito su S al tempo t
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C1 C2 Cs

Cq Cs Ce

% Cg Co

con le condizioni al contorno periodiche, ovvero ripiegato in forma toroidale.Questoe equivalente ai tre automi
unidimensionali con intorno di lunghezza 3 (sempre con condizioni al contorno periodiche) de nitsu un anello
R di cardinalin jSj?

7+ C1jSj+ GjSj? | Cs+ jSj+ GsjS|® | o+ C3jSj+ CojSj?

CL+ CajSj+ ¢7jSj? | C2+ CsjSj+ cajSj* | 3+ C6jSj+ CojSj?

s+ C7jSj+ C1jSj? | s+ cajSj+ 6jSj? | Cs + GojSj + c3jSj?

Se al tempot + 1 la legge di evoluzione ha trasformato V in

0 0 0
G & G
g | & | &

0 0 0
G Cs Co

allora al variare di U si ha

(Cr + C1jSj + C4jSj%; Cs + CojSj + CsjSj%; o + C3jSj + C6jSj?) = €§ + C9Sj + c2jSj?
(C1 + C4jSj + C7iSj%; c2 + CsjSj + CajSj%;Ca + CojSj + CojSj?) = €3 + jSj + cBjSj?
(s + C7jSj + C1jSj?; Cs + CaiSj + C2jSj%; s + CojSj + C3jSj?) = €2 + jSj + C3jSj?

e similmente per glishift di U. E evidente che questa trasformazionee biiettiva: con i tre automi unidimensimali
si pw ricostruire l'automa bidimensionale convertendo i numeri in basejRj in rappresentazioni vettoriali di
numeri in basejS;. 2

8.3.2 Mappa diagonale

Solitamente nella simulazione di automi si parte da un automad-dimensionale e si cerca di simularne il com-
portamento con uno o pu automi unidimensionali. L'idea della mappa diagonale nascein modo opposto:
prendiamo un automa ad una dimensione e vediamo quali automi pluridimensionali posso essere simulati con
'automa dato. Ne ricaveremo una regola applicabile ad una sottoclasse di autona pu dimensioni. La nozione
della mappa diagonale si basa sul fatto che sae un intero con fattorizzazione in primi pf*  pg* sussiste
l'isomor smo di gruppi

n=Cgl i Cx (20)

dove C, e il gruppo ciclico generato da (12:::n). Questo isomor smo suggerisce un modo naturale per mappare
una stringa di lunghezzan su un reticolo k-dimensionale con lati di lunghezzep*;:::;ps*. Per comodit di
notazione esprimiamo conX' (coni che varia fra 0 en 1) la (i + 1)-esima cella di un automa unidimensionale



62 8 AUTOMI CELLULARI D-DIMENSIONALI

di lunghezzan con (rp;rq)-intorni tali che ro+ r; +1  n. Chiamiamo lisomor smo (20): e la mappa
diagonale. Allora si ha

dove X; e il generatore di Cpe;. Usando si pwo mappare in modo coerente lai-esima cella dell'automa
unidimensionale sulla cella dell'automa pluridimensionale corrispondente alla pgizione

8.2 Esempio
Sia dato un automa unidimensionale di lunghezza 6 e applichiamo la mappa diagonale per etiere un automa
bidimensionale su una griglia 2 3. Si ottiene un isomor smo

CGZhXiZhXJ_ithi:Cg Cg
da cui
(X% = (1) = (X$X)H=(1:1)
(X) = (X1;X2)
(X% = (1;X3)
(X% = (X1
(X% = (1:X2)
(X®%) = (X1X3)

L'andamento dell'automa bidimensionalee meglio esplicato da un diagramma:

Si pw osservare dalla gura che la forma dell'intorno dell'automa bidimensionaee diagonale (di qui il nome
della mappa). 2

8.4 Reversibilia degli automi bidimensionali

Abbiamo visto nella sezione 7.2 che esiste un algoritmo per determinare la rev&@bilia di una regola locale su
automi unidimensionali di lunghezza in nita. | creatori dell'algoritmo avvertono tut tavia che \il loro risultato

e limitato a stringhe ad una dimensione. Sebbene le tecniche impiegate si possano mincipio estendere a pu
dimensioni, sembra che in pratica sia molto di cile implementarle. E estremamente probabile che una generaliz-
zazione pluridimensionale richieda un approccio completamente diveréé. Jarkko Kari ha poi dimostrato (cfr.
[?]) che la reversibilia di automi di dimensione 2 con intorno di Moore none decidibile, ovvero che non esiste
un algoritmo?® in grado di decidere se una data regola locale sia o0 non sia iniettiva. La dimosizione di Kari
si basa sul \problema della quadrettatura del piand*. E dato un numero nito di quadrati di lato unitario con

i bordi colorati. Disponiamo di in nite copie di questi quadrati ma non possiamo ruotarli. Una quadrettatura

22Cfr. [?], pag. 449.
Z3per de nizione un algoritmoe una procedura di un numero ni to di passi.
24Tradotto da tiling problem .
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e valida se per ogni coppia di quadrati contigui il bordo comune ha lo stesso col@. Si deve decidere se con i
guadrati datie possibile quadrettare tutto il piano. R. Berger ha provato nel 1966 ([?]) che il problema none
decidibile, e Kari ha dimostrato che il problema della decidibilii della reversibilita di un automa bidimensionale
con intorno di Mooree equivalente al problema della quadrettatura del piano. La dimostrazione si basa sul fatto
che con linsieme nito di quadrati unitarie possibile costruire un particola re automa cellulare bidimensionale
chee reversibile se e solo se il piano pw essere quadrettato.



9 Conclusione

Fra le varie tematiche arontate in questa tesi, tre principalmente sono quelle che abbisognano di ulteriore
ricerca e sviluppo.

1. Le considerazioni riguardanti la struttura del gruppo G"(R) (vedi capitolo 5 a pagina 35). In particolare
si sono trovate (ahirre troppo tardi per essere incluse in questa sede) delle coemienti rappresentazioni
fedeli dei gruppi G; di cui G"(R)e il prodotto diretto; inoltre sembra che ci possano essere diversi legami
con la teoria dei codici correttori d'errore.

2. La \questione aperta di cui si parla a pagina 50. Purtroppo la dimostrazionedi Jarkko Karie costruita
ad hoc per la regola \180. Sarebbe opportuno dimostrare l'ipotesi di invertibilia su lunghezze dispari
in modo indipendente dalla struttura \interna della trasformazione, cos da appli carla anche alle altre
trasformazioni menzionate sopra.

3. L'ultimo capitolo, e in particolare i concetti di mappe transdimensionali, vanno approfonditi molto
maggiormente.

E inoltre evidente dal lavoro svolto che trattare la non linearia con m etodi combinatoricie sempre di cile
e non sempre fruttuoso. Speriamo di avere comunque mostrato attraverso le p@rdi calcolo numerico che un
tentativo in questo senso non deve necessariamente restare legato al limbo deteoria inapplicabile.
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A Appendice: Il Programma

Name: CAlnvPrm
ﬂiﬁ%&e: Lo f!hg ffe inverse of a local CA rule (if it exists)
with the permutation method (see dissertation)
Source: MS Visual C++ 4.0
History:
21/06/97 1.0 works.
26/06/97 11 Added APIL support and an option
for testing all !ransforma!ions
26/06/97 12 rewtrrétg gn?t?llcnle parser and added
option for simpler output
28/06/97 13 added -nodec flag and fixed some
parser bugs. Also changed the
way -all flag cycles through the
transf (now much quicker, w/o APIL)
30/06/97 1.4 added -infile: option and changed
the way -simple outputs, so can take
a redirection with -simple as an infile
17/08/97 1.5 added -complex flag
Notes: (unsigned)
IR| ,r_0, r_1, n, *vectors, *localrules ... int
|R|’\n *globalrules, [*localrules|, |*globalrules| ... long int
vectors, or numbers, are in form (v_1, \ldof ts v_n);
global rules are in form (v_0, \ldots, v_{|R[*n -1}) (different from
dissertation standards); local rules as in thesis
EXIT CODES; 0 - all ok.
1~ not enough memory
% - —v flag set wnh -all flag
4 - olby sammang e ke
6 - infile is O bytes long
- |nfll? doesn't_contain_transformations,
é - t%tll not reaa transformation from infile
- infile Ilne too long
10 - etc
N.B. This program relies on APIL.H and APIL.CPP (see later in
this appendix).
*/
#inc| uée gth .h>
#include <st
#include lh
#inclu <str|ng
< >
Hinclude sipimn
#qgﬂpe API

#ung f MESG

# elne MESG "CAInvPrm 1.5 (Using perms. & APIL 1) - Leo Liberti 1997\n"
#ifndef RUE

#?ngi?f Flfn\is:TzRUE !
gﬁdeflne FALSE 0

e g&el?llﬁgSPLUS 1

vy et YRinUs 1

i de?lneEBASE 10

adr ARGS
unde

nfﬁf? AR ﬁ 5

#'?" efd e TNLEN 80

# f

o d§de he BOFLEN 160

#el

I* begin function list *

unsigned int mod(long a, unsigned int n)

unsigned int a3;
long al, a2;

al = a % (long) n;
ifal < 0)

else

a2 = n + al;
a2 = al;

= (unsigned |m) az;
return as3;

}

I* Following functions already defined in apil.cpp; only read them in
if APIL is not defined */

ﬁgg%‘ﬁeéﬁghg power(unsigned long a, unsigned long n)
{ unsigned long u, v, t;
u=n
v = 1
whlle(u 1= 0)
iflu % 2 == 1)
V=Vv*rg
u 7= u 2;
?etum v;
}
int sgn(long a)
ifta >= 0)
return (int) PLUS;
else

return (int) MINUS;

char int2char(unsigned short int p)

return p + ‘0

void check_char(char *t, unsigned long c)

|f(str|e(n(l) >) c_) "0

if(1t)

Il error 2 : no memory
fprintf(stderr, "CAInvPrm: check_char: ERROR: Not enough memory.\n");
exit(1);

}
char *itoa(unsigned long p)
unsigned long digits, i;
char *ret;
if(p == 0)
digits = 1;

|
€'5€ digits = (unsigned long) floor(log10((double) p)) + 1;

Il ret = new char[digits];

CAInvPrm
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ret = (char *) malloc(digits);
check_char(ret, digits);
for(i = O; i < digits; i++)
*(ret + digits - i - 1) = int2char((p / \
power(BASE, (unsigned long) i)) % BASE);
return ret;

%keg% of functions defined in apil.cpp */
I* this is for vectors */

unsigned int *dec2vect(unsigned int R, unsigned long veclen, \
unsigned long s)

{ unsigned long int i;
unsigned int *v;
v = (unsigned int *) malloc(veclen * sizeof(int));
if('v)
fprintf(stderr, "CAInvPrm: dec2vect: ERROR: Not enough memory.\n");
exit(1);
for(i = 1; i <= veclen; i++)
*v +i-1) = (s / power(R, veclen - i)) % R
return v;
}

/* this is for rules */

unsigned int *dec2local(unsigned int R, unsigned long veclen, \
unsigned long s)

{

unsigned long int i;

unsigned int *v;

v = (unsigned int *) malloc(veclen * sizeof(int));
if(v)

fprintf(stderr, "CAInvPrm: dec2local: ERROR: Not enough memory.\n");
exit(1);

for(i = 0; i < veclen; i++)
*(v + veclen - i - 1) = (s / power(R, i)) % R;
return v;
}
/I ... with APIL support
unsigned int *dec2local(unsigned int R, unsigned long veclen, api s)
api api_tmp;
unsigned long int i, tmp;
unsigned int *v, t;
v = (unsigned int *) malloc(veclen * sizeof(int));
if(v)
fprintf(stderr, "CAInvPrm: dec2local (APIL): ERROR: Not enough memory.\n");
exit(1);

tmp = 1;
for(i = 0; i < veclen; i++)

api_tmp = (s / tmp) % R;
t = atoi(api_tmp.api2char());

*(v + veclen - i -1) =t
tmp = tmp * R;
return v;

}

/I Transform a local in a decimal rep

unsigned long local2dec(unsigned int R, unsigned long veclen, \
unsigned int *localrule)

{ unsigned long i, dec, tmp;
dec = 0;
tmp = 1;
for(i = 0; i < veclen; i++)
{
dec = dec + *(localrule + veclen - i - 1) * tmp;
tmp = tmp * R;
}
return dec;
}

Il ...with APIL support

api local2dec_api(unsigned int R, unsigned long veclen, \
unsigned int *localrule)
{ unsigned long i;
api dec, tmp;
dec = 0;
tmp = 1;
for(i = 0; i < veclen; i++)
dec = dec + tmp * (*(localrule + veclen - i - 1));
tmp = tmp * R;
}
return dec;
}

unsigned long apply_rule(unsigned int R, unsigned int n, \
unsigned int r0, unsigned int r1, \
unsigned int *localrule, \
unsigned long vector)

unsigned int i, j, |, d, m;
unsigned int *v;
unsigned long t, td, c, c1; //p;
long tmp;
i=0;
power(R, n);
d=7r0+rl+1;
td = power(R, d);
v = dec2vect(R, n, vector);
c=0;
for(i = 0; i < n; i++)
{ I = -1
cl =0
for = 0; j < d; j++)
tmp = (long) | - (long) r0 + (long) j;
m = mod(tmp, n);
I* Per la definizione di mod()
vedi piu sotto */
cl =cl+ (*(v+ m)* power(R, d - 1 -j);
}
Il p = (rule / power(R, cl)) % R;
¢ = c + (*(localrule + td - c1 - 1)) * power(R, i);
}
return c;
}

unsigned int *BT2AT(unsigned int R, unsigned int n, \
unsigned int r0, unsigned int r1, \
unsigned int *psi)

unsigned int d, i, j, I, t1, t2, t3;
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unsigned int *phi;
d=r0+rl+1;
t1 = power(R, n);
t2 = power(R, d);
t3 = power(R, n - d);
i = (unsigned int *) malloc(tl * sizeof(int));
for(i = 0; i < t2; i++)
{ I =i*t3
for(j = 0; j < t3; j++)
*(phi + | + ) = *(psi + i);

}
return phi;
}
unsigned int *AT2BT(unsigned int R, unsigned int n, \
unsigned int r0, unsigned int r1, \
unsigned int *phi)

{ unsigned int d, i, t1, t2, t3;
unsigned int *psi;
d=r0+rl+1;
tl = power(R, n);
t2 = power(R, d);
t3 = power(R, n - d);

i = (unsigned int *) malloc(t2 * sizeof(int));
for(i = 0; i < t2; i++)
*(psi + i) = *(phi + i * 13);
return psi;
}

unsigned long *local2global(unsigned int R, unsigned int n, \
unsigned int r0, unsigned int r1, \
unsigned int *localrule)

{ unsigned long i, t, *globalrule;
t = power(R, n);
globalrule = (unsigned long *) malloc(t * sizeof(long int));
if('globalrule)
fprintf(stderr, "CAInvPrm: local2global: ERROR: Not enough memory.\n“);
exit(1);
for(i = 0; i < t; i++)
*(globalrule + i) = apply_rule(R, n, r0, rl, localrule, i);
return globalrule;
}

/* this function also attempts to find a shortened version of
the local rule corresponding to *globalrule and sets rl to
the correct value (so if r1 = n - r0 - 1 it means there is
no shortened version) */
unsigned int *global2local(unsigned int R, unsigned int n, \
unsigned int r0, unsigned int *r1, \
unsigned long *globalrule)

unsigned short flag;

unsigned int *localrule, *shortlocal, I, k;

unsigned long t, i, j, d, y, z1, z2;

double x;

t = power(R, n);

localrule = (unsigned int *) malloc(t * sizeof(unsigned int));
/* find the long version of the local rule */

for(i = 0; i < t; i++)

*(localrule + t - i - 1) = (*(globalrule + i) / power(R, n - 10 - 1)) % R;

ﬁagseg ,lItRlbg;an be shortened */
/* find a possible "n - d" */

= *localrule;
i=0 .
whllelg‘s_l;ocalrule +i+1)==1)
if(i > 1)
{

x = log((double) i) / log((double) R);
= (unsigned long) floor(x + 0.5);
* test if n-d=y is in \mathbb{z} */
z1 = power(R, Y);

if(zl ==i)

<

/* test if n-d=y is all right for the other positions */
d= .

J* check that d >= 2 %/

ifld < 3 &% n > 2)
d=3

n-d;

z1 = power(R, y);

else ifd == 1 && n == 2)

d=2

=L
z1 = R;
power(R, d);

*rl = d-r0- 1,
for( = 0; j < z2; j++)
k = *(localrule + j * z1);
for(i = 1; i < z1; i++)
if(<(localrule + j * z1 + i) != k)
flag = FALSE;
break;
if(flag == FALSE)
break;

}
if(flag == TRUE
shortlocal = AT2BT(R, n, r0, *r1, localrule);
e

1 =n-10-1;
shortlocal = localrule;
}
%Ise
*l=n-r0

-1
shortlocal = localrule;

%Ise }

L =n-1r10 - 1;
shortlocal = localrule;

return shortlocal;

void local_out(unsigned long loc_len, unsigned int *localrule, FILE *fp)
unsigned long i;

fputs("(*, fp);
for(i = 0; i < loc_len - 1; i++)
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fprintf(fp, "%u,", *(localrule + i));
fprintf(fp, "%u)", *(localrule + loc_len - 1));

/* verify that prm is a permutation, and if it is, find the inverse.
if it isn't, return an array with zero entries */
unsigned long *prm_inverse(unsigned long prm_len, unsigned long *prm)
{ unsigned short int *checklist;
unsigned long int i, *inv;
int flag;
checklist = (unsigned short *) malloc(prm_len * sizeof(short int));
if(lchecklist)

fprintf(stderr, "CAInvPrm: prm_inverse: ERROR: Not enough memory.\n");

exit(1);
inv = (unsigned long *) malloc(prm_len * sizeof(long int));
if(linv)
{
fprintf(stderr, "CAInvPrm: prm_inverse: ERROR: Not enough memory.\n");
exit(1);
}
flag = TRUE;
for(i = 0; i < prm_len; i++)
{
(*(checklist + i)) = 0;
(*(inv + 1)) = 0;
}
for(i = 0; i < prm_len; i++)
{
if(++(*(checklist + *(prm + i))) > 1)
flag = FALSE;
break;
}
}
free(checklist);
P

/I the simplest response is the quickest!
ifflag == TRUE)
*inv = 1;

*
if(flag == TRUE)
for(i = 0; i < prm_len; i++)
*@inv + *(prm + i) = i;
return inv;

/* careful: if outputting in cycle format (cycleflag == TRUE)
and prm is not a permutation, there is an infinite loop */
void prm_out(unsigned int R, unsigned long prm_len, unsigned long *prm, \
FILE *fp, short int cycleflag, unsigned int complexflag)
{

unsigned long i, j, jsav, k, [;
unsigned short *checklist;
unsigned int length;

char str[80], *baseNum;

if(complexflag == TRUE)

length = (unsigned int) floor(log((double) prm_len) / log((double) R) + 0.5);
baseNum = (char *) malloc(length * sizeof(char));
check_char(baseNum, length);
}
if(cycleflag == TRUE)
{
checklist = (unsigned short int *) malloc(prm_len * sizeof(short int));
for(i = 0; i < prm_len; i++)
. *(checklist + i) = 0;
i=0;

while(*(prm + i) == i)

(*(checklist + i))++;
i+

if(i == prm_len)
break;
}
if(i == prm_len)

fputs(*(1)", fp);
Ise
* start finding cycles */
1=1
for(;})

I* follow through a cycle */
for(k = 0;;k++)
{

ifk > 0)

if(complexflag FALSE)
fputs(itoa(j), fp);
Ise

for(l = 1; | <= length; I++)
*(baseNum + | - 1) = int2char((j / power(R, length - 1)) % R);
fputs(baseNum, fp);

(*(checklist + j))++;

jsav = j;

j = *(prm + jsav);
=i

iftk > 0)

if(complexflag
fputs("

FALSE)

| fo):
else fputs(")\n",fp);

reak;
Ise
if(k == 0)
{
strepy(str,

if(complexflag == FALSE
fputs(strcat(str, itoa(jsav)), fp);

Flse
for(l = 1; | <= length; I++)
*(baseNum + | - 1) = int2char((jsav / power(R, length - 1)) % R);
fputs("\n", fp);
fputs(strcat(str, baseNum), fp);
}
fputs(",", fp);

}
[*_s%qrch for an unused number */
while(*(checklist + j) > 0)

i+

ifG > prm_len - 1)
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break;
}
/* check if there are any */
ifj == prm_len)
break;

I* there are some; start again with new cycle */
F=1
}

free(checklist);

ise

0 i < prm_len - 1; i++)

fputs(itoa(*(prm + i), fp);
fputs(",", fp);

%puts(itoa(*(prm + prm_len - 1)), fp);
fputs(")", fp);

}
}

void help()
{

fprintf(stdout, MESG);

printf("
printf("
printf("
printf("
printf(\n
printf("
printf("
printf("
printf("
printf("
printf("
printf("
printf("
printf("
printf("
printf("
printf("
prmtf(

}

This program finds the inverse (if possible) of cellular\n);
automata transformations expressed in decimal or local\n"’
representation (see relevant paper for details). Output is\n");
appended both to stdout and to the file CAlnvPrm.log. Usage:\n");
[drive:\dir\]CAInvPrm [options] R n r0 rl [sigma]\n\n");
where R is the size of the ring of interest, n is the length ofin");
cellular automata, r0 is the left radius, rl is the right radius\n");
sigma is the decimal representation of the transformation to invert\n");
Options: -local program asks for local representation; argument sigma\n”);
is then NOT required. This option cannot be used with
-all program tests all transformations of {\\cal B}_{r_0,r_1}"n(R)\n’
this option cannot be used with either -local or -infile.\n"’
-simple output is as follows:\"transformation being tested\" if it\n");
is invertible, nothing if it isn't.\n");
-complex decimal representations is suppressed from cyclic\n");
representations of permutations.\n");
-nodec program doesn't output any decimal representation;\n");
useful with -all, to avoid losing time with conversions.\n");
-nostdout doesn't output to stdout, only to log file. This option\n");
saves time by not calling screen routines.\n");
-outfile:<file> sets a name for the log file. Default is\n");
CAInvPrm.log.\n");
-infile:<file> sets a name for an input file. Each line of the\n");
file must contain a decimal or local rep. of a transf.\n");
This option cannot be used with either -all or -local.\n\n");

I1An");

int main(int argc, char *argv[])

api api_sig, api_inv; // api_counter, api_limit, api_R;

int arg_i;
unsigned
unsigned
unsigned
unsigned
unsigned
unsigned
FILE *f,

int R, n, r0, rl, *ritmp, tmp, *sigm, *ta, nodecflag, invflag;
int vflag, allflag, simpleflag, stopflag, numofargs, num;

int nostdoutflag, alternatefileflag, infileflag, int_buffer;

int complexflag;

long int i, td, tdtmp, tn, *sigma, *tau, sig, longlimit;

long int counter;
*g

char *justdoutput, alternatefile[FNLEN], infile[FNLEN], buffer[BUFLEN], c;

longlimit =

= ULONG_MAX;

s
Il here beginneth the new parser //
T

11 init
Vil&y = FALSE;
simpleflag = FALSE;

allflag =

FALSE;

nodecflag = FALSE;
nostdoutflag = FALSE;
alternatefileflag = FALSE;

infileflag =

FALSE;

complexflag = FALSE;
strcpy(alternatefile, "CAInvPrm.log");
numofargs = ARGS;

num = numofargs;

api_sig = 0;

sig = NULL;

g = NULL;

Il check

that there is a valid command line!

iflargc <= ARGS)

help();
exit(0);

Il parse
for(arg_i

= 1; arg_i < argc; arg_i++)

if(*(argvlarg_i]) == ")
{

Ise

/I options
if(stremp(argvlarg_i], "-local’) == 0)
vilag = TRUE;

numofargs = ARGS - 1;
}
else if(strcmp(argvlarg_i], "-all") == 0)

allflag = TRUE;
numofargs = ARGS - 1;

else if(strcmp(argvlarg_i], "-simple”) == 0)
simpleflag = TRUE;

else if(strcmp(argv[arg_i |] "-complex") == 0)
complexflag = TR

else if(strcmp(argvlarg_i |] "-nodec”) == 0)
nodecflag = TRUE;

else if(strcmp(argv[arg_i]
nostdoutflag = TRUE;

else if(strstr(argv[arg_i], "-outfile:") != NULL)

"-nostdout”) == 0)

alternatefileflag = TRUE;
strepy(alternatefile, argv[arg_i] + 9);
else if(strstr(argvfarg_i], "-infile:") = NULL)

infileflag = TRUE;
strepy(infile, argv[arg |] + 8);
numofargs =

Llse

fprintf(stderr, "CAInvPrm: main: WARNING: Unrecognized cmd line flag %s.\n", argvlarg_i]);

Il arguments
switch(num)

seif%n:umofaxrgs; == ARGS)
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api_sig = argv[arg_i];
if(api_sig < longlimit)
{

sig = atol(api_sig.api2char());
api_sig = 0;
um--;

Ise

fprintf(stderr, "CAInvPrm: main: WARNING: Expecting %u cmd line args, found %u.", \

numofargs, numofargs + num);

fprintf(stderr, "CAInvPrm: main: WARNING: Ignoring extra cmd line argument %s", \

argv[numofargs + numj);
Lreak:
caserf. atoi(argvlarg_i]);
num--;

break;
caserg ‘= atoi(argv[arg_i]);
num:

atoi(argv[arg_i]);
num--;
break;

defaylt:. . . .
lfpnmf(stderr, "CAInvPrm: main: WARNING: Expecting %u cmd line args, found more.”, numofargs);
fprintf(stderr, "CAInvPrm: main: WARNING: Ignoring extra cmd line argument %s", argvlarg_i]);

}
}

/I not enough arguments on cmd line
if(nhumofargs + num - ARGS> 0)

help();

fprintf(stderr, "CAInvPrm: main: ERROR: Expecting %u cmd line args, found %u\n", numofargs, numofargs - num);

exit(4);

/I check -local and -all flags
if(vflag == TRUE && allflag == TRUE)

help();
fprintf(stderr, "CAInvPrm: main: ERROR: -local and -all flag cannot be set together.\n");
exit(3);

Il check -local and -infile flags
if(vflag == TRUE && infileflag == TRUE)

help();
fprintf(stderr, "CAInvPrm: main: ERROR: -local and -infile flag cannot be set together.\n");
exit(3);

/I check -infile and -all flags
if(infileflag == TRUE && allflag == TRUE)

help();
fprintf(stderr, "CAInvPrm: main: ERROR: -infile and -all flag cannot be set together.\n");
exit(3);

I
/I here endeth the new parser //
i
Il check input data
ifrO + r1 + 1 > n)

help();
fprintf(stderr, "CAInvPrm: main: ERROR: r0 + r1 + 1 must be less than or equal to n.\n");
exit(2);

/I set up everything for work

tn = power(R, n);

td = power(R, 10 + r1 + 1);

sigm = (unsigned int *) malloc(td * sizeof(int));

Il check vlag

if(vilag == TRUE)

{
fprintf(stderr, "CAInvPrm: main: WARNING: -v option set, scanning for input.\n");
/I inputting local rep
for(i = 1; i <= td; i++)

fprintf(stderr, "CAInvPrm: Input rule sigma, pos %lu out of %lu:", i, td);
fscanf(stdin, "%u", &mp);
*(sigm + i - 1) = tmp;

/I calculating decimal rep
if(nodecflag == FALSE)
{

api_sig = local2dec_api(R, td, sigm);
if(api_sig <= longlimit)

sig = atol(api_sig.api2char());
api_sig = 0;

}
%Ise
api_sig = 0;
sig = NULL;
) }
else if(numofargs == ARGS)

if(sig == NULL)
sigm = dec2local(R, td, api_sig);
else sigm = dec2local(R, td, sig);

}

Il check allflag
if(allflag == TRUE)
{

/I initialize sigm
sigm = dec2local(R, td, 0);
sig = NULL;
api_sig = 0;
}
Il check infileflag
if(infileflag == TRUE)

/I initialize sigm

if((g = fopen(infile, "r")) == NULL)
fprintf(stderr, "CAInvPrm: main: ERROR: Can't open %s for input\n", infile);
exit(5);

Ise
if(fscanf(g, "%c", &c) == EOF) /I deal with rems and etcs

fprintf(stderr, "CAInvPrm: main: ERROR: %s is 0 bytes long.\n", infile);
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exit(6);
while(c 1= '( && (¢ < '0' || ¢ > '9)
while(c != "\n")
if(fscanf(g, "%c", &c) == EOF)

fprintf(stderr, "CAInvPrm: main: ERROR: %s does not contain transformations.\n", infile);
exit(7);

?f(fscanf(g, "%c", &c) == EOF)

fprintf(stderr, "CAInvPrm: main: ERROR: %s does not contain transformations.\n", infile);
exit(7);

}
iflc == '() /I local reps
fori = 0; i < td - 1; i++)
if(fscanf(g, "%u,", &int_buffer) == EOF)

fprintf(stderr, "CAInvPrm: main: ERROR: Could not read transformation from %s.\n", infile);
exit(8);

%Ise *(sigm + i) = int_buffer;
if(fscanf(g, "%u)", &int_buffer) == EOF)

fprintf(stderr, "CAInvPrm: main: ERROR: Could not read transformation from %s.\n", infile);
exit(8);

b

e *(sigm + td - 1) = int_buffer;
if(nodecflag == FALSE)
{

api_sig = local2dec_api(R, td, sigm);
sig = NULL;
if(api_sig <= longlimit)

sig = atol(api_sig.api2char());
api_sig = 0;

else /I decimal reps

{ i=0;
while(c != \n" && c != EOF)
{
buffer[i] = c;
i++;
if(i >= BUFLEN)

fprintf(stderr, "CAInvPrm: main: ERROR: %s - line too long.\n", infile);
exit(9);

fscanf(g, "%c", &c);

buffer[i] = 0"
api_sig = buffer;

sig = NULL;
if(api_sig <= longlimit)

sig = atol(buffer);
api_sig = 0;

if(sig == NULL,

sigm = dec2local(R, td, api_sig);
|
eise sigm = dec2local(R, td, sig);

}
}
11 initialize loop
I try opening the log file
f = fopen(alternatefile, "a+");
fprintf(stdout, MESG);
fprintf(stdout, "\nCalculating inverses of transformations in B_(%u,%u)"%u(Z_%u):\n\n", r0, r1, n, R);
if(f 1= NULL)

fprintf(f, MESG);

fprintf(f, "\nCalculating inverses of transformations in B_(%u,%u) %u(Z_%u):\n\n", 0, rl, n, R);
ritmp = (unsigned int *) malloc(sizeof(unsigned int));
invflag = FALSE;

stopflag = FALSE;
while(stopflag == FALSE)
{

/I do all the work!

sigma = local2global(R, n, r0, r1, sigm);
tau = prm_inverse(tn, sigma);

Il check simplefl

ag
if(simpleflag TRUE)

/I simplest things are the quickest!
if(nodecflag == FALSE)
if(sig == NULL)
justdoutput = api_sig.api2char();
else . . .
justdoutput = itoa(sig);
if(*tau = *(tau + 1))
if(nostdoutflag == FALSE)
fprintf(stdout, "%s\n", just4output);
if(f 1= NULL)
fprintf(f, "%s\n", justdoutput);
invflag = TRUE;

Ise
if(*tau != *(tau + 1))
if(nostdoutflag == FALSE)

local_out(td, sigm, stdout);
fprintf(stdout, "\n");

}
if(f 1= NULL)
local_out(td, sigm, f);
fprinf(f, "\n");
?nvﬂag = TRUE;
}
Ise
/I complex stdout output
if(*tau != *(tau + 1))

*ritmp = rl;
ta = global2local(R, n, r0, rltmp, tau);
tdtmp = power(R, r0 + *ritmp + 1);
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invflag = TRUE;

if(nostdoutflag == FALSE)

/I output to stdout

fpULS (st ™, stdout);

1l fputs(MESG, stdout);

11 fprintf(stdout, "\nCalculating inverse of transformation in B_(%u,%u)"%u(Z_%u):\n\n", r0, r1, n, R);
if(nodecflag == FALSE)

if(sig '= NULL)
fprintf(stdout, " Decimal representation: %lu\n", sig);

else fprintf(stdout, " Decimal representation: %s\n", api_sig.api2char());

fputs(" Local representation: ", stdout);
local_out(td, sigm, stdout);

fputs("\n Global representation: ", stdout);
prm_out(R, tn, sigma, stdout, FALSE, complexflag);
i(f(*tau 1= *(tau + 1))

fputs("\n Global representation (cycles): “, stdout);
prm_out(R, tn, sigma, stdout, TRUE, complexflag);
fputs("\n\nFound Inverse: \n\n", stdout);
api_inv = local2dec_api(R, tdtmp, ta);
if(nodecflag == FALSE)
fprintf(stdout, " Decimal representation: %s", api_inv.api2char());
fprintf(stdout, "\n Local representation with r_0=%u, r_1=%u: ", r0, *rltmp);
local_out(tdtmp, ta, stdout);
fputs("\n Global representation: ", stdout);
prm_out(R, tn, tau, stdout, FALSE, complexflag);
fputs("\n Global representation (cycles): ", stdout);
prm_out(R, tn, tau, stdout, TRUE, complexflag);

?else S . "
fputs("\n\nTransformation is not invertible”, stdout);
fpULS("\memmsk sk \n'" - stdout):

}

if(f '= NULL)
T e )
Il fprintf(f, MESG);

11 fprintf(f, "\nCalculating inverse of transformation in B_(%u,%u)"%u(Z_%u):\n\n", 10, r1, n, R);
if(nodecflag == FALSE)

if(sig '= NULL)
fprintf(f, " Decimal representation: %lu\n", sig);
else fprintf(f, " Decimal representation: %s\n", api_sig.api2char());
}
fputs(" Local representation: ", f);
local_out(td, sigm, f);
fputs("\n Global representation: ", f);

prm_out(R, tn, sigma, f, FALSE, complexflag);
if(*tau = *(tau + 1))
{

fputs("\n Global representation (cycles): ", f);
prm_out(R, tn, sigma, f, TRUE, complexflag);
fputs("\n\nFound Inverse: \n\n", f);
/I api_inv = local2dec_api(R, tdtmp, ta);
if(nodecflag == FALSE)
fprintf(f, " Decimal representation: %s", api_inv.api2char());
fprintf(f, "\n Local representation with r_0=%u, r_1=%u: ", r0, *ritmp);
local_out(tdtmp, ta, f);
fputs("\n Global representation: ", f);
prm_out(R, tn, tau, f, FALSE, complexflag);
fputs("\n Global representation (cycles): ", f);
prm_out(R, tn, tau, f, TRUE, complexflag);

élse L . y
fputs("\n\nTransformation is not invertible”, f);
fpUts("\n#res kst \n®, )

}
/I now if -all is set, increase sigm, otherwise check -infile
if(allflag == TRUE)

counter = 1;
while(*(sigm + td - counter) == R - 1)

if(counter == td)

stopflag = TRUE;
break;

}
*(sigm + td - counter) = 0;
counter++;

}
if(stopflag == FALSE)
(*(sigm + td - counter))++;
if(nodecflag == FALSE)
api_sig = local2dec_api(R, td, sigm);
) }
else if(infileflag == TRUE) I check infileflag, else exit
if(fscanf(g, "%c", &c) == EOF) /I normal end of file, exit
stopflag = TRUE;
if(stopflag == FALSE)
{
while(c 1= '( && (¢ < '0' || ¢ > '9Y)
while(c = "\n")
if(fscanf(g, "%c", &c) == EOF)
stopflag = TRUE;
break; /I another normal termination
if(fscanf(g, "%c", &c) == EOF)
stopflag = TRUE;

break; /I yet another normal termination

}
if(stopflag == FALSE)
ifc == () /I local reps
for(i = 0; i < td - 1; i++)
{ if(fscanf(g, "%u,", &int_buffer) == EOF)

fprintf(stderr, "CAInvPrm: main: ERROR: Could not read transformation from %s.\n",
infile);
exit(8);

!
€ «(sigm + i) = int_buffer;

?f(fscanf(g. "%u)", &int_buffer) == EOF)

fprintf(stderr, "CAInvPrm: main: ERROR: Could not read transformation from %s.\n", infile);
exit(8);



el

if(nodecflag == FALSE)

apl sig = local2dec_api(R, td, sigm);
NULL,;

sig =
if(api_sig <= longlimit)

sig = atol(apl sig.api2char());

€ «(sigm + td - 1) = int_buffer;
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api_sig =
}
) }
else /I decimal reps
{ i=0
while(c != \n' && ¢ != EOF)
buﬁeﬂﬂ
++;
fscanf(g "%c", &c);
buffer[i] = "0
api_sig = buffer;
sig = NULL;
if(api_sig <= longlimit)
sig = atol(buffer);
api_sig = 0;
}
if(sig == NULL)
sigm = dec2local(R, td, api_sig);
I
else sigm = dec2local(R, td, sig);
}
}
}
se
stopflag = TRUE;
free(sigma); /I free space before starting anew
free(tau);
if(invflag == TRUE && simpleflag == FALSE)
free(ta);
free(ritmp);
free(sigm);
if(f 1= NULL)
fclose(f);
if(g '= NULL)
fclose(g);
return 0;
}
*
Name: APIL H
{hor: lLb i
éﬂrpgrse: H%j |m|pﬁenl1ent functions for an Arbitrary Precision
Integer Library (header file and class definition).
Source: MS Visual C++ 4.0 (header file)
#ifdef WIN32
Hinclud llog
|ncu 5 <rPaunslgned long number_length;
#?naef ?
# d
Incu e <q u%slgned long number_length;

#lnc?ude<str|ng h>

#i tdlib.)
fncdsadip e

typedef short int boolean;
#ifndef,

neg e‘?lneEBASE (unsigned short) 10

#?ng#%e-ngrRUE (unsigned short) 1
#en
#ﬁngg«f:ie%'éSEALSE (unsigned short) 0

andle o us
" edefme PLUS (boolean) 1

:?" dgfde'}"hﬁurawus (boolean) -1

class api

public:
I* DATA */
char *number;
short int sign;
I* CONSTRUCTORS AND DESTRUCTORS */
api(void);
api(char *n, short int s);
api(const api &a);
I1~api();
/* UTILITY FUNCTIONS */
void exchange(api *a, api *b);
char *api2char(void);
unsigned short int get_coefficient_power(unsigned long);
/* MATHEMATICAL FUNCTIONS */
api abs();
api cut(number_length);
friend void divide(api, api, api *, api *);
friend void one_digit_divide(api, short int, api *, api *);
friend api power(api, api);
friend api power(api, unslgned long);
friend api power(api, long);
friend api power(api, unsigned int);
friend api power(api, int);
friend api power(api, unsigned short);
friend api power(api, short);
friend api power(api, char *);
/* MATHEMATICAL OPERATORS */
[* wwres Assignment Operators */
api operator =(ap
api
api
api
api operator -(unsu_:med short int);
api operator =(unsigned int);
api operator =(unsigned long int);
api operator =(char *n);
[* *wxxax Order Operators */

boolean operator <(api);
boolean operator <(unsigned long);
boolean operator <(long);
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h

boolean
boolean
boolean
boolean
boolean
boolean
boolean
boolean
boolean
boolean
boolean
boolean
boolean
boolean
boolean
boolean
boolean
boolean
boolean
boolean
boolean
boolean
boolean
boolean
boolean
boolean
boolean
boolean
boolean
boolean
boolean
boolean
boolean
boolean
boolean
boolean
boolean
boolean
boolean
boolean
boolean
boolean
boolean
boolean
boolean

operator <(unsigned int);
operator <(int);

operator <(unsigned short);
operator <(short);

operator <(char *);

(api);

operator !=(api);
operator !=(unsigned long);
operator !=(long);

operator !=(unsigned int)
operator ! ;

operator !=(unsigned short int);
operator !=(short int);

operator !=(char *a);
operator >(api);

operator >(unsigned long);
operator >(long);

operator >(unsigned int);
operator >(int);

operator >(unsigned short);
operator >(short);

operator >(char *a);
operator <=(api);

operator <=(unsigned long);
operator 9);

operator <=(unsigned int);
operator <=(int);

operator <=(unsigned short);
operator hort);
operator har *a);
operator pi);

operator >=(unsigned long);
operator >=(long);

operator nsigned int);
operator >=(int);

operator >=(unsigned short);
operator hort);
operator >=(char *a);

[x wexmmee Arithmetical Operators */
api operator +();

api operator -

api operator +(api);

api operator +(unsigned long);
api operator +(long);

api operator +(unsigned int);
api operator +(int);

api operator +(unsigned short);

api operator +(short);
api operator +(char

api operator -(api);

api operator -(unsigned long);
api operator -(long);

api operator -(unsigned int);
api operator -(int);

api operator -(unsigned short);
api operator -(short);

api operator -(char *);

api operator *(api);

api operator *(unsigned long);
api operator *(long);

api operator *(unsigned int);
api operator *(int);

api operator *(unsigned short);
api operator *(short);

api operator *(char *);

api operator /(api);

api operator /(unsigned long);
api operator /(long);

api operator /(unsigned int);
api operator /(int);

api operator /(unsigned short);
api operator /(short);

api operator /(char *);

api operator %(api);

api operator %(unsigned long);
api operator %(long);

api operator %(unsigned int);
api operator %(int);

api operator %(unsigned short);
api operator %(short);

api operator %(char *);

I* api friends */
void divide(api, api, api *, api *);
void one_digit_divide(api, short int, api *, api *);

api
api
api
api
api
api
api
api

int sgn(long);

power(api,

)

pi);
power(api, unsigned long);
power(api, long);
power(api, unsigned int);
power(api, int);
power(api, unsigned short);
power(api, short);
power(api, char *);
/* other functions */
unsigned short int char2int(char *, number_length);
char int2char(unsigned short int);
char *itoa(long);
char *itoa(unsigned long);
unsigned short int mod(short int, short int);

void check_char(char *, number_length);

char *garbage_collect(char *, number_length *);

char *garbage_collect(char *);

number_length power(number_length, number_length);

A APPENDICE: IL PROGRAMMA CAINVPRM

AGS::

Purpose:

Source;
History:

APIL .
Leo Liberti . . .
'Ieo |mpFement functions for an Arbitrary Precision
Integer Library.
Visual C++ 4.0
19’)&5/9‘7 (IJ.O work started. Number format is a string
of character digits.

24/05/97 0.6 after lots of hassle, implemented rela-
tional operators, +, -, *.



04/06/97 1.0 first working version: added /, %, power.

*/
#include <stdio.h>
#Inc uge <st|q|ngﬂ1>

#include "apil.h"

/* UTILITIES FUNCTIONS */

I* returns the integer stored in the pos'th character of the string.
convention is that the first char. of string is indexed with 0 */

unsigned short int char2int(char *t, number_length pos)

{

int ret;

char r;

r = *t + pos);

if(r <'0" || r>"9"

( ret Jl—l; )

else

ret =r -0

return ret;
}
I* returns a char out of a positive short int */
char int2char(unsigned short int p)

return p + '0";

/* converts multidigit integer to string */
char *itoa(unsigned long p)

unsigned long digits, i;
char *ret;
if(p == 0)
digits = 1;
else . . .
digits = (unsigned long) floor(log10((double) p)) + 1;
/I ret = new char[digits];
ret = (char *) malloc(digits);
check_char(ret, digits);
for(i = 0; i < digits; i++)
*(ret + digits - i - 1) = int2char((p / \
power(BASE, (number_length) i)) % BASE);
return ret;
}
char *itoa(long p)
{ unsigned long digits, i, II, q;
char *ret;
q = labs(p);
if(p == 0)
digits = 1;
else
digits = (unsigned long) floor(log10((double) q)) + 1;
if(p < 0)
++digits;
Ilret = new charl[digits];
ret = (char *) malloc(digits);
check_char(ret, digits);

if(p < 0)

for(i = II; i < digits; i++)
*(ret + i) = int2char((q / \
power(BASE, (number_length) i)) % BASE);
return ret;
}
I* returns a™n */
number_length power(number_length a, number_length n)

number_length u, v, t;

u=n;

v=1

t=

while(u = 0)

{
if(u % 2 == 1)

vV=Vv*t

l-irg
u=ul/l2

?eturn v;

I* if a>0, returns a mod b; otherwise n + (a mod b) */
unsigned short int mod(short int a, short int b)

{

unsigned short int ret;
ifla == 0]
ifta ret J) a;
else if(a > 0)
ret = a % b;
else rl&ags%a;) == b)
|
eSeret =b+ (a % b);
return ret;
}
/* returns the sign of an int */
int sgn(long a)
ifa >= 0)
return (int) PLUS;

else
return (int) MINUS;

/* frees unused space from strings */
void check_char(char *t, number_length c)
if(strlen(t) > c)
*t + c) = \0,
if(1t)
{
/* error 2 : no memory */

printf("APIL: Error: Could not allocate memory.\n");
exit(2);

}
char *garbage_collect(char *t, number_length *c)
char *r, *s;
s=t
ile(*s == 0"
whlleéf+ ; 0")
*c = strlen(s);

I* check if t is zero */
if(*c == 0)

llr = new charf*c];
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}

r = (char *) malloc(*c);
check_char(r, *c);
strepy(r, s);

return r;

char *garbage_collect(char *t)

char *r, *s;

/* check if t is zero */
if(strien(s) == 0)

/lr = new char[strlen(s)];

r = (char *) malloc(strlen(s));
check_char(r, strlen(s));
strepy(r, s);

return r;

I* CLASS API FUNCTIONS */

api:api()
{

this->number = (char *) malloc(0);
check_char(this->number, 0);
*(this->number) = "\0';

}

api::api(char *n, short int s)

{ number_length In;
In = strlen(n);
this->number = (char *) malloc(In);
check_char(this->number, In);
strepy(this->number, n);
this->sign = s;

}

api:api(const api &a)

{ number_length In;
In = strlen(a.number);
this->number = (char *) malloc(In);
check_char(this->number, In);
strepy(this->number, a.number);
this->sign = a.sign;

}

/* work has to be done here; destructor does not work properly, so
rem it out. The problem of course is that there is a memory leak
without it. Compiling with DEBUG options fixes this but makes the
executable larger */

Ilapi::~api()

1

I Iif(this->number != NULL)

" Ildelete this->number;

" free(this->number);

/

/* UTILITY FUNCTIONS */
void api::exchange(api *a, api *b)
api *address;
address = a;
a=b;
b = address;
}
char *api::api2char()
char *s;
if(this->sign == MINUS)
{
s = (char *) malloc(strlen(this->number) + 1);
check_char(s, strlen(this->number) + 1);
g =

strcpy(s‘ + 1, this->number);
Ise

s = (char *) malloc(strlen(this->number));
check_char(s, strlen(this->number));
strepy(s, this->number);

return s;

unsigned short int api::get_coefficient_power(unsigned long p)
unsigned long sl;
unsigned short ret;
sl = strlen(this->number) - 1;
ret = *(this->number + sl - p) - '0;
return ret;
}
/* MATHEMATICAL FUNCTIONS */
api api::abs()
{
api ret(this->number, PLUS);
return ret;
}
api apiz:cut(number_length digits)
{ api ret;
number_length In, i;
ret.sign = this->sign;
In = strlen(this->number);
ret.number = (char *) realloc(ret.number, digits);
if(in < digits)

check_char(ret.number, digits);
for(i = 0; i < digits - In; i++)
*(ret.number + i) H
strepy(ret.number + digits - In, this->number);

else if(In > digits)
strepy(ret.number, this->number + In - digits);
else .
strepy(ret.number, this->number);
return ret;
}
I* friend */
void one_digit_divide(api a, short int b, api *q, api *r)
{ api zero, one, bapi;
number_length c, la;
unsigned short int start, tmp, n, t;
char *ini; /* rem out when using new */
/* make zero and identity */
llchar *ini = new charf1];
ini = (char *) malloc(1);
check_char(ini, 1);
*ini
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one = ini;

Ildelete ini;

/* preliminary checks */

bapi = b;

la = strlen(a.number);
a.get_coefficient_power(la - 1);
&& tmp == abs(b))

*q = one;
g->sign = a.sign * sgn(b);
1 = zero;
oo
else ifla == 1 && tmp < abs(b))
*q = zero;
o= g
return;

Llse ifla == 1 && tmp < abs(b))
{

*q = tmp / b;
*r =tmp % b;
return;

}
else ifla > 1 && tmp < abs(b))

g->number = (char *) realloc(g->number, la - 1);

check_char(g->number, la - 1);

for(c = 0; ¢c < la - 1; c++)
*(@->number + ¢) = '0%

start = 2;

n = tmp * BASE + a.get_coefficient_power(la - 2);

g->number = (char *) realloc(q->number, la);

check_char(g->number, la);

for(c = 0; ¢ < la; c++)
*(@->number + ¢) =

start = 1;

n = tmp;

}
/* perform calculation */
for(c = start; ¢ <= la; c++)

*(@->number + c - start) = int2char(n / b);

t=n%b;

if(c = la)

n =t * BASE + a.get_coefficient_power(la - ¢ - 1);

}
g->sign = a.sign * sgn(b);
r->number = (char *) realloc(r->number, 2);
check_char(r->number, 2);
*r = a - bapi * (*q);
return;

}

/* the following function implements the division algorithm as
described in Knuth, The Art of Computer Programming, part II:
Seminumerical Algorithms. */

[* friend */

void divide(api a, api b, api *q, api *r)

{

api tmp, tmp2, tmp3, tmp4, d1, dummy, zero, one;
unsigned short d, v1, v2, ghat, gtmp;
number_length m, n, p, i, j, c, start, q_digits;
boolean digit_flag, carry_flag;

short int bsign;

char *ini;  /* rem out when using new *

/* make zero and identity */
/lchar *ini = new char[1];
ini = (char *) malloc(1);
check_char(ini, 1);

ini

lldelete ini;
/* preliminary checks */
if(a.abs() == b.abs())

*q = one;

g->sign = a.sign * b.sign;

}

else if(a.abs() < b.abs())
*q = zero;
*ro=a;
return;

I* start */

n = strlen(b.number);

m = strlen(a.number) - n;

/lchar *ini = new char[m + 1];
ini = (char *) realloc(ini, m + 1);
check_char(ini, m + 1);

for(i = 0; i < m + 1; i++)

Hini + i) =0
g->sign = PLUS;
g->number = (char *) realloc(q->number, m + 1);
check_char(g->number, m + 1);
strepy(g->number, ini);
lldelete ini;

/lchar *ini = new char[n];
ini = (char *) realloc(ini, n);
check_char(ini, n);

for(i = 0; i < n; i++)

*@ini + i) =0
r->sign = PLUS;
r->number = (char *) realloc(r->number, n);
check_char(r->number, n);
strepy(r->number, ini);

/I delete ini;

/* start calculation [Knuth, Art of C.P., Il, p. 257] */
vl = b.get_coefficient_power(n - 1);

v2 = b.get_coefficient_power(n - 2);

if(vl == 0)

/* error 1 : divide by 0 */

printf("APIL: ERROR: Divide by zero.\n");

exit(1);

if(n == 1)

one_digit_divide(a, v1, q, r);

g->sign = a.sign * b.sign;

r->sign = PLUS;

g->number = garbage_collect(g->number);
r->number = garbage_collect(r->number);

%Ise

q_digits = 0;
I* stepl: normalize */
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d = BASE / (v1 + 1);
dl = d;

tmp = a* di;
p = strlen(tmp.number);
if(p ==m +n
digit_flag = TRUE;
I .
else digit_flag = FALSE;
/* save b.sign before changing it */
bsign = b.sign;
b = b.abs() * di;
vl = b.get_coefficient_power(n - 1);
v2 = b.get_coefficient_power(n - 2);
/* if(strlen(b.number) > n)
b.number++; *
/* step2: initialize j */
if(digit_flag == TRUE)
{

/* do the first loop (j = 0) keeping in mind that
tmp.get_coefficient_power(p - j - 1) doesn't exist
and has to be set to 0 */

/* step3.0: calculate ghat */

qgtmp = tmp.get_coefficient_power(p - 1);

ghat = gtmp / v1;

while(v2 * ghat > (gtmp - ghat * v1) * BASE + \

tmp.get_coefficient_power(p - 2))
ghat--;

I* step4.0: multiply and subtract */

llchar *ini = new char[n];

ini = (char *) realloc(ini, n);

check_char(ini, n);

strncpy(ini, tmp.number, (size_t) n);

tmp2 = ini;
tmp3 = ghat;
/Idelete ini;

tmp2 = tmp2 - tmp3 * b;
if(tmp2.sign == MINUS)
{

carry_flag = TRUE;
Jichar *ini = new char[n + 1J];
ini = (char *) realloc(ini, n + 1);
check_char(ini, n + 1);

tmp4 = ini;
Illdelete ini;
tmp2 = tmp4 + tmp2;

b
¢ carry_flag = FALSE;

tmp2 = tmp2.cut(n);

strncpy(tmp.number, tmp2.number, n);

I* step5.0: “‘test remainder” [what? where?] */
*(g->number) = int2char(ghat);

q_digits++;

/* step6.0: add back */

if(carry_flag == TRUE)

{

--(*(g->number));
tmp2 = tmp2 + b;
strncpy(tmp.number, tmp2.number + 1, n);

start = 1;
élse

start = 0O;
if(m >= start)

for(i = 0; j <= m - start; j++)

I* step3: calculate ghat */
qtmp = tmp.get_coefficient_power(p - j - 1) * BASE + \
tmp.get_coefficient_power(p - j - 2);
if(tmp.get_coefficient_power(p - 1 - j) == v1)
ghat = BASE - 1;

else
ghat = qtmp / v1;

while(v2 * ghat > (gtmp - ghat * v1) * BASE + \

tmp.get_coefficient_power(p - j - 3))

ghat--;

/* step4: multiply and subtract */

Jchar *ini = new char[n + 1J];

ini = (char *) realloc(ini, n + 1);

check_char(ini, n + 1);

strnepy(ini, tmp.number + j, n + 1);

tmp2 = ini;

tmp3 = ghat;

tmp2 = tmp2 - tmp3 * b;

if(tmp2.sign == MINUS)

{

carry_flag = TRUE;

*ini =

for(c ;€ <= n; ct+)
*(ini + ¢) = '0%

tmp4 = ini;

tmp2 = tmp4 + tmp2;

%Ise carry_flag = FALSE;

tmp2 = tmp2.cut(n + 1);

strncpy(tmp.number + j, tmp2.number, n + 1);
/ldelete ini;

I* step5: test remainder */

*(@->number + j + start) = int2char(ghat);
q_digits++;

I* step6: add back */

if(carry_flag == TRUE)

--(*(g->number + J));
tmp2 = tmp2 + b;
strncpy(tmp.number + j + 1, tmp2.number + 1, n);

I* step7: loop on j */

}

I* step8: unnormalize */
if(m >= flaﬁk .
tmp2 = ‘tmp.number + m - start;
else
tmp2 = tmp;
Jlichar *ini = new char[1];
ini = (char *) realloc(ini, 1);
check_char(ini, 1);
*ini =
dummy
/I delete ini;
one_digit_divide(tmp2, d, r, &dummy);
I* use bsign (b.sign saved) to calculate g->sign */
g->sign = a.sign * bsign;
r->sign = PLUS;
*(@->number + q_digits) = "\0";
if(*(g->number) == '0")
(g->number)++;
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r->number = garbage_collect(r->number);
eturn;
/* function power */
I* friend */
api power(api a, api n)
api u, v, t;
u=n;

= a;
while(u = 0)

if(u.get_coefficient_power(0) % 2 == 1)

{ V=Vvrg
% =t*t
u=u/z2
%etum v;
}
I* friend */

api power(api a, unsigned long b)
api t;

return power(a, t);

1* friend */

api power(api a, long b)
api t;
t=0b

return power(a, t);

I* friend */
api power(api a, unsigned int b)

return power(a, (unsigned long) b);

I* friend */
api power(api a, int b)

return power(a, (long) b);

I+ friend */
api power(api a, unsigned short b)

return power(a, (unsigned long) b);

I* friend */
api power(api a, short b)

return power(a, (long) b);

I* friend */

api power(api a, char *b)
api t;
t=b;

return power(a, t);

/* end function power */

/* MATHEMATICAL OPERATORS */

[x ARk Assignment Operators */

api api::operator =(api a)
this->number = (char *) realloc(this->number, strlen(a.number));
check_char(this->number, strlen(a.number));
strcpy(this->number, a.number);
this->sign = a.sign;
return *this;

}
api api::operator =(char *n)
{ number_length c;
c=0
iftn == ™)
this->sign = MINUS;
CH+;
élse . "
this->sign = PLUS;
whlleé:(i\; + ¢) == "0
I* check if *(n+c) = '0" */
|f(strlgn(n +¢) == 0)
this->number = (char *) realloc(this->number,\
strlen(n + c));
check_char(this->number, strlen(n + c));
strepy(this->number, n + c);
return *this;
}
api api::operator =(long a)
{ char *s;
s = itoa(a);
this->number = s;
this->sign = sgn(a);
return *this;
}
api api:operator =(int a)
{
*this = (long) a;
return *this;
}
api api::operator =(short a)
*this = (long) a;
return *this;
}
api api::operator =(unsigned long a)
{ char *s;
s = itoa(a);
*this = s;
this->sign = PLUS;
return *this;
}

api api::operator =(unsigned int a)

*this = (unsigned long) a;
return *this;

api api:operator =(unsigned short a)

*this = (unsigned long) a;
return *this;
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Jx wewds Qrder Operators */

I* operator < */

boolean api::operator <(api a)
boolean ret;
number_length It, la, i;

It = strlen(this->number);
la = strlen(a.number);

if(this->sign > a.sign)
FALSE;

ret = )

else if(this->sign < a.sign)
ret = T H

oo (00> gl o

Ise if(lt <_l;

else rleg = T%E;

Ise
ret = FALSE;

for(i = 0; 1 < It; i++)
if(this->number[i] < a.number[i])

ret = TRUE;
reak;

}
else if(this->numberfi] > a.numberfi])

ret = FALSE;
reak;

}
}
return ret;
boolean api::operator <(unsigned long a)
api t;
t=a;
if(*this_< t
i 'return) TRUE;

|
else return FALSE;

}
boolean api::operator <(long a)
api t;
= a
ot
i II'Se'll<lrr2) TRUE;

else
return FALSE;

}

boolean api::operator <(unsigned int a)

return (*this < (unsigned long) a);
boolean api::operator <(int a)

return (*this < (long) a);
boolean api::operator <(unsigned short int a)

return (*this < (unsigned long) a);

boolean api::operator <(short int a)
return (*this < (long) a);

boolean api::operator <(char *a)
api t;
t=a
If(*thlrselﬁrrE) TRUE;

€ return FALSE;

els

}

I* end operator < */

/* operator == */

boolean api::operator ==(api a)
boolean ret; .
number_length It, la, i;

It = strlen(this->number);

la = strlen(a.number);

if(this->sign = a.sign)
ret = FALSE;

1=
else r'é(tlt:' F»@SE;
flse
ret = TRUE;
for(i = 0; i < It; i++)
if(this->numberfi] != a.number(i])
ret = FALSE;
break;
}
}

return ret;

boolean api::operator ==(unsigned long a)
api t;

t=a;

if(*this ==

i thlrselurn L)I'RUE;

else
return FALSE;

Loolean api::operator ==(long a)
api t;
t=a
ifCthis & YruE:

€ return FALSE;

els

}

boolean api::operator ==(unsigned int a)
return (*this == (unsigned long) a);
boolean api::operator ==(int a)
return (*this == (long) a);
boolean api::operator ==(unsigned short int a)
return (*this == (unsigned long) a);
boolean api::operator ==(short int a)

return (*this == (long) a);
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boolean api::operator ==(char *a)

t=

if(*this ==

'f Tetum t‘)I'RUE;
else return FALSE;

/* end operator == */
I* operator != */
boolean api::operator !=(api a)

return !(*this == a);

boolean api::operator !=(unsigned long a)
return !(*this == a);

boolean api::operator !=(long a)
return !(*this == a);

boolean api::operator !=(unsigned int a)
return !(*this == a);

boolean api::operator !=(int a)
return !(*this == a);

boolean api::operator !=(unsigned short int a)
return !(*this == a);

boolean api::operator !=(short int a)
return !(*this == a);

boolean api::operator !=(char *a)
return !(*this == a);

/* end operator = */
I* operator > */
boolean api::operator >(api a)
boolean ret;
if(a < *this]
( ret = %’RUE;
else
ret = FALSE;
return ret;

boolean api::operator >(unsigned long a)

api

= a

if(*this > t)

'f Irseturn)TRUE;
else return FALSE;

boolean api::operator >(long a)

t=a
fCthis e TRUE;

else
return FALSE;
}

boolean api::operator >(unsigned int a)

return (*this > (unsigned long) a);

boolean api::operator >(int a)

return (*this > (long) a);

boolean api::operator >(unsigned short int a)

return (*this > (unsigned long) a);

boolean api::operator >(short int a)

return (*this > (long) a);

boolean api::operator >(char *a)

api
t=a
if(*this >
. I'Setuﬂ‘ll) TRUE;
else
return FALSE;

}
I* end operator > */

I* operator <= */

boolean api::operator <=(api a)
{ boolean ret;

if(*this < *this ==
e < kg == 9
else ret = FALSE;

return ret;

boolean api::operator <=(unsigned long a)

=
return )I'RUE;
else

return FALSE;

}
boolean api::operator <=(long a)
api
t=a
if(*this <= t)
return TRUE;
else return FALSE;
}

boolean api::operator <=(unsigned int a)

return (*this <= (unsigned long) a);

boolean api::operator <=(int a)

return (*this <= (long) a);

boolean api::operator <=(unsigned short int a)
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return (*this <= (unsigned long) a);

boolean api::operator <=(short int a)

return (*this <= (long) a);

boolean api::operator <=(char *a)
api t;
a;
if(*this <=
i Fetim QI'RUE:

|
else return FALSE;

}

I* end operator <= */

I* operator >= */

boolean api::operator >=(api a)
boolean ret;
if(*this > *this ==
ifCthis :aT&UE;'S )
|
€% ot = FALSE;
return ret;

boolean api::operator >=(unsigned long a)
api t;
t=a
f(*this >=
i |rse'(urnQI'RUE;

|
else return FALSE;

}
boolean api::operator >=(long a)
api t;
t=a;
ey
i [hlrselﬁrn L)I'RUE;

else
return FALSE;

}

boolean api::operator >=(unsigned int a)

return (*this >= (unsigned long) a);

boolean api::operator >=(int a)

return (*this >= (long) a);

boolean api::operator >=(unsigned short int a)

return (*this >= (unsigned long) a);

boolean api::operator >=(short int a)

return (*this >= (long) a);

boolean api::operator >=(char *a)
api t;
t=a;
if(*this >=
cd rse'turn L)I'RUE;

else
return FALSE;

}

I* end operator >= */

[¥ wweees Arithmetical Operators */
api api::operator +()

api ret(this->number, this->sign);
return ret;

api api::operator -()

api ret(this->number, MINUS * (this->sign));
return ret;

I* operator + */
api api::operator +(api a)

char *t; /* rem out when using new */
number_length It, la, Imx, Imn, i, *c;

short int carry, tmp, amax;

api ret;

¢ = new number_length;

/* in order to avoid the operations of the likes of

Bz
-29 (algorithm goes wrong)
calculates -(12 - 1) instead */
if(this->sign == PLUS && a.sign == MINUS && (a.abs() > *this))
return -(-a - *this);
/* in order to avoid the operations of the likes of
-12 +
1%
-29 (algorithm goes wrong)
calculates -(12 - 1) instead */
if(this->sign == MINUS && a.sign == PLUS && (this->abs() > a))
return -(-*this - a);
/* in order to avoid the operations of the likes of
-12 +

-27 (algorithm goes wrong)
calculates -(12 - (-1)) instead *
if(this->sign + a.sign 2 * MINUS)
return -(-*this - a);
/* now start calculation */
It = strlen(this->number);
la = strlen(a.number);
i{f(lt <= la)

Imn
Imx
amax = TRUE;

)else if(it > la)

Imx
Imn
amax

FALSE;
}

llchar *t = new char[lmx + 1];
t = (char *) malloc(lmx + 1);
check_char(t, Imx + 1);

carry
for (i = 1; i <= Imn; i++)

tmp = this->sign * char2int(this->number, It - i) +\
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a.sign * char2int(a.number, la - i) + carry;
*t + Imx - i + 1) = int2char(mod(tmp, BASE));
if(this->sign + a.sign == 0)

iftmp < 0)
carry = MINUS;
else
carry = 0;
Ise
iftmp >= BASE)
carry = PLUS;
else
carry = 0;

}
for (i = Imn + 1; i <= Imx; i++)

iflamax == FALSE)
tmp = char2int(this->number, It - i);
else tmp = char2int(a.number, la - i);
tmp = tmp + carry;
*t + Imx - i + 1) = int2char(mod(tmp, BASE));
if(this->sign + a.sign == 0)

iftmp < 0)
carry = MINUS;
else
carry = 0
Ise
if(tmp > BASE)
carry = PLUS;
else
carry = 0;
}
if(carry = 0)
*t = int2char(carry);
else -

t = garbage_collect(t, c);
check_char(t, *c);
delete c;

I* the cases computed here always have PLUS sign */
ret = t;
Ildelete t;

return ret;
api api:operator +(unsigned long a)
api t;
= a
return *this + t;
api api::operator +(long a)
api t;
t=a; .
return *this + t;
api api::operator +(unsigned int a)

return *this + (unsigned long) a;

api api:operator +(int a)

return *this + (long) a;

api api:operator +(unsigned short a)

return *this + (unsigned long) a;

api api:operator +(short a)
return *this + (long) a;
api api::operator +(char *a)
api t;
= a
return *this + t;
}
I* end operator + */

I* operator - */
api api:operator -(api a)

return *this + (-a);
api api::operator -(unsigned long a)
api t;
t=a
return *this - t;
api api::operator -(long a)
api t;
= a;
return *this - t;
api api::operator -(unsigned int a)
return *this - (unsigned long) a;
api api:operator -(int a)
return *this - (long) a;

api api::operator -(unsigned short a)

return *this - (unsigned long) a;
api api::operator -(short a)
return *this - (long) a;

api api::operator -(char *a)
api t;
t=a
return *this - t;

/* end operator - */

I* operator * */

api api::operator *(api a)

char *ini; /* rem out when using new */
number_length i, j, Iret, It, la, len_check, *c;
unsigned short tmp, k;

¢ = new number_length;
It = strlen(this->number);
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la = strlen(a.number);

I* check that length of string doesn't exceed capacity */
len_check = power(2, sizeof(number_length) * 8 - 1);
if(la >= len_check && It >= len_check)

api ret("APIL: Error: Multiplication Overflow", PLUS);
return ret;

}

f* mmaillze ret */

ret = It + la;

/lchar *ini = new char[lret];

ini = (char *) malloc(Iret);

check_char(ini, Iret);

for(i = O; i < Iret; i++)

*(ini + i) =
api ret(ini, PLUS);
I* start calculation (code from NUMEO.C by cerruti@dm.unito.it) */
for(j = 1; j <= la; ++j)

f( =0
for(i =
{

1; 0 <= Ity ++i)
tmp = char2int(this->number, It - i) * \
char2int(a.number, la - j) +\
char2int(ini, Iret - i - j + 1) + k;
*@ini + Iret - i - j + 1) = int2char(tmp % BASE);
k = tmp / BASE;
}
*(ini + Iret - j - It) = int2char(k);
}
ini = garbage_collect(ini, c);
check_char(ini, *c);
strepy(ret.number, ini);
ret.sign = this->sign * a.sign;
//delete ini;
return ret;
api api::operator *(unsigned long a)
api t;
t=a;
return *this * t;
api api::operator *(long a)
api t;
t=a;
return *this * t;
api api:operator *(unsigned int a)
return *this * (unsigned long) a;
api api::operator *(int a)
return *this * (long) a;

api api::operator *(unsigned short a)

return *this * (unsigned long) a;

api api::operator *(short a)

return *this * (long) a;

api api::operator *(char *a)
api t;
t=a;
return *this * t;

I* end operator * */

/* operator / */
api api::operator /(api a)

api quotient, rest;
divide(*this, a, &quotient, &rest);
return quotient;
api api::operator /(unsigned long a)
api t;
= a
return *this / t;
api api::operator /(long a)
api t;
t=a;
return *this / t;
api api::operator /(unsigned int a)

return *this / (unsigned long) a;

api api::operator /(int a)

return *this / (long) a;

api api::operator /(unsigned short a)

return *this / (unsigned long) a;

api api::operator /(short a)

return *this / (long) a;

api api::operator /(char *a)
api t;
t=a
return *this / t;

I* end operator / */

I* operator % */

api api::operator %(api a)
api quotient, rest;
divide(*this, a, &quotient, &rest);
return rest;

api api::operator %(unsigned long a)
api t;
t=a
return *this % t;

api api::operator %(long a)

api t;
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t=a
return *this % t;
api api::operator %(unsigned int a)

return *this % (unsigned long) a;

}
api api:operator %(int a)
{
return *this % (long) a;
}

api api::operator %(unsigned short a)

return *this % (unsigned long) a;

api api::operator %(short a)

return *this % (long) a;

pi api:operator %(char *a)

~o

api t;
= a
return *this % t;

/* end operator % */
/* CLASS API END */
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B Appendice: Il Programma

I
Name: CAlnvinf.H
umor: He nv l
urpose: [ test or injectivity of global reps
of CA transformations (see thesis) (header file
d cl defipition).
Agonctﬁss bye g].l Ixmoroso and Y.N. Patt, 1972
“ Source: MS Visual C++ 4.0
" global variables (defaults):
int R = 2;
int n =3

Il structures
struct triple

{ unsigned int r;
unsigned long row;
unsigned long col;
int status;

13

Il classes:

class couple

ublic:
/I data
unsigned long a;
unsigned long b;
class couple *prec;
class couple **sequent;
int *sequent_status;
int status;
int merge_after;
int been_there;
/I functions
void assign(unsigned long a, unsigned long b);

Il constructors and destructors: don't need any

CAlnvInf

Narﬂe: CAanInf
éut or: 1D F[I
urpose: 0 test for injectivity of global reps

A transfor allons see thegjs,
ﬁgomh rl) moroso ang Y.IQI. Patt, 1972
Sol uree: MS Visual C++ 40

02/09/97 0.1 first try finished
02/09/97 1.0 it works
Notes: decimal numbers: unsigned long
local rule length: unsigned long
base: unsigned int
local rules are in form (v_1, \ldots, v_n)

functions are coded in order of dependency

exit codes & error msgs

not enough memory

localrule is not injective in 1
localrule is not injective in 2.step 3
localrule is not injective in 2.step 4
localrule is not injective in 2.step 6
N.B. Actually this program is nearly in C; the only
C++ extension used is class couple, but it could
easily be redefined as a structure.

ORWN R

*

#include <st
#{nc|uge <stgl%
nclude <string. h>
#include "CAlnvinf.h"
/* Values couple.status can take */
#gepne CR SSED OUT 0
#define NO

/* Values couple.merge_after can take */
#define CROSS 0

I* Values couple.sequent_status can take */
#define CROSSED 0

/* Values couple.been_there can take */
#define NO -1

I* Values triple.status can take */
# e ne [ D 0

#g I N%L# FOUND -1

I* o] er sfm s, ¥/
#defin

#qel |ne FA

#defin 8 — "
#qefin Aln Inf v. 1.0 - Leo Liberti 1997\n
#defil FILE ™ Alnvln log"

1 various utlll(y functions *rirko:

unsigned long power(unsigned long a, unsigned long n)
{

unsigned long u, v, t;

\tNHne(u!:O)
ifu % 2 == 1)
{ V=Vvrg
%:I*I;
u=u/2

?etum V;
}
/I like dec2vect but also inverts direction
unsigned int *dec2local(unsigned int R, unsigned long n, unsigned long d)
unsigned int *v;
unsigned long t, i;
v = (unsigned int *) malloc(n * sizeof(unsigned int));

if(v == NULL)
fprintf(stderr, "CAlnvinf: dec2vect: ERROR: Not enough memory.\n");
exit(1);

t=1;

for(i = 0; i < n; i++)
*(v+|) (dlt)%R:

}

return v;

}

void local_out(unsigned long loc_len, unsigned int *localrule, FILE *fp)

mvertﬁ Fack the localrule as well
unslgne
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fputs("(", fp);
for(i = 0; i < loc_len - 1; i++)

fprintf(fp, "%u,", *(localrule + loc_len - i - 1));
fprintf(fp, "%u)", *localrule);

/I end of various utility functions **ixiiias
I class couple related functions *#x#sssisir
void couple::assign(unsigned long al, unsigned long b1l)
{ unsigned int i, t;

a=

b=
t = power(::R, 2);
sequent = (class couple **) malloc(t * sizeof(class couple *));
if(sequent == NULL)

al;
b1;

fprintf(stderr, "CAlInvinf: couple constructor: ERROR: Not \
enough memory.\n");
exit(1);

for(i = 0; i < t; i++)

sequent[i] = NULL;
sequent_status = (int *) malloc(t * sizeof(int));
if(sequent_status == NULL)

fprintf(stderr, "CAInvinf: couple constructor: ERROR: Not \
enough memory.\n");
exit(1);

fori = 0; i < t; i++)
sequent_status[i] = CROSSED;

Gl R SEFRRRYT

merge_after = NORMAL;

prec = NULI
been_there = NO;

}
/I 'end of class related functions *x*xrseirax
/I crucial program functions sk
/* satellite functions of injectivity_test */
/* find_couple finds the address (and stores it in a triple)

in the array ***table of the couple (a, b)

Notes:  struct triple address.status meaning

foun,
. X . 5 not Found *

struct triple find_couple(unsigned long a, unsigned long b, \
unsigned int *localrule, class couple ***table)

{ struct triple address;
unsigned int R, n, r;
unsigned long row, col, t, t1;
Il first check that a > b; otherwise invert couple
ifa < b)
{
}
address.status = NOT_FOUND;
R H
n
t = power(R, n - 1) - 1;
tl=(t+1)*R;
r = localrule[a];
if(localrule[b] )
address.r = r;
for(row = 0; row < t; row++)
if(table[r][row][0].a == a)
address.row = row;
break;
}
for(col = 0; col <= address.row; col++)
if(table[r][address.row][col].b == b)
address.col = col;
address.status = FOUND;
break;
}
}
}

return address;

/* Note: all reference to "relevant paper" refer to
[Amoroso & Patt, Decision Procedures for Surjectivity and
Injectivity of Parallel Maps for Tessellation Structures,
J. of Comp. Syst. Sci., 6, 448-464, 1972]
Return codes: exitcode  meaning
localrule is injective

% ¥E§¥ % ?iled I?c?lralle not balanced)
tep alle
4 TEST 2 Step 4 failed
6 TEST 2 Step 6 failed

*

i

int injectivity_test(unsigned int *localrule)

struct triple addr;

class couple ***table, *current, *copy;
unsigned int R, n, i, j, k, 1, sl;
unsigned long t, t1, row, col, c1, c2;
unsigned long *balanced, a, b, counter;
int exitcode, flagl;

long flag;

FILE *f;

f = fopen(OUTFILE, "a+");

if(f == NULL)

fprintf(stderr, "CAInvinf: WARNING: Can't open log file, \
report will not be written.\n");
intcode =0
R R

n

t = power(R, n - 1) - 1; // tis the no. of rows in table[r]
tl=(t+1)*R; /I t1 is the length of localrule
r=0;

sl = power(R, 2); Il length of *sequent

/* TEST 1: localrule must be "balanced" (see relevant paper) */
balanced = (unsigned long *) malloc(R * sizeof(unsigned long));
if(balanced == NULL)

fprintf(stderr, "CAlnvinf: array \"balanced\" allocation: ERROR: \
Not enough memory.\n");
exit(1);

for(i = 0; i < R; i++)
balanced[i] = 0;
for(cl = 0; cl < tl1; cl++)
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balanced[*(localrule + cl1)]++;
for(i = 0; i < R; i++)

i{f(balanced[i] I=t+1)

exitcode = 2;
if(f 1= NULL)
{

fprintf(f, "---------- \n");

fprintf(f, MSG);

fprintf(f, "Local rule:\n");

local_out(t1, localrule, f);

fprintf(f, "\n is not injective: its table is not balanced.\n");

fprintf(f, Found %lu instances of symbol %u while expecting %lu.\n", balanced[i], i, t + 1);
fprintf(f, \n");
fclose(f);

}
free(balanced
return exitcode;
}
}

/I dont't free(balanced) because it will be used later in TEST 2
Il for this purpose, void it.

for(i = 0; i < R; i++)
balanced[i] = t;
/* TEST 2: as described in relevant paper */
/* Steps 1 and 2: partition "table" of localrule and construct
sequent tables (array table) */
/* Initialization of array table
note: table is a complex array:
table[r][] contains the table of couples mapping to r
table[r][i][j] is the (i,j)-th box of table r. The order
(i,j) proceeds as in 0,0;1,0;1,1;2,0;2,1,2,2; ...
y there are (R*(n-1) - 1)(R™(n-1))/2 such boxes.
¥

/I allocation

table = (class couple ***) malloc(R * sizeof(class couple **));
if(table == NULL)

fprintf(stderr, "CAlnvinf: array \"table\" allocation: ERROR: Not \
enough memory.\n");
exit(1);

for(i = 0; i < R; i++)

table[i] = (class couple **) malloc(t * sizeof(class couple *));
if(table[i] == NULL)

fprintf(stderr, "CAlnvinf: array \"table\" allocation: ERROR: Not \
enough memory.\n");
exit(1);

for(i = 0; i < R; i++)
for(row = 0; row < t; row++)

table[i][row] = (class couple *) malloc((row + 1) * sizeof(class couple));
if(table[ijfrow] == NULL)

fprintf(stderr, "CAlnvinf: array \"table\" allocation: ERROR: Not \
enough memory.\n");
exit(1);
}
/I initialization
I* here the algorithm must search through the vector localrule and
“fish" couples which map to the same number.
Important: increment row and col properly, so that entries
result in a table indexed exactly like one described
in relevant paper, figure 5. There should be
no overshooting because localrule is balanced
and there are no commuted couples. */
for(cl = t1 - 1; c1 > 0; c1-)
{

r = localrule[c1];

/* *balanced records (t - how many times)
r has been "visited" already */

balanced[r]--;

/I initialize row and col

rmiv = balanced[r];

col =

for(c2 = 0; c2 < cl; c2++)

if(localrule[c2] == r)

table[r][row][col].assign(cl, c2);
col++;

}
}

free(balanced);

/* Step 3:find sequent sets and put their addresses in
table[r][row][col]->sequent[counter] with syntax
table[r][row][col]->sequent[counter] = &(table[sequent...])
To do this, we implement a cycle that goes through all
the *table array and finds (and puts in *sequent)
the address of all sequent sets. */

Il counter for table[.]

for(r = 0; r < R; r++)

/I counter for table[x][*]
for(row = 0; row < t; row++)

1 counter for table[X][y][*]
for(col = 0; col <= row; col++)

counter = 0;

Il counter for u_2, \ldots, u_n, *

for = 0; j < R; j++)

{ a = ((table[r][row][coll.a) * R + j) % t1;

/I counter for v_2, \ldots, v_n, *

for(k = 0; k < R; k++)
{ b = ((table[r][row][col]l.b) * R + k) % t1;

/* now a and b contain the "pre-sequent set" (i.e.
it is a sequent set provided localrule[a]==
==localrule[b] and al!=b. */

i{f(a 1= b)

I* We try to find the address of (a,b) in
***table with find_couple. If it is not found,
it means localrule[a]!=localrule[b] */

addr = find_couple(a, b, localrule, table);
if(addr.status == FOUND;

{

I* Verify (a, b) != (table...->a, table...->b).
If it isn't, exit(2). This means that
localrule is not injective */

if(addr.r r && addr.row
addr.col == col)

row && \

exitcode = 3;

B APPENDICE: IL PROGRAMMA CAINVINF



if(f 1= NULL)
{

fprintf(f, "---------- An");

fprintf(f, MSG);

fprintf(f, "Local rule:\n");

Iocalioul(ll localrule, f);

fprintf(f, "\n is not injective: a couple has itself as a sequent set.\n");
fprinti(f, “\n Faulting couple: (%lu, %lu)\n", a, b);

fprintf(f, * \n");

fclose(f)

;/ deallocate memory
for(r = 0; r < R; r++)
for(row = 0; row < t; row++)
free(table[r][row]);
for(r = 0; r < R; r++)
free(table[r]);
free(table);
return exitcode;
}
/I Put its address in *sequent entry
table[r][row][col].sequent[counter] = \
&(table[addr.r][addr.row][addr.col]);
/I Un-cross-out box and sequent_status
table[r][row][col].status = NORMAL;
table[r][row][col].sequent_status[counter]\
= NORMAL;

I "counter" is the counter for sequent[*]
counter++;

}

/I otherwise we put a cross in this box.

|
else table[r][row][col]. merge_after = CROSS;

}
}
I* Step 4 : approach is exploring the tree.
1) Find first non CROSSED_OUT box with a valid sequent entry
and record it as the starting point.
2) There are 4 possibilities for the current box:

a) box is CROSSEI
) l?n thlss case go %ack to prec, NULL the corresponding

pointer in *sequent and the entry in *sequent_status,
and go back to (2). If there is no prec goto (3)

b) box is the same as the starting point or in any case
it goes in a loop (i.e. it is the same as one in a chain
of sequents: trap this exception through been_there):
localrule is not injective and exit.

c) box has at least one valid sequent. go to it and back to

2,
d) lgol does not have valid sequents: there are 2
possibilities
i) box has no CROSS: mark it CROSSED_OUT and goto (2)
i) box has CROSS: if there is a prec, go back to it and
mark out corresponding entry in *sequent_status
then goto (2); else go to (3)
3) increase r row, col and consider :able[r][rochol]. If
row = t, col = row then exit loop, otherwise
Gom (2)

/I 1) find first non crossed out box with valid sequent
current = NULL;
for(r = 0; r < R; r++)

for(row = 0; row < t; row++)
for(col = 0; col <= row; col++)
if(table[r][row][col].status != CROSSED_OUT)
{

current = &table[r][row][col];
I/l check sequents

flag = FALSE;

for(i = 0; i < sl; i++)

if(current->sequent_status[i] == NORMAL)

flag = TRUE;
break;

}
ifflag == TRUE)
break;

Ise

current = NULL;
flag = FALSE;

}
1=
Mourgent 1= NULL)

}
i t 1= NULL)
flougegl,i= NULL

1
if(current == NULL)

/I impossible: table has no non CROSSED_OUT entry with NORMAL
/I sequents
exit(3);
%Ise
Il initialize
copy = current;
current = copy->sequent[i;
current->prec = copy;
current->been_there++;

}
#as): TRUE;
while(flag == TRUE)

I'if (a)
if(current->status == CROSSED_OUT)

NULL)

current->been_there = NO;
/I no prec: increase r, row, col and back to 2)
if(col < row)

if(current->prec

col++;
Ise
ifrow < t - 1)

row++;
col =
Ise
ifr < R - 1)
r++;
row = 0;
col = 0;
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Ise

1l exit point;
flag = FALSE;

}

}

current = &table[r][row][col]:
current->prec =

current- >been)here = NO

%Ise

current-: >been there = NO;

copy =

current = copy >prec;
current->been_there = NO;

/I find index of sequent to mark out
for(i = 0; i < sl; i++)

if(current->sequent[i] == copy)
current->sequent_status[i] = CROSSED;

current->sequent[i] = NULL;
break;

}

}
else if((current == &table[r][row][col]) && \
((current->prec != NULL) || current->been_there > NO))

{
/I case (b same as starting point): not injective
if(f 1= NULL)
{
fprintf(f, "---------An");
fprintf(f, MS!
fprintf(f, “Local rule:\n");
local_out(t1, localrule, f);
fprintf(f, "\n is not injective: there is a periodic path starting and\n");
fprintf(f, “"ending wnh couple (%lu, %lu).\n", current->a, current->b);
fprintf(f, "
fclose(f);
}
/I deallocate memory
for(r = 0; r < R; r++)
for(row = 0; row < t; row++)
free(table[r][row]);
for(r = 0; r < R; r++)
free(table[r]);
free(table);
Il exit
exficode = 4,
return exitcode;
Ise
1l check whether box has valid sequents or not
flagl =
for(i = 0; i < sl: i++)
if(current->sequent_statusli] NORMAL)
flagl = TRUE;
break;
}
}
if(flagl == TRUE)
{
II'it has some; case (c)
current->been_there++;
copy = current;
current = copy->sequent(i;
current->prec = copy;
Ise
/I it has none; case (d)
if(current->merge_after = CROSS)
Il ci g
Cuftent-gtatus = CROSSED_OUT;
current->been_there = NO;
Ise
I case (ii)
if(current->prec == NULL)
{ current->been_there = NO;
/I no prec: increase r, row, col and back to 2)
if(col < row)
col++;
Ise
if(row < t - 1)
row++;
col = 0;
%Ise
ifr <R -1)
r++;
row = 0;
col = 0;
Ise
11 exit point;
flag = FALSE;
}
) }
current = &lable[r][row][col]
current->prec =
current- >been7!here = NO
%Ise
current->been_there = NO;
copy = current;
current = copy->prec;
current->been_there = NO;
/I find index of sequent to mark out
for(i = 0; i < sl i++)
if(current->sequent[i] == copy)
current->sequent_status[i] = CROSSED;
break;
}
}
}
}
}

}

/* Step 5: Assigning valid merge_afters. Now we know that each
path must end in a box containing just a CROSS, and hence
each box will be assigned a merge_after number. The possibility
of a box not being assigned one comes into play only because
there may be periodic paths, but we excluded this in Step 4,
so this step may be skipped altogether.
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*/
I* Step 6: veri

ifying that the merging cannot diverge again. We

must check all non CROSSED_OUT boxes */

for(r = 0; r <

for(row =

R; r++)

0; row < t; row++)

for(col = 0; col <= row; col++)

if(table[r][row][col].status != CROSSED_OUT)
{

}
}

a = table[r][row][col].a / R;
b = table[r][row][col].b / R;
i{f(a == b)

/I localrule not injective
if(f 1= NULL)
{

fprintf(f, "---------- \n");

fprintf(f, MSG);

fprintf(f, "Local rule:\n");

local_out(t1, localrule, f);

fprintf(f, "\n is not injective: it diverges after having merged.\n");

fprintf(f, "Faulting couple: (%lu, %lu).\n", table[r][row][col].a, table[r][row][col].b);
fprintf(f, "----------\n");

fclose(f);

}/ deallocate memory

for(r = 0; r < R; r++)
for(row = 0; row < t; row++)

free(table[r][row]);

for(r = 0; r < R; r++)
free(table[r]);

free(table);

/e/xﬁt):(gde = 6;

return exitcode;

I* if we are here, it means that localrule is injective */
/I deallocate memory

for(r = 0; r <
for(row =
free(t:

for(r = 0; r <

R; r++)

0; row < t; row++)
able[r][row]);

R; r++)

free(table[r]);

free(table);

/e/xﬁétl)lde =0;
if(f 1= NULL)
{

fprintf(f, "

A,

fprintf(f, MSG);

fprintf(f, "Local rule:\n");

local_out(t1, localrule, f);

fprintf(f, "\n is injective.\n");
s Ay

}

return exitcode;

/I end of crucial program functions *r
/I main loop functions **kkki

void help(void)
{

fprintf(stdout, MSG);
fprintf(stdout, "\n  This program checks whether a local CA rule is injective.\n");

fprintf(stdout,
fprintf(stdout,
fprintf(stdout, *
fprintf(stdout, "
fprintf(stdout,
fprintf(stdout,
fprintf(stdout,

}

Details of algorithm in [Amoroso, Patt, \"Decision Procedures ..\"\n");
J. Comp. Syst. Sci., 6, 1972]. Syntax:\n\n");

CAlnvinf [-local] R n [sigma]\n\n”);

where R is the ring of interest, n is the length of the scope\n”);

of the rule, sigma is the decimal representation of the local\n");

rule. With the option -local input of sigma is interactive and\n");

based on base R, and it must not be given on the command line.\n");

int main(int argc, char *argv[])

int exitcode, localflag, arg_i, num, nocmd;

unsigned long

sigma, td, i;

unsigned int *sigm, tmp;

I,

s

here beginneth the new parser //

T,

{/ in”

ocalflag = FAl
num = ARGS;
nocmd = 0;

i

LSE;

/I check that there is a valid command line!
iflargc <= ARGS)

help();
exit(0);

Il parse
for(arg_i = 1;

arg_i < argc; arg_i++)

if(*(argvlarg_i]) == ")
{

/I options
if(strcemp(argvlarg_i], "-local’) == 0)

i

* if an option decreases the number of requested
args, increase nocmd by the right amount */

nocmd-++;
localflag = TRUE;

Ise f

bise

printf(stderr, "CAlnvinf: main: WARNING: Unrecognized cmd line flag %s.\n", argv[arg_i]);

Il arguments
switch(num)

as

esl:b:ma = atoi(argv[arg_i]);
num--;

defaylt:
ealfprintf(stderr, “"CAInvPrm: main: WARNING: Expecting %u cmd line args, found more.", ARGS);

}
}

/I not enough

arguments on cmd line

if(hum - nocmd > 0)
{
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help();
fprintf(stderr, "CAlnvinf: main: ERROR: Expecting more cmd line args than found.\n");
exit(4);

NN

Il here endeth the new parser //
N

td = power(::R, :n);

Il check localflag

if(localflag == TRUE)

{

fprintf(stderr, "CAlnvinf: main: WARNING: -local option set, scanning for input.\n");
sigm = (unsigned int *) malloc(td * sizeof(unsigned int));
if(sigm == NULL)

fprintf(stderr, "CAlnvinf: main: ERROR: Not enough memory.\n");
exit(1);

/I inputting local rep
for(i = 1; i <= td; i++)
{

fprintf(stderr, "CAInvPrm: Input rule sigma, pos %lu out of %lu:", i, td);
fscanf(stdin, "%u", &mp);
*(sigm + td - i) = tmp;

}
%Ise
sigm = dec2local(R, td, sigma);
}
exitcode = injectivity_test(sigm);
switch(exitcode)
se, 0:
fprintf(stdout, "Input transformation is injective.\n");
break;
2:
Casefpnntl‘(stdv:)ul. "Not injective: table is not balanced.\n");
reak;
case, 3: A .
fprintf(stdout, "Not injective: a couple has itself as a sequent set.\n");
break;
case_4: N . - .
fprintf(stdout, "Not injective: there is a periodic path in the tree.\n");
break;
6 I . "
casefpnmf(stdoul, "Not injective: can diverge after merging.\n");
break;
}

fprintf(stdout, "A report has been written in .\\");
fprintf(stdout, OUTFILE);

fprintf(stdout, "\n");

free(sigm);

return exitcode;

}

/I end of main loop ***kkkiix
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