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Introduction

Thématiques de recherche

Dans les paragraphes suivants sont présentés les thèmes de recherche sur lesquels j’ai
travaillé ainsi que mes principaux résultats.

Opérations élémentaires sur les polynômes

Au fur et à mesure de l’évolution de mes travaux sur la résolution des systèmes algébriques
et la factorisation des polynômes à plusieurs variables décrits ci-dessous, je me suis aperçu
que les opérations arithmétiques de base sur les polynômes et séries devenaient critiques
pour la complexité asymptotique et les performances pratiques. J’ai donc été naturel-
lement conduit à étudier la complexité de la multiplication, la division, l’interpolation,
l’évaluation, les restes chinois et le lemme de Hensel. Tout d’abord, en collaboration avec
A. Bostan et É. Schost, nous avons répondu à une question ouverte depuis plusieurs
années sur la complexité en espace mémoire du principe de transposition des circuits
linéaires [35]. Nous avons illustré notre transformation de programme sur le produit
et la division des polynômes, et avons validé notre approche en C++, en utilisant la
bibliothèque logicielle NTL [263]. Ceci nous a aussi conduit à de nouveaux algorithmes
plus rapides pour l’interpolation et l’évaluation des polynômes à une variable.

En collaboration avec É. Schost nous avons exhibé un algorithme de coût quasi-
linéaire pour multiplier en caractéristique zéro des séries en représentation dense, tron-
quées en degré total [195]. Ensuite, avec J. van der Hoeven, nous avons analysé la
complexité des méthodes par blocs pour le produit des polynômes et séries à plusieurs
variables [143]. Enfin nous avons conçu de nouveaux algorithmes, plus efficaces en pra-
tique, avec des coûts quasi-linéaires pour les corps de coefficients usuels [146].

Factorisation des polynômes

Le calcul de la décomposition en irréductibles des fermés algébriques aboutit naturel-
lement à la factorisation irréductible des polynômes à plusieurs variables. Lorsque je
me suis penché sur cette question, les algorithmes de factorisation existants avaient
une complexité théorique bien plus élevée que celle que j’avais avec mon processus de
décomposition équidimensionnelle [189]. J’ai d’abord étudié la réduction de la facto-
risation de deux à une variables, en représentation dense dans K[x, y], en caractéristique
nulle ou positive suffisamment grande. La technique utilisée est celle de la remontée
de Hensel, et la question centrale était, pour un polynôme donné, de déterminer la
précision nécessaire en le degré de x pour recombiner les facteurs irréductibles dans
K[[x]][y] en facteurs rationnels, c’est-à-dire dans K[x][y], avec une bonne complexité.
Avec A. Bostan, B. Salvy, É. Schost et B. Wiebelt nous avons prouvé qu’une
borne linéaire dans le degré total était suffisante [34]. J’ai ensuite amélioré cette borne
dans l’article [190] et ai étendu la méthode à plusieurs variables [191]. Finalement j’ai
développé une autre technique nécessitant une précision essentiellement optimale et per-
mettant de traiter tous les cas de caractéristique positive [193].

Avant de pouvoir bénéficier d’un algorithme de remontée de Hensel rapide, il faut
s’assurer que le polynôme à factoriser est bien séparable lorsque x est spécialisé à zéro.
J’ai donné un algorithme de coût quasi-linéaire pour se ramener à cette situation [192].
J’ai aussi travaillé en collaboration avec J. Berthomieu sur le cas des polynômes creux
à deux variables : nous avons montré comment obtenir rapidement une transformation
monomiale de sorte à réduire le calcul au cas dense, et obtenir des bornes de complexité
en terme du volume du polygone de Newton du polynôme à factoriser.



Enfin, en collaboration avec G. Chèze, nous avons abordé la question de la factori-
sation absolue des polynômes à deux variables sur un corps de caractéristique zéro ou
suffisamment grande. Nous avons conçu un nouvel algorithme calquant les précédents
qui a permis d’améliorer les bornes de complexité précédemment connues [49]. Plus
récemment, dans le cadre de la thèse de doctorat de G. Quintin, j’ai aussi travaillé sur
le calcul des racines d’un polynôme de GR(pn, k)[x][y], où GR(pn, k) représente l’anneau
de Galois d’ordre n k et de caractéristique pn, défini, à isomorphisme près, comme (Z/
pn Z)[x](q(x)) avec q de degré k irréductible modulo p [25]. Nos résultats permettent
d’étendre l’algorithme de décodage en liste de V. Guruswami et M. Sudan [122] au cas
des anneaux de Galois.

Résolution des systèmes algébriques

Introduite par H. Hironaka au milieu des années soixante, la notion de base standard
d’un idéal dans un anneau de polynômes connaît, depuis les travaux de B. Buchberger,
un engouement particulier en mathématiques et en informatique. La construction effec-
tive d’une telle base est désormais une fonctionnalité essentielle de tous les logiciels
de calcul formel. Au cœur de ces méthodes, les polynômes à plusieurs variables sont
représentés comme vecteurs de leurs coefficients dans la base monomiale usuelle et chaque
opération élémentaire d’élimination consiste en une opération du type pivot. Néanmoins
le coût de ces méthodes est doublement exponentiel dans le pire des cas. Il faut attendre
les années quatre-vingt dix pour que M. Giusti et J. Heintz développent l’idée que les
problèmes d’élimination peuvent être ramenés dans une classe de complexité polynomiale,
en représentant les polynômes issus de l’élimination par des calculs d’évaluation. C’est
dans cette voie que se sont situés principalement mes premiers travaux de recherche.

À l’issue de ma thèse de doctorat, j’avais publié un algorithme pour calculer la décom-
position en composantes équidimensionnelles de la clôture de Zariski de l’ensemble des
solutions d’un système d’équations et d’inéquations polynomiales [189]. Sa complexité
était polynomiale en un degré propre aux méthodes incrémentales et est toujours la
meilleure connue actuellement. Dans le cas de systèmes génériques d’équations de degré
deux à coefficients entiers, le coût devient même quasi-linéaire dans la taille de la sortie.
J’avais implanté cet algorithme, dit de résolution géométrique, dans le système de calcul
formel Magma. Ce logiciel a été appelé Kronecker, en hommage à l’illustre mathé-
maticien pour ses travaux sur l’élimination.

En collaboration avec C. Durvye, dans le cadre de sa thèse de doctorat, nous avons
étendu mon algorithme de décomposition équidimensionnelle au calcul de la décomposi-
tion primaire d’un idéal d’un anneau de polynômes. Dans un premier temps nous avons
restructuré et simplifié considérablement les preuves de correction de l’algorithme de
résolution géométrique [70]. Ensuite C. Durvye a obtenu une première extension de
l’algorithme pour le calcul des composantes primaires isolées de dimension zéro [69].

Plus récemment, j’ai rédigé une version de l’algorithme de résolution géométrique pour
le cours Algorithmes efficaces en calcul formel dans lequel je suis intervenu en 2013 au
Master Parisien de Recherche en Informatique (MPRI) [33]. J’ai aussi réalisé une implan-
tation en C++ de l’algorithme de résolution géométrique au sein de Mathemagix [147],
appelé geomsolvex. Ce travail a été motivé d’une part par le besoin de pouvoir maîtriser
les sous-algorithmes de bas niveau, et d’autre part par le souhait de rendre facilement
accessible une implantation de cet algorithme indépendante de logiciels commerciaux.

En collaboration avec B. Bank,M. Giusti, J. Heintz,G. Matera et P. Solernó,
nous venons d’étendre l’algorithme de résolution géométrique au calcul des lieux de
dégénérescence de fibrés vectoriels algébriques définis sur une variété lisse [8]. Un cas
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particulier important concerne les variétés polaires, utiles pour des calculs en géométrie
algébrique réelle, pour lesquelles nous avons prouvé de nouvelles bornes de complexité.
Cette extension est aussi programmée dans la bibliothèque geomsolvex.

Traitement numérique des grappes de racines

D’une façon un peu différente des méthodes symboliques traditionnelles, j’ai poursuivi la
voie ouverte par S. Smale et ses collaborateurs, appelée la théorie des zéros approchés.
Cette théorie ne concerne que les zéros simples puisqu’elle repose sur l’utilisation de l’opé-
rateur de Newton. En collaboration avec M. Giusti, B. Salvy et J.-C. Yakoubsohn,
nous avons porté nos efforts sur la localisation et l’approximation des zéros multiples.
Nous avons dégagé un cadre technique original et efficace pour manipuler des objets
analytiques par le calcul symbolique tout en préservant des représentations de nombres
complexes en multiprécision. Ensuite nous avons montré comment localiser et approcher
des grappes de zéros de fonctions analytiques à une variable [108] et de certaines appli-
cations analytiques à plusieurs variables [109]. Nos algorithmes d’approximation sont
numériquement stables et, en présence d’une grappe de zéros de diamètre strictement
positif, les suites des approximations s’arrêtent à une distance de la grappe que nous
prouvons être de l’ordre du diamètre de celle-ci. En particulier l’algorithme calcule un
encadrement numérique du diamètre.

Mathemagix

Selon la thèse de Church tous les systèmes de programmation usuels sont Turing com-
plets. En théorie il n’y a donc pas de raison de privilégier un langage plutôt qu’un autre.
Néanmoins dans les faits, la situation devient très nuancée dès qu’il s’agit de développer
des logiciels à une large échelle dans une thématique particulière. Pour les calculs sym-
boliques ou analytiques, il est primordial que le langage permette d’écrire les algorithmes
de la façon la plus naturelle et lisible possible. Il est aussi crucial que le langage puisse
être compilé pour des raisons d’efficacité. Pour un usage de type calculatrice il est aussi
souhaitable de disposer d’un interprète de commandes et d’une interface graphique de
qualité pour afficher les formules mathématiques et interagir avec les objets graphiques.
C’est exactement dans cet esprit que la plateforme logicielle Mathemagix [147] a été
initiée par J. van der Hoeven et continue d’évoluer. Je participe à ce projet depuis
2005 et suis auteur d’un grand nombre d’implantations d’algorithmes sur les polynômes
et matrices avec des coefficients symboliques. Les résultats obtenus font l’objet du dernier
chapitre de ce mémoire.

Co-encadrements de thèses de doctorat

1. C. Durvye, Algorithmes efficaces pour calculer la multiplicité d’une composante
isolée solution d’un système d’équations polynomiales . Thèse de doctorat soutenue
le 9 juin 2008, à l’université de Versailles Saint-Quentin-en-Yvelines, sous la direc-
tion de V. Cossart et la codirection de G. Lecerf.

2. J. Berthomieu, Contributions à la résolution des systèmes algébriques : réduction,
localisation, traitement des singularités, implantations . Thèse de doctorat soutenue
le 6 décembre 2011, à l’École polytechnique, sous la direction de M. Giusti et la
codirection de G. Lecerf.

3. G. Quintin, Sur l’algorithme de décodage en liste de Guruswami-Sudan sur les
anneaux finis. Thèse de doctorat soutenue le 22 novembre 2012, à l’École poly-
technique, sous la direction de D. Augot et la codirection de G. Lecerf.
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Productions scientifiques

Les résultats scientifiques présentés dans ce mémoire sont issus des productions listées
ci-dessous, pour la plupart disponibles depuis http://lecerf.perso.math.cnrs.fr.

Articles dans des revues à comité de lecture

1. M. Giusti, K. Hägele, G. Lecerf, J. Marchand, B. Salvy, The projective
Noether Maple package: computing the dimension of a projective variety . Journal of
Symbolic Computation, vol. 30, nř3, p. 291–307, 2000.

2. M. Giusti, G. Lecerf, B. Salvy, A Gröbner free alternative for polynomial system
solving . Journal of Complexity, vol. 17, nř1, p. 154–211, 2001.

3. G. Lecerf, Quadratic Newton iteration for systems with multiplicity . Foundations
of Computational Mathematics, vol. 2, nř3, p. 247–293, 2002.

4. G. Lecerf, Computing the equidimensional decomposition of an algebraic closed set
by means of lifting fibers. Journal of Complexity, vol. 19, nř4, p. 564–596, 2003.

5. G. Lecerf, É. Schost, Fast multivariate power series multiplication in characte-
ristic zero. SADIO Electronic Journal on Informatics and Operations Research, vol. 5,
nř1, p. 1–10, 2003.

6. M. Giusti, G. Lecerf, B. Salvy, J.-C. Yakoubsohn, On location and approxi-
mation of clusters of zeros of analytic functions. Foundations of Computational
Mathematics, vol. 5, nř3, p. 257–311, 2005.

7. G. Lecerf, Sharp precision in Hensel lifting for bivariate polynomial factorization.
Mathematics of Computations, vol. 75, p. 921–933, 2006.

8. M. Giusti,G. Lecerf,B. Salvy, J.-C. Yakoubsohn. On location and approxima-
tion of clusters of zeros: Case of embedding dimension one. Foundations of Computa-
tional Mathematics, vol. 7, nř1, p. 1–49, 2007.

9. C. Durvye, G. Lecerf, A concise proof of the Kronecker polynomial system solver
from scratch. Expositiones Mathematicae, vol. 26, nř2, p. 101–139, 2007.

10. G. Lecerf, Improved dense multivariate polynomial factorization algorithms.
Journal of Symbolic Computation, vol. 42, nř4, p. 477–494, 2007.

11. G. Chèze, G. Lecerf, Lifting and recombination techniques for absolute factoriza-
tion. Journal of Complexity, vol. 23, nř3, p. 380–420, 2007.

12. G. Lecerf, Fast separable factorization and applications . Applicable Algebra in
Engineering, Communication and Computing, vol. 19, nř2, p. 135–160, 2008.

13. G. Lecerf. New recombination algorithms for bivariate polynomial factorization
based on Hensel lifting , Applicable Algebra in Engineering, Communication and Com-
puting, vol. 21, nř2, p. 151–176, 2010.

14. J. Berthomieu, J. van der Hoeven, G. Lecerf, Relaxed algorithms for p-adic
numbers. Journal de théorie des nombres de Bordeaux, vol. 23, nř3, p. 541–577, 2011.

15. J. van der Hoeven, G. Lecerf, B. Mourrain, Ph. Trébuchet, J. Bertho-
mieu, D. Diatta, A. Mantzaflaris, Mathemagix, the quest of modularity and
efficiency for symbolic and certified numeric computation. ACM SIGSAM Commu-
nications in Computer Algebra, vol. 177, nř3, 2011. Dans la section "ISSAC 2011
Software Demonstrations", éditée par M. Stillman, p. 166–188.

16. J. Berthomieu, G. Lecerf, Reduction of bivariate polynomials from convex-dense
to dense, with application to factorizations . Mathematics of Computations, vol. 81,
nř279, p. 1799–1821, 2012.

17. J. van der Hoeven, A. Grozin, M. Gubinelli, G. Lecerf, F. Poulain,
D. Raux, GNU TEXMACS: a scientific editing platform. ACM SIGSAM Commu-
nications in Computer Algebra, vol. 47, nř2, p. 59–62. Actes de la session des démons-
trations logicielles de la conférence ISSAC 2012.
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18. J. van der Hoeven, G. Lecerf, On the bit-complexity of sparse polynomial and
series multiplication. Journal of Symbolic Computation, vol. 50, p. 227–254, 2013.

19. J. Berthomieu, G. Lecerf, G. Quintin, Polynomial root finding over local
rings and application to error correcting codes . Applicable Algebra in Engineering,
Communication and Computing, 2013. http://dx.doi.org/10.1007/s00200-013-
0200-5

Articles dans des actes de conférence avec comité de lecture

1. G. Lecerf, Computing an equidimensional decomposition of an algebraic variety
by means of geometric resolutions. In C. Traverso (éditeur), Proc. ISSAC 2000,
p. 209–216, ACM Press, 2000.

2. A. Bostan, G. Lecerf, É. Schost, Tellegen’s principle into practice. In Hoon
Hong (éditeur), Proc. ISSAC 2003, p. 37–44, ACM Press, 2003.

3. A. Bostan, G. Lecerf, B. Salvy, É. Schost, B. Wiebelt, Complexity issues
in bivariate polynomial factorization. In J. Schicho (éditeur), Proc. ISSAC 2004,
p. 42–49, ACM Press, 2004.

4. A. Bostan, F. Chyzak, G. Lecerf, B. Salvy, É. Schost, Differential equations
for algebraic functions. In Dongming Wang, Proc. ISSAC 2007, p. 25–32, ACM
Press, 2007.

5. G. Lecerf, Mathemagix: towards large scale programming for symbolic and cer-
tified numeric computations. In K. Fukuda, J. van der Hoeven, M. Joswig,
N. Takayama (éditeurs), Mathematical Software – ICMS 2010, Third International
Congress on Mathematical Software, 2010, vol. 6327 de Lecture Notes in Computer
Science, p. 329–332, Springer, 2010.

6. J. van der Hoeven, G. Lecerf, On the complexity of blockwise polynomial mul-
tiplication. In J. van der Hoeven (éditeur), Proc. ISSAC 2012, p. 211–218, ACM
Press, 2012.

7. J. van der Hoeven, G. Lecerf, Interfacing Mathemagix with C++. In
M. Monagan, G. Cooperman, M. Giesbrecht, Proc. ISSAC 2013, p. 363–
370, ACM Press, 2013.

Chapitre de livre

1. E. Kaltofen, G. Lecerf, Handbook of Finite Fields, chapitre « Factorization of
multivariate polynomials » de G. L. Mullen, D. Panario, p. 382–392, CRC Press,
2013.

Logiciels

1. The Dynamic Real Closure, paquetage en Axiom de 5000 lignes, écrit à l’université
de Bath (UK) lors mon stage de DEA, 1996. Non maintenu.

2. The Projective Noether Package, paquetage en Maple offrant diverses stratégies de
calcul de la dimension d’une variété projective [100]. Réalisé au laboratoire GAGE
de l’École polytechnique, 1997. Non maintenu.

3. Kronecker , en Magma, résolution des systèmes algébriques [107, 187, 188, 189].

4. mml4mgm, avec X. Suraud, support MathML pour Magma, 2002. Non maintenu.

5. Tellegen for NTL, en C++, à l’aide de la bibliothèque NTL, opérations transpo-
sées de la multiplication, division, évaluation et interpolation des polynômes à une
variable [34].

6. Separable factorization, en Magma, décomposition séparable des polynômes à une
ou deux variables [192].
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7. absfact.lib, inclus dans la distribution standard de Singular pour le calcul de la
factorisation absolue des polynômes à plusieurs variables, septembre 2005. Il s’agit
d’un travail en collaboration avec W. Decker et G. Pfister.

8. Absolute factorization, en Magma, en collaboration avec G. Chèze, factorisation
absolue des polynômes à deux variables [49].

9. Mode Emacs pour le langage Mathemagix , en Emacs Lisp, pour faciliter l’écriture
de programmes dans le langage Mathemagix en proposant du coloriage syntaxique,
de l’indentation automatique et de la navigation syntaxique.

10. Bibliothèque numerix deMathemagix, en collaboration avec J. van der Hoeven.
J’y ai programmé l’arithmétique modulaire pour les entiers.

11. Bibliothèque algebramix de Mathemagix, en collaboration avec J. van der
Hoeven. J’y ai programmé de nombreux algorithmes pour les polynômes, matrices
et series [22, 35].

12. Bibliothèque lattiz de Mathemagix, algorithmes de reduction de réseaux, avec
l’utilisation optionnelle de Fplll [275].

13. Bibliothèque multimix de Mathemagix, en collaboration avec J. van der
Hoeven. J’y ai programmé plusieurs algorithmes pour les opérations élémen-
taires sur les polynômes et séries à plusieurs variables en représentations denses
et creuses [144, 146, 195].

14. Bibliothèque finitefieldz de Mathemagix, en collaboration avec G. Quintin,
calculs dans les corps finis [25].

15. Bibliothèque factorix de Mathemagix, factorisation des polynômes.
16. Bibliothèque geomsolvex deMathemagix, résolution des systèmes algébriques par

des méthodes géométriques [8, 70].
17. Bibliothèque mfgb, pour utiliser FGb [74] depuis Mathemagix.
18. Bibliothèque mpari, pour utiliser pari [235] depuis Mathemagix.
19. Bibliothèque mblad, pour utiliser blad [36] depuis Mathemagix.
20. Interprète pour le langageMathemagix, en collaboration avec J. van der Hoeven,

dans le sous-projet mmcompiler [144].
21. automagix, en collaboration avec J. van der Hoeven et B. Mourrain, scripts
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Opérations élémentaires sur les polynômes et séries

Dans ce chapitre nous présentons les résultats de complexité que nous avons obtenus
concernant les opérations élémentaires sur les polynômes et séries à plusieurs variables.
Nous commençons par décrire brièvement le modèle de calcul utilisé pour mesurer le coût
des algorithmes tout au long de ce mémoire. Ensuite nous rappelons quelques résultats
de complexité pour l’évaluation et l’interpolation des polynômes à une variable, qui
constituent les briques de base de nos produits rapides à plusieurs variables.

I.1 Modèle de calcul

Le choix d’un modèle de calcul pour présenter et analyser des algorithmes est une question
épineuse. Considérer un modèle trop proche des ordinateurs actuels, qui peuvent effectuer
plusieurs tâches en parallèle, et qui ont une gestion de la mémoire par niveaux de cache,
est bien trop compliqué. À l’inverse, considérer un modèle très simple comme les machines
de Turing permet de bien formaliser la notion de programme et de complexité, mais en
s’éloignant des architectures matérielles actuelles. Les arbres de calcul que nous allons
utiliser sembleront aussi éloignés de la réalité. Mais nous nous efforcerons de décrire les
algorithmes dans un langage naturel tout en gardant en tête, d’un point de vue théorique,
qu’une telle description explicite la construction d’arbres de calcul pour lesquels nous
pouvons facilement énoncer des résultats avec rigueur.

Pour sûr, le travail nécessaire pour passer d’un algorithme à une implantation effi-
cace est souvent important, surtout pour des opérations qui semblent simples comme
le produit de polynômes ou de matrices. Ce travail consiste en effet à concevoir de
bonnes structures de données, à développer des stratégies d’utilisation de la mémoire
favorables à l’architecture utilisée, et enfin à s’assurer que le code exécutable produit par
le compilateur exploite correctement les ressources matérielles de calcul.

Cette section reprend les concepts sur les arbres de calcul en suivant la présentation
faite dans [38, Chapter 4]. Pour une présentation plus détaillée avec des exemples, je
renvoie le lecteur aux notes de mon cours donné lors des Journées Nationales de Calcul
Formel en 2013 [194, Chapitre 1].

I.1.1 Syntaxe d’un arbre de calcul

Si K est un corps, nous définissons Kc := {K0 → K, () 7→ a | a ∈ K} comme l’ensemble
des fonctions d’arité zéro, et notons Id la fonction identité sur K. Cet ensemble Kc est
isomorphe à K, mais il sera plus confortable par la suite de considérer les constantes
comme des éléments de Kc. L’ensemble des opérations élémentaires Ω sur K est Ω :=
Kc∪{Id,+,−,×, /}. L’ensemble des prédicats P est quant à lui défini par P := {=,=/}.
Plus généralement nous serons amenés à considérer des structures algébriques A qui ne
seront pas des corps et nous adapterons naturellement ces définitions. Par exemple, si
A est un anneau, les opérations élémentaires seront Ac∪ {Id,+,−,×}. Éventuellement
rien n’empêche, si A est intègre, d’y adjoindre la division exacte. Si A est ordonné, alors
l’ensemble des prédicats peut aussi contenir les tests {<,6, >, >}. Il conviendra, pour
chaque énoncé, si le contexte n’est pas clair, de préciser les opérations élémentaires et
prédicats utilisés.

Définition I.1. Un arbre binaire est un graphe acyclique orienté dont tous les nœuds
sauf un, appelé la racine, a un parent et au plus deux fils.
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Un arbre binaire induit un ordre partiel naturel ≺ sur l’ensemble de ses nœuds, pour
lequel la racine est le plus petit élément : u≺ v ⇔ u est le grand-···-grand-parent de v.

Définition I.2. Un chemin est une suite finie de nœuds v0, v1, ..., vl tels que vi est le
parent de vi+1 pour tout i∈{0, ..., l− 1}.
Définition I.3. Un segment initial de longueur n d’un arbre binaire est un ensemble
de nœuds I = {v1, ..., vn} tel que v1≺ v2≺···≺ vn, et tel qu’il existe un nœud u qui est le
successeur de vn et le prédécesseur de tous les nœuds qui ne sont pas dans I ∪ {u}.

Soit T un arbre binaire et I l’un de ses segments initiaux de longueur n. Les éléments
de I sont appelés les nœuds d’entrée. L’ensemble des nœuds hors de I est partitionné
selon leur degré sortant d :

− les nœuds de sortie O, qui correspondent à d=0,
− les nœuds de calcul C, qui correspondent à d=1,
− les nœuds de branchement B, qui correspondent à d=2.

Définition I.4. Un arbre de calcul sur une structure A munie des opérations élémen-
taires Ω, des prédicats P, et avec une entrée de taille n, est un arbre binaire muni :

1. d’une fonction d’instruction qui assigne :

− à chaque nœud de calcul v une instruction de calcul de la forme (ω; u1, ..., um),
où ω ∈Ω est d’arité m, et u1, ..., um∈I ∪C sont des prédécesseurs de v,

− à chaque nœud de branchement v une instruction de test de la forme (ρ; u1, u2),
où ρ∈P et u1, u2∈I ∪C sont des prédécesseurs de v,

− à chaque nœud de sortie v une instruction de sortie de la forme (u1, ..., um), où
m∈N et u1, ..., um∈I ∪ C sont des prédécesseurs de v.

2. d’une partition σ de l’ensemble des nœuds de sortie telle que la longueur des nœuds
de sortie soit constante sur chaque partie de σ.

I.1.2 Sémantique d’un arbre de calcul

Soit e∈An une valeur d’entrée de l’arbre de calcul T de segment initial I de longueur n.
Nous construisons le chemin Te dans T ainsi que les fonctions suivantes, en commençant
par la racine de T :

− α : I ∪ {nœuds de calcul de Te}→A,
− β : {nœuds de branchement de Te}→{faux, vrai}.
Nous commençons par définir Te := I = (v1, ..., vn) et α: I → A, α(vi) := ei pour tout
i∈{1, ..., n}. Par récurrence, supposons le chemin construit jusqu’à un certain nœud w.
Si w n’est pas un nœud de sortie alors le chemin se prolonge de la façon suivante :

− si w est un nœud de branchement, alors son successeur est son fils gauche ou droit
selon la valeur β(w) ;

− si w est un nœud de calcul, ou si w=vn, alors son successeur v est défini comme étant
son fils.

Maintenant le successeur v connu, le chemin est prolongé avec v et les fonctions α et β

sont prolongées de la façon suivante :

− si v est un nœud de branchement de la forme (ρ;u1, u2), alors β(v):=ρ(α(u1), α(u2)),
− si v est un nœud de calcul de la forme (ω;u1, ..., um), alors si ω(α(u1), ..., α(um)) est

défini nous posons α(v) :=ω(α(u1), ..., α(um)), sinon le chemin s’arrête à w.

Si Te s’arrête sur un nœud de sortie, alors T est dit exécutable sur e. Si (u1, ..., um) est
un nœud de sortie de v, alors (α(u1), ..., α(um)) est appelée la valeur de sortie de T sur
l’entrée e. La partie de σ qui contient v est appelée la classe de sortie de e.
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Si J est un sous-ensemble de An, nous dirons que T est exécutable sur J si, et
seulement si, T est exécutable sur chaque élément de J . La partition σ=(σi)i∈{1,...,t} des
nœuds de sortie induit la partition π := {J1, ..., Jt} de J définie par :

Ji := {e∈J | la classe de sortie de e est σi}.
Pour chaque i, nous définissons la fonction ϕi: Ji→Ami qui retourne la valeur de sortie
pour chaque e∈Ji. L’unique extension, notée ϕ, des ϕi définit une fonction sur J qui est
appelée la fonction d’évaluation de T sur J .

Définition I.5. Une collection pour un sous-ensemble J de An est la donnée d’une
partition π = {J1, ..., Jt} de J et d’une famille de fonctions ϕi: Ji → Ami pour chaque
i ∈ {1, ..., t}. On représente une telle collection par le couple (ϕ, π) où ϕ est l’unique
fonction qui prolonge les ϕi sur J.

Un arbre de calcul définit donc une collection naturelle induite par sa fonction d’évalua-
tion.

I.1.3 Fonctions de coût

Continuons de considérer une structure algébrique munie des opérations élémentaires Ω
et des prédicats P . Une fonction c: Ω ∪ P →N est appelée une fonction de coût . Nous
prendrons dans la suite c constante de valeur 1 : il s’agit de la fonction de coût total .

Soit T un arbre de calcul. Le coût d’un nœud de sortie v est obtenu en additionnant les
coûts des instructions rencontrées sur le chemin partant de la racine et arrivant jusqu’à v.
De la sorte, nous construisons une fonction de coût sur l’ensemble des nœuds de sortie de
T . Si T est exécutable sur J , la fonction t:J→N, où t(e) est le coût du nœud de sortie
sur lequel se termine le chemin Te, est appelée la fonction de coût sur J .

Définition I.6. Soit (ϕ, π) une collection associée à J, soit c une fonction de coût, et
soit τ : J →N. On dit que (ϕ, π) est calculable avec un coût τ lorsqu’il existe un arbre
de calcul T qui calcule (ϕ, π) avec un coût borné par τ sur J.

La complexité dans le pire cas, notée Cc(ϕ, π), pour une collection (ϕ, π) est définie
comme le plus petit entier naturel r tel que (ϕ, π) est calculable avec le coût τ : J →N,
a 7→ r.

Nous dirons qu’un arbre calcule une collection (ϕ,π) en temps τ :J→N si, et seulement
si, il a un coût au plus τ sur J . Finalement, dans ce formalisme, un algorithme est
simplement une description en langage naturel de la façon dont on peut construire une
famille d’arbres de calcul pour résoudre un problème donné. Lorsque nous parlerons du
coût d’un algorithme, il s’agira du coût des arbres de calcul qu’il décrit. Tout comme les
fonctions de coût nous pourrions définir des fonctions d’allocation de mémoire qui nous
permettraient d’analyser la consommation mémoire des calculs, mais nous n’aborderons
pas ces questions ici.

Dès lors que les fonctions de coût deviennent compliquées, il est d’usage de simplifier
les expressions en utilisant les notations suivantes :

Définition I.7. Si f et g sont deux fonctions de N dans R+ définies au voisinage
de l’infini, l’écriture f(n) ∈ O(g(n)) signifie qu’il existe deux constantes N et C telles
que f(n) 6 C g(n) pout tout n > N. De plus, nous écrirons f(n) ∈ Õ(g(n)) lorsque

f(n)∈ g(n) log2 (3+ g(n))O(1).

Exemple I.8. Si α> 0, on a n logαn log logn∈ Õ(n).

Si f(n)∈ Õ(n), alors f est dite au plus quasi-linéaire ; si f(n)∈ Õ(n2), alors f est dite
au plus quasi-quadratique, etc.
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I.1.4 Algorithmes probabilistes

Il existe principalement deux types d’algorithmes probabilistes , que nous utiliserons dans
ce mémoire. Le premier type, appelé fréquemment randomized en anglais, concerne l’uti-
lisation de générateurs de nombres aléatoires pendant les calculs. Le résultat retourné
est toujours correct, mais le coût dépend des choix lors de l’exécution. Avec le point de
vue des arbres de calcul, un tel algorithme est la description d’une famille d’arbres où les
variables aléatoires sont considérées comme des entrées. Pour une instance de problème
donnée, le coût moyen de l’arbre est alors la moyenne des coûts lorsque les variables
aléatoires parcourent toutes les valeurs possibles (pouvant éventuellement dépendre de
l’instance). Les coûts liés à la génération de nombres aléatoires seront par conséquent
ignorés. L’exemple classique est l’algorithme quicksort dont le coût dans le pire des cas
est quadratique, mais qui possède une variante en temps moyen quasi-linéaire. Nous ren-
contrerons principalement ces analyses de coût moyen pour les problèmes de factorisation
des polynômes dans le chapitre suivant.

Le deuxième type d’algorithmes probabilistes est aussi amené à faire des choix en
court d’exécution mais certains de ces choix conduisent à des résultats erronés ou des
erreurs d’exécution. En terme d’arbres de calcul, les variables aléatoires sont aussi consi-
dérées comme des entrées, mais nous nous attacherons à borner le coût dans le pire cas,
défini, pour une instance de problème, comme le maximum des coûts de l’arbre lorsque
les variables aléatoires parcourent toutes les valeurs possibles (pouvant éventuellement
dépendre de l’instance). Pour une instance de problème donnée, nous analyserons aussi
la probabilité que le calcul aboutisse et que le résultat soit correct. Ce type d’algorithme
interviendra dans le chapitre III.

I.1.5 Fonctions de produit

Dans la suite de ce mémoire nous analyserons fréquemment le coût de nos algorithmes
en fonction du coût du produit des polynômes à une variable. Sauf mention explicite du
contraire, nous considérerons qu’un polynôme de degré d à une variable est représenté
par le vecteur de ses d+1 coefficients, du degré 0 au degré d. Afin d’énoncer les résultats
d’une façon flexible, nous utiliserons une fonction de coût M: N → N bornant le coût
de l’algorithme choisi pour calculer le produit de deux polynômes à coefficients dans
un anneau commutatif unitaire. Pour des raisons techniques, nous supposerons que M

satisfait les propriétés suivantes :

− M(d)/d est croissante,
− M(md)6m2M(d) pour tout m> 1.

Rappelons qu’il existe des algorithmes permettant de choisir M(n) ∈ Õ(n) [42, 52, 135,
251].

Nous supposons tout au long de ce mémoire que les entiers sont représentés en base 2.
La taille d’un entier est définie comme étant le nombre de bits utilisés dans cette repré-
sentation. En terme d’arbres de calcul, la structure algébrique sous-jacente est celle de Z/
2Z. Concernant le coût nous parlerons du nombre d’opérations sur les bits. Deux entiers
de taille n peuvent être multipliés avec O(n2) opérations sur les bits par la méthode
naïve. Tout comme pour les polynômes nous serons amenés à analyser le coût de certains
algorithmes en fonction du coût des opérations élémentaires sur les entiers. Nous intro-
duisons par conséquent la fonction I(n) pour borner le coût de l’algorithme choisi pour
multiplier deux entiers de taille n. Les meilleurs algorithmes connus à ce jour permettent
de prendre I(n)∈O(n logn 2log

∗n) [80, 81], où log∗représente la fonction logarithme itéré –
précisément log∗n est zéro si n61, et 1+ log∗ (logn) si n>1. Pour des raisons techniques,
nous supposerons que I satisfait les propriétés suivantes :

− I(n)/n est croissante,
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− I(mn)6m2 I(n) pour tout m> 1.

Enfin, nous supposons dans ce mémoire qu’une matrice M de taille l× c est représentée
par le vecteur de ses l c coefficients. Nous parlerons ainsi d’une représentation dense des
matrices. La quantité ω représentera un nombre réel dans l’intervalle ]2, 3] tel que le
coût de l’algorithme choisi pour multiplier deux matrices de tailles n×n sur un anneau
commutatif soit au plus O(nω) opérations d’anneau (c’est à dire +, −, ×, =). Il est
désormais classique que le coût de nombreuses opérations sur les matrices s’expriment
simplement en fonction du coût du produit [3, 26, 38, 277].

I.2 Évaluation et interpolation à une variable

Un principe général de transposition de circuits assure que tout circuit linéaire se trans-
forme automatiquement en un circuit linéaire calculant l’application transposée dans le
même nombre d’opérations arithmétiques. Cette transformation de circuits trouve ses
origines dans le principe de conservation d’énergie des circuits électriques de Tellegen [6,
30, 237, 279]. Ce principe de transposition était connu depuis les années soixante dix
comme un résultat de complexité théorique en calcul formel dont l’impact pratique était
incertain [18, 41, 169, 260, 262, 308], sauf pour deux exceptions notables [123, 261]. Pour
plus de détails historiques nous renvoyons le lecteur à [21].

Le problème de la complexité en mémoire fut explicitement posé par E. Kal-
tofen [169, Open Problem 6]. Sans entrer dans les détails sur les modèles de calcul
propres à ce problème, en collaboration avec A. Bostan et É. Schost, nous avons
répondu à cette question en montrant comment réécrire automatiquement un programme
linéaire en un autre programme linéaire de coûts essentiellement les mêmes en temps
et en espace et calculant l’application transposée [35]. Dans ce même article, nous avons
illustré cette technique sur les algorithmes usuels : multiplication, division, interpola-
tion et évaluation en plusieurs points de polynômes à une variable. Faisant chemin inverse
cette étude nous a permis de découvrir des algorithmes plus rapides pour la transposée
de l’évaluation en plusieurs points.

Théorème I.9. [35] Un polynôme à une variable de degré d peut être interpolé à partir
de d+1 couples de points en faisant 5/2M(d) logd+O(M(d)) opérations dans le corps de
base. Un polynôme à une variable de degré d peut être évalué en d+1 points en faisant
3/2M(d) log d+O(M(d)) opérations dans l’anneau de base.

Globalement ce résultat a amélioré d’un facteur deux les meilleures bornes précédemment
connues, ce qui est loin d’être anodin puisqu’il s’agit de routines qui sont utilisées dans
un très grand nombre d’algorithmes, comme nous le verrons dans la suite.

Nous avons généralisé ces techniques pour traiter le problème du calcul des restes
dans la division euclidienne par plusieurs polynômes, c’est-à-dire fmod p1, ..., fmod pr,
où f est de degré d et les pi sont unitaires de degré di avec d1+ ···+ dr6 d. Ici f mod pi
représente le reste de la division de f par pi.

Théorème I.10. [34] Les restes fmod p1, ..., fmod pr peuvent être calculés en
3M(n) log (n)+O(M(n)) opérations dans l’anneau de base.

Ce résultat a amélioré d’un facteur presque 4 la précédente borne de complexité connue.

Pour factoriser F ∈K[[x]][y] à précision x2l à partir de la factorisation de F (0, y) et sous
réserve que F (0, y) soit séparable, nous utilisons une généralisation de l’opérateur de
Newton et déduisons du résultat précédent :
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Théorème I.11. [34] Le coût de la remontée des facteurs de F en précision 2l est dans
4M(2l)M(n) log r+O(M(n) (M(2l)+ logn)).

Ceci a amélioré d’un facteur 3 la meilleure borne précédemment connue. Tous ces
algorithmes ont été programmés en C++ et leur efficacité a été parfaitement observée.
Notons enfin que ces idées ont été prolongées dans la thèse d’A. Bostan [32], et que le
principe de transposition des programmes linéaires tels que nous l’avions décrit dans [34] a
été mis en œuvre de façon automatique dans le logiciel Python par L. De Feo (http://
transalpyne.gforge.inria.fr).

I.3 Produit des polynômes à plusieurs variables

Une représentation dense d’un polynôme à plusieurs variables est la donnée de ses degrés
partiels et des coefficients de tous ses termes de degrés partiels plus petits. En revanche,
une représentation creuse est la donnée de ses seuls termes non nuls. L’algorithmique des
polynômes et séries en représentation dense à une ou plusieurs variables est désormais
arrivée à un niveau d’efficacité élevé, tel qu’il est possible d’observer le coût quasi-linéaire
de leur produit à partir de tailles de l’ordre de 128 mots machines. En revanche la
représentation creuse des polynômes, qui est très utile dès que le nombre de variables
devient grand, est nettement moins bien comprise. Bien que cette algorithmique soit
étudiée depuis les années soixante-dix, et soit constamment revisitée au regard des nou-
velles architectures matérielles, seuls les algorithmes naïfs, séquentiels ou parallèles, sont
véritablement disponibles dans les logiciels actuels [4, 55, 56, 73, 86, 157, 214, 215, 216,
238, 278, 302]. Dans cette section nous présentons nos résultats théoriques et pratiques
permettant de disposer de coûts asymptotiquement plus rapides. Depuis, d’autres tech-
niques sont venues compléter les nôtres [142, 148].

I.3.1 Méthodes par blocs

Les premiers résultats que nous présentons ici ont été obtenus en collaboration avec
J. van der Hoeven, et peuvent être vus comme une extension à plusieurs variables de
l’algorithme bien connu de Karatsuba pour multiplier deux polynômes à une variable de
degré au plus d en temps O(dlog23)⊆ O(d1,5850) [51, 124, 281]. Nos méthodes par blocs
trouvent leurs origines dans [134, 139, 174, 245]. L’ensemble des monômes en n variables
de degré au plus d − 1 est noté Sn,d. Rappelons que le cardinal de cet ensemble est
|Sn,d|=

(

n+ d− 1
n

)

.

Théorème I.12. [143] Soit A un anneau unitaire. Deux polynômes dans A[z1, ..., zn] de

degré total au plus d − 1 peuvent être multipliés en utilisant au plus O(|Sn,2d−1|1.5930)
opérations dans A.

Ce résultat peut être amélioré à condition de disposer de suffisamment de « bons
points » pour évaluer et interpoler des polynômes à une variable rapidement. Si A est
un anneau on dira qu’un schéma d’évaluation de taille s est un morphisme de A[x] vers
As admettant une application inverse à droite, appelée interpolation. Dans de nombreux
cas, il s’agira simplement de l’évaluation en s valeurs de A.

Théorème I.13. [143] Supposons que A admette un schéma d’évaluation de taille 2 d−1
et de coût O(d logν (d+1)), pour tout d> 1, et pour une certaine constante ν> 0. Alors
deux polynômes dans A[z1, ..., zn] de degré total au plus d− 1 peuvent être multipliés avec

au plus O(|Sn,2d−1|1.5337) opérations dans A.

18 I Opérations élémentaires sur les polynômes et séries



I.3.2 Méthodes par évaluation et interpolation

Contrairement à la représentation dense, les domaines d’efficacité respectifs des différents
algorithmes deviennent assez complexes dans le cas creux. Par exemple la méthode naïve
de multiplication se comporte en temps quasi-linéaire dès que la taille du support du
produit devient du même ordre de grandeur que le produit des tailles des supports des
polynômes à multiplier. Par ailleurs les algorithmes tels que la transformée de Fourier
rapide ne semblent pas se généraliser au cas creux. En fait, le produit de deux polynômes
en représentation creuse se décompose en deux sous-problèmes distincts :

1. détermination du support (ou d’un sur-ensemble) du produit,
2. calcul des coefficients du produit.

En collaboration avec J. van der Hoeven nous avons tout d’abord porté nos efforts
sur le calcul des coefficients du produit en supposant son support connu. Cela couvre de
nombreux cas tels que le produit de séries à plusieurs variables tronquées en degré total.
Par ailleurs il existe en général des algorithmes probabilistes pour deviner le support
d’un produit [85, 171, 172, 173]. Le point de départ de notre travail était un article de
J. Canny, E. Kaltofen etY. Lakshman permettant de calculer les coefficients du pro-
duit en caractéristique nulle en temps quasi-linéaire [41]. Leur méthode ne semblait pas
vraiment utilisable en pratique car elle faisait intervenir des nombres rationnels de très
grande taille et elle ne se généralisait pas en caractéristique positive. En combinant des
idées de différents auteurs ayant travaillé sur le problème de l’interpolation creuse [119,
120, 296], nous avons conçu des algorithmes se comportant mieux en pratique.

Notons P et Q les polynômes à multiplier. Soit P ∈A[z1, ..., zn] donné en représenta-
tion creuse par la suite de ses exposants et coefficients (e, Pe)∈Nn×A. La taille en bits

d’un exposant e ∈ Nn est notée le et est définie comme n +
∑

j=1
n

lej, où lej represente
la taille en bits de ej. Le degré partiel de P en zi est noté degzi P . Nous définissons
sP := |suppP | le nombre de termes non nuls de P , et dP := (degz1P +1) ··· (degznP +1)
la taille dense de P . Nous introduisons aussi les quantités eP :=

∑

e∈suppP
le, eQ :=

∑

e∈suppQ
le. Si X est un sous-ensemble fini de Nn, alors nous posons eX :=

∑

e∈X
le et

dX := (dX,1+1) ··· (dX,n+1), où dX,i est le plus grand degré partiel en zi des monômes
de X. Enfin nous aurons besoin des quantités σ := sP + sQ + sX et ǫ := eP + eQ + eX
et nous parlerons d’opérations vectorielles dans A pour faire référence aux additions,
soustractions dans A et produit d’un élément de A par un élément de K.

Théorème I.14. [146] Soit K un corps, soit A une K-algèbre, soient P et Q deux poly-
nômes dans A[z1, ..., zn], soit X ⊆ Nn contenant le support de P Q, et supposons donné
un élément de K d’ordre multiplicatif au moins dX. Alors le produit PQ peut être calculé
au moyen de :

− O(ǫ) produits dans K, qui dépendent seulement de suppP, suppQ et X;

− O(sX) inversions dans K, O(sX) produits dans A, et O
(

σ

sX
M(sX) logsX

)

opérations

vectorielles dans A.

Théorème I.15. [146] Soient P , Q ∈ Fpk[z1, ..., zn], soit X ⊆Nn tel que X ⊇ suppPQ,

et supposons donné un élément primitif de Fpk
∗ . Si pk− 1> dX, alors le produit PQ peut

être calculé au moyen de :

− O(ǫM(k)) opérations d’anneau dans Fp, qui dépendent seulement de suppP, suppQ

et X;

− O
(

σ

sX
M(sX k) log sX + sX M(k) log k

)

ou Õ(σ k) opérations d’anneau dans Fp

et O(sX) inversions dans Fp.
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Théorème I.16. [146] Soient P , Q ∈ Fpk[z1, ..., zn], soit X ⊆Nn tel que X ⊇ suppPQ,

et supposons donné un élément primitif de Fpk
∗ . Si pk − 1> dX et log (sX k) ∈O(log p),

alors le produit PQ peut être calculé au moyen de :

− O(ǫ I(k log p)) opérations sur les bits qui dépendent uniquement de supp P, supp Q

et X;

− O
(

σ

sX
I(sX k log p) log sX + sX I(k log p) log k+ sX I(log p) log log p

)

ou Õ(σ k log p)

opérations sur les bits additionnelles.

Si P et Q sont à coefficients entiers, notons hP :=maxe lPe
le maximum des tailles en bits

des coefficients de P et posons h :=hP +hQ+ lmin(dP ,dQ).

Théorème I.17. [146] Soient P , Q ∈ Z[z1, ..., zn] et X ⊆Nn tels que X ⊇ supp PQ. Si
p >max (2h+1, dX) et si un élément primitif de Fp

∗ est donné, alors le produit PQ peut
être calculé au moyen de :

− O(ǫ I(log p)) opérations sur les bits qui dépendent seulement de suppP, suppQ et X;

− O
(

σ

sX
I(sX log p) log sX + sX I(log p) log log p

)

ou Õ(σ log p) opérations sur les bits.

Une suite p1< ···< pr de nombres premiers tels que
p1 > dX ,

p1 ··· pr > 2h+1n

est dite d’ordre dX et de capacité 2h+1, si log p∈O (h+ log dX), avec p= p1 ··· pr.
Théorème I.18. [146] Soient P , Q∈Z[z1, ..., zn] et X ⊆Nn tels que X ⊇ suppPQ, soit

p1< ···< pr une suite de nombres premiers d’ordre dX et de capacité 2h+1, et supposons
donné un élément de Z/p1 ··· prZ d’ordre au moins dX. Alors il est possible de calculer
PQ au moyen de :

− O(ǫ I(log p)) opérations sur les bits qui dépendent seulement de suppP, suppQ, et X;

− O
(

σ

sX
I(sX log p) log sX + sX I(log p) log log p

)

ou Õ(σ log p) opérations sur les bits.

Il était connu que les algorithmes de produit rapides de polynômes à plusieurs variables
pouvaient être utilisés pour résoudre des systèmes algébriques [41]. Nous avons proposé
une autre application pour le comptage des facteurs absolument irréductibles d’un poly-
nôme.

Théorème I.19. [146] Soit K un corps de caractéristique nulle, et soit F ∈K[x1, ..., xn,

y] un polynôme primitif et séparable en y. Supposons donnés l’enveloppe convexe entière
S de F, un élément de K d’ordre au moins (2 degy F + 1)

∏

i=1
n (2 degxi

F + 1), et un
sous-ensemble S de K contenant au moins 5 |2 S | − 2 éléments. Alors, le nombre de
facteurs absolument irréductibles de F peut être calculé avec un algorithme probabiliste
en utilisant Õ(|2 S |2) opérations dans K. La probabilité que le calcul soit correct est au

moins 1− 3

2
|2S | (|2S |+1)/|S |.

Ce résultat s’est vu ensuite supplanté par celui publié dans [24], que nous présenterons
en section II.6.

I.4 Produit des séries à plusieurs variables

Les méthodes par blocs pour les polynômes peuvent s’utiliser naturellement sur les séries
et nous avons obtenu les deux résultats suivants en collaboration avec J. van der
Hoeven.

Théorème I.20. [143] Soit A un anneau unitaire. Deux séries dans A[[z1, ..., zn]] tron-

quées en précision d peuvent être multipliées en utilisant au plus O(|Sn,d|1.5930) opérations
dans A.

20 I Opérations élémentaires sur les polynômes et séries



Théorème I.21. [143] Supposons que A admette un schéma d’évaluation de taille 2 d−1
et de coût O(d logν (d+1)), pour tout d> 1, et pour une certaine constante ν> 0. Alors
deux séries dans A[[z1, ..., zn]] tronquées en précision d peuvent être multipliées avec au

plus O(|Sn,d|1.5337) opérations dans A.

Concernant les méthodes par évaluation et interpolation, avec É. Schost, nous avons
établi le résultat suivant :

Théorème I.22. [195] Le produit de deux séries à plusieurs variables tronquées en degré
total et dont les coefficients sont dans un corps de caractéristique nulle peut se calculer
un temps quasi-linéaire.

Tout comme pour les polynômes les techniques sous-jacentes à ce résultat cachent des
nombres entiers de grande taille, qui nuisent très largement aux performances pratiques
dans les cas usuels. Dans les résultats suivants nous utilisons la notation X := {i∈Nn−1:
i1+ ···+ in−16 d− 1} En collaboration avec J. van der Hoeven, nous avons proposé
les alternatives pratiques suivantes :

Théorème I.23. [146] Soit K un corps, A une K-algèbre, soient P , Q ∈ A[[z1, ...,

zn]]/(z1, ..., zn)
d, et supposons donné un élément de K d’ordre au moins dn−1. Alors,

le produit P Q peut être calculé au moyen de O (sX d) inversions dans K, O(sX M(d))
opérations d’anneau dans A, et O (dM(sX) log sX) opérations vectorielles dans A.

Théorème I.24. [146] Soient n > 2, pk − 1 > dn−1, log (sX k) ∈ O(log p), P , Q ∈
Fpk[[z1, ..., zn]]/(z1, ..., zn)

d, et supposons donné un élément primitif de Fpk
∗ . Alors, le

produit PQ peut être calculé au moyen de

O (d I(sX k log p) log sX + sX d (I(k log p) log k+ I(log p) log log p))

ou Õ(|Sn,d|k log p) opérations sur les bits.

Dans le cas de coefficients entiers nous obtenons :

Théorème I.25. [146] Soit n> 2, 2h+1>dn−1, supposons donnée une suite p1< ···< pr
d’ordre au moins dn−1 et de capacité 2h+1, et supposons aussi donné un élément de
Z/p1 ··· pr Z d’ordre au moins dn−1. Soient P , Q ∈ Z[[z1, ..., zn]]/(z1, ..., zn)

d. Le
produit PQ peut alors être calculé avec

O (d I(sXh) log sX + sX d I(h) log h)

ou Õ(|Sn,d|h) opérations sur les bits.

I.5 Algorithmes détendus

Dans le chapitre suivant nous aborderons des algorithmes de factorisation de polynômes
qui reposent sur la méthode de Newton-Hensel pour calculer les approximations succes-
sives de facteurs dans K[[x]][y] ou Zp[y] dans les cas réguliers. En collaboration avec
J. Berthomieu et J. van der Hoeven, nous avons conçu une algorithmique pour
calculer efficacement avec des nombres p-adiques d’une façon détendue [22].

Soit A un anneau commutatif et (p) un idéal principal propre de A. Nous notons Ap

le complété de A pour la valuation p-adique. D’un point de vue pratique, il nous faut
supposer que nous disposons d’un sous-ensemble M d’éléments deA tel que la restriction
à M de la projection A→A/(p) soit une bijection. Les éléments de Ap admettent alors
une unique représentation de la forme

∑

i>0 ai p
i avec ai∈M . Lorsque A=K[x] et p=x,

nous pouvons prendre M =K. Lorsque A=Z, nous pouvons prendre M = {0, ..., p− 1}.
Nous devons aussi disposer de fonctions calculant les restes et quotients par p : quo(·, p):
A→A et rem(·, p):A→M tels que a= quo(a, p) p+ rem(a, p), pour tout a∈A.
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Les calculs dans Ap sont souvent effectués à précision fixe pn et se réduisent par
conséquent directement à des opérations dans A, on parle alors d’algorithmique zélée.
L’avantage de cette approche est de pouvoir être implantée rapidement via des méthodes
de type Newton. Une autre approche, dite paresseuse, est plus naturelle d’un point de
vue mathématique et offre un meilleur confort d’utilisation : une série est représentée
par le vecteur de ses coefficients déjà calculés et une fonction pour calculer le premier
coefficient manquant. L’algorithmique appelée détendue, introduite en calcul formel dans
les articles [133, 134, 137] pour les séries, concerne des techniques rapides de calcul
dans l’approche paresseuse, avec la contrainte que le n-ième coefficient d’un nombre est
calculé en utilisant uniquement les n premiers coefficients des nombres dont il dépend.
En collaboration avec J. Berthomieu et J. van der Hoeven, nous avons étendu ces
techniques pour calculer dans Ap, et avons porté nos efforts à les rendre très efficaces
pour Zp. Pour les opérations élémentaires nous avons obtenus les résultats suivants.

Théorème I.26. [22] Si Ip(n) borne le coût de l’algorithme choisi pour le produit dans
Z/pnZ, alors le produit et le quotient de deux nombres p-adiques dans le modèle détendu
peut se faire en temps O(Ip(n) logn).

Dans notre article [22] nous présentons des méthodes par blocs permettant de calculer
plus vite le quotient de deux nombres entiers p-adiques que par la méthode zélée basée
sur la bibliothèque GMP [112].

L’algorithmique détendue est globalement pénalisée par rapport à celle zélée. Néan-
moins, son utilisation devient spectaculaire pour le calcul de nombres récursifs définis
par a=Φ(a) et tels que an peut être calculé en fonction de a0, ..., an−1, dès lors que la
formule pour Φ comporte peu d’opérations, comme nous l’avons mis en évidence dans [22,
Section 5]. Nous avons construit une famille d’exemple pour laquelle notre approche est
dix fois plus rapide que les méthodes naives et les méthodes de Newton. Notre travail s’est
achevé avec la construction d’opérateurs de point fixe qui s’évaluent bien pour calculer
les racines r-ièmes des séries (en caractéristique quelconque) et nombres p-adiques.

Théorème I.27. Supposons r inversible modulo p, et soit a un nombre inversible de Ap

tel que a0 est une puissance r-ième modulo p. Alors chacune des racines r-ièmes b0 de
a0 modulo p peut être remontée de façon unique en une racine r-ième b de a. De plus b

est un nombre récursif pour l’équation

b=
a− br+ r b0

r−1 b

r b0
r−1

.

Les n premiers termes de b peuvent être calculés au moyen de

− O(log rM(n) logn) opérations dans K, si A=K[[x]] et p= x, ou
− O(log r Ip(n) logn) operations sur les bits, si A=Z.

Nous avons aussi obtenu des coûts similaires lorsque A=Z et r= p. J. Berthomieu et
R. Lebreton ont ensuite généralisé ce calcul des racines r-ièmes à celui des racines de
n’importe quel système de polynôme [23]. J. van der Hoeven a aussi étendu l’approche
aux problèmes différentiels [138]. R. Lebreton a récemment conçu, sur ces bases, une
remontée détendue pour les ensembles triangulaires qui peut aussi être utilisée dans
l’algorithme de résolution géométrique du chapitre III [186].

22 I Opérations élémentaires sur les polynômes et séries



Factorisation des polynômes

La recherche des racines d’un polynôme à une variable et plus généralement la factori-
sation de tels polynômes en irréductibles trouve ses origines dans des temps très anciens
des mathématiques. Contrairement aux opérations élémentaires sur les polynômes telles
que la somme, le produit, et le plus grand commun diviseur (noté p.g.c.d.), il n’existe
pas d’algorithme de factorisation des polynômes de K[x] qui soit indépendant de K, dans
un modèle de calcul comme les machines de Turing ou bien, de façon équivalente, les
machines à accès direct [78, 79]. Il est par conséquent nécessaire d’examiner la nature de
K afin de concevoir des algorithmes de factorisation dans K[x].

En pratique, il n’est pas franchement restrictif de considérer des corpsK explicitement
finiment engendrés sur leur sous corps premier F, c’est-à-dire donné comme le corps des
fractions de F[x1, ..., xn]/P, où P est un idéal premier de F[x1, ..., xn] lui-même décrit
par un ensemble fini de polynômes de F[x1, ..., xn]. Avec de tels corps K, de nombreux
travaux ont contribué à montrer que la factorisation des polynômes est calculable dans
K[x]. Les contributions majeures, d’un point de vue historique, remontent à L. Kro-
necker [184], puis, quarante ans plus tard, à G. Hermann [129], suivi par B. L. van
der Waerden [287, 288], A. Fröhlich et J. C. Shepherdson [78, 79] dans les années
cinquante, et enfin A. Seidenberg [256, 257, 258] et F. Richman [212, 244]. Un bref
historique se trouve par exemple dans [90]. Une présentation historique plus détaillée sur
la factorisation des polynômes se trouve dans les sections « Notes » des chapitres de la
partie III du livre [91].

L’approche développée dans ce chapitre s’articule globalement autour d’une récur-
rence sur la façon dont K est construit comme suite d’extensions monogènes. Nous
supposons disponible la factorisation dans Q[x] et Fpk[x]. Ensuite, si nous disposons de
la factorisation dans K[x] nous montrons comment en déduire celle dans K[x][y], puis
dans K[x1, ..., xn]. Les ingrédients sont essentiellement la factorisation séparable et la
remontée de Hensel. Notons ici que la factorisation séparable est au cœur des traitements
modernes de la factorisation en mathématiques constructives, telles que développées par
F. Richman est ses collaborateurs [213].

La plupart des logiciels de calcul formel offrent des fonctions pour factoriser les entiers
et les polynômes. Le cadre général des polynômes à plusieurs variables sur un corps
K explicitement finiment engendré sur son sous-corps premier est disponible en toute
généralité dans le logiciel Magma [274]. Parmi les logiciels libres, de nombreux cas
particuliers de factorisation sont disponibles dansNTL [263], Pari/gp [235], Sage [276],
Singular [64], et plus récemment dans Mathemagix [147].

II.1 Factorisation séparable

Dans cette section A représente un anneau factoriel, L son corps des fractions, p sa
caractéristique et F un polynôme de A[x] de degré d>1. Rappelons que F ∈ A[x] est
dit séparable s’il n’a aucune racine multiple dans une clôture algébrique L̄ de L. Un
polynôme F qui n’est pas constant est séparable si, et seulement si, son discriminant est
non nul. Dans la suite nous notons res(F ,G) le résultant des polynômes F et G. Notons
B := {1, p, p2, p3, ...} l’ensemble des puissances de p si p> 0, et B := {1} si p=0.

La décomposition séparable d’un polynôme primitif F ∈ A[x] \ A, notée sep(F ), est
l’ensemble des triplets (G1, q1,m1), ..., (Gs, qs,ms) deA[x]×B×N∗ vérifiant les propriétés
suivantes :

(S1) F (x)=
∏

i=1
s

Gi
mi(xqi),
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(S2) les Gi(x
qi) sont premiers entre eux deux à deux,

(S3) les mi ne sont pas divisibles par p,
(S4) les Gi sont primitifs et separables de degré au moins 1,
(S5) les couples (qi,mi) sont deux à deux distincts.

Notons que dans le cas où p = 0 la factorisation séparable n’est rien d’autre que la
factorisation sans carré. Il est classique que tout polynôme primitif F de A[x] admet une
unique décomposition séparable (à permutation et unités près dans A). Concrètement,
il s’agit juste de regrouper les racines en fonction de leur multiplicité et de la valuation
p-adique de celle-ci.

L’algorithme de factorisation classique, proposé par P. Gianni et B. Trager [98],
est dérivé de celui attribué à R. D. Musser dans le cas de la caractéristique nulle [226],
et son coût est en O(dM(d) log d) opérations dans le corps des coefficients. Nous avons
proposé un algorithme plus rapide que l’on peut voir comme une extension de l’algorithme
de D. Y. Y. Yun [91, Theorem 14.23]. Par ailleurs, lorsque A est parfait, il coïncide
essentiellement avec l’algorithme de décomposition sans carré proposé dans [177, Sec-
tion 4.6.3, Exercise 36] ou [91, Exercise 14.30].

Théorème II.1. [192] La décomposition séparable de F ∈ K[x] de degré d peut être
calculée avec O(M(d) log d) opérations dans K.

Dans le cas oùA=K[t], avecK un corps, nous énonçons ici les résultats de complexité
qui nous serons utiles par la suite. L’utilisation directe de l’algorithme rapide est assez
délicate si l’on souhaite éviter que des polynômes de grands degrés en t interviennent dans
les calculs intermédiaires. Une manière efficace pour obtenir la décomposition séparable
consiste à calculer les décompositions séparables de F (a,x) pour suffisamment de valeurs
de a, à éliminer celles pour lesquelles la spécialisation en t= a ne commute pas avec le
calcul de la décomposition séparable de F (t, x), puis à interpoler les facteurs séparables
avec les valeurs restantes. Notons dt (resp. dx) le degré partiel de F en t (resp. en x).

Théorème II.2. [192] Si K contient au moins dt (2 dx+ 1) + 1 éléments, alors sep(F )

peut être calculé avec au plus O(dx (dx M(dt) log dt + dt M(dx) log dx)) ou Õ(dt dx
2)

opérations dans K.

Théorème II.3. [192] Si K contient au moins 4 dt dx éléments, alors sep(F ) peut être
calculé avec au plus O(dxM(dt) logdt+dtM(dx) logdx) ou Õ(dt dx) opérations dans K en
moyenne.

Finalement dans [192], nous montrons que la factorisation irréductible d’un polynôme
F de K[x] de degré d se réduit à la factorisation séparable de F , puis à des factorisations
irreducibles de polynômes séparables de K[x] dont la somme des degrés est au plus d,
et enfin à O(d) extractions de racines p-ièmes dans K. Cette réduction au cas séparable
s’adapte aussi à la factorisation sans carré.

Il est souvent suggéré, dans des articles en calcul formel, que la factorisation irréduc-
tible se réduit à factoriser des polynômes sans carré [20, 57, 88]. Bien que ce point de vue
convienne bien à la caractéristique zéro, il conduit souvent à des difficultés techniques en
caractéristique positive. En fait siA=K[t], avecK un corps, nous verrons dans la section
suivante que nous pouvons réduire la factorisation irréductible dans A[x] à celle dans
K[x] au moyen de la remontée de Hensel. Si la caractéristique p est nulle ou suffisamment
grande et que F est sans carré alors cette réduction commence par choisir un point de
spécialisation a ∈K tel que F (a, x) soit sans carré. Maintenant si p > 0 cette stratégie
ne s’applique plus. Par exemple, considérons F (t, x) := (xp+ t) (x+ tp) en prenant pour
K une clôture algébrique de Fp. Il est clair que F est sans carré et que F (a, x) n’est pas
sans carré quelle que soit la valeur choisie pour a∈K. Par symmétrie il en va de même
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si l’on permute t et x. Par ailleurs nous avons sep(F ) = {(x+ tp, 1, 1), (x+ t, p, 1)}, et
pour tout a∈K, les polynômes x+ ap et x+ a sont séparables.

Dans leur algorithme de factorisation irréductible des polynômes à plusieurs variables
sur un corps fini, L. Bernardin etM. B. Monagan [20], résolvent ce problème du choix
de la valeur a pour la remontée de Hensel en utilisant la factorisation séparable de manière
un peu cachée. L’utilisation explicite en calcul formel de la factorisation séparable comme
un prétraitement systématique à la factorisation irréductible est due à A. Steel [274].

II.2 Factorisation à deux variables

Dans cette section nous nous intéressons à la factorisation d’un polynôme F ∈ K[x,
y], où K est un corps commutatif quelconque en supposant que nous disposons déjà
d’algorithmes pour factoriser dans K[y].

II.2.1 Notations

Notons dx le degré de F en la variable x et dy celui en la variable y. Nous supposons que
F est primitif et séparable vu comme polynôme de K[x][y]. Les facteurs irréductibles de
F sont notés F1, ..., Fr. Le coefficient de tête lcy(F ) de F vu comme polynôme de K[x][y]
est noté c. Les coefficients de têtes lcy (Fi) sont notés ci. Afin de simplifier la présentation
nous supposons aussi que les coefficients de têtes de c et des ci sont tous 1.

Supposons maintenant que l’on puisse trouver un point a∈K tel que F (a, y) reste de
degré dy et séparable. Quitte à appliquer une translation à la variable x, nous pouvons
alors calculer les facteurs irréductibles de F dans K[[x]][y], que nous notons F1, ..., Fs

et appelons facteurs analytiques par opposition aux facteurs rationnels Fi. Pour chaque
i ∈ {1, ..., r}, nous associons l’unique vecteur µi ∈ {0, 1}s défini par Fi = ci

∏

j=1
s

Fj
µi,j.

Nous examinerons plus tard la situation où K est trop petit pour garantir de trouver un
tel point a, mais en attendant nous supposerons les hypothèses suivantes satisfaites :

(N)















deg (F (0, y))= dy,

Res
(

F (0, y),
∂F

∂y
(0, y)

)

=/ 0,

F est primitif vu dans K[x][y].

Si A =
∑

i,j>0 ai,j x
i yj représente un polynôme de K[[x]][y] alors nous notons [A]k

l la

projection sur K[x, y] suivante :
[A]k

l :=
∑

k6i6l−1,j>0

ai,jx
i yj.

Nous introduisons aussi les produits partiels suivants :

F̂i :=
∏

j=1,j=/ i

r

Fj=
F

Fi
, F̂i := c

∏

j=1,j=/ i

s

Fj=
F

Fi
.

Le calcul des µi à partir des Fi est appelé le problème de recombinaison des facteurs
analytiques. Les Fi peuvent être calculés à partir de la factorisation de F (0, y) et de la
remontée de Newton-Hensel déjà mentionnée dans le chapitre précédent.

II.2.2 Remarques

Le premier algorithme (en temps exponentiel) de factorisation dans K[x, y] semble
remonter aux travaux de L. Kronecker. L’idée était de factoriser F

(

ydy+1, y
)

puis

de chercher parmi toutes les recombinaisons possibles celle donnant Fi

(

ydy+1, y
)

. Rap-
pelons que l’utilisation de la remontée de Newton-Hensel en calcul formel pour factoriser
les polynômes est apparue à la fin des années soixante dans les travaux de H. Zas-
senhaus [304]. L’application à plusieurs variables a commencé dans [227, 290, 291].
Pendant longtemps l’étape de recombinaison était effectuée par simple recherche exhaus-

II Factorisation des polynômes 25



tive, qui a un coût exponentiel dans le pire des cas. Néanmoins, si K est un corps fini,
en moyenne sur l’ensemble des polynômes, son coût est essentiellement quadratique [84].

Les premiers algorithmes en temps polynomiaux sont dus à E. Kaltofen au début
des années quatre-vingt. Plusieurs autres auteurs ont contribué à ce problème pour
couvrir les corps de coefficient usuels : A. L. Chistov, J. von zur Gathen, D. Gri-
goriev et A. K. Lenstra. Tout comme dans le cas de l’algorithme historique pour
le factorisation dans Q[x] [197], ces algorithmes calculent un facteur rationnel à partir
d’un seul facteur analytique, sans utiliser la totalité de la décomposition analytique. Les
exposants des bornes de complexité sont plutôt élevés et l’efficacité pratique n’est pas
spectaculaire par rapport à la recherche exhaustive en moyenne.

La première réduction de la factorisation de deux à une variable en temps quasi-qua-
dratique, pour la caractéristique nulle ou suffisamment grande, est due à Shuhong
Gao [83], en utilisant la factorisation absolue. Dans le présent chapitre nous nous concen-
trons sur les méthodes utilisant la remontée de Newton-Hensel, qui conduisent aux
meilleures bornes de complexité connues à l’heure actuelle. Ces méthodes ont été étu-
diées par D. R. Musser [227], P. S. Wang et L. P. Rothschild [290, 291], puis
J. von zur Gathen [92, 93], L. Bernardin et M. B. Monagan [20].

Pour des détails historiques concernant la factorisation des polynômes à plusieurs
variables nous renvoyons le lecteur aux livres [91, 224, 309], mais aussi vers les articles [48,
82, 88, 160, 166, 167, 168, 170].

II.2.3 Recombinaison

Dans les articles [248, 249, 250], T. Sasaki et ses collaborateurs avaient étudié une
méthode pour ramener le problème de recombinaison des facteurs analytiques à de
l’algèbre linéaire, mais malheureusement sans prouver de borne de coût polynomiale
(cf . l’exemple dans l’introduction de l’article [34]). Une variante de leur algorithme
a néanmoins conduit à une borne polynomiale grâce aux travaux deK. Belabas,M. van
Hoeij, J. Klüners et A. Steel [17]. L’idée est de construire un système linéaire
dont les solutions fournissent les vecteurs µi, à partir d’une factorisation analytique
à une précision σ > d (d − 1) + 1 où d est le degré total de F . Cette borne inférieure
de précision se trouve être essentiellement nécessaire lorsque K est de petite caracté-
ristique positive. Dans les paragraphes suivants nous présentons cette méthode, mais
en exprimant la borne en fonction des degrés partiels dx et dy de F .

À partir de la dérivée logarithmique de la formule Fi= ci
∏

j=1
s

Fj
µi,j nous avons :

∂Fi

∂y

Fi
=
∑

j=1

s

µi,j

∂Fj

∂y

Fj
, et donc F̂i

∂Fi

∂y
=
∑

j=1

s

µi,j F̂j
∂Fj

∂y
. (II.1)

Comme le degré partiel en x de F̂i
∂Fi

∂y
est au plus dx, la dernière inégalité conduit au

système linéaire suivant, en les inconnues ℓ1, ..., ℓs, et dont les vecteurs µi sont solutions :




∑

j=1

s

ℓj F̂j
∂Fj

∂y





dx+1

σ

=0. (II.2)

Proposition II.4. Si σ > dx (2 dy − 1) + 1, alors µ1, ..., µr forment la base échelonnée

réduite (à une permutation près) de l’espace des solutions de ( II.2).

Dans l’article [34], en notant d le degré total de F , il a été prouvé que la borne en
précision dx (2 dy− 1)+1 peut être ramenée à 3 d− 2 si la caractéristique de K est nulle
ou au moins d (d − 1) + 1. Dans l’article [190], un autre système linéaire nécessitant
une précision 2 d a été proposé sous les mêmes hypothèses. Nous ne présentons pas ces
variantes ici, mais une approche sensiblement différente issue de l’article [193] utilisant
une précision dx+1, sans hypothèse sur la caractéristique.
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Théorème II.5. [193] Si K contient au moins 2 dx dy+dx+1 éléments, la décomposition
irréductible de F peut être obtenue au moyen d’un algorithme qui nécessite de factoriser
des polynômes de K[y] dont la somme des degrés n’excède par dx+ dy, plus

a) si p=0 ou p> dx (2 dy− 1)+ 1, O(dx dy
ω) opérations arithmétiques dans K ;

b) si K :=Fpk, Õ(k dx dy
ω) opérations arithmétiques dans Fp.

Remarquons que, sans perte de généralité, nous pouvons supposer que dy 6 dx, ce qui
conduit à un coût Õ(dx dy

ω) ⊆ Õ((dx dy)
(ω+1)/2). De cette façon nous obtenons un

algorithme pour réduire la factorisation de deux à une variables en temps moins que
quadratique. Le résultat suivant en est une variante probabiliste.

Théorème II.6. [193] Si K contient au moins 10 dx dy éléments, alors la décomposition
irréductible de F peut être obtenue au moyen d’un algorithme qui nécessite de factoriser
des polynômes de K[y] dont la somme des degrés n’excède pas dx+ dy, plus

a) si p=0 ou p> dx (2 dy− 1)+ 1, O((dx dy)
1,5) opérations en moyenne dans K ;

b) si K :=Fpk, Õ(k (dx dy)
1,5) opérations en moyenne dans Fp.

II.2.4 Petite cardinalité

Si K est un corps fini Fq de cardinal trop petit pour pouvoir appliquer les résultats
précédents, alors nous pouvons procéder comme suit. Tout d’abord nous construisons une
extension algébrique Fql de Fq de degré l sous la forme Fq[z]/(µ(z)), avec µ irréductible
de degré l. Notons α une racine de µ dansFql. En prenant l∈O(logq (dx dy)) suffisamment
grand pour pouvoir factoriser F dans Fql avec les algorithmes sous-jacents aux théorèmes
précédents, nous pouvons obtenir les facteurs irréductibles F1, ...,Ft de F dans Fql. En
prenant les préimages des coefficients des Fi dans Fq[z], nous construisons des polynômes
Fi(x, y, z) de degrés au plus l− 1 en z, tels que Fi(x, y)= Fi(x, y, α).

Pour chaque i ∈ {1, ..., t}, nous pouvons calculer Fi(x, y) := Resz(Fi(x, y, z), µ(z))
qui est une puissance d’un facteur irréductible de F . Chaque Fi peut être obtenu par
évaluation/interpolation rapide avec Õ(degx (Fi) degy (Fi) l) opérations dans Fql. Au
total tous les Fi sont obtenus en temps quasi-linéaire. Chaque facteur irréductible de F

apparaît au plus l fois dans la liste des Fi ainsi calculés. Les redondances sont éliminées
simplement en triant la liste des Fi. Au final le surcoût total reste un facteur borné par
logO(1) (dx dy).

II.3 Factorisation à plusieurs variables

Les algorithmes de factorisation des polynômes à deux variables de la section précédente
peuvent être utilisés directement pour traiter le cas à plusieurs variables. En effet, si
F est un polynôme de K[z1, ..., zn, y], alors il peut être vu comme un polynôme de
K[z1, ..., zn−1][zn, y], dont nous pouvons factoriser son contenu en y par récurrence sur le
nombre de variables, puis factoriser sa partie primitive en y dans K(z1, ..., zn−1)[zn, y].
L’inconvénient de cette approche est double. Premièrement les calculs dans K(z1, ...,
zn−1) sont coûteux car chaque opération élémentaire sur les fractions nécessite un calcul
de p.g.c.d. pour s’assurer que les numérateurs et dénominateurs sont premiers entre
eux. Deuxièmement, lors de la phase de remontée de Hensel des facteurs dans K(z1, ...,
zn−1)[[zn]][y], la taille des fractions rationnelles croît rapidement. Il est alors préférable
de procéder plutôt ainsi :

1. Factoriser le polynôme F (0, ..., 0, y).
2. Remonter les facteurs de sorte à obtenir la factorisation de F dansK[[z1, ..., zn]][y] à la

precision (z1, ..., zn)
2dz+1, où dz est le degré total de F en les seules variables z1, ..., zn.

3. Résoudre le problème de recombinaison pour trouver les facteurs rationnels de F .
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En fait, dans cette section, nous présentons une autre technique attribuée à D. Hilbert,
assurant que, sous certaines hypothèses, les facteurs irréductibles de F sont en bijection
avec ceux de F (α1 x, ..., αn x, y) pour presque toutes les valeurs de α1, ..., αn. La factori-
sation se ramène alors au cas de deux variables, mais il reste à préciser la probabilité de
faire des bons choix pour les αi.

Nous commençons par examiner le problème de réduction à deux variables sous l’hypo-
thèse suivante, généralisant l’hypothèse (N) précédente :

(N)















deg (F (0, ..., 0, y))= dy,

Res
(

F (0, ..., 0, y),
∂F

∂y
(0, ..., 0, y)

)

=/ 0,

F est primitif vu dans K[z1, ..., zn][y].

Définition II.7. Sous l’hypothèse (N), un point (α1, ..., αn)∈Kn est dit de Hilbert si,
pour tout facteur irréductible Fi de F, le polynôme Fi (α1 x, ..., αn x, y) est irréductible.
En d’autres termes, les facteurs irréductibles de F sont en bijection avec ceux de H(x,
y) :=F (α1 x, ..., αnx, y)∈K[x, y].

D’un point de vue pratique, la donnée d’un point de Hilbert conduit naturellement à
l’algorithme suivant :

1. Factoriser H(x, y) dans K[x, y].
2. Remonter la factorisation pour retrouver les facteurs F1, ..., Fr de F .

Le coût dépend alors de celui de l’arithmétique des séries à plusieurs variables. Si cette
dernière est en temps quasi-linéaire alors la réduction de n à 1 variable s’effectue en temps
quasi-linéaire dès que n> 3.

Le complémentaire de l’ensemble des points de Hilbert de Kn est noté H(F ). Com-
mençons avec un exemple fournissant une borne inférieure sur la densité de H(F ).

Exemple II.8. [190] Soit n > 2, K := C, F := yd + z1
d−1 y − z2

d−1 − 1. Un critère
d’irréductibilité attribué à S. A. Stepanov et W. M. Schmidt implique que F (0, z2,
0, ..., 0, y) = yd − z2

d−1− 1 est irréductible, et donc que F lui-même est irréductible [83,
p. 503]. Soit S l’ensemble des racines de zd(d−1)− 1. Pour n’importe quel point (α1, ...,

αn) ∈ Sn, le polynôme y − (α2/α1)
d−1 divise H = yd − 1 + xd−1 (α1

d−1 y − α2
d−1). Par

conséquent, aucun des points de Sn n’est un point de Hilbert pour F , ce qui donne les
égalités suivantes :

|H(F )∩Sn|
|S |n =

d (d− 1)

|S | =1.

Par le lemme classique de Schwartz-Zippel [255, 306], affirmant qu’un polynôme non nul
A en n variables ne peut avoir plus de deg (A)|S |n−1 racines dans Sn, nous en déduisons
qu’il n’existe aucun polynôme A de degré au plus d (d− 1)− 1 qui s’annule sur tout les
points de H(F ). Le théorème suivant donne une borne supérieure pour le degré d’un tel
polynôme A s’annulant sur tout H(F ).

Théorème II.9. [194] Sous l’hypothèse (N), il existe un polynôme de K[a1, ..., an] \ {0}
de degré au plus dz (dy− 1) (2 dy− 1) qui s’annule sur tout H(F ).

Théorème II.10. [190, 194] Sous l’hypothèse (N), si la caractéristique de K est nulle ou
bien au moins dz (2 dy−1)+1, alors il existe un polynôme de K[a1, ..., an] \{0} de degré

au plus (3 dz− 1) (dy − 1) qui s’annule sur tout H(F ).

Théorème II.11. [194] Sous l’hypothèse (N), si la caractéristique p de K est strictement
positive, alors il existe un polynôme de K[a1, ..., an]\{0} de degré au plus (p dz−1) (dy−
1) qui s’annule sur tout H(F ).
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Corollaire II.12. [190, 194] Sous l’hypothèse (N), en notant p la caractéristique de K,
pour n’importe quel sous-ensemble non vide S de K, nous avons les inégalités suivantes :

− |H(F )∩Sn|
|S |n 6

3 dz dy
|S | si p=0 ou p> dz (2 dy− 1)+ 1,

− |H(F )∩Sn|
|S |n 6

dz dymin (2 dy, p)

|S | si p> 0.

II.4 Théorème de Bertini-Hilbert

Dans cette section nous abordons une autre façon pour se ramener à l’hypothèse (N).
Nous utilisons un changement de variables le plus général possible pour réduire le pro-
blème à deux variables. D’un point de vue géométrique cela revient à construire l’équation
de l’intersection de l’hypersurface définie par F =0 avec un plan générique. Pour éviter
d’éventuelles confusions avec les notations, nous considérons un polynôme P de degré
d> 1 en les variables v1, ..., vn sur K. Pour tout triplet de points (α1, ..., αn), (β1, ..., βn)
et (γ1, ..., γn) de Kn, nous définissons le polynôme à deux variables x et y suivant :

Pα,β,γ :=P (α1 x+ β1 y+ γ1, ..., αnx+ βn y+ γn). (II.3)
Selon un résultat classique souvent appelé théorème d’irréductibilité de Bertini [259,
Chapter II, Section 6.1], si P est irréductible, alors il existe un ouvert de Zariski de (Kn)3

tel que Pα,β,γ est irréductible pour chaque triplet (α1, ..., αn), (β1, ..., βn), (γ1, ..., γn)
dans cet ouvert. Nous dirons qu’un tel triplet est un point de Bertini pour P si, pour
tout facteur irréductible Q de P , le polynôme Q(α1 x+ β1 y+ γ1, ..., αn x+ βn y+ γn) est
irréductible de même degré total que Q. En d’autres termes les facteurs irréductibles de
P sont en bijection avec ceux de Pα,β,γ.

D’un point de vue pratique les coefficients des vecteurs (α1, ..., αn), (β1, ..., βn) et
(γ1, ..., γn) doivent être choisis dans un sous-ensemble fini S de K, et il nous faut donner
une estimation de la probabilité qu’un triplet pris au hasard dans (Sn)3 soit un point de
Bertini pour P .

Théorème II.13. [194] Soit S un sous-ensemble fini de K. Si P ∈ K[v1, ..., vn] est
séparable en au moins une variable et est de degré total d>1, alors la proportion B(P ,S)
de triplets à coordonnées dans S qui ne sont pas des points de Bertini pour P est au plus

− 5 d2/|S | si la caractéristique p de K est nulle ou au moins d (2 d− 1)+ 1,

− d2min (2 d, p+1)/|S | si p> 0.

Ce que nous appelons ici théorème de Bertini est plutôt un cas particulier du résultat
plus général présenté par exemple dans le livre [259, Chapter II, Section 6.1]. Pour des
renseignements historiques et techniques nous renvoyons le lecteur à [159, 176]. En fait, ce
cas particulier semble dû à D. Hilbert [131, p. 117], comme souligné dans l’article [168].
Pour cette raison il est fréquent de trouver les terminologies « théorème de Hilbert » ou
« théorème de Bertini » dans la littérature sur la factorisation des polynômes.

L’utilisation du théorème de Bertini en calcul formel a été mise en avant pour la
première fois dans les articles [128, 161]. Son utilisation s’est rapidement imposée dans de
nombreux algorithmes et études de complexité [89, 92, 162, 163, 164, 165]. En caractéris-
tique quelconque, et sous une hypothèse de normalisation similaire à notre hypothèse (N),
J. von zur Gathen avait montré que les points qui ne sont pas de Hilbert pour un
polynôme donné de degré total d sont inclus dans une hypersurface de degré au plus
9d

2

[89]. Lorsque K est le corps des nombres complexes, l’article [7] obtient la borne
B(P , S) 6 (d4 − 2 d3 + d2 + d + 1)/|S | en suivant la preuve du théorème de Bertini
donnée dans [225, Theorem 4.17]. Pour un corps parfait, E. Kaltofen avait obtenu
la borne B(P , S)6 2 d4/|S | dans son article [168]. Lorsque p=0 ou p> 2 d2, Shuhong
Gao avait prouvé la borne B(P , S)6 2 d3/|S | [82], qui a été ensuite améliorée en B(P ,

S)6 d (d2− 1)/|S | par Chèze [47, Chapitre 1].
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II.5 Factorisation absolue

Dans cette section nous supposons que F est un polynôme de K[x, y] sans carré de degré
total d, où K est un corps de caractéristique p soit nulle soit au moins d (d − 1) + 1.
En collaboration avec G. Chèze nous avons travaillé sur la factorisation absolue de F ,
c’est-à-dire sa factorisation irréductible dans K̄[x, y] [49].

Il est connu depuis les travaux d’E. Noether qu’il existe des algorithmes indépen-
dants de K pour la factorisation absolue [228]. Le calcul d’un facteur possible d’un degré
donné se réduit en effet à la résolution d’un système algébrique. Les premiers algorithmes
efficaces ont commencé à être étudiés en calcul formel dans les années quatre-vingt,
motivés par des questions pratiques d’intégration symbolique [282] et de décomposition
absolue des fermés algébriques [121]. Plus récemment les algorithmes de factorisation
absolue ont été utilisés pour des problèmes de robotique [271] et ont été mis en lien
avec la résolution d’équations différentielles linéaires [37, 132, 266]. J’ai contribué à la
programmation d’une petite bibliothèque dans le logiciel Singular [64] pour la facto-
risation absolue qui a servi à W. Decker pour implanter un algorithme calculant la
décomposition primaire d’un ideal en caractéristique zéro dans la clôture algébrique du
corps des coefficients.

Dans les paragraphes suivants, nous notons F1, ..., Fs les facteurs absolument irré-
ductibles de F . Ces facteurs sont représentés en pratique par un ensemble de paires de
polynômes {(q1,F1), ..., (qs, Fs)} satisfaisant les propriétés suivantes :

− Pour chaque i∈{1, ..., s}, le polynôme qi appartient à K[z], est unitaire et séparable
de degré deg (qi)> 1.

− Pour chaque i ∈ {1, ..., s}, le polynôme Fi appartient à K[x, y, z], et degz (Fi) ≤
deg (qi)− 1. Le degré total de Fi(x, y, α) est constant lorsque α parcourt l’ensemble
des racines de qi.

− ∑

i=1
s deg (qi) = r et, à chaque facteur absolument irréductible Fj correspond une

unique paire (i, α)∈{1, ..., s}×K telle que qi(α)= 0 et Fj est proportionnel à Fi(x,
y, α).

Une telle représentation n’est pas unique, mais n’est pas redondante dans le sens où,
pour chaque i, les polynômes Fi(x, y, α) sont deux à deux distincts lorsque α parcourt
l’ensemble des racines de qi.

Théorème II.14. [49] Soit K un corps de caractéristique p soit nulle soit au moins
d (d−1)+1. La factorisation absolue d’un polynôme F ∈K[x, y] sans carré de degré total
d peut être réalisée au moyen de O(d3M(d) log d) opérations arithmétiques dans K.

Le test d’irréductibilité peut être réalisé un peu plus rapidement que le calcul de tous les
facteurs :

Théorème II.15. [49] Soit K un corps de caractéristique p soit nulle soit au moins
d (d−1)+1. Tester si un polynôme F ∈K[x, y] sans carré de degré total d est absolument
irréductible peut se faire au moyen d’au plus O(dω+1 + d2 M(d) (M(d)/d + log d)) ou
O(dω+1) opérations arithmétiques dans K.

Nous avons par ailleurs proposé une variante probabiliste de ces résultats :

Théorème II.16. [49] Soit K un corps de caractéristique p soit nulle soit au moins
d (d−1)+1. La factorisation absolue d’un polynôme F ∈K[x, y] sans carré de degré total

d peut être réalisée en coût Õ(d3) en moyenne.
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Nos méthodes combinent les avantages de la technique classique de remontée de Hensel
et de l’algorithme de Shuhong Gao [82] reposant sur le calcul du premier groupe de
cohomologie de de Rham du complémentaire de l’hypersurface définie par F =0. Pour
un état de l’art et de nombreux éléments de comparaisons entre les méthodes connues,
nous renvoyons le lecteur à l’introduction de notre article [49].

II.6 Support dense dans le polytope de Newton

Dans le pire des cas, la taille des facteurs irréductibles est exponentielle dans la taille du
polynôme en représentation creuse à factoriser.

Exemple II.17. Si p est premier alors F := xp − 1 ∈ Q[x] est composé de seulement
deux monômes mais ses facteurs irréductibles sont x−1 et (xp− 1)/x−1. Ce dernier est
composé de p monômes.

Le polytope de Newton de F ∈K[x1, ..., xn], noté N(F ), est l’enveloppe convexe du
support de F . Le nombre de points à coordonnées entières de N (F ) est appelé la taille
convexe de F . Plusieurs algorithmes de factorisation ont un coût qui dépend de la taille
convexe du polynôme à factoriser dans le cas à deux variables. Nous allons brièvement
présenter l’un d’entre eux, conçu en collaboration avec J. Berthomieu, qui permet de
se ramener directement à la situation dense.

Le groupe affine de Z2, noté Aff(Z2), est l’ensemble des applications

U : (i, j) 7→
(

α β

α′ β ′

)(

i

j

)

+

(

γ

γ ′

)

,

avec α, β, γ, α′, β ′, et γ ′ dans Z, tels que αβ ′−α′ β=±1. Un sous-ensemble fini S de
Z2 est dit normalisé s’il appartient à N2 et s’il contient au moins un point dans {0}×N

et au moins un point dans N×{0}.
Théorème II.18. [24] Si S est un sous-ensemble fini normalisé de Z2 de cardinal σ, de
taille convexe π, et inclus dans [0,dx]× [0,dy], alors nous pouvons calculer une application
U ∈Aff(Z2), ainsi que U (S), tels que U(S) est normalisé et contenu dans [0, dx

′ ]× [0, dy
′ ]

avec (dx
′ + 1) (dy

′ + 1)6 9 π, en utilisant O(σ log2 ((dx + 1) (dy + 1))) opérations sur les
bits.

L’algorithme sous-jacent à ce théorème construit U à partir des trois transformations
suivantes : λ: (i, j) 7→ (i− j , j), µ: (i, j) 7→ (j , i), τk: (i, j) 7→ (i+k, j). Une version simplifiée
de la méthode peut être décrite comme suit :

1. Initialiser U avec l’identité.
2. Répéter :

a) Si dx<dy alors S := µ(S), U := µ ◦U , échanger dx et dy.
b) Calculer b := dx − max(i,j)∈S (i − j), d := dx + dy − max(i,j)∈S (i + j),

f := dy+min(i,j)∈S (i− j), h :=min(i,j)∈S (i+ j).
c) Si b+ f >dy alors

calculer S := τdy−f ◦λ(S), U := τdy−f ◦λ ◦U , dx := dx+ dy− b− f .
sinon si d+h>dy alors

calculer S := τ−h◦λ−1(S), U := τ−h ◦λ−1 ◦U , dx := dx+ dy − d−h.
sinon retourner U .

Exemple II.19. Prenons F := 1+ x y+ x5 y2. Son support S = {(0, 0), (1, 1), (5, 2)} est
représenté sur la figure II.1 ci-dessous. Après la première étape de l’algorithme, où λ est
appliqué, S devient comme sur la partie gauche de la figure II.2. À la deuxième étape λ est
appliquée une nouvelle fois puis l’algorithme s’arrête et retourne U = τ1 ◦λ2, de sorte que
U (F )=x+ y+x2 y2, dont le support est représenté sur la partie droite de la figure II.2.
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Figure II.1. S= {(0, 0), (1, 1), (5, 2)}.

Figure II.2. S après une et deux étapes de l’algorithme de réduction.

L’utilisation du théorème précédent pour la factorisation des polynômes repose juste sur
le lemme suivant :

Lemme II.20. Si F ∈K[x, y] n’est divisible ni par x ni par y, et si U ∈Aff(Z2), alors le
polynôme

U (F ) :=
∑

(ex,ey)∈supp(F )

F(ex,ey)x
αex+βey+γ yα

′ex+β ′ey+γ ′

est irréductible dans K[x, y, x−1, y−1] si, est seulement si, F est irréductible.

Afin de calculer la factorisation irréductible de F , nous pouvons par conséquent calculer
une application U via le théorème précédent. Ensuite nous calculons la décomposition
irréductible de U(F ) et appliquons enfin U−1 sur chacun des facteurs. De cette façon le
coût total dépend de la taille convexe de F au lieu de sa taille dense (dx+1) (dy+1).

Mentionnons qu’il est aussi possible d’étendre plusieurs des techniques conçues pour
le cas dense afin de prendre en compte non seulement le polytope de Newton de F mais
aussi sa taille creuse. Nous renvoyons le lecteur vers les articles [1, 2, 87, 92, 165, 294,
295, 306, 307]. L’avantage du théorème précédent est sa simplicité de mise en œuvre, et
aussi le fait qu’il peut être utilisé pour les autres types de factorisations.

II.7 Racines d’un polynôme dans un anneau local

La recherche des racines d’un polynôme est un cas particulier de la factorisation qui
a comme exemple d’application le décodage en liste des codes de Reed-Solomon. Avec
J. Berthomieu et G. Quintin, nous avons travaillé sur cette recherche de racines dans
le cas des codes de Reed-Solomon généralisés à un anneau de base tel que Zp/p

k Z ou
K[[x]]/(xk) [25].

II.7.1 Notations

Soit R un anneau local régulier complet intègre commutatif noetherien et non ramifié
de dimension finie r, avec m comme idéal maximal. Notons p la caractéristique de son
corps résiduel κ :=R/m, et posons Ri :=mi/mi+1, pour tout i>0. Le fait que R soit non
ramifié implique que soit p=0 soit p n’appartient pas à m2. Plus précisément nous avons
l’alternative classique suivante [50] :
− Si R et κ ont la même caractéristique, alors R est isomorphe à l’anneau des séries

entières κ[[t1, ..., tr]]. Dans ce cas, on identifie Ri au sous-groupe de R des polynômes
homogènes en t1, ..., tr à coefficients dans κ et de degré i, de sorte que (Ri)i∈N définit
une graduation de R.
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− Sinon, si R et κ ont des caractéristiques differentes, alors R est isomorphe à l’anneau
des séries entières D[[t1, ..., tr−1]], où D est un anneau à valuation discrète complet
dont l’idéal maximal est engendré par p. Chaque élément de R peut s’écrire de façon
unique comme

∑

e∈Nr ce t1
e1 ··· tr−1

er−1 per, avec les ce dans κ. On identifie toujours Ri au
sous-ensemble de R des expressions polynomiales en t1, ..., tr−1 et p de degré i avec
des coefficients dans κ, mais (Ri)i∈N ne définit plus une graduation sur R. Dans ce
cas on pose tr := p.

Dans les deux cas la fonction ν: R→ N ∪ {+∞}, qui envoie 0 sur +∞, et a =/ 0 sur le
plus grand entier i tel que a∈mi, est une valuation. N’importe quel element a de R peut
être représenté de façon unique par la somme convergente

∑

i>0 [a]i, où [a]i ∈Ri est la
composante homogène de valuation i de a. Les éléments de Ri sont dits homogènes de
valuation i.

Soit K := Quot R le corps des fractions de R. Puisque R est complet alors il en va
de même pour K, et la valuation s’étend naturellement sur K. Le sous-ensemble des
éléments de K de valuation au moins i est noté Oi. Si a est un élément de K, et si i
est un entier, alors on note a+Oi l’ensemble des éléments de K dont le développement
coïncide avec celui de a jusqu’en precision i. On dit qu’une telle classe a + Oi est une
racine de F à la précision n si tous ses éléments annulent F à la precision n.

II.7.2 Calcul des racines

Nous avons étudié un algorithme de recherche des racines, disons naïf, qui est bien adapté
à des problèmes de petites tailles, et un algorithme plus sophistiqué faisant intervenir
des sous routines, telles que la remontée de Hensel, qui se comportent asymptotiquement
en temps quasi-linéaire. Nos algorithmes fonctionnent dans le cas général précédemment
présenté, mais pour des raisons de concision nous ne donnons ici que des résultats de
complexité dans des cas particuliers.

Nous nous sommes intéressés au calcul de toutes les racines d’un polynôme F ∈R[x]
donné à précision fixe n, c’est-à-dire modulo mn. Les cas usuels concernent R = Zp ou
R=K[[t]], pour tout corps K. Nous avons adapté des techniques plus ou moins classiques
dans ce cadre général, avons analysé leur complexité et avons observé leur performance
pratique en C++ au sein de notre logiciel Mathemagix.

Théorème II.21. [25] Soit K un corps, soit R l’anneau des séries K[[t]], et soit F un
polynôme de R[x] de degré au plus d et donné à precision n. Il est possible de calculer un
ensemble d’au plus d classes disjointes représentant l’ensemble des racines de F dans R

à précision n, au moyen :

− du calcul des racines dans K de polynômes séparables dans K[x] de degré au moins 2,
et dont la somme des degrés n’excède pas 2 (d− 1),

− si p>0, de l’extraction de racines p-ièmes itérées d’au plus O (n d/p) éléments de K,

− et de O (nM(n)M(d) log d) opérations arithmétiques dans K.

Théorème II.22. [25] Soit R=Fq[[t]] l’anneau des séries à coefficients dans le corps fini à
q= pk elements, et soit F un polynôme de R[x] de degré au plus d donné à précision n. Il
est possible de calculer un ensemble d’au plus d classes disjointes représentant l’ensemble
des racines de F dans R à précision n en utilisant en moyenne

O

(

(nM(n)+ log (d q))M(d) log d+n
d

p
log (q/p)

)

opérations dans Fq.

Nous obtenons ainsi une borne de complexité quasi-linéaire en d et quasi-quadratique en
n. Dans notre article [25] nous étudions aussi le cas plus difficile où la dimension de R

est supérieure ou égale à deux.
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II.7.3 Application

Dans leur article [122], V. Guruswami et M. Sudan ont conçu un algorithme un temps
polynomial pour résoudre le problème du décodage en liste des codes de Reed-Solomon
sur un corps fini Fq. Leur méthode calcule d’abord un polynôme F de Fq[t][x] dont les
racines dans Fq[t] contiennent tous les messages transmis possibles. Ensuite il ne reste
plus qu’à déterminer ces racines. Nos méthodes de la section précédente peuvent alors
être utilisées pour cette deuxième étape.

Soit E une extension non ramifiée de Zp de degré k. Le quotient E/(pn), noté GR(pn,
k), est appelé l’anneau de Galois d’ordre n k et de caractéristique pn. Nous nous sommes
intéressés aux codes de Reed-Solomon définis sur GR(pn, k) et plus particulièrement au
problème du calcul des racines dans GR(pn, k)[t] d’un polynôme F ∈ GR(pn, k)[t][y].
Si l borne le degré de l’une de ses racines, alors nous montrons comment la calculer
comme l’une des racines de F vu comme polynôme de R[x] à précision n où R :=GR(pn,
k)[x]/ϕ(x) avec ϕ de degré e= d l+dt+1 et irréductible modulo p. Nous pouvons alors
utiliser le résultat suivant :

Théorème II.23. [25] Soit R une extension non ramifiée de Zp de degré k, et soit F un
polynôme de R[x] de degré au plus d donné à précision n. Il est possible de calculer un
ensemble d’au plus d classes disjointes représentant l’ensemble des racines de F dans R

à précision n en utilisant en moyenne Õ((n+ k log p)nd k log p) opérations sur les bits.

Enfin, mentionnons que nous avons programmé ces algorithmes dans Mathemagix, ce
qui nous a permis d’illustrer leurs performances pour différentes tailles de codes.
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Résolution des systèmes algébriques

Ce chapitre est consacré à la résolution des systèmes algébriques. Dans un premier temps,
je rappelle rapidement le cadre historique et les problématiques. J’énonce ensuite les
principales définitions et résultats obtenus pendant ma thèse de doctorat. Mes contribu-
tions depuis sont de trois natures distinctes : simplification des preuves des algorithmes,
implantation en C++, extension pour traiter plus efficacement des problèmes de géomé-
trie algébrique réelle.

III.1 Représentation des polynômes éliminant

La résolution des systèmes algébriques est un axe de recherche majeur en calcul formel
depuis les années soixante. Les algorithmes les plus populaires concernent les bases stan-
dards, les ensembles triangulaires, et les matrices de résultant, comme en témoignent par
exemple plusieurs ouvrages généralistes [16, 53, 54, 72, 91, 113, 218, 289] et logiciels de
calcul formel.

Les méthodes que nous venons de mentioner ont toutes en commun l’utilisation de
représentations de polynômes à plusieurs variables sous forme développée, dense ou
creuse. Les polynômes à plusieurs variables sont alors vus comme vecteurs de leurs
coefficients dans la base monomiale usuelle et chaque opération élémentaire d’élimina-
tion consiste en une opération de type pivot une fois interprétée dans un cadre d’algèbre
linéaire. Pour ces raisons et compte tenu de la parenté de l’algorithme de Buchberger
avec l’algorithme de Knuth-Bendix en théorie des langages, ces méthodes sont souvent
regroupées sous la terminologie de méthodes par réécriture [66]. Leur complexité dans
le cas le pire est doublement exponentielle [67, 209].

Une représentation fonctionnelle des polynômes consiste à stocker un polynôme sous
la forme d’un programme l’évaluant en un point en ne faisant appel qu’à des additions,
soustractions et multiplications. Les structures de données usuelles sont des programmes
sans branchement et sans division (straight-line programs en anglais) ou bien des graphes
acycliques orientés. La taille d’une telle représentation fonctionnelle correspond essen-
tiellement au nombre d’opérations arithmétiques élémentaires d’anneau (d’arité une ou
deux) nécessaires pour évaluer le polynôme en un point. Dans le cas d’une représention
par programmes, il s’agit du nombre de ses instructions. Avec une représentation par
graphes, il s’agit simplement de la taille du graphe.

L’utilisation de représentations fonctionnelles pour les polynômes éliminant apparaît
pour la première fois dans les travaux de M. Giusti, J. Heintz au début des années
quatre-vingt dix [101]. Néanmoins le premier algorithme complet exploitant naturelle-
ment cette représentation a été l’aboutissement de plusieurs travaux [75, 99, 103, 104, 105,
106, 182, 207, 220, 233], dont une présentation synthétique se trouve par exemple dans
l’introduction de [70]. C’est dans cette voie que se sont situés principalement mes travaux
de thèse de doctorat : le résultat de complexité le plus général est énoncé dans [189].

Voici un premier exemple très simple pour illustrer l’intérêt des représentations fonc-
tionnelles pour les problèmes d’élimination : la résolution d’un système linéaire carré à
coefficients indéterminés par les méthodes par réécriture fera nécessairement apparaître le
polynôme déterminant sous forme développée et donc un nombre factoriel de monômes.
En revanche, il est bien connu que ce polynôme déterminant s’évalue en temps polyno-
mial, par exemple avec l’algorithme de Berkowitz [19].

Présentons un deuxième exemple plus compliqué mais de façon informelle. Considé-
rons un système algébrique générique composé de n équations de degré d en 2 n variables,
alors l’ensemble de ses solutions a un degré dn et les polynômes éliminant en n variables
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sont généralement de degré dn, et donc composés d’un nombre de monômes qui croît en
dn

2

pour d fixé, lorsque n tend vers l’infini. Dans cette situation, j’ai montré que de tels
polynômes éliminant peuvent être évalués en un nombre d’opérations arithmétiques qui
croît seulement avec dn [189].

III.2 Résolution géométrique

Cette section contient les principales définitions et concepts utiles, ainsi qu’une vue
d’ensemble de l’algorithme central dit de résolution géométrique.

III.2.1 Définitions

Soit I un idéal de K[x1, ..., xn] de dimension r.

Définition III.1. I est dit en position de Noether si K[x1, ..., xr]∩ I = (0) et K[x1, ...,
xn]/I est une extension entière de K[x1, ..., xr]. Cette position est dite forte si, de plus,
toutes les relations de dépendance intégrales sont unitaires.

Il est connu que pour presque toute matrice inversible M ∈Mn×n(K), les idéaux I ◦M =
{f(M(x1, ..., xn)) | f ∈ I } sont en position de Noether forte.

Définition III.2. Soit W un fermé algébrique de K̄
n
défini sur K, équidimensionel de

dimension r. Une fibre de remontée pour W est la donnée des objets suivants :

− un système de remontée g1, ..., gn−r tel que W est une réunion de composantes isolées
simples de V(g1, ..., gn−r).

− une matrice n × n inversible M à coefficients dans K telle que les coordonnées y

définies par y :=M−1 x soient en position de Noether forte pour W ;

− un point dit de remontée a ∈Kr tel que la matrice jacobienne de g1, ..., gn−r en les
variables yr+1, ..., yn soit inversible en chacun des points de W p=W ∩V(y1− a1, ...,

yr− ar).

− une forme linéaire u :=λr+1 yr+1+ ···+ λn yn, à coefficients λi dans K, séparant les
points de W p, c’est à dire prenant des valeurs distinctes en des points distincts ;

− le polynôme minimal q de u dans K[W p] ;

− les paramétrisations vr+1, ..., vn des coordonnées des points de W p :

W p= {(a1, ..., ar, vr+1(α), ..., vn(α)) | q(α)= 0},
où les vi appartiennent à K[T ] et ont un degré en T strictement inférieur à deg (W ).

Notons K[x1, ..., xn]g l’anneau des fractions K[x1, ..., xn] ayant une puissance de g comme
dénominateur.

Définition III.3. Une suite de polynômes f1, ..., fs est dite régulière si fi+1 n’est pas
diviseur de zéro dans K[x1, ..., xn]g/(f1, ..., fi), pour i∈{0, ..., s− 1}. Une telle suite est

dite de plus réduite si les idéaux (f1, ..., fi) sont radicaux pour tout i∈{1, ..., s− 1}.

Si f1, ..., fn est une suite régulière réduite dansK[x1, ...,xn]g, alors Vi :=V(f1, ..., fi) \ V(g)
est vide ou de codimension i.

III.2.2 Complexité

Pour les estimations de complexité nous adoptons les notations suivantes :

− d est un majorant du degré de f1, ..., fn ;

− L est un majorant de la taille en évaluation de f1, ..., fn, g ;

− δ est le maximum des degrés des Vi, pour i∈{1, ..., n}.
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L’algorithme Kronecker calcule alors une fibre de remontée pour Vi+1 à partir d’une
fibre de Vi, pour i de 1 à n, par la méthode des courbes de remontée que l’on peut
résumer comme suit, en supposant dès le départ les coordonnées x1, ..., xn suffisamment
génériques :

− Remontée : à partir d’une fibre de remontée correspondant à l’ensemble des points
de Vi ∩ V(y1 − a1, ..., yn−i − an−i), on calcule une paramétrisation de la courbe
de remontée Vi ∩ V(y1 − a1, ..., yn−i−1 − an−i−1). Cette partie du calcul repose
essentiellement sur une variante de la méthode de Newton. L’hypothèse de radicalité
de (f1, ..., fi) : g

∞ est cruciale pour pouvoir prendre f1, ..., fi comme système de
remontée pour la fibre de Vi.

− Intersection : on intersecte cette courbe avec l’hypersurface définie par l’équation
suivante fi+1=0. Sous l’hypothèse de régularité cette intersection est un nombre fini
de points.

− Localisation : la fibre de remontée de Vi+1 est déduite de la précédente intersection
en supprimant les points contenus dans l’hypersurface V(g).

Théorème III.4. [107] Soient K est un corps de caractéristique zéro et f1, ..., fn et g
des polynômes de K[x1, ..., xn] de degré au plus d, de taille L en évaluation et tels que
f1, ..., fn forment une suite régulière réduite dans K[x1, ..., xn]g. Alors nous disposons

d’un algorithme probabiliste calculant une fibre de remontée de V(f1, ..., fn) \ V(g) en

n (nL+n4)Õ(d2 δ2) opérations arithmétiques sur le corps K.

La probabilité de succès repose sur des choix d’éléments de K et peut être uniformé-
ment minorée. Les mauvais choix sont contenus dans des fermés algébriques stricts.

Lorsque le corps de base K est le corps des nombres rationnels Q et que (f1, ..., fn) :
g∞ est radical, la résolution s’effectue d’abord modulo un nombre premier de petite taille
en conservant la complexité ci-dessus, puis la résolution modulaire est remontée en une
résolution rationnelle en n2 (L + n4)Õ(D η) opérations sur les bits, où D représente le
nombre de solutions du système et η la taille des nombres entiers de la fibre de remontée
finale sur Q. Par exemple si f1, ..., fn sont de degré d= 2 et de taille de coefficients h,
alors L ∈O(n3), le nombre de solutions est en général D = 2n, la résolution modulo un
nombre premier coûte alors Õ(D2n) et la remontée des solutions sur Q utilise Õ(D η)
opérations sur les bits. Par ailleurs les équivalents arithmétiques de la borne de Bézout
montrent que η croît avec Dh [183, 210], ce qui implique que le coût de l’algorithme de
résolution géométrique est quasi-linéaire dans ce cas.

Aussi, j’ai implanté cet algorithme dans le système de calcul formel Magma [31]
pendant ma thèse. La bibliothèque a été appelée Kronecker en hommage aux travaux
fondateurs de L. Kronecker pour la théorie de l’élimination [184]. Plus récemment je
l’ai reprogrammé d’une façon autonome en C++, dans la bibliothèque geomsolvex de
Mathemagix [147].

III.2.3 Remarques

Précisons qu’une autre étude de complexité et de coût en mémoire de l’algorithme de réso-
lution géométrique a été réalisée indépendamment par [127]. Les méthodes par évaluation
ont été ensuite utilisées avec succès pour résoudre des problèmes surdéterminés [110],
paramétrés [29, 125, 252], de type Pham [234], creux [153], ainsi que sur des corps finis [39,
40]. Elles sont aussi bien adaptées aux problèmes de géométrique algébrique réelle [9,
10, 11, 247]. Mon implantation de l’algorithme en Magma a été utilisée pour résoudre
des problèmes relevant de la cryptographie [96], pour un modèle de compression d’image
inspiré des mécanismes de perception rétinienne [205], ainsi que pour la conception de
bases d’ondelettes [196]. Il est aussi intéressant de pointer ici vers une adaptation numé-
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rique de l’approche de résolution incrémentale [272]. Des comparaisons théoriques entre
techniques numériques et formelles peuvent être trouvées dans [44, 45, 46, 58]. Enfin,
quant aux questions liées à l’optimalité de l’algorithme de résolution géométrique, nous
renvoyons le lecteur vers les articles [43, 75, 102, 126, 233]. En un mot, sous des hypothèses
techniques pour modéliser la notion d’algorithmes généraux, le résultat principal de [43]
nous apprend que l’algorithme de résolution géométrique appartient bien à une certaine
classe de complexité optimale.

III.3 Décomposition équidimensionnelle

Après l’algorithme de résolution géométrique, j’ai porté mes efforts dans deux directions,
théorique et pratique, pour lever les hypothèses de régularité et de radicalité. Dans [187],
je propose une première solution reposant sur l’utilisation du premier théorème de Ber-
tini : les équations d’origine sont remplacées par des combinaisons linéaires génériques
gi := ti,1 f1 + ··· + ti,s fs pour i de 1 à n + 1. Les variétés intermédiaires Vi deviennent
Vi := V(g1, ..., gi), l’algorithme reste essentiellement incrémental, la grandeur δ est alors
le maximum des degrés géométriques des variétés intermédiaires.

Théorème III.5. [187] Soient f1, ..., fs des polynômes de K[x1, ..., xn] avec K un corps

de caractéristique nulle. Il existe un sous-ensemble dense G de K(n+1)s et un algorithme
tels que : pour tout (t)i,j dans G, l’algorithme calcule une représentation minimale des
solutions du système f1= ···= fs=0 avec un coût non-uniforme polynomial en Ln s d δ.
Si α est un entier positif et si Ω est un ensemble de points de taille 3 α (d+ 1)3n dans

K, un point (t)i,j choisi uniformément dans Ω(n+1)s est dans G avec une probabilité au

moins 1− 2 (n+1)/α.

Des variations et améliorations de ce résultat ont été ensuite proposées dans [152, 154,
155, 156]. D’un point de vue pratique, les composantes de dimension positive solutions
du système sont codées par des fibres de remontée et deux possibilités sont alors offertes
à l’utilisateur :

− une fonction de passage permet de calculer d’autres fibres ;
− une fonction d’écriture permet de calculer efficacement des polynômes éliminant

codés par des polynômes à plusieurs variables en représentation classique (dense
ou creuse). Ici le coût des opérations élémentaires sur les séries à plusieurs varia-
bles est crucial.

L’algorithme sous-jacent au précédent théorème présente l’inconvénient de devoir rem-
placer les équations de départ par des combinaisons linéaires génériques de celles-ci : la
complexité d’évaluation d’une seule équation devient celle de tout le système d’entrée.
Pour remédier à cet inconvénient, j’ai proposé une généralisation de l’opérateur de
Newton adaptée aux situations singulières, afin de s’affranchir des hypothèses de radi-
calité. L’algorithme de résolution en découlant est bien plus naturel, élégant et efficace.
Plus précisément, il calcule la décomposition équidimensionnelles de chaque

Vi=V(f1, ..., fi) \V(g) en Vi=∪j=0
i Wi,j ,

où Wi,j représente la composante équidimensionnelle de codimension j de Vi. En notant
deg (W ) le degré d’une composante irréductible W et mult(W ; f1, ..., fi) sa multiplicité
comme solution du système f1 = ··· = fi = 0 (multiplicité au point générique) nous
définissons le degré algébrique δi de Vi comme

δi :=
∑

mult(W ; f1, ..., fi) deg (W ).

W ∈Composantes irréductibles de Vi

En prenant cette fois-ci pour δ le maximum de ces δi, nous obtenons le résultat suivant :
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Théorème III.6. [189] Soit K un corps de caractéristique zéro, f1, ..., fs et g des
polynômes de K[x1, ..., xn] de taille en évaluation L. Il existe un algorithme probabiliste
qui calcule la décomposition équidimensionnelle de la clôture de Zariski de l’ensemble des
zéros du système f1= ···= fs=0, g=/ 0 avec une complexité, en cas de succès, dans

s n4 (nL+nΩ) Õ(d3 δ3).
La probabilité de succès repose sur des choix d’éléments de K. Les mauvais choix sont
contenus dans des fermés algébriques stricts.

Pour s’affranchir de l’hypothèse de radicalité des idéaux (f1, ..., fi) : g
∞, ma générali-

sation de la méthode de Newton publiée dans l’article [188] peut se résumer comme suit :
un point singulier isolé de multiplicité m peut-être approché de façon quadratique en
temps quadratique en m par un algorithme qui généralise l’opérateur de Newton. Il s’agit
d’une méthode dite de déflation : par dérivations successives, on construit une suite de
systèmes qui ont le même zéro mais avec une multiplicité qui décroît. Mentionnons ici que
le produit de séries utilisé dans [188] a été amélioré dans [253]. Le théorème précédent à
été utilisé dans [10, 246] pour des problèmes de géométrie algébrique réelle.

Une fois connue la décomposition équidimensionnelle, nos algorithmes de factorisation
présentés dans le chapitre précédent peuvent être utilisés directement pour en déduire la
décomposition irréductible. Avant que je ne commence à travailler sur la complexité de
la factorisation, les coûts théoriques et pratiques de la factorisation étaient plus élevés
que le calcul des composantes équidimensionnelles (informellement au moins en δ4 avec
la méthode de [82]).

III.4 Décomposition primaire

Après mes travaux sur les décompositions équidimensionnelles et irréductibles, est venue
naturellement la question de la décomposition primaire des idéaux de polynômes. Avec
V. Cossart nous avons proposé ce sujet de thèse à C. Durvye.

Dans un premier travail en collaboration avec C. Durvye, nous donnons une nouvelle
preuve simplifiée et concise de l’algorithme Kronecker [70]. Nous montrons aussi comment
nos preuves constructives permettent de retrouver plusieurs résultats classiques élémen-
taires de façon purement géométrique, sans l’utilisation par exemple du polynôme du
Hilbert. L’approche mathématique pour la dimension utilise la position de Noether d’un
idéal et les outils classiques sur les bases de transcendance des corps. Quant au degré et à
l’inégalité de Bézout nous utilisons simplement les représentations des fermés algébriques
par fibres de remontée et étudions les propriétés des polynômes caractéristiques des
morphismes de multiplication dans les anneaux de coordonnées comme expliqué dans
les paragraphes suivants. Ce point de vue est assez proche de celui du livre classique de
I. R. Shafarevich [259]. Au final l’algorithme Kronecker peut être désormais présenté
au niveau de formation d’un master en mathématique ou informatique théorique sans
prérequis en géométrie algébrique [33].

Supposons maintenant que I soit en position de Noether forte et de dimension pure
r (c’est à dire que tous ses premiers associés sont de dimension exactement r). Soit
f ∈ K[x1, ..., xn] et notons χ le polynôme caractéristique de la multiplication par f

dans K(x1, ..., xr)[xr+1, ..., xn]/I . On peut montrer que χ appartient en fait à K[x1, ...,

xr][T ]. En notant χ0 le coefficient constant de χ, nous avons le résultat suivant qui nous
fournit une manière précise pour calculer les polynômes éliminant nécessaires aux fibres
de remontées successives dans l’algorithme de résolution géométrique :

Théorème III.7. [70] Soit I un idéal de dimension pure r en position de Noether forte,
et soit f un non diviseur de zéro dans K[x1, ..., xn]/I tel que J := I+(f) soit propre et en
position de Noether forte. Alors χ0(x1, ..., xr−1, T ) est proportionnel sur K au polynôme
caractéristique de xr dans K(x1, ..., xr−1)[xr, ..., xn]/J.
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Outre les aspects algorithmiques nous retrouvons dans cet énoncé une forme faible de
l’inégalité de Bézout puisque le degré total de χ0 est au plus deg I deg f .

Si f1, ..., fn forment une suite régulière réduite, la dernière étape de l’algorithme
de résolution consiste à calculer l’intersection de la courbe V(f1, ..., fn−1) \ V(g) avec
l’hypersurface V(fn). Le théorème précédent nous permet alors d’obtenir le polynôme
caractéristique Q de la multiplication par x1 dans K[x1, ..., xn]/(f1, ..., fn) : g

∞. Si les

puissances de x1 engendrent l’algèbre réduite K[x1, ..., xn]/ (f1, ..., fn) : g
∞√

, alors les
multiplicités des solutions du système f1= ···= fn=0, g=/ 0 se déduisent directement de
celles de Q [70]. Par conséquent l’algorithme de résolution géométrique calcule naturel-
lement, et sans surcoût, les multiplicités des solutions du système.

L’information sur les multiplicités ne conduit néanmoins pas directement à la décom-
position primaire de (f1, ..., fn) : g∞. Pour sûr des calculs de bases standard locales [206,
219, 222, 305] permettent d’obtenir une description de l’anneau local, mais pas dans
un coût polynomial en la multiplicité à ma connaissance. La solution proposée par
C. Durvye passe par une version algorithmique du théorème précédent.

Théorème III.8. [69] Soit K un corps de caractéristique zéro. Supposons que f1, ..., fs,
g soient s+1 polynômes de K[x1, ..., xn] de taille L donnés en évaluation, et tels que le
système f1= ···= fs=0, g=/ 0 admette un ensemble fini de solutions. Si les degrés d1, ...,
ds respectifs de f1, ..., fs sont dans l’ordre d1> d2> ···> ds> 1, en posant D = d1 ··· dn,
alors on peut calculer une fibre de remontée de (f1, ..., fs) : g

∞, ainsi qu’une décomposition
de l’algèbre K[x1, ..., xn]/(f1, ..., fs): g

∞ en sous-algèbres pour lesquelles sont données une
base monomiale et la matrice de multiplication de chacune des variables dans cette base,
en temps Õ(D11+ (L + n s)D6) avec un algorithme probabiliste de probabilité d’erreur
bornée par 1/2.

Les exposants dans la borne de coût de ce théorème semblent relativement élevés, mais
il faut les relativiser un peu car d’une part ils reposent sur des algorithmes plutôt naïfs
pour le calcul des réductions de Hermite et formes de Smith dans des anneaux locaux, et
d’autre part ces exposants opèrent principalement sur les seules racines multiples. Il est en
effet rare en pratique qu’un système ait beaucoup de telles racines avec des multiplicités
élevées.

À l’heure actuelle ce résultat n’a pas été étendu au cas général. L’une des obstructions
est de trouver de bonnes représentations des algèbres locales associées aux composantes
de dimension positive. L’autre difficulté est le calcul des idéaux primaires immergés avec
une bonne complexité. Mentionnons ici que ces derniers peuvent être obtenus en utilisant
les méthodes par déflation : plus précisément un premier immergé peut être obtenu
comme un premier isolé d’un système déflaté ad hoc du système initial [198].

III.5 Lieux de dégénérescence

Dans cette section nous abordons un type de calcul assez général qu’une extension l’algo-
rithme de résolution géométrique couvre naturellement. Il s’agit d’un travail récent en
collaboration avec B. Bank, M. Giusti, J. Heintz, G. Matera, P. Solernó [8].

III.5.1 Définition

Supposons donnée une suite de polynômes g1, ..., gp, h de Q[x1, ..., xn] telle que g1, ..., gp
forment une suite régulière réduite dans Q[x1, ..., xn]h et que (g1, ..., gp) :h∞ soit radical.
Nous notons V le sous-ensemble de Cn défini par V :=V(g1, ..., gp) \ V(h), supposé lisse
et tel que V̄ est équidimensionel de dimension r :=n− p.
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Soit s un entier tel que s> p+ r, et supposons donnée une matrice F = (fk,l)k,l de
polynômes de Q[x1, ..., xn] de taille p × s. Pour tout z ∈ V , notons rank(F (z)) le rang
de la matrice F évaluée au point z, et définissons W := {z ∈V | rank(F (z))= p}. Fixons
ensuite une matrice complexe de taille (s− p)× s que l’on supposera de rang maximal,
et suffisamment générique au fur et à mesure de nos besoins

a :=





a1,1 ··· a1,s
··· ···

as−p,1 ··· as−p,s



∈C(s−p)×s.

Posons, pour tout i∈{1, ..., r+1},

ai :=





a1,1 ··· a1,s
··· ···

as−p−i+1,1 ··· as−p−i+1,s



∈C(s−p−i+1)×s.

Nous avons rank(ai)= s− p− i+1. Enfin notons

T (ai) :=

[

F

ai

]

et W (ai) := {z ∈W | rank(T (ai)(z))<s− i+1}.

En utilisant [71, Theorem 3] ou [208, Theorem 13.10], nous obtenons que toutes les
composantes irréductibles de W (ai) sont de codimension au plus i dans W̄ . Pour i de 1
à r, les W (ai) forment une chaine décroissante:

W ⊇W (a1)⊇ ··· ⊇W (ar).

La variété W (ai) est appelée le i-ième lieu de dégénérescence de (V ,F ) pour la matrice a.

Exemple III.9. Afin d’illustrer les notations prenons p=1, n=3, g1 :=x1
2+x2

2+x3
2−1∈

Q[x1, x2, x3], et h = 1. Alors V := V(g) est une sous-variété irréductible lisse de C3 de
dimension r := 2. Penons pour F = [ 2x1 2x2 2x3 ] la matrice jacobienne de g. Avec
ces quantités nous avons

T (a1)=





2x1 2x2 2x3
a1,1 a1,2 a1,3
a2,1 a2,2 a2,3



, T (a2)=

[

2x1 2x2 2x3

a1,1 a1,2 a1,3

]

.

Par conséquent W = V , W (a1) = {z ∈ V | det (T (a1)(z)) = 0} et W (a2) = {(z1, z2,
z3)∈ V | a1,2 z1− a1,1 z2=0, a1,3 z1− a1,1 z3=0, a1,3 z2− a1,2 z3=0}. Le fait de supposer
que la matrice [ai,j]1≤i≤2,1≤j≤3 est générique, implique queW (a1) est équidimensionnelle
de dimension 1 et que W (a2) est la variété polaire classique de la sphère V , qui peut être
paramétrée de la façon suivante :

W (a2)=V
((

a1,1
2

a1,3
2

+
a1,2
2

a1,3
2

+1

)

x3
2− 1, x1−

a1,1
a1,3

x3, x2−
a1,2
a1,3

x3

)

.

III.5.2 Algorithme

L’algorithme de calcul des lieux de dégénérescence, que nous avons conçu sous ces hypo-
thèses, procède de la façon suivante :

1. Calculer une fibre de remontée de V̄ avec l’algorithme de résolution géométrique.
2. Avec une forte probabilité de succès nous pouvons choisir des matrices b1, ..., br+1

de taille s × s à coefficients dans Q, puis les mineurs principaux maximaux ∆1, ...,

∆r+1 des matrices F ·b1, ..., F ·br+1, de sorte que l’on ait W = V∆1
∪ ··· ∪ V∆r+1

, où
V∆i

:= V \ V(∆i). Nous pouvons en déduire aisément une fibre de remontée pour
chaque V∆i

.
3. Pour chaque k ∈{1, ..., r+1} :

a) Soit mk,i le mineur principal de taille s− i de T (ai) bk.
Calculer une fibre de remontée de W (a1)∆k·mk,1

à partir de la formule W (a1)∆k
=

V∆k
∩V(det (T (a1))).

III Résolution des systèmes algébriques 41



b) Pour chaque i de 1 à r− 1, calculer une fibre de remontée de W (ai+1)∆k·mk,i+1
à

partir de W (ai)∆k·mk,i
∩V(mk,i).

4. Calculer la réunion de tous les points de W (ar)∆1
, ..., W (ar)∆r+1

de sorte à obtenir
une paramétrisation sans redondance de W (ar).

Supposons maintenant que g1, ..., gq, h, fk,l, pour 1≤ k ≤ p et 1≤ l≤ s sont donnés dans
une représentation fonctionnelle de taille L. Soit d une borne supérieure des degrés de
g1, ..., gq, h et fk,l, pour 1≤ k ≤ p et 1≤ l≤ s. Soit δ∗ le maximum des degrés des W (ai)
pour 1≤ i≤r, soit δg :=max{deg(V(g1, ..., gi) \ V(h)) |1≤ j≤ p}, et soit δ :=max{δg, δ∗}.
Théorème III.10. [8] Sous les hypothèses précédentes, une fibre de remontée de W (ar)

peut être calculée par un algorithme probabiliste en utilisant au plus L (s n d)O(1) δ2

opérations arithmétiques dans Q. La probabilité de succès repose sur des choix d’éléments
de K et peut être uniformément minorée. Les mauvais choix sont contenus dans des
fermés algébriques stricts.

Les constructions, énoncés et preuves sous-jacentes à ce résultat généralisent plusieurs
des arguments des articles [11, 12, 13].

III.5.3 Variétés polaires

Une des applications importante du résultat précédent concerne le calcul des variétés
polaires utilisées en géométrie algébrique réelle pour calculer un point par composante
connexe. Soit g1, ..., gp une suite régulière réduite de polynômes de Q[x1, ..., xn]. La
matrice jacobienne de g1, ..., gp est notée

J(g1, ..., gp) :=













∂ g1
∂ x1

··· ∂ g1
∂ xn··· ···

∂ gp
∂ x1

··· ∂ gp
∂ xn













.

Nous pouvons trouver une suite de matrices régulières (b1, ..., br+1) de Qn×n et des
p-mineurs ∆1, ...,∆r+1 de J(g1, ..., gp) · b1, ..., J(g1, ..., gp) · br+1 tels que

⋃

1≤j≤r+1

V(g1, ..., gp) \ V(∆j)

coïncide avec la partie lisse de V(g1, ..., gp). Prenons alors H :=
∑

1≤j≤r+1 ∆j
2 et

supposons que
Γ :=V(g1, ..., gp)∩Rn

soit non vide, lisse et compacte. En prenant J(g1, ..., gp) pour F , nous avons que V

est non vide, équidimensionnelle de dimension r, lisse et contient Γ. En utilisant [11,
Proposition 1] ou [12, Proposition 1], si a ∈ Qr×n est suffisamment générique, alors
W (ar) contient au moins un point par composante connexe de Γ. Le théorème précédent
implique que l’on peut calculer au moins un point par composante connexe de Γ en
temps L (n d)O(1) δ2 ⊆ (n d)O(n) au moyen d’un algorithme probabiliste. Ce résultat
améliore les bornes de complexité de [11, Theorem 11] et [12, Theorem 13] par un facteur
essentiellement

(

n

p

)

.
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Traitement numérique des grappes de racines

Dans les années quatre-vingt, M. Shub et S. Smale ont tissé des liens étonnants entre
la théorie de la complexité et l’étude des systèmes dynamiques [28, Chapter 8]. Un de
ces liens repose sur une théorie quantitative de l’opérateur de Newton, appliqué à des
fonctions analytiques à plusieurs variables. Ces liens ont eu un impact fort sur l’algorith-
mique des variétés analytiques et algébriques. Ils ont aussi été la source de nombreux
résultats théoriques et ont permis une meilleure compréhension des notions de robustesse,
certification et complexité en analyse numérique [264, 265, 267, 268].

L’essentiel de l’attention de ces méthodes a d’abord porté sur les systèmes non dégé-
nérés ne comprenant que de solutions simples. Les premiers travaux donnant des résultats
quantitatifs quant à l’existence de zéros de multiplicité deux sont dus à J.-P. Dedieu
et M. Shub. Motivé par les idées contenues dans [188], j’ai cherché à généraliser mon
algorithme symbolique de déflation pour l’approximation des zéros isolés des applications
analytiques à plusieurs variables ; l’un des objectifs à plus long terme étant la conception
d’un algorithme de résolution unifié numérique et formel dans l’esprit de l’algorithme de
résolution géométrique du chapitre précédent.

Les résultats présentés dans ce chapitre ont été obtenus en collaboration avec
M. Giusti, B. Salvy et J.-C. Yakoubsohn. Dans [108] nous traitons le cas des
fonctions analytiques à une variable : nous proposons des algorithmes certifiés pour
la localisation de grappes de zéros et leur approximation. Notre algorithme d’approxima-
tion converge quadratiquement vers la grappe et s’arrête à une distance proportionnelle
au diamètre de celle-ci. En particulier, à la fin de l’itération nous obtenons une esti-
mation du diamètre à des constantes multiplicatives universelles près. Dans l’article
suivant [109] nous généralisons ces résultats au cas des applications analytiques à plu-
sieurs variables sous l’hypothèse que les grappes de zéros sont dans des ouverts connexes
où l’application différentielle a un corang un. Ceci inclut les déformations de zéros mul-
tiples de corang un. Une refonte complète des résultats connus sur les zéros simples
est présentée dans ce travail. Elle est basée sur l’utilisation systématique des techni-
ques de séries majorantes. Plusieurs d’entre eux sont améliorés comme l’estimation d’une
série majorante géométrique pour l’inversion locale.

IV.1 Cas régulier à plusieurs variables

L’algèbre des séries entières à rayon de convergence strictement positif est noté R{t}.
Nous munissons R{t} de l’ordre partiel ≤ défini comme suit :

∑

i
ai t

i≤∑
i
bi t

i si ai≤ bi
pour tout i ≥ 0. Nous munissons Cn de sa norme hermitienne canonique et prenons le
supremum sur la boule unité comme norme pour les applications linéaires.

Dans la suite f représente une application analytique définie sur un ouvert U de Cn

à valeurs dans Cn et a est un point de U tel que Df(a) est inversible. Nous utiliserons
les notations de S. Smale pour les quantités suivantes que nous appellerons estimations
ponctuelles (point estimates en anglais), par opposition à des estimations que l’on peut
obtenir par intégration ou via des modèles de Taylor [136, 203, 204]. La première quantité
γ(f ; a) permet un contrôle local de f :

γ(f ; a) := sup
k≥2

∥

∥

∥

∥

∥

Df(a)−1 f
(k)(a)
k!

∥

∥

∥

∥

∥

1

k−1

.

En particulier, le rayon de convergence du développement en série entière de f en a

est au moins 1/γ. La deuxième quantité est la distance parcourue lors d’une itération
de Newton : β(f ; a) := ‖D f(a)−1 f(a)‖. Enfin la troisième est le produit des deux
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premières : α(f ;a) := β(f ;a) γ(f ;a). D’autre part nous utiliserons la notation suivante :

|f |a :=
∑

k≥0

‖Dk f(a)‖ t
k

k!
∈R{t}.

Nous dirons qu’une série F ∈R{t} est majorante pour f au point a si |f |a ≤ F . Enfin,
l’opérateur de Newton est noté :

N (f ;x) :=x−Df(x)−1 f(x).

Il est bien connu que les séries majorantes ont de bonnes propriétés de transfert pour les
opérations usuelles (multiplication, dérivation, etc). Contrairement à la présentation faite
dans le livre [28], cette machinerie permet une présentation rapide et simple de plusieurs
résultats regroupés sous la dénomination α-théorie (ou théorie des zéros approchés). Nous
n’énoncerons pas ces résultats mais pointons sur une première généralisation obtenue en
termes de séries majorantes :

Théorème IV.1. [109] Soit F ∈ R{t} tel que |D f(x0)
−1 f |x0

≤ F. On pose F̃ :=
F − (1 + F ′(0)) t. Soit r > 0 un réel inférieur au rayon de convergence de F et tel que

B̄(x0, r)⊆U et F̃ (r)< 0. Alors f admet exactement un zéro simple ζ dans B̄(x0, r). La
suite (xk)k∈N, définie par la récurrence xk+1 :=N(f ;xk), et la suite (tk)k∈N, définie par

t0=0 et tk+1 :=N (F̃ ; tk), sont bien définies : xk appartient à B̄(x0, r), pour tout k≥ 0,
converge quadratiquement vers ζ, tk est croissante et converge quadratiquement vers la

première racine positive r− de F̃. De plus on a :

a) ‖xk−xk+1‖≤ tk+1− tk ;

b) ‖Df(x0)
−1 f(xk)‖≤ tk+1− tk ;

c) ‖xk− ζ‖≤ r−− tk.

Ce résultat généralise au cas des séries majorantes celui de [292], qui donne la valeur
optimale α0 := 3 − 2 2

√
pour l’énoncé suivant de S. Smale : si α(f ; x0) < α0 alors f

admet un zéro simple dans B̄(x0,
(

1 + 2
√

/2
)

β(f ; x0)) et la suite des itérés de Newton
de x0 converge vers ce zéro.

Un autre résultat important est une version quantitative du théorème d’inversion
locale :

Théorème IV.2. [109] Soit f une application analytique d’un ouvert U ⊆ Cn vers
Cn. Soit ζ ∈ U tel que D f(ζ) est inversible et σ ≥ ‖D f(ζ)−1‖, γ ≥ γ(f ; ζ), Bf :=

B
(

ζ ,
1− 2

√
/2

γ

)

. Si Bf ⊆ U alors il existe une unique application g ayant les propriétés

suivantes :

a) g est définie et analytique sur Bg :=B

(

f(ζ),
1

(3+ 2 2
√

)σ γ

)

;

b) g(Bg)⊆Bf ;

c) f ◦ g(b)= b, pour tout b∈Bg ;

d) Pour tout b∈Bg il existe un unique a∈Bf tel que f(a)= b. De plus on a a= g(b) et

‖a− ζ‖≤ (1+ 2
√

/2) β (f − b; ζ) ;

e) ‖g− ζ‖f(ζ)≤
σ t

1− (3+2 2
√

)σ γ t
.

Les parties (a), (b), (c) et (d) de ce résultat figurent déjà dans le livre [28]. Le point (e)
généralise et améliore une majoration due à [65]. Ces techniques calculatoires sont très
mécaniques et ont des champs d’applications très vastes. Par exemple, les deux résultats
précédents sont utilisés dans la thèse deG. Chèze pour certifier un algorithme numérique
qui calcule la factorisation absolue (sur C) d’un polynôme à deux variables à coefficients
dans Q [47]. Le coût du contrôle d’erreur est très faible en terme de temps de calcul.
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IV.2 Cas singulier à une variable

En présence de multiplicité le théorème IV.1 est loin d’être immédiat à généraliser. De
plus, d’un point de vue pratique il est plus pertinent de considérer les grappes de zéros
plutôt que les zéros multiples. Ces grappes apparaissent souvent comme la déformation
d’un zéro multiple sous l’effet des arrondis. En théorie, une grappe est juste un synonyme
d’ensemble. On utilise ce terme lorsque le diamètre de l’ensemble est petit devant la
distance aux autres zéros. Bien entendu ceci est une question d’échelle et la principale
difficulté est de concevoir un formalisme pour rendre précises et manipuler ces idées. Dans
ce sens, nous introduisons les quantités suivantes :

γm(f ; a) := sup
k≥m+1

(

m!
∣

∣f (k)(a)
∣

∣

k!
∣

∣f (m)(a)
∣

∣

)

1

k−m

,

βm,l(f ; a) := sup
l≤k≤m−1

(

m!
∣

∣f (k)(a)
∣

∣

k!
∣

∣f (m)(a)
∣

∣

)

1

k−m

,

αm,l(f ; a) :=γm(f ; a) βm,l(f ; a).

Ces quantités sont dues à J.-C. Yakoubsohn [299] et correspondent aux estimations
ponctuelles précédentes lorsque m = 1 et l = 0. Concernant la localisation des grappes
nous avons montré :

Théorème IV.3. [108] Soit f une fonction analytique définie sur un ouvert connexe

U ⊆C, soit m≥ 1 un entier, l ∈{0, ...,m− 1} et z ∈U tels que f (m)(z)=/ 0,

m− l

m

m+1
m+1− l

αm,l(f ; z)≤ 1
9

et B̄
(

z, 3
m− l

m
βm,l(f ; z)

)

⊆ U. Alors f (l) admet m − l zéros, en comptant les multipli-

cités, dans B̄
(

z, 3
m− l

m
βm,l(f ; z)

)

et aussi dans B̄
(

z,
m+1− l

3 (m+1) γm(f ; z)

)

∩U.

Ce résultat est en fait une conséquence d’un critère de Pellet [236] obtenu principalement
via le théorème de Rouché en suivant des idées de [299, 300]. Notre critère est plus général
et améliore ceux de [280, 299, 300]. Bien sûr il existe d’autres façons moins contraignantes
pour trouver des grappes de racines en particulier par des calculs d’intégrales sur des
chemins [179, 180, 181], mais ceux-ci sont nettement plus coûteux. Rappelons aussi que
la présente approche ne concerne pas seulement les polynômes pour lesquels il existe des
méthodes plus particulières mais que ne nous discuterons pas ici. Plusieurs éléments de
comparaisons sont donnés dans notre article [108]. Ensuite nous avons montré une borne
dans l’autre sens :

Théorème IV.4. [108] Soient m≥ 1 un entier et ζ ∈U tels que f (m)(ζ)=/ 0. Si mαm(f ;

ζ) < 1/12 et B̄(ζ , 3 βm(f ; ζ)) ⊆ U alors f admet m zéros Z dans B̄(z, 3 βm(f ; z)), en
comptant les multiplicités. De plus, si ζ est dans l’enveloppe convexe de Z alors βm(f ;
ζ)≤ 24m2D, où D représente le diamètre de Z.

De façon informelle nous pouvons dire que βm permet d’obtenir une bonne estimation
du diamètre de la grappe.

Concernant l’algorithme d’approximation nous sommes partis de l’opérateur de
Schröder :

Nm(f ; x) :=x−m
f(x)

f ′(x)
.
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Il est bien connu que la suite des itérés de Schröder converge quadratiquement en présence
d’un zéro de multiplicité m [254]. En présence d’une grappe le comportement est chao-
tique : loin de la grappe la convergence est quadratique et la difficulté pratique réside dans
la détection du moment où cette convergence cesse. Ce comportement se remarque bien
avec l’exemple très simple f(x)=x2− ε2 : si |z |≫ |ε| alors N2(f ; z)= ε2/z se rapproche
de la grappe {ε,−ε}, si |z | ≪ |ε| alors N2(f ; z) s’éloigne de cette grappe, et si |z | ≈ |ε|
alors N2(f ; z) reste au voisinage de la grappe.

Nous proposons un algorithme pour stopper l’itération à une distance de la grappe qui
est de l’ordre de son diamètre. Notre méthode est numériquement stable et ne demande
pas de calculer des dérivés d’ordre plus grand que un. Nous la présentons d’une manière
informelle dans les paragraphes suivants et renvoyons le lecteur vers [108] pour les détails
techniques et les justifications.

Tout d’abord nous considérons des classes de fonctions analytiques pour lesquelles les
quantités ponctuelles αm, βm et γm sont estimables, au sens ou il est possible d’en obtenir
des approximations à une précision souhaitée. Soit f une telle fonction analytique et soit
z0∈C, tels que αm(f ;z0)<α̂m pour une constante α̂m calculable. Nous pouvons calculer
des quantités r et G, puis nous définissons par récurrence une suite (zk)k∈N de la façon
suivante. Une fois zk calculé, nous distinguons différents cas :

1. Si f ′(zk)= 0 alors on pose zj := zk pour tout j> k+1.

2. Sinon on calcule yk := zk−mf(zk)/f
′(zk). Si |yk− zk|>r alors on pose zj := zk pour

tout j> k+1.

3. Sinon, si βm(f ; yk)> G ‖yk− zk‖2 alors

a) si βm(f ; zk)< βm(f ; yk) alors on pose zj := zk pour tout j> k+1,

b) sinon on pose zj := yk pour tout j> k+1.

4. Sinon on pose zk+1 := yk.

Nous obtenons de cette façon une suite (zk)k qui converge quadratiquement vers une
grappe de m racines Z. En notant ζ la limite nous avons montré que la distance de ζ

à Z, notée dist(ζ , Z), satisfait ς0 diam(Z)6 dist(ζ , Z)6 ς1 diam(Z) pour des constantes
universelles ς0 et ς1, et où diam(Z) représente le diamètre de Z.

Dans [108] nous illustrons ces résultats avec une implantation que nous avons réalisée
dans le système de calcul formel Maple et avons constaté un très bon comportement en
pratique. Par exemple, avec f(x) := (xm+ 10−mN) (xm− 1), nous avons une grappe de
m racines au voisinage de 0. Les autres racines sont simples sur le cercle unité. Dans le
tableau suivant nous illustrons le comportement de la suite (zk)k précédemment définie
avec m = 4, en fonction de N . Plus précisément nous donnons la valeur K à partir de
laquelle la suite se stabilise à partir de K +1, grisons la case de la valeur limite retenue
par l’algorithme et donnons les approximations des valeurs βm correspondantes, qui sont
bien du même ordre de grandeur que le diamètre de la grappe.

N |z0| K |zK | |yK+1| βm(f ; zK) βm(f ; yK+1)

4 4, 88 10−4 0 4, 88 10−4 8, 58 10−7 1, 95 10−3 9, 99 10−5

8 4, 88 10−4 1 2, 77 10−17 4, 67 1017 1, 00 10−8 ∞
16 4, 88 10−4 1 2, 77 10−17 4, 67 10−15 1, 11 10−16 1, 87 10−14

32 4, 88 10−4 1 2, 77 10−17 4, 67 10−79 1, 11 10−16 1, 00 10−32

64 4, 88 10−4 2 1, 64 10−83 2, 23 10−8 9, 99 10−65 8, 94 10−8

128 4, 88 10−4 2 1, 64 10−83 2, 23 10−264 6, 58 10−83 1, 00 10−128

Tableau IV.1. Approximation numérique d’une grappe de quatre racines.
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Il s’agit à mon sens d’une avancée majeure en algorithmique numérique : à ma connais-
sance aucune autre méthode avec des propriétés similaires n’était connue, seules des
heuristiques sont utilisées dans les logiciels pour limiter les effets chaotiques produits à
l’approche d’une grappe. Les principaux travaux réalisés sur ce sujet sont [59, 60, 62,
63, 114, 115, 116, 231, 240, 241, 242, 254, 286, 299, 303] (certains d’entre-eux concernent
aussi le cas à plusieurs variables).

IV.3 Cas singulier à plusieurs variables

Nous avons généralisé les résultats précédents à plusieurs variables pour localiser et
approcher les grappes de zéros obtenues par déformation des zéros multiples d’applica-
tions analytiques de corang 1. L’archétype immédiat est

(x1, ..., xn−1, y) 7→ (x1, ..., xn−1, y
m),

qui admet l’origine comme zéro de multiplicité m de corang 1.
Plus précisément nous définissons une grappe de dimension de plongement 1 de la

façon suivante : soit F une application analytique définie sur un ouvert connexe maximal
U ⊆Cn à valeurs dans Cn. Un ensemble de zéros de F est appelé une grappe de zéros
de dimension de plongement 1 s’il existe deux sous-espaces vectoriels S et T de Cn de
codimension 1 et une boule B(ζ , r)⊆U contenant la grappe et tels que PrT ◦DF (x) est
inversible sur S, pour tout x∈B(ζ ,r), où PrT représente la projection orthogonale sur T .

Dans la suite nous considérons que F est donnée par (f , g) avec f : U →Cn−1 et g:
U → C deux applications analytiques. Pour tout (x0, y0) ∈ U tel que Dx f(x0, y0) est
inversible, nous posons

Σ(x, y): U → Cn

(x, y) 7→ (Dx f(x0, y0)−1 f(x, y), y),

qui est localement inversible au voisinage de (x0, y0). Son inverse est notée Φ(z, y) et est
analytique au voisinage de (z0, y0), avec z0 :=Dx f(x0, y0)

−1 f(x0, y0). Nous posons aussi
h(z, y) := g(Φ(z, y)).

Dans un certain voisinage de (x0, y0) le système f(x, y)= g(x, y)= 0 est équivalent à
h(0, y)= 0, x=Φ(0, y),

nous sommes ainsi ramenés à une situation à une variable complexe.
Pour tout l ≥ 0, nous introduisons la l-ième application déflatée (deflated map en

anglais) (f , g[l]) définie comme suit:

g[0]= g, g[l+1]=
det (D(f , g[l]))
det (Dx f)

, pour l≥ 0,

où det représente l’application déterminant, la base implicitement considérée étant la
base canonique donnée par (x, y). Si ζ est un zéro de dimension de plongement 1 et
de multiplicité m de f = g = 0 alors ζ est un zéro de dimension de plongement 1 et de
multiplicité m− l de f = g[l]=0, pour tout 0≤ l≤m− 1.

Théorème IV.5. [109] Soit m ≥ 1, l ∈ {0, ..., m − 1}, κ le premier entier tel que

2κ≥m− l, x0
′ :=Nκ(f(., y0); x0) et z0

′ :=Dx f(x0, y0)
−1 f(x0

′ , y0). Soient λg, ρg, βx, γx,
σx, βm,l, γm, σm des nombres réels donnés. On introduit les quantités suivantes :

λΦ :=σx, ρΦ := (3+2 2
√

)σx γx,

λ :=λgλΦ, ρ := ρΦ+ λΦ ρg,

λ̄ :=
λ

(1− ρ (βx+ ‖z0′‖))2
, ρ̄ :=

ρ

1− ρ (βx+ ‖z0′‖)
,

µ̄ :=
ρ̄

1− ρ̄ ‖z0′‖
,

ē := ((m+1)σm λ̄ ||z0′ |/(1− ρ̄ ‖z0′‖))1/m,

IV Traitement numérique des grappes de racines 47



β̄m,l :=
βm,l+

m

m+1
µ̄

l

m−l ē
m

m−l

1− (µ̄ ē)m
, γ̄m :=

γm+
m+2

m+1
µ̄

1− (µ̄ ē)m
,

ry
− := 3

m− l

m
β̄m,l, ry

+ :=
m+1− l

3 (m+1) γ̄m
,

rx
− :=

λΦ (βx+ ry
−)

1− ρΦ (βx+ ry
−)

.

Si

|g− g(x0, y0)|(x0,y0)≤
λg t

1− ρg t
,

σx≥‖DΣ(x0, y0)
−1‖,

βx≥ β (Σ− (0, y0); x0, y0), γx≥ γ(Σ; x0, y0),

ρ (βx+ ‖z0′‖)< 1,

|Dy
mh(z0

′ , y0)|=/ 0, σm≥m!/|Dy
mh(z0

′ , y0)|,
βm,l≥ βm,l(h(z0

′ , .); y0), γm≥ γm(h(z0
′, .); y0),

ρ̄ z0
′̄ < 1, µ̄ ē < 1,

m− l

m

m+1
m+1− l

β̄m,l γ̄m≤ 1/9,

alors (f , g[l]) admet m− l zéros, en comptant les multiplicités, dans

BΣ∩Bg∩ (B̄(x0, rx
−)× B̄(y0, ry

−))
mais aussi dans

BΣ∩Bg∩ (Cn−1× B̄(y0, ry
+)),

où

BΣ :=B

(

(x0, y0),
1− 2

√
/2

γx

)

, Bg :=B

(

(x0, y0),
1
ρg

)

.

Comme dans le cas à une variable nous proposons un algorithme d’approximation. Dans
la suite (x0, y0) représente le point initial. Pour tout l ≤m − 1 et l ′ ≤ l nous décrivons
un algorithme permettant d’approcher une grappe de zéros de (f , g[l

′]) en utilisant
l’opérateur Schröder sur Dy

l h.
En pratique il n’est pas toujours possible de calculer les quantités βm,l′ il nous faut

prendre en compte d’éventuelles erreurs d’approximation : pour cela nous paramétrons
l’algorithme par une fonction Bm,l′(h(zk

′ , .), yk; yk
′ ) qui retourne une approximation de

βm,l′(h(zk
′ , .); yk

′ ) à partir d’estimations ponctuelles en yk seulement. L’algorithme est
aussi paramétré par trois réels positifs ry, Gy et Gz.

L’étape k de l’algorithme d’approximation consiste à calculer (xk+1, yk+1) à partir
de (xk, yk). Grossièrement nous procédons comme suit : nous utilisons l’opérateur de
Newton sur f(., yk) pour calculer une valeur xk

′ à partir de xk. Ensuite nous calculons
zk
′ comme les n− 1 premières coordonnées de Σ(xk

′ , yk) puis l’opérateur de Schröder est
utilisé avec h(zk, .) et yk pour obtenir yk

′ . Puis, il s’agit de déterminer lequel de yk et yk
′

donnera yk+1. À la fin, xk+1 est obtenu en appliquant l’opérateur de Newton sur f(.,
yk+1) depuis xk. De façon plus précise, notre algorithme fonctionne comme suit, où κ

représente le plus petit entier tel que 2κ≥ 2 (m− l ′) :
1. xk

′ :=Nκ(f(., yk); xk);
2. zk

′ :=Dx f(x0, y0)−1 f(xk
′ , yk);

3. Si Dy
l+1h(zk

′ , yk)= 0

4. alors
5. yk+1 := yk;
6. sinon
7. yk

′ :=Nm−l (Dy
l h(zk

′ , .); yk);
8. if yk

′ ∈/ B̄(yk, 2 ry)
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9. alors
10. yk+1 := yk;
11. sinon
12. si Bm,l ′(h(zk

′ , .), yk; yk
′ )>y |yk− yk

′ |2
13. alors
14. si Bm,l′(h(zk

′ , .), yk; yk
′ )< βm,l ′(h(zk

′ , .); yk)
15. alors
16. yk+1 := yk

′ ;
17. sinon
18. yk+1 := yk;
19. alors
20. yk+1 := yk

′ ;
21. xk+1 :=N (f(., yk+1); xk);

Nous pouvons préciser informellement l’idée de l’analyse de convergence. Nous notons ζ

un point de la grappe de zéros de (f , g[l
′]). Par construction de xk

′ nous montrons que
‖zk′ ‖1/(m−l′) est du second ordre, i.e. dans O(‖(xk, yk)− ζ‖2). Ensuite nous appliquons
nos résultats précédents à une variable avec Dy

l h(zk
′ , .) et yk. Les différents cas s’inter-

prètent de la façon suivante : l’étape (10) correspond au cas où yk
′ s’éloigne fortement

de la grappe de Dy
l h(zk

′ , .), ce qui implique que yk en est déjà très proche. L’étape (20)
correspond au cas où yk

′ est une meilleure approximation de la grappe au second ordre.
Entre ces deux cas, le test de l’étape (14) détermine lequel entre yk et yk

′ est le plus proche
de la grappe. À la fin, la correction entre yk+1 et yk est simplement propagée dans les
coordonnées en x à l’étape (21).

L’énoncé complet du résultat avec toutes les formules pour calculer les bonnes valeurs
des paramètres est trop long pour être écrit ici. D’une façon informelle nous pouvons dire
qu’il existe un algorithme permettant de décider si la suite des itérés d’un point (x0, y0)
via l’opérateur ci-dessus converge quadratiquement vers une grappe de zéros. En présence
d’une grappe de zéros de diamètre strictement positif, l’itération peut-être arrêtée à une
distance de celle-ci qui est de l’ordre de son diamètre.

J’ai programmé cet algorithme en Maple. Son comportement est bien conforme à
notre attente et tous les cas apparaissent bien en pratique. À l’heure actuelle nous ne
voyons pas comment généraliser ces résultats pour des grappes de racines quelconques
en conservant une complexité polynomiale en la multiplicité.

IV.4 Remarques

Pour conclure ce chapitre nous mentionnons quelques autres techniques. La littérature sur
le traitement des multiplicités et grappes de racines et très variées. Nous nous restreignons
ici aux travaux les plus proches des nôtres et renvoyons le lecteur à [108, 109] pour
d’avantage de références.

IV.4.1 Localisation et approximation de grappes de racines

L’analyse précise du comportement de la méthode de Newton en présence de sin-
gularité est un problème épineux à plusieurs variables. Motivé par les travaux
d’A. M. Ostrowski [231], L. B. Rall a commencé à obtenir des résultats dans des
cas particuliers [240]. Ensuite, et sur la base de travaux de G. R. Reddien [241, 242],
D. W. Decker et C. T. Kelley [60, 61] ont pu préciser les convergences pour des
problèmes singuliers de premier et second ordres. A. Griewank etM. R. Osborne [114,
115, 116] ont ensuite étendu ces résultats en précisant les domaines de convergence.
Signalons que le cas à une variable, qui est plutôt bien compris [284, 285], a pu être
étendu à plusieurs variables pour des systèmes de Pham [178].
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Corriger l’itération de Newton pour rétablir une convergence quadratique a fait l’objet
de nombreux travaux. Mentionnons une première famille de techniques dites par régulari-
sation, pour lesquelles nous renvoyons le lecteur à [5, Theorem 1]. Ensuite les techniques
dites de systèmes bordant consistent à construire de nouveau systèmes n’ayant que des
racines simples. Elles ont été développées pour les racines doubles [115, 149, 150, 211,
293, 301] mais aussi en corang un [283]. La construction de systèmes augmentés est une
alternative qui introduit de nouvelles variables pour les coordonnées de vecteurs dans le
noyau de jacobiennes bien choisies [111, 117, 118, 130, 185, 239].

Enfin les méthodes par déflations consistent à ajouter au système de nouvelles équa-
tions obtenues par dérivations des équations initiales. Elles ont d’abord été étudiées
d’un point de vue mixte symbolique et numérique [229, 230]. Dans [199], cette technique
est améliorée et le nombre d’étapes de déflation est prouvé borné par la multiplicité
(néanmoins le coût total ne l’est pas). La difficulté à trouver un bon compromis entre
efficacité et stabilité numérique a motivé d’autres approches [200, 201, 202, 298]. Les
questions de complexité et stabilité de ces méthodes mixtes ne sont pas bien connues.
La situation est un peu plus simple dans un cadre non-archimédien (pour les séries ou
nombres p-adiques), et mon algorithme [188] a une convergence quadratique et un coût
qui reste polynomial dans la multiplicité, sans pour autant calculer l’algèbre locale. L’idée
des résultats de ce chapitre est d’avantage d’obtenir une bonne complexité et de pouvoir
traiter les grappes de racines que d’optimiser le conditionnement de la méthode qui est
sans doute perfectible.

Dans les grandes lignes on peut observer plusieurs similarités dans toutes ces
méthodes. D’un point de vue algébrique la connaissance de l’algèbre locale d’une racine
multiple permet de construire des opérateurs de type Newton avec convergence qua-
dratique. Néanmoins, avec les techniques connues, cette algèbre locale ne s’obtient en
général pas en temps polynomial dans la multiplicité. Par conséquent la quantité d’infor-
mation algébrique minimale pour restaurer la convergence quadratique dans de bonnes
conditions numériques ne semble pas connue. Par ailleurs, le traitement des grappes
de racines pour la plupart des algorithmes mentionnés ici a peu été étudié [175].

IV.4.2 Point de vue global

Les méthodes précédentes sont en général utilisées au sein d’algorithmes complets pour
résoudre par exemple numériquement ou symboliquement des systèmes algébriques.
Lorsque la dimension réelle de l’espace ambient est petite, disons deux ou trois, les
méthodes par subdivisions sont déjà efficaces en pratique et les méthodes de localisa-
tion et approximation de grappes sont très utiles pour accélérer ces algorithmes [232, 243].

Un autre cadre d’application important concerne les méthodes de résolution des
systèmes algébriques par déformation homotopique. On commence par un construire
système d’une certaine nature similaire, de sorte à pourvoir calculer ses racines soit
par récurrence, soit par une formule explicite, en fonction de la géométrie considérée.
Ensuite on suit des chemins dans l’espace des systèmes et de leurs solutions. Les che-
mins sont normalement des courbes algébriques de multiplicité un et la méthode de
Newton peut donc être utilisée. Si le système à résoudre possède des multiplicités alors
celles-ci sont observées à l’extrémité terminale des chemins et des techniques spécifi-
ques peuvent être utilisées. Lorsque les systèmes ne sont pas de dimension zéro, des
algorithmes de décomposition équidimensionelle similaires au mien [189] ont été adaptés
d’un point de vue numérique. Il font intervenir des suivis de chemin avec multiplicité.
L’homotopie est très efficace en pratique pour des systèmes bien conditionnés. Nous
renvoyons le lecteur par exemple à [14, 15, 198, 221, 269, 270, 273].
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Mathemagix

Mathemagix est un ensemble de logiciels, diffusé via http://www.mathemagix.org,
initié et coordonné par J. van der Hoeven depuis les années quatre-vingt dix, et visant
la conception d’un langage de programmation scientifique adapté au calcul symbolique
et analytique robuste. Ses composantes sont des bibliothèques efficaces de calcul écrites
en C++, un compilateur et un interprète de commandes du langage de programmation
appelé aussi Mathemagix, et enfin de liens entre ces bibliothèques et ce langage. Une
interface de qualité avec le logiciel GNU TEXMACS est disponible pour l’interprète. Le
code source est ouvert et distribué essentiellement sous license GNU GPL depuis le site
Internet https://gforge.inria.fr/projects/mmx.

Le projet Mathemagix regroupe actuellement une trentaine de développeurs et
le nombre effectif de lignes de code C++ est d’environ 240000, auxquelles viennent
s’ajouter environ 150000 lignes pour une version C++ nommée linalg de la biblio-
thèque Lapack (http://www.netlib.org/lapack), développée par Ph. Trébuchet,
et permettant d’utiliser les fonctionnalités de cette dernière avec des types numériques
définis par l’utilisateur – par exemple en précision arbitraire.

Depuis 2005, je participe activement au développement de Mathemagix principale-
ment en collaboration avec J. van der Hoeven. L’essentiel de mes algorithmes récents
y sont disponibles, ainsi que ceux des étudiants que j’ai coencadrés en thèse. D’une façon
générale, je pense nécessaire que les algorithmes publiés soient programmés et diffusés
d’une façon à pouvoir être testés et comparés aisément.

V.1 Bibliothèques de calcul

Plusieurs choix de conception ont conduit Mathemagix a être un projet de nature
plutôt autonome en terme de ses dépendances sur d’autres logiciels. Nous fournissons en
effet des bibliothèques C++ performantes pour les objets algorithmiques élémentaires,
l’arithmétique de base sur les polynômes et séries à une ou plusieurs variables, ainsi
que les opérations de base en algèbre linéaire. Du code optimisé est disponible pour
différents anneaux de coefficients : entiers, rationnels, entiers modulaires, types numéri-
ques, nombres complexes, intervalles, boules, et coefficients génériques. Cette approche
nous a certes imposé de réécrire beaucoup d’algorithmes classiques, mais elle nous a
surtout permis d’implanter nos propres algorithmes avec une grande généricité. Au final,
Mathemagix nécessite peu de temps de maintenance inhérent aux dépendances, et
surtout propose un cadre uniforme pour la totalité de ses structures de données.

V.1.1 fonctionnalités

Les bibliothèques C++ de calcul au cœur de Mathemagix, qui sont développées prin-
cipalement par J. van der Hoeven et moi-même, sont les suivantes :

basix. Cette bibliothèque contient tous les types de données classiques tels que les
vecteurs, listes, tables de hachage, mais aussi les flux d’entrée et sortie, les sockets,
un système de gestion de mémoire par compteurs de références, et des fonctions pour
distribuer des calculs sur plusieurs processeurs au sein d’un même ordinateur. Notons
que ces implantations ne reposent pas sur la bibliothèque standard de C++.

numerix. Les types numériques élémentaires, tels que les nombres entiers et à virgule
flottante, intervalles, boules, nombres complexes et nombres modulaires sont dispo-
nibles dans cette bibliothèque, qui utilise GMP [112] et GNU MPFR [76].
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algebramix. Cette bibliothèque contient les polynômes et séries à une variable, les
matrices et les entiers p-adiques. Essentiellement toutes les opérations élémentaires
sont disponibles de façons génériques et particulières, en intégrant plusieurs variantes
d’algorithmes utilisant les ressources vectorielles de calcul des processeurs et prenant
en compte l’organisation de la mémoire vive par niveaux de cache. Pour les polynômes
sont disponibles : FFT, TFT, produits de A. Schönhage et V. Strassen, produit
rapide générique de D. G. Cantor et E. Kaltofen [42], évaluation, interpolation,
restes chinois et sous-résultants.

analyziz. Les algorithmes sur les polynômes, séries et matrices assurant une bonne
stabilité pour les calculs numériques sont regroupés dans cette bibliothèque.

multimix. Les polynômes, jets, et séries à plusieurs variables sont disponibles dans
cette bibliothèque, qui propose les algorithmes classiques en représentations dense,
creuse et fonctionnelle, ainsi que nos techniques récentes [143, 144].

Sur cette base, voici les autres bibliothèques spécialisées développées au sein du projet :

lattiz par G. Lecerf. Réduction de réseau (algorithme LLL). Exploite FPLLL [275]
si disponible, et utilise une version intégrale classique sinon.

finitefieldz par G. Lecerf, G. Quintin. Corps finis. Utilise MPFQ [95] si dispo-
nible.

factorix par G. Lecerf. Factorisation des polynômes.
symbolix par J. van der Hoeven. Calculs avec des expressions symboliques.
asymptotix par J. van der Hoeven. Développements asymptotiques et transséries.
holonomix par J. van der Hoeven. Fonctions holonômes.
geomsolvex par G. Lecerf. Résolution géométrique des systèmes algébriques.
continewz par J. van der Hoeven. Résolution numériques des systèmes algébri-

ques par homotopie.
graphix par J. van der Hoeven. Tracés 2D et 3D.
linalg par Ph. Trébuchet. Version C++ de Lapack.
borderbasix par B. Mourrain, Ph. Trébuchet. Résolution des systèmes algébri-

ques par bases bordantes.
realroot par B. Mourrain, J.-P. Pavone, E. Tsigaridas, A. Mantzaflaris.

Structures algébriques et numériques pour la résolution réelle des systèmes algébri-
ques, incluant des méthodes très efficaces par subdivision.

shape par B. Mourrain, A. Mantzaflaris. Structures de données et algorithmes
de tracés pour les courbes et surfaces. Interface avec le logiciel de visualisation
Axel [223].

columbus par J. van der Hoeven. Représentation graphique et exploration de
fonctions analytiques.

D’autres bibliothèques plus expérimentales permettent de diffuser des implantations
à usage plus restreint en relation avec nos articles de recherche : gregorix, jorix,
quintix.

V.1.2 Compilation et installation

Au totalMathemagix se compose actuellement d’une trentaine de sous-projets pouvant
être installés et utilisés séparément (en respectant néanmoins les dépendances). Chaque
sous-projet dispose d’outils de compilation automatique produits par GNU Auto-
tools (http://www.gnu.org/software/autoconf). Les bibliothèques sont structurées
de façon relativement identiques et les fichiers d’entrée d’Autotools sont maintenus
automatiquement par un logiciel, appelé automagix, écrit dans le langage Mathe-
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magix. Je participe à la réalisation de ces outils permettant de compiler et installer
Mathemagix sur les systèmes d’exploitation Linux, Mac OS X et Windows. J’ai
réalisé le portage sous Windows avec D. Raux en utilisant les logiciels disponibles
via MinGW (http://www.mingw.org). Mentionnons que la plupart des sous-projets
peuvent aussi être compilés avec cmake (http://www.cmake.org) et que les fichiers
correspondant de description sont produits par un logiciel similaire à automagix appelé
mmxtools. Cette alternative est développée par B. Mourrain.

V.1.3 Exemples

Les exemples suivants montrent les différentes facettes du travail de programmation
auquel j’ai participé pour les bibliothèques C++. Les temps sont mesurés sur mon
ordinateur portable (MacBook ProTM, processeur Intel core i7TM à 2,6 GHz), en
utilisant le compilateur i686-apple-darwin11-llvm-g++-4.2 (GCC) 4.2.1 (Based on Apple
Inc. build 5658, LLVM build 2336.11.00).

V.1.3.1 modularité

L’une des fonctionnalités de nos bibliothèques C++ est de permettre aux utilisateurs de
pouvoir redéfinir les sous-algorithmes utilisés dans des calculs a posteriori . La plupart
des types de données paramétrés permettent en effet de décrire les structures de base et
algorithmes sur lesquels ils s’appuient. Par exemple le type pour les polynômes à une
variable d’algebramix est

template<typename C, typename V> class polynomial;

Ici C désigne le type des coefficients et V la variante d’implantation, c’est-à-dire un type
représentant les algorithmes à utiliser pour calculer avec ces polynômes. Par exemple si
C est un corps, polynomial<C,polynomial_naive> utilise les algorithmes naïfs pour la
multiplication, division, p.g.c.d., etc. La représentation des polynômes est indépendante
des variantes d’algorithmes. Il s’agit essentiellement du vecteur des coefficients sous la
forme d’un pointeur C* sur le premier coefficient et de la taille du polynôme. L’opération
de produit est implantée comme suit :

template<typename C, typename V>

polynomial<C,V> operator * (const polynomial<C,V>& P1, const polynomial<C,V>& P2) {

typedef implementation<polynomial_multiply,V> Pol;

nat n1= N(P1), n2= N(P2);

if (n1 == 0 || n2 == 0) return Polynomial (CF(P1));

nat l= aligned_size<C,V> (n1+n2-1);

C* r= mmx_formatted_new<C> (l, CF(P1));

Pol::mul (r, seg (P1), seg (P2), n1, n2);

return Polynomial (r, n1+n2-1, l, CF(P1));

}

Sans entrer dans les détails, nous voyons que le calcul du produit est effectué sur les
représentations par la fonction mul appartenant à la structure Pol qui ressemble à ceci
lorsque V est polynomial_naive :

template<typename V>

struct implementation<polynomial_multiply, V, polynomial_naive> {

template<typename C> static inline void

mul (C* dest, const C* s1, const C* s2, nat n1, nat n2) { ... }

};

Par conséquent, pour utiliser sa propre fonction de produit, l’utilisateur peut sim-
plement définir une nouvelle variante, notée par exemple my_variant, selon le procédé
suivant :
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DEFINE_VARIANT(my_variant,

polynomial_dicho<polynomial_naive> >);

template<typename V>

struct implementation<polynomial_multiply,V,my_variant> {

template<typename C> static inline void

mul (C* dest, const C* s1, const C* s2, nat n1, nat n2) { ... }

};

Ensuite, le type polynomial<C,my_variant> permet d’utiliser systématiquement le pro-
duit spécifique, lors d’appels directs ou bien via les autres opérations (division, p.g.c.d.,
etc) définies en amont car provenant d’autres implantations associées dans le cas pré-
sent à la variante polynomial_dicho<polynomial_naive> >. Ce mécanisme est bien
sûr utilisé dans algebramix pour les polynômes, séries et matrices à coefficients dans Z,
Q, Z/p Z, etc. Il permet aussi d’importer rapidement des fonctionnalités provenant de
bibliothèques externes spécialisées pour certains types de coefficients, comme dans le cas
de la bibliothèque mgf2x pour les polynômes de Z/2 Z[x] qui importe le produit très
efficace de GF2x [94].

Finalement, dans ce cadre, le fait d’exprimer le coût des algorithmes en fonction de
celui de tel ou tel produit n’est pas une simple vue de l’esprit.

V.1.3.2 Efficacité de la FFT

La transformée de Fourier rapide (d’acronyme FFT en anglais) est une opération critique
pour de nombreux algorithmes. Dans le tableau V.1 ci-dessous, nous comparons les temps
obtenus en utilisant une seule file d’exécution (thread en anglais) avec Mathemagix
(variante de l’algorithme appelée split radix en anglais) d’une part et la bibliothèque
FFTW3 [77, 158] d’autre part pour les nombres complexes construits sur le type C++
double. Bien que nos temps de calcul ne rivalisent pas avec ceux de cette bibliothèque
très optimisée, il n’en sont pas pour autant éloignés. Pour les petites tailles, FFTW3
utilise directement des arbres de calcul ad hoc sans boucle ni branchement, ce qui n’est
pas le cas de notre implantation.

taille 128 256 512 1024 2048 4096 8192 16384
FFTW3 0,33 0,82 1,9 4,4 10 24 58 123
algebramix 0,42 0,94 2,1 4,7 11 27 61 141

Tableau V.1. Temps de calcul de la FFT en microsecondes.

Dans le tableau V.2 nous montrons les temps nécessaires pour multiplier deux poly-
nômes de Z/p Z, avec p= 469762049, en utilisant directement la FFT d’une part et la
substitution de Kronecker d’autre part. Cette dernière se réduit au produit de deux
entiers en utilisant la bibliothèque GMP version 5.0.5 [91, Chapter 8].

taille 128 256 512 1024 2048 4096 8192
FFT 0,0067 0,014 0,025 0,052 0,11 0,22 0,46
Kronecker 0,021 0,050 0,12 0,28 0,69 1,7 3,4

Tableau V.2. Produit dans Z/469762049Z[x], en millisecondes.

V.1.3.3 Produit matriciel

Le produit de deux matrices est une opération difficile à implanter efficacement. Les
performances des bibliothèques spécialisées commerciales ou libres sont déjà très élevées,
et dans une moindre mesure nous montrons dans le tableau V.3 que les performances
obtenues avec nos propres implantations génériques écrites en C++ sont raisonnables et
ont l’avantage de part leur généricité d’offrir des performances élevées sur des types de
coefficients (tel que short int dans notre exemple) qui ne sont pas supportés directement
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par d’autres bibliothèques qui privilégient les types numériques. Pour ces comparaisons
nous avons utilisé Atlas 1.10.0 et Eigen 3.1.2 installés via MacPorts et n’utilisons
qu’une seule file d’exécution.

n 128 256 512 1024 2048 4096 8192

Atlas, double 0,36 2,7 20 165 1320 10628 86120
Eigen3, double 0,38 2,9 23 180 1420 11371 90121
algebramix, double 0,47 3,8 32 255 1893 13460 96839

Eigen3, int 0,19 1,4 11 89 710 5475 43573
algebramix, int 0,23 1,8 15 125 893 6486 46984

Eigen3, short int 0,88 6,7 52 417 3330 26566 214029
algebramix, short int 0,12 0,93 7,7 63 473 3506 24644

Tableau V.3. Produit de deux matrices de tailles n×n, en millisecondes.

Dans le tableau V.4 nous nous intéressons au temps du produit de matrices de
tailles n × n dont les coefficients sont des polynômes de Z/p Z, avec p = 469762049,
de degré d. La ligne intitulée Kronecker effectue le produit naïf des matrices en utili-
sant la substitution de Kronecker pour multiplier les polynômes. La ligne FFT commence
par calculer les transformées de Fourier des matrices, effectue ensuite les produits de
toutes les matrices à coefficient dans Z/pZ, et calcule la transformée de Fourier inverse.
La méthode par FFT est efficace dès les petites tailles.

n 8 16 32 64 128
FFT, d= 15 0,14 0,5 2,2 12 84
Kronecker, d= 15 0,49 4,0 31 254 2103

Tableau V.4. Produit de deux matrices polynomiales de tailles n×n, en millisecondes.

V.1.3.4 Produit de polynômes à plusieurs variables

multimix a représenté un travail important sur les plans théoriques et pratiques. Il
n’existe pas à notre connaissance de bibliothèque équivalente libre en C++ pour les
polynômes, jets et séries à plusieurs variables. Nous comparons ici les performances de
nos implantations avec Maple 16 [97] intégrant les travaux récents décrits dans [215,
216, 217]. Néanmoins à l’heure actuelle multimix ne permet pas encore de réaliser des
calculs sur plusieurs files d’exécution. Les polynômes sont en représentation creuse de
taille s composés de monômes pris au hasard de degrés partiels au plus 10000 et dont
les coefficients sont des entiers signés pris aléatoirement sur 31 bits. Dans le cas présent
Mathemagix utilise une représentation compacte des monômes, l’arithmétique sur les
entiers 128 bits fournie par le compilateur et l’algorithme de fusion des vecteurs ordonnés
de [27].

s 80 160 320 640 1280 2560
Maple 16 0, 77 3, 2 15 70 279 1268
algebramix 0, 63 2, 7 12 58 238 1061

Tableau V.5. Produit de deux polynômes creux à 3 variables de taille s, en millisecondes.

V.1.3.5 Résolution des systèmes algébriques

Nous considérons ici un système en les variables x1, ..., xn et composé de n polynômes
fi. Chaque fi est construit comme

(
∑

j=1
n

µi,jxj

)(
∑

j=1
n

νi,jxj

)

−ci, où les coefficients
µi,j, νi,j, ci sont des entiers positifs pris aléatoirement sur 30 bits. Dans le tableau V.6
ci-dessous nous indiquons les temps obtenus pour calculer une base standard pour l’ordre
du degré lexicographique inverse (DRL en anglais) avec FGb (version interne 8780) [74]
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d’une part, et le temps pour obtenir une fibre de remontée avec l’algorithme de résolution
géométrique de geomsolvex. Précisons qu’il s’agit des temps dits utilisateurs selon la
terminologie habituelle des systèmes unix. Le temps réel pour Fgb lorsque n=5 est de
1, 8 s et pour n= 6 de plus de 2 minutes. Lorsque n= 6, Fgb consomme jusqu’à 5 Go
de mémoire vive. Le cas n = 7 n’aboutit pas sur mon ordinateur qui dispose de 8 Go.
L’occupation mémoire pour geomsolvex est juste de 150 Mo pour n=6 et 400 Mo pour
n=7.

n 5 6 7
FGb 0.9 24 ∞
geomsolvex 3,6 30 240

Tableau V.6. Résolution de systèmes algébriques de degré 2 en n variables, en secondes.

V.2 Langage Mathemagix

Les algorithmes pour les entiers, matrices et polynômes peuvent être implantés avec
succès dans des langages compilés tels que C ou C++. Malheureusement l’utilisation
de différentes bibliothèques avec des conventions variées se révèle compliquée pour un
utilisateur non spécialiste. Certaines bibliothèques C++ comme les nôtres font alors
office d’intergiciel (middleware en anglais) offrant un cadre uniforme pour de telles biblio-
thèques.

Les algorithmes de haut niveaux développés pour les mathématiques, par exemple
pour la géométrie algébrique, sont plus difficilement programmables en C++ de façon
générique. D’une part la gestion de la généricité via des types paramétrés conduit rapi-
dement à des temps de compilation élevés. D’autre part, les messages d’erreur à la
compilation rendent difficilement utilisables des bibliothèques de conception complexe. Il
est donc d’usage de fournir des interfaces plus conviviales dans des langages interprétés,
comme Python pour Sage [276], ou bien Maple [97] qui intègre des bibliothèques
spécialisées comme FGb [74] ou Blad [36].

Dans les paragraphes suivants nous expliquons comment le language Mathemagix
s’intègre dans ce paysage. Nous présentons rapidement les motivations qui ont poussé
J. van der Hoeven à développer un nouveau langage. Ensuite je détaille ma partici-
pation dans l’écriture de l’interprète mmi, discute les performances atteintes, et présente
quelques points sur l’interface avec C++ extraits de l’article [144].

V.2.1 Motivations

Les logiciels commerciaux de calcul formel tels que Maple [97], Mathematica [297] ou
bien encore Magma [31], fournissent un très vaste choix de fonctionnalités. Le cadre de
programmation n’est néanmoins pas très bien adapté à la programmation générique et
l’absence de compilateur ne permet pas de produire des exécutables autonomes et rapides.
Par ailleurs il n’est pas permis à l’utilisateur d’inspecter le code source des fonctionnalités
offertes et encore moins de remplacer des routines existantes par du code de son choix.

Le projet Sage [276] est désormais vu comme un intergiciel incontournable offrant
un cadre de programmation confortable et moderne au travers de l’interprète Python.
Néanmoins ce dernier ne dispose ni d’un bon compilateur et ni de mécanismes de caté-
gories tels que développées par la communauté de calcul formel au travers des logiciels
Axiom [151] et Aldor [68].

Le langage Mathemagix a pour but de fournir facilement à l’utilisateur la possibilité
de compiler ses programmes, de les interpréter, d’en compiler une partie et d’interpréter
le reste, et enfin d’importer et exporter des fonctions depuis et vers le C++. Le langage
utilise un système de type fort : toutes les instances d’objet ont un type déterminé à
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la compilation, et les fonctions peuvent être surchargées. L’utilisateur peut définir de
nouvelles catégories, de nouveaux types et classes et aussi définir les héritages depuis
l’extérieur des classes. Les types et fonctions peuvent être paramétrés par des catégories
telles qu’un anneau, un module sur un anneau, etc. Les détails du langage Mathemagix
sont présentés dans le manuel [145].

V.2.2 Compilateur

Ma participation au développement du langage Mathemagix s’est concentrée essen-
tiellement sur l’écriture de l’interprète mmi. Le premier interprète, nommé mmx-light,
concernait un sous-ensemble du langage. Il avait été programmé en C++ par J. van
der Hoeven. Il a avant tout été un terrain d’expérience pour les questions de calcul
symbolique et les mécanismes d’interface avec le C++. Le compilateur actuel étant écrit
enMathemagix,mmx-light a été utilisé pour le compiler avant qu’il ne puisse se compiler
par lui-même.

L’interprète mmi développé actuellement intervient au même niveau que la production
de code C++ dans le processus de compilation. Le travail que j’ai effectué est d’une
certaine manière l’écriture d’un interprète pour C++. La différence est que d’une part
seul un sous-ensemble de C++ est spécifiquement concerné et que d’autre part plusieurs
objets dont on connaît la provenance peuvent être traités de façons particulières. Les
fichiers d’entrées, d’extension .mmx produisent des programmes de type appelé MMX à
l’issue de l’étape classique d’analyse syntaxique. L’étape suivante consiste à déterminer
les types de toutes les sous-expressions et de résoudre les problèmes induits par la sur-
charge. Pour les détails nous renvoyons le lecteur à l’article [140]. Les programmes bien
typés résultant de cette étape sont dits de type PRG. Des étapes de simplifications et
optimisations servent ensuite à réécrire les programmes vers un ensemble d’instructions
réduit. Le compilateur mmc permet de produire un programme équivalent en C++,
alors que l’interprète construit un programme en mémoire vive, dit exécutable de type
noté EXE, destiné à être exécuté pour obtenir le résultat attendu. La figure V.1 résume
le processus de compilation.

Analyse syntaxique

Calcul des types

Post-traitements

Compilation vers C++

Enregistrement

Optimisations

Simplifications

fichier d’entrée .mmx

programme de type MMX

programme de type PRG

programme standard de type PRG

fichier de sortie .cpp

programme de type CPP

Compilation vers un
programme exécutable

programme de type EXE

Figure V.1. Processus de compilation de Mathemagix.
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Traditionnellement les interprètes sont des programmes qui simulent le comporte-
ment d’un processeur rudimentaire pouvant traiter un certain nombre de types prédéfinis
souvent élémentaires mais éventuellement complexes. Les choix de conception que nous
avons fait avec J. van der Hoeven ne sont pas allés dans ce sens mais ont été guidés
par l’objectif d’efficacité et d’interopérabilité naturelle avec le C++, comme nous l’expli-
quons dans les paragraphes suivants.

V.2.2.1 Programmes exécutables

Dans un premier temps j’ai réalisé des structures de données enC++ pour représenter les
programmes exécutables selon le format de classe abstraite suivant (simplifié de l’implan-
tation réelle pour des raisons de concision) :

struct exe_program_rep {

inline exe_program_rep () {}

inline virtual ~exe_program_rep () {}

virtual void Evaluate (void* ptr) const = 0;

};

Le type d’un programme exécutable, notée exe_program en C++, correspond essen-
tiellement à un pointeur vers une représentation concrète dérivée de exe_program_rep et
d’un compteur de référence utilisé pour la gestion de la mémoire. La méthode Evaluate
effectue l’évaluation du programme et stocke le résultat à l’adresse indiquée par l’argu-
ment ptr. Comme premier exemple voici un programme représentant une constante :

template<typename C>

struct exe_program_constant_rep: public exe_program_rep {

C val;

exe_program_constant_rep (const C& c) : val (c) {}

inline void Evaluate (void* ptr) const { *((C*) ptr) = val; }

};

La création du programme exécutable correspondant est réalisée par la fonction suivante :

template<typename C> inline exe_program

exe_constant (const C& c) {

return exe_program ((exe_program_rep*) new exe_program_constant_rep<C> (c)); }

Comme deuxième exemple, la structure de controle habituelle if ... then ... else est
implantée comme suit :

struct exe_program_if_then_else_rep : exe_program_rep {

exe_program c, t, e;

exe_program_if_then_else_rep (const exe_program& c2,

const exe_program& t2, const exe_program& e2)

: c (c2), t (t2), e (e2) {}

inline void Evaluate (void* ptr) const {

bool b; c -> Evaluate ((void*) &b);

if (b) t -> Evaluate (ptr); else e -> Evaluate (ptr); }

};

Les programmes exécutables disponibles servent à représenter des variables, des affec-
tations, des boucles, les instructions de branchement, les clôtures, les applications de
fonction, etc. Il est possible à tout moment d’ajouter de nouvelles sortes de programmes
exécutables sans qu’il y ait la moindre conséquence sur l’efficacité des autres programmes.
En fait tous les types de bases et opérations élémentaires utilisées par mmi sont importés
depuis le C++ au travers de ce mécanisme. Par exemple l’addition de deux entiers est
représentée par un programme exécutable ad hoc.
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V.2.2.2 Interprète

L’interprète mmi est écrit en Mathemagix. Une première composante concerne l’import
du type exe_program et de toutes les fonctions permettant de construire les programmes
élémentaires. Une deuxième composante est dédiée à la construction de programmes
moins élémentaires de plus haut niveau. La composante majeure est ensuite la construc-
tion d’un programme exécutable à partir d’un programme bien typé de type PRG. Enfin
la dernière composante concerne les interfaces utilisateur, l’une textuelle et l’autre avec
TEXMACS. Nous pouvons illustrer les performances de notre approche avec le test classique
de calcul naïf de la suite de Fibonacci définie comme suit en Mathemagix :

fib (n: Int): Int == if n <= 1 then 1 else fib (n-1) + fib (n-2);

Dans le tableau V.7 ci-dessous nous donnons les temps mesurés sur mon ordinateur por-
table décrit précédemment. Les versions d’Ocaml et Python sont celles provenant des
MacPorts (http://www.macports.org). Les temps avec mmi sont mesurés en activant
l’option --optimize. Pour information, nous donnons aussi les temps du code C compilé.
Sur la deuxième ligne nous donnons les temps obtenus en calculant avec le type d’entier
machine sur 32 bits int, et sur la troisième le temps sur le type des nombres à virgule
flottante en double précision double.

GCC Ocaml 4.00.1 Mathemagix 1.0.2 Python 2.7.3
int 0,15 s 1,9 s 3,7 s 17,1 s
double 0,15 s 3,0 s 3,7 s 21,1 s

Tableau V.7. Temps en secondes pour le calcul de fib 38.

Les types Int et Double de mmi sont importés du C++ via les fichiers basix/int.mmx
et basix/double.mmx. Les performances sont similaires avec ces deux types car traités
de la même façon par l’interprète. De cette façon l’utilisateur peut obtenir facilement de
très bonnes performances pour d’autres types de son choix tels que des nombres à virgule
flottante en quadruple précision ou encore des entiers modulaires, etc.

Précisons ici que l’interprète mmi n’est pas vraiment dédié à un usage de type cal-
culatrice car il est nécessaire de systématiquement préciser les types des variables et
des fonctions déclarées. Par conséquent un environnement dédié au calcul symbolique
est aussi développé indépendamment par J. van der Hoeven au sein du sous-projet
caas de Mathemagix. Les performances sont moins élevées que mmi puisque les types
concrets des objets symboliques doivent être analysés en cours d’exécution.

V.3 Interface avec C++

Contrairement à C++, le compilateur Mathemagix est capable de gérer la notion
de projet. En d’autres termes aucun recours à des systèmes externes comme les GNU
Autotools, Cmake ou autre environnement de développement n’est nécessaire. La
seule commande de compilation du fichier principal du programme a pour effet de pro-
duire directement les fichiers exécutables ou les bibliothèques dynamiques désirées. Par
conséquent les fichiers sources doivent contenir toute l’information nécessaire pour leur
compilation.

V.3.1 Description

Un fichier d’interface avec C++ commence par définir les informations utiles sur les
fichiers C++. Par exemple le fichier numerix/integer.mmx pour importer les entiers
de taille arbitraire définis dans le fichier d’entête numerix/integer.hpp de numerix
commence par
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foreign cpp import {

cpp_flags "`numerix-config --cppflags`";

cpp_libs "`numerix-config --libs`";

cpp_include "numerix/integer.hpp";

class Integer == integer;

literal_integer: Literal -> Integer == make_literal_integer;

prefix -: Integer -> Integer == prefix -;

infix +: (Integer, Integer) -> Integer == infix +;

infix -: (Integer, Integer) -> Integer == infix -;

infix *: (Integer, Integer) -> Integer == infix *;

...

}

À l’installation de la bibliothèque numerix, le script numerix-config est installé et est sup-
posé ensuite accessible pour l’utilisateur. La fonction literal_integer permet d’écrire
directement des entiers de taille arbitraire. Son argument de type Literal est produit
lors de la phase d’analyse syntaxique. Pour utiliser les entiers longs depuis Mathemagix
il suffit tout simplement de procéder comme avec le fichier exemple.mmx suivant :

include "basix/port.mmx";

include "numerix/integer.mmx";

a: Integer == 10;

mmout << a! << lf;

La compilation et l’exécution se déroulent comme suit :

Shell] mmc exemple.mmx

Shell] ./exemple

3628800

L’interprète mmi peut être utilisé directement depuis TEXMACS via le menu Insérer→
Session→Mmi, comme illustré par les calculs suivants :

Mmi] include "basix/port.mmx"

Mmi] include "numerix/integer.mmx"

Mmi] include "numerix/rational.mmx"

Mmi] include "numerix/floating.mmx"

Mmi] a: Integer == 100

Mmi] a!

933262154439441526816992388562667004907159682643816214685929638952175999932299156089414\
63976156518286253697920827223758251185210916864000000000000000000000000

Mmi] probable_next_prime a!

933262154439441526816992388562667004907159682643816214685929638952175999932299156089414\
63976156518286253697920827223758251185210916864000000000000000000000229

Mmi] help cos

cos : Double -> Double (/Users/lecerf/tmp/mmx/basix/mmx/double.mmx:42:4)

cos : Floating -> Floating (/Users/lecerf/tmp/mmx/numerix/mmx/floating.mmx:49:2)

Mmi] cos (1.0 :> Double)

0.54030230586814

Mmi] [ cos (i :> Floating) | i: Int in 0..10 ]
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[1.00000000000000000000, 0.540302305868139717414,−0.416146836547142387008,−0.98999249660\
0445457278,−0.653643620863611914628, 0.283662185463226264461, 0.960170286650366020529, 0.753\
902254343304638155,−0.145500033808613525867,−0.911130261884676988346]

Lors de leur première utilisation les fichiers inclus qui importent des fonctionnalités du
C++ sont compilés sous la forme d’une bibliothèque dynamique qui est ensuite chargée
par l’interprète.

V.3.2 Types paramétrés

L’une des forces du mécanisme d’interface est de pouvoir importer depuis le C++ des
types et fonctions paramétrées. Dans l’exemple suivant nous commençons par exporter
la catégorie Ring vers C++. Ensuite nous importons notre classe de polynômes d’alge-
bramix pour être utilisée depuis Mathemagix.

foreign cpp export

category Ring == {

convert: Int -> This == keyword constructor;

prefix -: This -> This == prefix -;

infix +: (This, This) -> This == infix +;

infix -: (This, This) -> This == infix -;

infix *: (This, This) -> This == infix *;

}

...

foreign cpp import {

...

class Pol (R: Ring) == polynomial R;

forall (R: Ring) {

pol: Tuple R -> Pol R == keyword constructor;

upgrade: R -> Pol R == keyword constructor;

deg: Pol R -> Int == deg;

postfix []: (Pol R, Int) -> R == postfix [];

prefix -: Pol R -> Pol R == prefix -;

infix +: (Pol R, Pol R) -> Pol R == infix +;

infix -: (Pol R, Pol R) -> Pol R == infix -;

infix *: (Pol R, Pol R) -> Pol R == infix *;

...

}

}

Le fichier d’exemple pol.mmx suivant

include "basix/port.mmx";

include "algebramix/polynomial.mmx";

p0: Polynomial Int == polynomial (1, 2, 3);

mmout << "p0= " << p0 << lf;

p1: Polynomial Int == p0 * p0;

mmout << "p1= " << p1 << lf;

s’utilise comme suit :

Shell] mmc pol.mmx

Shell] ./pol

p0= 3 * x^2 + 2 * x + 1

p1= 9 * x^4 + 12 * x^3 + 10 * x^2 + 4 * x + 1

Nous ne décrirons pas ici les mécanismes utilisés pour importer des types paramétrés
depuis C++ et renvoyons le lecteur vers notre article [144].
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V.3.3 Interfaces existentes

Disposer de mécanismes confortables pour importer des bibliothèques dans Mathe-
magix ne règle pas pour autant toutes les questions du point de vue d’un utilisateur
souhaitant utiliser plusieurs bibliothèques en même temps. Par exemple il faut que les
différentes bibliothèques partagent les mêmes types de base. J’ai réalisé pour Mathe-
magix des interfaces pour les bibliothèques Blad [36], FGb [74] et PARI/GP [235].
Dans l’exemple exemple_pari.mmx suivant nous montrons comment utiliser la fonction
nfbasis pour calculer une base de la clôture intégrale du corps de nombre défini par
le polynôme x2+ x− 1001 :

include "basix/fundamental.mmx";

include "mpari/pari.mmx";

Pol ==> Polynomial Integer;

x: Pol == polynomial (0 :> Integer, 1 :> Integer);

p: Pol == x^2 + x - 1001;

mmout << pari_nfbasis p << lf;

Shell] mmc exemple_pari.mmx

Shell] ./exemple_pari

[1, 1 / 3 * x - 1 / 3]
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