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Chapitr e 1

Intr oduction

Les termeset algèbresde termesconstituentla notion syntaxiquede baseutilis�e en
programmationfonctionnelle,enprogrammationlogique,enprogrammationparcontrainte,
maisaussienlogiqueet doncdansla pluspartdesd�monstrateurs.Ils servent �galementà
construiredesmodèles,permettantdemontrerla compl�tudedem�thodesded�duction en
logiqueclassique.Ils jouentdoncun rôle fondamentalenprogrammationet end�monstra-
tion.

L'objectif dececoursestdedonnerquelquesoutils et r�sultats sur les termesqui per-
mettentl'analysedeprogrammesou destrat�giesded�duction.

Nous�tudions dansle chapitre6 la constructiond'ordresbien fond�s sur les termes;
ceux-cipermettentd'effectuerdespreuves de terminaisonet de d��nir desstrat�giesor-
donn�esde preuve en logique�quationnelleou en logiqueclausale.Le r�sultat important
de ce chapitreest le th�orème de Kruskal qui �nonce que le plongementest un pr�-bel
ordre,cequi permetcommenousle montrons,deconstruiresyst�matiquementdesordres
desimpli�cation, ordresqui sontbienfond�s surlestermes.

Dansle chapitre7 nous�tudions la structuredetreillis destermes: la bornesup�rieure
dedeuxtermespeutêtrecalcul�e enutilisantun plusg�n�ral uni�cateur (lorsqu'il existe).
Nouspr�sentonsdoncdesalgorithmesd'uni�cation, pourlestermes�nis etpourlestermes
in�nis. La borneinf�rieure dedeuxtermes�nis peutêtrecalcul�e à l'aide d'un algorithme
d'anti-uni�cation (aussiappel� "de g�n�ralisation") �galementpr�sent� dansce chapitre.
Cesop�rationspermettentde munir l'ensembledestermesd'une structurede treillis. En
fait, on peut�tendrecettestructureenun treillis Bool�en, cequi seraunecons�quencedes
r�sultatsdu chapitre13.

Dansle chapitre3 nousmontronsles r�sultats de Birkhoff de compl�tudeen logique
�quationnellequi permettententreautres,de ramenerles preuves dansune vari�t� d'al-
gèbresàdespreuvesdansl'algèbredestermes.

Dansle chapitre10 nousintroduisonsles notionsde basede la logiqueclassiquedu
premierordrepuis nousmontronsun r�sultat similaire à celui du chapitrepr�c�dent pour
lespreuvesdeformulesenformeclausale: le th�orèmedeHerbrand.

Dans le chapitre11, nous �tudions la r�solution commesystèmede d�duction pour
les formulessousformeclausale.Nousmontronsla compl�tudedecertainesstrat�giesde
preuve et nousappliquonsles techniquespr�c�dentes aux clausesde Horn; ce sont les
clausesutilis�es enprogrammationlogique.

Dans le chapitre13, nousdonnonsdesaxiomatisationscomplètesde la th�orie des
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termes(dansle casdestermes�nis sur un alphabet�ni, dansle casdestermes�nis sur
un alphabetin�ni, dansle casdestermesin�nis sur un alphabet�ni et dansle casdes
termesin�nis sur un alphabetin�ni). Cesaxiomatisationscomplètesr�sultent d'un th�o-
rèmede Mal'cev dansle casdestermes�nis et de r�sultats plus r�cents dansle casdes
termesin�nis.

En�n, dansle chapitre9, nous�tudions lesoutilsdeth�orie deslangagesd'arbres,dans
le but dereconnaitredesensemblesparticuliersdetermesclos,enparticulierlestermesclos
enformenormalepourunsystèmeder��criture lin�aire gauche.

Pourensavoir plus,onpourraconsulterlesouvrages[12, 9, 17, 13, 7, 8, 14, 3, 4, 6, 21,
18, 1].
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Chapitr e 2

Algèbresde Termes

La notiondetermefondetoutcalculsymbolique,enparticulierl'interpr�tation deslan-
gagesdeprogrammation�v olu�s, ainsiquecertainesphasesdeleurcompilation.

2.1 Termes

2.1.1 Signatures

Unesignature estunepaire �����

���

où
(i) � estunensemblenonvidede(nomsde)sortes. Lesnomsdesortesserontsoulign�s

pourlesdistinguerdesautresobjets.
(ii)

�

estun ensemblenonvide de(nomsde)fonctions, disjoint de � .
�

serasuppos�
munid'unefonctiondetypage � qui associeàchaquesymbolede

�

unes�quencenonvide
d'�l�ments de � . Si ���
	

���

�

 ������������
 ����


�

, on note 	���
 ������������
 ����
 . � 	��

�! 

est
appel� arité de 	 , 


�
�"�������#


� estappel� domainede 	 et 
 estappel� codomainede 	 .
Lesfonctionsd'arit� 0 sontappel�esconstantes.

Ond�signerapar
�

� l'ensembledessymbolesde
�

dontl'arit� est
 

etpar
�%$ &�')(*(*(+',$ -/.�$

l'ensembledessymbolesde
�

dedomaine
 �
�������0�1


� et decodomaine
 . On a donc:
�2�43

�

�

�

�65

$ &87*(*(*( 7 $ -97 $

��$ &
')(*(*(:',$

-
.�$

.
� et � pourrontêtreomislorsque� estun singleton.

Exemple2.1 �

�<;�=?>/>A@

�

 �BDC E

, et
�

estl'ensembledessymboles:
F

� �

 �BGC


��

 �BDC

�

 �BGC

H

�

 �BDC

�

 �BDC

�

 �BGC I�J

�

 �BDC

�

 �BDC

�

=?>/>A@

CLKAMNI

��	

BO@




I

� �

=?>/>A@ P

�

=?>/>A@

�

=?>A>A@

�

=?>/>A@

�����

2.1.2 Positions

Soit N l'ensembledesentiersnaturels,N Q l'ensembledesentiersnaturelsnon nuls,
N R

Q

l'ensembledessuites(ou s�quences)�nies d'entiersnaturelsnon nuls (ou desmots
sur le vocabulaire N Q ), et SUT N R

Q

la suite(ou mot) vide. ChaqueV�T N Q estidenti�� à
la s�quencecontenantl'unique �l�ment V . Si W��

J

T N R

Q

, WYX

J

d�note leur concat�nation,
op�ration internedontla s�quencevideest�l�ment neutreàdroiteet àgauche.
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N R

Q

estmunidela relationd'ordre ��������� d��nie par:
�

W��

J

T N R

Q

�0W	�
�����
�

J����OK

T N R

Q

� W X

K � J

et on dira que W estun pré�xe de
J

lorsqueW����������

J

. On �crira W��

J

lorsqueW et
J

sont
incomparables,c'estàdire lorsqueW n'estpaspr��x ede

J

ni
J

de W .
Un ensemble� depositionsestun sous-ensemblenonvide deN R

Q

ferm� pour l'ordre
��������� , contenantS , appel�e racinedansce contexte, et tel quesi W#X�� V

H��

�

T�� , alors
W XGV T�� . Les positionsmaximalesde � pour l'ordre �������
� sontappell�esfeuilles. Un
ensembledepositionspeutêtrein�ni, auquelcasl'ensembledesesfeuillespeutêtrevide.

2.1.3 Termes

Etantdonn�eunesignature��� �

���

, un arbre étiqueté, encoreappell� terme, estuneap-
plication

C

d'un ensembledepositionsnot� �

>


O�

C �

dans
�

, qui respectel'arit� dessymboles
defonction:

–
C

�+W

�

T

���

ssi W estunefeuille de �

>


D�

C �

– Si
C

�+W

� �

	 �0


�

� ������� 


�

� 
 , alors
�

V T N, W XAV�T��

>


O�

C ���

�

� V �

 

, et
C

�+W X V

�

a 
 ! pourcodomaine.
Un termeest�ni si sonensembledepositionsest�ni. On noterapar " �

� �

l'ensembledes
termes�ni surle vocabulaire

�

.
Étantdonn� un ensemble#

� 3 $%$'&

#

$

disjoint de
�

et � , de (nomsde) constantes
appell�esvariables, on noterapar " �

�

��#

�

l'ensemble" �

� 3

#

�

. Lestermesde " �

���)(

" �

�

��#

�

serontditsclosou fermés.

Exemple2.2 Supposonsquela signatureestcelledel'exemple2.1,etquela variable * est
desorte

 �BGC

. Lestrois arbresde la �gure 2.1 sontdesarbres�nis, qui ont respectivement
pour ensembledepositions:

– �

>


O�

C

�

� �<;

S �

�

�,+O�

�

X

�

E

avec
C

�

� S

���

H

,
C

�

�

�

���


 ,
C

�

�

�

X

�

��� C

�

�-+

���

F

– �

>


O�

C�. � �<;

S �

�

�,+

E

avec
C�.

� S

���

H

et
C�.

�

�

� � C�.

�-+

���

* .
– �

>


O�

C�/ � �<;

S �

�

�,+O�

�

X

�

�

�

X0+O�

�

X0+ X1+O�

�

X1+ X

�

E

Les�gures2.2 et 2.3 montrentdesexemplesd'arbresin�nis. Sur lesexemplesde la �gure
2.2,lesensemblesdepositionssontrespectivement:

– L'ensembledesséquences�nies de1 :
;

S �

�

�

�

X

�

�

�

X

�

X

�

�������

E �<;

�

E

R

– L'ensemble
;

S �

�

�

�

X

�

�,+O�,+ X

�

�,+ X�+O�,+ X2+ X

�

�,+ X2+ X�+ X

�

�������

E

qui peutêtre représenté
par l'expressionrégulière �-+ X1+

�

R

� S

H3�%H

+

H��

X

� H

+ X

�

E

– � S

H

+

�

+

R

� S

H3�

�

Un terme�ni estaussinot� sousformed'uneexpressionparenth�s�e.Lestermesdela
�gure 2.1peuventainsiêtrenot�s respectivement

H

�

O�

F

�

�

F

�

�

H

�4*���*

�

� 5 �

I�J

�4* �

H

�4*��

F

� �

�

C KAM I��

�

Lessymbolesd'arit� 2 pourrontêtreutilis�s ennotationin�x�e. Parexemple,lestermesde
la �gure 2.1serontaussinot�s 
O�

F

�

H

F

, *

H

* et
I J

�4* ��*

H

F

��P C K/MNI

.
La profondeurd'un terme�ni (

C

T6" �

�

��#

�

) estla longueurdesapluslongueposition.
Sa taille est le cardinalde sonensemblede positions.Si

C

T7" �

�

��#

�

, 8

BDK

�

C �

d�signe
l'ensembledesvariablesapparaissantcomme�tiquette àunepositionde

C

.
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+ +

+

s

0

0 x x

&

trueeq

x

x 0

FIG. 2.1– Termes�nis

s

s

s

+

s +

0 x +

s +

0 x

+

+

+

+

x

x

x

+

+

+

+

x

x

x

s

+

FIG. 2.2– Termesin�nis rationnels

+

+

+

+

x1

x2

x3

xn

+

+

+

s

s

s

0

0

0

FIG. 2.3– Termesin�nis nonrationnels
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s +

s

0 x

+

+

s

+

x

FIG. 2.4– Lestermesrationnelscommegraphes�nis

La sorted'un terme
C

estle codomainede
C

� S

�

. Commenousavonssuppos�l'existence
d'uneconstantedechaquesorte,il existedoncuntermeclosdesorte
 pourchaquesorte
 .

En�n, l'�galit� “syntaxique”entretermesestnot�e � .

2.1.4 Sous-termes

Dé�nition 2.3 Étantdonnésun terme
C

et unepositionWYT	�

>


D�

C �

, le sous-termede
C

à la
positionW , noté

C

�
� , estdé�ni par :

– �

>


O�

C

�
�

���<; J

T N R

Q

��W X

J

T �

>


D�

C ��E

– Pour tout
J

T �

>


O�

C

�

�

�

, �

C

�

�

�

�

J � � C

�+W X

J �

Onv�ri�e ais�mentque,
�

W T �

>


O�

C �

,
C

�
� estun terme.

Exemple2.4 Sur l'exemple2.2,
C

� a pour sous-termes
C

�

� ���

C

� ,
C

�

�

�

� 
D�

F

�

,
C

�

�

.

�

C

�

�

�

(

�

�

F

Dé�nition 2.5 Un termerationnelestun termen'ayant qu'un nombre �ni desous-termes
distincts.

Lestermes�nis sontdestermesrationnels.Lesexemplesdela �gure 2.2sontdestermes
rationnelssansêtredestermes�nis.

Lestermesrepr�sent�ssurla �gure 2.3nesontpasdestermesrationnels(si l'on suppose
que *

�

������� ��*

�

������� sontdesvariablesdistinctes).
Lestermesrationnelspermettentded�crire desstructurescycliques.Ils sontenfait, des

“d�pliages” de graphes�nis �tiquet�s (nousne formalisonspasici cesnotions).La �gure
2.4donnedesrepr�sentationssousformedegraphesdestermesrationnelsdela �gure 2.2.

Proposition2.6 L'ensembledespositionsd'un termerationnelestun langage régulier.

Preuve
Soit

C

un termerationnel: soit
 

le nombredesessous-termesdistincts.Soit W uneposition
de

C

delongueur
 

. Parhypothèse,aumoinsdeuxdestermes
C

��� ,
J

����������W sontidentiques.
Soit

C

�
�

&

�

C

�
�

&

�

�

&

. W

�

X

J

� estunpr��x ede W , doncW

�

X

J

�

X

K

�

�

W et
C

�
�

�

C

�
�

&

�

�

&

. Ainsi tout
sous-termede

C

à uneprofondeursup�rieureà
 

estidentiqueà l'un de sesancêtresdans
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l'ordre pr��x edespositions.Soit � �
l'ensembledespositionsde

C

� �
pourchaqueposition

J

de
C

delongueurinf�rieure ou �gale à
 

. Si �

J

���

 

, � � v�ri�e une�quation

� �

�

�

X1� �

� �

H

�����

H

 

� X�� �

� ���

si
 

� estl'arit� de
C

�

J �

(ou bien le nombrededescendantsdirectss'il s'agit d'un symbole
sansarit�). Si maintenant

J

estdelongueur
 

, � � v�ri�e une�quation

� �

�

� �

&

�

�

&

où W

�

X

K

� est de longueur strictementinf�rieure à
 

. Donc les ensembles� � v�ri-
�ent un systèmed'�quations lin�aires gauchequi possèdeuneuniquesolutionqui estun
langager�gulier (th�orèmeclassiquedelangagesformels).Enparticulier, � � estr�gulier. �

L'ensembledes termesrationnelsest not� �)" �

�

��#

�

(ou �)" �

���

pour les termes
rationnelsferm�s). L'ensemblede tous les termes�nis ou in�nis estnot� � " �

�

��#

�

(ou
� " �

���

pourlestermesferm�s). 8

BDK

�

C �

estencorel'ensemble(�ni) desvariablesdu terme
rationnel

C

.

Une occurrenced'un terme
C

dansun terme
M

estuneposition W T �

>


O�

MN�

telle que
M

�
�

�

C

. Un termedanslequeltoutevariableaauplusuneoccurrenceestdit linéaire .

2.1.5 Remplacementde sous-termes

Dé�nition 2.7 Soient
M

et � deuxtermeset W unepositionde
M

telle que � et
M

�
� sontde

mêmesorte. Le terme
M	�

��

� obtenupar remplacementdans

M

du sous-termeà la positionW

par � estdé�ni par :
– �

>


O�

M��

�


�

� �<; J

T �

>


D�

M0�

�

J��

�

�����
�%W

E 3#;

W X

J

�

J

T �

>


O���

��E

–
M	�

��


�

�

J9� � M

�

J �

si
J

T �

>


O�

MN�

et
J��

�

�����
� W

–
M	�

��

�

�+W X

J � �

� �

J �

si
J

T �

>


O���

�

Onv�ri�e ais�mentque
M	�

��


� estbienun terme(etqu'il est�ni dèsque
M

et � le sont).

Exemple2.8 Dansl'exemple2.2,
C,/

�

I�J

�4*���*

H

F

��P C K/MNI

,
C

�

�6
D�

F

�

H

F

et
C�.

�3*

H

* .
C

/
� C

.




�
�

�

�

I J

�4*

H

* ��*

H

F

�DP C K/MNI

.
C

/
� C

.
� C

.
� C

�




�




�




�
�

.

�

I�J

�4* � � �

D�

F

�

H

F

�

H

*

�

H

*

�OP CLKAM I

.

2.1.6 G�n�ralisations

Il estsouventutile d'introduiredessymbolesd'arit� variable.La fonctiondetypage�

associeauxsymbolesdontl'arit� estvariableunepairedesymbolesdesorteet l'on �crit

	Y�G


R

� 
 �

le codomainede 	 estla sorte


�

.
La d��nition destermesestalorsmodi��e de la façonsuivante: un termeestuneap-

plicationd'un ensembledepositions�

>


D�

C �

dans
�

telle que,si
C

�+W

� �

	 et 	 estd'arit�
variable,alors

�

V T N Q tel queW X V T �

>


D�

C �

, alors
C

�+W X�V

�

est�tiquet� parun symbolede
sorte 
 .

Touteslesnotionsd��nies pr�cedemments'appliquentsansdif�cult� à cettenouvelle
d��nition.
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2.2 � -alg�br es

Nouscompl�tonsici lesd��nitions syntaxiquesqui pr�cèdentpar desnotionss�man-
tiques,en pr�cisant ce que peut être une interprétationdessymbolesde

�

. En fait, les
algèbresde termessont desinterpr�tationsdu premierordreparticulièresjouant un rôle
essentielqui sera�tudi� parla suite.

Dé�nition 2.9 Soit ��� �

���

unesignature. Une
�

-algèbre� estconstituée
– pour chaque
 T#� d'un ensemblenonvide �

$

– pourchaque	YT

�

, 	#�D
 � � �����9� 
 � � 
 , d'uneapplication 	�� de �

$ &

� �����9���

$ -

dans�

$

.

Exemple2.10 " �

� �

, " �

�

��#

�

, �)" �

���

, �)" �

�

��#

�

, � " �

���

, � " �

�

��#

�

sont des
�

-
algèbres,puisquenousavonssupposéque " �

���

contientau moinsun termede chaque
sorte. L'interprétation des symbolesde fonction est, par exemple, 	����
	�� �

C

�

������� �

C

�

� �

	 �

C

�

������� �

C

�

�

. Cesalgèbres étant construitesà partir de la signature, on les quali�e gé-
néralementdesyntaxiques.Onparleégalementd'algèbresdetermes.

Exemple2.11 �

� ;




E

et
� �<;

F

�O� 
 �%
 �G
 � 
 �

H

�G
 � 
 � 


E

.
� N �

F

N ��


M�
�


N �

H

N
�

estune
�

-algèbre. (Ici 


M�
�


N désignelesuccesseur: 


M�
�


N �

 � �

 

H

N
�

).
� Q

R

�

�

��� +O���

�

estune
�

-algèbre.

Lorsquela signaturecontientdessymboles	 ��


R

��


�

dont l'arit� n'est pasd��nie,
leur interpr�tation 	�� dansune

�

-algèbre� estuneapplicationdessuitesd'�l�ments de
�

$

dans�

$ �

.
On dit que � estunepartiedela

�

-algèbre� (et l'on note �

(

� si � estunefamille
d'ensemblesnon-vides

;

�

$

� 
 T#�

E

telleque,pourtout 
 T#� , �

$ (

�

$

. Unesous-algèbre
dela

�

-algèbre� estunepartie � de � telle que,pourtout 	 �O

�

�"������� 

�

� 
 dans
�

et tous
C

�

���������

C

�

T��

$
&

� �����A���

$
-

, 	�� �

C

�

���������

C

�

�

T�� detellesortequel'on puisseposer
	�� �

C

�

������� �

C

�

� �

	�� �

C

�

������� �

C

�

�

, faisantainside � uns
�

-algèbre.
Uneprécongruenceestunerelationbinaire � surune

�

-algèbre� telle que,pourtout
	4��


�

������� �"


�

� 
 dans
�

, pour toustermes
C

�

���������

C

�

�

M

�

���������

M

� (
C

! et
M

! �tant de
mêmesortepourtout V ),

C

�

�

M

�

P

�����

P C

�

�

M

���

	�� �

C

�

���������

C

�

�

� 	�� �

M

�

���������

M

�

�

La restrictionà la sous-algèbre� d'unepr�congruencedel'algèbre � estbien-sûrune
pr�congruencede � .

Unepr�congruence� estunecongruencesi c'estunerelationd'�qui valence1.
Lorsque� estunecongruencesurla

�

-algèbre� , l'ensembledesclassesd'�qui valence
modulo � , ���� , estmuni canoniquementd'unestructurede

�

-algèbrepar:
– �!�"�� 

�8$

estl'ensembledesclassesdestermesdesorte 
 : �!�"�# 

�8$ � ; C

�

C

T$�

$ E

,
C

d�signantla classed'�qui valencede
C

,
– 	

�&%('

�

C

�

������� �

C

�

���

	�� �

C

�

������� �

C

�

�

.

1c'est � dire v�ri®ant les propri�t�s )�*

&,+

*

&.-

*

&

(r�¯exivit�), )�*

&,+

*0/

+

*

&.-

*0/213*4/

-

*

&

(sym�trie) et
)�*

&,+

*0/

+

*45

+

*

&6-

*4/672*0/

-

*45�18*

&�-

*95 (transitivit�)
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On v�ri�e ais�mentquecetted��nition ned�pendpasdesrepr�sentantschoisis: c'est
unecons�quencedu fait que � estunecongruence.Par la suite,on utiliseratrèsfr�quem-
mentcetteconstructionenl'appliquantà la

�

-algèbrelibre " �

�

��#

�

.

2.3 Homomorphismes

Dé�nition 2.12 Soient� et � deux
�

-algèbres.Un homomorphismede � dans � estune
familled'applications

;�� $ E�$ $ &

indexéepar � tellesque, pour toutesorte 
 T#� ,
�0$

estune
applicationde �

$

dans�

$

et,si 	#�D

� �1�����)� 
 � � 
 , alors

� B

�

������� �

B

�

T � �

�)$

�
	�� �

B

�

���������

B

�

� ���

	�� �

�)$
&

�

B

�

�

������� �

��$ -

�

B

�

� �

Un endomorphismeestun homomorphismed'une
�

-algèbredanselle-même.Un iso-
morphismeestun homomorphismebijectif. Un automorphismeestun endomorphismebi-
jectif.

Exemple2.13
� � ;

F

� � 
 ������
 � 
 � 	 ��
 ��
 � 


E

. L'application qui à tout
�

T Z associesonopposéestun isomorphismede � Z �

F

�

H �

�

H

�

dans � Z �

F

���

�

�

H

�

. La
véri�cation estlaisséeenexercice.

Munie de seshomomorphismes,la classedes
�

-algèbresforme unecat�gorie. Nous
pourronsà l'occasionutiliser le vocabulaire cat�gorique.Les algèbresde termesont une
propri�t� particulièrevis àvisdeshomomorphismes,identiqueàla propri�t� despolynômes
surun anneaucommutatifunitaire:

Theorem 2.14 (propriété universellede " �

�

��#

�

)
Soit � une

�

-algèbre. Soit V l'injection (canonique)de # dans" �

�

��#

�

. Pour touteappli-
cation 	 de # dans � , telle que, si * estde sorte 
 alors 	 �4*

�

estde sorte 
 , il existeun
uniquehomomorphisme

�

	 de " �

�

��#

�

dans� tel que

�

* T ##�

�

		� V �4*

���

	 �4*

�

La constructionde
�

	 esteffectu�e parr�currencestructurellesur lestermes,ou,si l'on
pr�fère, parr�currencesurla taille destermes.

Si � estune
�

-algèbre,on appelle � -assignationtouteapplication 
 de # dans � .
D'aprèsle th�orème2.14,onconfond
 et l'homomorphisme

�


 de " �

�

��#

�

dans� corres-
pondant.Onnote

C


 l'applicationd'uneassignation
 à
C

.
Les endomorphismesde " �

�

��#

�

(resp.de �)" �

�

��#

�

, resp.de � " �

�

��#

�

) sont ap-
pel�s substitutions. On note � �
� ���

�

ou plus simplement� l'ensembledessubstitutions
(defaçonambigüe,la mêmenotationestemploy�e pour lestermes�nis, rationnelset in�-
nis).Leshomomorphismesde " �

�

��#

�

dans" �

���

(resp.de �)" �

�

��#

�

dans�)" �

���

, resp.
de � " �

�

��#

�

dans� " �

���

) sontappel�ssubstitutionscloses. L'ensembledessubstitutions
closesestnot� ���G�
�

�

ouplussimplement��� . Si 
 estunesubstitution,onappelledomaine
de 
 l'ensemble

;

* T # �0*�


�

� *

E

not� �

>��

��


�

.
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2.3.1 Substitutionset subsumption

Unesubstitutiondedomaine�ni serasouventnot� enextension:
;

*

�

�

C

�

������� ��*

�

�

C

�

E

estla substitutiondedomaine�

> �

��


���<;

*

�

������� ��*

�

E

telleque
�

V T

�

�

� �

 


�� *

!


 �

C

! .
Bien sûr, on supposeici que *

�

������� ��*

� sontdesvariablesdistincteset que,pour tout V , *

!

estdemêmesortequele terme
C

! . Cettenotationestaussiemploy�e pourles � -assignations
dontlesseulesvaleurssigni�cativessontcellesqui sontprisessur

;

*

�

����������*

�

E

.
Lorsque
 estdedomaine�ni, onnoteaussi8 �

�

��


�

le sous-ensemblede # :

8 �

�

��


� �

�

�

$������

�
	 �

8

BGK

�4*�


�

Un renommage (ouconversioncommeen � -calcul)estunesubstitution
 qui associeà
toutevariableunevariableet qui estunebijectionde �

> �

��


�

sur 8 �

�

��


�

. On supposera
toujoursimplicitementquele domained'un renommagecontientles variablesdestermes
auxquelsil estappliqu�.

Unesubstitution
 estdite idempotentesi 
 � 


�


 . Toutesubstitutioncloseestidem-
potente.Plusg�n�ralement,unesubstitution
 estidempotentesi 8 �

�

��


�
�

�

>��

��


� ���

.

Dé�nition 2.15 Deuxtermes
C

� ,
C

.

sontdits semblableslorsqu'ils s'échangentpar renom-
mage. On écrit dansce cas

C

���

� C
.

. La relation de similitude s'étendaux substitutions
commeattendu.

La relation �

�

estunerelationd'�qui valencesur les termes,et par cons�quentsur les
substitutions.

Dé�nition 2.16 Le terme 
 estdit plus g�n�ral quele terme
C

, ce qui estnoté 


�

�

C

s'il
existeunesubstitution� telle que

C��


�� .. La substitution
 estdite plusg�n�rale quela
substitution� , encore noté 


�

��� s'il existeunesubstitution� telleque �

�


�� .
Ondit aussique

C

(resp.� ) estuneinstancede 
 (resp.de 
 ).

Proposition2.17 La relationdesubsumption
�

� (sur lestermes�nis ou in�nis, sur lessub-
stitutionsdetermes�nis ou in�nis) estun préordre dontl'équivalenceestla similitude �

�

.

Si
C

estun terme�ni (resp.un termerationnel),on note
� � C


 
 (resp.
� � C


 
��
��� 	�� ) l'ensemble

desinstancescloses�nies (resp.rationnelles)de
C

. La propri�t� qui suit estfondamentale:
elle donnela signi�cation d'un termeavec variablecommel'ensemblede sesinstances
closes.Ce point de vue sera�tudi� plus en d�tail dansles chapitres7 et 9, où l'on verra
en particulierqu'un termelin�aire peutêtrevu commeun automated'arbrequi reconnait
l'ensembledesesinstancescloses.

Proposition2.18 Étantdonnésdeuxtermes
 et
C

, ona :
(i) 


�

�

C

ssi
� � C


 


( � �


 
 
 et
(ii) 


�

� C

ssi
� � C


 


� � �


 
 
 .

Notonsquela secondepropri�t� estunecons�quencedela première.

Dé�nition 2.19 Deuxtermes
 et
C

sontdits uni�ables par la substitution
 appelléeuni�-
cateur, si 
�


� C


 .

14



Dé�nition 2.20 Étant donnéun ensemble� de substitutions,unesubstitution
<T � est
diteprincipalesi toutesubstitutionde � estuneinstancede 
 .

Theorem 2.21 L'ensembledesuni�cateurs dedeuxtermes
 et
C

, lorsqu'il n'est pasvide,
possèdeun minimumpour l'or dre desubsumption(à renommage près),appelléuni�cateur
principalou uni�cateur plusg�n�ral de 
 et

C

.

Cer�sultat serad�montr� auchapitre7.1.
L'ordre d'imbrication�tend l'ordre desubsumptioncommesuit :

Dé�nition 2.22 Leterme
 estimbriquédansle terme
C

si il existeunepositionWYT��

>


O�

C �

et unesubstitution
 tellesque
C

� �

�


�
 . Onnotepar
�

�

la relationd'imbrication.

Proposition2.23 La relation d'imbrication sur les termesestun préordre dont l'équiva-
lenceestla similitude �

�

.

Dé�nition 2.24 Une relation binaire � sur les termesest dite stablesi 
 �

C

implique

�
 �

C


 pour toutesubsitution
1T � .

Lesrelationsstablesjouerontparla suiteun rôlecrucial.

2.4 Exercices

1. Quepeut-ondire du cardinaldesensemblesdepositionspluspetitsqu'uneposition
donn�e,pour l'ordre pr��x e, pourl'ordre � , et pourl'ordre hi�rarchiquerespective-
ment?

2. Montrerque,pourtousarbres
M

� ����� et toutespositionsW � W

�

�

J

(tellesquelesexpres-
sionsindiqu�esaientunsens):

(a)
M	� M

�
�



�

�

M

(b)
M	�

��

�

�
�

X

J

� �N�
�

(c) �

M	�

��

�

� �

� 

�

�

�
�

M	�

�

�

� 

�



�

(d)
M	�

��

�

� �

�

�

M

� �

�

si W � W

�

(e) �

M	�

��


�

� �

� 

�

�

� �

M��

� 

�

�

� �

��


� si W � W

�

(f)
M	�

��

�

�

�
�

�
� �

M

�
�

� �

��

�

(g) �

M	�

��


�

�

�

� �

� 


�

�

M	�

��


�

3. Dansquel(s)cas" �

���

estil vide? �ni ?

4. Soient
C

T	" �

�

��#

�

et W"T �

>


D�

C �

et W

����

. Montrerqu'il existeun et un seularbre
rationnel

M

tel que
M

�

C � M




� .

5. Montrerquela r�ciproquedela proposition2.6estfausse: donnerunalphabet�ni
�

(oùlessymbolesonttousunearit� �x e)etunetermede � " �

���

qui n'estpasrationnel
alorsquesonensembledepositionsestun langager�gulier.

6. Soit �����

� �

une signature�nie. Une sorte 
 est dite in�nitair e (resp.�nitair e) s'il
existeunein�nit� (resp.un nombre�ni) de termesferm�s desorte 
 . Par extension,

C

T �)" �

�

��#

�

estdit in�nitaire s'il estdesortein�nitaire. Montrerque
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(a) Si
C

T �)" �

���

possèdeun sous-arbrestrict de mêmesortequelui, alors
C

est
in�nitaire

(b) S'il n'y a dans �)" �

� �

qu'un nombre�ni d'arbresde mêmesorteque
C

T

�)" �

���

, alors
C

T6" �

���

(c) Si
C

T �)" �

���

� " �

� �

, alors
C

estin�nitaire

(d) Il existedans�)" �

���

unein�nit� d'arbresdemêmesorteque
C

ssi
C

estin�ni-
taire

7. Montrerquele logarithmen�p�rien estunhomomorphismede
�

-algèbrede 


F

�

H��

�

dansIR, où
� � ;

F

�+� 
 �

�

�O
 � 
 �%	1�D
 �#
 � 


E

. Onpr�ciseralesstructuresde
�

-algèbresde 


F

�

H��

�

etdeIR.

8. Montrerque,s'il existeun homomorphismede �)" �

���

dans" �

���

qui estl'identit�
sur " �

���

, alors �)" �

��� �

" �

���

. Dansquelscascelapeut-il seproduire?

9. Soit
� � ;

F

�+� 
 � 	 � 
 � 
 � 


E

. Donneruneop�ration 	 Z sur Z telle que
l'applicationqui à toutentierassociesonoppos�soitunmorphismede � Z �

F

���

�

dans
� Z �

F

��	 Z
�

(consid�r�s comme
�

-algèbres).

10. Fairela preuve du th�orème2.14.

11. Le th�orème2.14reste-t-ilvrai si l'on remplace" �

�

��#

�

par �)" �

�

��#

�

?Pourquoi?

12. Existe-t-il desrenommagesidempotentsautresquel'identit� ?

13. Soit � une
�

-algèbre.

(a) V�ri�er qu'unesous-algèbrede � estune
�

-algèbre.

(b) Montrer que l”'intersection” de sous-algèbres,lorsquel'intersection est non
vide pour chaquesorte,est une sous-algèbre.On note

�

� 
 l'intersectiondes
sous-algèbresde � qui contiennent� . �

(

� estunsystèmedegénérateurs de
� si

�

� 


�

� .

(c) Montrerque, " �

� �

a un systèmedeg�n�rateurs �ni maisque �)" �

� �

, s'il est
distinctde " �

���

, n'a pasdesystèmedeg�n�rateurs �ni.

(d) �

(

� estun systèmelibre de � si, pour toustermes
C

�

M

T " �

�

��#

�

et toute
� -assignation
 ,

C




�

�

M


 et
�

*YT # ��* 
�T��

�

C

�

M

Montrerqu'il existedans" �

���

unsystèmelibre in�ni ssiil existedans�)" �

���

un systèmelibre in�ni.

(e) �

(

� estunebasede � si � estunsystèmedeg�n�rateurs libre. Unealgèbre
� est libre si � possèdeune base.Montrer que " �

���

et " �

�

��#

�

sont des
algèbreslibres.Dansquelscas(pr�cis�ment) �)" �

�

��#

�

et �)" �

���

sontelles
libres? (Justi�er formellementle r�sultat propos�).

(f) Unealgèbre� estlocalementlibre si toutesous-algèbrede � �niment engen-
dr�e estlibre. Montrerquetoutealgèbrelibre estlocalementlibre maisquela
r�ciproqueestfausse.�)" �

�

��#

�

et �)" �

���

sont-elleslocalementlibres?
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Chapitr e 3

Logique �quationnelle

Onappelle�quation toutepairedetermes�

G�

C �

not�e 


�

� C

.
La logique�quationelleestà la basedesm�thodesde sp�ci�cation desstructuresde

donn�es,vuescommedesstructuresalg�briques.
Danscechapitre,nousallonssuccessivementaborderlesaspectss�mantiquespuissyn-

taxiquesdela logique�quationelle.

3.1 S�mantique

Dé�nition 3.1 Une
�

-algèbre � estunmodèledel'ensembled'équations� si, pour toute
équation


�

� C

de � etpour toute � -assignation
 , 
 


�

�

C


 .

Lorsque� estun modèlede 


�

� C

, on note � �

�




�

� C

. Cettenotationestvolontai-
rementla mêmequ'en logiquedu premierordre,carelle est�quivalenteà la validit� de la
formuledu premierordre

���
BGK

�

G�

C �




� C

dansl'algèbre � vuecommeunestructure,
�

�tant unpr�dicat binaireinterpr�t� par
�

� .
Pourl'instant, �

�

ala mêmesigni�cation que
�

. Par la suite,il deviendrautile dedistin-
guerlesaxiomesdesconjecturesà prouver. Par exemple,si l'on notepar � � �

�

la classe
desalgèbresqui sontdesmodèlesde � , on �crira � � �

�

�

�




� C

ou plus simplement
� �

�




�<C

si toutealgèbrede � � �

�

estun modèledel'�quation 


�<C

. En particulier, si



�

� C

T � , alorson abien �!�

�




�

� C

.

Exemple3.2 �����

� �

est la signature de l'exemple2.11. On considère �

� ;

F

H

*

�

�

*&�%
D�4*

�

H��

�

�


D�4*

H��

��E

.
�

�

�

� N �

F

N ��


M6
�


N �

H

N
�

et �

. �

� Q �

�

Q ���0+ Q ��� Q
�

sontdesmodèlesde � . (Véri-
�cation enexercice).

Un triplet �����

�

�%�

�

où � estunensemble�ni d'�quationsestappel� spéci�cationéqua-
tionnelle.

3.2 Probl�mes du mot, d'uni®cation, inductifs

Certainsproblèmesde validit� pr�sententun int�rêt particulier. Soient �����

�

�%�

�

une
sp�ci�cation �quationnelle,
 et

C

deuxtermesde " �

�

��#

�

demêmesorte.
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Un problèmedu mot consisteà d�cider si � �

�




�<C

, c'està dire à d�cider si l'�quation



� C

estvalidedanstoutmodèlede � . Commed�ja remarqu�,il s'agit dela validit�
dela formuledu premierordre

��� BDK

�

G�

C8�




� C

danstouslesmodèlesde � .

Exemple3.3 Aveclesnotationsdesexemplesprécédents,
;


O�4*

�

H��

�

�


O�4*

H��

�

�

F

H

*

�

�

*

E

�

�


O�

D�4*

� �

H��

�


D�

O�4*

H �

� �

Un problèmed'uni�cation sémantique consisteàtrouver, touteslessubstitutions
 telles
que

� �

� C




�


�


Dansle casoù �

�� �

on parleg�n�ralement de � -uni�cation, le mot “uni�cation”
�tant r�serv� au casoù �

� �

. Il s'agit cettefois de la validit� de la formule du
premierordre 


� C

, où lesvariablesde
� BDK

�

 �

C �

sontlibres,danstouslesmodèles
de � .

Exemple3.4
� � ; B

�

=

� � 
 �

H

��
 �"
 � 


E

et �

� ;

*

H �

�

�

� H

*

E

. Le
problèmed'uni�cation

B

H

*

�

� H

� a pour solutions 


� � ;

�

�

B

�

�

� *

E

,



�

�<;

�

�

B

�

�

� *

E

ainsiquetouteslessubstitutionsdela forme 
 � 


�

ou 
 � 


� .

Un problèmeinductif consisteà d�cider si " �

���

�

���

�

�




� C

. Il s'agit cette fois à
nouveaudela validit� dela formuledu premierordre

� �
BDK

�

 �

C �




�<C

, maisdansle
modèleinitial de � .

Exemple3.5 �

�!;

F

H

*

�

�

*&� 
O�4*

�

H �

�

�


D�4*

H �

��E

. " �

� �

�

���

�

�

*

H

F

�

* ,
mais �

�

�

�

*

H

F

�

* . (cf exercices).

3.3 Raisonnement�quationnel

Le raisonnement�quationnel,ou remplacementd'�gaux par �gaux, estun systèmede
d�duction trèsancienpermettantde r�soudrele problèmedu mot. Dansnotrelogique,les
formulessontdes�quations,implicitementquanti��es universellement,et les règlesd'in-
f�rence sontdonn�esdansla �gure 3.1.Lestrois premièresrèglesnefont qu'exprimerque
l'�galit� estunerelationd'�qui valence.La quatrièmerègleestle remplacementd'�gaux par
�gaux proprementdit : si 


� C

, onpeutremplacer
 
 par
C


 à la positionW d'un terme
M

.
Si � estun ensembled'�quations tellesqu'il existeunerègled'inf�rence dont lespr�-

missessontdans� et la conclusionest 


� C

, onnote �

�
;




� C E03

� .
�

estg�n�ralement
appel�e “relation de d�duction”. On ometg�n�ralement � dansla conclusionde la rela-
tion de d�duction. Si un ensemble�

�

d'�quations sed�duit de � en plusieurs�tapes de
d�duction,on noteencore�

�

�

�

, si bienquela relationded�duction esttransitive.

Exemple3.6
La �gure 3.2 montre un exemplede déductiondansla logiqueéquationnelledu théorème
bienconnuenmathématiques: “ Toutgrouped'ordre2 estcommutatif”. Danscetexemple,

�2�<;�I

�D� 
 � � �O
 � 
 � 


E

et � estl'ensembled'équations:

� �

�

�

* � �

�

�

�

�

�

�

�4* �

�

�

�

� (associativité)
� � +

�

* �

I

�

�

* (élémentneutre)
� ���

� I

�
*

�

�

*

� ���

�

* ��*

�

� I

(toutélémentestd'ordre 2)
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T �

Axiome
@�� K

R��e xivit�



�







� C

Sym�trie
C �







� C C � M

Transitivit�



� M




� C

si WYT��

> �

�

MN�

Remplacement
M��


�
 

�

� M	� C


 

�

FIG. 3.1– Règlesd'inf�rence dela logique�quationnelle

La preuvedela �gure 3.2présentealors la déduction
;

�

�

�%� +O�%���O�%� �

E
�

* �

�

�

�

�
* .

Il estsouvent commoded'un point de vue calculatoirede regrouperplusieursr�gles
d'inf�rence enunedemanièreenparticulierà lin�ariser lespreuves.

Soit � unensembled'�quations.Onnote
���

la pluspetitecongruencetelle que

�


1T � �

�




�

� C

T � �%
 


�
�

C




L'existenceet l'unicit� d'unetelle relationsontlaiss�esenexercice.
On peut formuler la congruence

���

d'une manièreun peudiff�rente, commela fer-
meture transitive r��e xive de la plus petite pr�congruence �

�

sur " �

�

��#

�

telle que



�

� C

T �

�

�


 T � ��
�
��

�
C


 . Par d��nition, on a donc 
��

�
C

ssi il existe une
positionW#T��

>��

�



�

et unesubstitution
1T � tellesque 
,�
�

� @


 et
C��




� K


 

� .

Lemma 3.7 


�	�YC

si et seulementsi 

�

R

�

C

.

Proof: On montre ais�ment que �

R

� est une congruence,d'où l'on d�duit qu'elle
contient

�
�

. La r�ciproqueestsimilaire. �

Remarquonsque,comme" �

���

estunesous-algèbrede " �

�

��#

�

, la restrictionde
�

�

à " �

���

d��nit encoreunecongruencesur " �

���

.
Remarquons�galementque " �

�

��#

�

�

��� est (canoniquement)munied'une structure
de

�

-algèbre,la constructiona �t� donn�edansle paragraphe2.2.
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FIG. 3.2 – Preuve en logique�quationnelledu th�orème: “tout gouped'ordre 2 estcom-
mutatif”

20



Exemple3.8 Reprenonsl'exemple3.2. �

� ;

F

H

*

�

�

* �%
O�4*

�

H �

�

�


D�4*

H��

��E

. L'appli-
cationqui associeà tout

 

T N la classede 


�

�

F

�

dans" �

���

�

��� estun isomorphismede
�

-algèbres.(N estmunidesastructure “naturellé' de
�

-algèbre).La preuveestlaisséeen
exercice.

Proposition3.9 Soit �����

�

�%�

�

une spéci�cation équationnelle. Pour toute
�

-algèbre �

telleque � �

�

� , il existeun uniquehomomorphisme
�

de " �

���

�

��� dans� .

Cetteproposition�tablit que " �

� �

�

��� estunealgèbreinitiale dansla cat�gorie des
�

-algèbresqui sontdesmodèlesde � . C'est pourquoinousemploieronsparfois le mot
“algèbreinitiale” pourd�signer " �

���

�

��� .
La preuve decettepropositionestlaiss�eenexercice.C'est unecons�quencedu th�o-

rème2.14et du fait que " �

� �

contientaumoinsun termedechaquesorte.
Onnote �!�

�




� C

lorsquetoute
�

-algèbrequi satisfait � , satisfait aussi


� C

.

3.4 Th�or�me d'ad�quation

Un r�sultat ancien(Birkhoff 1933)�tablit l'ad�quation decesystèmederèglesd'inf�-
rence1 dansle casoùchaquesortecontientaumoinsun termeclos:

Theorem 3.10

� �

�




� C �



�

R

�

C �

�

�




� C

Autrementdit, une�quation 


� C

estprouvableenutilisant lesrèglesde la �gure 3.1
ssielle estvalidedanstouslesmodèlesde � . Le casoù certainessortessontvidesposeun
problèmedecorrectiondesrèglesdontla solutiondemandedemanipulerexplicitementles
quanti�cateurs,voir [11].
Preuve

– comme
�

(et �

�

) estsym�trique,il enestdemêmede �

�

.
–

�	�

est la fermeturetransitive de �

�

. (i.e. la plus petite relation transitive sur
" �

�

��#

�

qui contienne� ).
La première�quivalenceexprime que

�
�

est le plus petit point �x e de la relationde
d�duction appliqu�eà � .

Si �

�




� C

, alors � �

�




� C

. Cer�sultat estprouv� parr�currencesurla longueurde
la d�ductionde 


� C

. Si cettelongueurest0, alors 
 �

C

et � �

�




� C

. Si �

�

�

�

�




� C

,
la dernièred�duction ayantlieu enuneseule�tape,alors �!�

�

�

� et 


�4C

sed�duit de �

�

parl'une desrèglesdela �gure 3.1.L'�galit� danstoutmodèlede � estunecongruenceet,
pard��nition desmodèles,onpeutappliquern'importequellesubstitutionsurlesvariables,
toutenpr�servantsavalidit�. D'où �!�

�




� C

.
Si � �

�




�<C

, soit alors �

�

" �

�

��#

�

�

��� . � �

�

� donc,parhypothèse,� �

�




�<C

et ainsi 


�
�

C

. �

1Un syst�mede r�gles d'inf�rence estdit correct si ����� 1���� �	� , completsi ��� �
� 1������ et
ad�quat s'il estcorrectetcomplet.
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La théorieéquationnelled��nie parla sp�ci�cation �����

�

�%�

�

estl'ensembledes�qua-
tions 


� C

de " �

�

��#

�

tellesque �

�




� C

.
On note "��

�

la th�orie �quationnellede � . C'estun ensembler�cursivement�num�-
rablesi # �

�

�%� � � le sont.

3.5 Exercices

1. Soit
� � ;�I

�+� 
 � � �,
 � 
 � � �,
 �Y
 � 


E

. Soit � un modèlede �

�2;�I

� *

�

�

* � � �4*

�

�
*

�

� I

�
* � �

�

�

�

�

�

�

�4* �

�

�

�

�

E

. Prouver que �!�

�

* �

I �

* .

2. Soit
� � ;

F

�+�

 �BGC

� 
 �

 �BDC

�

 �BDC

�

H

�

 �BDC

�

 �BDC

�

 �BGC E

et soit � l'ensemble
d'axiomes�

� ;

F

H

*

�

�

* � 
O�4*

�

H �

�

�


O�4*

H �

��E

. Donnerune
�

-algèbre� telle
que � �

�

� et �

�

�

�

*

H

F

�

* . Montrerque " �

���

�

���

�

�

*

H

F

�

*

3. L'intersectiond'unefamille derelation � �

!

�

!

$��

d��nies surl'ensemble� estla rela-
tion � d��nie sur � par:

B

�

=�� �

V T � �

B

�

!

=

Montrerquel'intersectiondepr�congruencesestunepr�congruence.End�duire une
(autre)d��nition de

�
�

.

4.
� � ;

F

�+�

 �BGC

� 
��

 �BGC

�

 �BDC

�

H

 �BGC

�

 �BDC

�

 �BDC E

et �

�2;

F

H

*

�

�

*&� 
O�4*

�

H

�

�

�


D�4*

H �

��E

. Montrer que l'application qui associeà tout
 

T N la classede



�

�

F

�

dans" �

���

�

��� estunisomorphismede
�

-algèbres.(N estmunidesastructure
“naturelle”de

�

-algèbre).

5. Prouver la proposition3.9. La condition“ � �ní” estelle n�cessaire? La condition
sur " �

���

deconteniraumoinsun termedechaquesorteestellen�cessaire?

6. Soit � unensembled'�quations.

(a) Soit � unmodèlede � , 	 uneapplicationde # dans� , V l'injection de # dans
" �

�

��#

�

et 
 l'applicationqui àtouttermede " �

�

��#

�

associesaclassemodulo
�

�

. Montrerqu'il existeununiquehomomorphisme
�

de " �

�

��#

�

�

��� dans�

tel que
�

*#T ##�

�

�

O� V �4*

� � � �

� 	 �4*

�

.

(b) Montrerque,pourtoutmodèle� de � , il existeunmorphismede " �

�

��#

�

�

���

dans� maisquecelui-cin'estpasunique.

(c) Montrerquetouteslesalgèbresinitialessontisomorphes.C'est à dire montrer
que,si �

� et �

.

v�ri�ent : pour toute
�

-algèbre� , il existeun uniquehomo-
morphismede �

� dans � et un uniquehomomorphismede �

.

dans� , alors
�

� et �

.

sontisomorphes.
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Chapitr e 4

Calculspar R�critur e

Lespreuvesequationellessontfortementnon-d�terministes,doncseprètentmalaucal-
cul. A�n de lesd�terminiser, nousallonsorienterles �quationsen desrèglesde r�criture.
Lespreuvesaurontalorsla forme �)�

R��

�

R

.

Dé�nition 4.1 Une règlede r�criture estune paire �

@

�

KG�

notée
@

�

K

. Un ensemblede
règlesderécriture �

�U; @

!

�

K

!

E

! estappellésystèmeder�criture. On notera par �

�

�

; @

!

� K

!

E

! l'ensembledeséquationsassociéesà � .
Étantdonnéun systèmederécriture � , on dit quele terme 
 serécrit enle terme

C

à la
position W T �

>


O�



�

, noté 
 �)�

�

�

C

, s'il existeunerègle
@

�

K

T � et unesubstitution


tellesque 
O�
�

� @


 et
C �




� K


 

� . On pourra omettre W et � , maisaussipréciserla règle

@

�

K

utilisée.

Onnoterapar � �

R

�

la fermeturer��e xivetransitivede ���

�

. Lesde�nitions etr�sultats
qui suivents'appliquentenfait àdesrelationsarbitrairessurdesensemblesarbitraires.

Dé�nition 4.2 Étantdonnéeunerelationderécriture �)�

�

, ondit que 
 est � -irreductible,
ouen � -formenormale, s'il n'existeaucun

C

tel que 
 �)�

�

C

, etquele terme� -irréductibe
C

estuneformenormalede 
 si 
 ���

R

�

C

.

4.1 Propri�t�s de con�uence

En pratique,la r�criture sertà testerl'�galit� de deuxtermesparcalcul de leur forme
normale.La propri�t� sous-jacentes'appellepropri�t� deChurch-Rosser. Nousd��nissons
enmêmetempstrois propri�t�s trèsproches,la propri�t� deChurch-Rosser, la con�uence
et la con�uencelocale.Cespropri�t�s sontrepr�sent�esà la �gure 4.1.

Dé�nition 4.3 Le systèmederécriture � estChurch-Rossersi pour tout coupledetermes
�

G�

C �

telsque 


�

�

R

���

C

, il existeun terme� tel que 
 �)�

R

�

� et
C

� �

R

�

� .
Le systèmede récriture � estcon�uent si pour tout triplet de termes �

G�

M

�

C �

tel que
M

���

R

�


 et
M

� �

R

�

C

, alors il existeun terme� tel que 
 ���

R

�

� et
C

�)�

R

�

� .
Lesystèmederécriture � estlocalementcon�uentsi pour touttriplet determes�

 �

M

�

C �

tel que
M

���

�


 et
M

���

�

C

, alors il existeun terme� tel que 
 �)�

R

�

� et
C

� �

R

�

� .
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FIG. 4.1– Propr�t�s abstraitesdesrelations
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FIG. 4.2– Con�uenceversuscon�uencelocale

Les propri�et�s qui suivent sont vraiesde relationsbinairesquelconquessur un en-
semblequelconque.Nousgarderonstoutefoisle vocabulairedela r�criture commesupport
à l'intuition.

Lemme4.4 Un systèmederécriture estChurch-Rossersi et seulementsi il estcon�uent.

Preuve
Par r�currencesurla longueurdespreuves�quationelles.

Par contre,il n'est pasvrai quecon�uenceet con�uencelocalesoientdespropri�t�s
�quivalentes,commele montrel'exempledela �gure 4.2.La noncon�uencedesrelations
localementcon�uentesconsid�r�es provient de l'existenced'un cycle dansle premiercas
et decheminsin�nis dansle second.

Dé�nition 4.5 Étant donnéeune relation de récriture ���

�

, on dit qu'un élément 


�

est fortementnormalisables'il n'existe aucunesuite in�nie de récritures de la forme



�

���

�




�

���

�

����� ���

�




�

�)�

�

����� . On dit qu'unerelationde récriture ���

�

termine,
ou estnoetherienne, ou estfortementnormalisableesi tout élémentestfortementnormali-
sable. Unerelationà la foisnoetherienneetcon�uenteestditeconvergente.

Terminaisonet con�uencesont despropr�t�s ind�cidablesde la r�criture de termes.
Nousverronstoutefoisauchapitre5 commentprouver qu'unerelationder�criture termine.
Nousallonsmaintenantnousint�resserà la relationentrecon�uenceet con�uencelocale
avantd'aborderla techniquemajeuredepreuve decon�uenceauparagraphe4.2.
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FIG. 4.3– LemmedeNewmann

Theorem 4.6 (LemmedeNewmann)Unerelationderécriture noetherienneestcon�uente
si et seulementsi elleestlocalementcon�uente.

Preuve
On montrele cassi par r�currencenoetheriennesur la relationde r�criture. Dansle cas
g�n�ral,

M

���

M

�

��� 
 et
M

���

M

� �

��� 
 . Par propri�t� de con�uencelocale,il existe �

�

tel que
M

�

� �

R

�

�

et
M

� �

� �

R

�

�

. Par hypothèseder�currenceappliqu�eà
M

�

, il existe �

� �

tel
que 
 �)�

R

�

� �

et �

�

���

R

�

� �

. Par hypothèseder�currenceappliqu�eà
M

� �

, il existe � tel que
�

� �

���

R

� et
C

�)�

R

� . Cettepreuve estrepr�sent�eà la �gure 4.3.

4.2 PairesCritiques

Nous allons maintenantprouver la d�cidabilit� de la con�uence locale, donc de la
con�uence,ensupposantla terminaison.

Dé�nition 4.7 On appellepairecritiquede la règle � �

�

sur un renommage de la règle
@

�

K

à la positionW"T � �

>


O�

@��

tel que
�

BGK

�

@���3
�

BDK

�
�

� � �

, l'équation
K




�<@




�
�


 

�

�

telleque 
 soit ununi�cateur principal de � et
@

�
� .

Exemple4.8 Soit �

�<;

*

H �

�

H

�

� *

H

�

� H

�

��E

. Renommantcetterègleen �4*

�

H �

�

�

H

�

�

� *

�

H

�

�

�

H

�

�

�

, lesdeuxtermes�4*

H �

�

H

� et �4*

�

H �

�

�

s'uni�ent avecl'uni�cateur
principal

;

*

���

� *

H �

�

�

���

�

�

E

. La pairecritiquesestdoncl'équation �4*

H �

�

H

�

�

H

�

�

� �

�4*

H

�

��H

�

� �

H

�

�

.

Theorem 4.9 Un systemede récriture � est localementcon�uent ssi sespairescritiques
sontcon�uentes.

Preuve
Soit

M

���

� �

.

�


 et
M

���

�

�

.��

C

, avec
M

�
�

� @


 et
M

�
�

�

� 
 , en supposantque
�

BDK

�

@
� �

�
BGK

�
�

�%���

. Onmontrel'existenced'un terme� tel que 
 �)�

R

� et
C

���

R

� parcassuivant
les positionsrespectivesde W et

J

. La preuve est repr�sent�e (sousforme simpli��e) à la
�gure 4.4.
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– redex disjoints,c'estàdire W �

J

: lesdeuxr�critures commutent.
– redex ancêtre,c'est à dire

J"�

W

J

�

J

� �

tel que
@

�

�

�

�

* T

� BDK

�

@
�

. Le problèmeest
que

C

� � n'est plus uneinstancede
@

si la variable * a plus d'une occurrencedans
@

.
Il fautdoncd'abordr��crire les termes*�
 auxautresoccurrencesde * dans

@

. Soit
; J

�

�

���������

J

�

�

E (

�

>��

�

@��

l'ensembledespositionsdiff�rentesde
J

�

tellesque
@

�

�

�

�

�

*

pour tout V T

�

�

� �

 


 . Soit maintenantla substitution


�

telle que * 


�

�

*�


� �


 


�

�

et
�




�

�

�


 pour toutevariable
�

��

* . On a :
C

�)�

R

�

�

� C �

*�


� �


 


�

�


��

J

�

�

���������

J

�

�

E �

C � @




�


 � �)�

C � K




�


 �

�

� . Par ailleurs,
M	� @


 
 � �)�

M�� K


 
 � �)�

R

M�� K




�


 � , et l'on conclue
la preuve enremarquantque

M	�


 �

� C �


 � .
– redex superpos�s,c'est à dire

J �

W

J

�

tel que
J

�

T � �

> �

�

@��

. Dans ce cas,
M

� �

� @


 �

�

� �

� 
 , et donc 
 estuni�cateur de
@

�

�

�

et � . Soit maintenant


���

� ,
où

�

est l'uni�cateur principal de cesdeux termes.Alors 


� M��

�

@��D�

� 
 � et
C �

M��

�

@�� �

�

�




�

�

�

� 


� . Comme �

@��D�

� �

R

�

�

�

R

@�� �

�

�




�

�

, on en d�duit que 
 �)�

R




�

��


�

�

M��

��
 �

� C �

�

 �

�

�

R

C

.

Exemple4.10 Considéronsle systèmederécriture �

� ;

�4*

H �

�

H

�

� *

H

�

�%H

�

�

� �4*

H

F

�

� *

E

, et calculonssespairescritiques.On voit �gure 4.5 que l'une d'elle n'est pas
con�uente, etdoncla récriture engendréepar lesrèglesd'associativeà droite et d'identité
necon�ue pas.Au contraire, la seulerègled'associativitéestcon�uente.

Corollaire 4.11 Soit � unsystèmederécriturenoetherien.Alors � estcon�uentsi etseule-
mentsi pour toutepaire critique �+W��

J �

, W��

� J

� .

La con�uenced'une relationde r�critures estdoncd�cidable sousl'hypothèsede ter-
minaison.

4.3 Alg�br e desformesnormales

Lorsquela relation de r�criture est con�uente et noetherienne,alors tout termeclos
possèdeune forme normaleunique.Mais la propri�t� de forme normaleuniqueestplus
faible: le systemederègles

; B

�

B

�

B

�

= E

possèdetrivialementcettepropri�t� sansêtre
pourautantnoetherien.Enpratique,toutefois,il seradif�cile deprouvercettepropr�t� sans
l'hypothèsedeterminaisondescalculs,carla con�uenceestind�cidable.

Une propri�t� remarquableestalorsquel'ensembledesformesnormalesclosespeut
être munie d'une structured'algèbre,et que cettealgèbreest initiale dansla classedes
algèbresqui satisfontlesaxiomes�quationnelsconsid�r�s :

Theorem 4.12 Soit � unsystèmederécriturepour lequeltout termeclosde " �

���

possède
uneformenormaleunique. Alors la

�

-algèbre dontle domaineestconstituédel'ensemble
destermesclosenformenormale, et dontlesopérationssontdé�niespar

	 �

M

�

� ���������

M

�

�

���

	 �

M

�

������� �

M

�

�

�

estinitiale dansla classedes
�

-algèbresqui satisfontlesaxiomesde �

� .
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FIG. 4.4– Lemmedespairescritiques
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Preuve
Il suf�t dev�ri�er quecettealgèbreestisomorpheà l'algèbrequotient" �

� �

�

� ���

.
Cetteconstructionasonimportancepourla miseenoeuvredespreuvesparr�currence.

Il setrouve en effet quel'ensembledestermesclos en forme normaleestreconnaissable
parun automateascendantd'arbrelorsquelesrèglessontlin�aires gauches,et parun auto-
mateascendantd'arbeavectransitionsconditionelleslorsquelesrèglesnesontpaslin�aires
gauches.Cetautomatepermetàsontour decalculerautomatiquementun sch�mader�cur-
rence,permettantd'automatiser(partiellement)cespreuves.

4.4 Syst�mescanoniques

Étantdonn� unsystèmeder�criture � con�uentetnoetherien,il estjudicieuxder�duire
lesrèglesde � avec � lui-même:

Dé�nition 4.13 Un systèmederèglesestdit interr�duit, si pourtouterègle
@

�

K

T � ,
K

est
� -irréductible, et

@

est � � �

; @

�

KOE/�

-irréductible. Un systèmederèglesestdit canonique
s'il estnoetherien,con�uentet interréduit.

Le motcanoniqueestjusti�� parla propri�t� suivante:

Theorem 4.14 Soit � et �

�

deuxsystèmescanoniquestelsque(i)
�

���
���

�

�

� , et(ii) �

3

�

�

termine.
Alors � et �

�

sontidentiques(modulorenommage desvariables).

Preuve
D'aprèsleshypothèses,pourtout

@

�

K

T � ,
@

� �

R

�

�

�

�

R

�

�

K

. Parpropri�t� determinaison,
@

���

�

. �2$

�

�

M

���

R

�

�

�

�

R

�

�

K

. Le mêmeraisonnementappliqu� à � �

�

T �

�

montreque
� est r�ductible par une règle

@

�

�

K

�

telle que
@

�

� @


 , où 
 estun renommage.D'où
K

�

�
� ��� �

�

�

K




�

�

�

�

K


 . Comme
K

�

est �

�

-irr�ductible parhypothèse,
K


	�)�

R

�

�

K

�

, et par
le mêmeraisonnementquepr�cedemment,

K




� K

�

puisque
K

est � -irr�ductible.
Les systèmescanoniques,et cettepropri�t�, jouentun rôle essentielen th�orie de la

r�criture.

4.5 Exercices

1. On dit qu'un systèmede r�criture (c-a-d,un ensemblede règles)est "interr�duit"
si tout membredroit de règleest irr�ductible ainsi que tout termeplus petit qu'un
membregauchede règle dansl'ordre d'imbrication 


�

�

C

if f 
,�
�

� C


 et 


�

�

� C

.
Montrerquela notiondesystèmecanoniqueestinchang�epourcettenouvellenotion
d'interr�duction. Montrer quela notion de canonicit� obtenuen'est pasla mêmesi
un systèmeder�criture estunmultiensemble.

2. Soit � un systèmeder�criture nonnoetherien,et � unerelationsurlestermesdont
la fermeturetransitive soit

�
���

. Onsupposedeplusque � estfortementcon�uente,
c'està dire que

M

�


 et
M

�

C

impliquel'existenced'un terme � tel que 


�

M

et
C

�

M

. End�duire que ���

�

estcon�uente.Peut-onaffaiblir la notiondecon�uence
fortedemanièreàd�duire la con�uencedessystèmesder�criture suivants:
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–
; B

�




�

B

�

=

�




�

=

�




�

B)E

. D�tailler la preuve.
–

;

	 �
	 �4*

� �

� 	 �4*

�

� 	 �

B �

� 	 �

=��

�

=

�

B E

. D�tailler la preuve.

3. Étantdonn�e unerelationnoetheriennequelconque�)� sur un ensemble� et une
propri�t� � sur les �l�ments de � , montrerle principede r�currencenoeth�rienne
suivant:

�

� C

�

�


 
G�

C

�

C

���!


�

� �



� �

�

� �

C � �

�

�

� C

� �

C � �

Ceprincipes'�nonce souventeudisantquetoutepropri�t� � h�r�ditaire (c-a-d.telle
que �

� C

�

�


 
G�

C

�

C

� � 


�

� �



� �

�

� �

C � �

) estuniverselle(c-a-d. �

� C

� �

C � �

).

4. Montrerquela con�uencelocaled'unerelation � noetherienneimpliquela propri�t�
deChurch-Rosserde � enuneseuleapplicationde la r�currencenoethrienneà une
relationbienchoisiequel'on construiraàpartir dela relation � .
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Chapitr e 5

Terminaison

La terminaisond'un systèmederèglesestind�cidable.Dueà Huetet Lankford,la pe-
mièrepreuve codaitun problèmeind�cidable avec un nombrenon born� de règles.Ult�-
rieurement,Dershowitz donnaitun codageavec5, puis3 règles.En�n, Dauchetestarriv�
à coderunemachinede Türing arbitraireavec uniquementunerègle,qui plusestlin�aire
gaucheetsanssuperpositionsurelle-même.

Puisqu'ellenepeutfairel'objet d'un calcul,la terminaisond'un systèmederèglesdoit
doncfaire l'objet d'une preuve. Par la suite,nousexaminonsplusieursdesm�thodesstan-
dard,qui sontg�n�ralement implant�esdansleslogicielsder�criture.

Prouver la terminaisond'une relationde r�criture peutsefaire de plusieursmanières.
La premièrem�thode consisteà montrerque la relationde r�criture est inclusedansun
ordrebien-fond�. C'est pourquoinousserontamen�sà �tudier les ordresbien-fond�ssur
les termesau chapitre6. La seconderevient à appliquerun principede type "divide and
conquer",c'est-à-direà prouver s�par�ment la terminaisondeplusieursrelationsder�cri-
turedontla relationded�part estl'union. Cettem�thodeportesouventle nomde"modula-
rit�" dela terminaison.La troisièmeconsisteà faireunepreuveparr�currence.Lespreuves
à la Tait-Girardutilis�es en � -calcultyp� font partiedecettedernièrecat�gorie.

Le but decechapitreestd'introduire lesdeuxpremièresdecesm�thodes,encommen-
çantparla plusimportante,lapremière.Enfait, la premièrem�thodesesubdiviseelle-même
en deuxm�thodes,dont la secondeestun raf�nement de la première.Cesdeuxm�thodes
sontbas�essurla notiondepr�-ordre der�criture. Par la suite,on d�signeraeng�n�ral par

�

un pr�ordre1, par � sonsymm�trique,c'est-à-dire
��

C

ssi
C

�


 , par � l'�qui valence
associ�ed��nie commel'intersection

�

�

� , et par � l'ordre strict associ�d��ni comme
la diff�rence

���

� .

Dé�nition 5.1 Unerelation � sur unealgèbre determesest: monotonesi c'estunepré-
congruence2 ; stablessi 
 
 �

C


 pour tousles 
 �

C

� 
 telsque 
 �

C

; et bienfondéesi il
n'existepasdesuitein�nie 


�

� 


�

�����O� 


�

� �����

3.

1Un pr�ordre estunerelationr�¯exive transitive,un ordreestunpr�ordre antisymm�trique
2Nousnefaisonsqu'employer un nouveauvocabulairedansle casdesrelationsd'ordre pourd�signerune

notiond�j� existante,celledepr�congruence.Le mot ªmonotoneºestutilis� ici pourdesraisonshistoriques;
enfait cesontlessymbolesdefonctionde � qui sontmonotonespour � lorsque� estunepr�congruence.

3L� encore,nousnefaisonsqu'employer un nouveauvocabulairepourla notiondenormalisationforte
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Dé�nition 5.2 Le préordre
�

estun pr�ordre der�criture faibles'il estmonotone, si � et
� sontstableset si � estbien-fondée. C'estun pr�ordre der�criture si lesrelations � et �

sontmonotonesetstablesetsi � estbien-fondée.

On voit quela diff�rence entrelesnotionsdepr�ordre der�criture et pr�ordre der�cri-
turefaibleestdansla notiondemonotoniequi estplusfaibledansle secondcas.

Danscechapitre,nousallons�tudier lesdeuxm�thodesàbasedepr�ordresder�criture
(faiblesounon),avantd'aborderbrièvementlesquestionsdemodularit�.

5.1 M�thode deManna et Ness

L'id�e debaseestdoncdemontrerquela relationder�criture estinclusedansun pr�-
ordrebienfond�

�

surlestermes: � terminesi
�


G�

C


 �)�

�

C

� 
 �

C

. Biensûr, onaimerait
n'avoir à v�ri�er la d�croissancede l'ordre bien-fond�

�

quesur les pairesde termesdu
systèmeder��criture. Celaestpossiblepourlespr�ordresder�criture :

Lemma 5.3 Soit �

� ; @

!

�

K

!

E

!

$��

un sytèmede récriture. � terminessi il existe un
préordre derécriture

�

tel que
@

!

�

K

! pour tout V T � .

Proof: On montreque 
 �)�

�

�

.

�

�

C

implique 
 �

C

ce qui r�sulte directementdesla
stabilit� et dela monotonie.On end�duit quela relation � �

Q

�

estinclusedans � , d'où le
r�sultat puisque� estbienfond�.

De nombreuxexemplesd'utilisation de ce th�orèmesimplesontdonn�s dansle cha-
pitre 5.

Notonsquelesconditionsdemonotonieet destabilit� nesontpasn�ecessaire: il suf�t
qu'elle soientvraiespour les pairesde termesqui ser�cri vent. On utilise cetteremarque
dansl'exemplequi suit.

Exemple5.4 Considéronsl'exempledel'addition desentiers enreprésentationdePeàno:

*

H

F

� *

*

H


O�

�

�

� 
D�4*

H��

�

Ondé�nit l'or dre 


�

C

ssi
�




���

IN
�

C

�

, avec
�

*

�

�

F

si *YT �

�

F

�

�

�

�


O�

MN�

�

�

� H

�

M

�

�

M

H

�

�

�

�%H

�

M

�

H

+

�

�

�

On véri�e que l'or dre obtenuest monotone, stable sur la relation de récriture (car si

 ���

�

C

, alors le nombred'occurrencesd'unevariable * dans
C

estaupluségalaunombre
d'occurrencesdecettemêmevariabledans 
 ) etbienfondé.Onvéri�e ensuiteque

�

*

H

F

�

�

�

�

IN
�

*

�

�

F

�

*

H


O�

�

�

�

�

�

�

IN
�


O�4*

H��

�

�

�

+ .
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5.2 M�thode deAarts et Giesl

La m�thode pr�c�dente est locale,en ce sensqu'elle sepr�ocuppede chaquepasde
r�criture. La m�thode de Arts et Giesl est globale,en ce sensqu'elle est bas�e sur une
analysedesd�ri vations.Plusparticulièrement,elle estfond�e surun lemmed'existencede
d�ri vationsd'une certaineforme. Pourcela,on noterapar �

� ;

	 � 	 �

@
�

�

K

T �

E

l'ensembledessymbolesdé�nis etpar �

� �

� � l'ensembledessymbolesconstructeurs.
L'id�e est alorsqu'une d�ri vation issued'un membregauche

@

de règledoit r�crire à la
seconde�tape un sous-termedumembredroit dontle symboledetêteestdans� .

Dé�nition 5.5 Étantdonnéun systèmederécriture � , on appellepaireded�pendancede
la règle

@

�

K

T � , toutepaire dela forme �

@

��	 �

KG� �

où 	 �

K9�

estun sous-termede
K

tel que
	�T � . On appellepaire dedépendancede � unepaire dedépendanced'une règlede � ,
et onnotepar � � � �

�

l'ensembledespairesdedépendancesde � .
On appelle maintenantchaînede d�pendancede � , toute dérivation de la forme

M �

�)�

���

���

���

�

�

�

���

�

���

� � �

M

�

�)�

���

���

���

�

�

�

����� , quel'on notera par
;�M

!

� �

!

E

! .

Remarquonsqu'àtoutechaineded�pendance
M

�

�)�

���

���

�

�

�

�

�

���

�

���

�
�

�

M

�

���

���

���

�

�

�

�

�

����� ,

onpeutassocieruned�ri vation
M

�

�)�

�	�

���

�

�

�

�

�

���

�

�

�

�
� M

�



��


�)�

���

���

�

�

�

�

�
�

�

�



��


���

�



�

�

�
� M .


 ����� .

Lemma 5.6 Soit � un systèmederécriture qui neterminepas.Alors tout termenonforte-
mentnormalisablecontientun sous-termenonfortementnormalisable	 �

M0�

où 	 T � et
M

estun vecteurdetermesfortementnormalisables.

Proof:Comme� neterminepas,il existeun terme� qui estl'origine d'uned�ri vation
in�nie. Onmontrela propri�t� parr�currencesurla taille de � .

Si � estde la forme � � �

�

où � T
� , alorsn�cessairement,l'un des �

! est l'origine
d'une d�ri vation in�nie, et l'on concluealorsparapplicationdel'hypothèseder�currence
appliqu�eà �

! .
Si � estdela forme 	 �

MN�

avec 	YT�� , il y adeuxcas.Dansle premiercas,aucunterme
� T

M

n'est l'origine d'uned�ri vationin�nie. Le lemmeestalorsd�montr�. Dansle second
cas,un terme � T

M

estl'origine d'uned�ri vationin�nie. Onconcluealorsparl'hypothèse
der�currenceappliqu�eà � .

Lemma 5.7 Supposonsqueles chainesde dépendencede � sont �nies. Alors,
�

	<T � ,
	 �

M0�

estfortementnormalisablesi lestermesde
M

le sont.

Proof:Posons


�

C

ssi il existeunechaîneded�pendance
;�M

!

� �

!

E

! telle que 


� M

!

et
C � M��

avec �

�

V . � estunerelationbien fond�e sur " �

�

��#

�

puisqueleschaînesde
d�pendancesont�nies. La preuve du lemmeestparr�currencesur � etparcontradiction:
supposonsl'existenced'une � -d�ri vation in�nie issued'un terme 	 �

M �

tel que
M

est for-
tementnormalisable.Celaimpliquel'existenced'uned�ri vation issuede 	 �

M �

dela forme

	 �

M0�

���

���

���

�

�

�

	 � �

�

���

�

�

C

��� ����� . Doncil existeunerègle 	 �

@
�

�

K

T � etunesubstitu-
tion 
 tellesque 	 � �

� �

	 �

@��




�

	 �

@




�

et
C � K


 . Comme
M

estunvecteurdetermesforte-
mentnormalisablesetque

M

�)�

R

� , � l'est aussietcomme�

� @


 , la substitution
 estfor-
tementnormalisable.Par le lemme5.6,le termenonfortementnormalisable

K


 contientun
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soustermenonfortementnormalisable� � �

�

tel que � soit fortementnormalisable.Comme

 estfortementnormalisable,n�cessairement� � �

� � K


 � � avec W T � �

> �

�

KG�

, et donc
� � �

� �

�N�

KD�


 . Il s'ensuitque 	 � �

�

� �

�

�

�

�

.

�

�

�

�

� � �

�

etdonc 	 �

MN�

�

� � �

�

. Parhypothèse

der�currence,�N� �

�

estdoncfortementnormalisable,unecontradiction.

Theorem 5.8 � terminesi seschaînesdedépendancesont�nies.

Proof:On montrequetout termeestfortementnormalisableparr�currencesurla taille
destermes.Soit

C �

	 �

M �

. Parhypothèseder�currence,
M

peutêtrepris fortementnormali-
sable.Si 	 T � ,

C

estclairementfortementnormalisable.Sinon,
C

estfortementnormalisable
parle lemme5.7.

Onend�duit commecorollaire:

Theorem 5.9 � termines'il existeunpréordre derécriture faible tel que
(i)

@

�

K

pour touterègle
@

�

K

T � ,
(ii) 
 �

C

pour toutepaire dedépendance�

G�

C �

T � � � �

�

.

Proof:Si � neterminaitpas,d'aprèsle th�orèmepr�c�dent, il existeraitdeschaînesde
d�pendancesin�nies. Soit

M
�

���

�

���

�

�

�

�)�

�

���

�
�

�

M

�

� �

�

���

�

�

�

����� unetelle chaîne.On a
imm�diatement

M �

�

�

�

parmonotoniede
�

et �

�

�

M

� parstabilit� de l'ordre strict, etc,
et donc

M
�

�

M

�

�

M .

����� , cequi contreditla bonnefondationde � .

Exemple5.10 Considéronsànouveaul'exempledel'addition desentiersenreprésentation
dePeàno.Le systèmepossèdeuneuniquepaire dedépendance:

�

*

H


O�

�

�

��*

H����

La terminaisondecesystèmepeutalorsêtreprouvéeplusnaturellementqueprécédemment,
endé�nissantl'or dre 


�

C

ssi � 
,�

�

IN �

C

� , avec
� * �

�

F

si *YT �

� 
O�

MN�

�

�

�%H

�

M

�

�

M

H

�0�

�

� H

�

M

�

H

� �N�

On véri�e quel'or dre obtenuestun préordre derécriture (la stabilitéétantvéri�ée sur la
relationderécriture etbienfondé.Onvéri�e ensuiteque

*

H

F

� *

*

H


O�

�

�

� 
O�4*

H��

�

*

H


O�

�

�

� *

H �

En pratique,le gain obtenupar rapportà la m�thode de Mannaet Nessestfaible,car
le mêmepr�ordre est utilis� pour les règlesde � et les pairesde � � � �

�

. Remarquons
que c'est maintenantl'orientation stricte despairesde d�pendanceavec un pr�ordre de
r�criture faible qui assurela terminaisondesr�critures. Pour les règles �6�

�

, il suf�t
quele couple �
�)�

�
�

soit form� depaires�quivalentesdansl'�qui valenceengendr�epar le
pr�ordre, commedansl'exempleci-dessus.

En fait, on peutam�liorer drastiquementce r�sultat d'un point de vue pratiquede la
manièresuivante: onvadupliquerl'alphabet� avecunnouvel alphabet ��

�<;

�

	��A	 T��

E

.
Unepaire dedépendanceavecduplicationdela règle 	 �

@
�

�

K

T � , seraalorsunepaire
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dela forme �

�

	 �

@��

�

�

�0�

K � �

où � �

KG�

estun sous-termede
K

tel que � T � . La notiondechaîne
ded�pendancen'en estpasaffect�e puisquelesr�critures qui interviennentavec � portent
surdessous-termesstrictsdesmembresdespairesded�pendance.

Il est facile de v�ri�er que les r�sultats pr�c�dents restentvrais avec cettenouvelle
d��nition despairesded�pendance.Celar�sulte du lemme:

Lemma 5.11 Leschaînesde dépendancesont �nies ssi les chaînesde dépendanceavec
duplicationsont�nies.

Proof:C'est l'argumentpr�c�dent.

Exemple5.12 Considéronsl'exemplede l'addition et multiplicationdesentiers enrepré-
sentationdePeàno.

Lespairesdedépendancedu système:

*

H

F

� *

*

H


O�

�

�

� 
D�4*

H��

�

*#�

F

�

F

*Y� 
O�

�

�

� *Y�

��H

*

sontau nombre detrois, lespremière et troisièmerèglesn'en créantpas:

�

*

�

H


O�

�

�

��*

�

H � �

pour la deuxièmerègleet
�

*

�

� 
O�

�

�

��*

�

�

� �

�

*

�

�%
D�

�

�

� �4*Y�

�

�

�

H

*

�

pour la quatrième.
Onpeutalors conclure grâceà l'interprétation polynomialesimple(voir chapitre 6) :

� �

�

�	
 
L�4* �

�

� �

*

��H��

�

� �

�

H


 
L�4*��

�

� �

*

H��

�

� �

�	
 
L�4* �

�

� �

*

�

�

� �

H


 
L�4*��

�

� �

*

H��

�

� �


 
 
L�4*

���

*

H��

�

� �

F


 


�

F

�

Enfait, la m�thodedeAartsetGieslpeutserameneràcelledeMannaetNess.Eneffet,
unefois quel'on sait quele système� termine,sarelationde d�ri vation estun ordrede
r��criture qui permetdeprouver la terminaisonde � . Onvoit bienquecettem�thodenefait
qu'apporterun certainconfortà l'utilisateur, cequi n'estbiensûrpasuneminceaffaire.

5.3 Modularit�

L'union de deuxsystèmesde règles �

� et �

.

qui terminenttousdeuxne terminepas
n�cessairement,commele montrel'exemplesimple �

�

� ; B

�

= E

� �

.
� ;�=

�

B)E

.
Cequi estplussurprenantestquecelarestele caslorsquelesdeuxsystèmesderèglesne
partagentaucunsymboledefonction,commele montrel'exemplesuivantdû àToyama:

�

�

�<; >/K

�4*��

�

�

� * �

>/K

�4*��

�

�

�

�

E

� �

. �<;

	 �

B

�

=

��*

�

� 	 �4* ��*���*

��E
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La terminaisonde �

� est�vidente, il suf�t d'interpr�ter un termeparsataille. �

.

ter-
mine �galement,on pourrainterpr�ter un termepar le nombrede radicauxdistinctsqu'il
contient.Parcontre,l'union de �

� etde �

.

neterminepas,eneffet :

	 �

>/K

�

B

�

= �

�

>/K

�

B

�

= �

�

>/K

�

B

�

= � �

��� 	 �

B

�

>/K

�

B

�

=��

�

>/K

�

B

�

=�� �

�N�

	 �

B

�

=

�

>/K

�

B

�

= � �

�N� 	 �

>/K

�

B

�

=��

�

>/K

�

B

�

=��

�

>/K

�

B

�

=�� �

��� �����

Onpeutbiensûrsedemandersi la non-con�uencede �

� joueunrôle,maisil n'en estrien,
commele montrerl'exemplemodi�� qui suit :

�

�

;�� B

�)�4* ��*��

�

�

�

�

�

� B

���4*��

�

��*

�

�

�

�

� B

�)�

�

��*���*

�

�

�

E

�

.�;

	 �

�

�,+O��*

�

� 	 �4*���*���*

�

��	 �4*��

�

�

�

�

�

F

�

�

�

F

�,+ �

F

E

pour lequel la d�ri vation in�nie est issue du terme
	 �

� B

�)�

F

�

�

�,+

�

�

� B

�)�

F

�

�

�,+

�

�

� B

� �

F

�

�

�,+

� �

.
Onmontreraenexercicequechaquesystèmeestcon�uent et termine.
Parcontre,la duplicationdesvariablesdela règlede �

.

joueunrôleessentiel,ainsique
la possibilit� deprojeterun termesurl'un desessous-termescequer�alisent lesrèglesde

�

� .

5.3.1 Commutation

Dansceparagraphe,nousallonsdonneruneconditionsuf�sante trèsutile enpratique
demodularit� d'uneunion.

Dé�nition 5.13 Soient � �

�

&

et ���

�

/

deuxrelationssur un ensemble� . On dit que �

�

commutesur �

.

si la propriétésuivanteestsatisfaite:

�


G�

C

�

M

T#� such that 
 �)�

�

/

M

���

�

&

C

�

�

� T#� such that 
 �)�

�

&

�

R

�)�

�

&

�

�

/

C

Proposition5.14 Supposonsquelesdeuxrelations ���

�

&

et � �

�

/

soientbienfondéeset
que �

� commutesur �

.

, Alors la relation �)�

�

�)�

�

&

3

�)�

�

/

estbienfondée.

Preuve
On montre que pour tout terme � , toute d�ri vation issue de � pour la relation

���

�

&

3

�)�

�

/

est �nie. La preuve est par r�currencesur le couple � ���

 �

, où
 

est le
nombred'�tapescons�cutivesavec �

.

s�parant� dela première�tapeavec �

� (onprendra
 #�

�

aucasoù la d�ri vationnecontientaucune�tape �

� ). Lespaires � � �

 �

serontcom-
par�es lexicographiquement,le premierargumentavec la relation ���

�

&

, le secondavec
l'ordre sur lesentiersnaturels.Il y a trois cas(unefois �limin� le castrivial d'une d�ri va-
tion vide) :

1. La d�ri vationestdela forme � � �

�

&


 ����� . Comme� �)�

�

&


 , la d�ri vationissuede

 estpluspetitequela d�ri vation initiale, doncelle est�nie. Il enestdoncdemême
dela d�ri vationissuede � .

2. La d�ri vationnecontientaucune�tape �

� . Alors elle necontientquedes�tapes �

.

,
et comme���

�

/

estbienfond�e, elleest�nie.
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3. La d�ri vation est de la forme � ���

�

�

/


 ���

�

/

M

�)�

�

& C

����� . Cette d�ri vation est
doncmesur�epar le couple � ���

 

H �

�

. Par la propri�t� de commutation,il existe
� tel que 
 �)�

Q

�

&

� �)�

R

C

. La d�ri vation � � �

�

�

/


 �)�

Q

�

&

� �)�

R

C

����� estmesur�e
parle couple � ���

 �

. Parhypothèseder�currence,elleestdonc�nie, cequi implique
la �nitude dela d�ri vationded�part.

Malgr� l'apparenceconstructive decettepreuve, ce r�sultat n'est pasun th�orèmein-
tuitioniste en g�n�ral. La raisonn'est pasimm�diatementapparente.D'où une question
naturelle: sousquellesconditionssur les relations �

� et �

.

la preuve ci-dessusest-elle
constructive, faisantdu r�sultat un th�orèmeintuitioniste?

Un casparticuliers'avèred'uneimportanceessentielle:

Corollaire 5.15 Soit �)�

�

unerelationderécriturequi termine. Alorsla relation �)�

�

3

�

estbienfondée.

Proof:Onmontresimplementquela r�criture commutesursous-termestrict,cequi est
�vident.

Ce corollairesert trèssouvent en pratique.Notonsque la relationobtenueeststable,
maispasmonotone.

5.3.2 Unionsdisjointes

Une conditionsuf�sante de modularit� consisteà interdire la pr�sencesimultan�ede
règlesdeprojection(dela forme

@

� * où *#T

�
BGK

�

@��

) dans�

� etderèglesqui dupliquent
unevariabledans�

.

. Onpourraconsulter[10].
Uneautreconditionsuf�sante consisteà demanderquelessystèmessoientcanoniques

et lin�aires gauches[19].
Cesr�sultats sonttechniquementnon triviaux. En particulier, aucunepreuve vraiment

simplen'estconnuepourle second.

5.4 Exercices

Exercice5.16 Donnerun codage desmachinesdeTüring par un systèmederécriture, tel
que, si � estle codedela machine

�

, alors
�

s'arrète lors du calcul de la donnée
M

ssi
le codede

M

estfortementnormalisablepour � .

Exercice5.17 Soit � un systèmede récriture sansvariables,et
�

l'or dre sur les règles
dé�nit par

@

�

K

� � �

�

ssi
K

estréductiblepar � �

�

.

1. Montrer que
�

estbienfondéssiil estsanscycle.

2. Montrer que � neterminepassi
�

possèdeuncycle.

3. Montrer qu'il existetoujours unedérivationin�nie avecunein�nité d'applications
derèglesentêtedansle casoù � neterminepas.

4. En déduire que � terminesi
�

estsanscycle.

5. En déduire quela terminaisondela réécriture avec� estdécidable.
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Exercice5.18 On dé�nit la relation 
 �

C

si et seulementsi il existeuneposition W T

�

>


O�



�

etunesubstitution
1�

� BGK

�



�

��� � tellesque �

,� �

�




� C

.
Soit maintenant�)�

�

unerelation de réécriture qui termine. Montrer quela relation
���

�

3

� termine. Est-ellemonotone? stable?
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Chapitr e 6

Ordr esbien fond�s sur lestermes

Lesordresbienfond�s surlestermesetleurconstructionsontl'outil debasedespreuves
de terminaisondessystèmesde r��criture et plus g�n�ralement desprogrammesinforma-
tiques.L'objectif estdedonnerquelquesbriquesdebasepermettant,via desfonctionsd'in-
terpr�tation,deconstruiredesordresbienfond�s adapt�sauproblèmeà traiter. Nousdon-
nonstout d'abordquelquesd��nitions essentiellessur les relationsavant de pr�senterles
extensionslexicographique,multi-ensembleetarbred'unerelation.Nousterminonsparles
ordresdesimpli�cation qui jouentun rôleessentielenth�orie commeenpratique.

6.1 Pr�ordr es

Desd��nitions pr�sent�esusuellementdansle casdesordresle serontici pourdespr�-
ordres,voirepourdesrelationsquelconques.Ellescoinciderontaveclesd��nitions usuelles
dansle casdes(pr�-) ordres.Lespreuvesmanquantes,suppos�esfaciles,sontlaiss�esau
lecteur.

Dé�nition 6.1 Unerelationbinaire
�

surunensemble� est
– totalesi deuxélémentsquelconquesde � sontenrelation;
– r��e xive si *

�

* pour tout *#T � ;
– antir��e xive s'il n'existeaucun*YT � tel que *

�

* ;
– sym�triquesi *

�

�

pour tous *��

�

T � telsque
�

�

* ;
– antisym�triquesi *

�

�

pour toutcouple*��

�

T � tel que *

�

�

et
�

�

* ;
– transitive si *

�

� pour tous *��

�

�

�

T � telsque *

�

�

et
�

�

� ;
– un pr�ordre si elleestà la fois ré�exiveet transitive;
– un ordresi elleestà la fois ré�exive, transitiveetantisymétrique;
– un ordrestrict elleestà la fois antiré�exif et transitif.

Notonsqu'un ordrestrict estn�cessairementantisym�trique.

Dé�nition 6.2 À tout préordre
�

, on associel'équivalence� telle que
B

�

=

ssi
B

�

=

et
=

�

B

, et l'or dre strict � tel que
B

�

=

ssi
B

�

=

et
= �

�

B

, detellesorteque
�

�

��� � .

On seproposemaintenantd'�tendre la d��nition 6.2 à desrelationsquelconques,de
manièreàcequelespartieséquivalentesetstrictes� et � d'unerelationquelconque

�

en-
gendrentrespectivement(parfermeturetransitivestricteounonsuivantle cas)l'�qui valence
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et la partiestrictedu pr�ordre
�

R

engendr�par
�

. Lespreuvesmanquantessontlaiss�esau
plaisirdu lecteur.

Dé�nition 6.3 Étantdonnéeunerelationquelconque
�

, on dé�nit :
– sasym�trique � telleque

B

�

=

ssi
=

�

B

;
– sapartie�quivalente� telle que

B

�

=

ssi
B

�

R

=

et
=

�

R

B

;
– sapartiestricte � telleque

B

�




ssi
B

�

=

�

=

�




et

 �

�

R

B

.
Unerelationeststrictesi ellecoincideavecsapartiestricte.

On noteraqueles parties�quivalenteet strictesd'une relationquelconquene sontin-
clusesdansla relationelle-même,maisdanssafermeturetransitive r��e xive, c'est-à-dire
dansle pr�ordrequ'elleengendre.Celaestn�cessairesi l'on veutrquela partiestricted'une
relationnecontiennepasdecircuit.

Property 6.4 Étantdonnéeunerelationquelconque
�

,
�

� estuneéquivalencequi coincideavecl'équivalenceassociéeau préordre
�

R

;
�

�

Q estun ordre strict qui coincideavecl'or dre strict associéau préordre
�

R

.

Proof:Onsecontentedeprouver la secondepropri�t�. �

Q �tant transtifpard��nition, il
suf�t demontrerl'antir��e xivit�, cequi estfait parl'absurde.Onsupposedoncl'existence
d'unesuitedela forme * � *

�

�����,*

�

� * avec
 

�

F

. La d��nition de � et uner�curence
ais�e surlesentierspermettentd'engendrerla contradiction*

�

R

* et *

�

�

R

* . � .
Dansle casdesordres,onobtientdonc:

Property 6.5 Soit
�

unpréordre sur � . Alors � et � sontrespectivementl'équivalenceet
l'or dre strict associéaupréordre.

Lesnotionsdepartiestricted'unerelationetderelationstrictenouspermettentmainte-
nantdedonnerdesd��nitions g�n�rales conduisantà la notiondebonnefondation:

Dé�nition 6.6 Étantdonnéeunerelationstricte � sur � , unélément*#T � est
– enformenormaleou irr�ductible s'il n'existeaucunélément

�

T � tel que * �

�

;
– normalisables'il existeunesuite�nie d'élémentsde � issuede * qui setermineen

uneformenormale, c'est-à-dire de la forme *

�

*

�

� ����� � *

� où *

� estenforme
normale;

– fortementnormalisables'il n'existeaucunesuitein�nie d'élémentsde � issuede *

� ,
c'est-à-dire dela forme *

�

� *

.

� ����� � *

�

� ����� ;

Dé�nition 6.7 Une relation
�

sur � estbien fondéesi tout élémentde � est fortement
normalisable.

Cetted��nition s'utilise usuellementpour despr�ordres : un pr�ordre estbien fond�
si sapartiestrictel'est. Nousauronsl'occasionde l'utiliser pour desrelationsarbitraires.
Notonstoutefoisquegrâceà la propri�t� 6.4,la diff�rence estt�nue :

Property 6.8 Soit
�

unerelationbienfondée. Alors safermeture transitive
�

R

estun pré-
ordre bienfondé.
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Nouspassonsmaintenantà la notion de belle relation,g�n�ralisant la notion de beau
pr�ordre.

Dé�nition 6.9 Étantdonnéeunerelation � sur � ,
– un élément
 T � estbeausi pour toutesuitein�nie

;




!

E

!

$

IN d'élémentsde � issue
de 


�




�

, il existeun coupled'entiers naturels � �

�

tel que 


�

��
�� ;
– la relation � estbellesi toutélémentde � estbeau.

Notonsquela fermeturetransitive d'unebellerelationestbelle�galement.

Dé�nition 6.10 Unerelationdepréordre � sur � estunbeaupr�ordreouunpr�-bel ordre
si elleestbelle.

On remarquerale changementde sensdesrelations,lorsquel'on parlesuccesivement
derelationbienfond�e et debellerelation.Cechangementn'estpaspurementformel dans
le casdesrelationstransitives,commele montrela propri�t� suivante:

Property 6.11 Soit � unbeau-préordre sur � . Alors
�

estunpréordre bien-fondé.

Proof:Soit 


�

�6


�

����� unesuitein�nie strictementd�croissanted'�l�ments de � . Par
d��nition desbeauxpr�ordres, il existe V � � tels que 


!

�!


�

. Par transitivit� de � , on
obtient�galement 


!

��


�

, aboutissantàunecontradiction.
La r�ciproqueestvraiedansle casdesrelationstotalesuniquement.

Exemple6.12 Sur " �

���

, la relation
�

dé�nie par
C

�

M

ssi �

C

�

�

N �

M

�

(i.e. les termessontcomparéssuivantleur taille) estune relation de préordre, maispas
une relation d'ordre en général car deuxtermespeuventavoir la mêmetaille sansêtre
identiques.Onvéri�era que

�

estbienfondée, etque � estun beaupréordre.

Exemple6.13 La relationd'ordrehabituellesurN estbienfondée. Maisla relationd'ordre
surQ nel'est pas.

Exemple6.14 Supposonsque
�

necontientqu'un symbolebinaire X . Ondé�nit l'applica-
tion � de " �

�

��#

�

dansN par :

– ���

M

X �

� def�

+�� �

M0�

H

�����

�

H��

– ���4*

���

F

pour * variable.
On dé�nit alors la relation

�

sur " �

�

��#

�

par
C

�

M

ssi ���

C �

�

���

M0�

. La relationainsi
dé�nie estunerelationdepréordre bienfondée.

Exemple6.15 La relationd'égalité sur un ensemble� �ni estun bel ordre. Cen'est pas
vrai si � estin�ni.

Exemple6.16 Toutpréordre total bienfondéestun beaupréordre; Lespréordresd'inter-
prétationdanslesentiers construitsau chapitre précédentsontdesbeauxpréordres(ainsi
quetouslesordresdé�nis à partir d'interprétationsdansdesensemblesmunisd'un beau
préordre).
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Notonsquel'ordre sous-termeestbienfond�, maisn'estpasunbeaupr�ordre :

Exemple6.17 Soit
�

contenant	 binaire et
F

(constante),on construitlessuites
C

� et
M

�

determesdela façonsuivante:
C � �

F

et
C

�

Q

�

�

	 �

F

�

C

�

�

et
M

�

�

	 �
	 �

F

�

F

�

�

C

�

�

. La suite
C

� estcroissantepour l'or dre sous-terme, maisdansla suite
M

� il n'y a aucunepaire de
termescomparablespour l'or dre sous-terme.

Nous�nonçonsmaintenantquelquespropri�t�s simplesdesbeauxpr�ordresetdespr�-
ordresbienfond�s.

Property 6.18 Soient
�

et
�

deuxpréordressur � telsque �

(

�

. Alors,
�

estunpréordre
bienfondési

�

estunpréordre bienfondé.

Property 6.19 Soient � et � deuxpréordressur � tels que �

(

� . Alors � estun beau
préordre si � estun beaupréordre.

Lesordresbienfond�s seconserventdoncparrestriction,alorsquelesbeauxpr�ordres
seconservent par extension.Ce serauneraisonde leur utilit�. La secondeestqu'ils per-
mettentdeconstruiresyst�matiquementdesfamillesdepr�ordresbienfond�s,encombinant
la propri�t� ci-dessusavecla propri�t� 6.11.

Nousallonsconclureparunepropri�t� caract�ristiquedesbellesrelations.

Property 6.20 Soit � unbellerelationsur � . Alors,pourtoutesuitein�nie
;




!

E

!

$

IN d'élé-
mentsde � , il existeunesuitein�nie strictementcroissanted'entiers naturels

;

V

�AE

��$

IN tels
que 


!��

��


!����

&

.

Proof:Soit
;




!

E

!

$

IN unesuitein�nie de � . On raisonnepar l'absurde.Si la propri�t�
n'est pasvraie,on considèrela suitecroissantemaximaleissuede 


� . Cettesuiteestnon
vide d'aprèsl'hypothèseque � estun beaupr�ordre. Soit donc 


!

&

son�l�ment maximal.
Onrecommenceavecl'�l�ment 


!

&

Q

� , et l'on montredoncparapplicationr�p�t�e decerai-
sonnementl'existenced'unesuitein�nie strictementcroissanted'entiersnaturels

;

V

�
E

��$

IN
telsque 


!�� soit maximal,c'est-à-diretelsque
� �

�

V

�

, � �



!��

� 
 �

�

. La suitedes�l�ments
maximaux�tant ainsi in�nie, on peutlui appliquerl'hypothèsedebeaupr�ordre, d'où l'on
end�duit qu'un certain�l�ment 


!�� n'estpasmaximal,r�sultant enunecontradiction. �

6.2 Pr�ordr esd'inter pr�tation

Un desmoyenslesplusutilis�s pourprouver la terminaisond'un programmeou d'un
ensemblede règlesestde construire,commedansles exemplespr�c�dents, unefonction
d'interpr�tation � destermes(ou desdonn�esdu programme)dansun domaine� muni
d'un pr�ordre bien fond�

�

�

. L'ensembledestermes(ou donn�es)estalorsmuni du pr�-
ordrebienfond� d��ni par:

*

�

�

ssi ���4*

�

�

�

���

�

�

D'un point de vue formel, la fonctiond'interpr�tation � estun homomorphismede la � -
algèbre(libre) destermesdansunecertaine� -algèbreconstruitesur le domaine� . Plus
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pr�cis�ment, c'est la d��nition de � qui d��nit la � -algèbresur � , car � a pourrôle d'in-
terpr�ter les symbolesde fonction de � dansle domaine � . Il suf�t doncde se donner
la structurede � -algèbresur � d'une part (c'est-à-direl'interpr�tation dessymbolesde
fonction),et la valeurdel'homorphisme� pourlesvariablesde � .

Exemple6.21 Soit la règledemiseenformenormaledisjonctiveencalcul propositionnel
(onsupposequelesnégationn'apparaissentquesur lesvariablespropositionnelles):

� �����

��P

�6� � �

P

�

�

�����

P

�

�

(où � ��� � � désignentn'importequelleformuledu calcul propositionnel; cetterèglepou-
vant elle aussiêtre appliquéà n'importe quellesous-formule).On considère la fonction
d'interprétationdanslesentiers naturelssupérieurs ou égauxà 2 munisde leur ordre ha-
bitueldé�nie commesuit :

��

�

�

�

�	

��� �

� def�

+ Si � estun littéral

��� ���
�

� def�

��� �

�

H

�����

�

H

+

��� �

P

�

� def�

��� �

�

� �����

�

Onpeutremarqueralors que:

� � � �����

��P

�

� �

��� ���
�

�

� ��� �

�

�

��� �

�

� ��� �

�

H

�����

�

� ��� �

�

H

+ � ��� �

�

et que
��� � �

P

�

�

�����

P

�

� � �

� � �

P

�

�

H

�����

P

�

�

H

+

�

� � �

�

� ��� �

�

H

�����

�

� ��� �

�

H

+

Maiscomme��� �

�

�

+ , ��� � �����

�GP

�

�

�

��� � �

P

�

�

� ���

P

�

� �

. Deplus,onpeutvéri�er
la monotoniedu préordre dé�ni par � avec � et

P

:

� ��� �

�

�

�����

� �

�

� � �

P

�

�

�

�����

P

�

�

� ��� �

�

�

�����

� �

�

� � ��� �

�

�

������� �

�

par croissancedela fonctiond'interprétation.L'application dela règleà n'importequelle
sous-formuleretournedoncunenouvelleformulestrictementpluspetite.

On véri�e aussi la compatibilité de � avec l'associativité et la commutativitédes
connecteurs

P

��� , par associativitéet commutativitéde l'adition et de la multiplication
desentiers naturels.

Les fonctionsd'interpr�tation quenousavons vuesjusqu'à maintenant�taient toutes
polynomiales.Lesfonctionspolynomespr�sententungrandint�rêt pratique: ellessontau-
tomatiquementmonotonespourvuque,pour chaquesymbolede fonction 	 d'arit�

 

, le
polynômed'interpr�tation � �4*

�

������� ��*

�

�

soit unesommede monômesà coef�cients en-
tierspositifs,quechaqueind�termin�e *

!

�%V T

�

�

� �

 


 �gure dansaumoinsun monôme,et
quele domained'interpr�tation soit unsous-ensembledeIN. Notonsquela constructionde
pr�ordresde r�criture faiblesne n�c�ssite pasdesconditionsaussidraconiennes: les co-
�f �cients peuvent nepasêtrepositifs,et certainesind�termin�es peuvent nepasapparaîre
dansun monôme.Par ailleurs,les fonctionsd'interpr�tation polynomialessontnaturelle-
mentstables.En effet, la comparaisonde deuxpolynômesse fait automatiquementpour
toutevaleurdu domained'interpr�tation. Pourensavoir plus,lire [5], accessibledepuisle
siteCiME. Notonsqueles techniquesmisesenoeuvredansCiME ont permisdespreuves
determinaisondesystèmescomplexes(comportantplusieurscentainesderègles).
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6.3 Ordinaux

Les ordresbien fond�s permettentd'effectuerdespreuves par r�currence,suivant la
règleded�duction d�ja vue:

Si unepropri�t� � estvraie sur les �l�ments minimauxde � (i.e. ceuxpour
lesquelsil n'y a pasd'�l�ments strictementplus petits)et si

�

�

T �#� �

�

*4T

�Y�4* �

�

�

� �4*

� � �

�

� �

�

�

, alors
�

*YT �#�%� �4*

�

.

Lesensemblesmunisd'un ordretotal bien fond� sontaussiappel�sordinaux(en fait,
la notion d'ordinal est ins�parablede celle d'ensemble; cette"d��nition" n'est doncpas
correctecarellepr�supposela notiond'ensemble).Lesordinauxsontconsid�r�s "à isomor-
phismeprès": deuxensemblestotalementordonn�s �9���

�

�

et ��� �

�

�

�

telsqu'il existeune
bijection � de � dans � telle que * �

�

si et seulementsi � �4*

�

� ���

�

�

sontconsid�r�s
commele mêmeordinal.

Quoiquela manipulationd'ordinauxnesoit pasn�cessairedanscecours,nousendon-
nonsci-dessousunepr�sentationtrèssuccincte.

Le pluspetit ordinal(l'ensemblevide) estaussinot� 0. Si �%�

�

���#�

�

� �

estun ordinal,
�

H��

estl'ordinal obtenuen adjoignantà � un �l�ment plus grandquetousceuxde �

(qu'on peutidenti�er à l'ensemble� lui-même,la relation
�

�tant alorsidenti��e à l'ordre
d'appartenance).Un ordinal � est un ordinal successeurs'il existe un ordinal � tel que

�

�

�

H �

. Un ordinalqui n'est pasun successeurestappel� ordinal limite. � estle plus
petitordinallimite : c'est l'ensembledesentiersnaturelsmunisdesonordrehabituel.C'est
aussile pluspetit ordinalplusgrandquechaqueentiernaturel.

De mêmequepour la règlede r�currenceci-dessus,on peutd��nir unefonction par
récurrencetrans�nie de la façonsuivante(on admettrala correctionde tellesd��nitions,
qui eng�n�ral, n'ont pasdesensenth�orie desensembles,maisqui, pournotreproposdans
la suite,neposentpasdeproblème):

si
�

estunefonction de �

.

dans � (où � estun ordinal) et
B

T � , alorsil
existeuneuniquefonction 	 telleque
– 	 �

F

��� B

– 	 �4*

H��

��� �

�
	 �4*

�

��*

�

– 	 �4*

���

sup
;

	 �

�

�

�

�

� *

E

si * estunordinallimite

On utilise aussicourammentla sommeet le produitdedeuxordinauxqui sontd��nis
pasr�currencetrans�nie par:

– *

H

F def�

*

– *

H

�

� H��

� def�

�4*

H��

�

H �

– *

H�� def�

sup
;

*

H

�

�

�

�

�

E

si
�

estun ordinallimite

– *Y�

F def�

F

– *Y�"�

� H��

� def�

*Y�

��H

*

– *Y�

� def�

sup
;

*#�

�

�

�

�

�

E

si
�

estun ordinallimite.

Exemple6.22 Onpeutréaliser, par exemple�

H

� enordonnantlesentiers commesuit :

Si
 

et
�

ont mêmeparité, alors
 

�

�

ssi
 

� N
�

. Si
 

estpair et
�

est
impair, alors

 

�

�

.
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Plusieurspropri�t�s de cettearithm�tique desordinauxsontdonn�esen exercice.Re-
marquonsn�anmoinsquel'addition desordinauxn'estpascommutative car, parexemple,

�%H

�

�

sup
;

�%H

�

�

�

� �

E �

�

��

�

H3�

.
En�n, onpeutdemêmed��nir l'exponentiation:

– *

�

def�

�

– *

�

Q

� def�

*

�

� *

– *

� def�

sup
;

*

�

�

�

�

�

E

si
�

estun ordinallimite.
Pour termineravec cesnotations,on note

� �

le plus petit ordinal � tel que �

�

�

�

.
C'estaussila bornesup�rieuredel'ensemble

;

� � �

�

� �

���

� �

���

�

�������

E

. Plusg�n�ralement,
si � estun ordinal

���

Q

� est le plus petit ordinal � tel que �

� �	�

� . C'est aussila borne

sup�rieuredel'ensemble
; ���

�

��

�

�

�

�



�

�

�

�

�

�




�

�

�

�

�

�

�������

E

. Si maintenant� estun ordinallimite,
���

serad��ni commela limite (c-à-d,le sup)desordinaux
�

� pour � ��� . Cetteconstruction
nousfournit les ordinaux-

�

. Pour aller au delà, il faut introduire une nouvelle notation,
l'ordinal �

�

, limite detouslesordinaux
�

.

6.4 Fonctionnellesderelationsasssoci�esaux structur esdedon-
n�es essentielles

Nous allons d��nir desfonctionnellessur les relationsqui pr�servent les propri�t�s
de transitivit�, debonnefondationet debel-ordre.La pr�servation de la bonnefondation,
ind�pendemmentdela pr�servationdela transitivit�, estunpointessentielpourla suite.

6.4.1 Extensionproduit

Soient ���

�

�

�

�

�

��������� ���

�

�

�

�

�

desdomaines(nonvides)munisderelations.Onmunit
l'ensemble�

�

� �����8� �

� desn-upletsd'�l�ments de �

�

��������� �

� dela relation �

�

�

���������

�

�

��'

, not�e ici
�

'

etappell�eproduit, d��nie par:

�

B

�

���������

B

�

�

�

'

�

=

�

������� �

=

�

�

if f
�

V T

�

�

� �

 




B

!

�

!

=

!

�

B

�

���������

B

�

�

�

'

�

=

�

������� �

=

�

�

if f
�

V T

�

�

� �

 




B

!

�

!

=

!

Notonsquela partiestrictede
�

'

impliquela partiestricted'aumoinsunecomposante.

Proposition6.23 La relation
�

'

est
– un préordre sur ���

�

�

�

�

�

������� �"���

�

�

�

�

�

dontl'équivalenceestla relation �

'

si
les relations

�

�

������� �

�

� sontdespréordresdont leséquivalencessontlesrelations
�

�

������� � �

� ;
– bienfondéesi lesrelations

�

�

���������

�

� sontbienfondées;
– un pré-ordre bien-fondési lesrelations

�

�

���������

�

� sontdespréordresbienfondés;
– un beaupréordre sur �

�

� ������� �

� si et seulementsi les relations
�

! sonttoutes
desbeauxpréordressur �

! .

Preuve
Par r�currencesurla taille desn-uplets. �
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Notonsqu'il ne suf�t pasque les relations
�

! soient toutesbellespour que l'ordre
produitinduit soitbeau: il fautdeplusqu'ellessoienttransitivesàl'exceptiondeladernière.
La preuve decettepropri�t� estrecommand�eaulecteur.

6.4.2 Extensionlexicographique

Soient ���

�

�

�

�

�

��������� ���

�

�

�

�

�

desdomaines(nonvides)munisderelations.Onmunit
l'ensemble�

�

� �����8� �

� desn-upletsd'�l�ments de �

�

��������� �

� dela relation �

�

�

���������

�

�

�

�

�

� not�e ici
�

�

�

� d��nie commel'union desdeuxrelationssuivantes:

�

B

�

���������

B

�

�

�

�

�

�

�

=

�

���������

=

�

�

if f
�

V

�

�

�

�

� � V �

B �

�

� = �

et
B

!

�

!

=

!

�

B

�

���������

B

�

�

�

�

�

�

�

=

�

���������

=

�

�

if f
�

V

�

�

�

B

!

�

!

=

!

�

Proposition6.24 La relation
�

�

�

� est
– unpréordre sur ���

�

�

�

�

�

� �����D�Y���

�

�

�

�

�

dontl'équivalenceestla relation �

�

�

� si
les relations

�

�

������� �

�

� sontdespréordresdont leséquivalencessontlesrelations
�

�

������� � �

� ;
– un ordre si et seulementsi chacunedescomposantesestunerelationd'ordre;
– totalessichacunedescomposantesesttotale;
– bienfondéesi lesrelations

�

�

���������

�

� sontbienfondées;
– un pré-ordre bien-fondési lesrelations

�

�

���������

�

� sontdespréordresbienfondés;
– unebellerelationsi lesrelations

�

�

���������

�

� sontbelles;
– un beaupréordre sur �

�

� ������� �

� si et seulementsi les relations
�

! sonttoutes
desbeauxpréordressur �

! .

Proof:On fait la preuve debonnefondationdansle casderelationsbienfond�es.Sup-
posonsque

�

�

�

� estune relation bien fond�e, et soit
; B

�

!

E

��$

N une suitestrictementd�-

croissantede �

! . La suite
;

�

B

�

�������

B

!��
�

�

B

�

!

�

B

!

Q

�

���������

B

�

��E

��$

N estune suitestrictement
d�croissantepour

�

�

�

� . (où
B

� , pour
�

��

V , estun �l�ment quelconque,�x�, de � � .)
R�ciproquement,on procèdepar r�currencesur la taille

�

desk-uplets,et par contra-
diction. La propri�t� est triviale pour le cas de base,

�
�

�

. Pour le cas g�n�-
ral, soit

;

�

B

�

�

������� �

B

�

�

��E

�

$

IN une suite strictementd�croissantepour
�

�

�

� . Notons que
�

B

�

������� �

B

�

�

�

�

�

�

�

=

�

���������

=

�

�

implique
B

�

�

�

=

� , et doncla suite
; B

�

�

E

�

$

IN estd�crois-
santepour

�

� . Comme
�

� estbienfond�, elleestn�cessairementstationnaireàpartir d'un
certainrang

 

. Il s'ensuitquela suite
;

�

B

�

.

���������

B

�

�

��E

�

�

IN
� estunesuitein�nie strictement

d�croissantecequi contreditla bonnefondationdel'ordre pourles �

�

�

�

�

-uplets. �

La preuve quel'extensionlexicographiquepr�serve la beaut� desrelationsest laiss�e
aulecteur. La propri�t� r�sulte dela transitivit� dela partie�quivalented'unerelationarbi-
traire.

Exemple6.25 Montronsun exempled'utilisation de la composéelexicographique. � est
le systèmederéécriture

�

� �

�

�

* XG�

�

X

�

�

�

�

X

B

� � +

�

�4* X

�

�

X

B

� * XG�

�

X

=��

où
B

et
=

sontdesconstantesdistinctes.
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On construit les fonctionsd'interprétation : �

�

�

M0�

est la taille de
M

et �

.

�

MN�

est le
nombre d'ocurrencesde

B

dans
M

. Soit alors � la composéelexicographique: ���

MN� �

� �

�

�

MN�

� �

.

�

M0� �

T N
.

. Onvéri�e que:
– si

M

seréécrit en � par la règle �

�

, �

�

�

MN�

�

�

�

���

�

.
– Si

M

seréécrit en � par la règle � + , alors �

�

�

MN���

�

�

���

�

et �

.

�

MN�

�

�

.

���

�

.
Donc,danstouslescas, � �

M0�

�

�

�

�

�����

�

. Cequi prouvela terminaisonde � puisque
�

�

�

�

estbienfondé.

6.4.3 Extensionmulti-ensemble

Il s'agit cettefois de construiredesrelationssur les multi-ensembles�nis compos�s
d'�l�ments d'un ensemble� munid'unerelation.

Si � estunensemble,l'ensemble� ���

�

desmulti-ensembles�nis d'�l�ments de � est
form� desapplicationsde � dansN qui sontnullessaufpourunnombre�ni d'�l�ments de

� . Habituellement,on noteun multi-ensemble� enr�p�tant
�

� �

� �

fois :

Exemple6.26 Soit �

�

N et � le multi-ensemble� �

F

� �

+ , � �

�

� �

F

, � �-+

� �

� et
� �

 ���

F

pour
 

�

+ . Onnoteaussi

�

�<;

F

�

F

�,+O�,+O�,+

E �<;

F

�,+O�

F

�,+O�,+

E

�����

Ond��nit lesop�rations
H

�

3

�

�

��� surlesmulti-ensemblespar:

�

*��

�

T � ���

�

�

� �

T � � �4*

H��

�

�

�
� �

*��

�
�

H �

�

�
�

�4*

3

�

�

�

�
� �

max�4*��

�
�

�

�

�

�
� �

�4*

�

�

�

�

�
� �

min �4*��

�
�

�

�

�

�
� �

�4* �

�

�

�

�
� �

max�

F

��*��

�
�

�

�

�

�
� �

�

�

�
� �

F

De même,
*

(

�

�
� �

T � ��* �

�
�

�

�

�

�
� ���

�

�

�

�

*

H

�

et
�

T * si *��

�
�

�

F

. La taille d'un multi-ensemble
�

estl'entier �

��$��

�

�

�
�

.
Pourdesensembles,lesop�rationsd'additionetd'union coincident,cequi n'estplusle

caspourdesmultiensembles.Dansla litt�rature, ontrouvefr�quemmentl'op�ration d'union
avec la d��nition donn�e ici pour la somme.Celasejusti�e du fait du rôle essentieljou�
parl'op�ration sommedemultiensembles.Il pourranousarriver defairecetteconfusion.

Il existe de nombreusesd��nitions de l'extensionmulti-ensembled'une relation
�

�

sur un ensemble� . Toutescoincidentbien sûr dansle casqui nousint�resse,celui des
pr�ordres.Nousendonnonsunequi seprêtebienauxraisonnements.Lesautresfont l'objet
d'exercices.Celle quenouschoisissonsd��nit l'extensionmulti-ensembled'une relation
commela fermeturer��e xive transitive d'unerelationplusprimitive

���

�

�

� :

Dé�nition 6.27 L' extensionmulti-ensemblesur � ���

�

d'unerelationquelconque
�

�

sur
� , dont

�

�

est la partie stricte et �

�

la partie équivalente, est la fermeture ré�exive
transitive, notée

�

���

�

, dela relation
���

�

�

� telleque

�
�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

3

�

�

�

�

�

�
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où
�

H

;

*

E

�

�

�

�

�

�

H

;

�

�

���������

�

�

E

si
�

V%T

�

�

� �

 


 *

�

�

�

!

;9E

�

�

�

�

�

;9E

�

H

;

*

E

�

�

�

�

�

�

�

H

;

�

E

si * �

�

�

et
�

�

�

�

�

�

�

�

Remarquonsque �

�

�

�

� estune�quivalenceet qu'elle estaussila partie�quivalente
de

� �

�

�

� . Parcontre,la partiestrictede
� �

�

�

� n'estpas
�

�

�

�

� , mais
�

�

�

�

� X �

�

�

�

� .
Celar�sulte denotred��nition dela partiestricted'unerelationquelconque,qui inclueles
�tapesd'�qui valencen�cessaires.La preuve de cesassertionsimportantesestun exercice
utile laiss� aulecteur, demêmequela caract�risationsuivantesimplede �

�

�

�

� :

Lemma 6.28
�

�

�

�

�

�

�

�

ssi
� � ;

*

�

����������*

�

E

�

�

�

� ;

�

�

������� �

�

�

E

, et
�

V T

�

�

� �

 


 *

!

�

�

�

! .

Onarrive auxr�sultatsprincipauxdecetteconstructionmultiensembliste:

Proposition6.29 La relation
�

���

�

est
– un préordre sur � ���

�

dont l'équivalenceet l'or dre strict associéssontrespective-
ment �

�

�

�

� et �

�

�

�

�

��X �

�

�

�

�

�

Q ;
– un ordre si et seulementsi �

�

estl'identité sur � ;
– un préordre bienfondésur � ���

�

ssila relation
�

�

estbienfondéesur � ;
– un beaupréordre sur � ���

�

ssila relation
�

�

estun beaupréordre sur � .

Le dernierr�sultat decetteliste estancien(prèsd'un siècle)dansle castrèsparticulier
où le pr�ordre de d�part (il ne suf�t pasd'avoir unerelationquelconquedansce cas)est
l'�galit� sur un alphabet�ni. L'�nonc� traditionnelde ce r�sultat connusousle nom de
LemmedeDicsonestle suivant : danstoutesuitein�nie de monômessurun nombre�ni
d'ind�termin�es, il existeun couplede monômesdont l'un divise l'autre. La preuve n'est
pastoutà fait �vidente, commeon va le voir.

Proof:Onsecontenteradeprouverd'abordla bonnefondation,puisla propri�t� debeau
pr�ordre.

Commençonsparla bonnefondationqui estplussimple.Le sensseulementsi esttrivial,
caronpeutidenti�er � aveclesmulti-ensemblessingletons.Nousraisonnonsparl'absurde
pourprouver l'autre direction,enremarquantparla caract�risationdel'ordre strict associ�
à

�

���

�

qu'il suf�t deprouver la propri�t� pourla relation
�

�

�

�

�
X �

�

�

�

�
.

Soit donc
; �

!

E

!

$

IN unesuitein�nie d�croissantepour
�

�

�

�

�
X �

�

�

�

� . On construit
parr�currencesurIN unesuitein�nie

;

�

!

E

!

$

IN d'arbresv�ri�ant lespropri�t�s suivantes:
(i)

�

! estle multi-ensembledesfeuillesde �

! ,
(ii) Si * estl'etiquetted'un nœudinternede �

! diff�rent de la racine,et
�

l'�tiquette
d'un �ls decenœud,alors *

�

�

�

,
(iii) �

! estun arbreàbranchement�ni.
�

�

est un arbrede racinequelconquedont les feuilles sont �tiquett�es par les �l�ments
de

�
�

, satisfaisantainsi les propri�t�s annonc�es.Soit
�

!

�

�

�

�

�
X �

�

�

�

�

�

!

Q

� . Par
d��nition,

�

!

� �

H

;

*

E

et
�

!

Q

�

� �

�

H

;

�

�

������� �

�

�

E

, avec
(a)

�

V T

�

�

� �

 


 *

�

�

�

! (puisque
�

�

et
�

�

X �

�

coincidentpard��nition dela partie
stricted'unerelation: cetteremarqueestn�cessaire,puisqueles�l�ments remplaçant* ont
pu êtreeux-mêmeremplac�spardes�l�ments �quivalentsqui sontjustementles �

! ), et
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(b)
� � ;

*

�

����������*

�

E

�

�

�

�<;

�

�

���������

�

�

E

et
�

V T

�

�

� �

 


 *

!

�

�

�

! .
Parhypothèseder�currence,* estunefeuille de

�

! . Onobtientalors
�

!

Q

� endeux�tapes:
Première�tape : on ajoute

 

�ls à la feuille de
�

! �tiquett�e par * , qui sont�tiquett�s
par �

�

������� �

�

� ;
Deuxième�tape : on remplaceles *

! qui �tiquettent lesfeuillesde
�

! (parl'hypothèse
der�currence)par les

�

! . Notonsquecommepr�c�demment,tout �l�ment strictementplus
grandque *

! restestrictementplusgrandque
�

! .
Il estdoncclair quecetteconstructionpr�serve lespropri�t�s (i), (ii) et (iii).

Cettesuitestrictementcroissanted'arbres(pour l'ordre �

(

�

�

ssi toutepositionin-
ternede � estunepositionde �

�

qui a la même�tiquette de surcroît)a doncunelimite
qui estun arbrein�ni satisfaisantles propri�t�s (ii) et (iii). Commecet arbrein�ni està
branchement�ni, le lemmedeKönig impliquel'existenced'une branchein�nie, not�e � ,
qui estdoncunesuitein�nie depositionsde l'arbre in�ni. Par d��nition de l'arbre in�ni,
�

W �

J

T � suchthat �

J

�

�

� W �

H��

�

�

V T IN tel que W et
J

soientdesnoeudsinternesde
�

! �tiquett�s respectivementpar * � et
�

� ( V n'est bien sûr pasunique,maisles �tiquettes
*

� et
�

� sontlesmêmespourtousles �

! possibles: cesontcellesdela branchein�nie � ).
Par la propri�t� (ii), *

�

�

�

*
� . Commela branche� estin�nie, celaimpliquel'existence

d'unesuitein�nie strictementd�croissanted'�l�ments de � pourla relation
�

�

, cequi est
impossible.

Continuonspar la propri�t� de beaupr�ordre. La preuve estle premierexemplairede
troispreuvesqui seressemblent,dontlesdeuxautressontdanslesparagraphesqui suivent.
Commepr�c�demment,le sensseulementsi esttrivial. Pourle senssi, onraisonneparl'ab-
surde: supposonsquel'ensemble� dessuites(ditescontre-exemples)demultiensembles

;��

!

E

!

$

N tellesque(
�

V � � telsque
�

!

�

���

�
���

�

� �

), estnon-vide.Celaimpliquel'existence
d'une suitecontre-exempleminimale

;��

!

E

!

$

IN d��nie commesuit : pour tout V T IN, le
multiensemble

�

! de rang V estde taille minimaleparmi l'ensembledesmultiensembles
derang V detouteslessuitescontre-exemplecommençantpardesmultiensemblesdetaille

�

� �

�+�����������

�

!��
�

� .
La suite

;��

!

E

! necontientpasle multiensemblevide puisqu'elleestdans� et quele
multiensemblevideestpluspetitquetouslesautres.Soitalors

�

!

�<; B

!

E

H

�

! avec
B

!

T �

quelconque.Comme
�

estun beaupr�ordre, on peutextrairepar le lemme6.20unesous-
suite

B

!�� telle que,pour tout � ,
B

!��

�

B

!����

&

. La suite �4*

!

�

!

$

N
� �

�

�������

�

!




�
�

� �

!


A� �

!

&

�������

n'est pasdans� , car sinonla suite
;��

!

E

!

$

IN neseraitpasminimale.Donc il existedeux
indices V � � tels que *

!

���

�
� �

�

*

�

. On raisonnemaintenantpar cassuivant les positions
de V � � par rapportà V

�

pour montrerque la condition *

!

���

�
���

�

*

�

implique en fait que
�

!

���

�
���

�

� �

, cequi contreditl'appartenancedela suite
�

! à � :

1. V � � � V

�

. Alors *

!

� �

! et *

�
� �

�

, etdonc
�

!

���

�
���

�

�
�

;

2. V � V

�

� � . Alors *

!

� �

! , *

�
�

�

�

et donc
�

!

���

�
���

�

�

�

, et par d��nition de
l'extensionmultiensemble�

�

���

�
���

�

� �

, d'où
�

!

���

�
���

�

� �

partransitivit� ;

3. V

�

� V � � . Alors *

!

�

�

! , *

� �

�

�

et �

!

���

�
� �

�

�

�

ce qui implique à nouveau
�

!

���

�
� �

�

� �

pard��nition del'ordre multiensemble. �

On remarqueral'utilisation dela propri�t� detransitivit�, qui fait quel'extensionmul-
tiensemblenepr�serve paslesbellesrelationseng�n�ral.
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Exemple6.30 Considéronsle systèmederéécriture composédela seulerègle

�4* X

�

�

X

�

� * XG�

�

X

�

�

On considère alors la fonctiond'interprétation ���

C �

qui estle multi-ensembledesnombres
�

M

� pour
M

X � sous-termede
C

. Par exemple, ��� �

B

X

=��

X,� �

B

X

=��

X


�� � � ;

�

B

�+���

B

�+���

B

�

H

�

=

�

H

�

���

B

�

H

�

=

�

H��

E

si l'on supposeque
B

et
=

necontiennentpasd'occurrencede X .
Si

C � M




� seréécrit en
C �

�



� à la position W , alors ���

C � M




�

� �

� �

M0�

H

�

et � �

C �

��


�

� �

�����

�

H

�

. Il suf�t doncdeprouverque � �

M0�

�

�

�����

�

. Par hypothèse,
M

�!�

M

�

X

M . �

X

M /

et � �

M

�

X �

M .

X

M / �

. Donc � �

M0��� ;

�

M

�

�

H

�

M .

�

H7�

���

M

�

�

E

H

� �

M

�

�

H

� �

M . �

H

� �

M / �

et
�����

�%�<;

�

M

�

�+���

M .

�

E

H

� �

M

�

�

H

� �

M .��

H

���

M /��

. D'où ���

MN�

�

�

�����

�

cequi achèvela preuve
determinaison.

Mais danscetexemple,uneextensionlexicographiqueauraittout aussibienpermisde
prouver la terminaison.

Onpeutnoterquel'extensionmulti-ensembled'unerelationd'ordre
�

estunordretotal
ssi

�

estun ordretotal.

6.4.4 Extensionaux mots

Étantdonn� un alphabet� , on notepar �

R

l'ensembledesmots�nis sur � . On notera
par

M � M

�

�����

M

� un motdelongueur
 

.

Dé�nition 6.31 Étant donnéun préordre bien fondé � sur un alphabet � , on dé�nit la
relationsous-motengendréepar � sur l'ensemble� desmotscommela pluspetiterelation

�

contenantla paire � S � S

�

, où S désignele motvide, et satisfaisantlespropriétés:
(i)

M

�

B

X � si
M

�

� ,
(ii)

=

X

M

�

B

X � si
=

�

B

5

M

�

�

�

.

La relationsous-motestg�n�ralementconsid�r�e pourunalphabet� �ni, etunpr�ordre
surl'alphabet�gal à l'identit�.

Lemma 6.32
�

estunpréordre bien-fondésur �

R

.

La preuve de ce lemmeestlaiss�e en exercice.Le th�orèmequi suit estdû à Higman
dansle casoù le pr�ordre surl'alphabetestl'identit� :

Lemme6.33
�

estun beaupréordre �

R

ssi � estun beaupréordre sur � .

Preuve
Raisonnonsparl'absurde: supposonsquel'ensemble� dessuites(ditescontre-exemples)
demots

;�M

!

E

!

$

N tellesque,si V � � ,
M

!

�

�

M �

, estnon-vide.Celaimpliquel'existenced'une
suitecontre-exempleminimale

;

�

!

E

!

$

IN d��nie commesuit : pour tout V�T IN, le mot de
rang V , soit �

! , estde taille minimaleparmi l'ensembledesmotsde rang V de toutesles
suitescontre-exemplecommençantpardesmotsdetaille � �

�

�+������� ��� �

!��
�

� .
La suite �

! ne contientpasle mot vide puisqu'elleestdans � et quele mot vide se
plongedanstousles autresmots.Soit alors �

!

� B

!

X��

! avec
B

!

T � . Comme
�

estun
beaupr�ordre, on peutextrairepar le lemme6.20unesous-suite

B

!�� telle que,pour tout � ,
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B

!��

�

B

!����

&

. La suite �4*

!

�

!

$

N
�

�

�

������� �

!




� �

� �

!


 � �

!

&

������� n'est pasdans� , car sinonla
suite

;

�

!

E

!

$

IN neseraitpasminimale.Donc il existedeuxindices V � � telsque *

!

�

*

�

.
Mais V nepeutêtreinf�rieur à V

�

puisque�

!

�

�

! entraine�

!

�

�

�

pard��nition et quela
suite � �

!

�

estdans� . Il enr�sulte qu'il existedeuxindices�

�

� �

.

telsque�

!��

& �

�

!��

/

. Mais
alors

B

!��

&

X �

!��

& �

B

!��

/

X �

!��

/

pard��nition de
�

, cequi contreditle fait que � �

!

�

estdans� . �

6.4.5 Extensionaux arbreset ordresdesimpli®cation sur lestermes

Aprèsle casdesmots,celuidesarbres,qui enestuneg�n�ralisation.

Plongement

Poursimpli�er, on supposequ'il n'y a qu'unesorte.De plus
�

estsuppos�muni d'un
beaupr�ordre

�

	 (parexemplel'�galit� lorsque
�

est�ni). Nousd��nissons le plongement
pour les termesclos.Pour les termesavec variables,il suf�ra de consid�rer les variables
commedesconstantesparticulières.L'ordre

�

	 seraalorsclos par r��e xivit� en ajoutant
lesseulespaires �4* ��*

�

pourlesvariables* . Il estimm�diat devoir quela relationobtenue
estun beaupr�ordre si le nombredesvariablesest�ni.

Dé�nition 6.34 Soientdeuxtermes
M �

	 �

M

�

���������

M
�

�

et �

�

� ���

�

������� � �

�

�

. Ondit que
M

seplongedans� , cequel'on note
M

�

� , ssi l'un desdeuxcassuivantsestsatisfait:
– 	 �

	

� et il existe �

�

� ����� � �

�

sous-suitecroissantede
�

�

� �

�


 , telsque, pour tout
V%T

�

�

� �

�


 ,
M

�

!

�

�

�

�

–
�

V T

;

�

�������/�

 E

tel que
M

�

�N�

! .

Notonsparexemplequesi
B

�

=

T

�

sontdeuxconstantestellesque
B

�

	

=

, alors
B

�

=

.

Exemple6.35 Surla �gure 6.1sontreprésentéslesdeuxtermes

C

� 	 �
� �
	 �

B

�

=�� �

� � �
	 �

=

� � �

B � � � �

et

M

� 	 �
� �
	 �

B

�

B � �

��	 �

B

��	 �
� �

�

�

�

�
	 �

B

�

=�� � � �

� � ��	 �

�

�
	 �

=

� �0�

B,� � �

�

�

�
�N�

�

�

B � � � � � � � �

�

On a
C

�

M

. Ce résultatpeuts'obtenir de plusieurs façonsdont, en particulier, celle que
suggère la �gure 6.1.

Lemme6.36 Si 
 estsous-termede
C

, alors 


�

C

.

Preuve
Par r�currencesur la taille de

C

: si 
 et
C

ont mêmetaille, alors 
 �

C

et donc 


�

C

en
appliquantlesdeuxpremièresrèglesdela d��nition. Si 
 �

C

�

! �

� , on appliquel'hypothèse
de r�currence: 
 estun sous-termede �

C

�

!

�

�

� et donc 


�

C

�

! . Il suf�t alorsd'appliquerle
secondcasdela d��nition. �

51



f

a

g

a

f

g

b

f

h

g

a a

h

g

h

f

f

g

h

h

f

a b

a

u = f
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FIG. 6.1– Exempledeplongement:
C

�

M
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Lemme6.37
�

estun préordre bienfondé.

Preuve
Il suf�t de remarquerque, lorsque

M

�

� , alors la taille de
M

eststrictementinf�rieure à
cellede � . �

Theorem 6.38(Kruskal) Étant donnéun beaupréordre sur
�

, le plongement
�

estun
beaupréordre sur " �

� �

.

Preuve
Nousutilisonsà nouveauunepreuve bas�esur le "contre-exempleminimal" : raisonnant
parl'absurde,l'ensemble� dessuitesdetermes�

C

!

�

!

$

N de " �

���

tellesque
�

V � �9�

C

!

�

�

C �

est non vide. Il existe alors une suite �

M

!

�

!

$

N minimale dans � , c'est-à-diretelle que,
pour tout V , il n'existeaucunesuite

M �

������� �

M

�

� ��������� telle que � soit strictementpluspetit
en taille que

M

�

Q

� (le raisonnementest le mêmequedansla preuve du lemme6.33).A
nouveau,comme

�

	 estun beaupr�ordre, on peutextraireunesous-suite
C

!�� telle quela
suite

C

!��

� S

�

soit croissantepour
�

	 . Soit alorspourtout � , �

�

le mot (form� surl'alphabet
" �

� �

) dessous-termesimm�diats de
C

!�� . Parminimalit� dela suite �

C

!

�

, la restrictionde
�

aux lettresde �

�

estun beaupr�ordre. Par le lemme6.33,l'extensionde
�

auxmotssur
cet alphabetestelle-aussiun beaupr�ordre. Il existe doncdeux indices �

� et �

.

tels que
�

�

&

�

�

�

/

. Maisalors
C	�

&

�

C �

/

, cequi contreditle fait que �

! estunesuiteminimale. �

Parexemple,si l'alphabet
�

est�ni, onend�duit le r�sultat suivant:

Corollaire 6.39 Tout sous-ensemblein�ni de " �

� �

contientune suite strictementcrois-
santepour le plongement.

En fait, quand
�

est�ni, il estinutile depr�ciser
�

	 qui esttoujoursun beaupr�ordre.
Commenousl'avonsannonc�,le th�orèmede Kruskal permetde construirede façon

syst�matiquedesordresbienfond�s surlestermes: cesontlesordresdesimpli�cation.

Dé�nition 6.40 Un (pré)-ordre de simpli�cation est un (pré)-ordre sur " �

�

��#

�

qui est
monotone, stable, etdontla partiestrictecontientsous-terme.

Proposition6.41 Les(pré)-ordresdesimpli�cation sontbienfondés.

Preuve
En effet, ils contiennentle plongementqui estun beaupr�ordre. �

Exemple6.42 Les exemplesde préordres de simpli�cation abondent.Nousverrons ci-
dessousla classedesordresrécursifs sur leschemins.Mais nouspouvonsdéjànoterque
lespréordressuivantsontdespréordresdesimpli�cation :

– Le préordre dé�ni sur " �

�

��#

�

par la fonctiond'interprétationpolynomialeasso-
ciantà un termesataille.

– Le préordre dé�ni sur " �

�

��#

�

par la fonctionassociantà un termesaprofondeur.
– La composéelexicographiquededeuxordresdesimpli�cation.
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6.4.6 Extensionr�cursi veaux arbres

Nousallonsmaintenantrenforcerla d��nition du plongement: commepr�c�demment,
nousallons�tendreun pr�ordre

�

	 , appell� la précédence, surles�l�ments dela signature
� en un pr�ordre

�

�-�

�

sur les termesconstruitssur la signature� . Dansla pratique,ce
pr�ordre serasouventl'�galit�.

Nousaurons�galementbesoind'un secondingr�dient : onsupposel'ensembledessym-
bolesde fonctionspartitionn� en deux sous-ensembles

� � �6M�@

���

I

* . On dira que
	 T��

I

* a le statutlexicographique,et 	 T

�4M @

a le statutmulti-ensemble.Cettepartition
doit satisfairelespropri�t�s suivantes:

(i) si 	 �

	

� , alors 	 et � ont le mêmestatut,
(ii) si 	 �

	

� ont le statutlexicographique,alors 	 et � ont la mêmearit�.
Dansle casde statutmultiensemble,il n'y a pasde conditiond'arit�, elle pourraêtre

variable.

Extensionaux termesclos

Dé�nition 6.43(Ordr esrécursifs sur leschemins) Le pr�-ordre r�cursif sur leschemins
�

�-�

�

étendant
�

	 estdé�ni par :


 �4	 � 


�

�

�-�

�

� �

C��

�

C

ssi

1. (sous-terme)
�OM

T 
G�

M

�

�-�

��C

.

2. (précédence)
	

�

	

� et
�

� T

C

�%


�

�-�

�

� .

3. (multi-ensemble)
	 �

	

� et 	 T

�6M�@

et 
 �

�

�-�

�
�

���

�

C

.

4. (lexicographique)
	 �

	

� et 	 T��

I

* et 
O�

�

�-�

� �

�

�

�

C

et
�

� T

C




�

�-�

�

� .

Notonstoutd'abordquecetted��nition estnon-d�terministe,carle cas1 peutêtretent�
mêmelorsquel'un desautrescass'applique.Il peutmêmearriver qu'il soit n�cessairede
proc�derainsi,commeon pourrale voir aveclesexercices.

Notons�galementquela d��nition est�f fective, car lesappelsr�cursifs à
�

�-�

�

sefont
sur despairesde termesplus petits.Pluspr�cis�ment, si

�

�-�

�

estd��ni sur les pairesde
termes�

C

�

M0�

dontlestaillessontstrictementinf�rieures (disonspourl'extensionlexicogra-
phiquede l'ordre sur les entiers)à �

 

�

�#�

, alors
�

R

�-�

�

estd��ni sur despairesde multi-
ensemblesde termes �

;�M

�

������� �

M

�

E

�

;

�

�

��������� � �

E

telles que, pour tous V�� � , �

M

!

� �

 

et
� �

�

� �

�

et
�

�

�

�

�-�

�

estd��ni sur les pairesde tuples � �

M

�

���������

M

�

�

� ���

�

��������� � �

� �

tels que
pour tous V � � , �

M

!

� �

 

et � �

�

� �

�

. La d��nition ci-dessusdonnel'ordre
�

�-�

�

sur les
pairesdetermesdetaillesrespectives

 

et
�

.
Notonsle besoinde d��nir les extensionslexicographiqueet multiensemblepour des

relationsarbitraires.En effet, nousdevonsnousassurerquela d��nition est�f fective avant
de prouver quel'ordre r�cursif sur les cheminsestun ordre.Les appelsr�cursifs opèrent
doncsur desrelationsquelconques.Cetteremarqueimportanteestdueà Fereiraet Zan-
tema[20], maispasserparla th�orie du point �x e,commel'avaientpropos�cesauteursest
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unecomplicationinutile. Nousmontreronsult�rieurementque
�

�-�

�

estbien un ordre,ce
qui utiliserala propri�t� quecesfonctionnellespr�servent lesordres.

Lorsquetousles statutssont lexicographiques,alors
�

�-�

�

estencorenot�
�

�

�

�

et ap-
pel� ordre lexicographiquesur leschemins. De même,lorsquetouslesstatutssontmulti-
ensemble,

�

�-�

�

estaussinot�
�

�

�

�

et appel� ordre multi-ensemblesur leschemins.
En pratique,il estparfoisutile d'adopterun statutlexicographiquedroite-gauche,ou

mêmeun parcours�x� à l'avancedessous-termesd'un symbolelexicographique(ce qui
n�cessiteded��nir l'extensionlexicographiquecorrespondante).En�n, on peutaussim�-
langerlesstatutslexicographiqueset multi-ensemblepourun mêmesymbolede fonction.
Cesextensionssontsimplesà d��nir et à manipuler, maiscompliqueraientnosnotations.
Ellessontlaiss�esenexercice.

Extensionaux termesouverts Nousallonsmaintenantr�introduire lesvariables,dema-
nièreà obtenirun ordrestable.Il y a deuxfaçonspourcela.La premièreconsisteà d��nir
l'ordre stablele plus�n qui �tende

�

�-�

�

auxtermesavecvariables.Sanschangerle nomde
l'ordre, celadonne:




�

�-�

��C

ssi,pourtoutesubstitutionclose� 
 �

�

�-�

� C

���

Il n'est pasclair quecetted��nition soit d�cidable,et le sentimentg�n�ral �tait qu'elle ne
l'�tait pasjusqu'aujour où HubertComona d�montr� le contraire[2]. Elle estmêmeNP-
complètepourdesconditionssimplessurla pr�c�dence.Mais il existeuneautred��nition
qui approximecelle-là,largementsuf�sante enpratique,qui estdecomplexit� simplement
quadratique,et c'estdonccettedernièrequel'on choisitenpratique.

Elle consistesimplementà consid�rerquelesvariablessontdessymbolesdefonction
incomparablesentreeux(saufparr��e xivit�) etaveclesautressymbolesdefonction.C'est
cequenoussupposeronsd�sormais.

Exemple6.44 Supposonsque
�

secomposededeuxsymbolesbinaires � et
H

etque �

�

	

H

. Alors �4*

H��

�

�

�

�

�

�

�

�4* �

�

�

H

�4* �

�

�

puisque
– �

�

	

H

et il suf�t doncdevéri�er que �4*

H �

�

�

�

�

�

�

�

* �

�

et �4*

H �

�

�

�

�

�

�

�

* �

� .
– *

H �

�

�

�

�

* et *

H �

�

�

�

�

�

donc
;

*

H �

�

�

E

�

�

�

�

���
���

�

;

* �

�

E

. Et donc �4*

H �

�

�

�

�

�

�

�

* �

�

.
– demême�4*

H��

�

�

�

�

�

�

�

* �

�

Propriétésde l'ordr e récursif sur leschemins

Lemme6.45 Soient


�

�-�

�%C

et
C��

� �

C �

. Alors,
�

� T

C

, 
 �
�-�

�

� .

Preuve
Soit 


�

� �

� C

. On montreque 
 �
� �

� C

! pour tout V�T

�

�

� �

 


 par r�currencesur la somme
destaillesde 
 et

C

, eton distingueplusieurscassuivantla preuve de 


�

�-�

�
C

.

1. Si 


�

�-�

� C

par sous-terme,alors 


�

�

�-�

� C

pour un certain 


�

, et on concluepar
r�currenceque 


�

�

�-�

�
C

! , etdonc 


�

�-�

�
C

! parsous-terme.Supposonsque
C

!

�

�-�

�


 .
Alors

C

!

�
�-�

�




�

parhypothèseder�currence,cequi donneunecontradiction.Donc,

 �

�-�

�%C

! .
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2. Si 


�

�-�

� C

parl'un desdeuxcaspr�c�denceou lexico, alors 
 � � �

� C

! pard��nition
del'ordre.

3. Si 


�

�-�

� C

par casmulti-ensemble,alors il existe n�cessairementun 


�

tel que



�

�

�-�

� C

! . Donc, 


�

�-�

� C

! par sous-terme.Supposonsmaintenantque
C

!

�

� �

�


 .
Alors

C

!

� �-�

�




�

parhypothèseder�currence,cequi donneunecontradiction.Donc,

 � �-�

�%C

! . �

Corollary 6.46 Supposonsque 


�

�-�

�%C

par sous-termeouprécédence. Alors 
 � � �

� C

.

Preuve
On raisonneparcontradiction,supposantque

C

�

�-�

�


 , et donc
C

�

�-�

�




! pour tout sous-
termeimmediat


! de 
 parle lemme6.45.Si 


�

�-�

�%C

parsous-terme,c'est-à-dire


�

�

� �

��C

pour un 


�

, nousobtenonsunecontradiction.Si 


�

�-�

� C

par pr�c�dence, alors la seule
possibilit� d'avoir

C

�

�-�

�


 estparsous-terme,d'où
C

� �-�

�


 par l'argumentpr�c�dent, ce
qui contreditle fait que 


�

�-�

�%C

. �

Lemme6.47 


�

�-�

�%C

et
C

�

�-�

�


 ssi 


��� �

�

C

, où




���
�

�

C

ssi 


�

	 � 


�

�

C �

	 �

C �

� et 
O�

���
�

�

�
���

�

C

Preuve
Remarquonsd'abordquele senssi est�vident. La preuvedela r�ciproqueestparr�currence
surla taille de 
 . Notonsquelespreuvesque 


�

�-�

�%C

et
C

�

�-�

�


 nepeuventêtreparsous-
termeoupr�c�denceparle corollaire6.46. 
 et

C

sontdoncsurmont�sdumêmesymbolede
fonction,eton conclueais�mentparr�currence. �

Corollary 6.48
�

�-�

�

estré�exive.

Corollary 6.49 � a la propriétédesous-terme(strict).

Preuve
Notonsquenousutilisonspourcelalesdeuxlemmes6.48and6.45. �

Lemme6.50(transiti vité) Supposonsque 


�

�-�

�%C

�

�-�

��M

. Alors 


�

�-�

� M

, avec
 �
�-�

��M

ssi 
 �

�-�

�
C

ou
C

�

�-�

�
M

.

Preuve
Supposonsque 


�

	 � 


�

�

� �

� C��

� �

C��

�

�-�

�%M � �

�

M0�

. La preuve estparr�currencesurla
sommedestaillesdestermes
G�

C

�

M

, et parcassuivant lespreuvesde 


�

�-�

� C

et
C

�

� �

� M

.
On �crira �+W��

J �

pourindiquerque 


�

�-�

�%C

a lieu parcasW , et
C

�

� �

��M

parcas
J

.

1. cas �

�

�

�

�

. Alors 


!

�

�-�

��C

�

�-�

� M

pourun certain 


! . Par hypothèsede r�currence,



!

�

�-�

� M

, etdonc 
 �
�-�

�%M

parsous-terme.

2. cas �

��

�

�

�

�

. Alors,
C

!

�

�-�

� M

. Par le lemme6.45, 
 �
�-�

� C

! , et par hypothèsede
r�currence,
 �

�-�

�%M

.

3. cas(2 ou 3 ou 4, 2). Alors 	

�

	

�

�

	

�

et
C

�

�-�

�
M

! pour tousles
M

! . Par hypo-
thèseder�currence, 
 �

� �

� M

! pour tousles
M

! et 
 �
�-�

� C

parcas2 (enutilisant le
Corollaire6.49).
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4. cas(2, 3 ou 4). Alors
C

� �-�

� M

! pour tousles
M

! par le lemme6.45.Par hypothèse
de r�currence, 
 � �-�

�1M

! pour tous les
M

! et 


�

� �

��M

par cas2 (en utilisant le
Corollaire6.49).

5. cas(3 ou 4, 3 ou 4). On conclueais�mentpar applicationde l'hypothèsede r�cur-
rence. �

Lemme6.51 Supposonsla précédence
���

totalesur � . Alors
�

�-�

�

estun préordre total
sur lestermesclos.

Preuve
Supposonsque 


�

	 � 


�

�

C �

� �

C �

soit la pairedetermesclosdetaille minimaletelle que

 et

C

soientincomparables.Par hypothèsede minimalit�, les paires �

G�

C ���

� �



!

�

C �

� �



!

�

C �/�

sontcomparablespour tous 


!

T 
 et
C �

T

C

. Si
C �

�

� �

�


 pour un certain
C �

T

C

, alors
C

� �-�

�


 , ce qui estunecontradiction.Donc, 
 �

C �

pour tous
C��

T

C

. Par argumentde
sym�trie,

C

��


! pourtous 


!

T 
 . Ondistinguemaintenantplusieurscas:

1. 	

�

�

� . Alors
C

� �-�

�


 parcas2, unecontradiction.

2. �

�

�

	 estsym�trique.

3. 	

�

� T

�6M�@

. Commetouteslespaires �



!

�

C����

sontcomparables,soit 
D�

�

�-�

���
���

�

C

,
auquelcas 


�

�-�

��C

; soit
C

�

�

�-�

� �
���

�


 , auquelcas
C

�

� �

�


 , et nousobtenonsdonc
unecontradictiondanslesdeuxcas.

4. 	

�

� T �

I

* . À nouveau, 
 �

� �

�

C

, avec 


�

�-�

� C

puisque
 �
� �

� C��

pour tous
C �

T

C

, ou bien
C

�

� �

�


 , avec
C

�

�-�

�


 puisque
C

�
�-�

�




! pour tous 


!

T 
 , cequi
donneànouveauunecontradictiondanslesdeuxcas. �

Lemme6.52 � estmonotone.

Preuve
Soientdeuxtermes
 et

C

telsque 
 �
� �

� C

. On montreais�mentparcas4 ou 3 suivant le
statutde 	 que 	 � ��������
G�������

�

�
�-�

�

	 � �������

C

�������

�

. �

Lemme6.53 � et
�

sontdesrelationsstables.

Preuve
Commecelaest�vident pourla relation

� �
�

�

, il suf�t dele montrerpourla relationstricte.
Soient 


�

	 �



�

����������


�

�

et
C �

�N�



�

����������


�

�

, avec 	 � � T �
�

3

�

�

, deuxtermestelsque

 �

�-�

� C

, et soit 
 unesubstitution.On montreque 
 � �
�-�

� C

� parr�currencesur � 
,�

H

�

C

� .
Ondistingue5 cas,suivantla preuve que 
 �

�-�

� C

:

1. 


!

�

�-�

� C

pourun certain V . Par hypothèseder�currence, 


!

�

�

� �

� C

� , d'où 
 � �
�-�

�

C

� parcassous-terme.

2. 	

�

�

� et 
 �
�-�

� C

! pourtout V . parhypothèseder�currence, 
 � �
�-�

� C

!

� , et donc,

 � �

�-�

�
C

� parcas2.

3. 	 �

�

� T

�4M @

et 
 �

���

�

C

. Parhypothèseder�currence,
 � �

���

�

C

� , cequi prouve
le r�sultat parcasmulti-ensemble.

4. 	 �

�

� T �

I

* , 
 �

�

�

�

C

et 
 �

C

! pourtout V . Par hypothèseder�currence, 
 � �

�

�

�

C

� et 
 � �
�-�

� C

!

� , cequi prouve le derniercasparcaslexicographique. �
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Bonnefondation Il nousresteà montrerquel'ordre r�cursif sur lescheminstransforme
unordrebienfond� surles�tiquettesenunordrebienfond� surlesarbres�tiquett�s. Enfait,
il fait plus,puisqu'il conserve �galementla propri�t� debeaupr�ordre. Cesecondr�sultat
d�coule simplementdu th�orèmedeKruskalet du fait quel'ordre contientle plongement:

Theorem 6.54
�

�-�

�

estun préordre desimpli�cation.

Preuve
Par r�currence,onmontreque

�

�-�

�

contientle plongement. �

On end�duit quel'ordre r�cursif sur lescheminsestun bel ordrelorquela pr�c�dence
surla signatureestun bel-ordre.Cer�sultat estfondamentalcar, tout beaupr�ordred��nis-
santunpr�ordrebienfond� parrenversementdusensdel'ordre, onpeutmaintenantprouver
la terminaisondesystèmesder��criture enmontrantquepourchaquerègle

@

�

K

,
@

�

�-�

� K

.
Enfait,onpeutdonnerunepreuvedirectedela bonnefondationdel'ordre ens'inspirant

dela preuve deTait pour le lambdacalcul typ� simple.Outresasimplicit�, puisqu'il n'est
plus besoindu th�orèmede Kruskal,cettepreuve a deuxautresavantagesd�terminants:
elle ne n�cessitepasl'hypothèseque la pr�c�dence estun bel ordre,sabonnefondation
suf�t ; elle passe"ais�ment" à l'ordre sup�rieur puisquec'est de là qu'elle provient. De
fait, elle est la based'une d��nition r�cente de l'ordre r�cursif sur les cheminsà l'ordre
sup�rieur[15, 16].

Lemma 6.55 Soit 	 T �

� , et 
 unvecteurde
 

termesfortementnormalisablespour �

� �

�

.
Alors 	 � 


�

estfortementnormalisable.

Proof:L'id�e d'unepreuve à la Tait consisteà consid�rerl'ensemble" destermesplus
petitsquelestermesde 
 pourl'ordre �

�-�

�

. La restrictiondel'ordre auxtermesde " estun
ordrebienfond� qui va nousservirpourconstruireuner�currence,quel'on nommera"ex-
terne",faitesurlescouples�
	 � 


�

ordonn�sparl'ordre �

�

�

� � �
�-�

���8$������ �

�

�

� , où 


C BDC

d�signe
le statut(multiensembleou lexicographique)du symboledefonction 	 . Cetordreestbien
fond� puisqu'il estconstruità partir d'ordrebienfond�s enapplicationsdesfonctionnelles
lespr�servant.

On va maintenantprouver que 	 � 


�

est fortementnormalisableen prouvant quepour
tout

C

tel que 	 � 


�

�
�-�

��C

, alors
C

estfortementnormalisable.Cettepropri�t� estprouv�e
par r�currence(interne)sur la taille de

C

, et parcassur la preuve ded�croissancede 	 � 


�

vers
C

.

1. Sousterme:
�OM

T 
 tel que
M

�
�-�

� C

. Par hypothèse,
M

estfortementnormalisable,
doncsonr�duit

C

estfortementnormalisable.

2. Pr�c�dence :
C��

� �

C��

, 	

�

�

� , et
�

� T

C

, 
 �

� �

�

� . Par r�currenceinterne, � est
fortementnormalisable,et donc

C

estfortementnormalisable.Par r�currenceexterne
maintenant,�N�

C � � C

estfortementnormalisable.

3. Multiensemble:
C �

	 �

C8�

avec 	 T

�6M�@

, et 
D� �
�-�

�?�
� �

�

C

. Par d��nition de l'exten-
sionmultiensembled'unerelation,

�

� T

C

�

�OM

T 
 tel que
M

�

�-�

�

� , et comme
 est
un vecteurdetermesfortementnormalisableparhypothèse,il enestdemêmede

C

.
Onconclueparr�currenceexterneque 	 �

C8��� C

estfortementnormalisable.
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4. Lexicographique:
C �

	 �

C

avec 	2T �

I

* , 
D� � �-�

���

�

�

�

C

, et
�

� T

C

� 
 � �-�

�

� . Par
r�currenceinterne,

C

estfortementnormalisable,etparr�currenceexterne,il enestde
mêmede 	 �

C8��� C

.

Corollary 6.56 � �-�

�

estbienfondé.

Proof:On montrequetout terme
C

estfortementnormalisablepar r�currencesur �

C

� .
Soit

C �

	 �

C8�

. Par hypothèseder�currence,
C

estfortementnormalisable,et par le lemme
pr�c�dent,

C

l'est doncaussi.
Comme

�

� �

�

estun pr�ordre total lorsque
�

	 enestun �galement,on peutcomparer
lesnotationsordinalesfourniesparlestermesaveclesnotationsordinalesd�jà introduites.
C'estcequi estfait dansl'exemplequi suit,qui montrel'�conomie denotationr�alis�e par
l'utilisation du rpo.

Exemple6.57 Supposonsque
H

estbinaire et
H

�

	

F

où
F

estuneconstante. On peut
établir la correspondance:

Terme
F F

H

F F

H

�

F

H

F

�

�

F

H

F

�

H

F F

H

� �

F

H

F

�

H

F

�

Ordinal
F

�

+ � �

H��

Terme �

F

H

F

�

H

�

F

H

F

�

�

F

H

F

�

H

�

F

H

�

F

H

F

� �

Ordinal � � + � � �

Terme �

F

H

F

�

H

� �

F

H

F

�

H

�

F

H

F

� �

� �

F

H

F

�

H

F

�

H

F

Ordinal �

.

�

�

Terme � � �

F

H

F

�

H

F

�

H

F

�

H

F

Ordinal
�

�

L'ordinal dé�ni par
�

�-�

�

estdonc,mêmedanscecassimple, biensupérieurà
�

�

.

6.4.7 Autresextensions

D'autresg�n�ralisationsdu th�orèmedeKruskalexistent,et sontdif�ciles.
Parexemple,aulieu deconsid�rerqu'unarbreestfait d'uneracineetdesous-arbres,on

peutled�composersuivantunensemblesdemotifsinévitables, oùunensembledemotifsest
dit in�vitable si tout arbredontla taille estassezgrandecontient(ausensdel'imbrication)
un motif de l'ensemble.En particulier, l'ensembledessymbolesdefonctionsconstituede
manière�videnteunensembledemotifsin�vitables.Puelamontr� quele plongementd��ni
à partir d'un tel ensembledemotifs estun beaupr�ordre ssi le pr�ordre surlesmotifs l'est
aussi.

Onpeutaussirenforcerlespropri�t�s exig�es despointsdeplongement: c'est le casdu
“gap theorem”deFriedman.

Le casdesarbresseg�n�ralise à sontour auxgraphesnonorient�s, c'est le th�orème
du mineurdeRobertsonet Seymourqui lui ontd�di� unebonnepartiedeleur vie. Ils l'ont
montr� dansle casd'un alphabetr�duit àunelettre,le casg�n�ral d'un alphabetmunid'un
beaupr�ordre restantà faire.Sachantquela preuve de Robertsonet Seymour estun tour
de force faisantappelà de nombreusesnotionsde math�matiquespointues(y comprisen
th�orie dessurfacesdans�

/

), et quele besoinnes'en estpasencorefait sentir, personne
nesembles'êtreattell� àcettetâchedonttoutesurprisen'estpasexclue.
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6.5 Exercices

Danslesexercicesqui suivent,la signatureneserapaspr�cis�e. Noussupposeronstou-
jours,saufpr�cision contraire,qu'il n'y a qu'unesorte.L'arit� desop�rateurspourraalors
toujoursêtred�duite du contexte. Lessymbolesbinairespourrontêtreutilis�s ennotation
in�x�e et les symbolesunairesen notationpr��x�e. Les symboles*���*

�

�

�

�

�

��*

�

������� sont
r�serv�s pourd�signerdesvariables.

6.5.1 Ordinaux

1. Montrerlespropri�t�s suivantesdel'addition desordinaux:

(a)
F

H

*

�

*

H

F

(b) Si * �

�

, alors �

H

* �

�

H��

(c) Si �

H

*

�

�

H��

, alors *

�

�

(d) Si * �

�

, alors *

H

�

�

� H

�

(e) Si *	�

�

, alorsil existeununiqueordinal � tel que *

H

�

�

�

(f) �4*

H��

�

H

�

�

*

H

�

��H

�

�

2. Montrerlespropri�t�s suivantesdela multiplicationdesordinaux:

(a)
F

� *

�

*Y�

F

�

F

(b)
�

� *

�

*Y�

�

�

*

(c) Si * �

�

et �

�

F

, alors �

� * �

�

�

�

et *Y�

�

�

�

�

� .

(d) Si �

�6*

�

�

�

�

, alors *

�

�

(e) Si *#�

�

�

F

, alors *

�

F

ou
�

�

F

.

(f) * �"�

��H

�

���

�4*Y�

�

�

H

�4*Y�

�

�

(g) * �"�

�

�

�

���

�4*Y�

�

�

�

�

(h) Si
�

��

F

, alorspour tout * , il existeun unique
J

et un unique
K

tels que *

�

J

�

� H

K

.

3. Montrerlespropri�t�s del'exponentiationdesordinaux:
– Si �

�

�

et * �

�

, alors �

�

�

�

�

– Si * �

�

et � estunordinalsuccesseuralors *

�

�

�

�

.
– Si

 

� � , alors
 

�
�

� . (Qu'en d�duire pour le cas � ordinal limite dansla
propri�t� ci-dessus?)

– �4*

�
�

�
�

*

�

�

�

�

�

.

4. Montrerque +

.

/

/

�

�

&

�

�

�
�

5. Donnerunordre
�

surlesentiersnaturelsqui soit isomorpheà � � � . Mêmequestion
pour �

�

.

6. Soit
=

un entier sup�rieur ou �gal à 2 et soit �����

 �

la repr�sentationde l'entier
 

d��nie parr�currencepar:
– �����4*

���

* si * �

=

– Si *

�

=

, soit *

� B

�

=

�
H

�����

H

B

�

=

H

B
�

où
B

�

���������

B
�

�

=

sarepr�sentationen
base

=

. Alors �����4*

��� B

�

=��

�

�

�

H

�����

H

B

�

=��

�

�

�

H

B
�

.
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Si maintenant
B

estun entiernaturel,ond��nit lessuites
M

� et
=

� par:
–

M � � B

et
= � �

+

– Si
M

�

�

F

, alors
M

�

Q

� estobtenuen remplaçant
=

� par
=

�

Q

� dans � �

-

�

M

�

�

et en
retranchant1.

=

�

Q

� estunentierstrictementsup�rieurà
=

� .
Montrerque,pourtout

B

, il existeun indice
 

tel que
M

�

�

F

(et doncquetoutesles
suites

M

� sont�nies)

6.5.2 Extensionslexicographiqueet multi-ensemble

1. Montrerquel'extensionmultiensemble
�

� �

�

d'une relationquelconque
�

estcom-
patibleavec

H

et � :
�

* �

�

�

�

T � ���

�

��*

�

���

�

�

�

*

H

�

�

���

�

� H

� et * �

�

�

�

�

�

�

2. Soit �

�

la relationd��nie sur � ���

�

par:

�

�

� �

� ssi

�

oubien
� � �

�

���

oubien
�

*YT

�

�

�

*

�

T

�

�

��* ��*

�

et
�

�

;

*

E

�

� �

�

�

;

*

�

E

Montrer que
�

�

���

�

�

�

si et seulementsi, il existe des multi-ensembles
�

�

�

��.

�

�

�

�

�

�

�

. telsque:
–

� � �

�

H

��.

et
�

�

� �

�

�

H

�

�

.

–
�

�

�

�
�

�

�

–
�

*#T

�

�

.

�

�

�

T

��.

�

�

�

*

3. Montrerla terminaisondela fonctiond��nie surlesentiersnaturelspar:

let rec Ack = function
(0,x) -> x +1
| (x,0) -> Ack(x-1,1)
| (x,y) -> Ack(x-1,Ack(x, y-1 ))

;;

4. Montrerla terminaisondela fonctiond��nie surlesentiersnaturelspar:

let rec f = function
(0,x) -> 1
| (x,0) -> 1
| (x,y) -> f(x-1,x-1) + 2 * f(x-1,y-1) + f(y-1,y-1)

;;

5. Montre la terminaisondu combatd'Herculeet de l'hydre. Les termes(repr�sentant
l'hydre à un instantdonn�) sontform�s à l'aide d'un alphabet

�

contenantun sym-
bole

=

d'arit� variable(les "branchements"descousde l'hydre) et d'une constante
C

(têtede l'hydre). Au d�part, l'hydre estrepr�sent� par un terme
�

�

et, si
�

! estla
repr�sentationdel'hydre àl'instant V ,

�

!

Q

� estobtenuparapplicationd'unedesrègles
�

!

� 


�4*

�

����������*

�

�




�

�

�

���������

�

�
� �


 �

�

!

� 


�4*

�

����������*

�

�

C

���������

C �




�

!

�

F

le nombrede têtesayant"repouss�"dansle membredroit de la premièrerègleest
arbitraire.La deuxièmerègleexprimela �n ducombat.
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Montrerque,quellequesoit la strat�gied'Hercule(i.e. quellequesoit la façondont
�

!

Q

� estobtenuà partir de
�

! à l'aide d'une desrèglesci-dessus)et quelquesoit le
nombredetêtesrepoussantàchaque�tape,Herculesortiravainqueurdu combat.

6. * �

�

�

� sontdesmulti-ensemblessur � . A quellesconditionsa-t-on

(a) �4* �

�

�

H��

�

*

(b) *

H��

�

*

H

�

�

�

�

�

(c) * �

�

�

* �

�

�

�

�

�

7. Montrerqu'il n'existeaucunefonction � deN � N dansN telleque

�

B

�

�

B . �

�

�

�

�

�

=

�

�

= . � �

���

B

�

�

B . �

�

���

=

�

�

= . �

(
�

d�signeici l'ordre habituelsurN).

8. Mêmeexercicequele pr�c�dent avecl'ordre multi-ensemble: montrerqu'il n'existe
pasdefonction � de � � N

�

dansN telleque

*

�

�

�

�

� �4*

�

�

���

�

�

9. Supposonsquel'on restreignel'ordre multi-ensembleenn'autorisantqu'un nombre
born� deremplacements.Pluspr�cis�ment, soit

�

� 7

� l'ordre sur � � N
�

d��ni par :
*

�

� 7

�

�

s'il existeunesuite �

�
�

* �

�

�

���������

�

�

�

�

telle que �

!

Q

� s'obtientàpartir
de �

! enretirantunmulti-ensemblenon-vide�

�
!

etenajoutantunmulti-ensemble�

� �
!

Q

�

de cardinal inférieur à
 

tel quetout �l�ment de �

� �

!

Q

�

eststrictementinf�rieur à un
�l�ment de �

�
!

. (La seulediff�rence avec l'ordre multi-ensembleestquel'on impose
uneborneaucardinalde �

� �

!

).
Montrerquel'on peuttrouver uneapplication� de � � N

�

dansN telleque

*

�

� 7

�

�

�

���4*

�

�

���

�

�

10. Soit � un ensemblemunid'un ordrebienfond�
�

�

.

(a) Soit �

�

un sous-ensemble�ni de � : �

� � ;
�

�

���������

� �
E

tel que �

�

V

�

�
� �

�

�
�

! . Montrerque

�

*

�

��*

.

T � ���

�
�

��*

�

�

�

*

. �

�4*

�

�

�

�

�

����������*

�

�

�
� � �

�

�

�

�

�4*

.

�

�

�

�

������� ��*

.

�

�
� � �

(b) Supposantquedans� il n'y a qu'un nombre�ni d'�l�ments inf�rieurs à un
�

donn� (parexemple,
�

�

estunordretotal),montrerquele th�orème6.29n'est
qu'unecons�quencedela proposition6.24.

11. On appellemulti-ensembleemboitéun multi-ensembledont les �l�ments sont soit
dans� soitdesmulti-ensemblesd'�l�ments de � , soitdesmulti-ensemblesdemulti-
ensemblesd'�l�ments de � , ... et ainside suite.Plusformellement,si � estun en-
semblemuni d'un ordre

�

�

, un multi-ensembleemboit� estou bienun �l�ment de
� ou bienun multi-ensembledemulti-ensemblesemboit�s sur � . On note �

R

���

�

l'ensembledesmulti-ensemblesemboit�sconstruitssur � . Ond��nit alorsla relation
d'ordre

�

R

�

sur � ���

�

par: *

�

R

� �

ssi
– ou bien *��

�

T � et *

�

�

�
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– ou bien
�

T � et *

�

T �

– ou bien *��

�

�

T � et il existe *

�

� T �

R

���

�

telsque
;9E ��

*

�

(

* ,
�

�

�4* � *

�

�

H

et
� �

T1�

� I

T *

�

�

I

�

R

�

�

(a) v�ri�er que
�

R

�

estbienunerelationd'ordre.Montrerquecelle-ciesttotalesi
et seulementsi

�

�

esttotalesur � .

(b) Classerpar ordre croissantles multi-ensemblesemboit�s d'entierssuivants:
;9;

�

�

�

E

�

;9;

F

E

�

�

� +

E

�

F

E

,
;9;

�

�

F

�

F

E

�

�

�

;9;

F

E

�

�

�,+

E

�

F

E

,
;9;9;9E

�

�

�,+

E

�

;

�

�

�

�,+

E

�

�

E

.

(c) On note �

!

���

�

l'ensembledesmulti-ensemblesemboit�sdeprofondeurinf�-
rieureà V . Autrementdit, �

�

���

� �

� et �

!

Q

�

���

�

estl'ensembledesmulti-
ensemblesdont les �l�ments sontdans�

�

���

� 3

�����

3

�

!

���

�

avecaumoins
un �l�ment �

!

���

�

. De cettefaçon,�

R

���

���

5

!

$

N �

!

���

�

.
Prouver quesi *��

�

T �

R

���

�

et * estde profondeurstrictementsup�rieureà
cellede

�

, alors *

�

R

� �

.

(d) Prouver que
�

R

�

estbienfond�e si et seulementsi
�

�

l'est.

12. Soient
�

�

������� �

�

�

 

relationsd'ordre.Montrerquela compos�elexicographiquede
ces

 

relationsd'ordreestunordretotalssichacundesordres
�

! esttotal.Demême,
prouver que l'extensionmulti-ensembleestun ordre total ssi l'ordre de d�part est
total.

13. Donnerun exempled'un ensembledesuitesd'entiersqui necontiennepasde suite
minimalepourl'ordre suivant:

�

M

!

�

!

$

N �6���

!

�

!

$

N ssi
M

�
�

�

�

������� �

M

�

�

�

�

�

M

�

Q

�

� �

�

Q

�

14. Prouver la proposition6.24.

15. Soit le programmesuivantqui calculela fonction("fonction91 deMcCarthÿ")

let rec g = function
(0,x) -> x

| (n,x) -> if x > 100 then g(n-1,x-10)
else g(n+1,x+11)

;;
let f = function x -> g(1,x);;

Montrerquele calculde 	 seterminetoujours.Quelleestla fonctioncalcul�e?

16. Quel est l'ordinal correspondantà la compos�e lexicographiquedes ordinaux
�

�

��������� �

� ?à l'extensionmulti-ensemblede � ?

6.5.3 Ordr esdesimpli®cation

1. Montrerque
�

estun (pr�)ordre desimpli�cation si et seulementsi il estmonotone
et contientla relationdesous-terme.(Onsupposeici

�

�ni).

2. Montrer que la relation de plongement
�

est la plus petite relation d'ordre sur
" �

�

��#

�

qui soit monotoneetqui possèdela propri�t� desous-terme.

3. Ond��nit sur " �

�

��#

�

.

la relation � dela façonsuivante:
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C

�

M

s'il existeuneapplicationinjective � de �

>


O�

C �

dans�

>


D�

M0�

telle
que:

(a) � estcroissantepar rapportà
�

�

�

� et à
�

������� . (
�

�

�

� est l'extension
lexicographiquede l'ordre habituelsur les entiers: c'est aussiun
ordresur lesensemblesdepositions.

�

�����
� estl'ordre depr��x e sur
lespositions: W

�

�����
�

J

ssiil existe
K

tel queW X

K � J

)

(b) pourtoutepositionWYT �

>


D�

C �

,
C

�+W

� � M

� � �+W

� �

(a) Montrerque � estunerelationd'ordresurlestermes.

(b) Montrerque � estmonotoneetstable

(c) Comparer� avec
�

. (i.e. dire si ellessont �gales, ou si l'une eststrictement
contenuedansl'autre.Lesr�sultatsn�gatifs devantêtrejusti��s parunexemple)

(d) � estelleunerelationbienfond�e?

4. Montrerque,lorsquela pr�c�dencesur
�

estl'�galit�, l'ordre
�

�-�

�

ser�duit à l'ordre
deplongement.

5. Un systèmeder��criture �

tourne en rond si
�OC

�

C

�

Q

�

C

boucle si
�,C

�

C

�

�

C

�

Q

�

C

�

et
C

estun sous-termede
C

�

.

estauto-imbriqué Si
�OC

�

C

�

�

C

�

Q

�

C

�

et
C

�

C

�

termine faiblement si
�

C

�

�OC

�

�

C

�

Q

�

C

�

et
C

�

estirr�ductible.

(a) Montrerqu'on a lesimplicationssuivantes:
Tourneenrond � Boucle � Ne terminepas � Auto-imbriqu�

(b) Pourchacunedesimplicationsci-dessus,donnerun contre-exempleprouvant
quel'implication inverseestfausse.1

(c) Donnerunexemplemontrantque � peutfaiblementterminersansêtreà termi-
naison�nie.

(d) Donnerunexempledesystèmeder��criture qui nebouclepasetneterminepas
faiblement.

6.
�

n'est compos�equed'un symbolebinaire 	 et un symbolede constante
B

. Pour
tout entier

 

,
C

� d�signe l'arbre binairecompletdeprofondeur
 

�tiquet� par
�

. (
C

�

contientdonc +

�

feuilles�tiquet�es par
B

et +

�

�

�

noeuds�tiquet�s par 	 .) Combien
y a-t-il (enfonctionde

 

et
�

) deplongementsde
C

� dans
C

�

Q
� ?

7. Montrerquela compos�elexicographiquede
 

ordresdesimpli�cation estun ordre
desimpli�cation. Qu'en est-il de l'extensionmulti-ensembled'un ordredesimpli�-
cation?

1Lesexemplesdela sectionpr�c�dente pourront�tre utiles
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8. Onsupposeque
�

contientdeuxconstantes
F

�

�

etun symbolebinaire
H

avec
H

�

	

�

�

	

F

. Donnerdansle casoù
H

a le statutlexicographiqueet dansle casoù
H

a le
statutmulti-ensemblele termecorrespondantauxordinaux

�

, � , �"� + , �

.

, �

�

, �

���

.

9. Montrerla terminaisondu calculdela fonction

let rec f = function
(0,x) -> 0
| (x,0) -> f(f(x-1,x-1),x -1)
| (x,y) -> f(y,f(x-1,x-1) )

;;

d��nie surlesentiersnaturels.

6.5.4 ExemplesdeSdR : preuvesde terminaison

La plupart des exemplessont tir�s de l'article de N. Dershowitz Termination of
Rewriting parudansle num�ro sp�cial du Journal of SymbolicComputationconsacr�à la
r��criture etdatantdeF�vrier 87.Ontrouveradoncla plupartdessolutionsdanscetarticle.
Nousdonneronsaussiassezsouventdesindicationsou r�f�rences bibliographiquesenbas
depage.

Dire si lessystèmesde r��criture suivantssontà terminaison�nie ou non.Justi�er la
r�ponse.

1.

�

	 �

B �

� 	 �

=��

� �

=��

� �N�

B,�

2

2. 	 �
	 �4*

� �

� 	 �
� �
	 �4*

� � � 3

3. 	 �
� �4*

� �

� � �
	 �4*

� � 4

4. 	 �
� �4*

� �

� � �
� �
	 �4*

� � �

5. 	 �
� �
� �
	 �4*

� � � �

� � �
	 �
	 �
� �4*

� � � �

6. (a) 	 �
�N�4*

� �

� � �
� �
	 �
	 �4*

� � � �

(b) 	 �
� �
� �4*

� � �

� �N�
	 �
	 �
� �4*

� � � �

(c) 	 �
	 �
� �4*

� � �

� � �
� �
	 �
	 �
	 �4*

� � � � �

(d) Plus g�n�ralement, pour quellesvaleursde
 

�

�

�

�

� W le systèmeform� de la
seulerègle 	

�

�
�

�

�4*

� �

� �

�

�
	

�

�4*

� �

termine-t-il? (Questiondif�cile).

7. � �4*

H �

�

� � � � *

H��

�

H �

8. VL	 � VL	 �4* �

�

�

�

�

��*

�

�

�

�

�

� VL	 �4*�� V 	 �

�

��*

�

�

�

�

�

� VL	 �

�

��*

�

�

�

�

� �

9.

��

�

�	

B

�

F

��*

�

� 
O�4*

�

B

�

D�4*

�

�

F

�

�

B

�4*���
O�

F

� �

B

�

O�4*

�

��
O�

�

� �

�

B

�4*��

B

�

D�4*

�

�

�

� �

5

2Utiliser unepreuve directe
3Onpourrautiliser unordred'interpr�tation
4Onpourrautiliser unordrer�cursif surleschemins
5Vousl'avezreconnu,je suppose...
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10.

��

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�	

*#�"�

��H

�

�

� �4*#�

�

�

H

�4* �

�

�

�4*

H��

�

�

�

� �4*#�

�

�

H

�

�

�

�

�

*#�

�

� *

�

� * � *

F

� * �

F

*#�

F

�

F

11.

��

�

�	

*#�"�

��H

�

�

� �4*#�

�

�

H

�4* �

�

�

�4*

H��

�

�

�

� �4*#�

�

�

H

�

�

�

�

�

�4*#�

�

�

�

�

� *#� �

�

�

�

�

12.

��

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�	

� � * � *

� �4*

H��

�

� � *Y� �

�

� �4* �

�

�

� � *

H

�

�

*#�"�

��H

�

�

� �4*#�

�

�

H

�4* �

�

�

�4*

H��

�

�

�

� �4*#�

�

�

H

�

�

�

�

�

13.

��

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�	

� �

F

��*

�

� 
O�4*

�

� �

O�4*

�

�

F

�

� 
O�4*

�

� �

O�4*

�

��
O�

�

� �

� 	 �
	 �4*���
O�

�

� �

�

�

�

	 �4*��

F

�

� 
O�4*

�

	 �4*���
O�

�

� �

� 
O�
� �4*��

�

� �

14.

��

�

�

�

�

�

�	

	 �
�N�

F

��
D�4*

� �

��*

�

� 	 �

�

�

F

�

� �N�

F

��*

� �

	 �

�

�4*

�

�

�

�

O�4*

� � �

� 	 �
� �4* �

F

�

�

�

�4*

� �

�

�

F

�

� 
O�

F

�

� �

F

�

F

�

� 
O�

F

�

15.

��

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�
	

��� # �

�

���

B

�

F

��� �4*

H��

�

� ���)*

H

���

�

�
�

�4* �

�

�

�

�

� �
�

*

H

*#� �
�

�

��� �4* �

�

�

� ���)* � ���

�

��� � * � � ��� *

��� �4* �

�

�

� �����)*

�

�

�

� *#� �����

�

�

�

�

.

��� �

���

*

�

� �����)*

�

�0*

��� �4*

�9�

�

�

� *

�

�
�

' ���

�

Q

���

'

�
	��

�

�

' �
�

�

16.

��

�

�	

� � * � *

� �4*

H �

�

� � � � *Y� � � �

�

� �4*#�

�

�

� � � � *

H

� � �

�

17. � � �	� X�*

�

X

�

�

X

�

�

X�*

�

� �4* X

�

�

XD� � �4* X

�

�

X

�

�

X�*

�

�

18.

�

*Y�"�

��H

�

�

� �4*#�

�

�

H

�4*Y�

�

�

*

H

�

�

�

�

�

� �4*

H��

�

�"�4*

H

�

�

19.

�
�

�

�	

�4* X

�

�

X

�

� * XD�

�

X

�

�

�4*

H��

�

X

�

� �4* X

�

�

H

�

�

X

�

�

* XG�

� H

	 �

�

� �

� � �4*��

�

�

XD�

��H

B �
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20. 	 �

B

�

=

��*

�

� 	 �4*���* ��*

�

21.

�

* XG�

�

X

�

�

�

�

X

�

�4* X

�

�

X

B

� * XG�

�

X

=��

22.

��

�

�	

� �4* �

�

�

� *

� �4* �

�

�

�

�

	 �

B

�

=

��*

�

� 	 �4* ��*���*

�

Qu'enconcluez-vous?

23.

��

�

�

�

�

�

�	

�

�4* ��*��

�

�

� � �4*

�

� �

B �

�

�

�

B

�

=

�

B �

V �4*

�

� 	 �4* ��*

�

	 �4*��

�

�

� *

24.

��

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�
	

� � * � *

� �4*

H��

�

� � � � * � � � �

�

� �4* �

�

�

� � � � *

H

� � �

�

*#�"�

��H

�

�

� �4*#�

�

�

H

�4* �

�

�

�4*

H��

�

�

�

� �4*#�

�

�

H

�

�

�

�

�

25.

��

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�
	

� � * � *

� �4*

H��

�

� � � *Y� � �

�

� �4* �

�

�

� � � *

H

� �

�

*#�"�

��H

�

�

� �4*#�

�

�

H

�4* �

�

�

�4*

H��

�

�

�

� �4*#�

�

�

H

�

�

�

�

� 6

26.

�

�N�

B,�

�

=

	 �

B

��*

�

� 	 �4*�� � �

B � �

27.

�

	 �

B

��*

�

� 	 �

=

��*

�

� �

=��

� � �

B �

28.

�

�

�
	 �4*

�

�

�

�

� 	 �
�N�4*��

�

� �

� �4*��

�

�

�

�

�4*��

�

�

29.

��

�

�
	

	 �4*

�

X 	 �

�

�

� 	 �4* X

�

�

�4* X

�

�

X

�

� * XG�

�

X

�

�

	 �4*

�

XG�
	 �

�

�

X

�

�

� 	 �4* X

�

�

X

�

30.

�

�

�

�	

�4* X

�

�

H

�4* X

�

�

� * XG�

� H

�

�

�4*

H��

�

H

�

� *

H

�

� H

�

�

�4* X

�

�

H

� �4* X

�

�

H

*

�

�

� �4* XO�

� H

�

� �

H

*

�

31.

�

�

�

�	

� �4*

�

X1*

.��

XG�
� �4*

/��

X � �4*

�

� �

� �
� �4*

�

�

X�*

.��

X � �4*

/

X�*��

�

�
� �4*

�

�

X � �4*

. � �

X � �4*

/

X�*��

�

� � �4*

�

X�*

.��

XG�
�N�4*

/��

X�*��

�

�4*

�

X�*

.
�

XO�
� �4*

/
�

X�*
�

�

� � �4*

�

X�*

.
�

X �N�4*

/

X�*
�

�
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32.

�

	 �

�

X

�

�

� 	 �

�

�

	 �
	 �

�

X

�

�

X

�

�

�




�

 

�

�

�

�

�

Où
 

estunentiernaturelarbitraire(le systèmeestdoncin�ni) et



�

 

�

�

�

�

�

estd��ni
parr�currencepar:

�




�

F

�

�

�

�

� def�

	 �

�

�




�

 

H��

�

�

�

�

� def� 


�

 

�

�

��	 �

�

�

X

�

�

33.

�

�4* X

�

�

X

�

� * XD�

�

X

�

�

* XG�

�

X

�

�

�

�

X

�

Exercice6.58 Montrer quel'or dre desubsomptionsur lestermesestbienfondé.
Montrer quel'or dre d'imbrication estbienfondé.
Cesordressont-ilsmonotones,stables?
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Chapitr e 7

Le tr eillis destermes

En fait, les termesavec variablesservent souvent à repr�senterl'ensemblede toutes
leurs instancescloses. Par exemple, si les entiers naturelssont repr�sent�s en unaire
à l'aide des symboles0 et 
 (successeur),le terme 
O�4*

�

repr�sentel'ensemblein�ni
;


O�

F

�

��
D�

O�

F

� �

�������

E

. Certainesop�rationssur les termessontalorsfondamentales(voir les
chapitressuivantspour certainesapplications).Par exemple,l'intersectiondesensembles
d'instancesde deux termesestobtenuegrâceà l' uni�cation. Nousmontronsl'op�ration
d'uni�cation (paragraphe7.1) qui correspondd'une part à l'intersection des instances
commenousl'avons dit, maisaussià la bornesup�rieurede deuxtermes(modulosimi-
larit�) pourle pr�ordredeg�n�ralit� (oud'inclusiondesinstances).Dansle paragraphe7.2,
nousmontronsl'op�ration inversedansle casdesarbres�nis : commentcalculerla borne
inf�rieure dedeuxtermesdanscetreillis.

7.1 Uni®cation destermes®nis ou in®nis

7.1.1 Probl�mes d'uni®cation

Dé�nition 7.1 Un problèmed'uni�cation estou bienla formule
�

ou bienuneformule
C

�

� M

�

P

�����

P C

�

� M

�

où
C

�

���������

C

�

�

M

�

���������

M

� sont des termes.Lorsque
 �

F

, le problèmeobtenuest par
conventionla formule � .

Le signe"
�

" estsym�trique,si bienquenousnefaisonsaucunediff�rence entre 


�4C

et
C �


 .
Une substitution(resp.une �)" �

�

��#

�

-assignation)
 estun uni�cateur de
C

�

� M

�

P

�������

P C

�

� M

� lorsque,pourtout indice V ,
C

!


 �

M

!


 . Plusg�n�ralement,ondistingueentre
solutionset uni�cateursqui lesrepr�sentent.

Dé�nition 7.2 Étantdonnéeune
�

-algèbre � ,
– unesolutiondu problèmed'uni�cation

C

�

� M

�

P

�����

P C

�

� M

� estun morphisme


de " �

�

��#

�

dans� tel que 
��

C

!

� �

� 
��

M

!

�

pour tout V .
– un � -uni�cateur est une substitution 
 de " �

�

��#

�

dans " �

�

��#

�

) tel que tout
morphisme� de " �

�

��#

�

dans � soit solution du problèmed'uni�cation
C

�




�

M

�




P

�����

P C

!




� M

!


 .
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Toutmorphismeestune � -solutionde � et aucunmorphismen'estsolutionde
�

.

Un uni�cateursertdoncàd�crire (enutilisantdesvariables)desensemblespotentielle-
mentin�nis desolutions,obtenuesenenvoyant lesvariablesdel'uni�cateur dansl'algèbre

� par un homomorphismead�quat.Dansle casoù l'algèbre � est l'algèbre destermes,
on va doncpasserdesuni�cateursaux solutionspar instanciationclose.De manièreplus
g�n�rale, l'op�ration d'instantiationnouspermetde passerd'un uni�cateur à un autre,et
doncdelescomparer:

Dé�nition 7.3 Ondit quela substitution
 estplusgénéralequela substitution� s'il existe
unesubstitution

�

telle que �

�




�

. Étantdonnéun ensemble� desubstitutions,un sous-
ensemble� de � estdit principal si toutesubstitutionde � estinstanced'unesubstitution
de � . Si � estle singleton

; �,E

, ondira que
�

estprincipale.

Exemple7.4 Le problèmed'uni�cation 	 �4*�� � �4*

� �Y�

	 �

�

�

�

�

�

�

�

�

�

n'a pas de solution
dans " �

�

��#

�

. Il a par contre plusieurs solutionsdans �)" �

�

��#

�

, commepar exemple
*

� C

�

�

�

� C .

�

�

�

� �

�

�

�

où
–

C

� estle termedont lespositionssont
�

R

H

�

�

X

�

�

R

X �-+

H

+ X

�

�

et tel que
C

�

�

�

.

�

� �

�

�

C

�

�

�

.

�

Q

�

� �

�)�

C

�

�

�

.

�

+

� �

���

C

�

�

�

.

�

+

�

���

�

�

–
C�.

est le termedont les positionssont
�

R

H

�

� �

�

R

�

�-+

H

+

�

�

et tel que
C�.

�

�

.

�

�Y�

�)�

C
.

�

�

.

�

Q

�

� � �

�

C
.

�

�

.

�

Q

�

+

���

�)�

C
.

�

�

.

�

Q

�

+

�

� �

�

�

.

Exemple7.5 Soit � l'ensembledessubstitutionsde la forme
;

*

�

� 	

�

�

F

��E

ou
;

*

�

�

	

�

�

�

��E

pour n strictementpositif.
� � ;

*

�

� 	

�

�

�

��E

estsubstitutionprincipalede � .

Si � estunproblèmed'uni�cation, onnote 8

BGK

� �

�

l'ensembledesesvariables(libres).

Dé�nition 7.6 Étant donnéeune
�

-algèbre � , deux problèmesd'uni�cation sont � -
�quivalentss'ils ont mêmesensemblesde solutionsdans � . (Parfois � estomisequand
ellepeutêtre aisémentdéduitedu contexte).

Il nousresteà comparerdesuni�cateurs,celavasefaireavecl'ordre desubsumption.

Dé�nition 7.7 Étantdonnéeune
�

-algèbre � et un problèmed'uni�cation � , on dit que
l'uni�cateur 
 estplusgénéral quel'uni�cateur � , noté 


�

� � s'il existeunesubstitution�

telleque 


�

� � .

Lemma 7.8 L'ordre
�

� sur lessubstitutionsestbienfondé.

Celaafait l'objet d'un exercicedansle casdestermesetestlaiss� aulecteurdansle cas
dessubstitutions.

Dé�nition 7.9 Un uni�cateur de � estdit principal(ouplusgénéral) s'il estminimalpour
l'or dre

�

� .

Propriéte 7.10 Si 
 et � sontdeuxsubstitutionsprincipalesde � , alorsellessontsimilaires,
c-à-ds'échangentpar renommage deleur variables.

L'uni�cateur principaldedeuxtermes,lorsqu'il existe,estdoncuniquemodulo �

�

.
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7.1.2 Formesr�solues danslestermes®nis

Lesformesrésoluessontdesproblèmesd'uni�cation plussimplespourlesquelsle cal-
cul dessolutionscommedesuni�cateurs(qui formenttoujoursdeuxensemblesnon-vides)
estimm�diat ; plusieursformesr�soluessontinteressantesdansle casdestermes�nis : nous
verronslesarbre-formesr�solueset lesDAG-formesr�solues.Danstouslescas,nousmon-
treronsdansle paragraphe7.1.6quetoutproblèmed'uni�cation est�quivalentàuneforme
r�solue, et nousmontreronsdansles paragraphessuivantscommentcalculercesformes
r�solues.

Dé�nition 7.11 Dansle casdestermes�nis, on dira qu'un problèmed'uni�cation estune
arbre-former�solue (ou formerésoluetout court)si c'est

�

ou � ous'il peuts'écrire :

*

�

� C

�

P

�����

P

*

�

� C

�

où *

�

����������*

� sontdesvariablesdistinctesqui n'ont pasd'autre occurrencedansle pro-
blème.

Lemme7.12 Lessolutionsd'une arbre-formerésolue *

�

� C

�

P

�����

P

*

�

� C

� sontles
instancesclosesd'une substitution 


� ;

*

�

�

C

�

��������*

�

�

C

�

E

appelléeuni�cateur
principaldela formerésolue.

Preuve
Onv�ri�e ais�mentque
 estununi�cateur, car *

!




� C

! et
C

!




� C

! d'aprèsla conditionsur
lesvariables.De plus,si

�

estun uni�cateur arbitraire,*

!

� � C

!

� �

�4*

!




� �

, d'où
� �




�

,
ce qui montreque

�

estune instancede 
 qui estdoncunesubstitutionprincipalepour
l'ensembledesuni�cateurs.Commetoutesolutionestun uni�cateur particulier, et toute
instanceclosed'un uni�cateur estunesolutionparticulière,on end�duit le r�sultat.

Dé�nition 7.13 Si � estéquivalentdans" �

�

��#

�

à la formerésolue*

�

� C

�

P

�����

P

*

�

�

C

� , alors
;

*

�

�

C

�

����������*

�

�

C

�

E

estappeléplusg�n�ral uni�cateur de � .

Dé�nition 7.14 Dansle casdestermes�nis, on dira qu'un problèmed'uni�cation estune
DAG-formerésoluesi c'est � �

�

ou s'il peuts'écrire :

*

�

� C

�

P

�����

P

*

�

� C

�

où *

�

����������*

� sontdesvariablesdistinctestellesque, pour tout V � � , *

!

�T	8

BDK

�

C�� �

.

Cesformesr�soluesnefont querepr�senterun plusg�n�ral uni�cateur defaçoncom-
pacte:

Lemme7.15 Si *

�

�6C

�

P

�����

P

*

�

�6C

� estuneDAG-formerésolueéquivalenteà 


�6C

,
alors 


�




�




.

����� 


� , où 


!

�<;

*

!

�

C

! pourtout V T

�

�

� �

 


 , estunplusgénéral uni�cateur
de 
 et

C

.

Preuve
On montred'abordque 
 estun uni�cateur. Ona *

!




�

*

!




!

����� 


�

� C

!




!

Q

�

����� 


�

� C

!




grâceà la conditionsurlesvariablesdela former�solue.
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Onmontreensuiteque 
 estprincipaleparmil'ensembledesuni�cateursparr�currence
sur

 

. Le casdebase
 �

F

esttrivial. Danslecasg�n�ral, �

�




�




.

������


� � � estuni�cateur
principaldela former�solue �

�

�

*

�

� C

�

P

�����

P

*

� � �

� C

� � � . Mais toutuni�cateur � de



� C

estenparticulieruni�cateur de �

�

, etdonc �

�

�

�

. Comme� uni�e aussil'�quation
*

�

� C

� , on a *

�

�

� � C

�

�

�

, d'où *

�

� � C

�

�

parconditionsur lesvariablesde la forme
arbre-r�solue,et donc

�

estuneinstancede la substitution
;

*

�

�

�

C

�

E

qui estuni�cateur
prioncipalde cette�quation par le lemme7.12.Et donc � estune instancede 
 , ce qui
terminela preuve.

7.1.3 Formesr�solues danslestermesrationnels

Dansle casdesarbresin�nis, il nousfautd'abord�tablir quelquespropri�t�s de base
dessystèmesd'�quations.

Dé�nition 7.16 Un cycledevariablesestun problèmed'uni�cation dela forme

*

�

�

*

. P

�����

P

*

� � �

�

*

�

P

*

�

�

*

�

où *

�

����������*

� sontdesvariables.

Theorem 7.17 Un problèmed'uni�cation *

�

� C

�

P

�����

P

*

�

� C

� tel que *

�

������� ��*

� sont
desvariablesdistincteset 8

BDK

�

C

�

������� �

C

�

���6;

*

�

������� ��*

�

E

et necontenantpasdecyclede
variablea unesolutionuniquedans�)" �

�

��#

�

.

Preuve
Appliquonstoutd'abordla règled'�limination devariablesdela �gure 7.1auproblème� :

*

�

�

P

� � *

�

�

P

�

;

* �

�

E

Lorsque* et
�

ont tousdeuxaumoinsuneoccurrencedans� .
L'applicationdecetterègletermine(Pourle voir, il suf�t deconsid�rerl'interpr�tation

qui associeà un problèmed'uni�cation le nombred'�quations *

�

�

où * et
�

sontdes
variablesapparaissanttoutesdeuxdansle restedu problème.Comme� necontientpasde
cycledevariables*

�

�

�

et cettepropri�t� estconserv�par�limination desvariables).
Consid�ronsmaintenantle problème(�quivalent) �

�

obtenuaprèsunenormalisation
parla règleci-dessus.�

�

peutsed�composeren

� � ���

� P

�

�

où �

�

necontientquedes�quationsentrevariableset �

� necontientaucune�quation entre
variables.Notonsque 8

BDK

� �

�
�

contient
 

�

�

�quations,alorsque �

� contient
�

variables
et

�

�quationsavec
�

�

�

(Cesontdesinvariantsdela règled'�limination devariables).
Montronstout d'abordparr�currencesur

�

que �

�

� *

�

� M

�

P

�����

P

*

�6�4M �

possède
uneuniquesolutiondans �)" �

�

��#

�

, dèsque
M

�

���������

M �

sontdestermesrationnelsnon
r�duits àunevariable.

Si
� �

�

, soient � l'ensembledespositionsde *

� dans
M

� (peut-êtrea-t-on �

�

�

). D'aprèsla proposition2.6, � estd��ni par uneexpressionr�gulière. L'ensembledes
positions� d'un terme

C

tel que
;

* �

C�E

estsolutionde �

� doit v�ri�er l'�quation

�

�

� X1�

H

�

>


O�

M

�

�
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dansN R . Unetelle �quation apourseulesolutiondansN R

�

�

� R X��

>


D�

M

�

�

car S �T � (r�sultat �vident des langagesformels). De plus (par r�currence sur
K

),
C

�+W

!

&

X�X�X
W

!��

J9� � M

�

J �

si
J

T �

>


O�

M

�

�

et W

!

&

������� � W

!��

T � . Cecid��nit
C

demanièreunique.
Inversement,

;

* �

C�E

estbienunesolutionde � .
Si

�

�

�

, consid�rant *

�

����������*

�

� � commedesconstantes,d'aprèsce quenousve-
nonsde voir, *

� � M �

a une uniquesolution
;

*

�

� �

�

�4*

�

������� ��*

�

� �

E

où �

�

T

�)" �

�

�

;

*

�

������� ��*

�

� �

E/�

. En remplaçant*

�

par �

�

dansle restedu problème,on obtient
un systèmequi, parhypothèseder�currenceauneuniquesolutiondans�)" �

���

. Reportant
en�n cettesolutiondans�

�

onobtientle r�sultat souhait�.
Il restemaintenantà reporterla solutionde �

� dans�

�

. Comme,parhypothèse,chaque
�quation de �

�

contientexactementunevariablequi apparaitdans�

� on obtientle r�sultat
souhait� �

Dé�nition 7.18 Une �)" -formerésolueest
�

ou � oubienunproblèmed'uni�cation

*

�

� C

�

P

�����

P

*

�

� C

�

necontenantpasdecycledevariablesetoù *

�

������� *

� sontdesvariablesdistinctes.

Pouruntel problème,appelonsparamètreslesvariablesqui apparaissentdans
C

�

���������

C

�

et qui sontdistinctesde *

�

����������*

� .

Lemme7.19 Soit � � *

�

� C

�

P

�����

P

*

�

� C

� une �)" -formerésoluede paramètres
�

�

������� �

�

�

. Pour tous termesrationnels
C

�

������� �

C��

, il existeuneuniquesolution 
 de �

telleque
�

!


 �

C

! .

Preuve
C'estunecons�quencedu th�orème7.17. �

7.1.4 R�gles de transformation

Nousdonnonsmaintenantdesrèglesde transformationqui permettentde r��crire un
problèmed'uni�cation enun problèmed'uni�cation �quivalentjusqu'àobteniruneforme
r�solue.

Les règlesde la �gue 7.1 sontici volontairementredondantes(nousverronspourquoi
dansle paragraphe7.1.6).Cesontdes(sch�masde)règlesder��criture dansl'algèbredes
problèmesd'uni�cation. En particulier elles peuvent s'appliquerà n'importe quel sous-
problème,remplaçantle membregauchepar le membredroit dèsquela conditiond'appli-
cationestv�ri��e. Le symbole

P

estici suppos�associatifet commutatif.
On noterapar ���

�

�
!

� , ou simplement��� lorsqu'il n'y a pasd'ambiguit�, la simpli�-
cationd'un problèmed'uni�cation aveclesrèglesdela �gure 7.1.
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équationstri viales 


�




���

�

Decompose 	 �



�

������� ��


�

� �

	 �

C

�

������� �

C

�

�

���




�

� C

�

P

�����

P




�

� C

�

Con�it 	 �



�

������� ��


�

� �

� �

C

�

������� �

C�� �

���

�

Si
���

���

Coalescence *

�

�

P

�

���

*

�

�

P

�

;

* �

�

E

Si
����	��
	���
����-��� �

�

��	

Elimination de variable *

�




P

�

���

*

�




P

�

;

* � 


E

Si
�
��	���
����-������� ��	���
���� �

et
�

�

���

Fusion *

�




P

*

� C

���

*

�




P




� C

Si
�
���

et �! #"

�

"%$&" '("

Testd'occurr ence *

�

� C

�

�

*

.



�

&

P

�����

P

*

�

� C

�

�

*

�



�

-

���

�

Si )+*-,/.(.0.1,2)43

�

�65

Absorbsion
�

P

�

���

�

Neutralisation �

P

�

���

�

FIG. 7.1– Règlesd'uni�cation
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Proposition7.20 Chacunedesrèglesdela �gure7.1transformeunproblèmed'uni�cation
danslestermes�nis enun problèmeéquivalent.

Chacunedesrèglesde la �gure 7.1 à l'exceptiondu testd'occurrencetransformeun
problèmed'uni�cation danslestermesrationnelsenun problèmeéquivalent.

Preuve
Lesrèglesd'�limination ou deremplacementdevariables,d'�limination des�quationstri-
vialeset de fusion sontdescons�quencesdesaxiomesde l'�galit�, ou, si l'on pr�fère, ce
sontdescons�quencedu fait quel'�galit� destermesestunecongruence.

Lesrèglesded�compositionetd'incompatibilit� sontunecons�quencedesaxiomesdes
termes.

En�n, le test d'occurrenceexprime qu'un terme �ni ne peut être �gal à un de ses
sous-termesstricts.En effet, si c'�tait le cas,par propri�t� de congruencede l'�galit�, on
obtiendraitparr�currenceun arbrein�ni. �

7.1.5 Terminaison

Les règlesde la �gure 7.1 nepr�cisent pasdestrat�giesd'application: à partir deces
règleson peutfabriquerde nombreuxalgorithmesd'uni�cation en sp�ci�ant un peuplus
dansquel ordreet à quellesous-problèmeappliquerles règles.Mais nousallonsmontrer
que,quellequesoit la strat�gie d'utilisation desrègles,l'algorithme obtenuterminetou-
jours.Cecipermetdefactoriserlespreuvesdeterminaisondediff�rents algorithmesd'uni-
�cation ; parexemplela terminaisonde l'uni�cation dansles termes�nis commecellede
l'uni�cation danslestermesin�nis sontdescasparticuliersdu r�sultat suivant:

Theorem 7.21 Le systèmede règlesde la �gure 7.1 dé�nit un ordre strict bien fondésur
lesproblèmesd'uni�cation.

Preuve
Onconsidèrelesfonctionsd'interpr�tation suivantesdesproblèmesd'uni�cation :

– Unevariable* estdite résoluedansunproblème� si � ��*

�




P

� et * �T	8

BGK

�



�

et * �T	8

BDK

���

�

.
�

�

� �

�

estle nombredevariablesnonr�soluesde � .
– Si � � 


�

� C

�

P

�����

P




�

�2C

� , alors �

.

� �

�

estle multi-ensemble
;��

�

������� �

�

�

E

où
�

!

� �

�



!

�<C

!

�

et
�

�



�<C � �

max� � 
,�+���

C

�

�

. Par convention,on pose
�

�

�

� �

�

� �

���

F

– �

/

� �

�

estle nombred'�quations de � dont l'un desmembresaumoinsestuneva-
riable.

��� �

�

estle triplet � �

�

� �

�

� �

.

� �

�

� �

/

� �

� �

. L'ensembledecestripletsestmuni de la com-
pos�e lexicographiquedetroisordres:

1. L'ordre habituelsurlesentiersnaturels

2. L'extensionmulti-ensembledel'ordre surlesentiersnaturels

3. L'ordre habituelsurlesentiersnaturels
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Il est ainsi muni d'un ordre bien fond� puisqueconstruit à partir d'extensionsmulti-
ensembleet lexicographiquesd'ordresbienfond�s.

Il suf�t maintenantdemontrerquesi � ��� � alors ��� �

�

�

� ���

�

. Le sensdevaria-
tionsdestrois fonctionsd'interpr�tation estr�sum� dansle tableauci-dessous:

�

�

�

.

�

/

Équationstriviales � �

Decompose � �

Incompatibilit� � �

Remplacementdevariables �

Éliminationdevariable �

Fusion �

�

�

Testd'occurrence � �

Absorbsion � �

Neutralisation � �

Il n'est pasdif�cile de v�ri�er qu'aucunerèglene cr�e de nouvelle variablenon-r�solue.
Lesconditionsd'applicationdesdeuxrèglesd'�limination etderemplacementdevariables
garantissentparailleursqu'unevariablenonr�solue ( * dansla formulationdesrèglesdoit
apparaitredans� ) devient r�solue aprèsleurapplication.

Notons�galementquela règleded�compositionfait biend�croître �

.

puisqu'ellerem-
place

� �

max� � 	 �



�

����������


�

�

�+��� 	 �

C

�

������� �

C

�

�

�

�

par
 

entiersstrictementinf�rieurs.
La règlede fusionconserve bien �

.

à causede la condition � 
,� �!�

C

� : max� � * �+���

C

�

� �

max� � 
,�+���

C

�

�

. En�n, �

/

estbiend�croissantepar fusionà causede la condition 
 �T * qui,
avec � 
,� � �

C

� , garantitque 


� C

est une �quation dont aucundesmembresn'est une
variable.

Bien entenducertainesfonctions d'interpr�tation ( �

.

ou �

/

) peuvent croître par
applicationdecertainesrègles,maisla compos�elexicographiquedestrois interpr�tations
esttoujoursd�croissantecommele montrele tableauci-dessus. �

7.1.6 Compl�tude

Nousextrayonssuccessivement3 ensemblesderèglesdela �gure 7.1etnousmontrons
quedanschaquecas,l'ensemblederèglespermetd'obtenir lesformesr�soluessouhait�es,
cequi fournit troisalgorithmesd'uni�cation.

Proposition7.22 Si � estun problèmed'uni�cation auquelaucunerèglede la �gure 7.1
nes'applique, alors � estunearbre-formerésolue. (NB : lesrèglesdefusionetderempla-
cementdevariablessontinutilespourobtenircerésultat).

Preuve
Commeles règlesd'incompatibilit� et de d�compositionne s'appliquentpas,toutesles
�quationsont unevariable * dansun de leursmembres.Commele testd'occurrenceet la
règledes�quationstrivialesnes'appliquepas,si *

�4C

estunedes�quationsde � , * n'est
pasunevariablede

C

. Commela règled'�limination devariablenes'appliquepas, * ou
C

doit deplusêtreunevariabler�solue,cequi conduitaur�sultat souhait�. �
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Dé�nition 7.23 Deuxtermes�nis 
 et
C

sontdits uni�ables si 


�6C

possèdeau moinsune
solutiondanslestermes�nis.

Corollaire 7.24 Deuxtermes
 et
C

sontuni�ables si et seulementsi ils ontunplusgénéral
uni�cateur.

Corollaire 7.25 Sil'on adjointà " �

�

��#

�

unélément
�

supérieurpour
�

� à touslestermes,
alors � " �

�

��#

�

�

�

�

�

�

�

�

possèdeunestructure desup-demitreillis.

Preuve
On supposeque 
 et

C

n'ont pasde variableen commun,ce qui est toujouspossiblepar
renommage.La borneinf�rieure de 
 et

C

estou bien
�

si 
 et
C

nesontpasuni�ables, ou
bien 
 
 si 
 estun plusg�n�ral uni�cateur de 
 et

C

. �

Unedeuxièmefamilled'algorithmesd'uni�cation (plusef�cace, cf. exercices)peutêtre
obtenueparlesmêmesrègles:

Proposition7.26 Si � estun problèmed'uni�cation auquella seulerègle (peut-être) ap-
plicable parmi les règlesde la �gure 7.1 est l'élimination de variables,alors � estune
DAG-formerésolue.

Preuve
De mêmequeci-dessus,si la seulerègleapplicableà � estl'�limination devariable,alors
toutesles �quations de � sontde la forme *

� C

où * �T78

BGK

�

C �

. Consid�ronsalors la
relationd'occurrence

�

�����

sur lesvariablesde � d��nie commela pluspetiterelationde
pr�ordre telle que,si *

�6C �

�



� estdans� , alors *

�

�����

�

. Commele testd'occurrencene
s'appliquepas,la relationd'�qui valenceassoci�eà ce pr�ordre est la plus petite relation
d'�qui valence

� &

qui contient *

� &

�

si *

�

�

estdans� . Mais, si *

� &

�

, * ou
�

est
unevariabler�solue puisquela règlede remplacementde variablesnes'appliquepas.On
peutdoncconstruireun ordre

�

sur lesvariablesde � tel que: lesvariablesr�soluessont
minimaleset *

�

�����

�

�

*

�

�

. En compl�tant
�

enun ordretotal,on obtientle r�sultat
souhait�. �

En�n, les mêmesrèglesfournissentà nouveaudesalgorithmesd'uni�cation dansles
arbresrationnels(ou in�nis).

Proposition7.27 Si � estun problèmed'uni�cation auquella seulerègledela �gure 7.1
peut-être applicableestle testd'occurrence, alors � estune �)" -formerésolue.

Preuve
Pour les mêmesraisonsque pr�c�demment, si seul le test d'occurrencepeut (peut-être)
s'appliquerà � , ce problèmene contientquedes�quations *

� C

où * estunevariable.
Deplus,commel'�limination devariablesnes'appliquepas,� necontientpasdecyclede
variable. �
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Exemple7.28

*

�

	 �
	 �4*

� �0P

*

�

	 �4*

�

� Fusion *

�

	 �4*

�0P

	 �
	 �4*

� � �

	 �4*

�

� D�composition *

�

	 �4*

�0P

*

�

	 �4*

�

� Fusion *

�

	 �4*

�0P

	 �4*

� �

	 �4*

�

� �quations triviales *

�

	 �4*

�

cedernierproblèmeétantenformerésoluepour lesarbresrationnels.

7.2 G�n�ralisation

Soit
�

estunebijectionde " �

�

��#

�

��" �

�

��#

�

dans# (resp.de �)" �

�

��#

�

� �)" �

�

��#

�

dans# )
L'applicationAU estd��nie r�cursivementde " �

�

��#

�

� " �

�

��#

�

dans" �

�

��#

�

par

�

AU �

M

� �

� �

	 � AU �

M

�

� �

�

�

������� � AU �

M

�

� �

�

�

Si
M

� 	 �

M

�

���������

M

�

�

et � �4	 ���

�

������� � �

�

�

AU �

M

� �

� ���

�

M

� �

�

sinon

Theorem 7.29 AU �

M

� �

�

termineet sonrésultatestuneborne inférieure de
M

� � pour le
préordre degénéralité.

Preuve
La terminaisonr�sulte du fait que les appelsr�cursifs sonteffectu�s sur destermesplus
petits(end'autrestermesAU estd��ni parr�currencestructurelle).

AU �

M

� �

�

�

�

M

et AU �

M

� �

�

�

� � . En effet, par r�currencesur les tailles de
M

et � : si
M

et � sontdeuxconstantesou variablesidentiques,alorsAU �

M

� �

�

�

M

� � . Si ce sont
deuxconstantesouvariablesdistinctesalorsAU �

M

� �

�

T # . Si maintenant
M

et � sontdeux
termesquelconques,ou bienleurssymbolesdetêtesontdistinctsetAU �

M

� �

�

T # estbien
plus g�n�ral que

M

et � . Ou bien
M

� 	 �

M

�

������� �

M

�

�

et � � 	 ���

�

��������� �

�

�

. Dansce cas,
par hypothèsede r�currence,pour tout V ,

C

!

� AU �

M

!

� �

!

�

estplus g�n�ral que
M

! et que
�

! . Soit 


! et
�

! tellesque
M

!

�

C

!




! et �

!

�

C

!

�

! et �

> �

��


!

� �

8

BDK

�

C

!

� �

�

> �

�

�

!

�

.
Si *2T 8

BGK

�

C

!

� �

8

BDK

�

C � �

, alors *�


!

�

�

�
�

�4*

�

� * 


�

. La substitution
 de domaine
�

�

!

�

�

�

> �

��


!

�

et telle que *�
 �7* 


! si * T �

> �

��


!

�

estdoncd��nie ind�pendemmentde

l'indice V tel que * T �

> �

��


!

�

. De mêmeon d��nit
�

par *

�

��*

�

! si * T �

>��

�

�

!

�

. On
obtientalors � AU �

M

� �

� �


 �

M

et � AU �

M

� �

� � �

� � .
Il resteà montrerquepour tout terme

C

tel que
C

�

�

M

et
C

�

� � , on a
C

�

� AU �

M

� �

�

.
Supposonsdonc

C




!

�

�

M

et
C




.

� � . On construit
�

par r�currencesur
C

: si
C

estune
variableou uneconstante,la constructionest imm�diate. Si

C

� 	 �

C

�

���������

C

�

�

alors
M

et
� doivent pouvoir s'�crire 	 �

M

�

���������

M

�

�

et 	 ���

�

��������� �

�

�

respectivementet, pour tout V ,
C

!

�

!

� AU �

M

!

� �

!

�

. De plussi * T 8

BDK

�

C

!

� �

8

BDK

�

C
�

�

, *

�

!

�3*

�
�

car * 


�

�3* 


.

et
C

!

�

�

M

!

et
C

!

�

� �

! . Onpeutdoncd��nir
�

commeci-dessuspar *

�

� *

�

! si *#T �

> �

�

�

!

�

. �

Danslestermesrationnels,la d��nition estla même.Cependant,pourobtenirun algo-
rithmequi termine,il faututiliserunerepr�sentation�nie destermesrationnels.
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�

�

AU �

G�

C ��P

�

P#;

�

E

�

�

���

�

G�

C �0P

�

P#;

�

E

Si
� ���

ou '

���

ou
�

et ' n'ont pasm�me symboledet�te

�

�

AU �
	 �



�

������� ��


�

�

��	 �

C

�

���������

C

�

� ��P

�

P#;

�

E

�

���

�

�

�

�

!

�

�

�

!

�

AU �



!

�

C

!

�0P

�

�

	 �

�

�

������� �

�

�

��P

�

P%;

�

P

�

�

AU �
	 �



�

������� ��


�

�

��	 �

C

�

������� �

C

�

��E

Si �

���

���

, �

�	�

	���
����-�)��


et aucune�quation dela forme
�
�

�

AU
�

�

���

*

�

.0.(.

� �

3

���

�

�

' *

�

.(.0.

�

' 3

���

n'apparaitdans
�

.

�

�

AU �
	 �



�

������� ��


�

�

��	 �

C

�

���������

C

�

� ��P

�

P#;

�

E

�

�

�

�

�

P

�

P ;

�

E

Si �
�

�

AU
�

�

���

*

�

.(.(.

� �

3

���

�

�

' *

�

.(.0.

�

'23

���

apparaitdans
�

FIG. 7.2– Règlesd'anti-uni�cation danslestermesrationnels

Supposonsque # estd�compos� en deuxsous-ensemblesdisjoints in�nis #

� et #

.

et quel'on disposed'une bijection
�

de �)" �

�

��#

�

�

.

dans#

� . On peutcalculerun anti-
uni�cateur de 
 et

C

enutilisantlesrèglesdela �gure 7.2.
Danscette�gure, les variablesintroduitespar les règlessontsuppos�esappartenirà

#

.

. Deplus,lesformulesconsid�r�escontiennentdesconjonctionsd'�quationsainsiqu'un
environnement� qui estaussiuneconjonctiond'�quations et not� entreaccoladespour le
distinguerdu restedela formule.

Quelsquesoientles termesrationnels 
 et
C

, en partantdu problème�

�

AU �

 �

C �

,
les règlesde la �gure 7.2 terminent(ceci est laiss� en exercice).De plus, danstous les
problèmesobtenusparr�duction de la formuleded�part, lesvariablesde #

.

apparaissent
au plus une fois commemembred'une �quation dont l'autre membreest non variable.
(La preuve de cet invariant est laiss�e en exercice).La formule irr�ductible obtenuepar
normalisationde �

�

AU �

G�

C �

estdela forme
�

�

�

������� �

�

�

�

�

� C
�

P

*

�

� C

�

P

�����

P

*

�

� C

�

où *

!

T

;

�

�

������� �

�

�

E

pour tout V , 8

BDK

�

C

�

���������

C

�

� ( ;

�

��*

�

����������*

�

E

et
C

�

������� �

C

�

T

" �

�

��#

�

. Il n'y a de plus pasde cycle de variable.La formule ainsi obtenuerepr�sente
un uniquetermerationnelqui estla borneinf�rieure pour le pr�ordre deg�n�ralit� de 
 et

C

. (Ceciestànouveaulaiss� enexercice).

7.3 Exercices

1. DonneruneDAG-former�solueetunearbre-former�soluepourlesproblèmesd'uni-
�cation suivants:
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(a) 	 �
	 �4*

�

��*

. �

��	 �4*

/

��* �

� ���

	 �
	 �
	 �4*

.

��*

. �

��	 �4*

/

��*

/ � �

��	 �
	 �4*��9��* �

�

��	 �

B

�

B,� � �

(b) 	 �4*

���

�

P

	 �
	 �

�

� � �

	 �

�

�0P

*

�

	 �

�

�

(c) 	 �4* ��	 �4*���*

� � �

	 �
	 �

�

�

�

�

��	 �
	 �
	 �

�

�

�

�

��	 �

B

��*

�

� �

��	 �
	 �

B

�

B �

��	 �

B

�

B,� � � �

2. R�soudredans�)" �

�

��#

�

lesproblèmesd'uni�cation suivants:

(a) *

�

	 �
	 �4*

� �0P

*

�

	 �
	 �
	 �4*

� � �

(b) *

�

	 �
	 �

�

� �0P

*

�

	 �

�

�0P

�

�

	 �
	 �4*

� ��P

�

�

	 �
	 �

�

� �

3. Montrer par desexemplesque toutesles conditionsd'applicationdesrèglesde la
�gure 7.1sontn�cessairespourassurerla terminaison.

4. Si *

�

� C

�

P

�����

P

*

�

� C

� estunearbre-former�solue, on appelleparamètresles
variablesautresque *

�

����������*

� . Montrerquedeuxformesr�solues�quivalentesont
mêmenombrede variablesr�solueset le mêmenombrede paramètres.On parlera
doncdansla suitedu nombre deparamètresd'un systèmed'équations

5. Soient � et �

�

deuxproblèmesd'uni�cation. Montrerque,si toutesolutionde � est
unesolutionde �

�

et que,deplus, � et �

�

ont mêmenombredeparamètres,alors �

et �

�

ontmêmeensembledesolutions.

6. Montrerque,si � possède� paramètreset �

�

������� �%� � sontdesproblèmesd'uni�-
cationayantchacunstrictementmoinsde � paramètres,alors � possèdeau moins
unesolutionqui n'estsolutiond'aucundesproblèmes�

! .

7. Montrer que deux arbre-former�solues �quivalentesont mêmetaille (i.e. même
nombredesymboles)

8. Donnerun exempledeDAG-former�solue dont la taille est � �

 �

alorsquel'arbre-
former�solue correspondanteestdetaille � �-+

�

�

.

9. Donnerung�n�ralis� de 	 �4*���	 �4* ��	 �

B

�

=�� � �

et 	 �

B

��	 �

B

��	 �

B

�

B � � �

.

10. Montrerquetoutensemble(�v entuellementin�ni) determespossèdeuneborneinf�-
rieureet unebornesup�rieurepourle pr�ordre deg�n�ralit�.

11. Montrer que la g�n�ralisation est associative, i.e. AU �

G� AU �

C

�

MN� � �

AU � AU �

 �

C �

�

MN�

.

12. Montrer(dansle casdestermes�nis commedansle casdestermesin�nis) quesi un
problèmed'uni�cation � est�quivalentàunedisjonction�

�

������� �)�

� deproblèmes
d'uni�cation, alors � est�quivalentà l'un des�

! .

13. Montrer queles règlesde la �gure 7.2 terminent.Montrer qu'ellesconduisentbien
à transformer�

�

AU �

G�

C �

en une forme r�solue pour les arbresrationnels(avec
quelquesvariablesquanti��es existentiellement).Montrer en�n que l'unique arbre
rationnelainsi d��ni estbien uneborneinf�rieure de 
 et de

C

pour le pr�ordre de
g�n�ralit�.

14. Montrer que,pour les termes�nis, le g�n�ralis� de 
 et
C

a toujoursunetaille inf�-
rieureàcellesde 
 etde

C

. Enest-il toujoursdemêmepourlestermesrationnels? (si
leur taille estmesur�ecommeleur nombredesous-termesdistincts,ou, si l'on veut,
commele nombredenœudsdu graphe�ni qui lesrepr�sente).
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Chapitr e 8

Completion

Lorsquequ'un systèmede r�criture n'est pascon�uent, on peutessayerde le rendre
con�uent en orientantdescons�quences�quationellesde � , tout simplementsespaires
critiques.L'id�e est de construireun systèmede règlescanonique�

�

tel que pour tout
couple �

G�

C �

, 


�

�

C

ssi 
 �

�

�

� C

�

�

�

. Mais ajouterde nouvelles règlesà un systèmede
r�criture � ajoutede nouvellespairescritiques,et il faut doncv�ri�er quecesnouvelles
pairessontcon�uentes.

8.1 R�gles de compl�tion

Le processusdecompl�tion estd�crit àla �gure 8.1sousformed'un ensemblederègles
d'inf�rence. Chaquerègled'inf�rence estunerelationentrepaires � �"� �

�

, où � et � d�-
signentrespectivementun ensembled'�quations et un ensemblede règles.Ce processus
a pour rôle d'une part d'�liminer les pics critiquesen ajoutantdescons�quences�quatio-
nellesad�quates,et d'autrepartdesimpli�er lesrèglesder�criture engendr�esdemanière
àobtenirunsystèmecanonique.

Soit � un ordre de r�duction, et � ���
�

�

� l'ordre induit sur les règles,d��ni par
@

�

K

� ���
�

�

� � �

�

si (i)
@

�

�

� , ousinon(ii)
@

�

�

� and
K

�

�

.
On �crit � �"� �

�
�����

� �

�

� �

�

�

si � �

�

� �

�

�

peut être obtenuà partir du premierpar
applicationd'unerègledeKB.

Dé�nition 8.1 On appelle procédure de completionstandard un programmequi prend
commedonnéesun ensemble�ni d'équations�

�

et un ordre de réduction � , et retourne
commerésultatun ensemble� �"� �

�

tel que � �

�

�

� �
�

R

���

� �"� �

�

.

Étantdonn�eunes�quence � �

�

�

� �
�

���

� �

�

� �

�

�
�

���

X�X�X

�
���

� �

�

� �

�

�
�

���

X�X�X ,
on d��nit salimite � �

R

� �

R

�

etsalimite inductive � �

�

� �

� �

commesuit :

� �

�

�

!

�

!

� � �

�

�

!

�

!

� �

�

�

�

!

�

�

�

!

�

!

� �

�

�

�

!

�

�

�

!

�

!

Les �quationsde �

�

et les règlesde �

�

sontditespersistantes. On dit qu'unes�quence
de compl�tion est réussiesi l'ensembledes�quations persistantesestvide et l'ensemble
desrèglespersistantesestcanonique.Lorsquele succèsestobtenuaprèsun nombre�ni
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Paire critique:

� �"� �

�

� �

3#;�IAE

� �

�

if
I

is acritical pairof �

Orientation:

� �

3#;

W

� JGE

� �

�

� � � �

3#;

W �

JGE/�

if W �

J

Elimination:

� �

3Y;




�




E

� �

�

� �"� �

�

Simpli�cation:

� �

3#;�I9E

� �

3#; @

�

KOE/�

� �

3#;�I

�

E

� �

3#; @

�

K

�

E/�

if
I

���

I

�

and/or
K

� �

�

K

�

Métamorphose:

� �"� �

3#; @

�

KOE/�

� �

3 ; @

�

� KOE

� �

�

if
@

���

�

.

�

@

�

and �

@

�

KG�

� ���
�

�

� �+W �

J �

FIG. 8.1– EnsembleKB derèglesdecompl�tion
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d'�tapes, le systèmederèglesr�sultant �

�

d��nit uneproc�dureded�cision pourla th�o-
rie engendr�epar les �quationsde �

�

. Mais la compl�tion peutdiverger enproduisantun
ensemble�ni ou in�ni de règlespersistantes.Celaest le casà partir de la seule�quation

	 �
� �
	 �4*

� � � �

� �
	 �4*

� �

. Orient�e de la seulemanièrepossibleen la règle 	 �
�N�
	 �4*

� � �

�

� �
	 �4*

� �

, cetterèglesesuperposeàelle-même,produisantla pairecritique � �
	 �
� �
	 �4*

� � � �%�

	 �
� �
�N�
	 �4*

� � � �

, qui sesimpli�e en l'�quation 	 �
�N�
� �
	 �4*

� � � � �

� �
� �
	 �4*

� � �

, orient�e en la
règle 	 �
� �
� �
	 �4*

� � � �

� � �
�N�
	 �4*

� � �

. Le processuscontinuedela mêmemanière,enengen-
drantl'ensemblein�ni derègles

;

	 �
�

!

�
	 �4*

� � �

� �

!

�
	 �4*

� �

��V

�

�

E

.
La �gure 8.1d�crit la compl�tion d'un fragmentdela th�orie desgroupes.Partantdes

trois axiomes

* X

�

� *

�

X�* � *

*

�

XG�4* X

�

�

�

�

où
�

estuneconstante,“
�

” estun symboleunairepost�x� et “.” estun symbolebinaire
in�x e, la compl�tion engendrele systèmederèglescanonique

�

X1* � * * X

�

� *

*

�

X1* �

�

* X�*

�

�

�

�
�

�

�

�4*

�

�

�

� *

*

�

XG�4* X

�

�

�

�

* XG�4*

�

X

�

�

�

�

enutilisantla tailledestermespourordreder�duction.Danscette�gure, lepremierchamps,
V , indique le nombred'�tapes de compl�tion. Le secondchampsindique l'ensembledes
règlesobtenuàl'�tape V . À l'�tape � , parexemple,�

/

estcompos�detouteslesrèglesde �

.

et dela règleorient�e à l'�tape � etsitu�e sous�

.

. Commel'ensembledesrèglesn'estpas
chang�parl'�tape � , les�tapes � et � sontmontr�esentrelesmêmeligneshorinzontales.Le
troisièmechampsmontrel'ensembledes�quationsde �

! surla mêmeligne quele nombre
d'�tapes V . Le dernierchampsindiquele nomdela règled'inf�rence utilis�e à l'�tape V .

Mêmelorsqu'unsystèmecanoniqueexistepour uneth�orie �quationelledonn�e, il se
peut trèsbien que la compl�tion ne le trouve pas,au casoù elle engendredes�quations
interm�diairesdont l'orientationn'estpaspossibleavecl'ordre � . Soit parexemple �

�
�

;

	 �


�� � 


�

=��
�

�


 �
�

��	 �

�
� �2B)E

, quenousallonscompl�ter avec l'ordre rpo engendr�
par la pr�c�dence 	

�

�

�




�

B

et
�

�

=

�

B

(mais
=

et



incomparables).Parmi toutes
lescompl�tionspossibles�gurent unecompl�tion r�ussie:

� �

�

�

� �
�

Q

���

�

; 
 �
�

��	 �

�
��� B)E

�

;
�

�

=

��	 �


��

�


�E/�

�

Q

���

�

�

�

;

	 �

B �

�

B

�

=

�

B

�




�

B

�

�

�

B)E/�

et unecompl�tion qui �choue:

� �

�

�

� �
�

Q

���

�

; 
 �
�

��	 �

�
��� B)E

�

;
�

�

=

��	 �


��

�


�E/�

�

Q

���

�

;�= � 
�E

�

;

	 �

B,�

�

B

�

�

�

=

��	 �


��

�


�E/�
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V �

!

�

! inference

0
�

X�* � *

* X

�

� *

*

�

XG�4* X

�

�

�

�

1 * X

�

� *

�

X�* � * orient
*

�

XG�4* X

�

�

�

�

2 �

�

*

�

XG�4* X

�

�

�

�

orient
�

X�* � *

3 �

.

orient
4 *

�

XG�4* X

�

�

�

�

*

�

X�* �

�

deduce(1,3)
5 �

/

orient
6 *

�

X�* �

� � �

�

�

deduce(1,5)
7 ��� orient
8

�
�

�

�

�4*

�

�

�

X

�

� * X

�

deduce(3,3)
9 ��� orient

10 �4*

�

�

�

X

�

� * X

� � �

X

�

�

�

X

�

deduce(7,9)
11 ��� orient

� �

X

�

�

�

X

�

12 ��� compose(11,2)
� �

X

�

�

�

13 �
�

�

X

�

�

�

collapse(12,7)
14

�

�

�

simplify (2)
15 delete
16 �4*

�

�

�

� * deduce(1,9)
17 �

� orient
�4*

�

�

�

� *

18 ��� * X

�

� * X

�

collapse(9,17)
19

�
�

X

�

�

�

delete
20 �4*

�

�

�

� * * XG�4*

�

X

�

�

�

�

deduce(3,17)
21 �

��� orient
22 * XG�4*

�

X

�

�

�

�

* X�*

�

�

�

deduce(1,21)
23 �

.

� orient
* X�*

�

�

�

TAB. 8.1– Completiond'un fragmentdela th�orie desgroupes
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 �

�

�

C
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 �

�
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�

�

�

�

C

where

��

�

�	


 �

�

�

C

by
@

�

K


 �

�

� � by
@

�

�

K

�

@

�

K

� � �

�

�

@

�

�

K

�


 �

�

�

C

�


 �

�

� � �

�

�

C


 �

�

�

C

�


 �

�

�

C


 �

�

�

C

�


 �

�

� � �

�

�

C

where

��

�

�	


 �

�

�

C

by
@

�

K


 �

�

� � by
@

�

�

K

�

@

�

K

� � �

�

�

@

�

�

K

�




�

�

�

M

�

�

�

C

�



�

�

�

C




�

�

�

M

�

�

�

C

�


 �

R

�

�

�

� R

�

�

C

FIG. 8.2– Règlesder�criture depreuves

8.2 Corr ection de l'algorithme decompl�tion

Il s'agit d'exprimer, etdemontrer, qued'unepartla compl�tion nechangepasla th�orie
�quationelleengendr�epar l'ensemble�

�

derègles,d'autrepartquele systèmederègles
obtenuencasdesucc�sestcanonique,et permetdoncded�cider le problèmedu mot dans

�

�

. La premièrepartiedecetteaf�rmation estsimpleàmontrer, puisquechaqueapplication
d'unerègled'inf�rence conserve la th�orie �quationelle,c'estàdire :

Lemme8.2
�

�

�

� � �

�

���
�

�

�

&

� � �

�

�

&

.

La secondepartiede cetteaf�rmation estplus complexe, en particulierà causede la
possibilit� dedivergence.La preuve consisteà montrerquelesrèglesd'inf�rence ont pour
effet detransformerdespreuvesarbitrairesenpreuvesparr�criture.

Onappellerapreuveunes�quenced'�tapes�quationellesavec � etder�crituresavec � ,
cesdernières�tant orient�esdanslesdeuxsens.Unepreuvepar récritureseraunepreuvede
la forme 
 �)�

R

�

�

�

�

R

�

C

. Un pic estunepreuve dela forme 


�

�

�

M

�)�

�

C

, et 


�

�

�

C

estuneétapeéquationelle. Unepreuve parr�criture estdoncunepreuve sanspic ni �tape
�quationelle.Le but dela compl�tion estdetransformertoutepreuve enunepreuve parr�-
criture,cequi supposedoncl'�limination despicset des�tapes�quationelles.Certainsdes
picspeuventêtrefacilement�limin�s, il s'agit despicscorrespondantsàdesredex disjoints
et despics correspondantà desredex ancêtres.La r�criture de cespics sefait conform�-
mentà la preuve du lemmedespairescritiques,et estdoncimplicitementrepr�sent�eà la
�gure 4.4. Il s'agit en fait d'une propri�t� de l'algèbredespreuvesmanipul�esqui ned�-
pendpasdel'ensembledesaxiomesded�part. Lespicscorrespondantàdesredex critiques
vont au contraireen g�n�ral n�cessiteruner�criture mettanten jeu une�quation obtenue
par inf�rence : la pairecritique.Il s'agit doncd'une propri�t� de l'algèbredespreuvesde

� � et � � . L'ensembledesrèglesder�criture depreuve estrepr�sent� à la �gure 8.2.
Il nousresteà montrerqu'unepreuve nepeutêtrer�crite ind��niment, et doncqu'elle

atteintn�c�ssairementuneformenormalequi seraunepreuve par r�criture. Tout d'abord,
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nous�nonçonsquelespreuvesenformenormalesontdela formeattendue:

Propriéte 8.3 Lespreuvesenformenormalepour le systèmederécriture depreuvessont
sanspic ni étapesimpli�able.

Cette propri�t� est �vidente. Nous allons maintenantmontrer que les r�critures de
preuvesterminent.Nousd��nissons doncla complexit� d'une preuve commeun multien-
sembledepairesform�es d'unemultiensembledetermesetd'unerègle:

� �



� � ;9E

, où 
 d�note la preuve vide issuede 
 ,
� �

 � �

�

.

�

$

�

�

M

�

�

R

�

R

�

�

R

���<;

�

;




E

�

@

�

K

�

E 3

� �

M

�

�

R

�

R

�

�

R

�

,
� �



�

�

�

�

M

�

�

R

�

R

�

�

R

���<;

�

;


G�

C E

���

�

E 3

� �

M

�

�

R

�

R

�

�

R

�

,
� �



�

�

R

�

R

�

�

R

M

�

�

R

�

R

�

�

R

C � �

� �



�

�

R

�

R

�

�

R

M0�03

� �

M

�

�

R

�

R

�

�

R

C �

.
On associeà cettecomplexit� l'ordre de r�criture � � �

���

�

� � � �

�

�

�

�

�

�

� � �

�

et on v�ri�e que
lesrèglesder�criture depreuvesd�croissentdanscetordre.La preuve esttechnique,mais
nepr�senteaucunedif�cult�.

Celanesuf�t pas,toutefois,à assurerl'obtention desformesnormalessouhait�es,car
rien n'oblige unes�quencedecompl�tion à effectuerles inf�rencesn�cessairesà la r�duc-
tion d'unepreuve particulière.C'est le rôledela d��nition suivante:

Dé�nition 8.4 Une séquencede complétion � �

�

�

� �
� ���

� �

�

� �

�

�
� ���

X�X�X

� ���

� �

�

� �

�

�
� ���

X�X�X estéquitable, si pour toutepreuve


�

�

R

�

�

�

�

�

C

qui estréductiblepar
lesrèglesdepreuve, il existeuneétape�

�

V telleque 


�

�

R

�

�

�

�

�

C

�

Q




�

�

R

�

�

�

�

�

C

.

Onamaintenantle th�orèmedecorrectiondela compl�tion :

Theorem 8.5 Soit � �

�

�

� �
� ���

� �

�

� �

�

�
�����

X�X�X

� ���

� �

�

� �

�

�
� ���

X�X�X uneséquence
decomplétionéquitableréussie. Alors 


�

�

R

�

�

�

�

�

C

si et seulementsi 
 �)�

R

���

M

�

�

R

���

C

.

Preuve
Par induction sur la relation de r�criture. Si la preuve 


�

�

R

�

�

�

�

�

C

est irr�ductible par
� , elle est sanspic ni �tape simpli�able d'après la Propri�t� 8.3, et sans�tape �qua-
tionnelle par propri�t� de succès.Elle a donc la forme annonc�e.Si elle est r�ductible,
par hypothèsed'�quit�, 


�

�

�

�

�

�

�

C

�

Q




�

�

�

�

�

�

�

C

et par hypothèsed'induction,

 ���

R

�
�

M

�

�

R

�
�

C

.
L'�quit� estbiensûrind�cidable,maisil estfaciled'obtenirdess�quences�quitables:

il suf�t de retarderaumaximumle calculdespairescritiques,et decalculercesdernières
d'un seulcoupparexemple,voir lesexercices.

8.3 Exercices

8.3.1 CiME

CiME estun logiciel decompl�tion d�velopp� auseinde l'�quipe DEMONSdu LRI.
Le premierexerciceconsisteà sefamiliariseravec CiME en faisanttournerlesnombreux
exemplesdisponibles,en particulierla th�orie desgroupesdonn�e par les trois �quations
suivantes:

;

*

H

�

� H

�

� �

�4*

H��

�

H

�

� *

H

F

�

*�� *

H

*

�

�

F

E

.
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8.3.2 Con�uence de la compl�tion

Montrer que la compl�tion est con�uente, c'est à dire que, �tant donn� un ordre de
r�criture sur les termes � , le systèmede règlesretourn� par la compl�tion, lorsquecette
dernièren'�choue pas,estunique.

En d�duire quetout contrôlepour lequelon ne calculedespairescritiques(et on les
calculealorstoutesà la fois) quelorsqu'aucuneautreinf�rencen'estpossible,est�quitable.

8.3.3 Terminaisondesr�gles de compl�tion

Montrer quel'ensembledesrèglesde compl�tion moinsla règlede calcul despaires
critiquesterminepourtoutedonn�e.

8.3.4 Compl�tion close

Soit �

�

unensembled'�quationsclosessurunalphabet,et � unordreder�duction total
surlestermesclos.

1. Montrerquela compl�tion de �

�

termine.

Soit �

�
�<;

	

�

�

F

�

� � �
	

�

�
�

�

F

�

��	

�

�
�

�

F

� ��E

���

� pouruncertainentier
 

donn�. Onprendra
pourordrele rpoengendr�parla pr�c�dence 	

�

�

� .

2. Montrerl'existenced'unes�quencedecompl�tion delongueurpolynomialeen
 

.

3. Montrerl'existenced'unes�quencedecompl�tion delongueurexponentielleen
 

.

4. Donnezuneproc�duredecompl�tion closepolynomiale(il enexisteuneen
 @ >

�

 

).

8.3.5 Divergence

On se donneun ensemble�

�
� ;

� � * � � * � 	��O	 *U� 	�� *

E

de deux �quations
où 	 et � sontdeuxsymbolesunaires.On secontenterad'orienterces�quationset toutes
cellesengendr�espar compl�tion avec l'ordre de plongement.On appellesimpli�cation
d'abord tout contrôlequi rejetteen dernierles deuxrèglesd'orientationet de calcul des
pairescritiques.

1. Montrer quela compl�tion de �

�

r�ussit en temps�ni avec un contrôlesimpli�ca-
tion d'abordqui rejettele calcul despairescritiqueslorsqueplus rien d'autren'est
possible.Quevaut �

� ?

2. Trouver unes�quencedecompl�tion �quitable qui neterminepas.

3. Montrerquesi unes�quencedecompl�tion r�ussiedivergeavecun contrôlesimpli-
�cation d'abord,alorsle systèmederèglesobtenuestn�cessairementin�ni.

4. Montrerquesi la compl�tion terminepouruncertaincontrôle�quitable,alorsil existe
un contrôlesimpli�cation d'abordpourlequelelle termine�galement.

8.3.6 R�critur e ordonn�e

Étantdonn�sunensembled'�quations � tel que
K � @

T � si
@�� K

T � , etunordrede
r�duction � total sur les termesclos,la r�criture ordonn�esur les termesclosestd/'e�nie
comme 
 ���

�
�

.

�

$
�

C

si il existe unesubstitutionclose 
 telle que 
,�
�

� @


 ,
C �




� K


 
 ,
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et
@


 �

K


 . Cetted��nition permetdoncde r�crire avec desinstancesclosesordonn�es
d'�quations. On appellerapairecritique de �

� �

sur
@ � K

à la position W6T � �

>


O�

@
�

,
l'�quation

K




� @




� �


 
 � . Ondit qu'une�quation 


� C

estcon�uentesi 
�


� C


 pourtoute
susbtitutionclose 
 .

1. Soit �

� ;

*

H �

�

� H

*

E

, et deuxconstantes
B

�

=

. Trouver un ordreder�duction
bienfond� � tel que

B

H

=

�)�

�

�

Q

�

�

�

Q

���

=

H

B

.

2. Montrerquela relationder�criture conditionelleestcon�uentessi toutessespaires
critiquessontcon�uentes.

3. En d�duire quela commutativit� estcon�uente.

4. �

�<;

*

H �

�

� H

*�� �4*

H �

�

H

�

�

*

H

�

� H

�

�

� *

H

�

� H

�

� �

�4*

H �

�

H

�

E

est-il
con�uent?

5. Donneruneproc�duredecompl�tion pourla r�criture ordonn�e.

8.3.7 R�critur e conditionelle

Onsupposequelesrèglessontdela forme
@

�

K���� M

� � où
M

� � d�note l'expression
M

�

�

�

�

P

�����

P M

�

�

�

� . Le symbole� serainterpr�t� comme
�

� tel que ���

R

�

�

�

�

R

�

.
La r�criture estd'e�nie comme
 �)�

� �

.

���	�

��
 �

C

si il existe 
 telleque 
,�

�

� @


 ,
C �




� K


 
 ,
et

M


 � � 
 . Le systèmeder�criture � estdit r�ductif s'il existeunordreder�duction � tel
que

@

�

K

�

@

� �

3

�

�LM

!

�

@

� �

3

�

�

�

! pourtout V T

�

�

� �

 


 .

1. Montrerque �

3

� estbienfond�.

2. Montrerquela relation 
 �)�

�

C

estd�cidable.

3. On appellepairecritique conditionellede �"�

�
�
�


 �

C

sur
@

�

K��
� M

� � à la
positionW#T � �

>


D�

@��

, l'�quation conditionelle
K




� @




�
�


 

�

�
� M




�

� 


P


�


� C


 .
On dit qu'une�quation conditionelle


�2C��
� M1�

� estcon�uentesi 
�


� C


 pour
toutesusbtitution
 telleque

M




�

� 
 .
Montrerquela relationder�criture conditionelleestcon�uentessi toutessespaires
critiquesconditionellessontcon�uentes.

4. Donneruneproc�duredecompl�tion conditionelle.
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Chapitr e 9

Langagesde termeset automates
d'arbr es

Le but decechapitreestded�crire desensemblesdetermesclospardesoutilsdeth�orie
deslangages,pluspr�cis�ment lesautomatesascendantsd'arbres.

9.1 Automatesde mots

Si l'on considèrequ'un mot est un arbrequi s'ignore, un automatede mots devient
ipso-factounautomated'arbres.Il y adeuxfaçonsdevoir lesmotscommedesarbres.

Si lesmotssontengendr�spardesconstantes(leslettresdu vocabulaire),le mot vide
�

et le produitdeconcat�nation



�
>�C

, alorsl'ensembledesmotsestle quotientdel'ensemble
desarbrespar les lois d'associativit� (du produit)et d'�l�ment neutre(qui lie le produitet
le mot vide). Cettevision neconduitdoncpasà unevision directedesautomatesdemots
commedesautomatesd'arbresparticuliers.

On vadoncvoir lesmotscommeunestructurelibre engendr�eparle mot vide
�

, et par
autantde symbolesunairesquede lettresde l'alphabet,le mot

B

�

X�X�X

B

� devenantl'arbre
B

�

� X�X�XA�

B

�

�

�?� � �

. Celarevient à consid�rerquele d�but du mot (situ�e à gauchedansnotre
�criture latine)devient unefeuille del'arbre obtenu(doncdessin�eenbas,dansla conven-
tion informatiqueusuelle).Tout cela,bien sûr, n'est qu'uneconvention.Ce qui n'est pas
uneconvention,estl'�tiquetage de la transitionentrantepar la constante

�

qui �tiquette la
feuille del'arbre.

9.2 Automatesascendantsd'arbr es

Cettevision desautomatesdemotscommedesautomatesd'arbresparticuliersconduit
naturellementà la notiond'automateascendantd'arbres:

Dé�nition 9.1 Un automate�ni nond�terministeascendantd'arbresou AFA estun qua-
druplet �

�

� Q � � � Q
�

�����

�

, où Q estun ensembledesymbolesunairesappellés�tats, �

estle vocabulaire (disjoint deQ) dessymbolesdefonctions,Q
�

(

� estle sous-ensemble
desétatsacceptantsou �naux, et � � estl'ensembledesrèglesdetransition,qui sontdes
règlesderéécriture dela forme
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	 �

J

�

�4*

�

�

������� �

J

�

�4*

�

� �

�

J

�
	 �4*

�

����������*

�

� �

où

��

�

�	

	YT �

�

J

�

���������

J

�

�

J

T Q
*

�

����������*

�

T � avec*

!

��

*

�

for V

��

�

J

�

J

�

(transitionvide)
Étant donnéun terme (clos)

C

de � �
�

�

, un calcul est une dérivation de la forme
C

���

R

���

J

�

C �

. Un calcul est r�ussi si
J

T Q
�

. Le langage �!�

� � ;�C

T�� �
�

�

�

C

���

R

���

J

�

C �

avec
J

T Q
�

E

estdit reconnupar l'automate � . Deuxautomates� et �

�

sontdits �quivalentss'ils reconnaissentle mêmelangage.

Notonsque �"� possèdela propri�t� determinaisonsi et seulementsi le sous-système
destransitionsvidestermine,c'est-à-dires'il n'y apasdeboucledansle graphedestransi-
tionsvides.

Exemple9.2 �

� � ; B)E

� �

�

� ;

�

E

� �

.�� ;

	

E

, Q
� ; J �

�

J

�9�

J

�

E

� Q
�

� ; J

�

E

, et
�

� ; B

�

J �

�

B �

� �N�

J �

�4*

� �

�

J

�G�
� �4*

� �

� � �

J

�G�4*

� �

�

J

�G�
�N�4*

� �

� 	 �

J

� �4*

�

�

J

�D�
�N�

�

� �

�

J

� �
	 �4* �

�

� � ��E

. Suiventsuccessivementunedérivationqui n'estpasun calcul,uncalculqui
échoue, etun calcul réussi.

	 �

B

�

B,�

�N�

�

	 �

J �

�

B �

�

B,�

�0�

�

	 �

J �

�

B,�

�

J �

�

B,� �

� �

B,�

�N�

�

� �

J
�

�

B,� �

�N�

�

J

�
�
� �

B � �

	 �
�N�

B,�

� � �

B � �

.

���

�

	 �

J �

�

B �

�

J �

�

B,� �

.

� �

�

	 �

J

� �
� �

B � �

�

J

�,�
�N�

B,� � �

�0�

�

J

� �
	 �
� �

B �

� � �

B � � �

Lesautomatesascendantsd'arbresn'ont pasd'�tat initial, cesontenfait lesconstantes
de �

�

qui en tiennentlieu, puisqueles transitionsnon vides associ�essont de la forme



�

J �

�


��

.
Il estpossiblede consid�rer les �tats commedessymbolesde constantes,et dansce

cas,les transitionsnon videssont desrèglesclosesde la forme 	 �

J

�

������� �

J

�

�

�

J

. La
pr�sentationpr�c�dente, qui permetde ne pasd�truire le termer��crit, s'avèren�cessaire
pour la pluspartdesg�n�ralisations,enparticulierpour lesautomatesà contraintes.Par la
suite,nousadopteronssouvent la pr�sentationsimpli��e, qui, pour notreexemple,aurait
donn� :

Exemple9.3 �

� ; B

�

J �

� �N�

J �/�

�

J

�9��� �

J

�

�

�

J

�A� 	 �

J

�A�

J

�

�

�

J

�

E

. Lescalculs
deviennent:

	 �

B

�

B �

� �

�

	 �

J �

�

B �

���

�

	 �

J �

�

J �/�

� �

B �

� �

�

�N�

J �A�

� �

�

J

�

	 �
� �

B �

� � �

B � �

.

�)�

�

	 �

J �

�

J �A�

.

���

�

	 �

J

�A�

J

�

�

���

�

J

�
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Dé�nition 9.4 Un automateascendantd'arbres � estdit
- r�duit si touslesétatssontaccessibles,c'est-à-dire si pour tout état

J

T Q, il existe
un terme

C

T � �
�

�

tel que
C

�)�

R

� �

J

�

C �

,
- d�terministeou AFAD, si tout termeclos possèdeau plus un calcul. Une condition

suf�sante (équivalentedansle casoù l'automateest réduit) estqu'il ne possèdepasde
transitionvideni deuxrèglesdemêmemembregaucheà renommageprèsdeleur variables.

- complet si tout terme clos possèdeau moins un calcul. Une condition suf�sante
(équivalentedansle cas où l'automateest réduit) est que pour tout

 

T IN, pour tout
	 T �

� , pour tous
J

�

���������

J

�

T Q, il existe
J

T Q et unerègle 	 �

J

�

�4*

�

�

���������

J

�

�4*

�

� �

�

J

�
	 �4*

�

����������*

�

� �

dans ��� .

L'automatedel'exemple9.2estr�duit, d�terministe,maisincomplet.
Par la suite,nousneconsidereronsquedesautomatesr�duits. Énonçonsdeuxpropri�t�s

simples:

Lemme9.5 Si � estun automatecompletdéterministe, alors tout termeclos possèdeun
calculunique.

Si � estun automateincomplet,alors il existeun automatecompletéquivalent�

�

qui
estdéterministesi � l'est.

Lesr�ciproquesdespropri�t�s pr�c�dentesn�cessitentque � soit r�duit.

9.3 R�duction du non d�terminisme

Lemme9.6 Pour tout AFA avectransitionsvides,il existeun AFAD sanstransitionsvides
équivalent.

La preuve est routinière.Elle consiste,commedansle casdesmots,à recopiertoute
transitionnon-videarrivant en �tat

J

versles �tats
J

�

tels quel'on passede
J

à
J

�

parune
successiondetransitionsvides,avantdesupprimertouteslestransitionsvides.

Théorème9.7 Pour tout AFA, il existeun AFAD équivalentobtenuentempsnondétermi-
nistelinéaire.

On commencepar �liminer les transitionsvides, puis on d�terminise de la manière
habituelleenpassantauxpartiesdel'ensembledes�tats.

9.4 Pompage

Théorème9.8 Pour tout automate�ni ascendantd'arbre � , il existeuneconstante
�

�

�

F

telleque, pour tout termeclos
C

T"�!�

�

dehauteursupérieure à
�

� , il existedescontextes
clos

� �



� et 8

�



�

et un termeclos � telsque:
-

F

����W ���

�

� ,
-

F

���

J

� �

�

� ,
-

�
 

T IN �

� �

8

�

�

� 

�

-



�

T � �!�

�

.
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La preuveestla mêmequed'habitude,relativementàunebrancheduterme
C

dehauteur
sup�rieureà

�

� .
Soit � contenantunsymbolebinaire 	 . Ond�duit ais�mentdu lemmepr�c�dent quele

langaged'arbre
;

	 �

C

�

C �

�

C

T � �
�

��E

n'estpasreconnaissable.Il suf�t eneffet depomper
un tel termede hauteurquelconquepour engendrerun termequi ne fassepaspartie du
langage.

Onend�duit aussila propri�t� essentiellesuivante:

Corollaire 9.9 Levided'un AFA estdécidable.

Preuve
En effet, d'aprèsle r�sultat de pompage,il suf�t de testertousles termesclos de hauteur
au plus �gale au nombred'�tats. Une m�thode beaucoupplus ef�cace consisteà nettoyer
l'automateen�liminant les�tats inutiles(nonproductifsounonatteignables). �

9.5 Clôtur e par lesop�rations Bool�ennes

Théorème9.10 La classedeslangagesd'arbresreconnaissablesestclosepar lesopéra-
tionsBooléennes.

Preuve
On fait la preuve pour l'union, l'intersectionet la compl�mentation,enutilisantdestrans-
formationsqui pr�servent la propri�t� pour un automated'être d�terminisme et com-
plet. Soient �

�

� ;

Q
�

� � � Q
�

�

���

�

E

et ���

� ;

Q �,� � � Q � � �����

E

deux AFA complets.
On d��nit l'ensemble �

�

� � �

�

des pairesd'�tats, et le systèmede règles �

�

;

	 � �

J

�

�
�

J

�

�

�

��������� �

J

�

�
�

J

�

�

� �

� �

J

�

�

J

�

�

�A	 �

J

�

�
���������

J

�

�

�

�

J

�

et 	 �

J

�

�

���������

J

�

�

�

�

J

�

E

.
On v�ri�e alors ais�ment que les automates� Q � � ���

�

�

� ���

3

�

�

� ��� �,���

�

et
� Q � � � Q

�

�

� Q � �,���

�

reconnaissentrespectivementleslangages� �!�

�

�93

� �!���

�

et � �!�

�

� �

� �!���

�

, et sontd�terministessi et seulementsi �

�

et ��� le sonttousdeux.
Pourl'automatecompl�mentairede �

�

suppos�complet,onprocèdecommed'habitude
en�changeant�tats acceptantsetnonacceptants. �

9.6 Clôtur e par homomorphisme

La situationvadiff�rer du casdesmots.

Dé�nition 9.11 Soient� et �

�

deuxalphabetsdesymbolesde fonctions,nonnécessaire-
mentdisjoints.À chaque

 

�

F

, on associeun alphabetdevariables �

�

� ;

*

�

����������*

�

E

disjoint de � et �

�

. Soit
�

�

uneapplicationqui à un symbole	 T �

� associeun terme
de � �
�

�

���

�

�

. L' homomorphismed'arbres
�

� � �
�

�

� � �
�

�

�

dé�ni par
�

�

estl'unique
applicationqui véri�e

�

�
	 �

C

�

������� �

C

�

� � �

	

�
	

��;

*

�

�

�

�

�

C

�

�

������� ��*

�

�

�

�

�

C

�

��E

L'homomorphisme
�

sera dit lin�aire si
�

�

�
	

�

estuntermelinéairede � �
�

�

�

pour tout
	 T � .

92



Exemple9.12 �

� � ; B

�

=�E

� �

/ � ;

�

E

, �

�

�

� ; B

�

= E

� �

�

.

� ;

	

E

,
�

�

�

B,� �

B

�

�

�

�

= � � =

, and
�

�

�
�

� �

	 �4*

�

��	 �4*

.

��*

/ � �

. Soit
C �

�N�

B

� � �

=

�

=

�

=��

�

B,�

. Alors
�

�

C � �

	 �

B

��	 �
	 �

=

��	 �

=

�

=�� �

�

B � �

.

Les homomorphismesd'arbresne pr�servent pasla reconnaissabilit�.En effet, il suf-
�t de prendreles alphabets�

�

�

�

� ;

	 � �

�

�

B E

, et l'homomorphisme
�

engendr�par
�

�

�

B � � B

�

�

�

�
	

� �

	 �4*

�

��*

�

�

. L'homomorphisme
�

transformele langagereconnais-
sable

;

	 �

C

�

C

�

�

�

C

�

C

�

T � �
�

��E

enle langage
;

	 �

C

�

C �

�

C

T � �
�

��E

dontonavu qu'il nel'est
pas.Toutefois,

Théorème9.13 La classedeslangagesd'arbresreconnaissablesestclosepar homomor-
phismelinéaire d'arbres,etpar homomorphismeinversearbitraire.

La preuve estun exercicenon trivial pour la reconnaissabilit�parhomomorphismeli-
n�aire. Elle eststandardpourleshomomorphismesinverses.

9.7 Clôtur e par normalisation

Le r�sultat essentieldeceparagrapheestquela reconnaissabilit�estpr�serv�e parnor-
malisationparunsystèmeder��criture lin�aire (droit et gauche).

En fait, ce qui s'avère int�ressanten pratiqueest que le langagedestermesclos en
formenormalepourun systèmederègleslin�aire gaucheestreconnaissable.Lesmembres
droit n'interviennent�videmmentpasdansla d��nition destermesen forme normale,ce
qui expliquequ'aucuneconditionde lin�arit� nesoit requisepoureux.Nousmontronsce
r�sultat à l'aide d'un lemmepr�liminaire simple,maisimportant.

Lemme9.14 Le langage �

�

desinstancesclosesd'un terme
C

linéaire estestreconnais-
sable.

Preuve
Soit �

�%�U;�C

� � � unesubstitutionclosearbitraire
E

. On reconnait�

�

avec l'automatenon
d�terministe � Q � � �

;�C

�

E

���

�

, où
- Q

� ; J
�

E�3 ;�C

�
�

� ��W T � �

>


O�

C ��E

, où � d�signe la substitutiontelle que
�

* T

�
BGK

�

C �

* �

� J
�

,
- �

�

�

�
3

�

� E

, où �

�

estl'ensembledesrèglesd'un automatecompletpourl'�tat
J

�

,
et �

���<;

	 �

J

�

���������

J

�

�

�

J

�

�
J �

	 �

J

�

���������

J

�

�

T Q
E

.
Pour la r�ciproque, on sait d�ja que la conditionde lin�arit� est essentielle,puisque

l'on a vu quele langage
;

	 �

C

�

C �

�

C

T � �
�

��E

n'est pasreconnaissable.De manièreplus
g�n�rale, celaestvrai detout terme

C

nonlin�aire parle mêmeargument. �

Lemme9.15 Le langage �

�

destermesdanslequelun terme
C

estimbriqué,estreconnais-
sablesi et seulementsi

C

estlinéaire.

Plusg�n�ralement,
Preuve
Soit �

� � ;�M�� C

� 

�

� où
M

d�signeun contexte closarbitraireet � unesubstitutionclosearbitraire
E

.
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On reconnait�

�

avec l'automatenon d�terministe � Q � � �

; J

�

E

���

�

inspir� du pr�c�dent,
où leschangementssontlessuivants:

- Q
�<; J �

�

J

�

E 3#;�C

� � � � W#T � �

>


O�

C ��E

,
- �

�

�

� 3

� �

3

�

��3Y;�C

� �

J

�

E

, où � �

� ;

	 �

J

�

������� �

J

!

&

�

J

�,�

J

!

Q

�

���������

J

�

�

�

J

� �

�  

T IN
�

	YT �

�

�

V T

�

�

� �

 




� J

�

������� �

J

!�� �

�

J

!

Q

�

������� �

J

�

T Q
E

. �

Onend�duit maintenantle th�orème:

Théorème9.16 Lelangagedesformesnormalesclosesd'un systèmederéécriture linéaire
gauche�ni estreconnaissable.

Preuve
Soit IR

� ; @

!

�

K

!

E

. À chaquemembregauche
@

! , on associel'automate�

�

� qui reconnait
lestermesr�ductiblesparla ièmerègle.Onconclueparunion,puiscompl�mentation.

Ce r�sultat a de nombreusesapplicationsimportantes,en particulieren d�monstration
automatique.

Dé�nition 9.17 Étantdonnéun systèmederéécriture � , un terme
C

estdit inductivement
réductiblepar � si toutessesinstancesclosesle sont.

Corollaire 9.18 La réductibilitéinductived'un termelinéaire
C

estdécidablepour lessys-
tèmesderègleslinéairesgauches.

Preuve
En effet, un terme

C

estinductivementr�ductible si le langagedesesinstancesa uneinter-
sectionnonvide avecle langagedesformesnormalespourle systèmederègles,cequi est
d�cidable. �

En fait, on peutmontrerquele r�sultat restevrai pourlestermesnonlin�aires. Onpeut
aussimontrerqu'il estvrai pour tout systèmederègles,lin�aire gaucheou pas,maiscela
n�cessitel'utilisation d'automatesàcontraintesqui sortentdu cadredececours.

Uneautreapplication,intimementli�e à la pr�c�dente, consisteà "lib�rer" unealgèbre
quotientparunsystèmeder��criture � lin�aire gaucheetconvergent.Eneffet, pourdetels
systèmes,l'algèbrequotientestisomorpheàl'algèbredesformesnormales.L'ensembledes
formesnormales�tant reconnaissable,on va interpr�ter les�tats del'automatecommedes
sortes,et sestransitionscommedesd�clarationsdepro�l desop�rations.Celanousfournit
unenouvellealgèbrequi estisomorpheàla pr�c�dente.L'avantagedecettenouvellealgèbre
estqu'elleestlibrementengendr�e,etquel'on peutdoncraisonnerais�mentparr�currence
structurelle.Cettetechniquea desapplications,à la d�monstrationautomatiqued'unepart,
maisaussien th�orie destypes,pour la g�n�ration desrèglesd'�limination pour les types
inductifsquotient.

Nouspr�sentonsci-dessousun exemplesimple, la sp�ci�cation classiquedesentiers
parpr�decesseuret successeur. La constructionde l'automatedeformesnormales(parun
algorithmeplusef�cace queceluiesquiss�plushaut)nousdonnel'automatedela �gure 9.1,
donttousles�tats sontacceptantsexcept� �

 0C

. Nousutilisonsla conventionqueles�èches
�tiquett�es pardes

�

sontdestransitionsvides.
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obj INTEGERS
sortsNat� Int
opS,P: Int � Int
opS : Nat � Nat
op0 : Nat
eqP(S(x)) � x if x : Int
eqS(P(x)) � x if x : Int
endfmod

Nat

Int

S

P

Pe

e

e

+

  0

P(x:Int)

e

P

S

S(x:Nat) S

0

S

S,P

e

0

FIG. 9.1– Unesp�ci�cation avecsortesordonn�esdesentiersetsonautomateassoci�
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Chapitr e 10

Logique du premier ordr e

10.1 Syntaxe

Un langagedu premierordreestconstitu� àpartird'un vocabulairecomprenant
- un ensemblein�ni desymbolesdevariables �

� ;

*��

�

�

�

�������

E

,
- un ensembledesymbolesdefonctions�

� ;

	 � �)�

�

�������/�

B

�

=

�




�������

E

munisd'arités.
- un ensembledesymbolesdeprédicats�

� ;

� ��� � � ��������� W��

J

�

K

�������

E

munisd'arit�s
detellesortequepourchaqueentier

 

, �

� estl'ensemble�v entuellementvidedessymboles
de pr�dicats d'arit�

 

. Les symboles
;

W��

J

�

K

�������

E

de �

�

sontaussiappell�s symboles(ou
variables) propositionelles.
desconnecteurs logiquesusuels:

P

��� � � �

� , desconstantes
F

�

�

, etdesquanti�cateurs
�

�

�

.
Onutilisera�galementdessymbolesauxiliairesded�sambiguationcomme� �

�

�

�

� 
��

;

et
E

.
Le langagelogiqueestform� de quatreentit�s syntaxiques,lessymbolesde variables

(ou variables), les termes, les atomeset les formules, construitessuccessivementcomme
suit :

1. l'ensemble" �
� ���

�

destermes�nis estd��ni auchapitre2

2. L'ensembledesatomesestl'ensembledesexpressionsdela forme � �

C

�

���������

C

�

�

où
C

�

���������

C

� sontdestermes�nis.

3. Le langage � ���#� � ���

�

des formules du premier ordre bati sur le vocabulaire
� � � ��� est le plus petit ensemblecontenantles constanteslogiques

F

et
�

et les
atomes,et closparlesop�rationsqui
- à la formule � associentsan�gation � � ,
- aux formules ��� � associentleur conjonction �

P

� , leur disjonction � � � , et
l'implication �

�

� ,
- à la formule � et à la variable * associentla formule existenciellementquanti�ée

�

*6� , et la formuleuniversellementquanti�ée
�

*�� .

Le langagedesformulespropositionnellesestobtenupour �

���

� �

���

���

�

�

�

.
Un littéral estun atome(auquelcasil estdit positif) ou la n�gation d'un atome(au-

quel casil estdit négatif). Une formulesansvariableestdite close. Une formuledont les
quanti�cateursapparaissenttous en tête estdite prénexe. Une formule universelle (resp.
existentielle) estune formule pr�nexe closedont les seulsquanti�cateurssontuniversels
(resp.existentiels).
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Onappelleclausetouteformuleuniverselledontlessousformulesnonquanti��es sont
deslitt�raux oudesdisjonctionsdelitt�raux. Uneclauseadoncla formeg�n�rale

�

*

�

�����

�

*

�

�

�

� ����� � �

�

� � �

�

�Y����� � � � �

où �

�

��������� � � � �

�

��������� � � d�signentdesatomes.
Lesquanti�cateurslient lesvariablessur lesquellesils portent.On d��nit donclesva-

riableslibres
� BGK

�

�

et lesvariablesliées �

� BDK

�

�

d'uneformuleparr�currencesurla struc-
turedela formule:

Variables
� BGK

�4*

���<;

*

E

si * estunevariable
�

� BGK

�4*

� ���

si * estunevariable
Termes

� BGK

�
	 �

C

�

���������

C

�

� ��� � BGK

�

C

�

��3

�����

3 � BGK

�

C

�

�

�

� BGK

�
	 �

C

�

���������

C

�

� �����

Atomes
� BDK

� � �

C

�

������� �

C

�

� � � � BDK

�

C

�

��3

�����

3 � BDK

�

C

�

�

�

� BGK

� � �

C

�

������� �

C

�

� � � �

Formules
� BGK

�9�

P

�

� � � BGK

�9�

��3 � BGK

���

�

�

� BGK

�9�

P

�

� �

�

� BDK

�9�

�03

�

� BGK

���

�

�
BDK

�9� � �

���
�

BDK

�9�

��3
�

BDK

���

�

�

�
BGK

�9� � �

� �

�

�
BDK

�9�

�03

�

�
BGK

���

�

�
BDK

�9�

�

�

� �
�

BDK

�9�

��3
�

BDK

���

�

�

�
BGK

�9�

�

�

���

�

�
BDK

�9�

��3

�

�
BGK

���

�

�
BDK

� � �

� �
�

BDK

�9�

�

�

�
BGK

� � �

� �

�

�
BDK

�9�

�

�
BDK

�

�

*6�

���
�

BGK

�9�

�

�

;

*

E

�

�
BGK

�

�

*��

� �

�

�
BGK

�9�

�03#;

*

E

�
BDK

�

�

*6�

���
�

BGK

�9�

�

�

;

*

E

�

�
BGK

�

�

*��

� �

�

�
BGK

�9�

�03#;

*

E

On repr�sentesouvent lesformulescommedesarbres,et on utilise desmotssur le vo-
cabulaire desentiersnaturelspour d�signer les positionsdessousformules.Celapermet
de parlerplus pr�cis�ment desoccurrenceslibres ou li�es d'une variable * . Par exemple,
la variable * a uneoccurrencelibre (à la position1.1) et uneoccurenceli�e (à la position
2.1.1)dansla formule � �4*

�

�

�

* � �4*

�

, à conditiondeconsid�rer
�

* commeun op�rateur
unaireindex� par la variable * . Celaa un sensinformatiquetrèspr�cis : la variableli�e *

estrepr�sent�eparun pointeursurle noeudcorrespondant.Deuxoccurrencesd'unemême
variableli�es par le mêmequanti�cateur(

�

ou
�

) pointerontdoncsur le mêmenoeud(�ti-
quett� par

�

ou
�

). Deuxvariablesdistinctesou bienli�es pardesquanti�cateursdiff�rents
pointerontsurdesnoeudsdistincts.Lesvariableslibrespointerontsurdesnoeuds(

�

ou
�

selonlescas)�cti vementrajout�s audessusdu terme.Cetterepr�sentationdestermesest
dueàDe Bruijn.

L'applicationd'unesubstitutionàun termeest�tendueauxformules:
Variables * 


�


��4*

�

Termes 	 �

C

�

���������

C

�

�




�

	 �

C

�


N���������

C

�




�

Atomes � �

C

�

������� �

C

�

�




�

� �

C

�


N���������

C

�




�

Formules �9�

P

�

�




�

� 


P

� 


�9� � �

�




�

� 
 � � 


�9�

�

�

�




�

� 


�

� 


� � �

�




�

� �9� 


�
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�

�

*6�

�




� �

* �9� 


�

�

�

�

�

�

*6�

�




� �

* �9� 


�

�

�

�

10.2 S�mantique

La s�mantiquedeTarskia pourbut d'associerunevaleurdev�rit� parmi( " pourtrue
et

�

pour false) à touteformule close,et unefonction à valeurdansles valeursde v�rit�
à touteformuleposs�dantdesvariableslibres.Certainess�mantiquesutilisenttrois valeurs
dev�rit� (enajoutantla valeurindé�ni parexemple).On munit cesvaleursdev�rit� d'une
structurevia unetabledev�rit� qui d�crit l'action desconnecteursBool�enssurlesvaleurs
dev�rit�. CesconnecteursBool�ensexprimentlespropri�t�s desconnecteurslogiquesvia
lesnotionsfondamentalesdestructureetd'interpr�tation.

�

� � �

�

� "

��� �

� �

� � �

�

�

�����

"

P � ���

�

� " ��"

���

" �

P � ���

�

� " �

����� �

�

P � ���

�

�

�

��"

��� �

�

P � � �

�

�

�

�

����� �

�

�
���

�

� " ��"

� �

" � �

�
���

�

� " �

��� �

" � �

�
���

�

�

�

��"

���

" � �

�
���

�

�

�

�

����� �

�

�
� �

�

� " ��"

� �

" �

�

�
� �

�

� " �

��� � �

�

�

�
� �

�

�

�

��"

���

" �

�

�
� �

�

�

�

�

�����

"

Dé�nition 10.1 Une( � ���

�

-structure(ou simplementstructure) estunepaire ����� �

�

où �

estun ensembleappelédomainedediscourset � estuneinterpr�tation qui consisted'une
part enun homomorphismede " �
�

�

dansune � -algèbre dedomaine� et d'autre part en
uneinterprétationdessymbolesdeprédicats: pour chaquesymboledeprédicat � T �

� ,
� � �

�

(aussinoté �

�

) estun sousensemblede �

�

.
Onabrégera souvent����� �

�

en � lorsquel'interprétationestdéterminéesansambigüité
par le contexte.

Lorsquele symbole� estd'arité nulle, la relation �

�

estalors unevaleurdev�rit� , "

(pour true)ou
�

(pour false).

Quelquesexemplesdestructuresimportantes:

Exemple10.2

Domaine Opérations Relations Nom Notation
�

F

� ���

H

�

��� ArithmétiquedePresburger Presburger
�

H

��� �

F

� �

�

��� ArithmétiquedePeano Peano
�

H

��� �

F

� �

�

��� ThéoriedesRéels Tarski
�

H

��� �

F

� �

�

��� ThéoriedesRationnels

Nousallonsmaintenantinterpr�ter les formules,et il y a deuxfaçonsde proc�der. La
premièreconsisteàinterpr�teruneformulecommeunefonctionBool�ennedesesvariables
libres. Une formule closeseradoncinterpr�t�e par unevaleurde v�rit�. Techniquement,
l'ensembledesvariableslibres d'une formule n'�tant pasidentiqueà celui de sessous-
formules,il va êtren�cessairede calculerla fonctiond'interpr�tation d'une formule vis à
vis d'un ensemblequelconquedevariablescontenantsesvariableslibres.
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La secondeconsisteà sedonnerà priori desvaleursdu domained'interpr�tation pour
touteslesvariablesde � . Techniquement,celan�cessitel'introduction d'une fonction(ar-
bitraire)de � dansle domaine� , appell�evaluation. Unevaluation�tant donn�e, l'inter-
pr�tation d'une formule relativementà cettevaluationdevient unevaleurde v�rit�. Cette
solution�vite doncla gestiond'un ensembledevariablesdansla d��nition desinterpr�ta-
tions,au prix d'un conceptsuppl�mentaire,celui de valuation,quel'on peutvoir comme
une variableglobaledonnantla valeur de toute les variablesa�n que les interpretations
soientdesvaleursplutôtquedesfonctions.

Danscecours,nousavonschoisila premièresolution.Il pourraêtreutile pourle lecteur
dereformulerles�nonc�s et refairelespreuvesavecla seconde.

On noterapar
�

� 


� 7

�

�

&

7*(*(*( 7

�

-

�

�

�

�

������� �

�

�

�

la valeurpour le
 

-uplet �

�

�

���������

�

�

�

de la
fonction d'interpr�tation de la formule � vis à vis de l'interpr�tation � et de l'ensemble
devariables

;

*

�

������� ��*

�

E

contenant
� BDK

�9�

�

. On omettral'indice � lorsquecelaserasans
ambiguit�. On utilisera la notation * pour la liste de variables

;

*

�

������� ��*

�

E

prisesdans
cetordre,la lettre

�

pour d�signer un �l�ment du domaine� , et
�

pour la liste de valeurs
; �

�

������� �

�

�

E

prisesdanscetordre.
Variable

�

�



�

(*(*( 7

�

7*(*(*(

�

� �������

�

�������

� � �

Terme
�

	 �

C

�

���������

C

�

�




�

�

�
� �

	

�

�

� C

�




�

�

�
�

������� �

� C

�




�

�

�
� �

Atome
�

� �

C

�

���������

C

�

�




�

�

�
� �

�

�

�

� C

�




�

�

�
�

������� �

� C

�



�

�

�
� �

Formules
�

F




�

�

�
� � �

�

�

�




�

�

�
� �

"

�

� � 


�

�

�
���

�

�
���

�

�

� 


�

�

�
�

�

�

P

� 


�

�

�
��� �

� 


�

�

�
�0P �

� �

�

�

� 


�

�

�
�

�

� � � 


�

�

�
��� �

� 


�

�

�
�

�

�
� �

�

�

� 


�

�

�
�

�

�

�

� 


�

�

�
��� �

� 


�

�

�
�

�

�
���

�

�

� 


�

�

�
�

� �

*6� 


�

�

�
���

" ssiil existe
�

T#� tel que
�

� 


�

7

�

�

�

�

�
� �

"

�
�

*6� 


�

�

�
���

" ssipourtout
�

T#� ,
�

� 


�

7

�

�

�

�

�
���

"

Dansla d��nition ci-dessus,notonsque * ne doit pasapparaîtredansla liste * . Si
cela �tait le cas,il faudraitrenommerla variableli�e * , ce qui est toujourspossible.Par
ailleurs,l'utilisation dussiimpliquequel'interpr�tation est�gale à

�

lorsquelesconditions
indiqu�esnesontpassatisfaites.

Lemme10.3 Soientdeuxensemblesde variables * et
�

tels que
�

BGK

�9�

� (

* . Alors la
restrictionde

�

� 


�

�

� à * coincideavec
�

� 


� .

Preuve
Par r�currencesurla structurede � . �

Dé�nition 10.4 On appelle interprétation de � dans la structure ����� �

�

la fonction
�

� 


� 7 � �

�

����� encore notée
�

� 


�

ou toutsimplement
�

� 
 lorsquecelan'estpasambigu.

Le lemmesuivant indiquequelesnotionsd'interpr�tation et desubstitutionsontcom-
patibles:

Lemme10.5
�

� 
 


�

�

�
� � �

� 


�

�

�

*

�


 


�

�

�
�

������� �

�

*

�


 


�

�

�
� �

, avec les conventionshabi-
tuelles

�
BDK

�9�

��(

* , et
�

BDK

�4*

!




� (

�

pour tout
�

� V
�

 

.
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Dé�nition 10.6 Soit ����� �

�

une structure interprétant le langage du premier ordre
� �

�

�
� ��� ���

�

, et � uneformulede
 

variableslibres.Ondit que:

- � estsatis�able(ou,mieuxencore, satisfaisable) dans ����� �

�

si il existe
�

T#�

�

tel que
�

� 
L�

� � �

" ,

- � estsatis�ables'il existeunestructure ��� � �

�

danslaquelle � estsatis�able, et insa-
tis�able dansle cascontraire,

- � estvalidedans ��� � �

�

, noté ����� �

�

�

�

� , si pour tout
�

T �

�

, alors
�

� 
L�

� � �

" , et
on dit danscecasque ����� �

�

estun modèlede � ,

- � est(universellement)valide, noté �

�

� , si � estvalidedanstoutestructure ��� � �

�

,
et ondit alors égalementque � estunetautologie.

Uneformuleestdoncsatis�ablesi saclôtureexistentielle
� � BDK

�9�

�

� s'interprèteen "

dansunecertainestructure��� � �

�

, et validesi saclôtureuniverselle
��� BGK

�9�

�

� s'interprète
en " danstoutestructure��� � �

�

. Onpeutdonctoujoursraisonnersurdesformulescloses.

Notonsqu'uneformulepeutêtresatis�ablesansposs�derdemodèle.Notons�galement
qu'uneformule � estvalidessi san�gation � � estinsatis�able.Celledernièreremarque
està la basedesm�thodesdepreuve parr�futation.

Dé�nition 10.7 � estcons�quences�mantiquede � , noté � �

�

� , si pour toutestructure
����� �

�

,
�

� 


�

�

�
� �

" chaquefois que
�

� 


�

�

�
� �

" . La relation de conséquenceséman-
tiques'étendnaturellementà desensemblesdeformulesaussibienà droitequ'à gauchedu
symbole�

�

.

Pourdesformulescloses,� �

�

� ssi ����� �

�

�

�

� pourtoutmodèle ����� �

�

de � .

La relationdecons�quences�mantiqueestun pr�ordre dont l'�qui valenceassoci�eest
l' équivalencesémantiquenot�e � .

Exemple10.8 �

�

� � � � � �

Cette�quivalencenousauraitpermisded��nir un calculdespr�dicats sansl'implica-
tion, puis de rajouterl'implication �

�

� commeune abr�viation de la formule �qui-
valente � � � � . C'est pour cetteraisonque nousnoussommesdispens�sde quelques
autresop�rateurslogiquesimportants,commel'�qui valence,� � � �tant l'abbr�viation
de �9�

�

�

� P

���

�

�

�

, le ouexclusif, ��� � �tant l'abbr�viation de �9�
� �

� P

� �9�

P

�

�

,
etc...

L'�qui valences�mantiquepermetde munir l'ensembledesformulesd'une structure
d'algèbredeBoole.Le choix d'un ensembled'op�rateursad�quat(bas� sur le ou exclusif
not� � ) r�sulte mêmeen une structured'anneauBool�en. Nous donnonsci-dessousles
axiomesdel'algèbredeBoole:
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� ����� � �

�

� �9� � �

�

� � �

P

���

P

�

�

� �9�

P

�

�0P

�

� � � � � � � �

P

� � �

P

�

� �

F

� � �

P

F

�

F

� �

�

�

�

�

P

�

� �

� � � � � �

P

� � �

� �����

P

�

�

� �9� � �

�0P

�9� � �

�

�

P

��� � �

�

� �9�

P

�

�

�1�9�

P

�

�

� �9� � �

�

� � � �

��P

� � �

�

� �9�

P

�

�

� � � �

�

� � � �

�

�

�

�

F

�

F

�

�

� � � � �

�

�

P

� � �

F

� � � � �

Ces�galit�s nefont pasintervenirexplicitementlesquanti�cateurs—ni lessymbolesde
fonctionoudepr�dicats—,cesontdes�galit�s propositionnelles. Si on lessupprime,onse
retrouve dansle calculpropositionnel.Savoir si uneformulepropositionnelleestsatis�able
est le problèmeNP-completqui a reçula plus grandeattention,tant pour sonimportance
th�oriquequepoursesapplicationspratiques,enparticulieràla preuvedecircuitslogiques.

Cesaxiomes�galitairespeuventaussis'appliquerà desexpressionsquelconques,pou-
vant �v entuellementcontenirdesquanti�cateurs.La priseencompteexplicite desinterac-
tionsentrelesquanti�cateurset la n�gation fait apparaîtreunenouvelle s�rie d'axiomes:

�

�

*6� �

�

* � � �

�

*6� �

�

* � �

�

�

*6�

�0P

� �

�

* �9�

P

�

�

�

�

*6�

�

� � �

�

* �9� � �

�

if *

�

T

�
BGK

���

�

�9�

�

�

* �

�

�

�

* �9�

�

�

�

�9�

�

�

* �

�

�

�

* �9�

�

�

�

if *

�

T

�
BDK

�9�

�

�

�

*6�

�

�

�

�

�

* �9�

�

�

�

�

�

*6�

�

�

�

�

�

* �9�

�

�

�

if *

�

T

�
BGK

���

�

Cesaxiomesjouerontun rôle essentielplus tard lors de la miseenformenormaledes
formuleslogiques.La questionseposebiensûrdeleurapplicationdansle casoù la condi-
tion d'applicationportantsur la variablequanti��e n'est passatisfaite. Il suf�t alorsde la
renommer:

Lemme10.9
�

*�� �

�

�

�

;

*

�

�

�

E

pourvuque
�

�

T

�
BDK

�9�

�

.

La preuve decelemmesimpleestlaiss�eaulecteur.

Dé�nition 10.10 La th�orie d'une structure ��� � �

�

est l'ensembledesformulesde � �

�

dont ����� �

�

estun modèle. On la note "

�

����� �

�

.
Un ensemble� deformulesclosesestuneth�orie ssiil estclospar conséquenceséman-

tique, cad � T � ssi ���

�

� .
Unethéorie � estconsistantesi ellenecontientpasà la foisuneformule � etsanéga-

tion � � .
Unethéorie � estcomplètesi pour touteformule � , � T � ou � � �

�

T � .
Unethéorie � est�niment axiomatisables'il existeun sous-ensemble�ni de � dont �

soit conséquencesémantique.
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Une théorie � est r�cursivementaxiomatisables'il existe un sous-ensemblerécursif
(reconnupar unalgorithmequi terminetoujours)de � dont � soitconséquencesémantique.

Une théorie � estd�cidable s'il existeuneprocédure qui terminetoujours, telle que
pour touteformule � la procédure retourneoui si � T � etnondansle cascontraire.

Unethéorie � estsemi-d�cidables'il existeuneprocédure telle quepour touteformule
� la procédure retourneoui si �2T � etnonou neterminepasdansle cascontraire.

Exemple10.11 L'arithmétiquede Presburger (resp.Peano,Tarski) est la théorie de la
structure Presburger (resp.Peano,Tarski) del'exemple10.2.

Notonsquel'usageveutquel'on appelleth�orie deTarski(ou th�orie desr�els) l'arith-
m�tique dumêmenom.

Lemme10.12 L'arithmétiquede Presburger est décidable. L'arithmétiquede Peanoest
indécidable. La théoriedeTarski estdécidable.

Les preuves de cesassertionsne sont pasimm�diates, la dernière�tant dif�cile. La
d�cidabilit� del'arithm�tique dePresburgerpeuts'obtenirpardestechniquesd'automates.

Exemple10.13 La théorie du graphe �

;

�

�,+

E

�

;

�

�

�,+

�

� �-+,�

�

� E/�

contient les formules
�

*

�

�4* �

�

�

�

� *

�

,
�

*�� � * � * ,
�

*

�

�4* �

�

� � * �

�

�

, ..., où � T��

.

.

Exemple10.14 Le prédicatd'égalité esten général implicitementprésentdansle voca-
bulaire d'un langage du premier ordre. Sa théorie (dite de l'égalité) est dé�nie par les
axiomes:

ré�exivité :
�

* *

�

*

symétrie:
�

*

�

*

�

�

�

�

�

*

transitivité:
�

*

�

�

*

�

�

P

�

�

�

�

*

�

�

Pour chaqueentier
 

etchaquesymboledefonction 	YT �

� :

congruence:
�

*

�

*

�

�

�

	 � *

� �

	 �

�

�

Pour chaqueentier
 

etchaquesymboledeprédicat � T �

� :

�

*

�

*

�

�

�

� � *

�

� � �

�

�

Cettethéoriepossèdedoncun ensemble�ni d'axiomessi le langage � �

�

possèdeun
vocabulaire �ni.

Exemple10.15 La théoriedesgroupesestengendréepar exemplepar les trois axiomes
suivants:

�

*

�

�

* � �

�

�

�

� �

�4* �

�

�

�

�

�

�

*

I

��*

�

*��

�

*

�

�

* �

�

�4I

La théorie desgroupesn'est pas complète, car il existe desgroupescommutatifset
d'autresqui nele sontpas.
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Exemple10.16 L'arithmétiquedePeanoestengendréepar lesaxiomessuivants:

�

* � ��� �4*

���

F

�

�

�

*

�

� �4*

� �

� �

�

�

�

*

�

�

�

* *

H

F

�

*��

�

*

�

*

H

� �

�

� �

� �4*

H �

�

�

* * �

F

�

F

�

�

*

�

* � � �

�

���

* �

� H

*

�

* � �4* �

F

�

�

�

*

F

� � �4*

�

�

�

*

�

� �4*

�

� � �

�

�

�

* �

�

Pour touteformule � , et pour toutevariable * libre dans� ,
�

� �

F

��P �

* �9� �4*

�

�

� ��� �4*

� � �




�

�

*�� �4*

�

Cettedernière expressionestle schémad'axiomesderécurrence. Il y a doncun axiomede
récurrencepar formuleetvariablelibre dela formule. L'arithmétiquedePeanon'estdonc
pas�niment axiomatisable, maiselle estrécursivecar il existeuneprocédure qui termine
toujours qui, étantdonnéeuneformule, répondeoui s'il s'agit d'un axiomederécurrence
et nondansle cascontraire.

Lemme10.17 L'arithmétiquedePeanoestincompléte.

La preuve d'incompl�tudeestdueàGödel.Salectureestrecommand�e.
Nous avons donc maintenantdeux d��nitions de l'arithm�tique de Peano.Montrer

qu'ellescoincidentestlaiss� à la sagacit�(ouà l'�rudition) du lecteur.

Exemple10.18 La théoriedesarbres�nis étiquetéssurunalphabet�ni estfondamentaleà
l'informatique. Elle joueunrôle cléenprogrammationlogiqueenparticulier, oùellesous-
tendla notiond'uni�cation et lesaxiomesdeClarke pour le traitementdela négation.Elle
sera étudiéeplusendétaildansle chapitre 13.Cettethéorieestengendréepar lesaxiomes
de l'égalité quenousavonsdéjà vusainsi quepar les axiomessuivantsqui exprimentla
"liberté" del'algèbre " �

���

:
Décomposition: Pour chaqueentier

 

etchaquesymbole	 T �

� :
�

*

�

�

	 � *

� �

	 �

�

�

� *

�

�




Con�it : Pour chaquecoupled'entiers
�

�

 

etchaquecoupledesymboles	 T �

�

� � T

�

� :
�

*

�

�

	 � *

���

� �

�

�

�

F




Occurence:
�

*

�

�

*

�

�




�

�

���

�

�

�

F




où *

�

�




�

�

��� estunenotationsigni�ant que
�

estun sous-arbre de * à unepositionW diffé-
rentedela racine. La dé�nition axiomatiquedecettenotationestlaisséeau lecteur.

Monde clos:
�

* �

�

�

*

�

	 �

�

� �

� ����� �1�

�

�

*

�

� �

�

� �

la disjonctionprécédenteénumérant tousles symbolesde fonctionde � . Cet axiomeest
donc�nitair e si � est�ni.

Notonsquecetensembledeformulesestin�ni, à causedesaxiomesd'occurrence, mais
récursif.
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Theorem 10.19 La théoriedesarbres�nis étiquetésestcomplète.

Ce r�sultat estdû à Mal'cev. Uneaxiomatisationr�cursive l�gèrementdiff�rente a �t�
donn�e par Maher, qui seg�n�ralise ais�mentau casdesarbresin�nis (rationelsou pas).
Unepreuve r�cente,qui seg�n�ralise volontiersà desstructuresd'arbresquotientspardes
axiomescommela commutativit� d'un symbole,estdueàComon.Cesquestionsfont l'ob-
jet dudernierchapitre.

Dé�nition 10.20 Deuxstructures ����� �

�

et ���

�

� �)�

�

sontisomorphess'il existeunebijection
�

de � dans �

�

(étendueauxproduitscartésiens�

�

) telle que:
- pour toutsymboledefonction 	YT �

� et tout
�

T#�

�

, 	

�

�

� ��� 


ssi 	

�(�

�

�

�

� � ��� �

�


��

,
- pour toutsymbolederelation � T �

� et tout
�

T#�

�

,
�

T �

�

ssi
�

�

� �

T �

�(�

,

Par exemple,deux graphesqui ne diffèrent que par le nom des sommetssont iso-
morphes.

De dif�cult� trèsin�gale, lespreuvesdeslemmesqui suiventsontlaiss�esauplaisirdu
lecteur.

Lemme10.21 Deuxstructuresisomorphessontmodèlesdesmêmeformules.

Lemme10.22 Deuxstructures�nies qui validentle mêmeensembledeformulessontiso-
morphes.

La r�ciproquedeceth�orèmeestfausse.Lesdeuxstructures��� �

;

���

E/�

et � � �

;

�

�

E/�

nepeuvent êtreisomorphespuisqueleursdomainesn'ont pasla mêmecardinalit�. Toute-
fois,

Lemme10.23 Lesdeuxstructures ��� �

;

���

E/�

et � � �

;

�

�

E/�

sontmodèlesdesmêmefor-
mulesdu premierordre.

En fait, les deuxstructuressontbien sûr distinguables,maispaspar desformulesdu
premierordreconstruitessurle seulsymbolerelationnel� . Il fautsoitrajouterdessymboles
defonctions,parexemple

F

oub� , soit consid�rerdesformulesdesecondordre.

Lemme10.24 Siunensembledeformulesa un modèleuniqueà isomorphismeprès,alors
saclôture par conséquencesémantiqueestunethéoriecomplète.

Le problèmedual,la d��nissabilit�, estparessenceinformatique: il consisteàprogram-
merdansunestructureaumoyendu langagedu calculdespr�dicats du premierordre.Ce
problèmea �t� très�tudi� dansle cadredeslangagesdebasesdedonn�es,pour lesquelles
lesstructurespeuventêtreconsid�r�escomme�nies.

Dé�nition 10.25 Unerelation � d'arité
 

sur une �
� ���

�

-structure ����� �

�

estd��nissable
dansla logiquedupremierordres'il existeuneformule �2T � �

�

�
� ��� ���

�

dépendantdes
 

variableslibres * telleque
�

� 


� 7

�

�

�
���

" ssi
�

T � . La dé�nition s'étendauxclassesde
structures.
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Exemple10.26 La relation de la structure Peano � �4*

�

ssi * estpremierestdé�nissable
par la formule:

�

�

�

*

�

�

�

�

�

�

�

�

*

P

�

�

� �

F

� �

�1�

�

�

*

P

�

�

� �

F

� �

L'interprétationdecetteformuledansla structure Peanovauteneffet " pour tout nombre
premieret

�

pour toutnombre nonpremier.

De trèsnombreusespropri�t�s �l�mentaires desstructuresusuellescommelesgraphes
ne sontpasexprimableson logiquedu premierordre (voir les exercices).La logiquedu
premierordreestdoncassezpauvre.Pourrem�dier à ce problème,la solutionconsisteà
enrichirle langagelogique,enautorisantla quanti�cationsurdesvariablesdefonctionsou
de pr�dicat. On obtientainsi la logiquedu secondordre,dont unerestriction,la logique
monadiquedu secondordre,n'autorisequela quanti�cation sur lessymbolesdepr�dicats
unaires,cadsurdesvariablesinterpr�t�es commedessous-ensemblesdu domained'inter-
pr�tation. Ce fragmentde la logiquea unegrandeimportanceen informatiqueth�orique,
puisqu'il permetdecaract�riserles langages(demotsou d'arbres)reconnaissablesparun
automate�ni (demot ou d'arbre).Il a unegrandeimportancepratique�galement,puisque
lesautomatessontutilis�s demanièreroutinièrepourmod�liser lescircuitslogiques.

10.3 Exercices

10.3.1

Exercice10.27 Le but decetexerciceestl'axiomatisationdela théoriedePresburger. On
considère doncun langage qui contientuneconstante

K

, un symboldefonctionunaire � et
commeseulsymboldeprédicat

�

.
On désire étudier une classe de graphes considérés comme des structures

;

� �

;�K
�

� �

�
E

�

;/��E9E

.
K

estinterprétécommela racine(supposéeunique)du graphe, et �

commeunefonctioninjectivedonnantle successeurdechaquenœud(élémentde � ) dans
la relationdu graphe, qui estdoncfonctionnelle. Cespropriétéssontaxiomatiséespar les
trois axiomes:

A :
�

* � ��� �4*

� � KG�

B :
�

* �

�

�

� ��� �

�

� �

*

� �

�

*

� K

C :
�

*

�

��� �4*

���

� �

�

�

�

*

�

�

�

Onconsidère lesstructures:

�

� ;

� �

;

F

��


M6
�
�E

�

;/��E9E

���

�<;

� �

;




M�
�
�E

�

;/��E9E

��� ��W

� ; �

F

� � �+W �

�

�


��

;




M6
�
�E

�

;/��E9E

etappellerons ��� ��� ��W � l'ensembledesstructuresforméesd'unecopieuniquede � , d'un
nombre �ni ou in�ni (decardinal arbitraire) decopiesde � , et d'un nombre �ni ou in�ni
(decardinal arbitraire) decopiesde �.��W .

1. Montrer quelesaxiomes��� � � � n'ont pasdemodèle�ni.

2. Montrer quetoutestructure de ��� ���.��W � estunmodèlede ��� � � � .
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On seproposemaintenantdemontrer quetout modèlede � � � � � estisomorpheà une
structure de ��� � � ��W � . Pour cela,on considère lestrois sortesdecomposantesconnexes
d'un modèle, in�ni avecracine, in�ni sansracine, et �ni.

1. Considéronsunecomposanteconnexein�nie avecracine
K

. Soit
�

l'application de �

dansles sommetsde la composanteconnexe dé�nie par
�

�

F

� �UK

et
�

�



M6
�


�4*

� � �

� �

�

�4*

� �

pour toutentier *

�

F

. Montrer successivementque
�

estuneapplicationde
� danslessommetsde la composanteconnexe de

K

, puisqu'elle estinjective, en�n
qu'elle estsurjective. En déduire quela composanteconnexeestisomorpheà � .

2. Considéronsunecomposanteconnexe in�nie sansracine. Soit
�

l'application de �

danslessommetsde la composanteconnexe dé�nie par
�

�

F

���UB

, où
B

désigneun
sommetarbitrairedela composanteconnexe,

�

�



M�
�


�4*

� � �

� �

�

�4*

� �

pourtoutentier
*

�

F

, et
�

�+W

K I �

�4*

� ���

�

tel que � �

�

� �

* pour toutentier * �

F

, etEndéduireque
la composanteconnexeestisomorpheà � .

3. Considéronsunecomposanteconnexe�nie ayantW sommets.Montrer quecettecom-
posanteconnexeestenfait uncycleHamiltonienélémentaire (passantunefoisetune
seulepar chaquesommet).Endéduire qu'elle estisomorpheà � ��W .

4. Endéduirequetoutmodèlede � � � � � estisomorpheà unestructurede ��� � � ��W � .

Onseproposemaintenantd'éliminer certainsmodèlessuper�uspourserapprocherdu
modèle“standard” desentiers qui estforméd'uneuniquecomposanteconnexe. Pour cela,
on va rajouterle schémad'axiomesd'induction:

D :
�

�

F

� �
�

* �

�

�4*

�

�

�

��� �4*

� � �




�

�

*

�

�4*

�

pour touteformule
�

et variable libre * de
�

. Soit
�

la formule
�

* ���

�

�4*

� �

* , où �

�

désignel'application W foisde � .

1. Montrer que
�

n'estpasvalidedansun modèlequi contientunecopiede � ��W .

2. Montrer que ���

�

�

F

�%�

F

estvalidedanslesmodèlesde � � � � � � � .

3. Montrer que
�

*�� ���

�

�4*

� �

*

�

���

�

��� �4*

� � �

� �4*

� �

estvalidedanslesmodèles
de ��� � � � .

4. En déduire que
�

estvalidedanslesmodèlesde ��� � � � � � .

5. En déduire quelesmodèlesde ��� � � � � � sontformésd'une uniquecopiede � , et
d'un nombre arbitraire decopiesde � .

6. Peut-onéliminer les copiesde � en rajoutant de nouveauxaxiomesou schémas
d'axiomes?

On dit qu'unethéorie " estcat�gorielle pour un cardinal � ssi touslesmodèlesde "

decardinal � sontisomorphes.
– Pour quelscardinals � la clotûre de ��� � � � est-ellecatégorielle?
– Mêmequestionpour la clotûre de ��� � � � � � .
Le théorèmede�os-Vaughténoncequesi unethéorie " surun langage �ni n'a quedes

modèlesin�nis, et si " estcatégoriellepour un cardinal in�ni, alors " estcomplète.
– La clôture par conséquencesémantiquede ��� � � � est-ellecomplète?
– La clôture par conséquencesémantiquede ��� � � � � � est-ellecomplète?
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10.3.2

Soit la structurepropositionnelle��� �

;9E

�

;

W

�

������� � W

�

E/�

.

1. Soit
 #�

� . Onconsidèrela formule �

�

�+W

�

P

W

.NP

��W

/ �

� �+W

�

P

��W

.NP

W

/��

� � ��W

�

P

W

. P

W

/��

.

� et � � sont-ellessatis�ables?valides?

2. Soit � la formuleoù W

� estremplaç�par ��W

� .

Est-ceque � �

�

� ou � �

�

� ?

3. Soit maintenant
 �

� . Trouver uneformule
�

qui s'interprèteen " dansla struc-
ture propositionnellessi le nombrede symbolespropositionnels�gaux à " dansla
structureest�gal aunombredesymbolespropositionnels�gaux à

�

.

4. Peut-ong�n�raliser à
 �

+

�

?

10.3.3

Trouver une formule � batiesur le langaged��ni par la constante
F

, le symbolede
fonctionunaire � , le pr�dicat d'�galit�

�

et le pr�dicat ternaire�

@ M


 telle quela structure
� soit un modèlede � ssi le symbolede pr�dicat �

@ M


 estinterpr�t� par la relation �

H

d��nie par �4*��

�

�

�

�

T �

H

ssi �

�

*

H��

.
A�n de montrerque �

H

estla seulerelation � qui convient, on pourraconsid�rerun
pluspetit triplet �4* �

�

�

�

�

pourlequel � et �

H

diffèrent.

10.3.4

Onconsidèrela structure� � �

;

F

�

�

�

H

��� ��� ���

E

�

;

�

E/�

.

1. Evaluerla formule �

�
�

*

�

�

�

�4* �

�

�

�

�4* �

�

P

�

�

�

�

.

2. La structureest-elleun modèlede � ?

3. Trouver les relations �

B

telles que � � �

;

F

�

�

�

H

��� ��� ���

E

�

;

� ���

B E/�

�

�

�

*

�

��� �4* �

�

�

�

� �

�

��*

� �

�

�4*

��

�

�

, où � d�signe un symbolede pr�dicat
binaire.

4. Construireuneformule � exprimantla transitivit� d'une relationbinaire,et unefor-
mule � exprimantsonantisymm�trie.Est-ceque �

P

� �

�

� ?

5. Construireuneformuleexprimantquel'ordre partield��ni par � et � estenfait un
ordretotal.

10.3.5

Peut-oncaract�riserla connexit� d'un graphequelconqueparuneformulede � �

�

?

10.3.6

Soient �

� ; B)E

���

�U;

�

E

et � la formule � � �

B �

�

�

* � �4*

�

. � estelle satisfaisable?
Possède-t-elleun modèledeHerbrand?Quefaire?
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10.3.7

Construireles arbress�mantiquespour les ensemblesde clausessuivantset dire s'ils
sontinsatis�ables:

1. �

�

�<;

� �4*

�

� � � �

O�

D�4*

� � �

�.� �

F

�

� � �

D�

F

� �

� � � �

F

�

� � � �

O�

F

� ��E

2. �

. �

�

�

3#;

� � �

O�

D�

O�

F

� � � �

� � � �

O�

F

� ��E

3. �

/ �

�

. 3#;

� � �

F

�

� � � �

O�

D�

F

� � ��E

Avec �

�<;

F

��


E

et �

� ;

�

E

.

108



Chapitr e 11

Forme clausaleet R�solution

Cechapitreapourbut d'introduiredesm�thodescalculatoiresqui trouventleurorigine
dansdestravauxdeHerbrandetdeRobinson.Cesm�thodesreposentsurla transformation
deformulesenclauses.

11.1 Mise sousforme clausale

Oncommenceparla misedesformulessousformepr�nexe.

Dé�nition 11.1 Uneformuleestenformepr�nexesi elleestnonquanti�ée, oudel'une des
deuxformes

�

* � ou
�

* � où � estuneformuleprénexe.

Lemme11.2 Touteformulelogiqueestéquivalenteà uneformuleprénexe.

Il suf�t pourcelad'utiliser lesaxiomesvuspr�c�demmentqui permettentderepousser
lesquanti�cateursà l'ext�rieur desformuleslorsqu'ils sontappliqu�s(arbitrairement)dela
gaucheversla droite(unnombren�cessairement�ni defois). Celapeutbiensûrn�cessiter
derenommerlesvariablesli�es d'uneformule.

Dé�nition 11.3 Une formule clausaleest une formuleprénexe closesansquanti�cateur
existentiel.

Uneclauseestuneformuleclausaledela forme
�

* �9�

�

P

�����

P

�

���

�

�

�Y����� � �
�

�

,
ou, demanière équivalente

�

* � � �

�

�

������� � � � �

�

�

� �

�

������� � �
� . Lesquanti�cateurs

d'uneclauseétanttousuniversels,ils sontsouventomis.Il sera parfoisutile dedistinguer
la version quanti�ée d'une clausede sa version non quanti�ée en écrivant

�

*�� pour la
première et � pour la seconde.

Lemme11.4 Touteformuleclausaleestéquivalenteà uneconjonctiondeclauses.

Preuve
La preuve et constructive. Il suf�t d'appliquer les règlesde l'algèbre de Boole (sauf les
axiomesde commutativit� et associativit�), et de remarquerque ces règles terminent
lorsqu'ellessontappliqu�esde gaucheà droite sur les classesd'�qui valencede formules
modulola commutativit� et l'associativit� de la conjonctionet de la disjonction.La forme
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normaleestuneconjonctiondeclauses.Onpeutaussifaireunepreuve parr�currence. �

L'importancedela notiondeclausevientdu th�orèmedeSkolem:

Theorem 11.5 Pour touteformuleclose� , il existeunensemble� declausestel que � est
insatis�ablessi � l'est.

Preuve
Parr�currencesurle nombredequanti�cateursexistentielsde � suppos�eenformepr�nexe
sanspertedeg�n�ralit�, on d�montre l'existenced'uneformuleclausale�

�

telle que �

�

�

�

� . Et donc �

�

estinsatis�ablepuisque� l'est. Mais il neseraitpascorrectdedire que �

et �

�

sont�quivalentes,caron va voir quelesdeuxformulesnesontpasconstruitessur le
mêmelangagelogique.

Si � ne possèdepas de quanti�cateur existentiel, c'est termin�. Sinon, soit �

�

�

*

�

�

� , où � estdoncuneformulepr�nexe. Soit 	 un nouveausymboledefonction(dit
symbolede Skolem) dont l'arit� est �gale au nombrede variablesdans* , et � la formule
pr�nexe

�

* �

;

�

�

� 	 � *

��E

. On v�ri�e que � �

�

� grâceau lemme10.5. � contientun
quanti�cateurexistentieldemoinsque � , doncil existeuneformuleclausale�

�

telle que
�

�

�

�

� . On concluepar transitivit� de la relationdecons�quences�mantique,et applica-
tion du lemmepr�c�dent.

Notonsquesi � �tait satis�able dansune interpr�tation ����� �

�

, alorson en d�duirait
ais�ment une interpr�tation ����� �

�

�

(prenantpour �

�

la restrictionde � au langagede � )
telleque � soit satis�able. �

Exemple11.6 Miseenformeclausaledela formule � �

�

*

�

�

� � �4*��

�

� �

�

�

�

� � �

�

�

:

� �

�

*

�

�

� � �4* �

�

� �

�

�

�

� � �

�

�

�

�

*

�

�

�

�

� � � �4* �

�

�

�
� �

�

�

�

�

�

� � � �

B

�

�

�

��� �
	 �

�

� �

Mais la formeclausalen'estpasunique; onpeutaussieffectuerla transformation:

� �

�

*

�

�

� � �4*��

�

� �

�

�

�

� � �

�

�

�

�

*�� �

�

�

� � � �4*��

�

�

�
� �4*

� �

�

�

�

� � � �

B

�

�

�

�
� �

B,�

D�montrer qu'une formule � estun th�orèmesousles hypothèses�

�

��������� �

� sera-
mènedoncà la preuve d'inconsistanced'un ensembledeclausescommesuit :

1. �

�

������� � �

�

�

�

� ssi �

�

P

�����

P

�

�

P

� � estinsatis�able,

2. Mettrechaqueformuledela conjonctionsousformepr�nexe,

3. Skolemiserchaqueformuleobtenueà l'�tape pr�c�dente,

4. Mettrechaqueformuleobtenueà l'�tape pr�c�dente sousformeclausale

5. Montrerquel'ensembledeclausesainsiobtenuestinsatis�able.

Onpeutbiensûr�galements'int�resseràminimiserle nombredeclauses,outoutautre
mesuredela taille du problème�nal à r�soudre.
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P(0,0)

P(0,s(0))

P(s(0),0)

P(0,s(s(0)))

V

V

V

V

V
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F

F

F

F

F F F

F

F F

F

FV

V

V V V

V

F

V

V V

F

V

FIG. 11.1– Exempled'arbredesinterpr�tations

11.2 Th�or�mes de Herbrand

La notiondesatis�abilit� estunenotions�mantique,qui fait appelauxcalculsdetoutes
les interpr�tationspossiblesdanstouslesmodèlespossibles.Le th�orèmedeHerbrandra-
mènecescalculss�mantiquesinfaisablesà descalculsdansdesstructuresparticulières
appell�essyntaxiques,ou libres,ou deHerbrand,qui vont êtreconstruitesàpartir du voca-
bulaire�gurant danslesclauses.

Soit � �
�

�

l'ensembledestermesclos,encoreappell� universde Herbrandet not� � .
Soit � � � � �

�

l'ensembledesatomesclos,encoreappell� basedeHerbrandetnot� � .

Dé�nition 11.7 Uneinterprétation� deHerbrand
- a pourdomainel'univers deHerbrand � ,
- interprètele symbole	YT �

� par l'opération 	�� d'arité
 

telle que 	����

C�� �

	 �

C �

,
- interprètele symboledeprédicat � T �

� par unsous-ensemblearbitraire �
� de �

�

.

Theorem 11.8(Herbrand) Un ensemble� de clausesestsatis�able ssi il l'est dansune
interprétationdeHerbrand.Il estdoncinsatis�ablessi il l'est danstouteinterprétationde
Herbrand.

Preuve
Soit � une interpr�tation qui satisfait � . On considèrel'interpr�tation de Herbrand �

telle que �����

C � � �

� �

C �




�

, dont on montrequ'elle satisfait � . On utilise pour cela le
lemme10.5. �

La basedeHerbrand�tant d�nombrable,(l'ensembledestermesclosdetaille
 

est�ni
si � et � sont�nis et d�nombrablesinon),il estpossibled'�num�rer lesatomesclos,donc

�

� ;

�

!

E

!

$��

. On peutdoncorganiserl'ensembledesinterpr�tationsde Herbranden un
arbrebinairedont lesbranchessontencorrespondancebiunivoqueavec lesinterpr�tations
deHerbrand,appell� arbredesinterprétations; jusqu'àlaprofondeur

 

, l'arbred�crit toutes
lesinterpr�tationsdes

 

premierstermesdela basedeHerbrand.Les�ls d'un nœuddonn�,
de profondeur

 

correspondentaux deux prolongementspossiblesde l'interpr�tation au
�

 

H��

�

ième�l�ment dela base.
Un exempleestdonn� dansla �gure 11.1 : on supposedanscet exemplequ'il y a un

symbolede pr�dicat binaire � , uneconstante
F

et un symbolede fonction unaire 
 . Les
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�l�ments de la basede Herbrandsontordonn�s suivant la taille desatomes,puis, en cas
d'�galit� destaillessuivantl'ordre lexicographiquedestaillesdesargumentsde � .

Un cheminde la racineà un noeudW T � �

Q

�

R

de l'arbre seranot� � � et appell� une
interprétationpartielle desatomes�

�

à ���

�

�

� � . On dira que l'interpr�tation � � prolonge
l'interpr�tation � � si le cheminW estun pr��x e du chemin

J

. On va maintenantd��nir un
calculdesinterpr�tationspartiellesdansunelogiquetrivalu�e (avecunenouvelle valeur

�

qui seveutrepr�senterla valeurind��nie) dela manièresuivante:
– � � �9�

� �

" si � �9�

� �

" danstouteinterpr�tationtotalequi prolonge� � .
– � � �9�

� � �

si ���9�

��� �

danstouteinterpr�tationtotalequi prolonge� � .
– � � �9�

� �

�

dansle cascontraire.
On pourraitmontrerquecetted��nition coincideaveccellequi consisteraità d��nir le

calculdesinterpr�tationspartiellesdemanièreanalogueà la d��nition du calculdesinter-
pr�tations(totales)enlogiquebinaire.Nousnousconteronsenfait despropri�t�s suivantes:

Lemme11.9 Soit � � n interprétationpartielle qui intreprètetouslesatomesdela clause
close � . Alors

�

� 
 ���

��

�

.

Preuve
Par r�currencesurla longueurde W .

– Casdebase: � W �

�

F

. Alors � estn�cessairementla calusevide, interpr�t�e en
�

.
– Casg�n�ral : soit

J

unnoeudsuccesseurde W . Si touslesatomesde � sont�num�r�s
enW , onconclueparhypothèseder�currence.Sinon, �

�

�

�

� � ou �

�

�

�

� � � où
� estl'atome�num�r� de W à

J

. Par hypothèseder'́ecurrence,
�

�

�


 ���

��

�

. Comme
touteinterpr�tation � qui prolongent

J

prolongentW ,
�

�

�



�

� �

�

�



�

� . Et commela
valeurdev�rit� del'atome � ou � � ned�pendpasdel'interpr�tation � choisie,on
end�duit quetoutesles interpr�tations � prolongent�

�
interprètent� de la même

façon,d'où le r�sultat.

Lemme11.10 Soit � uneclausetelle que
�

�

* � 
 �

� �

. Il existeuneinterprétationpar-
tielle �

� telleque
�

�

* � 
 �
�

� �

.

Preuve
Il existeunesubstitutionclose � telle que

�

� � 
 �

� �

. On choisitalorsuneinterpr�tation
partiellequi interprètelesatomesde � � dela mêmemanièreque � .

Dé�nition 11.11 W estun noeudd'�chec pour l'ensemble�

� ;

�

�

������� � �

�

E

de clauses
s'il existeuneclause �

! et unesubstitutionclose � telle que
�

�

!

� 
 �
�

� �

et la propriété
n'estvrai pour aucunprédécesseurde W dansl'arbre desinterprétations.

On appellearbres�mantiqued'un ensemble� de clausesl'arbre obtenuà partir de
l'arbre desinterprétationsenélaguantlessous-arbresissusd'un noeudd'échecet enéti-
quettantcedernierpar lesinstancesdesclausesréfutées.

Un arbre sémantiquesera dit clossi toutebranchesetermineenun noeudd'échec.

Exemple11.12 Supposonsque � estréduit à un symboledeconstante
F

et à un symbole
unaire 
 , � étant réduit au symbolede prédicatunaire � . Soit � l'ensemblede clauses

;

� � �4*

�

�.� �



.

�4*

� �

� � �

F

�

� � �

D�

F

� �

� � � �



/

�

F

� �

� � � �

D�

F

� ��E

. Onobtientl'arbresémantique
closdela �gure11.2,où lesfeuillesdel'arbresontétiquettéespar desinstancesdeclauses
de � .
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� �
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� � �
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�

�

� � �
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FIG. 11.2– Exempled'arbres�mantiqueclos

Un arbres�mantiqueclosestbiensûr �ni, celaestunecons�quencede l'�num�ration des
atomesde la basede Herbrand.Si nousavions choisi d'�num�rer les atomesde la base
selonun ordre trans�ni, doncnon isomorpheà l'ordre desentiersnaturels,alors l'arbre
s�mantiqueneseraitplusn�cessairement�ni. La notiond'arbreclos,toutefois,esten fait
suf�samentg�n�rale pourtraitercecaslà �galement.

Exercice11.13 Calculer l'arbre sémantiqueclos pour l'or dre sur les atomesqui énu-
mère tous les atomesde la forme � �



.

�

Q

�

�

F

� �

avantd'énumérer les atomesde la forme
� �



.

�

�

F

� �

.

Theorem 11.14 Un ensemble� declausesestinsatis�ablessi il possèdeun arbre séman-
tiqueclos.

Preuve
Si un ensemble� de clausespossèdeun arbres�mantiqueclos,alorstouteinterpr�tation

� prolongeuneinterpr�tation partielle � qui �tiquette un noeudd'�chec. Il existedoncau
moinsuneinstance� � d'une clause� de � dont l'interpr�tation est faussedans � donc
dans� .

R�ciproquement,si � possèdeun arbre s�mantique non clos, alors il existe une
interpr�tation � dont aucuneinterpr�tation partiellen'�tiquette un noeudd'�chec. On en
d�duit ais�mentparcontradictionque � s'interprèteenT dansI : supposonsqu'il existeune
clause� de � telle que

�
�

* � 


��� �

, cad
�

� � 


��� �

pourunecertainesubstitutionclose
� . Lesatomesde � � �tant ennombre�ni, ils sonttous�num�r�s avantun certainentier

�

.
Il existedoncuneinterpr�tationpartielle �

� queprolonge� , telle que
�

� � 
 � �

� �

. Donc
il existe un noeudpr��x e de W qui estnoeudd'�chec, ce qui estcontraireà l'hypothèse.
Donc � estun modèlede � . �
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11.3 R�solution close

Nouspr�sentonstoutd'abordla règleder�solution pourdesclausescloses,et consid�-
ronsult�rieurementle casdesvariables.

� � � � � � �

� � �

Danscetterègled'inférence, � d�noteunatomequi n�c�ssairementpositif puisque� �

d�note �galementun atome,et � et � d�notent desclauses(�v entuellementvides).Les
clauses��� � , � ��� � , � � � sontsuppos�esen formenormalevis à vis desrèglesde
l'algèbredeBoole.En cons�quence,ni � ni � � nepeuventapparaîtredans��� � .

Lemme11.15 (Correction)Si
�

� � � 


� � �

� � � � 


� �

" , alors
�

��� � 


� �

" .

Preuve
Onconsidèrelesdeuxcassuivantquel'interpr�tation de � estvraieou fausse.�

On notepar �

I


D���

�

l'ensembledesclauseinf�r�es en une�tape de r�solution à par-
tir de � , et par �

I




R

���

�

la fermeturepar inf�rence de cet ensemble,cad �

I




�

���

� �

� ,
�

I




�

���

���

�

I


D� �

I




�
�

�

���

� �

, et �

I




R

���

���
5

�

�

�

�

�

�

�

I




�

���

�

.

Lemme11.16 (Complétude)La résolutioncloseestréfutationellementcomplète, cad � est
insatis�ablessila clausevideappartientà �

I




R

���

�

.

Preuve
Si la clausevide estdans �

I




R

���

�

, alors �

I




R

���

�

est insatis�able,et la correctionde la
r�solution assurequ'il enestdemêmede � .

R�ciproquement,si � estinsatis�able,alorsil enestdemêmede �

I




R

���

�

qui possède
doncun arbres�mantiqueclosparle secondth�orèmedeHerbrand.Supposonsquel'arbre
s�mantiquen'est pasr�duit à sa racine.Commeil est binaire donc à branchement�ni,
il possèden�cessairementun noeudinterne � dont les deuxsuccesseurs� et � sontdes
feuilles,doncdesnoeudsd'�chec.

Soit � l'atome interpr�t� en " dans� ,
�

dans� , et noninterpr�t� dans � . Comme �

et � ne diffèrentquepar l'interpr�tation de l'atome � et que � estnoeudd'�chec, � est
n�cessairement�tiquett� par uneclausede la forme � ��� � , telle que

�

� ��� � 
��

� �

.
Maiscommeni � ni � � nepeuventapparaîtredansla clause� qui neseraitplusenforme
normale, � estdonc �v aluabledans � , et on a doncn�cessairement

�

� 
��

� �

� 
��

� �

puisque� prolonge� . Demême,� est�tiquett� paruneclausedela forme � � � telleque
�

� 
��

� �

. Donc
�

��� � 
��

� �

.
Comme � � � est inf�r�e par r�solution à partir desclauses� � � � et � � � qui

appartiennenttoutesdeuxà �

I




R

���

�

par hypothèse,� � � appartientà �

I




R

���

�

. Cela
contredit la d��nition d'un arbres�mantique,aucuneclausene pouvant être r�fut�e par
l'interpr�tation associ�eà un noeudinternedel'arbre.Doncl'arbre s�mantique�tait r�duit
à saracine.Danscecas,il estclair quela clausevide estdans�

I




R

���

�

, puisqu'elleseule
r�fute l'interpr�tation vide. �
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11.4 Rel�vementet compl�tude de la r�solution

Nouspouvonsmaintenantpasserau casg�n�ral desclausesavec variables.L'id�e est
de seramenerà la règlede r�solution closepar instanciationad�quatedesdeuxclausesà
r�soudre,defaçonà faireapparaîtredeuxatomes�gaux, l'un sansn�gation dansl'une des
clauses,l'autre avecn�gation dansl'autre clause.C'est là où l'uni�cation va entrerenjeu.
Notonsqu'il estessentielderenommerlesvriablesdel'une desclausesdefaçonà faireen
sortequelesdeuxclausesn'aientpasdevariableencommun.

R�solution :

�

�

�Y����� � � � � � � �

�

�Y����� � � �

�

� �

� 
 � � 


si
� BGK

� �

�

���������%� � � �

� � � BDK

� �

�

��������� �

�

� �

��� �

où 
 estl'uni�cateur principalduproblèmed'uni�cation
�

�

�

�

. P

�����

P

�

�

�

� �

P

�

�

�

�

�

P

�

�

�

�

. P

�����

P

�

�

�

�

�

Par la suite,onnoterapar � la clause�

�

� ����� � � � , par � la clause� �

�

� ����� � � �

� ,
et par �

�

� le problèmed'uni�cation ci-dessus.

Lemme11.17 (Correction)Si
�

�

# � � � 


� � �
���

� � � 


� �

" , alors
�

�

� � 
 � � 
 


� �

" .

Preuve
Analogueaucasclos,avecutilisationdu lemme10.5. �

On montremaintenantun lemmederelèvement,qui va permettrede ramenerla com-
pl�tude ducasavecvariablesà la compl�tudedu casclos.

Lemme11.18 Soient��� � � et � ��� ��� deuxinstancescloses(en formenormaledis-
jonctive)desclauses� � � et � � � , tellesque(i)

�
BDK

� ��� �

� �
�

BGK

� � � �

� ���

, et (ii)
lesatomesde � � soienttouségauxà � etceuxde ��� à � � . Alors �

�

� possèdeunplus
granduni�cateur 
 tel que � 
 � � 
 T �

I


O� � � � � � � �

�

, et � � � ���

�

�	� 
 � � 


�

�

pour unecertainesubstitution� .

Preuve
Commeon peuttoujourssupposerquelesclauses� � � et � � � ontdesvariablestoutes
distinctes,on end�duit quela substitutionclose�

3

� �gale à � pourlesvariableslibresde
� � � età � pourcellesde � � � uni�e le problème�

�

� . Soit 
 l'uni�cateur principal
du problème,et � la substitutiontelle que �

3

�

�


0� . On v�ri�e sanspeinela propri�t�
annonc�e. �

Theorem 11.19 (Robinson)Un ensemble� de clausesest insatis�able ssi la clausevide
appartientà �

I




R

���

�

.

Preuve
Elle utilise le secondth�orèmede Herbrand,la compl�tudedansle casclos et le lemme
pr�c�dent.
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Par le secondth�orèmedeHerbrand,� estinsatis�ablessicelaestle casdel'ensemble
�ni � desinstancesclosesde � qui �tiquettent sonarbres�mantiqueclos. Par le lemme
derelèvement,�

I




R

� �

�

estinclusdanslesinstancesclosesde �

I




R

���

�

. La clausevidene
pouvantêtrel'instancequed'elle même,on end�duit le r�sultat.

Notonsque l'utilisation du lemmede relèvementimposel'�limination par r�solution
detouslesatomesqui deviennent�gaux dansl'uni�cation. �
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11.5 Exercices

11.5.1

D�crire un algorithmequi engendrecommepr�c�demmentun ensembledeclausesin-
satis�ablespourlequelle nombredesymbolesdeSkolemajout�s soitminimal.

11.5.2

Montrerla correctionduraisonnementsuivant:
LesCr�tois sonttousdesmenteurs.JesuisCr�tois. Doncje suismenteur.
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Chapitr e 12

Strat�gies deR�solution et Clauses
deHorn

Étant donn� un ensemble� de clausesdont on veut prouver la non-satis�abilit�, on
appelleespacede recherche pour la r�solution l'ensemble�

I




R

���

�

. Une stratégiede d�-
monstrationautomatiqueconsisteà explorer l'espacederecherchedansle but d'y trouver
la clausevide lorsqu'elley �gure. Dansla pratique,l'espacederechercheestorganis� sous
la formed'un arbrein�ni construità la vol�e, la clausevide pouvantsetrouver trèsloin de
la racinelosque'elley �gure, et il s'agit del'explorerenrestreignantla taille del'espacede
recherched'unepart,et enadoptantunem�thoded'explorationef�cace d'autrepart.C'est
là la rôle dela stratégie, qui seradite complètesi elle garantitla pr�sencedela clausevide
dansl'espacederechercherestreintlorsqu'elle�gure dansl'espacederecherchetoutentier.

Id�alement,unestrat�gieestdoncunefonction 	 detoutsous-ensemble�
(

�

I




R

���

�

dans�

I




R

� �

�

. En pratique,cettenotiondestrat�gie,appell�e restriction, estpartrop sp�-
ci�que, il estsouvent n�cessaire,pourexprimer la fonction 	 , deconsid�rerun espacede
recherche�

�

diff�rent de �

I




R

���

�

, qui satisfassela conditionde compl�tude d'une part
(la clausevide estdans �

�

si elle estdans�

I




R

���

�

), ainsiqu'uneconditiondecorrection
d'autre part (la clausevide n'est pasdans �

�

si elle n'est pasdans �

I




R

���

�

). Les deux
conditionsdecorrectionetdecompl�tudes'exprimentdoncparla propri�t� que �

�

contient
la clausevide ssic'est le casde �

I




R

���

�

. En pratique,�

�

estg�n�ralement obtenucomme
l'espacederecherchecalcul� àpartir de � grâceàun systèmed'inf�rence additionnel,et il
v�ri�e souvent,maispastoujours,la propri�t� �

I




R

���

��(

�

�

.

12.1 R�solution binair e

La règle de r�solution que nousavons donn�e a le d�savantaged'uni�er destermes
ennombrearbitraireplutôt quedescouplesde termes.Nousallonsdoncdonnerunenou-
velleversiondela r�solution à l'aide derèglesd'inf�rencesditesbinaires,appell�es �

�

� ,
pouvantcoderla r�solution g�n�rale.

R�solution Binaire:
� � � � ��� �

� 
 � � 


si
�

BGK

�9�

� �
�

BGK

���

� ���
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où 
 estl'uni�cateur principaldesatomes� et � .

FactorisationBinaire:
� � � � �

� 
 � � 


si
� BDK

�9�

� � � BDK

���

� ���

où 
 estl'uni�cateur principaldeslitt�raux � et � .

Theorem 12.1 Résolutionet factorisationbinairessontcorrectesetcomplètes.

Preuve
Onmontrequetouter�solution secodecommeunes�quenceder�solutionsetfactorisations
binairesetvice-versa. �

Notonsquela factorisations'appliqueàdeslitt�raux, qui doiventêtrepositifstousdeux,
ou n�gatifs tousdeuxa�n depouvoir s'uni�er.

Onpeutbiensûrsedemanderquelestl'impact dececodagesurla complexit� desop�-
rationsd'uni�cation qui doiventêtreeffectu�es,d'un seulcouppourl'uni�cation g�n�rale,
etsousformed'uni�cations binairessuccessivesdansle codage.Cettequestionint�ressante
estlaiss�eà la sagacit�du lecteur.

12.2 R�solution n�gati ve

Parmi les nombreusesrestrictionsde la r�solution, l'une d'elle joue un rôle essentiel,
la r�solution n�gative �

I

� , pour laquelleau moins l'une desdeuxclausesde d�part ne
contientquedeslitt�raux n�gatifs.

R�solution n�gative :
��� � � � �

� 
 � � 


où 
 estl'uni�cateur principalduproblème�

�

� , et la clause� � � necontientquedes
litt�raux n�gatifs. On noterapar �

I

�

R

���

�

l'ensembledesclausesqui peuventêtreinf�r�es
àpartir d'un ensemble� declausesparla règleder�solution n�gative.

Theorem 12.2 La résolutionnégativeestcorrecteet complète: un ensemble� declauses
estinsatis�ablessila clausevideappartientà �

I

�

R

���

�

.

Preuve
Le lemmederelèvements'appliquantsanschangement,il suf�t deprouver la compl�tude
dansle casclos.Pourcela,on reprendla preuve pr�c�dente en pr�cisant le noeud � : on
considèreun cheminparticulier dansl'arbre s�mantiqueclos de �

I




R

���

�

, appell� che-
min gauche,qui consisteà descendretoujoursà gauchedansl'arbre, saufsi le successeur
gaucheestun noeudd'�chec, auquelcason descendà droite si celaestpossible.On ap-
pelle �

�

��������� �

� lesnoeudsdu cheminoù la descentes'estpoursuivie àdroite, �

!�� l'atome
interpr�t� danslesinterpr�tationspartiellessuccesseursde � � , et � � uneclauser�fut�e par
l'interpr�tation �ls gauchede � � . Commepr�c�demment,le noeudd'�chec � �ls droit de

�

� est�tiquett� paruneclausedela forme �

!

-

� � , et le noeudd'�chec � �ls gauchede �

�

est�tiquett� paruneclausede la forme � �

!

-

� � . On va maintenantmontrerque � peut
êtrechoisiepurementn�gative, et on pourraalorsfaireuner�solution n�gative à partir de
cesdeuxclauses,entrainantunecontradiction.
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Pour cela, on remarqueque les seuls atomespositifs pouvant apparaîtredans �

sont ceux qui sont interpr�t�s en
�

dansl'interpr�tation � , cad �

!

&

��������� �

!

-

�

&

. On va
donc faire uner�currencesur le nombrede noeudsd'�checs r�fut�s par desclausesnon
purementn�gatives,de manièreà remplacerles clausesen question,du hautvers le bas,
pardesclausespurementn�gativesde �

I




R

���

�

. L'�tape der�currenceutilise auplus
 

.

�'+

inf�rences n�gatives, c'est notrehypothèse.On peut ensuite�liminer les atomespositifs
de � �

!�� �

� � par au plus
 

r�solutions n�gativesavec les clausesobtenues.Les clauses
purementnǵatives y comprisla clause� ont donc �t� construiteen au plus

 

�

 

H �

�

�'+

inf�rencesn�gatives. �

On peutbien sûr serestreindreà unerèglede r�solution n�gative binaire,pourvuque
l'on conserve la règledefactorisationbinaire.

12.3 Strat�gie input

La strat�gie dite input r�sout toujours une clauseengendr�epar r�solution (la der-
nière appell�e but) avec une clausede l'ensemble � de d�part choisiede manièrenon-
d�terministe.Cettestrat�gie a la propri�t� de ne pasfaire exploserl'espacede recherche,
elleadoncuneimportancefondamentale.Elle estmalheureusementincomplète,commeon
pourras'en convaincreavec l'exemple �

� ;

��� � � ��� � � � � ��� � � � ��� � �

E

. De
fait, lesseulesclausesengendr�es,quelsquesoientleschoix d'une claused�part lors des
r�solutionssuccessives,sontsoit la clause" , soit uneclauseunitaire, c'est-à-direr�duite à
un uniqueatome.

12.4 Strat�gie lin�air e

Il s'agit d'une variantecomplètede la strat�gie input, danslaquelleon autoriseles in-
f�rencesentrele but et uneclausede d�part ou uneclausepr�c�demment engendr�e.Le
choix de la clauseà r�soudreavec le but restebiensûrnon-d�terministe,cequi fait quela
compl�tudede cettestrat�gie est triviale : elle consisteà remarquerquesi la clausevide
appartientà �

I




R

���

�

, alorselle �tiquete unefeuille de l'espacede rechercheorganis� en
arbre.

12.5 Strat�gie unitair e

La strat�gieunitaire r�soud toujoursuneclausecompos�ed'un uniqueatomeavecune
autreclause.Cettestrat�gie qui restreinttrèsfortementl'espacede rechercheestbien sûr
incomplètepuisqu'ellen'engendreaucunenouvelle clausedansl'exemplepr�c�dent. Elle
a toutefoisunegrandeimportancepuisquec'est elle qui està la basedesm�canismesde
compl�tion quel'on peut�tendreaucalculclausaltoutentier.

12.6 R�solution declausesdeHorn

Dé�nition 12.3 UneclausedeHorn estuneclausecomportantau plusun littéral positif.
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Uneremarqueessentielleestquele r�sultat d'uneinf�rence n�gative mettantenjeudes
clausesdeHornestuneclausedeHorn.

L'�tape suivanteconsisteàpr�cisercequesontunprogrammeetunerequêteenlogique
deHorn.

Dé�nition 12.4 Un programmeen logiquede Horn estun ensemble�ni de clausescom-
portantchacuneexactementun littéral positif.

Unerequêteoubut estunensemble�ni (disjonction)delittérauxnégatifsappelléssous-
buts.

Onend�duit facilement:

Theorem 12.5 La résolutionnégativeinput estcomplètepour lesprogrammesenlogique
deHorn.

Preuve
Il suf�t deremarquerque:

- d'une part,seuleslesclausesdu programmecomportentun litt�ral positif, et doncla
r�solution n�gative fournit commer�sultat uneclausen�gative;

- d'autrepart la règledefactorisationestinutile dansle casdesclausesdeHorn. Cela
n�cessitetoutefoisun examenattentif, car il faut coderuner�solution n�gative arbitraire
avecplusieursr�solutionsn�gativesbinairesdemanièreà nepasavoir besoindefactorisa-
tion. Dononsuneid�e dela preuvedansle cassimpleoùdeuxlitt�raux n�gatifs dubut vont
devoir êtrer�solus avecla mêmeclauseduprogramme.

Le but estdoncdela forme � �

�

� � �

.

� � , et le programmeestdela forme � �

�

,
où � et

�

sont desclausesn�gatives.Une r�solution avec l'uni�cateur principal 
 du
problème�

�

�

�

.
�

� � fournit la nouvelle clausebut � 
 �

�


 quel'on vamaintenant
engendreravecdeuxr�solutionsn�gativesbinairessuccessives.

Unepremièrer�solution binaire�limine �

� et � avecl'uni�cateur 


� de � �

�

et � , et
rendle but �

.




�

� � 


�

�

�




� . Unedeuxièmemettantenjeu le nouveaubut et la même
clausedu programmerenomm�epar

�

rend le but � 


�




.

�

�




�




.

�

�
�




.

, où 


.

est
l'uni�cateur de �

�
�

�

.

. Il suf�t alorsdev�ri�er quecetteclause,miseenformenormale,
estla clause� 
��

�


 où 
 estl'uni�cateur principaldu problème�

�

�

�

P

�

�

�

.

.
Celar�sulte dela propri�t� 


�




. �
�




. �


 .
- en�n, la strat�gie n�gative peut être choisie input, puisquel'on ne pourra jamais

r�soudredeuxbutsentreeux. �

12.7 SLD-R�solution

En pratique,�tant donn�eunerequête�

�

������� � �
� (doncchaque�

! estun litt�ral n�ga-
tif), la strat�gien�gative consisteàuni�er l'un des�

! avecle litt�ral positif � d'uneclause
� �$�

�

� ����� �$�

� du programme.Si 
 estl'uni�cateur principal de � et �

! , on infère
�

�


 ������� �

�


 qui peuventêtreconsid�r�s commedenouveauxsous-buts venants'ajouter
à �

�

������� � �

!

&

� �

!

Q

�

��������� �
� . Comme,parla strat�gie,la clausebut qui vientd'êtreengen-

dr�e esttoujoursunedespr�missesdela nouvelle inf�rence, le but �

! peutêtreeffac�. Ceci
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revient ainsià r��crire le but (ou plutôt un deslitt�raux du but) enutilisantunedesclauses
du programme,vu commeuner��criture dela tête(litt�ral positif) dansle corps(litt�raux
n�gatifs).

On appellefonctiondesélectionun ordretotal sur les litt�raux n�gatifs qui sp�ci�e le
litt�ral du but à r��crire enpriorit� : on r�soud toujourssurle litt�ral minimaldu but. Cette
strat�gieestcomplète(i.e.àchaque�tape il suf�t deconsid�rerunseullitt�ral). Parcontre,
lors de la recherched'une preuve, toutesles clausespermettantde r��crire le but devront
êtreconsid�r�es.

La règleder�solution avecunefonctiondes�lection et pour lesprogrammeslogiques
estappel�eSLD-résolution. Desconsid�rationsci-dessusil r�sulte que:

Theorem 12.6 La SLD-résolutionestcomplète.

12.8 Programmation logiquecontrainte

La règleder�solution permetdesavoir si unprogrammelogiqueadesr�sultatspourles
donn�espr�sent�es par l'utilisateur. Il estpossiblede calculercesr�sultats en composant
les substitutionsobtenueslors desuni�cations qui ont conduità la clausevide, maiscela
n'estpastrèsef�cace. Uneformulation�l�gante deceprocessus,et qui va ensuites'av�rer
sourcepotentielled'ef�cacit� et de g�n�ralisation, conduità la notion de programmation
logiquecontrainte.Nouscommençonsparunenotion trèssp�cialis�e declausecontrainte
pournotreprobleème.

Dé�nition 12.7 Une clausecontrainte estunepaire forméed'une clause � et d'un pro-
blèmed'uni�cation � quel'on note � ��� .

La clausecontrainte � � � représentel'ensembledesclauses
;

� �1� �1�

�

� �
	��
�

E

.

Sachantque 
 �

�

� �
	��
� si 
 estunesubstitutionclosedesvariableslibresde � et ��
 est

validedansla th�orie destermes�nis, c'est-à-direestunesolutionduproblème�quationnel
� , la clausecontrainte � � � et la clausecontrainte � 
!� " , où 
 d�signe l'uni�cateur
principalde � , d�notent le mêmeensembledeclauses.

Danscecontexte, la règleder�solution peuts'�crire :

� �

C �

� � � ���

MN�

� � � �

��� � � �

P

���

MN���

� �

C � si
�

BDK

�

C � �
�

BDK

�

MN��� �

et il fautalorslui adjoindredeuxnouvellesrègles(de r�criture) qui ont trait au traitement
descontraintes:

� ��� � � � �

�

si � �)�

�

�
!

� �

�

� �

�

�

 

V

@

Notonsquelesvariablesn'apparaissantpasdansle but initial etn'apparaissantplusnon
plusdanslescontraintessontimplicitementquanti��es existentiellement(cequi re�ète le
fait qu'on nes'int�ressequ'auxvaleursdesvariablesdubut contraintinitial).

La réponseà unerequête� � estalorsla contrainte
�

telle quel'on ait inf�r� la clause
� �

�

. La contrainte
�

estdonn�eenformer�solue.Sessolutionssontdessubstitutions


tellesque � �

�

� 
 .
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Le fait que les contraintessoientici des�quations ne joue de rôle quepour la mise
en forme r�solue et on peutdoncemployer d'autressystèmesde contraintesplus expres-
sifs (c'est souvent le casenpratique).De mêmelesclausesdu programme� peuventêtre
contraintes.En�n, on remplaceg�n�ralement �

�

� �
	�� par �

�

� ���
	�� a�n d'�viter d'avoir à
fairele testd'occurrencedansl'uni�cation.

Exemple12.8 Soitle programmelogique

���4*��

�


���* �

�




�

�

���4*���* �

@

��*��

@��

�

���4*��

�

�

@

�

�

�

@

�

�

�

���4*��

@

�

@

�

�

��*

��

�

Qui a pour but d'insérer unélémentdansunelistesansdoublons.
Soit la requête���

F

��
O�

F

�

� �4*��

�




�

�

�

�

. On obtient deuxdérivationspossiblesconduisant
à � �

�

avecune contrainte
�

satis�able : la première est (par souci de simplicité,
nousn'écrivonsla contrainte complètequedanscetteséquence, puis nousécrivonsune
contraintesimpli�ée).

���

F

��
O�

F

�

� �4*��

�




�

�

�

�

� ���4*

�

�

@

�

@

�

�

�

F

�

*

�

P

�

�

�

@��


O�

F

�

� �4*��

�




��P

�

�

�

�

�

@

�

P

*

�

��

�

�

� � �

�

*

.

�

@

�

�

@

� �

�

P

�

�


O�

F

�

�

@

�

P

*

. �

F

P

*

.

�

@

� �

�

*��

�




P

*

.

�

@

� �

� @

�

�

� ��*

�

F

P

�

�


O�

F

�

� �

F

�

�




�

La deuxièmeest:

���

F

��
O�

F

�

� �4*��

�




�

�

�

�

� � �4*

�

�

@

�

@

�

�

� *

�

�

F

P @0�

*��

�




P

�

�


O�

F

�

�

@

�

� � �4*

.

�

@

�

�

@

�

�

�

�

�

�

.

�

@

�

@

�

�

@0�

*��

�




P

�

�


O�

F

�

�

@

�

P

*

. �

F

P @��

�

.

�

@

�

P @

�

�

�

.

�

@

�

�

P

*

.
��

�

.

� � �

�

*

.

�

@

�

�

@

�

�

�

�

.

�

@

�

@

�

�

@

�

� �




P @

�

�

�

*

.

�

�




P @��

*��

�




P

�

�


O�

F

�

�

@

�

P

*

. �

F

P @0�

�

.

�

@

�

P @

�

�

�

.

�

@

�

�

P

*

. ��

�

.

�

� �

P

�

�


D�

F

�

� �

F

� �4* �

�




� � � P

*

��

F

Nousreformulonsci-dessousles r�sultats de correctionet de compl�tudede la SLD-
r�solution entermesderequêteset deprogrammes:

Proposition12.9 Si la réponse
�

à unerequête� pour un programmelogique � a pour
mgu 
 , alors,pour toutesubstitutionclose

�

, � 


�

�%� estinsatis�able.

Proposition12.10 Si � est une requêtepour un programmelogique � et si IR
�

�%� est
insatis�able, alors il existeuneréponse

�

à � telle que
�

a pour mgu 
 et il existeune
substitution� telleque 
0�

� �

.

12.9 Plus petit mod�le de Herbrand et s�mantique des pro-
grammeslogiques

Si � estun programmelogique.On note � la basedeHerbrandet +

� l'ensembledes
partiesde � , quel'on confondaussiavec l'ensembledesinterpr�tationsde Herbrand(les
�l�ments de � T +

� correspondentaux �l�ments de la basequi s'interprètenten vrai, les
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autress'intepr�tantà faux).On note
� �

le "plus petit modèledeHerbrandde � ", c'est-à-
dire l'intersectiondetouslesmodèlesdeHerbarndde � :

� ���

�

�2$'.��,7 �

�

�

�

� .

Exemple12.11 Soit � le programme:

� �

O�4*

� �

� � � �4*

�

� �

F

�

� � � �

D�4*

� �

Alors
� � � �

car l'interprétation vide(toutestfaux)satisfaitbien � .

Proposition12.12 Pour toutprogrammelogique � ,
� �

�

�

� .

Preuve

Il suf�t de remarquerque l'intersectionde modèlesde Herbrandde � est aussiun
modèlede Herbrandde � . On fait le raisonnementsurdesclausesclosespour simpli�er.
Soit � � � �

�

�Y����� � � �

� uneclause� . Il y adeuxcas.
�2T

� �

. Alors
� �

�

�

� .
�

�

T

� �

. Alors, pard��nition de
� �

, il existeun modèledeHerbrandI de � tel que
�

�

T � . Mais comme� �

�

� , il existe � tel que �

� �

T � , et donc �

� �

T

� �

pard��nition de
� �

, d'où
� �

�

�

� . �

Ainsi
� �

constitueuneinterpr�tation "standard"du programmelogique � . De façon
classique,on peutaussiconstruire

� �

à l'aide del'op�rateur decons�quenceimm�diate :
Si � est un programmelogique,on note "

�

l' opérateur de conséquenceimmédiate
d��ni sur +

� par

"

�

� �

���<;

� T�� ��� � � �

�

�Y����� � � �

� estuneinstanceclosed'uneclausede � �

et�

�

������� � �

�

T �

E

Exemple12.13 Reprenonsl'exemple12.11.Alors "

�

�

� � � �

, et doncl'itér ation s'arrête
immédiatement.Par contre :

"

�

�

;

� �

F

��E/� �<;

� �

O�

F

� ��E

, "

�

� "

�

�

;

� �

F

��E/� �%�<;

� �

D�

O�

F

� � �

�%� �

F

��E

, etc.,et
"

�

�9�

�%� ;

� �

F

��E 3Y;

� �



�

�

F

� �

�

 

�

F

E

, "

�

� "

�

�9�

� �%� ;

� �

F

��E 3#;

� �



�

Q

�

�

F

� �

�

 

�

F

E

,
etc.

Onsaitque +

� estmunid'unestructuredetreillis completpourl'ordre
(

(i.e. l'ordre de
prolongementdesinterpr�tations).Celava nouspermettred'appliquerla th�orie du point
�x edeTarski.

Proposition12.14 "

�

estcroissantsur lesinterprétationsdeHerbrand.

La preuve estlaiss�eaulecteur.
Soit unefamille croissantedepartiesde � ,

;

� �

E

�

$

IN, dont le sup,le treillis desparties
�tant completpourl'ordre, estnot� �

� 5

�

� � . "

�

�tant croissante,
;

"

�

� � �

��E

�

$

IN, estune
autrefamillecroissantedontle supestnot�

5

�

"

�

� � �

�

.
L'�quation "

�

�

5

�

� �

� �
5

�

"

�

� � �

�

exprimela continuitédel'op�rateur "

�

. Le th�o-
rèmedeTarski�noncequetoutop�rateurcontinupossèdeun pluspetit point �x equi estle
supdesesit�r�s ( "

�

� pourtoutentier
 

�

F

) à partirdu minimumdu treillis.
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Proposition12.15 "

�

estcontinusur lesinterprétationsdeHerbrand.

Preuve

"

�

�

�

�

$

IN
� �

� � ;

�2T � ��� � � �

�

� ����� � � �

� estuneinstanceclosed'uneclause

de � et
�

V �

!

T

5

�

$

IN � �

E

� ;

�2T � �

�

V

� �

T IN � � � � �

�

�Y����� � � �

� estuneinstanceclose
d'uneclausede � et �

!

T � �

E

� ;

�2T � �

� �

T IN � � � � �

�

�Y����� � � �

� estuneinstanceclose
d'uneclausede � et

�

V��

!

T � �

E

�

�

�

$

IN
"

�

� � �

�

Notonsl'utilisation du fait que
;

���

E

� estune chainecroissantepour faire commuterles
quanti�cateurs. �

Il estpossibledeg�n�raliser la d��nition de "

�

auxclausesarbitraires:

"

�

� �

���<;

�2T�� ��� � � estuneinstanceclosed'uneclausede � et � �

�

� �

E

Mais danscecas"

�

n'estplusn�cessairementcontinu.

Exemple12.16 Supposons� réduit à la seule clause � � � . "

�

�

� �U� ;

� � �

E

et
"

�

�

;

� � �

E/� � �

, "

�

�

;

�

E/�%�<;

�

E

et "

�

�

;

�

E/���<;

�

E

. Par exemplepour la partiedirigée
�

� ; �

�

;

�

E9E

, "

�

�

5

�2$ &

�

� �

"

�

�

;

�

E/� �<;

�

E ��<;

��� �

E �

"

�

�

� ���45

�2$'&

"

�

� �

�

.

Proposition12.17 Soit � uneinterprétationde Herbrand et � un programmelogique. �

estun modèlede � si et seulementsi "

�

� �

��(

� .

Preuve
� �

�

� ssipourtouteinstanceclose� � � �

�

� ����� � � �

� d'uneclausede � , � �

�

�

�

��������� �

�

implique � �

�

� . �

Theorem 12.18 Si � estun programmelogique,
� � �

"

�

�

�

� �

estle pluspetit point �xe
de "

�

.

Preuve
Le th�orèmedu point �x e nousassureque "

�

�

�

� �

estle pluspetit point �x e del'op�rateur
continu "

�

. Il nousresteàmontrerque
� �

est�gal aupluspetit point �x ede "

�

.
Toutpoint �x ede "

�

estun mod�le de � parla proposition12.17,et il noussu�t donc
demontrerque

� �

estunpoint �x ede "

�

demanièreàconclureparminimalit� de
� �

.
�

�

�tant un modèlede � , "

�

�

�
�

� ( �
�

par la proposition12.17.D'autre part,
d'aprèslaproposition12.14onaaussi"

.

�

�

� � ��(

"

�

�

� ���

etdonc"

�

�

� ���

estunmodèle
de � par la proposition12.17.Par minimalit� de

� �

on a donc
� ��(

"

�

�

� ���

et donc
"

�

�

� ����� � �

. �

De façong�n�rale, lorsque"

�

estmonotone,"
�

� pourunordinal � estd��ni parr�cur-
rencetrans�nie par : "

�

�

� �

, si "

�

Q

�

�

�

"

�

� "

�

�

�

et, si � estun ordinal limite, "

�

� estla
bornesup�rieuredes"

�

� pour � � � . C'est la continuit� qui impliqueque �

�

� .
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12.10 S�mantiques desprogrammeslogiques

En conclusion,on a vu une s�mantiquede plus petit point �x e pour un programme
logique,c'estsas�mantiquemath�matique,unes�mantiquedonn�epar l'ensembledesr�-
ponsesà unerequête,c'estsas�mantiqueop�rationelle,et unes�mantiquelogique,d��nie
commel'ensembledesmodèlesd'unecertaineformule.Cestrois s�mantiquescoincident.
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12.11 Exercices

12.11.1

1. La strat�gie unitaire consisteà ne consid�rerquedesr�solutions dont unedespr�-
missesestuneclauser�duite à un litt�ral.
Montrerquela strat�gieunitaireesteng�n�ral incomplète.(Autrementdit, donnerun
ensembledeclausesinsati�able tel quefactorisation+ r�solution unitairenepermet
pasded�ri ver la clausevide).
Plusg�n�ralement,montrerqu'il existeuner�futation d'un ensemble� declausespar
la r�solution unitairesi et seulementsi il existe uner�futation de � par la strat�gie
"input".
La strat�gieunitaireestdonccomplètepourlesclausesdeHorn.Est-ceunestrat�gie
int�ressante?

2. Donnerunensembledeclausestel que "

�

� n'estpasun point �x ealorsque "

. '

�

� est
un point �x e.
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Chapitr e 13

Th�orie desarbr es®nis ou in®nis

Nous avons vu le treillis destermesau chapitre7. Nous avons vu qu'on peut ainsi
calculerl'intersectionde deuxensemblesin�nis de termesrepr�sent�s par desinstances
d'un terme:

� � C


 


� � � M


 


� � � C


 
 
 si 
 estun plus g�n�ral uni�cateur de
C

et
M

. Une autre
op�ration estfondamentale: le compl�mentaire.Parexemple,dansle casd'un

** Introduction: op�ration surlesensemblesdetermes,transformationdeprogrammes
fonctionnelsou logiques**

13.1 Axiomesdesalg�br esde termes

** Casdestermes�nis, casd'un alphabet�ni ou non

13.2 Formules �quationnelles

** reglesdenormalisation

13.3 Formesr�solues

13.4 R�gles de transformation

13.5 Terminaisonet compl�tude
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