Lestermesenlogiqueetenprogrammation
Versionpréliminaire

HubertComonet Jean-Pierrdouannaud

Laboratoirede RecherchenInformatique

Bat.490
CNRSetUniversitéde Paris Sud
914050rsay France
email : comon,jouannau@lIri.lri.fr
http  ://www.Iri.fr/ jouannau/biblio.htm

10décembre003



Table desmatieres

1 Intr oduction

2 Algébresde Termes
21 Termes. . . . ...
211 Signatures . . . . . .. e
2.1.2 POSItIONS . . . . o o
213 Termes . . . . ..
214 Sous-termes. . . . . .. ...
2.1.5 Remplacemerdesous-termes . . . ... ... ... ... ....
216 Gnralisations . . . . .. .. ... ..
2.2 -algébres . . ...
2.3 Homomorphismes . . . . . . .. ... .
2.3.1 Substitutiongtsubsumption. . . . ... ... Lo
24 EXErCICeS . . . . o o i

3 Logique équationnelle
3.1 Smantique . . . . .. e
3.2 Problémeslumot,d'uni cation, inductifs . . . . .. ... ... ... ...
3.3 Raisonnemenguationnel . . .. ... ... ... oL
3.4 Thoremedadquation. . . .. ... ... .. ... ... ...
35 Exercices . ... ... ...

4 Calculspar Récriture
4.1 PropritsSdeconuence . . . ... . .. .. ..
4.2 PairesCritiques . . . . . . . . e
4.3 Algebredesformesnormales. . . . . . ... ... ... ... ... ...
4.4 SystemesanoniqUES. . . . . . . . e e
45 EXxercices . . . . . .. ...

5 Terminaison
5.1 MthodedeMannaetNess. . . . . . .. ... ... . ... .. ... ...
5.2 MthodedeAartsetGiesl .. ... ... ... .. .. ... ... ...,
5.3 Modularit . . . . ...
5.3.1 Commutation. . . . . ... .. . ... ...
5.3.2 Unionsdisjointes. . . . . . . . ... ...
5.4 EXEICICES . . . . . o e



6 Ordresbien fondéssur lestermes 39

6.1 Prordres . . . . . . ... 39
6.2 Prordresdinterprtation. . . . ... ... ... .. ... 42
6.3 Ordinaux . . . . . . . . . e 44
6.4 Fonctionnelleslerelationsasssoci esuxstructuresiedonn esessentielles 45
6.4.1 Extensionproduit. . ... .. ... ... .. ... .. . ... 45
6.4.2 Extensionlexicographique. . . . . .. ... ... ... ... 46
6.4.3 Extensiommulti-ensemble. . . . ... ... ... ... ... ... 47
6.4.4 Extensiomauxmots. . . . . . . . . ... .. 50
6.4.5 Extensionauxarbresetordresdesimpli cation surlestermes. . . 51
6.4.6 Extensiorr cursiveauxarbres. . . .. ... ... ... ... ... 54
6.4.7 AuUtresextensions. . . . . . . . ... 59

6.5 Exercices . . . . . . ... 60
6.5.1 Ordinaux . . . .. ... . . . .. e 60
6.5.2 Extensiondexicographiquestmulti-ensemble . . . . . . ... .. 61
6.5.3 Ordresdesimplication ... .................... 63
6.5.4 ExemplesdeSdR: preuvesdeterminaison . . . . . ... ... .. 65

7 Letreillis destermes 69
7.1 Unication destermesnis ouinnis . .. ... .. ... ... ...... 69
7.1.1 Problemesl'unication ... ............... . .... 69
7.1.2 Formesr soluesdanslestermesnis . . . ... ... ... .... 71
7.1.3 Formesr soluesdanslestermegationnels . . . . ... ... ... 72
7.1.4 Regledetransformation. . . . . ... ... ... .. ... .... 73
7.1.5 TerminaiSon . . . . . . . . i e 75
7.1.6 Compltude. . . . . ... .. . . 76

7.2 Gnralisation. . . . .. . . . ... 78
7.3 EXxercices . . . . . . . . e 79
8 Completion 81
8.1 Régledecompltion . . ... ... ... .. ... ... ... ... ... 81
8.2 Correctiondel'algorithmedecompltion . ... ... ... ... ..... 85
8.3 EXErCIiCeS . . . . . . e 86
831 CIME . . ... .. . . e 86
8.3.2 Conuencedelacompltion . . .. ................. 87
8.3.3 Terminaisordesréglesdecompltion . . ... ... ... ..... 87
8.3.4 Compltionclose. . ... ... ... ... . . .. ... 87
8.3.5 Divemence . . . . . . ... 87
8.3.6 Rucritureordonne . . ... ... ... ... ... ... 87
8.3.7 Rcritureconditionelle. . . . .. ... ... ... .. . 88

9 Langagesdetermesetautomatesd'arbr es 89
9.1 Automatesdemots . . . . ... . ... e 89
9.2 Automatesascendantd'arbres. . . . ... ... ... ... .. .. ..., 89
9.3 Rductiondunondterminisme . .. ... ... . ... .......... 91
9.4 Pompage . . . . . .o 91



9.5 ClbétureparlesoprationsBoolennes . . . .. ... .. ..........
9.6 Clbétureparhomomorphisme. . . .. .. ... ... ... .. .......
9.7 Clotureparnormalisation. . . . . . . . ... . ... ..o

10 Logique du premier ordre
101 Syntade . . . . e e e
10.2Smantique . . . . . . L e
10.3 EXErCICeS . . . . . . o i
10.3.1 o

11 Forme clausaleet Résolution
11.1 Misesousformeclausale. . . . . . .. ... ... . ... ... ...,
11.2 ThoréemesdeHerbrand. . . . . ... ... ... .. ... ... ......
11.3 Rsolutionclose. . . . . . . ... . . . . .
11.4 Relevementetcompl tudedelarsolution . . . . ... ... ... .....
TI15 EXErCiCeS . . . . o o e e
1151 . e

12 Stratégiesde Résolutionet Clausesde Horn

12.1 Rsolutionbinaire. . . . . . . . . . ...
12.2 Rsolutionngative . . . . .. . ... .. . . .. e
12.3 Stratgieinput. . . . . . . . .
12.4 Strat gielinaire . . . . . . . .. ..
12.5 Stratgieunitaire . . . . . . ...
12.6 R solutiondeclausedleHorn . . . . . ... ... ...
12.7 SLD-Rsolution. . . . . . . . . .
12.8 Programmatiothogiquecontrainte . . . . . . . . ... .. ... ... ...
12.9 Pluspetitmodélede Herbrandet s mantiquedesprogrammegogiques. . .
12.105 mantiguesdesprogramme$ogiques. . . . . . . . ... ...
12.1IEXEICICES .« & v v o o e e e e e e e e e e

12,011 . o e

13 Théorie desarbres nis ouin nis
13.1 Axiomesdesalgébregietermes . . . . . . .. ...
13.2 Formulesquationnelles . . . . . . . . .. ... ...
13.3Formesrsolues. . . . . . . e
13.4 Regledetransformation. . . . . . . ... ... ...
13.5 Terminaisoretcompltude . . . . . . ... ... ... ... . .......



Chapitre 1

Intr oduction

Les termeset algébresde termesconstituentla notion syntaxiquede baseultilis e en
programmatiorionctionnelle enprogrammatiotogique,enprogrammatiorparcontrainte,
maisaussienlogiqueet doncdansla pluspartdesd monstrateurslls senent galementa
construiredesmodeélespermettante montrerla compl tudedem thodesded ductionen
logiqueclassiquells jouentdoncun rdle fondamentakn programmatioretend monstra-
tion.

L'objectif de ce coursestde donnerquelquesutils et r sultats surlestermesqui per
mettent'analysede programme®u destrat giesded duction.

Nous tudions dansle chapitre6 la constructiond'ordresbien fond s surles termes
ceux-ci permettend'effectuerdespreuses de terminaisonet de d nir desstrat giesor-
donn esde preue enlogique quationnelleou enlogiqueclausalele r sultat important
de ce chapitreestle th oréme de Kruskal qui nonce que le plongementestun pr -bel
ordre,ce qui permetcommenousle montrons,de construiresyst matiguementlesordres
desimpli cation, ordresqui sontbienfond s surlestermes.

Dansle chapitre7 nous tudions la structuredetreillis destermes: la bornesup rieure
de deuxtermespeutétrecalcul e enutilisantun plusg n ral uni cateur (lorsqu'il existe).
Nouspr sentonsdoncdesalgorithmesd'uni cation, pourlestermesnis etpourlestermes
in nis. La borneinf rieure dedeuxtermesnis peutétrecalcul e al'aide d'un algorithme
d'anti-uni cation (aussiappel "de g n ralisation") galementpr sent dansce chapitre.
Cesop rations permettentde munir I'ensembledestermesd'une structurede treillis. En
fait, on peut tendre cettestructureenuntreillis Bool en, ce qui seraunecons quenceales
r sultats du chapitrel3.

Dansle chapitre3 nousmontronsles r sultats de Birkhoff de compl tude enlogique
quationnelle qui permettententre autres,de ramenerles preuves dansunevarit d'al-
gebresadespreuvesdansl'algébredestermes.

Dansle chapitre10 nousintroduisonsles notionsde basede la logique classiquedu
premierordre puis nousmontronsun r sultat similaire a celui du chapitrepr ¢ dent pour
lespreuesdeformulesenformeclausale le th oremedeHerbrand.

Dansle chapitre11, nous tudions la r solution commesystémede d duction pour
les formulessousforme clausale Nousmontronsla compl tude de certainesstrat giesde
preuwe et nousappliquonsles techniquespr ¢ dentes aux clausesde Horn; ce sontles
clausesitilis es enprogrammatiortogique.

Dansle chapitre13, nousdonnonsdes axiomatisationccompléetesde la th orie des
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termes(dansle casdestermes nis surun alphabetni, dansle casdestermes nis sur
un alphabetin ni, dansle casdestermesin nis sur un alphabetni et dansle casdes
termesin nis surun alphabetin ni). Cesaxiomatisationcomplétes sultent d'un th o-
réemede Mal'cev dansle casdestermes nis et de r sultats plus r cents dansle casdes
termesn nis.

En n, dansle chapitre9, nous tudions lesoutils deth orie deslangagesl'arbres,dans
le but dereconnaitrealesensembleparticuliersdetermesclos,enparticulierlestermesclos
enformenormalepourunsystémeder criture lin aire gauche.

Pourensavoir plus,onpourraconsultedesouvrageg12, 9,17, 13,7, 8, 14, 3,4, 6, 21,
18 1].



Chapitre 2

Algebresde Termes

La notiondetermefondetout calculsymboliquegnparticulierl'interpr tation deslan-
gagedle programmationv olu s, ainsiquecertainegphasesleleur compilation.

2.1 Termes

2.1.1 Signatures

Unesignatue estunepaire ou

(i) estunensembleonvidede(nomsde)sortes. Lesnomsdesortesserontsoulign s
pourlesdistinguerdesautresobjets.

(i)  estunensembleronvide de (nomsde)fonctions, disjointde . serasuppos
munid'unefonctiondetypage quiassocieichaquesymbolede unes quencenonvide
dIments de .Si _ __,onnote _ _ . est
appel aritéde , _ _ estappel domainede et_ estappel codomaineale
Lesfonctionsd'arit 0 sontappel esconstantes

Ond signerapar  I'ensembledessymbolesie dontl'arit est etpar _ o
I'ensembledessymbolesde dedomaine_ _ etdecodomaine . Onadonc:

et pourrontétreomislorsque estunsingleton.

Exemple2.1 ___ ,et estlensembledessymboles

2.1.2 Positions

Soit N I'ensembledesentiersnaturelsN |'ensembledesentiersnaturelsnon nuls,
N l'ensembledessuites(ou s quences)nies d'entiersnaturelsnon nuls (ou desmots
surle vocalulaireN ), et N la suite(oumot)vide.Chaque N estidenti a
la s quencecontenant'unique | ment . Si N, d note leur concat nation,
op ration internedontla s quencevide est | ment neutreadroiteetagauche.
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N estmunidelarelationd'ordre d nie par:
N N

etondiraque estunpré xe de lorsque . On crira lorsque et sont
incomparables;'estadirelorsque n'estpaspr x ede ni de .

Un ensemble depositionsestun sous-ensembleonvidedeN ferm pourl'ordre

, contenant , appel eracinedansce contete, et tel quesi , alors

. Les positionsmaximalesde pour l'ordre sontappell esfeuilles Un

ensemblale positionspeutétrein ni, auquelcasl'ensemblede sesfeuillespeutétrevide.

2.1.3 Termes

Etantdonn eunesignature , unarbre étiqueté encoreappell terme estuneap-
plication d'unensemblelepositionsnot dans , quirespectdarit dessymboles
defonction:

- ssi estunefeuille de

— Si _ _ _, alors N, , et

a_ pourcodomaine.

Un termeest ni si sonensemblale positionsest ni. On noterapar I'ensembledes
termesni surle vocahulaire

Etantdonn un ensemble disjointde et , de(nomsde)constantes
appell esvariables on noterapar l'ensemble . Lestermesde

serontdits closou fermés

Exemple2.2 Supposonguela signatue estcelledel'exemple2.1,etquela variable est
desorte__ . Lestrois arbresdela gure 2.1 sontdesarbres nis, qui ontrespectivement
pour ensemblele positions:

- avec , ,

- avec et

Les gures2.2 et2.3 montentdesexemplesd'arbresin nis. Surlesexempledela gure
2.2,lesensemblede positionssontrespectivement
— L'ensemblalesséquencesiies del:
— L'ensemble qui peutétre représenté
par I'expressionréguliére

Unterme ni estaussinot sousformed'une expressiormparenth s e.Lestermesdela
gure 2.1peuwentainsiétrenot s respectiement

Lessymboledd'arit 2 pourrontétreutilis s ennotationin x e. Parexemple,lestermesde

la gure 2.1serontaussinot s , et .
La profondeurd'un terme ni ( ) estlalongueurde sapluslongueposition.
Sataille estle cardinalde sonensemblede positions.Si , d signe

I'ensembledesvariablesapparaissardomme tiquette a unepositionde .
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FIG. 2.4— Lestermegationnelscommegraphesnis

Lasorted'unterme estle codomainele . Commenousavonssuppos l'existence
d'une constantelechaquesorte,il existedoncuntermeclosdesorte pourchaquesorte .
Enn, I'galit “syntaxique”entretermesestnot e

2.1.4 Sous-termes

Dé nition 2.3 Etantdonnésunterme etuneposition , le sous-termale ala
position , noté , estdé ni par:

— N

— Pour tout ,

Onvrie ais mentque, , estunterme.

Exemple2.4 Surl'exemple2.2, a pour sous-termes , ,

Dé nition 2.5 Un termerationnelestun termen'ayantqu'un nombe ni de sous-termes
distincts.

Lestermesnis sontdestermegationnelsLesexemplesdela gure 2.2sontdestermes
rationnelssansétredestermesnis.

Lestermegepr sent ssurla gure 2.3nesontpasdestermegationneldsil'on suppose
que sontdesvariablesdistinctes).

Lestermegationnelgpermettentled crire desstructuresycliques.lls sontenfait, des
“d pliages” de graphesnis tiquet s (nousne formalisonspasici cesnotions).La gure
2.4donnedesrepr sentationsousforme degraphesiestermesrationnelsdela gure 2.2.

Proposition2.6 L'ensembladespositionsd'un termerationnelestun langage régulier

Preuve

Soit untermerationnel: soit le nombredesessous-termedistincts.Soit uneposition
de delongueur . Parhypotheseaumoinsdeuxdestermes sontidentiques.
Soit . estunpr x ede ,donc et . Ainsi tout

sous-termale auneprofondeursup rieurea estidentiquea l'un de sesancétresians
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I'ordre pr x edespositions.Soit  I'ensembledespositionsde  pourchaqueposition
de delongueurinfrieure ou galea . Si , Vrie une quation

si  estlarit de (ou bienle nombrede descendantdirectss'il s'agitd'un symbole
sansarit ). Simaintenant estdelongueur , vrie une quation

ou est de longueur strictementinf rieure & . Donc les ensembles v ri-
ent un systemed' quations lin aires gauchequi possédaine uniquesolutionqui estun
langage gulier (th oremeclassiqualelangage$ormels).Enparticulier  estr gulier.

L'ensembledes termesrationnelsest not (ou pour les termes

rationnelsferm s). L'ensemblede tous les termes nis ou in nis estnot (ou

pourlestermesferm s). estencord'ensemble( ni) desvariablesduterme
rationnel .

Uneoccurenced'un terme dansunterme estuneposition telle que
. Un termedanslequeltoutevariablea au plusuneoccurrencestdit linéaire .

2.1.5 Remplacementde sous-termes

Dé nition 2.7 Soient et deuxtermeset unepositionde telle que et sontde
mémesorte Leterme obtenupar remplacementlans du sous-termeé la position
par estdé ni par:

- Si et

- Si

Onvrie ais mentque estbienunterme(etqu'il est ni desque et lesont).
Exemple2.8 Dansl'exemple2.2, , et

2.1.6 G nralisations

Il estsouwentutile d'introduire dessymbolesd'arit variable.La fonctiondetypage
associeauxsymbolesdontl'arit estvariableunepairede symbolesie sorteetl'on crit

le codomainale estlasorte .
Lad nition destermesestalorsmodi e delafagonsuivante: untermeestuneap-

plicationd'un ensembleale positions dans telle que,si et estdarit
variable,alors N telque , alors est tiquet parunsymbolede
sorte._.

Toutesles notionsd nies pr cedemment'appliquentsansdif cult  a cettenouwelle
d nition.
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2.2 -algbres

Nouscompl tonsici lesd nitions syntaxiquesjui pr cedentpar desnotionss man-
tiques,en pr cisant ce que peut étre une interprétationdessymbolesde . En fait, les
algebresde termessontdesinterpr tationsdu premierordre particuliéresiouantun réle
essentiequi seratudi parla suite.

Dé nition 2.9 Soit unesignatue. Une -algébre estconstituée
— pourchaque_ d'un ensembl@onvide
— pourchaque . _,d'uneapplication de ~
dans
Exemple2.10 , , , , , sont des -
algebes, puisquenousavonssupposéjue contientau moinsun termede chaque

sorte L'interprétation des symbolesde fonction est, par exemple
. Cesalgebes étant construitesa partir de la signatue, on les quali e gé-
néralementde syntaxiquesOn parle également'algébresdetermes.

Exemple2.11 _ et _ _ .
N N N N estune -algebe.(Ici N désigndesuccesseur
N )-
Q estune -algébe.
Lorsquela signaturecontientdessymboles  _ _ dontl'arit n'estpasd nie,

leur interpr tation ~ dansune -algébre estuneapplicationdessuitesd' | ments de
dans

Onditque estunepartiedela -algebre (etl'on note si  estunefamille
d'ensemblesion-vides  _ telleque,pourtout_  , _.Unesous-algets
dela -algébre estunepartie de telleque,pourtout _ _dans
ettous , detelle sortequel’'on puisseposer

, faisantainside uns -algébre.
Uneprécongruencestunerelationbinaire surune -algébre telle que,pourtout
_ _ _dans , pourtoustermes ( et tantde
mémesortepourtout ),

Larestrictionala sous-algébre d'une pr congruencalel'algébre estbien-slrune
pr congruencede
Unepr congruence estunecongruencesi c'estunerelationd' qui valence.
Lorsque estunecongruencaurla -algébre ,l'ensembledesclasses’ quivalence
modulo , , estmuni canoniquemerd'une structurede -algébrepar:
- _ estl'ensembledesclassesiestermesdesorte_ : o L
d signantla classed’ qui valencede

lc'est direvri®ant lesproprits (r "exivit), (sym trie) et
(transitwit )
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Onvrie ais mentquecetted nition ned pendpasdesrepr sentantchoisis: c'est
unecons quencedu fait que  estunecongruencePar la suite,on utiliseratrésfr quem-
mentcetteconstructiorenl'appliquantala -algebrdibre

2.3 Homomorphismes

Dé nition 2.12 Soient et deux -algébes.Unhomomorphismele dans estune
famille d'applications indexéepar tellesque pourtoutesorte_ , _estune

applicationde dans _et,si  _ _ _, alors

Un endomorphismestun homomorphismel'une -algébredanselle-mémeUn iso-
morphismeestun homomorphisméijectif. Un automorphismestun endomorphisméi-
jectif.

Exemple2.13 _ _ _ o _ . L'application qui a tout
Z associesonopposéestun isomorphismele Z dans Z . La
Véri cation estlaisséeenexercice

Munie de seshomomorphismeda classedes -algébresforme une cat gorie. Nous
pourronsa l'occasionutiliser le vocalulaire cat gorique.Les algébresde termesont une
proprit particulierevis avis deshomomorphismesdentiqueala proprit despolyndmes
surun anneacommutatifunitaire:

Theorem 2.14 (propriété universellede )

Soit une -algébe. Soit l'injection (canoniquede dans . Pour touteappli-
cation de dans ,telleque si estdesorte_ alors estdesorte , il existeun
uniqguehomomorphisme de dans telque

La constructiorde esteffectu e parr currencestructurellesurlestermes,ou, sil'on
pr fére, parr currencesurla taille destermes.

Si  estune -algébre,on appelle -assignationtouteapplication de dans
D'apresle th oreme2.14,onconfond etI'homomorphisme de dans corres-
pondantOnnote I'applicationd'uneassignation a .

Les endomorphismesde (resp.de , resp.de ) sontap-
pel s substitutionsOn note ou plussimplement I'ensembledessubstitutions
(defagonambigiieJa mémenotationestemplo/ e pourlestermesnis, rationnelsetin -
nis). Leshomomorphismede dans (resp.de dans , resp.
de dans ) sontappel ssubstitutioncloses L'ensembledessubstitutions
closesestnot ouplussimplement .Si estunesubstitutionpnappelledomaine
de l'ensemble not

13



2.3.1 Substitutions et subsumption

Unesubstitutiordedomaineni serasouventnot enextension:

estla substitutionrdedomaine telleque
Bien slr, on supposéci que sontdesvariablesdistincteset que,pourtout |,
estdemémesortequele terme . Cettenotationestaussiemplg/ e pourles -assignations
dontlesseulesvaleurssigni cativessontcellesqui sontprisessur .

Lorsque estdedomaineni, onnoteaussi le sous-ensemblege

Un renommage (ou corversioncommeen -calcul)estunesubstitution quiassociex
toutevariableunevariableet qui estunebijectionde sur . Onsupposera
toujoursimplicitementquele domained'un renommageontientles variablesdestermes
auxquelsl estappliqu .

Unesubstitution estditeidempotentesi . Toutesubstitutioncloseestidem-
potente Plusg n ralement,unesubstitution estidempotentesi

Dé nition 2.15 Deuxtermes , sontdits semblablesorsqu'ils s'échangent par renom-
mage. On écrit dansce cas . La relation de similitude s'étendaux substitutions
commeattendu.

Larelation estunerelationd' quivalencesurlestermes,et par cons quentsurles
substitutions.

Dé nition 2.16 Le terme estdit plusg nral quele terme , ce qui estnoté s'il
existe une substitution telle que .. La substitution estdite plusg n rale quela
substitution , encoe noté s'il existeunesubstitution telle que

Ondit aussique (resp. ) estuneinstancede (resp.de ).

Proposition2.17 Larelationdesubsumption (surlestermesnis ouin nis, surlessub-
stitutionsdetermesnis ouin nis) estun préordre dontl'équivalenceestla similitude

Si estunterme ni (resp.untermerationnel),onnote  (resp. ) I'ensemble
desinstanceslosesnies (resp.rationnellese . La proprit qui suitestfondamentale
elle donnela signi cation d'un terme avec variable commel'ensemblede sesinstances
closes.Cepointdevue sera tudi plusend tail dansles chapitres7 et 9, oul'on verra
en particulierqu'un termelin aire peutétrevu commeun automated‘arbre qui reconnait
I'ensembledesesinstance<loses.

Proposition 2.18 Etantdonnésdeuxtermes et ,ona:
() ssi et
(i) SSi
Notonsquela secondegroprit estunecons quencealela premiére.

Dé nition 2.19 Deuxtermes et sontditsuni ables par la substitution appelléeuni -
cateur si

14



Dé nition 2.20 Etantdonnéun ensemble de substitutionsune substitution est
dite principalesi toutesubstitutionde  estuneinstancede .

Theorem 2.21 L'ensembledesuni cateurs de deuxtermes et , lorsqu'il n'estpasvide
possédein minimumpour I'or dre de subsumptior§a renommage pres),appelléuni cateur
principalou uni cateurplusg nral de et .

Cer sultat serad montr auchapitre7.1.
L'ordre d'imbrication tend I'ordre de subsumptiorcommesuit:

Dé nition 2.22 Leterme estimbriqguédansle terme siil existeuneposition
etunesubstitution tellesque .Onnotepar larelationd'imbrication.

Proposition 2.23 La relation d'imbrication sur les termesestun préomre dontl'équiva-
lenceestla similitude

Dé nition 2.24 Une relation binaire  sur les termesest dite stablesi implique
pourtoutesubsitution

Lesrelationsstablegouerontparla suiteunrole crucial.

2.4 Exercices

1. Quepeut-ondire du cardinaldesensemblesle positionsplus petitsqu'une position
donn e,pourl'ordre pr x e, pourl'ordre , etpourl'ordre hi rarchiquerespectre-
ment?

2. Montrerque,pourtousarbres ettoutespositions (tellesquelesexpres-
sionsindiqu esaientun sens).

(a)

(b)

(c)

(d) Si

(e) Si
®

(9)

3. Dansquel(s)cas estil vide? ni ?

4. Soient et et . Montrerqgu'il existeunetunseularbre
rationnel tel que

5. Montrerquelar ciproquedela proposition2.6 estfausse donnerun alphabetni
(oulessymbolesonttousunearit x e€)etunetermede quin'estpasrationnel
alorsquesonensemblale positionsestun langage gulier.

6. Soit une signature nie. Une sorte _ estdite in nitair e (resp. nitair €) s'il
existeunein nit (resp.unnombre ni) determesferm s de sorte_. Par extension,
estdit in nitaire s'il estdesortein nitaire. Montrerque
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(a) Si possédain sous-arbrestrict de mémesortequelui, alors est

in nitaire
(b) S'il n'y adans gu'un nombre ni d'arbresde mémesorte que
, alors
(c) Si , alors estin nitaire
(d) Il existedans unein nit d'arbresdemémesorteque ssi estin ni-
taire
7. Montrerquele logarithmen p rien estunhomomorphismele -algébrede
dansR, ou _ o _ _ _ .Onprciseralesstructuresle
-algebregle etdeR.
8. Montrerque,s'il existe un homomorphismele dans qui estl'identit
sur , alors . Dansquelscascelapeut-il seproduire?
9. Soit _ o _ . Donneruneop ration 7 surZ telle que
I'applicationqui atoutentierassociesonoppos soitun morphismede Z dans

Z 7 (considrscomme -algebres).
10. Fairela preuwe duth oreme2.14.
11. Leth oreme2.14reste-t-ilvrai sil'on remplace par ?Pourquof?
12. Existe-t-ildesrenommage&lempotentautresquel'identit ?
13. Soit une -algebre.
(a) Vrier gu'unesous-algébrde estune -algébre.
(b) Montrer que I"intersection” de sous-algébredprsquel'intersection est non

vide pour chaquesorte, est une sous-algébreOn note l'intersectiondes
sous-algébrede quicontiennent . estunsystemelegénéateurs de
Si
(c) Montrerque, aun systemedeg n rateurs ni maisque , S'il est
distinctde , N'a pasdesystémaleg n rateurs ni.
(d) estun systemdibre de  si, pourtoustermes ettoute
-assignation ,
et
Montrerqu'il existedans unsystemdibrein ni ssiil existedans
un systémdibre in ni.
(e) estunebasede si estunsystémealeg n rateurslibre. Unealgébre
estlibre si  possédeune base.Montrer que et sontdes
algébredibres. Dansquelscas(pr cis ment) et sontelles

libres? (Justi er formellemente r sultat propos ).

() Unealgébre estlocalementibre sitoutesous-algebree  niment engen-
dr e estlibre. Montrer quetoutealgébrelibre estlocalementibre maisquela
r ciproque estfausse. et sont-elledocalementibres?
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Chapitre 3

Logique quationnelle

Onappelle quation toutepairedetermes not e

La logique quationelle esta la basedesm thodesde sp ci cation desstructuresie
donn es,vuescommedesstructureslg briques.

Danscechapitre nousallonssuccessiementabordelesaspects mantiqueuissyn-
taxiquesdela logique quationelle.

3.1 S mantique

Dé nition 3.1 Une -algébe estunmodéledel'ensembled'équations si, pourtoute

éguation de etpourtoute -assignation ,

Lorsque estun modelede , On note . Cettenotationestvolontai-
rementla mémequ'en logiquedu premierordre,carelle est quivalentea la validit dela
formule du premierordre dansl'algébre vue commeunestructure,

tant un pr dicat binaireinterprt par
Pourlinstant, alamémesigni cation que . Parlasuite,il deviendrautile dedistin-

guerles axiomesdesconjecturesa prouver. Par exemple,sil'on notepar la classe
desalgébresqui sontdesmodélesde , on crira ou plus simplement
sitoutealgébrede estun modeledel' quation . En particulier si

, alorsonabien

Exemple3.2 estla signatue de I'exemple2.11. On considee
N N N N et Q Q Q Q sontdesmodélesde . (Véri-
cation enexercice).
Untriplet ou estunensembleni d' quationsestappel spéci cationéqua-
tionnelle

3.2 Probl mes du mot, d'uni®cation, inductifs

Certainsproblemesde validit pr sententun int rét particulier Soient une
sp ci cation quationnelle, et deuxtermesde demémesorte.
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Un problémedu mot consistead cider si , c'estadire ad cider sil' quation
estvalidedanstoutmodélede . Commed ja remarqu ,il s'agitdela validit
dela formuledu premierordre danstouslesmodelesde

Exemple 3.3 Aveclesnotationsdesexemplegprécédents,

Un problemed'uni cation sémantique consistétrouver, toutedessubstitutions telles

que
Dansle casou onparleg n ralementde -uni cation, le mot “uni cation”
tant r serv aucasou . Il s'agit cettefois de la validit de la formule du
premierordre , Oulesvariablesde sontlibres, danstouslesmodéles
de
Exemple3.4 _ o _ et . Le
problémed'uni cation a pour solutions ,

ainsiquetouteslessubstitutionglela forme ou

Un problemeinductif consistea d cider si . Il s'agit cette fois a
nouveaude la validit dela formuledu premierordre , maisdansle
modéleinitial de
Exemple3.5 . ,
mais . (cf exercices).

3.3 Raisonnement quationnel

Le raisonnementguationnel,ou remplacemendl’ gaux par gaux, estun systémede
d duction trésancienpermettantle r soudrele problémedu mot. Dansnotrelogique,les
formulessontdes quations,implicitementquanti es universellementet lesréglesd'in-
f rence sontdonn esdansla gure 3.1.Lestrois premiéregeglesne font qu'exprimerque
I'galit estunerelationd' quivalencela quatriemeaégleestle remplacemend' gaux par

gaux proprementlit : si ,onpeutremplacer par alaposition d'unterme .
Si  estunensemblal' quationstellesqu'il existeunerégled'inf rence dontlespr -
missessontdans etla conclusiorest ,onnote . estg nralement

appel e “relation de d duction”. On ometg nralement dansla conclusionde la rela-
tion de d duction. Si un ensemble d' quations sed duit de  en plusieurs tapesde
d duction, on noteencore , Sibienquelarelationded duction esttransitve.

Exemple3.6

La gure 3.2 monte un exemplede déductiondansla logique équationnelledu théoréme
bienconnuenmathématiques” Toutgrouped'ordre 2 estcommutatif. Danscetexemple
_ et estl'ensembled'équations.

(associativité)
(élémenneute)

(toutélémentestd'ordre 2)
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Axiome

R exivit

____  Symtrie

Transitvit

Si Remplacement

FiG. 3.1—Reégled'inf rence dela logique quationnelle

La preuvedela gure 3.2présentalorsla déduction

Il estsouvent commoded'un point de vue calculatoirede regrouperplusieursr gles
d'inf rence enunedemaniéreenparticulieralin ariser lespreues.
Soit unensembla’ quations.Onnote  la pluspetitecongruenceelle que

L'existenceet'unicit d'unetellerelationsontlaiss esenexercice.
On peutformulerla congruence  d'une maniéreun peudiff rente, commela fer-

meturetransitive r e xive de la plus petite pr congruence sur telle que
. Pard nition, onadonc ssiil existeune

position etunesubstitution tellesque et
Lemma3.7 si et seulemensi

Proof: On montre ais ment que est une congruencegd'ou l'on dduit qu'elle
contient . Lar ciproqueestsimilaire.

Remarquongjue,comme estunesous-algébree , la restrictionde
a d nit encoreunecongruenceur

Remarquonsgalementque est(canoniqguementinunie d'une structure

de -algebrelaconstructiora t donn edansle paragraph@.2.
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FiG. 3.2— Preuwe enlogique quationnelledu th oréme: “tout gouped'ordre 2 estcom-
mutatif’
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Exemple 3.8 Repenond'exemple3.2. . L'appli-
cationqui associea tout N la classede dans estunisomorphismele

-algebes.(N estmunidesastructue “naturellé’ de -algebe). La preuveestlaisséeen
exercice

Proposition 3.9 Soit une spéci cation équationnelle Pour toute -algébe
telleque , Il existeun uniqguehomomorphisme de dans
Cetteproposition tablit que estune algébreinitiale dansla cat gorie des

-algebresqui sontdesmodelesde . C'est pourquoinousemploieronsparfoisle mot
“algébreinitiale” pourd signer
La preue de cettepropositionestlaiss e enexercice.C'estunecons quencelu th o-
reme2.14etdufait que contientaumoinsun termede chaquesorte.
Onnote lorsquetoute -algébrequi satishit , satishit aussi

3.4 Thorme d'ad quation

Un r sultat ancien(Birkhoff 1933) tablit I'ad quation de ce systémederéglesd'inf -
rencé dansle casol chaquesortecontientaumoinsun termeclos:

Theorem 3.10

Autrementdit, une quation estprouableen utilisantlesréglesdela gure 3.1
ssielle estvalidedanstouslesmodélegde . Le casou certainesortessontvidesposeun
problemede correctiondesréglesdontla solutiondemandeale manipulerexplicitementles
guanti cateursyoir [11].

Preuve

— comme (et ) estsym trique,il enestde mémede
- est la fermeturetransitve de . (i.e. la plus petite relation transitve sur
qui contienne ).
La premiere quivalenceexprime que estle plus petit point x e dela relationde
d duction appliqu ea

Si , alors . Cer sultat estprouv parr currencesurlalongueurde
lad ductionde . Si cettelongueurestO0, alors et . Si ,
la derniéred duction ayantlieu enuneseule tape, alors et sed duit de

parl'une desréglesdela gure 3.1.L' galit danstoutmodélede estunecongruencet,
pard nition desmodélespn peutappliquem'importequellesubstitutiorsurlesvariables,
toutenpr servantsavalidit . D'ou .

Si , Soitalors : donc,parhypothese,

etainsi
1Un syst meder gles d'inf rence estdit correctsi , completsi et

ad quat s'il estcorrectetcomplet.
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Lathéorieéquationnelled nie parlasp ci cation estl'ensembledes qua-
tions de tellesque .

Onnote la th orie quationnellede . C'estunensemble cursivement num -
rablesi le sont.

3.5 Exercices

1. Soit _ L ___.Soit unmodeélede
. Prouer que
2. Soit L __ _____ ___  etsoit l'ensemble
d'axiomes . Donnerune -algébre telle
que et . Montrerque
3. L'intersectiond'une famille derelation d nies surl'ensemble estlarela-

tion d nie sur par:

Montrerquel'intersectionde pr congruencegstunepr congruenceEnd duire une
(autre)d nition de

4. o - _ _ _ _ et
. Montrer que I'application qui associea tout N la classede
dans estunisomorphismele -algébres(N estmunidesastructure

“naturelle”de -algébre).

5. Prouwer la proposition3.9. La condition*  ni” estelle n cessaire? La condition
sur deconteniraumoinsuntermedechaquesorteestelle n cessaire?

6. Soit unensembla’ quations.

(a) Soit unmodélede , uneapplicationde dans , linjectionde dans
et l'applicationquiatouttermede associesaclassenodulo
. Montrerqu'il existeununiquehomomorphisme de dans
tel que

(b) Montrerque,pourtoutmodéle de il existeunmorphismede
dans maisquecelui-cin'estpasunique.

(c) Montrerguetouteslesalgebrednitiales sontisomorphesC'esta dire montrer
que,si et vrient : pourtoute -algebre , il existeununiqguehomo-
morphismede  dans etununiguehomomorphismele  dans , alors

et  sontisomorphes.
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Chapitre 4

Calculspar R critur e

Lespreuwesequationellesontfortementnon-d terministesgdoncseprétentmal aucal-
cul. An delesd terminiser nousallonsorienterles quationsendesréglesder criture.
Lespreuwesaurontalorsla forme

Dé nition 4.1 Unerégleder criture estune paire notée . Un ensemblale
reglesderécriture estappellésystemeder criture. On noteia par
I'ensembledeséquationsassociées
Etantdonnéun systémelerécriture , ondit quele terme serécrit enle terme ala

position , hoté , 'il existeunerégle et unesubstitution
tellesque et . Onpourra omette et , maisaussipréciserla régle
utilisée
Onnoterapar lafermeturer e xivetransitve de .Lesde nitions etr sultats

qui suivents'appliquentenfait a desrelationsarbitrairessurdesensemblesgrbitraires.

Dé nition 4.2 Etantdonnéeunerelationderécriture ,onditque est -irreductible
ouen -formenormales'il n'existeaucun telque , etquele terme -irréductibe
estuneformenormalede si

4.1 Proprits decon uence

En pratique,la r criture sertatesterl' galit de deuxtermespar calcul de leur forme
normale.La proprit sous-jacentg'appelleproprit deChurch-RosseNousd nissons
enmémetempstrois proprit s tresproches)a proprit de Church-Rosseta con uence
etla con uencelocale.Cesproprit s sontrepr sent esala gure 4.1.

Dé nition 4.3 Le systemalerécriture estChurch-Rossesi pourtout coupledetermes
telsque , il existeunterme telque et
Le systemale récriture  estcon uent si pour tout triplet de termes tel que
et , alorsil existeunterme telque et
Lesystémelerécriture  estlocalementon uentsipourtouttriplet determes
tel que et , alorsil existeunterme tel que et
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FiG. 4.2— Con uenceversuscon uencelocale

Les propri et s qui suvent sontvraiesde relationsbinairesquelconquesur un en-
sembleguelconqueNousgarderongoutefoisle vocalulairedela r criture commesupport
al'intuition.

Lemme 4.4 Un systémealerécriture estChurch-Rossesi et seulemensi il estcon uent.

Preuve
Parr currencesurla longueurdespreuves quationelles.

Par contre,il n'est pasvrai que con uenceet con uencelocale soientdesproprits
quivalentescommele montrel'exempledela gure 4.2.La noncon uencedesrelations
localementcon uentesconsid r es provient de I'existenced'un cycle dansle premiercas
etdechemingn nis dansle second.

Dé nition 4.5 Etant donnéeune relation de récriture , on dit qu'un élément
est fortementnormalisables'il n'existe aucunesuite in nie de récritures de la forme
. On dit qu'unerelation de récriture termine

ou estnoetherienneou estfortementnormalisableesi tout élémentestfortementnormali-
sable Unerelationa la fois noetherienn@t con uenteestdite convemgente

Terminaisonet con uence sontdesproprts ind cidablesde la r criture de termes.
Nousverronstoutefoisauchapitre5 commeniprouver qu'unerelationder criture termine.
Nousallonsmaintenannousint ressera la relationentrecon uenceet con uencelocale
avantd'aborderla techniquemajeurede preue de con uenceauparagraphd.2.
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FiG. 4.3—Lemmede Nevmann

Theorem 4.6 (Lemmede Nevmann)Unerelationderécriture noetheriennestcon uente
si etseulementsi elle estlocalementon uente

Preuve

On montrele cassi par r currence noetheriennesur la relationde r criture. Dansle cas
gnral, et . Par proprit decon uencelocale,il existe
tel que et . Parhypothesaler currenceappliquea il existe tel
que et . Parhypothesaler currenceappliqu ea , il existe telque

et . Cettepreuwe estrepr sent eala gure 4.3.

4.2 PairesCritiques

Nous allons maintenantprouver la d cidabilit de la con uence locale, donc de la
con uence,ensupposanta terminaison.

Dé nition 4.7 On appellepairecritiquedela régle surunrenommge dela regle
ala position tel que , I'équation
telleque soitununi cateur principalde et

Exemple4.8 Soit . Renommantetterégleen
, lesdeuxtermes et s'uni ent avecl'uni cateur
principal . La paire critiquesestdoncl'équation

Theorem4.9 Un systemalerécriture  estlocalementcon uent ssi sespaires critiques
sontcon uentes.

Preuve
Soit et , avec et , ensupposantue

. Onmontrel'existenced'un terme tel que et parcassuivant
les positionsrespectiesde et . La preuwe estrepr sent e (sousforme simpli €) ala
gure 4.4,
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— rede disjoints,c'estadire . lesdeuxr critures commutent.
— redex ancétrec'est a dire tel que . Le problémeest
gque n'estplusuneinstancede silavariable aplusd'une occurrencelans .
Il fautdoncd'abordr crire lestermes auxautresoccurrencesle dans . Soit
I'ensembledespositionsdiff rentesde  tellesque

pour tout . Soit maintenanta substitution telle que et
pourtoutevariable .Ona:
. Parailleurs, , etl'on conclue
la preuxe enremarquantue :

— rede superpos s,c'est a dire tel que . Dans ce cas,
, etdonc estuni cateur de et . Soit maintenant ,

ol estl'uni cateur principal de cesdeuxtermes.Alors et

. Comme , onend duit que

Exemple4.10 Considéonsle systemelerécriture

, et calculonssespaires critiques. On voit gure 4.5 quel'une d'elle n'est pas
con uente etdoncla récriture engendréepar lesréglesd'associativea droite et d'identité
necon ue pas.Au contraire, la seuleregled'associativitéestcon uente

Corollaire4.11 Soit unsystemelerécriture noetherienAlors estcon uentsietseule-
mentsi pour toutepaire critique ,

La con uenced'une relationder critures estdoncd cidable sousl'hypothésede ter
minaison.

4.3 Alg br edesformesnormales

Lorsquela relationde r criture estcon uente et noetheriennealors tout termeclos
possédaine forme normaleunique.Mais la proprit de forme normaleuniqueestplus
faible: le systemealeregles possédédrivialementcetteproprit sansétre
pourautaninoetherienEn pratique toutefois,il seradif cile deprouver cetteproprt sans
I'hypothésedeterminaisordescalculs,carla con uenceestind cidable.

Uneproprit remarquablesstalors quel'ensembledesformesnormalesclosespeut
étre munie d'une structured'algebre, et que cette algébreestinitiale dansla classedes
algebregyui satisfonesaxiomes quationnelsconsid r s :

Theorem4.12 Soit unsystémelerécriture pourlequeltouttermeclosde posséde
uneformenormaleunique Alorsla -algébe dontle domaineestconstituédel'ensemble
destermesclosenformenormale etdontlesopémtionssontdé nies par

estinitiale dansla classedes -algebesqui satisfontesaxiomesle
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Preuve
Il suft devrier quecettealgébreestisomorpheal'algébrequotient

Cetteconstructiora sonimportancepourla miseenoeuvredespreuvesparr currence.
Il setrouve en effet quel'ensembledestermesclos en forme normaleestreconnaissable
parun automateascendand'arbrelorsquelesreglessontlin aires gaucheset parun auto-
mateascendand'arbeavectransitionsconditionelledorsquéeesréglesnesontpaslin aires
gauchesCetautomategpermeta sontour de calculerautomatiquemenin sch mader cur-
rence permettant'automatise(partiellementcespreues.

4.4 Syst mescanoniques

Etantdonn unsystémaeler criture  con uentetnoetherienil estjudicieuxder duire
lesreglesde avec Ilui-méme:

Dé nition 4.13 Unsystémeleréglesestdit interr duit, sipourtouterégle , est
-irréductible et est -irréductible Un systemelereglesestdit canonique
s'il estnoetheriencon uentetinterréduit.

Le motcanoniqueestjusti  parlaproprit suwvante:

Theorem4.14 Soit et deuxsystemesanoniqueselsque(i) , et(ii)
termine
Alors et sontidentiguegmodulorenommage desvariables).

Preuve
D'aprésleshypothésegourtout , .Parproprit determinaison,
. Le mémeraisonnemenappliqu a montreque
estr ductible par unerégle telle que , 00 estun renommageD'ou

.Comme est -irr ductible parhypothése, , etpar

le mémeraisonnemenguepr cedemment, puisque est -irr ductible.

Les systéemeganoniqueset cetteproprit, jouentun rdle essentieken th orie de la
r criture.

45 Exercices

1. On dit qu'un systémede r criture (c-a-d,un ensemblede regles)est"interr duit"
si tout membredroit de régle estirr ductible ainsi quetout termeplus petit qu'un
membregauchede regle dansl'ordre d'imbrication iff et
Montrerquela notionde systémeanoniquesstinchang epourcettenouelle notlon
d'interr duction. Montrer quela notion de canonicit obtenuen'est pasla mémesi
unsystemealer criture estun multiensemble.

2. Soit unsystémaler criture nonnoetherienet  unerelationsurlestermesdont

la fermeturetransitive soit . Onsupposaleplusque estfortementcon uente,
c'estadire que et impligue l'existenced'un terme tel que et
. End duire que estcon uente.Peut-onaffaiblir la notionde con uence

forte demanieread duire la con uencedessystemesler criture suivants:
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- . D tailler la preue.
- . D tailler la preue.

3. Etantdonn e unerelationnoetheriennguelconque  surun ensemble etune

propri t surles I ments de , montrerle principeder currencenoeth rienne
suvant:

Ceprincipes' nonce souenteudisantquetouteproprit  h r ditaire (c-a-d.telle
que ) estuniverselle(c-a-d. ).

4. Montrerquela con uencelocaled'unerelation noetheriennénpliquela propri t
de Church-Rossede enuneseuleapplicationde la r currencenoethriennei une
relationbienchoisiequel’'on construiraa partir dela relation
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Chapitre5

Terminaison

La terminaisornd'un systemedereglesestind cidable. Due a Huetet Lankford, la pe-
miére preuwe codaitun problémeind cidable avec un nombrenon born derégles.Ult -
rieurementDershavitz donnaitun codageavec 5, puis 3 regles.En n, Dauchetestarriv
a coderunemachinede Tlring arbitraireavec uniguemenunerégle,qui plus estlin aire
gaucheet sanssuperpositiorsurelle-méme.

Puisqu'ellene peutfairel'objet d'un calcul,la terminaisord'un systémederéglesdoit
doncfairel'objet d'une preuve Par la suite,nousexaminonsplusieursdesm thodesstan-
dard,qui sontg n ralementimplant esdansleslogicielsder criture.

Prouwer la terminaisond'une relationder criture peutsefaire de plusieursmanieres.
La premiérem thode consistea montrerque la relationde r criture estinclusedansun
ordrebien-fond . C'est pourquoinousserontamen sa tudier les ordresbien-fond ssur
les termesau chapitre6. La secondaevient a appliquerun principe de type "divide and
conquer” c'est-a-direa prouer s par mentla terminaisonde plusieursrelationsde r cri-
turedontlarelationded part estl'union. Cettem thode portesouventle nomde"modula-
rit" delaterminaisonlLa troisiémeconsisteafaireunepreue parr currence.Lespreues
ala Tait-Girardutilis es en -calcultyp font partiede cettedernierecat gorie.

Le but de cechapitreestd'introduire lesdeuxpremiéresie cesm thodes,encommen-
cantparla plusimportantelapremiéreEnfait, la premiéran thodesesubdviseelle-méme
endeuxm thodes,dontla secondeestun raf nement de la premiére.Cesdeuxm thodes
sontbas essurla notionde pr -ordre der criture. Parla suite,ond signeraeng n ral par

un pr ordre!, par  sonsymm trique,c'est-a-dire ssi , par I'qui valence
associ ed nie commelintersection ,etpar [l'ordre strictassoci d ni comme
la diff rence

Dé nition 5.1 Unerelation surunealgébe determesest: monotonesi c'estunepré-
congruence ; stablessi pour tousles telsque ; etbienfondéesiil
n'existe pasdesuitein nie 3,

1Un pr ordre estunerelationr “exive transitive, un ordreestun pr ordre antisymm trique

2Nousne faisonsgu'employer un nouveauvocahulaire dansle casdesrelationsd'ordre pourd signerune
notiond j existante,cellede pr congruencelLe mot@monotone®stutilis ici pourdesraisonshistoriques
enfait cesontlessymbolesdefonctionde quisontmonotonegour lorsque estunepr congruence.

3L encorenousnefaisonsgu'employer un nouveauvocatulaire pourla notionde normalisatiorforte
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Dé nition 5.2 Le préodre estun pr ordre der criture faible s'il estmonotonesi et
sontstablesetsi  esthien-fondéeC'estun pr ordre der criture silesrelations et
sontmonotonegtstablesetsi  estbien-fondée

Onvoit quela diff rence entrelesnotionsde pr ordre der criture etpr ordre der cri-
turefaible estdansla notiondemonotoniequi estplusfaible dansle secondcas.

Danscechapitre nousallons tudier lesdeuxm thodesabasede pr ordresder criture
(faiblesou non),avantd'aborderbrievementles questionsle modularit .

5.1 Mthode de Manna et Ness

L'id e debaseestdoncde montrerquela relationder criture estinclusedansun pr -
ordrebienfond  surlestermes terminesi . BiensQr, onaimerait
n‘avoir avri er lad croissancede l'ordre bien-fond  quesurles pairesde termesdu
systemaler criture. Celaestpossiblepourlespr ordresder criture :

Lemma5.3 Soit un sytémede récriture.  terminessiil existe un
préodre derécriture  tel que pour tout

Proof: On montreque implique ce qui r sulte directementdesla
stabilit etdela monotonieOn end duit quela relation estinclusedans , d'oule

r sultat puisque estbienfond .

De nombreuxexemplesd'utilisation de ce th oréeme simple sontdonn s dansle cha-
pitre 5.

Notonsquelesconditionsde monotonieet de stabilit nesontpasn ecessaire il suft
gu'elle soientvraiespour les pairesde termesqui ser crivent. On utilise cetteremarque
dansl'exemplequi suit.

Exemple5.4 Considéonsl'exempledel'addition desentieis enreprésentationie Peano:

Ondeé nit l'ordre ssi IN avec
Si

On véri e que I'ordre obtenuest monotone stable sur la relation de récriture (car si
, alorsle nombed'occurrencesd'unevariable dans estaupluségalaunombe
d'occurrencesde cettemémevariabledans ) etbienfondé.Onvéri e ensuiteque
IN
IN
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5.2 Mthode deAarts et Giesl

La m thode pr ¢ dente estlocale,en ce sensqu'elle se pr ocuppe de chaquepasde
r criture. La m thode de Arts et Giesl estglobale,en ce sensqu'elle estbas e sur une
analysedesd rivations.Plusparticulierementelle estfond e surunlemmed'existencede
d rivationsd'une certaineforme. Pour cela, on noterapar )
I'ensembledessymbolesdé nis etpar I'ensembledessymbolesconstructeus.
L'id e estalorsqu'uned rivation issued'un membregauche de régledoit r crire ala
secondetape un sous-termelu membredroit dontle symboledetéteestdans

Dé nition 5.5 Etantdonnéun systémelerécriture , on appellepaireded pendancede

la regle , toutepaire dela forme ~ ou T~ estunsous-termee telque
. On appellepaire dedépendancee unepaire dedépendancé'unereglede
eton notepar I'ensembledespairesde dépendancede

On appelle maintenantchainede d pendancede , toute dérivation de la forme
, quel'on noteia par

Remarquongu'atoutechaineded pendance

onpeutassocietined rivation

Lemmab5.6 Soit unsystemelerécriture qui neterminepas.Alors touttermenonforte-

mentnormalisablecontientun sous-termaonfortementormalisable ou et—
estun vecteurdetermesortemenmnormalisables.

Proof:Comme neterminepas,il existeunterme quiestl'origine d'uned rivation
in nie. Onmontrela proprit parr currencesurlataille de

Si  estdelaforme ~ ou , alorsn cessairement'un des estl'origine
d'uned rivationin nie, etl'on concluealorsparapplicationde I'nypothéseder currence
appliqu ea

Si estdelaforme — avec , il y adeuxcas.Dansle premiercas,aucunterme

~ n'estl'origine d'uned rivationin nie. Le lemmeestalorsd montr . Dansle second
cas,unterme  ~ estl'origine d'uned rivationin nie. Onconcluealorsparl’hypothese
der currenceappliqu ea .

Lemmab5.7 Supposonsjueles chainesde dépendencéde sont nies. Alors, ,
— estfortemennormalisablesi lestermesde ~ le sont.

Proof: Posons ssiil existeunechaineded pendance telle que

et avec . estunerelationbienfond e sur puisqueles chainesle
d pendancesont nies. La preuwe dulemmeestparr currencesur et parcontradiction
supposongexistenced'une -d rivationin nie issued'un terme — tel que ~ estfor-
tementnormalisableCelaimpliquel'existenced'uned rivationissuede — delaforme

- - . Doncil existeunerégle etunesubstitu-
tion tellesque — B et . Comme~ estunvecteurdetermesorte-
mentnormalisablegtque™ —, " l'estaussietcomme ,lasubstitution estfor-

tementmormalisableParle lemme5.6,le termenonfortementnormalisable contientun
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soustermenonfortementormalisable — tel que™ soitfortementormalisableComme

estfortementnormalisablen cessairement — avec , etdonc
- — .l s'ensuitque ~ - _ T etdonc ~— — . Parhypothese
der currence, — estdoncfortementormalisableunecontradiction.

Theorem5.8 terminesi seschainesde dépendanceont nies.

Proof: On montrequetout termeestfortementnormalisablearr currencesurla taille
destermes Soit — . Parhypothéseler currence,™ peutétrepris fortementormali-
sable Si , estclairemenfortemeninormalisableSinon, estfortementnormalisable
parle lemme5.7.

Onend duit commecorollaire:

Theorem5.9 termines'il existeun préodre derécriture faible tel que
0] pour touteregle ,
(i) pour toutepaire dedépendance

Proof:Si  neterminaitpas,d'aprésle th oremepr c dent, il existeraitdeschainesle

d pendancesn nies. Soit unetelle chaine.On a
imm diatement parmonotoniede et parstabilit del'ordre strict, etc,
etdonc , cequi contreditla bonnefondationde

Exemple5.10 Considéonsanouveaud'exempledel'addition desentiess enreprésentation
dePeano.Le systemgossedeineuniquepaire dedépendance

Laterminaisordecesystem@eutalors étre prouvéeplusnaturellemengueprécédemment,
endée nissantl'ordre ssi IN avec
Si

Onvéri e quel'or dre obtenuestun préodre derécriture (la stabilité étantveéri ée sur la
relationderécriture etbienfondé.Onvéri e ensuiteque

En pratique,le gain obtenupar rapporta la m thode de Mannaet Nessestfaible, car
le mémepr ordre estutilis pourlesréglesde et les pairesde . Remarquons
gue c'est maintenant'orientation stricte des pairesde d pendanceavec un pr ordre de
r criture faible qui assurda terminaisondesr critures. Pourles régles , Il suft
guele couple soitform de paires quivalentesdansl' qui valenceengendr eparle
pr ordre, commedansl'exempleci-dessus.

En fait, on peutam liorer drastiguemente r sultat d'un point de vue pratiquede la
maniéresuivante: onvadupliquer'alphabet avecunnouwel alphabet .
Une paire de dépendancavecduplicationdelarégle , Seraalorsunepaire
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delaforme ~ ~ ou estunsous-termele tel que . La notiondechaine
ded pendancen'en estpasaffect e puisqueesr critures qui interviennenevec portent
surdessous-termestrictsdesmembresiespairesded pendance.

Il estfacile de vrier quelesr sultats pr c dents restentvrais avec cette nouelle
d nition despairesded pendanceCelar sulte dulemme:

Lemma5.11 Leschainesde dépendanceont nies ssiles chainesde dépendanceavec
duplicationsont nies.

Proof: C'estl'argumentpr c dent.

Exemple5.12 Considéonsl'exemplede I'addition et multiplicationdesentiels enrepré-
sentationde Peano.
Lespairesdedépendancdu systéme

sontau nombe detrois, lespremiée ettroisiémeréglesn'en créantpas:

pourla deuxiemeegle et

pourla quatrieme
On peutalors conclue gracea l'interprétation polynomialesimple(voir chapitre 6) :

Enfait, lam thodede Aartset Gieslpeutseramene cellede Mannaet Ness En effet,
unefois quel'on saitquele systeme termine,sarelationded rivation estun ordrede
r criture quipermetdeprouverlaterminaisorde .Onvoit bienquecettem thodenefait
gu'apporterun certainconforta l'utilisateur, ce qui n'estbiensdrpasuneminceaffaire.

5.3 Modularit

L'union de deuxsystemesleregles et  quiterminenttousdeuxne terminepas
n cessairementcommele montrel'exemplesimple
Ce qui estplus surprenanestquecelarestele caslorsqueles deuxsystemesle reglesne
partagentucunsymboledefonction,commele montrel'exemplesuivantd(i a Toyama:
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Laterminaisonde  est vidente, il suft dinterpr ter untermeparsataille.  ter
mine galement,on pourrainterpr ter un termepar le nombrede radicauxdistinctsqu'il
contient.Parcontre,'union de  etde  neterminepas,eneffet:

Onpeutbiensirsedemandesila non-con uencede  joueunrdle, maisil n'en estrien,
commele montrerl'exemplemodi  qui suit:

pour lequel la d rivation in nie est issue du terme

On montreraenexercicequechaquesystémeestcon uent ettermine.
Parcontre Ja duplicationdesvariablesdelaréglede  joueunrdle essentielainsique
la possibilit deprojeteruntermesurl'un de sessous-termese quer alisentlesréglesde

5.3.1 Commutation

Dansce paragraphenousallonsdonnerune conditionsufsante trésutile en pratique
demodularit d'uneunion.

Dé nition 5.13 Soient et deuxrelationssur un ensemble . Ondit que
commutesur  sila propriétésuivanteestsatisfaite:

sud that sud that

Proposition5.14 Supposonguelesdeuxrelations et soientbienfondéeset
que commutesur , Alorsla relation estbienfondée

Preuve
On montre que pour tout terme , toute drivation issue de pour la relation
est nie. La preuwe estparr currencesur le couple , 0U estle
nombred' tapescons cutvesavec s parant delapremieretapeavec  (onprendra
aucasoulad rivationnecontientaucunetape ). Lespaires serontcom-
par es lexicographiquemente premieramgumentavec la relation , le secondavec
l'ordre surlesentiersnaturelsll y atrois cas(unefois limin le castrivial d'uned riva-
tion vide) :

1. Lad rivationestdelaforme .Comme ,lad rivationissuede
estpluspetitequela d rivationinitiale, doncelle est nie. Il enestdoncde méme
delad rivationissuede

2. Ladrivationnecontientaucunetape . Alors elle necontientquedes tapes
etcomme estbienfond e, elle est nie.
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3. La drivation estde la forme . Cetted rivation est

doncmesur eparle couple . Parla proprit de commutation|l existe
tel que . Ladrivation estmesur e
parle couple . Parhypothésaler currence,elle estdonc nie, cequiimplique

la nitude delad rivationded part.

Malgr l'apparenceconstructie de cettepreuwe, cer sultat n'est pasun th orémein-
tuitionisteen g nral. La raisonn'est pasimm diatementapparenteD'ou une question
naturelle: sousquellesconditionssur lesrelations et  la preue ci-dessusest-elle
constructie, faisantdur sultat unth orémeintuitioniste?

Un casparticuliers'avéred'uneimportancesssentielle

Corollaire 5.15 Soit unerelationderécriture quitermine Alorsla relation
estbienfondée

Proof: On montresimplemenguelar criture commutesur sous-termestrict, ce qui est
vident.

Ce corollaire serttrés souvent en pratique.Notonsquela relation obtenueest stable,
maispasmonotone.

5.3.2 Unionsdisjointes

Une conditionsufsante de modularit consistea interdirela pr sencesimultan ede
réglesdeprojection(dela forme ou )dans etderéglesqui dupliquent
unevariabledans . Onpourraconsultef10].

Uneautreconditionsufsante consistea demandegueles systémesoientcanoniques
etlin aires gauche$19].

Cesr sultats sonttechniquemennon triviaux. En particulier aucunepreue vraiment
simplen‘estconnuepourle second.

5.4 Exercices

Exercice5.16 Donnerun codage desmadinesde Turing par un systemele récriture, tel
qgue si  estle codedela madine ,alors s'arretelorsducalculdela donnée ssi
le codede estfortemeninormalisablepour

Exercice5.17 Soit  un systemede récriture sansvariables,et I'ordre sur lesregles
dé nit par ssi estréductiblepar

1. Montrer que estbienfondéssiil estsanscycle
2. Montrerque neterminepassi possédeincycle

3. Montrer qu'il existetoujours unedérivationin nie avecunein nité d'applications
dereglesentétedansle casou neterminepas.

4. Endéduieque terminesi estsanscycle
5. Endéduie quela terminaisondela réécrituie avec estdécidable
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Exercice5.18 On dé nit la relation si et seulemensi il existe une position
etunesubstitution tellesque .
Soit maintenant unerelation de réécriture qui termine Montrer quela relation
termine Est-ellemonotoné stable?
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Chapitre 6

Ordr esbhien fond s sur lestermes

Lesordreshienfond s surlestermesetleur constructiorsontl'outil debasedespreuwes
de terminaisondessystémesler criture etplusg nralementdesprogrammesnforma-
tiques.L'objectif estdedonnerquelquedriquesde basepermettantyia desfonctionsd'in-
terpr tation, de construiredesordresbienfond s adapt sau problémea traiter Nousdon-
nonstout d'abord quelquesd nitions essentiellesur les relationsavant de pr senterles
extensiondexicographiquemulti-ensemblet arbred'unerelation.Nousterminongarles
ordresdesimpli cation qui jouentunrble essentieenth orie commeen pratique.

6.1 Prordr es

Desd nitions pr sent esusuellementdansle casdesordresle serontici pourdespr -
ordresyoire pourdesrelationsguelconque<llescoinciderontaveclesd nitions usuelles
dansle casdes(pr -) ordres.Les preuves manquantessuppos edaciles,sontlaiss esau
lecteur

Dé nition 6.1 Unerelationbinaire surunensemble est
— totalesi deuxélémentsjuelconquesle sontenrelation;

— I e Xivesi pour tout ;

— antir e xive s'il n'existeaucun tel que ;

— sym triquesi pour tous telsque ;

— antisym triquesi pourtoutcouple tel que et ;
— transitive si pourtous telsque et ;

un pr ordre si elle esta la foisré exive ettransitive;
unordresi elle esta la foisré exive transitiveetantisymétrique
— unordrestrict elle esta la fois antiré exif ettransitif

Notonsqu'un ordrestrict estn cessairemenantisym trique.

Dé nition 6.2 Atoutpréodre , onassocid'équivalence telle que SSi et
, etl'ordre strict telque ssi et , detelle sorteque

On se proposemaintenand’ tendre la d nition 6.2 a desrelationsquelconquesge
maniéreacequelespartieséquivalentegtstrictes et d'unerelationquelconque en-
gendrentespectiement(parfermetureransitive stricteounonsuivantle cas)l' qui valence
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etla partiestrictedupr ordre  engendr par .Lespreuvesmanguantesontlaiss esau
plaisirdulecteur

Dé nition 6.3 Etantdonneejnerelatlonquelconque ondé nit :

— sasymtrique telleque SSi ;
— sapartie quivalente telleque SSi et ;
— sapartiestricte telleque ssi et

Unerelationeststrictesi elle coincideavecsapartie stricte

On noteraqueles parties quivalenteet strictesd'une relationquelconquene sontin-
clusesdansla relationelle-méme maisdanssafermeturetransitive r e xive, c'est-a-dire
dande pr ordre qu'elle engendreCelaestn cessairesil'on veutrquela partiestricted'une
relationne contiennepasdecircuit.

Property 6.4 Etantdonnéeunerelationquelconque
estuneéquivalenceayui coincideavecl'équivalenceassocié@upréodre
estun ordre strict qui coincideavecl!'or dre strict associéau préordre

Proof:Onsecontentedeprouver la secondgropri t . tant transtifpard nition, il
suft demontrerl'antir e xivit, cequiestfait parl'absurde.Onsupposeloncl'existence
d'unesuitedela forme avec .Lad nition de etuner curence
ais e surlesentierspermettent’engendreffa contradiction et

Dansle casdesordres,on obtientdonc:

Property 6.5 Soit unpréodresur .Alors et sontrespectivemen&quivalenceet
I'or dre strict associéau préordre.

Lesnotionsde partiestricted'unerelationetderelationstrictenouspermettentainte-
nantdedonnerdesd nitions g n rales conduisant la notiondebonnefondation:

Dé nition 6.6 Etantdonnéeunerelationstricte sur , unélément est
— enformenormaleouirr ductible s'il n'existeaucunélément tel que ;
— normalisables'il existeunesuite nie d'élémentdde issuede quisetermineen
uneformenormale c'est-a-die dela forme ou estenforme
normale;
— fortementormalisables'il n'existeaucunesuitein nie d'élémentdle issuede
c'est-a-die dela forme ;

Dé nition 6.7 Unerelation sur esthienfondéesi tout élémentde estfortement
normalisable

Cetted nition s'utilise usuellemenpour despr ordres: un pr ordre estbien fond
si sapartiestrictel'est. Nousauronsl'occasionde I'utiliser pour desrelationsarbitraires.
Notonstoutefoisquegraceala proprit 6.4,la diff rence estt nue :

Property 6.8 Soit unerelationbienfondée Alors safermetue transitive  estun pré-
ordre bienfondé.
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Nous passonsnaintenanta la notion de belle relation,g n ralisant la notion de beau
pr ordre.

Dé nition 6.9 Etantdonnéeunerelation sur
— unélément estbeausi pour toutesuitein nie N d'élémentgdle issue
de , il existeun coupled'entiers naturels tel que ;
— larelation estbellesitoutélémente estbeau.

Notonsquela fermeturetransitve d'une bellerelationestbelle galement.

Dé nition 6.10 Unerelationdepréodre sur estunbeaupr ordre ouunpr -bel ordre
sielle estbelle

On remarquerde changementle sensdesrelations,lorsquel'on parle succesiement
derelationbienfond e etdebellerelation.Cechangememnt'est paspuremenformel dans
le casdesrelationstransitves,commele montrela proprit suivante:

Property 6.11 Soit unbeau-préodre sur . Alors estunpréorre bien-fondé.

Proof: Soit unesuitein nie strictemend croissanted’ | ments de . Par
d nition desbeauxpr ordres,il existe telsque . Par transitvit de , on
obtient galement , aboutissané unecontradiction.

Lar ciprogueestvraie dansle casdesrelationstotalesuniquement.
Exemple6.12 Sur , larelation dé nie par
ssi N

(i.e. lestermessontcomparéssuivantleur taille) estunerelation de préodre, mais pas
une relation d'ordre en génénl car deuxtermespeuventavoir la mémetaille sansétre
identiquesOnvéri eraque estbienfondéeetque estunbeaupréodre.

Exemple6.13 Larelationd'ordre habituellesurN estbienfondéeMaisla relationd'ordre
surQ nel'est pas.

Exemple6.14 Supposongue necontientqu'un symbolebinaire . Ondé nit I'applica-

tion de dansN par:
def

- pour variable
On dé nit alors la relation  sur par SSi . Larelationainsi
dé nie estunerelationde préorre bienfondée

Exemple6.15 La relationd'égalité surun ensemble ni estunbelordre. Cen'estpas
vrai si  estin ni.

Exemple6.16 Toutpréomdre total bienfondéestun beaupréodre ; Lespréordresd'inter-
prétationdansles entieis construitsau chapitre précédensontdesbeauxpréomres (ainsi
guetouslesordresdé nis a partir d'interprétationsdansdesensemblesunisd'un beau
préodre).

41



Notonsquel'ordre sous-termestbienfond , maisn‘estpasunbeaupr ordre :

Exemple6.17 Soit contenant binaire et (constante)pnconstruitlessuites et
determesdela fagonsuivante: et et . La suite

estcroissantepour I'or dre sous-termemaisdansla suite il n'y a aucunepaire de
termescompanblespour I'or dre sous-terme

Nous hongonsmaintenanguelquegroprit s simplesdesbeauxpr ordresetdespr -
ordreshienfond s.

Property 6.18 Soient et deuxpréomdressur telsque .Alors, estunpréordre
bienfondési estunpréordre bienfondé.

Property 6.19 Soient et deuxpréodressur telsque . Alors  estun beau
préodresi estunbeaupréorre.

Lesordresbienfond s seconserentdoncparrestriction,alorsquelesbeauxpr ordres
se conserent par extension.Ce serauneraisonde leur utilit . La secondeestqu'ils per
mettentdeconstruiresyst matiguementlesfamillesdepr ordresbienfond s, encombinant
laproprit ci-dessusveclaproprit 6.11.

Nousallonsconclureparuneproprit caract ristiquedesbellesrelations.

Property 6.20 Soit unbellerelationsur . Alors, pourtoutesuitein nie N d'éle-
mentsde , il existeunesuitein nie strictementroissanted'entiers naturels IN tels
que

Proof: Soit IN unesuitein nie de . Onraisonneparl'absurde.Sila proprit

n'est pasvraie, on considérda suite croissantenaximaleissuede . Cettesuiteestnon
vide d'aprésl'hypothéseque estun beaupr ordre. Soitdonc  son | ment maximal.
Onrecommencevec!' | ment , etl'on montredoncparapplicatiorr p te decerai-
sonnemenkexistenced'une suitein nie strictemenctroissanta'entiersnaturels IN
telsque  soitmaximal,c'est-a-diretelsque : . La suitedes | ments
maximaux tant ainsiin nie, on peutlui appliquen’'hypothésede beaupr ordre, d'ou I'on
end duit qu'uncertainl ment  n'estpasmaximal,r sultantenunecontradiction.

6.2 Prordr esd'inter pr tation

Un desmoyenslesplus utilis s pour prouver la terminaisond'un programmeou d'un
ensemblale reglesestde construire,commedansles exemplespr ¢ dents, unefonction
d'interpr tation destermes(ou desdonn esdu programme)ansun domaine  muni
d'un pr ordre bienfond . L'ensembledestermes(ou donn es)estalorsmuni du pr -
ordrebienfond d ni par:

SSi

D'un pointde vue formel, la fonctiond'interpr tation estun homomorphismelela -
algebre(libre) destermesdansune certaine -algébreconstruitesurle domaine . Plus
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pr cis ment, c'estlad nition de quid nit la -algebresur ,car apourréledin-
terpr ter les symbolesde fonctionde  dansle domaine . Il suft doncde sedonner
la structurede -algébresur  d'une part (c'est-a-direl'interpr tation dessymbolesde
fonction),etla valeurdel’nomorphisme pourlesvariablesde

Exemple6.21 Soitla réglede miseenformenormaledisjonctiveen calcul propositionnel
(onsupposeauelesnégationn'apparaissentquesurlesvariablespropositionnelles)

(ou désignenn'importe quelleformuledu calcul propositionnel cetteregle pou-
vant elle aussiétre appliquéa n'importe quelle sous-formule)On considée la fonction
d'interprétationdansles entiels naturels supérieus ou égauxa 2 munisde leur ordre ha-
bituel dé nie commesuit:

def Si  estunlittéral

def
def

On peutremanueralors que:

etque

Maiscomme , . Deplus,onpeutvéri er
la monotoniedu préodre dé ni par avec et

par croissancalela fonctiond'interprétation.L'application dela réglea n'importe quelle
sous-formuleetournedoncunenouvelleformulestrictemenplus petite

On vérie aussila compatibilité de avecl'associativité et la commutativitédes
connectews , par associativitéet commutativitéde I'adition et de la multiplication
desentiess naturels.

Les fonctionsd'interpr tation que nousavons vuesjusqu'a maintenanttaient toutes
polynomialesLesfonctionspolynomespr sententun grandint rét pratique: ellessontau-

tomatiguemenmonotonegourvu que, pour chaquesymbolede fonction darit |, le
polyndmed'interpr tation soit unesommede mondmesa coefcients en-
tiers positifs,quechaquend termin e gure dansaumoinsun mondme et

guele domained'interpr tation soitun sous-ensemblge IN. Notonsquela constructiorde

pr ordresder criture faiblesne n c ssite pasdesconditionsaussidraconiennes les co-

f cients peuwentne pasétre positifs, et certainesnd termin es peuwent ne pasapparaire
dansun mondme.Par ailleurs, les fonctionsd'interpr tation polynomialessontnaturelle-
mentstables En effet, la comparaisorde deux polynbmesse fait automatiquemenpour

toutevaleurdu domained'interpr tation. Pouren savoir plus,lire [5], accessiblalepuisle

site CIME. Notonsquelestechniquesnisesen oeuvredansCiME ont permisdespreuses

determinaisorde systtmesomplees(comportanplusieurscentaineslerégles).
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6.3 Ordinaux

Les ordresbien fond s permettentd'effectuerdespreues par r currence, suvant la
régleded ductiond ja vue:

Si uneproprit estvraie surles | ments minimauxde (i.e. ceuxpour
lesquelsil n'y apasd' | ments strictementplus petits) et si
, alors

Lesensemblesnunisd'un ordretotal bienfond sontaussiappel sordinaux(enfait,
la notion d'ordinal estins parablede celle d'ensemble cette"d nition" n'estdoncpas
correctecarelle pr supposda notiond'ensemble)Lesordinauxsontconsid r s "aisomor
phismepres": deuxensemblesotalemenbrdonn s et telsqu'il existeune
bijection de dans telleque si et seulemensi sontconsidr s
commele mémeordinal.

Quoiquela manipulationd'ordinauxne soit pasn cessairedansce cours,nousendon-
nonsci-dessousinepr sentationtréssuccincte.

Le pluspetitordinal ('ensemblevide) estaussinot 0. Si estunordinal,

estl'ordinal obtenuenadjoignanta  un I ment plusgrandquetousceuxde
(qu'on peutidenti er al'ensemble lui-méme larelation tant alorsidenti e al'ordre
d'appartenance)Jn ordinal estun ordinal successeus'il existe un ordinal tel que
. Un ordinal qui n'est pasun successeuestappel ordinal limite. estle plus
petitordinallimite : c'estl'ensembledesentiersnaturelsmunisde sonordrehabituel.C'est
aussile pluspetit ordinalplusgrandquechaqgueentiernaturel.

De mémeque pour la régleder currenceci-dessuspn peutd nir unefonction par
récurrencetrans nie de la faconsuivante (on admettrala correctionde tellesd nitions,
quieng n ral, n'ont pasdesensenth orie desensemblesnaisqui, pournotreproposdans
la suite,ne posenfpasde probléme).

si  estunefonctionde dans (ou estunordinal)et , alorsil
existeuneuniquefonction telleque

- sup si estunordinallimite

On utilise aussicourammenta sommeet le produitde deuxordinauxqui sontd nis

pasr currencetrans nie par:
def

def

def

- sup si estunordinallimite
_ def
_ def
def . . L.
- sup si estunordinallimite.
Exemple6.22 On peutréaliser par exemple enordonnantiesentiels commesuit :
Si et ontmémeparité, alors ssi N - Si estpairet est
impair, alors
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Plusieursproprit s de cettearithm tique desordinauxsontdonn esen exercice.Re-
marquong anmoinsquel'addition desordinauxn'est pascommutatve car, parexemple,
sup .

En n, onpeutdemémed nir l'exponentiation
def

def

def . . -

- sup si estunordinallimite.

Pourtermineravec cesnotations,on note le plus petit ordinal tel que
C'estaussila bornesup rieuredel'ensemble . Plusg n ralement,
si  estun ordinal estle plus petit ordinal  tel que . C'est aussila borne
sup rieuredel'ensemble . Simaintenant estun ordinallimite,
serad ni commela limite (c-a-d,le sup)desordinaux pour . Cetteconstruction

nousfournit les ordinaux-. Pour aller au dela, il faut introduire une nouwelle notation,
l'ordinal , limite detouslesordinaux .

6.4 Fonctionnellesderelationsasssoci esaux structur esde don-
n es essentielles

Nous allonsd nir desfonctionnellessur les relationsqui pr servent les proprits
detransitvit, debonnefondationet de bel-ordre.La pr servation de la bonnefondation,
ind pendemmentela pr senationdela transitvit, estun pointessentiepourla suite.

6.4.1 Extensionproduit

Soient desdomainegnonvides)munisderelations.On munit
I'ensemble desn-upletd' | ments de delarelation
, hot eici etappell eproduit d nie par:

iff
iff

Notonsquela partiestrictede  impliquela partiestricted'au moinsunecomposante.

Proposition6.23 Larelation est

— unpréodre sur dontl'équivalenceestla relation  si
lesrelations sontdespréodresdontles équivalencesontlesrelations
— bienfondéesilesrelations sontbienfondées
— un pré-ordre bien-fondési lesrelations sontdespréomdresbienfondés
— un beaupréomre sur si et seulemensi lesrelations  sonttoutes
desbeauxpréordressur
Preuve

Parr currencesurlataille desn-uplets.
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Notonsqu'il ne suft pasquelesrelations soienttoutesbellespour que l'ordre
produitinduitsoitbeau il fautdeplusqu'ellessoienttransitvesal'exceptiondela derniéere.
La preuwe decetteproprit estrecommand eaulecteur

6.4.2 Extensionlexicographique

Soient desdomainegnonvides)munisderelations.On munit
I'ensemble desn-upletsd’ | ments de delarelation
not e ici d nie commel'union desdeuxrelationssuivantes:
iff et
iff
Proposition 6.24 La relation est
— unpréodre sur dontl'équivalenceestla relation si
lesrelations sontdespréordresdontles équivalencesontlesrelations

— unordre si etseulemensi chacunedescomposantesstunerelationd'ordre;
— totalessichacunedescomposantessttotale;

— bienfondéesilesrelations sontbienfondées

— un pré-ordre bien-fondési lesrelations sontdespréomresbienfondés

— unebellerelationsilesrelations sontbelles,

— un beaupréomre sur si et seulementsi lesrelations  sonttoutes
desbeauxpréordressur

Proof: Onfait la preuwe de bonnefondationdansle casderelationsbienfond es. Sup-
posonsque estunerelation bien fond e, et soit N Unesuite strictementd -

croissantede . La suite N estune suite strictement
d croissantepour .(ou , pour , estun I ment quelconquex, de )

R ciproquementon procedeparr currencesurla taille  desk-uplets,et par contra-
diction. La proprit est triviale pour le cas de base, . Pourle casgn-
ral, soit IN une suite strictementd croissantepour . Notons que

implique , etdoncla suite IN €std crois-
santepour .Comme estbienfond, elle estn cessairemenstationnaire partird'un
certainrang . Il s'ensuitquela suite N estunesuitein nie strictement

d croissantece qui contreditla bonnefondationdel'ordre pourles -uplets.

La preuwe quel'extensionlexicographiquepr serve la beaut desrelationsestlaiss e
aulecteur Laproprit rsulte delatransitvit delapartie quivalented'unerelationarbi-
traire.

Exemple6.25 Montronsun exempled'utilisation de la composédexicographique  est
le systemaeréécrituie

ou et sontdesconstanteslistinctes.
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On construitles fonctionsd'interprétation : estla taille de et estle
nombe d'ocurrencesde dans . Soitalors la composédexicographique:
N . Onvéri e que:
— si seréécriten parlaregle :
— Si seréécriten parlarégle ,alors et .
Donc,danstouslescas, . Cequi prouvela terminaisonde  puisque
estbienfondé.

6.4.3 Extensionmulti-ensemble

Il s'agit cettefois de construiredesrelationssur les multi-ensemblesnis compos s
d'I ments d'unensemble munid'unerelation.
Si  estunensemblelensemble desmulti-ensemblesiis d' I ments de est
form desapplicationgde dansN qui sontnullessaufpourunnombreni d' I ments de
. Habituellementon noteun multi-ensemble  enr p tant fois:

Exemple6.26 Soit N et lemulti-ensemble , , et
pour . Onnoteaussi

Ond nit lesop rations surlesmulti-ensemblegpar:

max
min
max

Deméme,

et Si . Lataille d'un multi-ensemble estl'entier .

Pourdesensembledesop rationsd'additionetd'union coincidentcequin‘estplusle
caspourdesmultiensembledanslalitt rature, ontrouve fr quemment'op ration d'union
avecla d nition donn eici pourla somme.Celasejusti e du fait du réle essentiejou
parl'op ration sommede multiensembled] pourranousarriver defaire cetteconfusion.

Il existe de nombreuses nitions de |'extensionmulti-ensembled'une relation
surun ensemble . Toutescoincidentbien sdr dansle casqui nousint resse, celui des
pr ordres.Nousendonnonainequi seprétebienauxraisonnementd.esautresont |'objet
d'exercices.Celle que nouschoisissongl nit I'extensionmulti-ensembled’'une relation
commelafermeturer e xivetransitve d'unerelationplusprimitive

Dé nition 6.27 L'extensionmulti-ensemblesur d'unerelationquelconque  sur
, dont estla partie stricte et la partie équivalente estla fermetue ré exive
transitive notée , dela relation telle que
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Si
Si et
Remarquongjue estune quivalenceet qu'elle estaussila partie quivalente
de . Parcontre la partiestrictede n'estpas , mais

Celar sulte denotred nition dela partiestricted'une relatlonquelconqueqw mclueles
tapesd' quivalencen cessairesLa preuwe de cesassertionsmportantesestun exercice
utile laiss aulecteur demémequela caract risationsuvantesimplede

Lemma6.28 SSi , et

Onarrive auxr sultats principauxde cetteconstructiommultiensembliste

Proposition 6.29 La relation est
— unpréorre sur dontl'équivalenceetI'or dre strict associésontrespective-
ment et ;
— unordre si etseulemensi estlidentité sur ;
— unpréodre bienfondésur ssila relation estbienfondéesur ;
— unbeaupréomdre sur ssilarelation  estunbeaupréorre sur

Le dernierr sultat de cetteliste estancien(présd'un siécle)dansle castrésparticulier
ou le pr ordre ded part (il nesuft pasd'avoir unerelationquelconquelansce cas)est
I'galit surunalphabetni. L'nonc traditionnelde ce r sultat connusousle nom de
Lemmede Dicsonestle suivant: danstoutesuitein nie de monémessur un nombre ni
d'ind termin es, il existe un couplede mondmegdontl'un divise l'autre. La preuwe n'est
pastoutafait vidente,commeonvale voir.

Proof:Onsecontenteraleprouverd'abordla bonnefondation puislaproprit debeau
pr ordre.

Commencongparla bonnefondationqui estplussimple.Le sensseulemensi esttrivial,
caronpeutidenti er aveclesmulti-ensemblesingletonsNousraisonnongarl'absurde
pour prouver l'autre direction,enremarquanparla caract risationdel'ordre strict associ

a qu'il suft deprouverla proprit pourlarelation .
Soitdonc IN Unesuitein nie d croissantepour . On construit
parr currencesurIN unesuitein nie N d'arbresv ri ant lesproprits suvantes.

(i)  estle multi-ensemblalesfeuvillesde

(i) Si  estl'etiquetted'un nceudinternede  diff rent dela racine,et [ tiquette
d'un Is decenceudalors ,

(i)  estunarbreabranchemenmi.

estun arbrede racinequelconquedont les feuilles sont tiquett es parles | ments

de , satishisantainsiles proprits annonc es.Soit . Par
d nition, et , avec
(a) (puisque et coincidentpard nition dela partie

stricted'unerelation: cetteremarqueestn cessairepuisquees | ments remplacant ont
pu étreeux-mémeaemplac spardes | ments quivalentsqui sontjustementes ), et
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(b) et .

Parhypothéseler currence, estunefeuillede . Onobtientalors endeux tapes:

Premiéretape : onajoute Is alafeuille de tiquett e par , quisont tiquett s
par ;

Deuxiemetape : onremplacdes qui tiquettentlesfeuillesde  (parl'hypothéese
der currence)parles . Notonsquecommepr ¢ demment,tout | ment strictemenplus
grandque restestrictemenplusgrandque
Il estdoncclair quecetteconstructiorpr serve lesproprits (i), (ii) et(iii).

Cettesuite strictementcroissanted'arbres(pour I'ordre ssitoute positionin-
ternede estunepositionde qui ala méme tiquette de surcroit)a donc une limite
qui estun arbrein ni satishisantles proprits (ii) et (iii). Commecetarbrein ni esta
branchemenmi, le lemmede Konig impliquel'existenced'une branchen nie, note
qui estdoncunesuitein nie de positionsde l'arbre in ni. Pard nition delarbre in ni,

suchthat IN tel que et soientdesnoeudsinternesde

tiquett s respectiementpar et ( n'estbiensdrpasunique,maisles tiquettes

et sontlesmémespourtousles  possibles cesontcellesdela branchean nie ).

Parla proprit (ii), . Commela branche estin nie, celaimpliquel'existence

d'unesuitein nie strictement croissanted' | ments de pourlarelation , cequiest
impossible.

Continuonsparla proprit debeaupr ordre. La preuwe estle premierexemplairede
trois preuvesqui seressemblengontlesdeuxautressontdansles paragraphegui suvent.
Commepr ¢ demment,le sensseulementsi esttrivial. Pourle senssi, onraisonneparl'ab-
surde: supposongjuel'ensemble dessuites(ditescontre-aemples)de multiensembles

N tellesque( telsque ), estnon-vide Celaimpliquel'existence
d'une suite contre-eempleminimale IN d nie commesuit: pour tout IN, le
multiensemble derang estde taille minimale parmil'ensembledesmultiensembles
derang detouteslessuitescontre-eaemplecommencanpardesmultiensemblesletaille

La suite ne contientpasle multiensembleride puisqu'elleestdans etquele
multiensemblevide estpluspetitquetouslesautres Soitalors avec
guelconqueComme estun beaupr ordre, on peutextraire parle lemme6.20unesous-
suite  telle que,pourtout . La suite N
n'estpasdans , carsinonla suite IN neseraitpasminimale.Doncil existe deux
indices telsque . On raisonnemaintenanpar cassuvant les positions
de par rapporta  pour montrerque la condition implique en fait que

, cequi contreditl'appartenancelela suite  a

1. . Alors et , etdonc :

2. . Alors , et donc , et pard nition de
I'extensionmultiensemble ,d'ou partransitvit ;

3. . Alors , et ce qui implique & nouveau
pard nition del'ordre multiensemble.

Onremarquerdutilisation dela proprit detransitvit, quifait quel'extensionmul-
tiensemblene pr sene paslesbellesrelationseng n ral.
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Exemple6.30 Considéonsle systémeleréécrituie composélela seulerégle

On considée alors la fonctiond'interprétation qui estle multi-ensemblelesnombees

pour sous-termale . Par exemple
sil'on suppos@ue et necontiennenpasd'occurrencede .
Si seréécriten a la position , alors et
. Il suft doncdeprouverque . Par hypothésge
et . Donc et

.D'ou cequiachevela preuve
determinaison.

Mais danscetexemple,uneextensionlexicographiqueauraittout aussibien permisde
prouver la terminaison.

Onpeutnoterquel'extensionmulti-ensemblel’'unerelationd'ordre  estunordretotal
ssi estunordretotal.

6.4.4 Extensionaux mots

Etantdonn unalphabet , onnotepar  I'ensembledesmots nis sur . Onnotera
par unmotdelongueur .

Dé nition 6.31 Etantdonnéun préomre bien fondé  sur un alphabet , on dé nit la
relationsous-moengendréepar  surl'ensemble desmotscommda pluspetiterelation

contenanta paire ,ou désignde motvide etsatisfaisantespropriétés:
() Si :
(i) si

Larelationsous-moestg n ralementconsid r e pourunalphabet ni, etunpr ordre
surl'alphabet gal alidentit .

Lemma6.32 estunpréorre bien-fondésur

La preuwe de celemmeestlaiss e en exercice.Le th oreme qui suit estd a Higman
dansle casoule pr ordre surl'alphabetestl'identit

Lemme6.33 estunbeaupréodre  ssi estunbeaupréodre sur

Preuve

Raisonnongarl'absurde: supposonsgjuel'ensemble dessuites(ditescontre-gemples)
demots N tellesque,si , , estnon-vide.Celaimpliquel'existenced'une
suitecontre-&empleminimale IN d nie commesuit: pourtout  IN, le motde

rang , soit , estde taille minimale parmil'ensembledesmotsderang de toutesles
suitescontre-aemplecommencanpardesmotsdetaille .

La suite  necontientpasle mot vide puisqu'elleestdans et quele mot vide se
plongedanstousles autresmots. Soit alors avec . Comme estun
beaupr ordre, on peutextraire parle lemme6.20unesous-suite  telle que,pourtout
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. La suite N n'estpasdans , carsinonla

suite IN neseraitpasminimale.Doncil existe deuxindices telsque

Mais nepeutétreinfrieur & puisque entraine pard nition etquela
suite estdans . Il enr sulte qu'il existedeuxindices telsque . Mais
alors pard nition de ,cequicontreditle faitque estdans .

6.4.5 Extensionaux arbreset ordresde simpli®cation sur lestermes

Apresle casdesmots,celui desarbresgui enestuneg n ralisation.

Plongement

Poursimpli er, on supposegu’il n'y aqu'unesorte.De plus estsuppos munid'un
beaupr ordre  (parexemplel' galit lorsque estni). Nousd nissons le plongement
pour les termesclos. Pourles termesavec variables,il sufra de consid rerles variables
commedesconstanteparticulieresL'ordre seraalorsclosparr e xivit enajoutant
lesseulegpaires pourlesvariables . Il estimm diat devoir quela relationobtenue
estun beaupr ordre sile nombredesvariablesest ni.

Dé nition 6.34 Soientdeuxtermes et . Ondit que
seplongedans , cequel'on note , ssil'un desdeuxcassuivantsestsatisfait:
- etil existe sous-suiteroissantede , telsque pourtout
- tel que
Notonsparexemplequesi sontdeuxconstantegellesque , alors

Exemple6.35 Surla gure 6.1sontreprésentéesdeuxtermes

et

Ona . Cerésultatpeuts'obtenir de plusieus fagonsdont, en particulier, celle que
suggérla gure6.1.

Lemme6.36 Si estsous-termele , alors

Preuve

Par r currencesurla taille de :si et ontmémetaille, alors et donc en
appliqguantesdeuxpremiéregeglesdelad nition. Si , on appliquel'hypothése
der currence: estun sous-termale etdonc . Il suft alorsd'appliquerle

seconccasdelad nition.
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FiG. 6.1- Exempledeplongement
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Lemme6.37 estunpréodre bienfondé.

Preuve
Il suft deremarquemue,lorsque , alorsla taille de eststrictementinf rieure a
cellede .

Theorem 6.38(Kruskal) Etantdonnéun beaupréodre sur , le plongement estun
beaupréorre sur

Preuve
Nous utilisonsa nouweauune preuwe bas e surle "contre-«empleminimal” : raisonnant
parl'absurde'’ensemble dessuitesdetermes N de tellesque
estnon vide. Il existe alors une suite N Minimale dans , c'est-a-diretelle que,
pourtout , il n'existe aucunesuite telle que soit strictemeniplus petit
entaille que (le raisonnemenestle mémeque dansla preuwe du lemme6.33). A
nouveau,comme  estun beaupr ordre, on peutextraire unesous-suite telle quela
suite soitcroissantgour . Soitalorspourtout , le mot(form surl'alphabet
) dessous-termegnm diatsde . Parminimalit delasuite |, larestrictionde
auxlettresde  estun beaupr ordre. Par le lemme6.33,I'extensionde  auxmotssur
cetalphabetestelle-aussiun beaupr ordre. Il existe doncdeuxindices et telsque
. Maisalors , cequi contreditle faitque  estunesuiteminimale.

Parexemple,sil'alphabet estni, onend duit le r sultat suvant:

Corollaire 6.39 Tout sous-ensembl@ ni de contientune suite strictementcrois-
santepour le plongement.

Enfait,quand est ni, il estinutile depr ciser qui esttoujoursun beaupr ordre.
Commenousl'avonsannonc ,le th oréme de Kruskal permetde construirede fagon
syst matiquedesordresbienfond s surlestermes: cesontlesordresdesimpli cation.

Dé nition 6.40 Un (pré)-odre de simpli cation estun (pré)-ordre sur qui est
monotonestable etdontla partie stricte contientsous-terme

Proposition6.41 Les(pré)-odresdesimpli cation sontbienfondés.

Preuve
Eneffet, ils contiennente plongementui estun beaupr ordre.

Exemple6.42 Les exemplesde préodres de simpli cation abondent.Nous verrons ci-
dessouda classedesordresrécursifs sur les chemins Mais nouspouvonsdéjanoter que
lespréodressuivantsontdespréordresde simpli cation :

— Le préodre dé ni sur par la fonctiond'interprétation polynomialeasso-
cianta untermesataille.
— Lepréodre dé ni sur par la fonctionassociant untermesaprofondeur

— La composédéexicographiquede deuxordresde simpli cation.
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6.4.6 Extensionr cursi ve aux arbres

Nousallonsmaintenantenforcedad nition duplongement commepr ¢ demment,
nousallons tendreunpr ordre  , appell la précédencesurles | ments dela signature
enun prordre sur les termesconstruitssur la signature . Dansla pratique,ce
pr ordre serasouent!’ galit .
Nousauronsgalementbesoind'un secondngr dient : onsupposd¢ensembledessym-
bolesde fonctions partitionn en deux sous-ensembles . On dira que
ale statutlexicographiqueet ale statutmulti-ensembleCettepartition
doit satisairelesproprit s suvantes.
(i) si ,alors et ontle mémestatut,
(i) si ontle statutlexicographiquealors et ontla mémearit .
Dansle casde statutmultiensembleil n'y a pasde conditiond'arit, elle pourraétre
variable.

Extensionaux termesclos

Dé nition 6.43(Ordr esrécursifs sur leschemins) Le pr -ordre r cursif surleschemins
étendant  estdé ni par:

SSi

1. (sous-terme)

2. (précédence)
et -

3. (multi-ensemble)
et et™
4. (lexicographique)
et et” et -

Notonstoutd'abordquecetted nition estnon-d terministecarle casl peutétretent
mémelorsquel'un desautrescass'applique.ll peutmémearriver qu'il soitn cessairede
proc derainsi,commeon pourrale voir aveclesexercices.

Notons galementquela d nition est f fective, carlesappelsr cursifs a sefont
sur despairesde termesplus petits. Plus pr cis ment, si estd ni surlespairesde
termes dontlestaillessontstrictemeninf rieures (disonspourl'extensionlexicogra-
phiguede l'ordre surles entiers)a , alors estd ni surdespairesde multi-
ensemblesie termes telles que, pourtous et

et estd ni surles pairesde tuples tels que
pourtous et . La d nition ci-dessusgdonnel'ordre surles

pairesdetermesdetaillesrespeciies et

Notonsle besoinded nir lesextensiondexicographiqueet multiensemblgoour des
relationsarbitraires En effet, nousdevonsnousassurequela d nition est f fective avant
de prouver quel'ordre r cursif surlescheminsestun ordre.Les appelsr cursifs operent
donc sur desrelationsquelconquesCetteremarquemportanteestdue a Fereiraet Zan-
tema[20], maispasseparla th orie du point x e,commel'avaientpropos cesauteursest
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une complicationinutile. Nous montreronsult rieurementque estbienun ordre,ce
qui utiliserala proprit quecesfonctionnellespr serventlesordres.

Lorsquetousles statutssontlexicographiquesalors estencorenot et ap-
pel ordre lexicographiquesur les chemins De méme lorsquetousles statutssontmulti-
ensemble, estaussinot etappel ordre multi-ensemblsurleschemins

En pratique,il estparfoisutile d'adopterun statutlexicographiquedroite-gauchepu
mémeun parcoursx al'avancedessous-termes'un symbolelexicographique(ce qui
n cessiteded nir l'extensionlexicographiquecorrespondantejzn n, on peutaussim -
langerles statutslexicographique®t multi-ensemblgour un mémesymbolede fonction.
Cesextensionssontsimplesad nir et a manipuley maiscompliqueraienhosnotations.
Ellessontlaiss esenexercice.

Extensionaux termesouverts Nousallonsmaintenant introduire lesvariablesde ma-
niérea obtenirun ordrestable.ll y adeuxfagonspourcela.La premiéreconsistead nir
l'ordre stablele plus n qui tende auxtermesavecvariables Sanschangeite nomde
l'ordre, celadonne:

ssi, pourtoutesubstitutionclose

Il n'est pasclair quecetted nition soitd cidable,etle sentimenig nral tait qu'elle ne
I'tait pasjusqu'aujour ot HubertComonad montr le contraire[2]. Elle estmémeNP-
complétepourdesconditionssimplessurla pr ¢ dence. Maisil existeuneautred nition
qui approximecelle-la,largementsuf sante enpratique,qui estde compleit  simplement
quadratiqueet c'estdonccettederniérequel’'on choisitenpratique.

Elle consistesimplementa consid rerquelesvariablessontdessymbolesde fonction
incomparablegntreeux(saufparr e xivit) etaveclesautressymbolesiefonction.C'est
cequenoussupposerond sormais.

Exemple6.44 Supposongue secomposealedeuxsymboledinaires et etque
. Alors puisque
- etil suft doncdevéri er que et
- et donc . Etdonc

— deméme

Propriétésdel'ordr e récursif sur leschemins
Lemme 6.45 Soient et . Alors, ,

Preuve
Soit . On montreque pour tout parr currencesurla somme
destaillesde et , etondistingueplusieurscassuivantla preue de

1. Si par sous-termealors pourun certain , et on concluepar
r currenceque ,etdonc parsous-termeSupposongue
Alors parhypothésealer currence,ce qui donneunecontradictionDonc,

55



2. Si parl'un desdeuxcaspr ¢ dence oulexico, alors pard nition

del'ordre.
3. Si par cas multi-ensemblealorsil existe n cessairemenun  tel que
. Donc, par sous-termeSupposonsnaintenangue :
Alors parhypothésealer currence,ce qui donneunecontradictionDonc,
Corollary 6.46 Supposongue par sous-term®u précédenceAlors
Preuve
On raisonnepar contradiction supposantue , etdonc pour tout sous-
termeimmediat de parlelemme6.45.Si parsous-termeg'est-a-dire
pourun , nousobtenonsune contradiction.Si par pr c dence, alorsla seule
possibilit d'avoir estparsous-termeg'ou parl'argumentpr ¢ dent, ce

qui contreditle fait que

Lemme 6.47 et SSi , OU
ssi - - et” -
Preuve
Remarquond'abordquele senssi est vident. Lapreuve delar ciproqueestparr currence
surlataille de . Notonsquelespreuesque et ne peuentétreparsous-

termeou pr ¢ denceparle corollaire6.46. et sontdoncsurmont sdumémesymbolede
fonction,eton conclueais mentparr currence.

Corollary 6.48 estré exive
Corollary 6.49 ala propriétéde sous-terméstrict).

Preuve
Notonsquenousutilisonspourcelalesdeuxlemmes5.48and6.45.

Lemme 6.50(transitivité) Supposongue . Alors , avec
ssi ou
Preuve
Supposonsue - - ~— . Lapreuw estparr currencesurla
sommedestaillesdestermes , et parcassuvantlespreuvesde et
On crira pourindiquerque alieu parcas , et parcas .
1. cas . Alors pourun certain . Par hypothésealer currence,
, etdonc parsous-terme.
2. cas . Alors, . Par le lemme6.45, , et par hypothésale
r currence,
3. cas(2ou3ou4,?2). Alors et pourtousles . Parhypo-
théseder currence, pourtousles et parcas2 (enutilisantle

Corollaire6.49).
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4. cas(2, 3 ou4). Alors pourtousles parle lemme6.45.Par hypothése
der currence, pourtousles et par cas?2 (en utilisant le
Corollaire6.49).

5. cas(3 ou 4, 3 ou 4). On conclueais mentpar applicationde I'hypotheéseder cur-
rence.

Lemme 6.51 Supposona précédence totalesur . Alors estun préodre total
surlestermesclos.

Preuve
Supposonsgjue - ~ soitla pairedetermesclosdetaille minimaletelle que
et soientincomparablesPar hypothesede minimalit , les paires
sontcomparablepour tous ~ et . Si pour un certain -, alors
, Ce qui estune contradiction.Donc, pour tous . Par agumentde
sym trie, pourtous ~. Ondistinguemaintenanplusieurscas:

1. . Alors parcas2, unecontradiction.

2. estsym trique.

3. . Commetoutesles paires sontcomparablessoit ~ o,
auquelcas ; Soit ~, auquelcas , et nousobtenonsdonc
unecontradictiondanslesdeuxcas.

4. . A nouweau,” , avec puisque pour tous

, oubien” ~, avec puisque pourtous -, cequi

donnea nouveauunecontradictiondanslesdeuxcas.
Lemme6.52 estmonotone

Preuve
Soientdeuxtermes et telsque . On montreais mentparcas4 ou 3 suvantle
statutde que

Lemme6.53 et sontdesrelationsstables.

Preuve

Commecelaest vident pourlarelation ,il suft dele montrerpourlarelationstricte.

Soient et , avec , deuxtermestelsque
, etsoit  unesubstitutionOn montreque parr currencesur

Ondistingueb cas,suivantla preue que

1. pourun certain . Par hypothésaler currence, ,d'ou
parcassous-terme.

2. et pourtout . parhypothésealer currence, , etdonc,
parcas2.

3. et . Parhypothéseler currence,— ~, cequiprouwe
le r sultat parcasmulti-ensemble.

4. T et pourtout . Par hypothésaler currence,—
et , cequi proue le derniercaspar caslexicographique.
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Bonnefondation Il nousrestea montrerquel'ordre r cursif surlescheminstransforme
unordrebienfond surles tiquettesenunordrebienfond surlesarbrestiquett s. Enfait,
il fait plus, puisqu'il consere galementla proprit debeaupr ordre. Ce second sultat
d coule simplemenduth orémede Kruskalet dufait quel'ordre contientle plongement

Theorem 6.54 estun préordre desimpli cation.
Preuve
Parr currence,on montreque contientle plongement.

Onend duit quel'ordre r cursif surlescheminsestun bel ordrelorquela pr ¢ dence
surla signatureestun bel-ordre. Cer sultat estfondamentatar, toutbeaupr ordred nis-
santunpr ordrebienfond parrerversementusengdel'ordre, onpeutmaintenanprouver
laterminaisordesystémesler criture enmontrantquepourchaqueégle ,

Enfait,onpeutdonnemunepreuwe directedela bonnefondationdel'ordre ens msplrant
dela preuwe de Tait pourle lambdacalcultyp simple.Outresasimplicit, puisqu'il n'est
plus besoindu th oréme de Kruskal, cette preuve a deuxautresavantaged terminants:
elle ne n cessitepas|'hypothésequela pr ¢ dence estun bel ordre,sabonnefondation
suft ; elle passe'ais ment" & I'ordre sup rieur puisquec'est de la qu'elle provient. De
fait, elle estla based'une d nition r cente de l'ordre r cursif surlescheminsa |'ordre
sup rieur[15, 16].

Lemma 6.55 Soit , et~ unvecteurde termedortemenmnormalisablegpour
Alors ~ estfortementormalisable

Proof:L'id e d'unepreue ala Tait consistea consid rerl'ensemble destermesplus
petitsquelestermesde™ pourl'ordre . Larestrictiondel'ordre auxtermesde estun
ordrebienfond qui va nousservirpourconstruireuner currence,quel’on nommerd'ex-
terne" faitesurlescouples ~ ordonn sparl'ordre ,ou d signe
le statut(multiensembleou lexicographiqueXdu symbolede fonction . Cetordreestbien
fond puisqu'il estconstruita partir d'ordre bienfond s enapplicationgdesfonctionnelles
lespr servant.

On va maintenanjprouser que estfortementnormalisableen prouvant que pour
tout telque ~ , alors estfortementnormalisableCetteproprit estprouv e
parr currence(interne)surla taille de , et parcassurla preuwe de d croissancede
vers .

1. Sousterme: ~tel que . Parhypothése, estfortementnormalisable,
doncsonr duit estfortementormalisable.

2. Prcdence: - , et , . Parr currenceinterne, est
fortementnormallsableetdonc estfortementnormalisableParr currenceexterne
maintenant, estfortementnormalisable.

3. Multiensemble ~ avec ,et” . Pard nition del'exten-
sionmultiensemblal'unerelation, - ~telque , etcomme™ est
un vecteurde termesfortementnormalisablepar hypothéseil enestde mémede .
Onconclueparr currenceexterneque estfortementnormalisable.
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4. Lexicographique ~avec T , et . Par
r currenceinterne, estfortementnormalisableetparr currenceexterne,il enestde
mémede

Corollary 6.56 estbienfondé.

Proof: On montrequetout terme estfortementnormalisablgyarr currencesur
Soit . Parhypothesaler currence, estfortementnormalisablegt parle lemme
pr c dent, l'estdoncaussi.

Comme estun pr ordre total lorsque  enestun galement,on peutcomparer
lesnotationsordinalesfourniesparlestermesavecles notationsordinalesd ja introduites.
C'estcequi estfait dansl'exemplequi suit, qui montrel' conomie denotationr alis e par
['utilisation du rpo.

Exemple6.57 Supposonsgjue estbinaire et ou estuneconstanteOn peut
établir la correspondance
Terme | | \ \ \
Ordinal | | \ \ \
Terme | \ \
Ordinal | \ \
Terme | \ \
Ordinal | \ |
Terme | \
Ordinal | |
L'ordinal dé ni par estdonc,mémedansce cassimple biensupérieura

6.4.7 Autresextensions

D'autresg n ralisations du th oremedeKruskalexistent,et sontdif ciles.

Parexemple aulieu deconsid rerqu'un arbreestfait d'uneracineetdesous-arbresn
peutle d composeisuivantunensembledemotifsinévitablesotiunensemble&lemotifsest
dit in vitable si tout arbredontla taille estassegyrandecontient(au sensdel'imbrication)
un motif del'ensemble En particulier 'ensembledessymbolesde fonctionsconstituede
maniérevidente unensemblelemotifsin vitables. Puelamontr quele plongemend ni
a partir d'un tel ensemblale motifs estun beaupr ordre ssile pr ordre surlesmotifs I'est
aussi.

Onpeutaussirenforcedespropri t s exig es despointsdeplongement c'estle casdu
“gaptheorem”de Friedman.

Le casdesarbresseg n ralise a sontour aux graphesionorient s, c'estle th oreme
dumineurde Robertsoret Seymourqui lui ontd di unebonnepartiedeleur vie. lls l'ont
montr dansle casd'un alphabet duit aunelettre,le casg n ral d'un alphabetmunid'un
beaupr ordre restanta faire. Sachanguela preuwe de Robertsoret Seymour estun tour
de force faisantappela de nombreusesotionsde math matiquespointues(y comprisen
th orie dessurfacesdans ), etquele besoinne s'en estpasencorefait sentiyr personne
nesembles'étreattell acettetdchedonttoutesurprisen'estpasexclue.
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6.5 Exercices

Danslesexercicesqui suivent,la signaturene serapaspr cis e. Noussupposeronsu-
jours, saufpr cision contraire,qu'il n'y aqu'unesorte.L'arit desop rateurspourraalors
toujoursétred duite du contexte. Les symbolesbinairespourrontétreutilis s ennotation
in X e etlessymbolesunairesen notationpr xe. Lessymboles sont
r serv s pourd signerdesvariables.

6.5.1 Ordinaux

1. Montrerlespropri t s suvantesdel'addition desordinaux:

(a)
(b) Si , alors
(c) Si , alors
(d) Si , alors
(e) Si , alorsil existeununiqueordinal tel que
U)
2. Montrerlespropri t s suvantesdela multiplicationdesordinaux:
(a)
(b)
(c) Si et , alors et
(d) Si , alors
(e) Si , alors ou
®
(9)
(h) Si , alorspourtout , il existeununique etununique telsque

3. Montrerlesproprit s del'exponentiatiordesordinaux:

- Si et , alors
— Si et estunordinalsuccesseuwlors
- Si , alors . (Qu'en d duire pourle cas ordinal limite dansla

proprit ci-dessu®)

4. Montrerque

5. Donnerunordre surlesentiersnaturelgjui soitisomorphea . Mémequestion
pour
6. Soit un entiersup rieur ou gal a 2 et soit la repr sentationde I'entier
d nie parr currencepar:
- Si
- Si , Soit ou sarepr sentatioren
base . Alors
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Simaintenant estunentiernaturel,ond nit lessuites et par:

- et

- Si , alors estobtenuenremplacant par dans eten
retranchani.. estun entierstrictemensup rieura

Montrerque,pourtout , il existeunindice telque (etdoncquetoutesles

suites  sont nies)

6.5.2 Extensionslexicographique et multi-ensemble

1. Montrerquel'extensionmultiensemble d'unerelationquelconque estcom-
patibleavec et

et
2. Soit larelationd nie sur par:
«i OU bien
ou bien et
Montrer que si et seulementsi, il existe des multi-ensembles
telsque:
- et

3. Montrerla terminaisordela fonctiond nie surlesentiersnaturelspar:

let rec Ack = function
Ox) > x +1
| (x,00 -> Ack(x-1,1)
| (xy) -> Ack(x-1,Ack(x, y-1))
4. Montrerla terminaisordela fonctiond nie surlesentiersnaturelspar:

let rec f = function

Ox)y > 1

| x0 > 1

| (xy) > f(x-1,x-1) + 2 * f(x-1,y-1) + f(y-1,y-1)

5. Montre la terminaisonrdu combatd'Hercule et de I'hydre. Lestermes(repr sentant

I'hydre a uninstantdonn ) sontform s al'aide d'un alphabet contenanunsym-
bole d'arit variable(les"branchementstiescousde I'hydre) et d'une constante
(tétedel'hydre). Au d part, I'hydre estrepr sent parunterme et,si estla
repr sentatiordel'hydre al'instant estobtenuparapplicationd'unedesregles

le nombrede tétesayant'repouss "dansle membredroit de la premiérerégle est
arbitraire.La deuxiémeegleexprimela n ducombat.
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10.

11.

Montrer que,quellequesoitla strat gie d'Hercule(i.e. quellequesoit la fagcondont
estobtenua partirde  al'aide d'une desréglesci-dessusgt quelquesoitle
nombredetétesrepoussard chaquetape, Herculesortiravainqueurdu combat.

sontdesmulti-ensemblesur . A quellesconditionsa-t-on
(a)
(b)
(c)

. Montrerqu'il n'existeaucundonction deN N dansN telleque

( dsigneici I'ordre habituelsurN).

. Mémeexercicequele pr ¢ dent avecl'ordre multi-ensemble montrerqu'il n'existe

pasdefonction de N dansN telleque

. Supposonsgjuel'on restreignd'ordre multi-ensembleen n'autorisantqu'un nombre

born deremplacement®luspr cis ment, soit lordresur N d ni par:
s'il existeunesuite telleque s'obtienta partir

de enretirantunmulti-ensemblaon-vide etenajoutantun multi-ensemble

de cardinal inférieura tel quetout | ment de eststrictementinf rieur aun

Iment de . (La seulediff rence avecl'ordre multi-ensembleestquel’on impose
uneborneaucardinalde ).

Montrerquel'on peuttrouver uneapplication de N dansN telleque

Soit unensemblemunid'un ordrebienfond

(a) Soit un sous-ensembleni de tel que
. Montrerque

(b) Supposangjuedans il n'y aqu'unnombre ni d'l ments infrieurs aun
donn (parexemple,  estunordretotal), montrerquele th oreme6.29n'est
gqu'unecons quencealela proposition6.24.

On appellemulti-ensembleemboitéun multi-ensembledont les | ments sontsoit
dans soitdesmulti-ensembled' | ments de , soitdesmulti-ensembledemulti-
ensembled' | ments de , ... etainsidesuite.Plusformellementsi estunen-
semblemunid'un ordre  , un multi-ensembleemboit estou bienun I ment de
ou bienun multi-ensemblale multi-ensemblegmboit ssur . Onnote

I'ensembledesmulti-ensemblesmboit sconstruitssur . Ond nit alorslarelation
d'ordre sur par: SSi

— oubien et
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— oubien et
— oubien etil existe telsque ,
et

(@) vrier que estbienunerelationd'ordre. Montrer quecelle-ciesttotalesi
etseulemensi esttotalesur
(b) Classerpar ordre croissantles multi-ensemblegmboit s d'entiers suivants:

(c) Onnote I'ensembledesmulti-ensemblegmboit s de profondeurinf -
rieurea . Autrementdit, et estl'ensembledesmulti-
ensembleslontles | ments sontdans avecaumoins
un I ment . De cettefacon, N
Prouser quesi et estde profondeurstrictementsup rieurea
cellede , alors

(d) Prouerque  estbienfond e si etseulemensi l'est.

12. Soient relationsd'ordre. Montrerquela compos elexicographiquele

ces relationsd'ordreestun ordretotal ssichacundesordres esttotal. De méme,
prouer que I'extensionmulti-ensembleestun ordre total ssil'ordre de d part est
total.

13. Donnerun exempled'un ensemblale suitesd'entiersqui ne contiennepasde suite
minimalepourl'ordre suvant:

N N SSi

14. Prouver la proposition6.24.
15. Soitle programmesuivantqui calculela fonction (“fonction 91 de McCarthy")

let rec g = function
Ox) -> x
| (nx) -> if x > 100 then g(n-1,x-10)
else g(n+1,x+11)
let f = function x -=> g(1,x);;
Montrerquele calculde seterminetoujours.Quelleestla fonctioncalcul e?

16. Quel est l'ordinal correspondant la compos e lexicographiquedes ordinaux
? al'extensionmulti-ensemblele ?

6.5.3 Ordr esde simpli®cation
1. Montrerque estun (pr )ordre de simpli cation si et seulemensi il estmonotone
et contientla relationde sous-terme(On supposeci  ni).

2. Montrer que la relation de plongement estla plus petite relation d'ordre sur
qui soitmonotoneet qui possedda proprit desous-terme.

3. Ond nit sur larelation delafaconsuivante:
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s'il existeuneapplicationinjectve de dans telle
que:

(@) estcroissantgar rapporta eta ( estl'extension
lexicographiquede I'ordre habituel sur les entiers: c'est aussiun
ordresurlesensemblesle positions. estl'ordre depr x esur
lespositions: ssiil existe telque )

(b) pourtouteposition ,

(a) Montrerque estunerelationd'ordre surlestermes.
(b) Montrerque estmonotoneeststable

(c) Comparer avec . (i.e.dire si ellessont gales, ou si 'une eststrictement
contenualand'autre. Lesr sultatsn gatifs devantétrejusti s parunexemple)

(d) estelleunerelationbienfond e ?

. Montrerque,lorsquelapr c dencesur estl' galit, l'ordre ser duit al'ordre
deplongement.

. Unsystémaler criture

tourneenrond si

boucle si
et estunsous-termele
estauto-imbriqué Si
et
termine faiblement si et estirr ductible.
(a) Montrerqu'on alesimplicationssuivantes:.
Tourneenrond Boucle Neterminepas Auto-imbriqu

(b) Pourchacunedesimplicationsci-dessusgdonnerun contre-gemple prouvant
quel'implication inverseestfausse.

(c) Donnerunexemplemontrantque peutfaiblementerminersansétreatermi-
naison nie.

(d) Donnerunexempledesystémader criture quinebouclepasetneterminepas
faiblement.

n'est compos equed'un symbolebinaire et un symbolede constante . Pour
toutentier , d signel'arbre binairecompletde profondeur tiquet par . (
contientdonc  feuilles tiquet es par et noeudstiquet s par .) Combien
y a-t-il (enfonctionde et ) deplongementsle dans ?

. Montrerquela compos elexicographiquede ordresde simpli cation estun ordre
desimpli cation. Qu'en est-il de I'extensionmulti-ensembled'un ordrede simpli -
cation?

!Lesexemplesdela sectionpr ¢ dente pourront tre utiles
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8. Onsupposgjue contientdeuxconstantes etunsymbolebinaire avec
. Donnerdansle casou ale statutlexicographiqueetdansle casou ale
statutmulti-ensembléde termecorrespondardauxordinaux , sy

9. Montrerlaterminaisordu calculdela fonction
let rec f = function

©Ooxy >0
| x,00 -> f(f(x-1,x-1),x -1)
| xy) > f(y,f(x-1,x-1) )

d nie surlesentiersnaturels.

6.5.4 Exemplesde SdR: preuvesdeterminaison

La plupart des exemplessont tir s de l'article de N. Dershavitz Termination of
Rawriting parudansle num ro sp cial du Journal of SymbolicComputationconsacr ala
r criture etdatantdeF vrier 87.Ontrouveradoncla plupartdessolutionsdanscetarticle.
Nousdonneronsaussiassezsouwentdesindicationsour f rences bibliographiqueenbas
depage.

Dire si lessystemesler criture suivantssonta terminaisonnie ou non.Justi er la
r ponse.

1. 2
2. 3
3. 4
4.
5.
6. (a)
(b)
(©)
(d) Plusg n ralement, pour quellesvaleursde le systemeform dela
seulerégle termine-t-il? (Questiondif cile).
7.
8.
9. 5

2Utiliser unepreue directe

30n pourrautiliser un ordred'interpr tation

40n pourrautiliser un ordrer cursif surleschemins
5Vousl'avezreconnuje suppose...
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.
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20.

21.

22.

23.

24,

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

Qu'enconcluez-ous?
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32.

Ou estunentiernaturelarbitraire(le systémeestdoncin ni) et estd ni

parr currencepar:
def

def

33.

Exercice6.58 Montrer quel'or dre de subsomptiorsur lestermesestbienfondé.
Montrer quel'or dre d'imbrication estbienfondé.
Cesordressont-ilsmonotonesstables?
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Chapitre 7

Le treillis destermes

En fait, les termesavec variablessenent souvent a repr senterl'ensemblede toutes
leurs instancescloses Par exemple, si les entiers naturelssont repr sent s en unaire
a l'aide dessymbolesO et (successeur)le terme repr sentel'ensemblein ni

. Certainesop rationssurlestermessontalorsfondamentalegvoir les
chapitressuivantspour certainesapplications) Par exemple,l'intersectiondesensembles
d'instancesde deux termesestobtenuegracea I' uni cation. Nous montronsl'op ration
d'uni cation (paragrapher.l) qui correspondd'une part a l'intersection des instances
commenousl'avons dit, maisaussia la bornesup rieurede deux termes(modulo simi-
larit) pourle pr ordredeg nralit (oud'inclusiondesinstances)Dansle paragraph@.2,
nousmontrond'op ration inversedansle casdesarbresnis : commentcalculerla borne
inf rieure dedeuxtermesdanscetreillis.

7.1 Uni®cation destermes®nis ou in®nis

7.1.1 Probl mes d'uni®cation

Dé nition 7.1 Un problemed'uni cation estou bienla formule oubienuneformule

ou sontdestermes.Lorsque , le problemeobtenuest par
corventionla formule

Le signe" " estsym trique, si bienquenousne faisonsaucundliff rence entre
et .
Une substitution(resp.une -assignation) estun uni cateur de
lorsque pourtoutindice . Plusg n ralement, ondistingueentre
solutionsetuni cateursquilesrepr sentent.

Dé nition 7.2 Etantdonnéeune -algébe

— unesolutiondu problemed'uni cation estun morphisme
de dans telque pourtout .

— un -uni cateur est une substitution de dans ) tel que tout
morphisme de dans soit solution du problémed'uni cation
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Toutmorphismeestune -solutionde etaucunmorphismen'estsolutionde

Un uni cateur sertdoncad crire (enutilisantdesvariablesdesensemblepotentielle-
mentin nis desolutionsobtenuegnenvoyantlesvariablesdel'uni cateur dansl'algébre
par un homomorphismed quat. Dansle casou l'algébre estl'algébre destermes,
on va doncpasserdesuni cateurs aux solutionspar instanciationclose.De maniéreplus
g nrale, l'op ration d'instantiationnouspermetde passerd'un uni cateur a un autre,et
doncdelescomparer.

Dé nition 7.3 Ondit quela substitution estplusgénéale quela substitution s'il existe
unesubstitution telle que . Etantdonnéun ensemble de substitutionsun sous-
ensemble de estdit principal si toutesubstitutionde estinstanced'une substitution
de .Si estlesingleton ,ondiraque estprincipale

Exemple7.4 Le problémed'uni cation n'a pasde solution
dans . Il a par contre plusieus solutionsdans , commepar exemple
ou
— estle termedontlespositionssont ettel que
— estle termedont les positionssont et tel que
Exemple7.5 Soit I'ensembledessubstitutionsde la forme ou
pour n strictemenpositif estsubstitutiorprincipalede
Si  estunproblemed'uni cation, onnote I'ensembledesesvariableqlibres).

Dé nition 7.6 Etant donnéeune -algébe , deux problémesd'uni cation sont -
quivalentss'ils ont mémesensemblesle solutionsdans . (Parfois estomisequand
elle peutétre aisémentéduitedu contete).

Il nousrestea comparedesuni cateurs,celava sefaireavecl'ordre de subsumption.

Dé nition 7.7 Etantdonnéeune -algébe etun problémed'uni cation , ondit que
l'uni cateur estplusgénéal quel'uni cateur , noté s'il existeunesubstitution
telleque

Lemma 7.8 L'ordre surlessubstitutionsstbienfondé.

Celaafait I'objet d'un exercicedansle casdestermesetestlaiss aulecteurdande cas
dessubstitutions.

Dé nition 7.9 Ununi cateurde estdit principal (ou plusgénéal) s'il estminimalpour
l'ordre

Propriéte 7.10 Si et sontdeuxsubstitutiongrincipalesde , alorsellessontsimilaires,
c-a-ds'échangentpar renommge deleur variables.

L'uni cateur principalde deuxtermes]orsqu'il existe,estdoncuniquemodulo
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7.1.2 Formesr solues danslestermes®nis

Lesformesrésoluessontdesproblémed'uni cation plussimplespourlesquelde cal-
cul dessolutionscommedesuni cateurs(qui formenttoujoursdeuxensemblegion-vides)
estimm diat ; plusieurdormesr soluessontinteressantedande casdestermesnis : nous
verrondesarbre-formes soluesetlesDAG-formesr solues.Danstouslescas,nousmon-
treronsdansle paragraph&.1.6quetout problemed'uni cation est quivalenta uneforme
r solue, et nousmontreronsdansles paragraphesuvants commentcalculercesformes
r solues.

Dé nition 7.11 Dansle casdestermesnis, ondira qu'un problémed'uni cation estune
arbre-forme solue (ouformerésoluetoutcourt)sic'est ou ous'il peuts'écrire:

ou sontdesvariablesdistinctesqui n‘ont pasd‘autre occurrencedansle pro-
bleme

Lemme7.12 Lessolutionsd'une arbre-formerésolue sontles
instancesclosesd'une substitution appelléeuni cateur

principaldela formerésolue

Preuve
Onvrie ais mentque estununi cateur, car et d'aprésla conditionsur
lesvariablesDe plus,si estununi cateur arbitraire, , d'ou ,

ce qui montreque estuneinstancede qui estdoncune substitutionprincipale pour
I'ensembledesuni cateurs. Commetoute solution estun uni cateur particulier et toute
instanceclosed'un uni cateur estunesolutionparticuliere on end duit le r sultat.

Dé nition 7.13 Si  estéquivalendans ala formerésolue
, alors estappeléplusg n ral uni cateurde

Dé nition 7.14 Dansle casdestermesnis, ondira qu'un problemed'uni cation estune
DAG-formerésoluesi c'est ous'il peuts'écrire:

ou sontdesvariablesdistinctesellesque pourtout ,

Cesformesr soluesne font querepr senterun plusg n ral uni cateur defagconcom-
pacte:

Lemme7.15 Si estune DAG-formerésolueéquivalentea ,
alors , ou pourtout , estunplusgénéal uni cateur
de et.
Preuve

Onmontred'abordque estununi cateur. Ona
graceala conditionsurlesvariablesdela former solue.
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Onmontreensuiteque estprincipaleparmil’ensembledesuni cateursparr currence
sur .Lecasdebase esttrivial. Dansle casg n ral, estuni cateur
principaldela former solue . Maistoutuni cateur de

estenparticulieruni cateurde , etdonc . Comme uni e aussil' quation

,ona , d'ou par conditionsur les variablesde la forme

arbre-r solue,etdonc estuneinstancede la substitution qui estuni cateur

prioncipal de cette quation parle lemme7.12.Et donc estuneinstancede , ce qui
terminela preu\e.

7.1.3 Formesr solues danslestermesrationnels

Dansle casdesarbresin nis, il nousfautd'abord tablir quelquesproprits debase
dessystemesl’ quations.

Dé nition 7.16 Un cycle devariablesestun problémed'uni cation dela forme

ou sontdesvariables.
Theorem 7.17 Un problemed'uni cation tel que sont
desvariablesdistincteset etnecontenanpasdecyclede

variablea unesolutionuniquedans

Preuve
Appliquonstoutd'abordlarégled’ limination devariablesdela gure 7.1auprobleme

Lorsque et onttousdeuxaumoinsuneoccurrencelans
L'applicationde cetterégletermine(Pourle voir, il suft deconsid rerl'interpr tation
qui associea un problémed'uni cation le nombred' quations ou et sontdes
variablesapparaissartbutesdeuxdansle restedu probléeme Comme necontientpasde
cycle devariables etcetteproprit estconserv par limination desvariables).
Consid ronsmaintenanie probléeme( quivalent)  obtenuaprésune normalisation
parlarégleci-dessus. peutsed composeren

ol necontientquedes quationsentrevariableset  necontientaucunequation entre

variablesNotonsque contient quations,alorsque contient variables
et quationsavec (Cesontdesinvariantsdela régled' limination devariables).
Montronstout d'abordparr currencesur  que posséede
une uniquesolutiondans , désque sontdestermesrationnelsnon
r duits aunevariable.
Si , soient I'ensembledespositionsde  dans (peut-étrea-t-on

). D'aprésla proposition2.6, estd ni paruneexpressionr guliére. L'ensembledes
positions d'unterme telque estsolutionde  doitvrier I' quation
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dansN . Unetelle quation apourseulesolutiondansN

car (r sultat vident des langagesformels). De plus (par r currence sur ),
Si et .Cecid nit demaniéreunique.
Inversement, estbienunesolutionde
Si , consid rant commedesconstantesg'aprésce que nousve-
nons de vaoir, a une unique solution ou
. Enremplacant par dansle restedu problémeon obtient
unsystemeyui, parhypothésealer currencea uneuniquesolutiondans . Reportant

en n cettesolutiondans  onobtientle r sultat souhait .

Il restemaintenanareporteda solutionde  dans . Comme parhypothesechaque
quationde  contientexactementnevariablequi apparaitdans  onobtientle r sultat
souhait

Dé nition 7.18 Une  -formerésolueest ou oubienun problémed'uni cation

ne contenanpasde cycledevariablesetou sontdesvariablesdistinctes.

Pouruntel problémeappelonparameteslesvariablequi apparaisserntans
et qui sontdistinctesde

Lemme7.19 Soit une -formerésoluede paraméetes
. Pour toustermesrationnels , Il existe uneuniquesolution de

telle que

Preuve

C'estunecons quenceluth oreme7.17.

7.1.4 R gles detransformation

Nous donnonsmaintenandesréeglesde transformatiomqui permettender crire un
problemed'uni cation enun problémed'uni cation quivalentjusqu'aobteniruneforme
r solue.

Lesréglesdela gue 7.1sontici volontairementredondantegnousverronspourquoi
dansle paragraph&.1.6).Ce sontdes(sch masde)réglesder criture dansl'algébredes
problémesd'uni cation. En particulier elles peuvent s'appliquera n'importe quel sous-
problémeyremplacante membregaucheparle membredroit désquela conditiond'appli-
cationestvri e. Lesymbole estici suppos associatietcommutatif.

Onnoterapar ,ousimplement  lorsqu'il n'y apasd'ambiguit, la simpli -
cationd'un problemed'uni cation aveclesréglesdela gure 7.1.
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équationstri viales

Decompose
Conit

Si
Coalescence

Si
Elimination de variable

Si
Fusion

Si et
Testd'occurrence

Si

Absorbsion

Neutralisation

FIG. 7.1— Réglesd'uni cation
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Proposition 7.20 Chacunalesreglesdela gure 7.1transformeunproblémed'uni cation
danslestermesnis enun probléemeéquivalent.

Chacunedesréglesdela gure 7.1 a I'exceptiondu testd'occurrencetransformeun
problémed'uni cation danslestermesrationnelsenun problémeéquivalent.

Preuve
Lesréglesd' limination ou deremplacemende variablesd' limination des quationstri-
vialeset de fusion sontdescons quenceslesaxiomesde ' galit, ou, sil'on pr fere, ce
sontdescons quencedufait quel' galit destermesestunecongruence.

Lesréglesded compositionetd'incompatibilit sontunecons quencelesaxiomesles
termes.

Enn, le testd'occurrenceexprime qu'un terme ni ne peut étre gal a un de ses
sous-termestricts. En effet, si ¢' tait le cas,parproprit decongruencalel’ galit, on
obtiendraitparr currenceun arbrein ni.

7.1.5 Terminaison

Lesréeglesdela gure 7.1 ne pr cisentpasde strat giesd'application: a partir de ces
regleson peutfabriquerde nombreuxalgorithmesd'uni cation ensp ci ant un peuplus
dansquel ordre et a quelle sous-probléemeppliquerles régles.Mais nousallonsmontrer
gue,quelle que soit la strat gie d'utilisation desrégles,l'algorithme obtenuterminetou-
jours.Cecipermetde factoriseles preuvesdeterminaisorde diff rents algorithmesd'uni-
cation ; parexemplela terminaisorde I'uni cation danslestermesnis commecelle de
I'uni cation danslestermesin nis sontdescasparticuliersdur sultat suvant:

Theorem7.21 Le systemealereglesdela gure 7.1 dé nit un ordre strict bienfondésur
lesproblémedd'uni cation.

Preuve
On considérdesfonctionsd'interpr tation suivantesdesproblémesd'uni cation :
— Unevariable estditerésoluedansunprobleme si et
et .
estle nombredevariablesnonr soluesde
- Si , alors estle multi-ensemble
ou et max . Par convention,on pose
- estle nombred' quationsde dontl'un desmembresau moinsestuneva-
riable.
estle triplet . L'ensemblede cestriplets estmuni dela com-

pos elexicographiqualetrois ordres.
1. L'ordre habituelsurlesentiersnaturels
2. L'extensionmulti-ensemblalel'ordre surlesentiersnaturels

3. L'ordre habituelsurlesentiersnaturels
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Il est ainsi muni d'un ordre bien fond puisqueconstruita partir d'extensionsmulti-
ensembleetlexicographiquesl'ordresbienfond s.

Il suft maintenantle montrerquesi alors . Le sensdevaria-
tionsdestrois fonctionsd'interpr tation estr sum dansle tableauci-dessous

Equationgriviales
Decompose

Incompatibilit
Remplacemerdevariables
Eliminationdevariable
Fusion

Testd'occurrence
Absorbsion

Neutralisation

Il n'‘estpasdif cile devrier qu'aucuneréglenecre de nouwlle variablenon-r solue.
Lesconditionsd'applicationdesdeuxréglesd’ limination etderemplacementdevariables
garantissenparailleursqu'unevariablenonr solue (  dansla formulationdesréglesdoit
apparaitredans ) devientr solue aprédeur application.

Notons galementquela regleded compositionfait biend croitre  puisqu'ellerem-

place max par entiersstrictemeninf rieurs.

La réglede fusionconsere bien  acausedela condition : max
max .Enn, estbiend croissanteparfusiona causede la condition qui,
avec , garantitque estune quation dont aucundesmembresn'est une
variable.

Bien entenducertainesfonctions d'interpr tation ( ou ) peuwent croitre par
applicationde certainegégles,maisla compos elexicographiquedestrois interpr tations
esttoujoursd croissantecommele montrele tableauci-dessus.

7.1.6 Compltude

Nousextrayonssuccessiement3 ensembledereglesdela gure 7.1etnousmontrons
guedanschaquecas,|'ensemblederéglespermetd'obtenirlesformesr soluessouhait es,
cequi fournit trois algorithmesd'uni cation.

Proposition7.22 Si estun problémed'uni cation auquelaucunerégledela gure 7.1
nes'applique alors  estunearbre-formerésolue (NB: lesreglesdefusionetderempla-
cementdevariablessontinutiles pour obtenircerésultat).

Preuve

Commeles réglesd'incompatibilit et de d composition ne s'appliquentpas, toutesles
quationsontunevariable dansundeleursmembresCommele testd'occurrenceet la
régledes quationstrivialesne s'appliquepas,si estunedes quationsde , n'est
pasunevariablede . Commela régled' limination de variablene s'appliquepas, ou
doit de plusétreunevariabler solue, ce qui conduitaur sultat souhait .
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Dé nition 7.23 Deuxtermesnis et sontditsuni ables si possédeu moinsune
solutiondanslestermesnis.

Corollaire 7.24 Deuxtermes et sontuni ables si etseulemensiils ontun plusgénéal
uni cateur.

Corollaire 7.25 Sil'on adjointa unélément supérieupour atouslestermes,
alors possédeinestructue desup-demireillis.
Preuve

On supposejue et n'ont pasde variableen commun,ce qui esttoujouspossiblepar
renommagela borneinf rieure de et estoubien si et nesontpasuniables,ou
bien si estunplusgnral unicateurde et .

Unedeuxiémdamille d'algorithmesd'uni cation (plusef cace, cf. exercicespeutétre
obtenueparlesmémegeégles:

Proposition7.26 Si  estun problémed'uni cation auquella seulerégle (peut-éte) ap-
plicable parmilesréglesdela gure 7.1 estl'élimination de variables,alors  estune
DAG-formerésolue

Preuve

De mémequeci-dessussi la seulerégleapplicablea estl' limination devariable,alors
toutesles quationsde sontde la forme ou . Consid ronsalorsla
relationd'occurrence surlesvariablesde d nie commela plus petiterelationde
pr ordre telle que,si estdans , alors . Commele testd'occurrencene
s'appliquepas,la relationd' qui valenceassoci ea ce pr ordre estla plus petiterelation
d' quivalence  qui contient si estdans . Mais, si , Ou est

unevariabler solue puisquela réglede remplacementle variablesne s'appliquepas.On
peutdoncconstruireun ordre  surlesvariablesde tel que: lesvariablesr soluessont
minimaleset . Encompl tant enunordretotal, on obtientle r sultat
souhait .

En n, lesmémesreglesfournissenta nouveaudesalgorithmesd'uni cation dansles
arbresrationnelg(ouin nis).

Proposition7.27 Si  estun problemed'uni cation auquella seulerégledela gure 7.1
peut-éte applicableestle testd'occurrence alors  estune  -formerésolue

Preuve
Pourles mémesraisonsque pr ¢ demment, si seul le testd'occurrencepeut (peut-étre)
s'appliquera , ce problémene contientquedes quations ou estunevariable.

De plus,commel' limination devariablesnes'appliquepas, necontientpasdecyclede
variable.
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Exemple7.28

Fusion
D composition

Fusion

quations triviales

cedernierproblemeétantenformerésoluepour lesarbresrationnels.

7.2 G nralisation

Soit estunebijectionde dans (respde
dans )
L'applicationAU estd nie r cursivementde dans par
AU AU AU Si et
AU sinon
Theorem7.29 AU termineet sonrésultat estune borne inférieue de pour le

préodre de généalité.

Preuve
La terminaisonr sulte du fait queles appelsr cursifs sonteffectu s sur destermesplus
petits(end'autrestermesAU estd ni parr currencestructurelle).

AU et AU . En effet, parr currencesurlestaillesde et : si
et sontdeuxconstante®u variablesidentiquesalors AU . Si cesont
deuxconstantesu variablesdistinctesalorsAU . Simaintenant et sontdeux
termesquelconquesyu bienleurssymbolede tétesontdistinctset AU estbien
plusgnral que et .Oubien et . Dansce cas,
par hypothesede r currence,pour tout , AU estplusgnral que etque
. Soit et tellesque et et .
Si , alors . La substitution de domaine
ettelle que si estdoncd nie ind pendemmentle
l'indice tel que . Demémeond nit  par Si .On
obtientalors AU et AU
Il restea montrerque pour tout terme tel que et ,ona AU :
Supposonglonc et . On construit parr currencesur :si estune
variableou une constantela constructionestimm diate. Si alors et
doivent pouvoir s' crire et respectrementet, pour tout ,
AU . Deplussi , car et
et . Onpeutdoncd nir  commeci-dessugpar Si

Danslestermesrationnelsjad nition estla méme.Cependantpourobtenirunalgo-
rithmequi termine,il faututiliserunerepr sentationnie destermesationnels.
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AU

Si ou ou et n'ontpasm me symboledette

AU
AU
AU

Si , etaucunequation dela forme
AU n‘apparaitdans .
AU

Si AU apparaidans

FIG. 7.2— Régledd'anti-uni cation danslestermesrationnels

Supposonglue estd compos en deux sous-ensembledisjointsin nis et
et quel'on disposed'une bijection de dans . On peutcalculerun anti-
uni cateurde et enutilisantlesreglesdela gure 7.2.

Danscette gure, les variablesintroduitespar les réglessont suppos esappartenira

. Deplus,lesformulesconsid r escontiennentesconjonctiongd' quationsainsiqu'un
ervironnement qui estaussiuneconjonctiond' quations etnot entreaccoladegourle
distinguerdurestedela formule.

Quelsque soientles termesrationnels et , en partantdu probleme AU
lesreglesde la gure 7.2 terminent(ceci estlalss en exercice).De plus, danstousles
problémesbtenugparr duction dela formuleded part, lesvariablesde  apparaissent
au plus une fois commemembred'une quation dont l'autre membreest non variable.
(La preuw de cetinvariantestlaiss e en exercice).La formule irr ductible obtenuepar
normalisatiorde AU estdelaforme

ou pour tout , et
. Il n'y a de plus pasde cycle de variable.La formule ainsi obtenuerepr sente
un uniguetermerationnelqui estla borneinf rieure pourle pr ordredeg nralit de et
. (Ceciestanouwaulaiss enexercice).

7.3 Exercices

1. DonneruneDAG-former solue etunearbre-forme solue pourlesproblémes'uni-
cation suivants:
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10.

11.

12.

13.

14.

(a)
(b)
(©)
R soudredans lesproblémedd'uni cation suivants:
(a)
(b)

Montrer par desexemplesque toutesles conditionsd'application desréglesde la
gure 7.1sontn cessairepourassureta terminaison.

Si estunearbre-former solue, on appelleparamétesles
variablesautresque . Montrer quedeuxformesr solues quivalentesont
mémenombrede variablesr solues et le mémenombrede parameétresOn parlera
doncdansla suitedu nombe de paramétesd'un systemea'équations

. Soient et deuxprobléemed'uni cation. Montrerque,si toutesolutionde est

unesolutionde etque,deplus, et ontmémenombredeparametresalors
et ontmémeensemblalesolutions.

. Montrerque,si posséde paramétregt sontdesproblémed'uni -

cationayantchacunstrictementmoinsde  parameétresalors possedeu moins
unesolutionqui n'estsolutiond'aucundesproblémes

Montrer que deux arbre-former solues quivalentesont mémetaille (i.e. méme
nombrede symboles)

. Donnerun exemplede DAG-former solue dontla taille est alorsquel'arbre-
former solue correspondantestdetaille

. Donnerung nralis de et
Montrerquetoutensembld v entuellemenin ni) determespossédeineborneinf -

rieureetunebornesup rieurepourle pr ordre deg n ralit .

Montrer que la gnralisation est associatie, i.e. AU AU
AU AU

Montrer(dansle casdestermesnis commedansle casdestermesn nis) quesiun
problémed'uni cation  est quivalentaunedisjonction deproblémes
d'uni cation, alors est quivalental'un des

Montrer quelesréglesdela gure 7.2 terminent.Montrer qu'elles conduisenbien
a transformer AU en uneformer solue pour les arbresrationnels(avec
gquelquesvariablesquanti es existentiellement)Montrer en n que l'unique arbre
rationnelainsid ni estbienuneborneinfrieure de etde pourle prordre de
gnralit.

Montrer que,pourlestermesnis, legnralis de et atoujoursunetaille inf-
rieureacellesde etde . Enest-iltoujoursdemémepourlestermesrationnels? (si
leur taille estmesur ecommeleur nombrede sous-termeslistincts,ou, si I'on veut,
commele nombrede nceudsiu grapheni quilesrepr sente).
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Chapitre 8

Completion

Lorsquequ'un systemede r criture n'est pascon uent, on peutessayede le rendre
con uent en orientantdescons quencesquationellesde , tout simplementsespaires
critiques.L'id e estde construireun systémede réglescanonique  tel que pour tout
couple , SSi . Mais ajouterde nouwellesréglesa un systemede
rcriture  ajoutede nouwelles pairescritiques,et il fautdoncv rier quecesnouwelles
pairessontcon uentes.

8.1 R glesdecompltion

Le processudecompl tion estd crit ala gure 8.1sousformed'un ensemblalerégles
d'inf rence. Chaqueregled'inf rence estunerelationentrepaires ,ou et d-
signentrespectiementun ensembled’ quations et un ensemblale régles.Ce processus
a pour réle d'une partd' liminer les pics critiguesen ajoutantdescons quencesquatio-
nellesad quatesgt d'autrepartde simpli er lesreglesder criture engendr esle maniére
aobtenirun systémecanonique.

Soit  un ordrede r duction, et l'ordre induit surlesregles,d ni par
si (i) , ousinon(ii) and
On crit Si peut étre obtenua partir du premier par

applicationd'uneréglede KB.

Dé nition 8.1 On appelle procédue de completionstandad un programmequi prend
commedonnéesun ensembleni d'équations et un ordre de réduction , etretourne
commaeésultatun ensemble tel que

Etantdonn e unes quence ,
ond nit salimite etsalimite inductive commesuit

Les quationsde etlesréglesde sontditespersistantesOn dit qu'une s quence
de compl tion estréussiesi I'ensembledes quations persistantegstvide et I'ensemble
desréglespersistantegst canoniqueLorsquele succesestobtenuaprésun nombre ni
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Paire critique:

if  isacritical pairof

Orientation:

if

Elimination:

Simpli cation:

if and/or

Métamorphose:

if and

FIG. 8.1- Ensemble&kB dereglesdecompl tion
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d' tapes, le systémeaderéglesr sultant d nit uneproc dureded cision pourlath o-
rie engendr eparles quationsde . Mais la compl tion peutdiverger enproduisantun
ensembleni ouin ni deréglespersistantesCelaestle casa partir de la seule quation
. Orient e de la seulemaniérepossibleenla regle
, cetteréglesesuperpose elle-mémeproduisanta pairecritique
, qui sesimpli e enl' quation , oriente enla

regle . Le processusontinuedela mémemaniéregnengen-
drantl'ensemblein ni derégles .

La gure 8.1d crit la compl tion d'un fragmentdela th orie desgroupesPartantdes
trois axiomes

ol estuneconstante; " estun symboleunairepostx et“.” estun symbolebinaire
in X e,la compl tion engendrde systémedereglescanonique

enutilisantlataille destermegpourordreder duction. Danscette gure, le premierchamps,
, indique le nombred' tapes de compl tion. Le secondchampsindique I'ensembledes
réglesobtental' tape .Al'tape ,parexemple, estcompos detoutedesréglesde
etdelaregleorienteal tape etsituesous .Commel'ensembledesreglesn'estpas
chang parl' tape ,les tapes et sontmontr esentrelesmémeligneshorinzontalesLe
troisiemechampamontrel'ensembledes quationsde  surla mémeligne quele nombre
d' tapes . Le dernierchampsndiquele nomdelarégled'inf rence utilis e al' tape
Mémelorsqu'un systémecanoniquesxiste pour uneth orie quationelledonn e, il se
peuttrésbien quela compl tion ne le trouve pas,au casou elle engendrades quations
interm diairesdontl'orientation n'est paspossibleavecl'ordre . Soit parexemple
, quenousallonscompl ter avecl'ordre rpo engendr
parla pr c dence et (mais et incomparables)Parmitoutes
lescompl tionspossiblesgurent unecompl tion r ussie:

etunecompl tion qui choue:
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inference

0

1 orient

2 orient

3 orient

4 deduce1,3)

5 orient

6 deducg(1,5)

7 orient

8 deduce3,3)

9 orient
10 deducg7,9)
11 orient
12 composg11,2)
13 collapse(12,7)
14 simplify (2)
15 delete
16 deducg(1,9)
17 orient
18 collapse(9,17)
19 delete
20 deduceg(3,17)
21 orient
22 deducg(1,21)
23 orient

TAaB. 8.1— Completiond'un fragmentdela th orie desgroupes
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by

where by
by
where by

FiG. 8.2—Reéglegder criture depreuwes

8.2 Correctionde l'algorithme de compl tion

Il s'agitd'exprimer, etdemontrer qued'unepartla compl tion nechangepaslath orie
guationelleengendr eparl'ensemble  derégles,d'autre partquele systemederégles
obtenuencasde succ sestcanonigueet permetdoncded cider le problémedu motdans
. La premiérepartiedecetteaf rmation estsimpleamontrer puisquechaqueapplication
d'unerégled'inf rence consere la th orie quationelle,c'estadire:

Lemme 8.2

La secondepartie de cetteafrmation estplus complee, en particuliera causede la
possibilit dedivergence La preuwe consistea montrerquelesreglesd'inf rence ont pour
effet detransformedespreusesarbitrairesenpreuvesparr criture.

Onappellergpreuveunes quenced' tapes quationellesavec etder crituresavec
cesderniérestant orient esdandesdeuxsenslUnepreuvepar récriture seraunepreue de
la forme . Un pic estunepreue dela forme , et
estuneétapeéquationelle Une preue parr criture estdoncunepreuwe sanspic ni tape

quationelle.Le but dela compl tion estdetransformetoutepreuwe enunepreue parr -
criture,ce qui supposaloncl’ limination despicsetdes tapes quationelles.Certainsdes
picspeuentétrefacilementlimin s, il s'agitdespicscorrespondantadesrede disjoints
et despics correspondand desredex ancétresLa r criture de cespics sefait conform -
menta la preue du lemmedespairescritiques,et estdoncimplicitementrepr sent eala
gure 4.4.1l s'agitenfait d'une proprit del'algébredespreuves manipul esqui ned -
pendpasdel'ensembledesaxiomesded part. Lespicscorrespondarddesrede critiques
vont au contraireeng n ral n cessiteruner criture mettantenjeu une quation obtenue
parinfrence : la pairecritique. Il s'agitdoncd'uneproprit del'algébredespreuvesde

et .L'ensembledesréglesder criture depreuw estrepr sent ala gure 8.2.

Il nousrestea montrerqu'une preue ne peutétrer crite ind niment, etdoncqu'elle
atteintn ¢ ssairementuneforme normalequi seraune preue parr criture. Tout d'abord,
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nous nongonsquelespreuvesenformenormalesontdela formeattendue

Propriéte 8.3 Lespreuvesenformenormalepour le systemele récriture de preuvessont
sanspic ni étapesimpli able.

Cette proprit est vidente. Nous allons maintenantmontrer que les r critures de
preuesterminent.Nousd nissons doncla compleit d'une preuve commeun multien-
semblede pairesform es d'une multiensemblaletermesetd'unerégle:

,0U d note la preuw videissuede

On associea cettecompleit I'ordre der criture etonvrie que
lesreglesder criture de preuvesd croissentdanscetordre.La preu\e esttechniquemais
nepr senteaucunedif cult .

Celanesuft pas,toutefois,a assuret'obtention desformesnormalessouhait es,car
rien n‘oblige unes quencede compl tion a effectuerlesinf rencesn cessairesalar duc-
tion d'une preu\e particuliere C'estle réledelad nition suwvante:

Dé nition 8.4 Une séquencede complétion
estéquitable si pour toutepreuve qui estréductiblepar
lesréglesdepreuveil existeuneétape telleque

Onamaintenante th orémedecorrectiondela compl tion :

Theorem 8.5 Soit uneséquence
decomplétioréquitableréussie Alors si etseulemensi

Preuve

Par induction sur la relation de r criture. Si la preuwe estirr ductible par

, elle estsanspic ni tape simpli able d'apresla Proprit 8.3, et sans tape qua-
tionnelle par proprit de succésElle a doncla forme annonc e.Si elle estr ductible,
par hypothesed' quit , et par hypothésed'induction,

L' quit estbiensdrind cidable, maisil estfacile d'obtenirdess quencesquitables:
il suft deretarderau maximumle calcul despairescritiques,et de calculercesderniéres
d'un seulcoupparexemple,voir lesexercices.

8.3 Exercices

8.3.1 CiIME

CIiME estun logiciel decompl tion d velopp auseindel quipe DEMONSdu LRI.
Le premierexerciceconsistea sefamiliariseravec CIME en faisanttournerles nombreux
exemplesdisponiblesen particulierla th orie desgroupesdonn e parlestrois quations
suivantes:
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8.3.2 Con uence dela compl tion

Montrer que la compl tion estcon uente, c'est a dire que, tant donn un ordre de
r criture surlestermes |, le systemede reglesretourn parla compl tion, lorsquecette
derniéren' choue pas,estunique.

En d duire quetout contrélepour lequel on ne calculedespairescritiques(et on les
calculealorstoutesala fois) quelorsqu'aucuneawutreinf rence n'estpossible gst quitable.

8.3.3 Terminaisondesr gles de compl tion

Montrer quel'ensembledesréglesde compl tion moinsla régle de calcul despaires
critiquesterminepourtoutedonn e.

8.3.4 Compltion close

Soit unensemblal’ quationsclosessurunalphabetet unordreder duction total
surlestermesclos.

1. Montrerquelacompl tionde  termine.

Soit pourun certainentier donn . Onprendra
pourordrele rpoengendr parla pr ¢c dence

2. Montrerl'existenced'une s quencedecompl tion delongueurpolynomialeen
3. Montrerl'existenced'une s quencedecompl tion delongueurexponentielleen
4. Donnezuneproc duredecompl tion closepolynomiale(il enexisteuneen ).

8.3.5 Divergence

On se donneun ensemble de deux gquations
ou et sontdeuxsymbolesunaires.On secontenterad'orienterces quationset toutes
cellesengendr espar compl tion avec I'ordre de plongementOn appellesimpli cation
d'abord tout contrblequi rejetteen dernierles deuxreglesd'orientationet de calcul des
pairescritiques.

1. Montrerquela compl tion de  russit entemps ni avec un contrélesimpli ca-
tion d'abord qui rejettele calcul despairescritiqueslorsqueplus rien d'autre n'est
possibleQuevaut  ?

2. Trouverunes quencede compl tion quitable qui neterminepas.

3. Montrerquesi unes quencede compl tion r ussie diverge avec un contrélesimpli-
cation d'abord,alorsle systémaderéglesobtenuestn cessairemenin ni.

4. Montrerquesila compl tion terminepouruncertaincontrdle quitable, alorsil existe
un contrélesimpli cation d'abordpourlequelelle termine galement.

8.3.6 R critur eordonn e

Etantdonn sunensembla’ quations telque Si , etunordrede
r duction total surlestermesclos,lar criture ordonn esurlestermesclosestd/'e nie
comme si il existe une substitutionclose telle que , :
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et . Cetted nition permetdoncder crire avec desinstanceslosesordonn es
d' quations. On appelleragpaire critique de sur a la position ,
I' quation . Ondit qu'une quation estcon uentesi pourtoute
susbtitutiorclose .

1. Soit , etdeuxconstantes . Trouwver unordreder duction
bienfond telque

2. Montrerquela relationder criture conditionelleestcon uente ssitoutessespaires
critiquessontcon uentes.

3. End duire quela commutat¥it estcon uente.

est-il
con uent?
5. Donneruneproc duredecompl tion pourlar criture ordonn e.
8.3.7 R critur e conditionelle
On supposeauelesreglessontdela forme ~— ~ou~ ~dnotel'expression
. Le symbole serainterprt comme telque
Lar criture estd'e nie comme — - siil existe telleque , ,
et™ ~ .Lesystémaler criture estdit r ductif s'il existeunordreder duction tel
que pourtout
1. Montrerque estbienfond .
2. Montrerquela relation estd cidable.
3. On appellepaire critique conditionellede - sur - ~ala
position , I'quation conditionelle - - - .
Ondit qu'une quation conditionelle — T estcon uentesi ~ ~ pour

toutesusbtitution telleque™

Montrer quela relationder criture conditionelleestcon uente ssitoutessespaires
critiquesconditionellessontcon uentes.

4. Donneruneproc duredecompl tion conditionelle.
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Chapitre9

Langagesde termeset automates
d'arbr es

Le butdecechapitreestded crire desensembledetermesclospardesoutilsdeth orie
deslangagespluspr cis ment lesautomatesiscendantd'arbres.

9.1 Automatesde mots

Si I'on considéerequ'un mot estun arbrequi s'ignore, un automatede mots devient
ipso-factoun automated'arbres.ll y adeuxfaconsdevoir lesmotscommedesarbres.

Silesmotssontengendr spardesconstantegleslettresdu vocalulaire),le motvide
etle produitdeconcat nation , alorsl'ensembledesmotsestle quotientdel'ensemble
desarbresparleslois d'associatiit (du produit)etd’ | ment neutre(qui lie le produitet
le motvide). Cettevision ne conduitdoncpasa unevision directedesautomatesle mots
commedesautomatesl'arbresparticuliers.

Onvadoncvoir lesmotscommeunestructurdibre engendr eparle motvide , etpar
autantde symbolesunairesque de lettresde I'alphabet,le mot devenantl'arbre

. Celarevient a consid rerquele d but du mot (situ e a gauchedansnotre

criture latine)devientunefeuille del'arbre obtenu(doncdessin eenbas,dansla corven-
tion informatiqueusuelle).Tout cela, bien sdr, n'est qu'une convention. Ce qui n'est pas
unecorvention,estl' tiquetage de la transitionentrantepar la constante qui tiquette la
feuille del'arbre.

9.2 Automatesascendantd'arbr es

Cettevision desautomateslie motscommedesautomatesl'arbresparticuliersconduit
naturellemenéla notiond'automateascendand'arbres:

Dé nition 9.1 Un automateni nond terministe ascendantl'arbresou AFA estun qua-
druplet Q Q , 00 Q estun ensemblaele symbolesinairesappelléstats,
estle vocahulaire (disjoint de Q) dessymbolegle fonctions,Q estle sous-ensemble
desétatsacceptant®u naux, et estl'ensembledesréglesdetransition,qui sontdes
reglesderéécrituie dela forme
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ou Q

avec for
(transitionvide)
Etant donnéun terme (clos) de , un calcul est une dérivation de la forme
. Un calcul estrussi si Q . Le langage

avec Q estdit reconnupar l'automate . Deuxautomates et
sontdits quivalentss'ils reconnaisserle mémedangage.

Notonsque  possédda proprit determinaisorsi et seulemensile sous-systéme
destransitionsvidestermine,c'est-a-dires'il n'y apasdeboucledansle graphedestransi-
tionsvides.

Exemple9.2 , Q Q , et

. Suivensuccessivemennedérivationqui n'‘estpasun calcul, un calcul qui
édoue etuncalcul réussi.

Lesautomatesscendantd'arbresn‘ont pasd' tat initial, ce sontenfait les constantes
de qui entiennentlieu, puisqueles transitionsnon vides associ essontde la forme

Il estpossiblede consid rerles tats commedessymbolesde constanteset dansce
cas, les transitionsnon vides sontdesréglesclosesde la forme . La
pr sentationpr ¢ dente, qui permetde ne pasd truire le termer crit, s'avéren cessaire
pourla pluspartdesg n ralisations, en particulierpour les automates contraintesPar la
suite,nousadopteronsouent la pr sentationsimpli e, qui, pour notre exemple,aurait
donn :

Exemple9.3 . Lescalculs
deviennent
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Dé nition 9.4 Un automateascendant'arbres estdit

- r duit sitousles étatssontaccessibles;'est-a-die si pour tout état Q, il existe
unterme telque ,

- d terministe ou AFAD, si tout termeclos possédeau plus un calcul. Une condition
sufsante (équivalentedansle casou I'automate estréduit) estqu'il ne possedepasde
transitionvideni deuxréglesdemémanembe gaudiearenommege presdeleur variables.

- completsi tout terme clos possedeau moinsun calcul. Une condition sufsante

(équivalentedansle cas ou l'automate estréduit) estque pour tout IN, pour tout
, pourtous Q, il existe Q etuneregle
dans

L'automatedel'exemple9.2 estr duit, d terministe,maisincomplet.
Parla suite,nousneconsidereronguedesautomates duits. Enongonsleuxpropri t s
simples:

Lemme9.5 Si  estun automatecompletdéterministealors tout termeclos possédein
calculunique

Si  estunautomateéncompletalors il existeun automatecompletéquivalent qui
estdéterministesi  I'est.

Lesr ciproquesdesproprits pr c dentesn cessitentque  soitr duit.

9.3 R duction du nond terminisme

Lemme 9.6 Pour tout AFA avectransitionsvides,il existeun AFAD sanstransitionsvides
équivalent.

La preuw estroutiniére.Elle consiste commedansle casdesmots, a recopiertoute
transitionnon-videarrivanten tat versles tats telsquel'on passede a parune
successiomletransitionsvides,avantde supprimertouteslestransitionsvides.

Théoreme9.7 Pour tout AFA, il existeun AFAD équivalentobtenuentempsnondétermi-
nistelinéaire.

On commencepar liminer les transitionsvides, puis on d terminise de la maniére
habituelleen passanauxpartiesde'ensembledes tats.

9.4 Pompage
Théoréme9.8 Pour toutautomateni ascendantl'arbre , il existeuneconstante
telleque pourtouttermeclos dehauteursupérieuea il existedescontetes

clos et etuntermeclos telsque:
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La preuwe estlamémegued'habitude relatvementaunebrancheduterme dehauteur
sup rieurea

Soit contenantinsymbolebinaire . Ond duit ais mentdulemmepr ¢ dent quele
langaged'arbre n'estpasreconnaissablél suft eneffet depomper
un tel termede hauteurquelconquepour engendretun termequi ne fassepas partie du
langage.

Onend duit aussila proprit essentiellesuivante:

Corollaire 9.9 Levided'un AFA estdécidable

Preuve

En effet, d'apresle r sultat de pompagejl suft detestertouslestermesclosde hauteur
au plus gale aunombred' tats. Une m thode beaucougplus ef cace consistea nettoer
l'automateen liminant les tats inutiles (nonproductifsou nonatteignables).

9.5 Clbture par lesop rations Bool ennes

Théoreme9.10 La classedeslangagesd'arbresreconnaissablesstclosepar les opéma-
tionsBooléennes.

Preuve
On fait la preuwe pourl'union, l'intersectionetla compl mentationen utilisantdestrans-
formationsqui pr servent la proprit pour un automated'étre d terminisme et com-

plet. Soient Q Q et Q Q deux AFA complets.
On d nit l'ensemble despairesd'tats, et le systémede régles
et .
On vrie alors ais ment que les automates Q et
Q Q Q reconnaissenmespectrementieslangages et

, etsontd terministessi etseulemensi et le sonttousdeux.
Pourl'automatecompl mentairede  suppos complet,onprocédecommed'habitude
en changeanttats acceptantgt nonacceptants.

9.6 Cloture par homomorphisme
La situationva diff rer du casdesmots.

Dé nition 9.11 Soient et deuxalphabetsde symbolegle fonctions,non nécessae-

mentdisjoints.A chaque , on associeun alphabetde variables
disjointde et .Soit uneapplicationqui a un symbole associeun terme
de . L"homomorphismel'arbres dé ni par  estl'unique

applicationqui véri e

L'homomorphisme sermdit lin aire si estuntermelinéaire de pourtout
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Exemple9.12 , ,
, and . Soit . Alors

Les homomorphismesd'arbresne pr servent pasla reconnaissabilit En effet, il suf-

t de prendreles alphabets , et 'homomorphisme engendr par
. L'homomorphisme transformele langagereconnais-
sable enle langage dontonavu qu'il nel'est

pas.Toutefois,

Théoreme9.13 La classedeslangagesd'arbresreconnaissablesstclosepar homomor
phismdinéaire d'arbres, et par homomorphismaversearbitraire.

La preu\e estun exercicenontrivial pourla reconnaissabilitparhomomorphismdi-
n aire. Elle eststandargourleshomomorphismemverses.

9.7 Cloture par normalisation

Le r sultat essentietle ce paragraphestquela reconnaissabilitestpr serv e parnor
malisationparunsystémeder criture lin aire (droitetgauche).

En fait, ce qui s'avére int ressanten pratiqueest que le langagedestermesclos en
formenormalepourun systemederégleslin aire gauchesstreconnaissabld.esmembres
droit n'interviennent videmmentpasdansla d nition destermesenforme normale,ce
qui explique qu'aucuneconditiondelin arit ne soit requisepour eux. Nousmontronsce
r sultat al'aide d'un lemmepr liminaire simple,maisimportant.

Lemme9.14 Lelangage  desinstancesclosesd'un terme linéaire estestreconnais-
sable

Preuve
Soit unesubstitutionclosearbitraire . Onreconnait  avecl'automatenon
d terministe Q , oU

-Q , ou d signe la substitutiontelle que

- ,ou estl'ensembledesréglesd’'un automateompletpourl' tat
et Q.

Pourla r ciproque, on saitd ja quela conditionde lin arit estessentiellepuisque
I'on avu quele langage n'est pasreconnaissabléde maniereplus

g nrale, celaestvrai detoutterme nonlin aire parle mémeargument.

Lemme9.15 Lelangage  destermesdanslequelunterme estimbriqué,estreconnais-
sablesi etseulemensi estlinéaire.

Plusg n ralement,

Preuve
Soit ou d signeuncontete closarbitraireet unesubstitutionclosearbitraire .
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Onreconnait avec l'automatenon d terministe Q inspir du pr ¢ dent,
ou leschangementsontlessuivants:
- Q ,
- ,ou
IN Q.

Onend duit maintenante th oreme:

Théoreme9.16 Lelangage desformesnormalesclosesd'un systemeleréécriture linéaire
gaude ni estreconnaissable

Preuve
SoitR . A chaquemembregauche , onassocid'automate  qui reconnait
lestermeg ductibles parla iémerégle.On conclueparunion, puiscompl mentation.

Cer sultat a de nombreusespplicationdmportantesen particulieren d monstration
automatique.

Dé nition 9.17 Etantdonnéun systémele réécritue , unterme estdit inductivement
réductiblepar sitoutessesinstanceslosede sont.

Corollaire 9.18 La réductibilitéinductived'un termelinéaire estdécidablepourlessys-
temegderégleslinéairesgaudes.

Preuve

En effet, unterme estinductvementr ductible si le langagede sesinstances uneinter
sectionnonvide avecle langagedesformesnormalegour le systémederegles,ce qui est
d cidable.

Enfait, on peutmontrerquele r sultat restevrai pourlestermesnonlin aires. On peut
aussimontrerqu'il estvrai pourtout systémederéegles,lin aire gaucheou pas,maiscela
n cessitel'utilisation d'automates contraintegjui sortentdu cadrede ce cours.

Uneautreapplication,intimementli e ala pr c dente, consistea "lib rer" unealgébre
guotientparunsystémaeder criture lin aire gaucheetconvemgent.En effet, pourdetels
systemed,algebrequotientestisomorphel'algebredesformesnormalesL'ensemblales
formesnormalestant reconnaissablen vainterpr ter les tats del'automatecommedes
sortesgetsestransitionscommedesd clarationsdepro | desop rations.Celanousfournit
unenouelle algébrequi estisomorpheila pr ¢ dente. L'avantagadecettenouelle algébre
estqu'elle estlibrementengendr egtquel’on peutdoncraisonnemis mentparr currence
structurelle Cettetechniquea desapplicationsala d monstrationautomatiquel'une part,
maisaussienth orie destypes,pourla g n ration desreglesd' limination pourlestypes
inductifsquotient.

Nous pr sentonsci-dessousin exemplesimple,la sp ci cation classiquedesentiers
par pr decesseuet successeut.a constructionde 'automatede formesnormales(parun
algorithmeplusef cace queceluiesquiss plushaut)nousdonnd'automatedela gure 9.1,
donttousles tats sontacceptantsxcept . Nousutilisonsla conventionqueles éches
tiquett es pardes sontdestransitionsvides.
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obj INTEGERS
sortsNat Int

opS,P: Int Int
opS: Nat Nat
op0: Nat

eqP(S(x)) xif x:Int
eqS(P(x)) xif x:Int
endfmod

FIG. 9.1—-Unesp ci cation avecsortesordonn esdesentierset sonautomateassoci
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Chapitre 10

Logique du premier ordre

10.1 Syntaxe

Un langagedu premierordreestconstitu a partird'un vocalulaire comprenant
- unensemblen ni desymbolesievariables ,

- unensemblele symboleslefonctions munisd'arités

- un ensemblale symbolesle prédicats munisd'arit s
detellesortequepourchaquesntier ,  estl'ensemblev entuellemenvide dessymboles
deprdicatsdarit .Lessymboles de  sontaussiappell s symboleqgou
variable9 propositionelles
desconnectewslogiquesusuels , desconstantes , etdesquanti cateurs
On utilisera galementdessymbolesauxiliairesded sambiguatiorcomme et .

Le langagdogiqueestform de quatreentit s syntaxiquesles symbolesde variables
(ou variabley, lestermes les atomeset les formules construitessuccessiementcomme
suit:

1. 'ensemble destermesnis estd ni auchapitre2

2. L'ensembledesatomesestl'ensembledesexpressiongie la forme ou
sontdestermesnis.

3. Le langage des formules du premier ordre bati sur le vocahulaire

estle plus petit ensemblecontenantes constantesogiques et etles
atomeset closparlesop rationsqui
-alaformule associensan gation
- aux formules associenteur conjonction , leur disjonction , et
I'implication ,
-alaformule etalavariable associenta formule existenciellemenguanti ée
, etlaformuleunivesellementuanti ée

Le langagedesformulespropositionnellegstobtenupour

Un littéral estun atome(auquelcasil estdit positif) ou la n gation d'un atome(au-
guel casil estdit négatij. Une formule sansvariableestdite close Une formule dontles
guanti cateursapparaissenous en téte estdite prénexe Une formule universelle (resp.
existentiell¢ estuneformule pr nexe closedont les seulsquanti cateurssontuniversels
(resp.existentiels).
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On appelleclausetouteformule universelledontles sousformulesnonquanti es sont
deslitt raux oudesdisjonctionsdelitt raux. Uneclauseadoncla formeg n rale

ou d signentdesatomes.

Lesquanti cateurslient lesvariablessurlesquellesis portent.Ond nit donclesva-
riableslibres etlesvariablediées d'uneformuleparr currencesurla struc-
turedelaformule:

Variables si estunevariable

si estunevariable

Termes

Atomes

Formules

Onrepr sentesouentlesformulescommedesarbres et on utilise desmotssurle vo-
calulaire desentiersnaturelspour d signer les positionsdessousformules.Celapermet
de parlerplus pr cis ment desoccurrencedibresou li es d'une variable . Par exemple,
la variable auneoccurrencdibre (ala positionl.1) etuneoccurencdi e (ala position
2.1.1)dansla formule , aconditiondeconsid rer  commeun op rateur
unaireindex parla variable . Celaaun sensinformatiquetréspr cis : la variableli e
estrepr sent eparun pointeursurle noeudcorrespondanDeuxoccurrences'une méme
variableli es parle mémequanti cateur( ou ) pointerontdoncsurle mémenoeud( ti-
quett par ou ). Deuxvariablesdistinctesou bienli es pardesquanti cateursdiff rents
pointerontsur desnoeudddistincts.Les variableslibres pointerontsur desnoeuds ou
selonles cas) cti vementrajout s au dessuglu terme.Cetterepr sentationdestermesest
duea De Bruijn.

L'applicationd'une substitutiora un termeest tendueauxformules:

Variables

Termes

Atomes

Formules
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10.2 S mantique

La s mantiquede Tarskia pourbut d'associerunevaleurdev rit  parmi( pourtrue
et pourfalsg atouteformule close,et unefonction a valeurdansles valeursde v rit
atouteformule poss dantdesvariabledibres. Certaines mantiquesutilisenttrois valeurs
devrit (enajoutantia valeurindé ni parexemple).Onmunitcesvaleursdev rit d'une
structurevia unetabledev rit quid crit I'action desconnecteur8ool enssurlesvaleurs
devrit. Cesconnecteur8ool ensexprimentlesproprits desconnecteursogiquesvia
lesnotionsfondamentalede structureetd'interpr tation.

Dé nition 10.1 Une( -structure(ou simplemenstructurg estune paire ou
estun ensembleppelédomainede discourset estuneinterpr tation qui consisted'une
part enun homomorphismde dansune -algébe dedomaine etd'autre parten
uneinterprétationdessymbolegle prédicats: pour chaquesymbolede prédicat :
(aussinoté ) estun sousensembla@e

Onabrégera souvent en lorsquelinterprétation estdéterminésansambiguité
par le contete

Lorsquele symbole estd'arité nulle, la relation  estalors unevaleurdev rit
(pourtrue)ou (pourfalse).

Quelguesxemplesde structuresmportantes

Exemple10.2

Domaine| Opémtions| Relations Nom Notation
Arithmétiquede Presturger | Preshurger
Arithmétiquede Peano Peano
ThéoriedesRéels Tarski
ThéoriedesRationnels

Nousallonsmaintenaninterpr ter lesformules,etil y a deuxfaconsde proc der La
premiéreconsistainterpr ter uneformulecommeunefonctionBool ennedesesvariables
libres. Une formule closeseradoncinterpr t e parunevaleurde v rit. Techniquement,
I'ensembledesvariableslibres d'une formule n' tant pasidentiquea celui de sessous-
formules,il va étren cessairede calculerla fonction d'interpr tation d'une formule vis a
vis d'un ensembleuelconquele variablescontenansesvariabledibres.
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La secondeconsistea sedonnera priori desvaleursdu domained'interpr tation pour
touteslesvariablesde . Techniquementelan cessitel'introduction d'une fonction (ar
bitraire)de dansle domaine , appell e valuation Une valuation tant donn e, l'inter-
pr tation d'une formule relatvementa cettevaluationdevient unevaleurdev rit. Cette
solution vite doncla gestiond'un ensemblelevariablesdansla d nition desinterpr ta-
tions, au prix d'un conceptsuppl mentaire celui de valuation,quel'on peutvoir comme
une variableglobaledonnantla valeur de toute les variablesa n que les interpretations
soientdesvaleursplutdt quedesfonctions.

Danscecours,nousavonschoisila premieresolution.ll pourraétreutile pourle lecteur
dereformulerles nonc s etrefairelespreuesavecla seconde.

On noterapar la valeurpourle -uplet dela
fonction d'interpr tation de la formule  vis a vis de l'interpr tation et de I'ensemble
devariables contenant . Onomettral'indice lorsquecelaserasans
ambiguit . On utiliserala notation— pour la liste de variables prisesdans

cetordre,la lettre  pourd signerun | ment dudomaine , et pourla liste de valeurs
prisesdanscetordre.
Variable
Terme - - -
Atome - - -
Formules - -

- ssiil existe telque -
- ssipourtout , -

Dansla d nition ci-dessusnotonsque ne doit pasapparaitredansla liste —. Si
cela tait le cas,il faudraitrenommera variablelie , ce qui esttoujourspossible.Par
ailleurs,|'utilisation du ssiimpliquequel'interpr tation est galea lorsquelesconditions
indiqu esnesontpassatishites.

Lemme 10.3 Soientdeuxensemblesle variables— et ~ tels que —. Alors la
restrictionde - -a~ coincideavec —.
Preuve

Parr currencesurla structurede

Dé nition 10.4 On appelle interprétation de  dans la structue la fonction
encoe notée outoutsimplement lorsquecelan‘estpasambigu.

Le lemmesuivantindiquequeles notionsd'interpr tation et de substitutionsontcom-
patibles:

Lemme 10.5 - - - -, avec les cornventions habi-
tuelles -, et ~ pourtout
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Dé nition 10.6 Soit une structue interprétant le langage du premier ordre
, et uneformulede variableslibres.Ondit que:

- estsatis able(ou, mieuxencok, satishisablg¢ dans siil existe telque

- estsatis ables'il existeunestructue danslaquelle estsatis able etinsa-
tis able dansle cascontraire,

- estvalidedans , noté , Si pourtout ,alors , et
ondit danscecasque estunmodélede

- est(univesellementyalide noté , Si  estvalidedanstoutestructue ,

etondit alors égalementue estunetautologie

Uneformuleestdoncsatis ablesi saclétureexistentielle s'interpréteen
dansunecertainestructure , etvalidesi saclétureuniverselle s'interpréte
en danstoutestructure . Onpeutdonctoujoursraisonnessurdesformulescloses.

Notonsqu'uneformule peutétresatis ablesangposs derdemodéle Notons galement
gu'uneformule estvalide ssisan gation estinsatis able.Celle derniereremarque
estala basedesm thodesde preue parr futation.

Dé nition 10.7 estcons quences mantiquede , noté , Si pour toutestructue

, - chaquefoisque - . La relation de conséquenceéman-
tiques'étendnaturellementa desensembledeformulesaussibiena droite qu'a gaudedu
symbole

Pourdesformulescloses, SSi pourtoutmodele de

La relationde cons quences mantiqueestun pr ordre dontl’ qui valenceassoci eest
I'équivalencesémantiquaot e

Exemple10.8

Cette quivalencenousauraitpermisded nir un calculdespr dicats sansl'implica-
tion, puis de rajouterl'implication commeune abr viation de la formule qui-
valente . C'est pour cette raisonque nous nous sommesdispens sde quelques
autresop rateurslogiquesimportants,commel’ qui valence, tant I'abbr viation
de , le ouexclusif, tant I'abbr viation de :
etc...

L' qui valences mantique permetde munir I'ensembledes formulesd’une structure
d'algébrede Boole.Le choix d'un ensembled'op rateursad quat(bas surle ou exclusif
not ) rsulte mémeen une structured'anneauBool en. Nous donnonsci-dessoudes
axiomeddel'algébredeBoole:
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Cesgalit s nefont pasintervenirexplicitementiesquanti cateurs—ni lessymbolesie
fonctionou depr dicats—,cesontdes galit s propositionnellesSi onlessupprimeonse
retrouve dansle calculpropositionnelSavoir si uneformule propositionnelleestsatis able
estle problemeNP-completqui a recula plus grandeattention,tant pour sonimportance
th orique quepoursesapplicationgratiquesenparticulierala preuve decircuitslogiques.

Cesaxiomes galitaires peuwentaussis'appliquera desexpressiongjuelconquesyou-
vant v entuellementontenirdesquanti cateurs.La priseen compteexplicite desinterac-
tionsentrelesquanti cateursetla n gation fait apparaitreinenou\elle s rie d'axiomes:

Cesaxiomesjouerontun role essentieplustardlors dela miseenforme normaledes
formuleslogiques.La questionseposebiensdrdeleur applicationdansle casou la condi-
tion d'applicationportantsur la variablequanti e n'est passatishite. Il suft alorsdela
renommer.

Lemme10.9 pourvuque
La preuwe decelemmesimpleestlaiss eaulecteur

Dé nition 10.10 La th orie d'une structue estl'ensembledesformulesde
dont estunmodéleOnla note

Unensemble deformulesclosesestuneth orie ssiil estclospar conséquencgéman-
tique cad ssi

Unethéorie estconS|stanteS| elle necontientpasa la foisuneformule etsanéga-
tion

Unethéorie estcomplétesi pourtouteformule ou

Unethéorie est niment axiomatisables'il existeun sous- ensemblen de dont
soitconséquenceémantique
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Une théorie estr cursivementaxiomatisables'il existe un sous-ensemblggcursif
(reconnypar unalgorithmequi terminetoujours)de dont soitconséquenceémantique
Unethéorie estd cidable s'il existe une procédue qui terminetoujours, telle que
pourtouteformule la procédue retourneoui si etnondansle cascontraire.
Unethéorie estsemi-d cidables'il existeuneprocédue telle quepourtouteformule
la procédue retourneoui si etnonou neterminepasdansle cascontraire.

Exemple10.11 L'arithmétique de Preslurger (resp.Peano, Tarski) estla théorie de la
structue Preshurger (resp.Peano,Tarski) del'exemplel0.2.

Notonsquel'usageveutquel'on appelleth orie de Tarski(outh orie desr els) l'arith-
m tique du mémenom.

Lemme 10.12 L'arithmétique de Preslurger est décidable L'arithmétique de Peanoest
indécidable La théoriede Tarski estdécidable

Les preuves de cesassertionse sont pasimm diates, la derniere tant dif cile. La
d cidabilit del'arithm tique de Preslorger peuts'obtenirpardestechniquesl’automates.

Exemple10.13 La théorie du graphe contient les formules
' : , .., OU

Exemple10.14 Le prédicatd'égalité esten généal implicitementprésentdansle voca-
bulaire d'un langage du premier ordre. Sathéorie (dite de I'égalité) estde nie par les
axiomes

ré exivité:
symeétrie
transitivité:
Pour chaqueentier etchaquesymboledefonction
congruence - - -
Pour chaqueentier etchaquesymbolede prédicat

Cettethéoriepossédaloncun ensembleni d'axiomessi le langage possédeain
vocalulaire ni.

Exemple10.15 La théorie desgroupesestengendréepar exemplepar les trois axiomes
suivants.

La théorie desgroupesn'est pas compléte car il existe desgroupescommutatifset
d'autresqui nele sontpas.
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Exemple 10.16 L'arithmétiquede Peanoestengendréepar lesaxiomessuivants

Pour touteformule , etpourtoutevariable libredans ,

Cettederniée expressionestle schémad'axiomesderécurrence Il y a doncun axiomede
récurrencepar formuleetvariablelibre dela formule L'arithmétiquede Peanon'estdonc
pas niment axiomatisablemaiselle estrécursivecar il existeuneprocédue qui termine
toujours qui, étantdonnéeuneformule répondeoui s'il s'agit d'un axiomede récurrence
etnondansle cascontraire.

Lemme 10.17 L'arithmétiquede Peanoestincompléte

La preuwe d'incompl tude estduea Godel.Salectureestrecommand e.
Nous avons donc maintenantdeux d nitions de l'arithm tique de Peano.Montrer
gu'ellescoincidentestlaiss ala sagacit (oual' rudition) dulecteur

Exemple10.18 Lathéoriedesarbres nis étiquetésurunalphabetni estfondamental@
l'informatique Elle joueunrble clé enprogrammationlogiqueenparticulier, ou elle sous-
tendla notiond'uni cation etlesaxiomesle Clarke pour le traitementdela négation Elle
semr étudiéeplusendétail dansle chapitre 13. Cettethéorieestengendréepar lesaxiomes
de I'égalité que nousavonsdéja vusainsi que par les axiomessuivantsqui exprimentla

"liberté" del'algébre
Décomposition: Pour chaqueentier etchaquesymbole

Con it : Pour chaquecoupled'entiers etchaquecoupledesymboles
Occurence:
ou estunenotationsigni ant que estun sous-arbe de a uneposition diffé-

rentedela racine La dé nition axiomatiquede cettenotationestlaisséeau lecteur
Monde clos:

la disjonctionprécédenteénuméant tousles symbolesle fonctionde . Cetaxiomeest
donc nitairesi  est ni.

Notonsquecetensembleleformulesestin ni, a causedesaxiomedd'occurrence mais
récursif.
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Theorem 10.19 Lathéoriedesarbres nis étiquetésestcompléte

Cer sultat estdd a Mal'cev. Une axiomatisatiorr cursive | gérementdiff rente a t
donn e par Maher qui seg n ralise ais mentau casdesarbresin nis (rationelsou pas).
Unepreue r cente,qui seg n ralise volontiersa desstructuresi‘arbresquotientspardes
axiomescommela commutatvit d'un symbole estduea Comon.Cesquestiongont |'ob-
jetdudernierchapitre.

Dé nition 10.20 Deuxstructues et sontisomorphes'il existeunebijection
de dans (étendueuxproduitscartésiens ) telleque:
- pour tout symboledefonction ettout _— SSi B ,
- pour tout symbolederelation ettout . ssi ,

Par exemple, deux graphesqui ne différent que par le nom des sommetssont iso-
morphes.

Dedif cult trésin gale, lespreuesdeslemmesqui suiventsontlaiss esauplaisirdu
lecteur

Lemme 10.21 Deuxstructuesisomorphesontmodeélesilesmémeformules.

Lemme 10.22 Deuxstructues nies qui validentle mémeensembleale formulessontiso-
morphes.

Lar ciproque deceth oremeestfausselLesdeuxstructures et
ne peuwent étreisomorphegpuisqueleursdomaines’ont pasla mémecardinalit . Toute-
fois,

Lemme 10.23 Lesdeuxstructues et sontmodelesdesmémefor-
mulesdu premierordre.

En fait, les deuxstructuressontbien sir distinguablesmais paspar desformulesdu
premierordreconstruitesurle seulsymbolerelationnel . Il fautsoitrajouterdessymboles
defonctions,parexemple oub , soitconsid rerdesformulesde secondrdre.

Lemme 10.24 Siunensembleeformulesa un modéleuniquea isomorphismeres,alors
saclbture par conséquenceémantiquestunethéoriecompléte

Le problemedual,lad nissabilit, estparessencenformatique: il consisteaprogram-
mer dansunestructureau moyen du langagedu calculdespr dicats du premierordre.Ce
problémea t trés tudi dansle cadredeslangagesie basesle donn es,pourlesquelles
lesstructuregpeuentétreconsid r escomme nies.

Dé nition 10.25 Unerelation d'arité surune -structue estd nissable
dansla logiquedu premierordre s'il existeuneformule dépendantles

variableslibres— telle que - ssi . La dé nition s'étendauxclassesie
structues.
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Exemple10.26 La relation de la structue Peano ssi  estpremierestdé nissable
par la formule:

L'interprétationde cetteformuledansla structue Peanovautenefiet  pourtoutnombe
premieret pourtoutnombe nonpremier

De tresnombreuseproprits | mentaires desstructuresisuellescommeles graphes
ne sont pasexprimableson logique du premierordre (voir les exercices).La logique du
premierordre estdoncassezpauvre.Pourrem dier a ce probleme |a solutionconsistea
enrichirle langagdogique,enautorisanta quanti cation surdesvariablesde fonctionsou
de pr dicat. On obtientainsila logique du secondordre, dont une restriction,la logique
monadiquedu secondordre,n‘autorisequela quanti cation surles symbolesde pr dicats
unairescadsurdesvariablesinterpr t es commedessous-ensembletu domained'inter-
pr tation. Ce fragmentde la logique a une grandeimportanceen informatiqueth orique,
puisqu'il permetde caract riserles langagegde motsou d'arbres)reconnaissablgsar un
automateni (demotoud'arbre).ll aunegrandeimportancepratique galement,puisque
lesautomatesontutilis s demaniéreroutiniérepourmaod liser lescircuitslogiques.

10.3 Exercices

10.3.1

Exercice10.27 Le but de cetexercice estl'axiomatisationde la théoriede Preshurger. On
considée doncun langage qui contientuneconstante , un symbolde fonctionunaire et
commeseulsymbolde prédicat

On désie étudier une classe de graphes considérés comme des structues

estinterprétécommela racine (supposéainique)du graphe et

commeunefonctioninjectivedonnantle successeude chaquenceudélémentde ) dans
la relationdu graphe qui estdoncfonctionnelle Cespropriétéssontaxiomatiséegpar les
trois axiomes

A:
B:
C:
On considée lesstructues:
etappelleons I'ensembleadesstructuesforméesd'une copieuniquede , d'un

nombe ni ouin ni (de cardinal arbitraire) de copiesde , etd'un nombe ni ouin ni
(decardinal arbitraire) de copiesde

1. Montrer quelesaxiomes n‘ont pasdemodeéleni.
2. Montrer quetoutestructue de estunmodélede
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On seproposemaintenante monter quetout modélede estisomorphea une
structue de . Pour cela,on considée lestrois sortesde composantesonnees
d'un modelein ni avecracineg in ni sansracine et ni.

1. Considéonsunecomposanteonne&ein nie avecracine . Soit I'application de
dansles sommetgle la composanteonnee dé nie par et
pourtoutentier . Montrer successivemenque estuneapplicationde
danslessommetsle la composanteonne&e de , puisqu'elle estinjective en n
gu'elle estsurjective En déduie quela composanteonnee estisomorphea

2. Considéons unecomposant&onnee in nie sansracine Soit I'application de

dansles sommetsle la composanteonnee dé nie par , 0U désigneun
sommetrbitraire dela composanteonnee, pourtoutentier
, et telque pourtoutentier , etEndéduie que

la composanteonnee estisomorphea

3. Considéonsunecomposanteonn&e nie ayant sommetsMontrer quecettecom-
posanteconneeestenfait un cycleHamiltonienélémentaie (passanunefoisetune
seulepar chaqguesommet)En déduie qu'elle estisomorphea

4. Endéduie quetoutmodélede estisomorphe unestructue de

Onseproposemaintenantd'éliminer certainsmodélesuper uspour serappiocher du
modéle‘'standard” desentiers qui estforméd'une uniquecomposanteonnee Pour cela,
onvarajouterle schémad'axiomesd'induction:

D:

pour touteformule etvariablelibre de . Soit Ila formule , ou
désignd'application foisde

1. Montrer que n'estpasvalidedansun modélequi contientunecopiede

2. Montrer que estvalidedanslesmodelesie

3. Montrer que estvalide danslesmodeles
de

4. Endéduieque estvalidedanslesmodélesle

5. Endéduie quelesmodelede sontformésd'une uniquecopiede , et
d'un nombe arbitraire de copiesde

6. Peut-onéliminer les copiesde en rajoutant de nouveauxaxiomesou sdhémas
d'axiomes?

Ondit qu'unethéorie estcat gorielle pour un cardinal  ssitousles modélesde
decardinal sontisomorphes.

— Pour quelscardinals la clotre de est-ellecatégorielle?

— Mémequestionpour la clot(re de .

Lethéoremale os-Vaughténonceguesi unethéorie surunlangage ni n'a quedes
modélesn nis, etsi estcatégoriellepouruncardinal in ni, alors estcompléte

— La cl6ture par conséquenceémantiquele est-ellecompléte?

— La cl6ture par conséquenceémantiquele est-ellecompléte?
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10.3.2

Soitla structurepropositionnelle
1. Soit . Onconsiderdaformule

et  sont-ellessatis ables? valides?
2. Soit laformuleou estremplag par
Est-ceque ou ?
3. Soit maintenant . Trouver uneformule  qui s'interpréteen  dansla struc-

ture propositionnellessile nombrede symbolespropositionnelsgaux a dansla
structureest gal aunombrede symbolegropositionnelsgaux a

4. Peut-ong n raliser a ?
10.3.3
Trouver uneformule  batie surle langaged ni parla constante , le symbolede
fonctionunaire , le pr dicat d' galit etle pr dicat ternaire telle quela structure
soitun modélede ssile symbolede pr dicat estinterprt parla relation
d nie par SSi .
A n demontrerque estla seulerelation qui corvient, on pourraconsid rerun
pluspetittriplet pourlequel et différent.
10.3.4

On considérda structure
1. Evaluerlaformule
2. Lastructureest-elleun modélede ?

3. Trouwver les relations telles que
, o0 dsigne un symbolede pr dicat
binaire.
4. Construireuneformule  exprimantla transitvit d'une relationbinaire,et unefor-
mule exprimantsonantisymm trie.Est-ceque ?
5. Construireuneformule exprimantquel'ordre partield ni par et estenfaitun
ordretotal.
10.3.5
Peut-oncaract riserla conneit  d'un graphequelconqueparuneformulede ?
10.3.6
Soient et laformule . estelle satishisable?

Possede-t-ellan modelede Herbrand? Quefaire?
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10.3.7

Construireles arbress mantiquespour les ensemblesle clausessuivantset dire s'ils
sontinsatis ables:

1.

2.

3.
Avec et
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Chapitre 11

Forme clausaleet R solution

Cechapitrea pourbut d'introduire desm thodescalculatoiregjui trouventleur origine
dansdestravauxde Herbrandet de Robinson Cesm thodesreposensurla transformation
deformulesenclauses.

11.1 Mise sousforme clausale
Oncommencearla misedesformulessousformepr nexe.

Dé nition 11.1 Uneformuleestenformepr nexe si elle estnonquanti ée oudel'une des
deuxformes  ou ou estuneformulepréne

Lemme 11.2 Touteformulelogigueestéquivalenteé uneformuleprénee

Il suft pourcelad'utiliser lesaxiomesvuspr c demmentqui permettentierepousser
lesquanti cateursal'ext rieur desformuleslorsqu'ils sontappliqu s (arbitrairementilela
gaucheversla droite (unnombren cessairemenni defois). Celapeutbiensirn cessiter
derenommetesvariabledi es d'uneformule.

Dé nition 11.3 Une formule clausaleest une formule prénece close sansquanti cateur
existentiel.
Uneclauseestuneformuleclausaledela forme — ,

ou, demaniée équivalente — . Lesquanti cateuss
d'une clauseétanttousunivesels,ils sontsouvenomis.ll sela parfoisutile de distinguer
la version quanti ée d'une clausede sa version non quanti ée en écrivant — pour la

premiéeet pourla seconde
Lemme 11.4 Touteformuleclausaleestéquivalenteéd uneconjonctiondeclauses.

Preuve

La preuw et constructie. Il suft d'appliquerlesréglesde l'algébre de Boole (saufles
axiomesde commutatvit et associatiit), et de remarquerque ces reglesterminent
lorsqu'ellessontappliqu esde gauchea droite sur les classed' qui valencede formules
modulola commutatvit etl'associatvit dela conjonctionetdela disjonction.La forme
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normaleestuneconjonctionde clausesOn peutaussifaire unepreuwe parr currence.
L'importancedela notionde clausevientduth oremede Skolem:

Theorem 11.5 Pour touteformuleclose , il existeunensemble declausedelque est
insatis ablessi l'est.

Preuve
Parr currencesurle nombredequanti cateursexistentielsde suppos eenformepr nexe
sanspertedeg nralit, ond montrel'existenced'uneformuleclausale telleque
. Etdonc estinsatis ablepuisque I'est. Maisil ne seraitpascorrectde dire que

et sont quivalentescaron vavoir quelesdeuxformulesne sontpasconstruitessurle
mémelangagdogique.
Si  ne possédepas de quanti cateur existentiel, c'est termin . Sinon, soit

,ou estdoncuneformulepr nexe. Soit un nouveausymbolede fonction (dit
symbolede Slolen) dontl'arit est gale aunombrede variablesdans™, et la formule
prnexe — ~— .Onvrie que graceaulemme10.5. contientun
guanti cateurexistentielde moinsque , doncil existeuneformuleclausale telle que

. On concluepartransitvit dela relationde cons quences mantique,et applica-

tion dulemmepr ¢ dent.

Notonsquesi  tait satis able dansuneinterpr tation , alorson end duirait
ais mentune interpr tation (prenantpour  la restrictionde aulangagede )
telleque soitsatis able.

Exemple11.6 Miseenformeclausaledela formule

Mais la formeclausalen'estpasunique; on peutaussieffectuerla transformation

D montrer qu'uneformule  estun th oréme sousles hypothéses sera-
ménedoncala preuwe d'inconsistancel’'un ensemblale clausesommesuit :

1. SSi estinsatis able,

2. Mettrechaqudormuledela conjonctionsousformepr nexe,

3. Skolemiserchaqueormuleobtenueal' tape pr ¢ dente,

4. Mettrechaqudormuleobtenueal tape pr ¢ dente sousformeclausale
5. Montrerquel'ensemblede clausesinsiobtenuestinsatis able.

Onpeutbiensdr galements'int resseraminimiserle nombredeclausesputoutautre
mesuradelataille du problémenal ar soudre.
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P(0,s(0))

P(s(0),0)

P(0,s(s(0))

Fic. 11.1- Exempled'arbredesinterpr tations

11.2 Thor mes deHerbrand

La notiondesatis abilit estunenotions mantique,qui fait appelauxcalculsdetoutes
lesinterpr tationspossiblesddanstousles modelespossiblesLe th oremede Herbrandra-
meéneces calculss mantiquesinfaisablesa des calculs dansdes structuresparticulieres
appell essyntaxiquesou libres,ou de Herbrand gui vont étreconstruitesa partir du voca-
bulaire gurant danslesclauses.

Soit I'ensembledestermesclos, encoreappell universde Herbrandet not
Soit I'ensembledesatomesclos,encoreappell basedeHerbrandetnot

Dé nition 11.7 Uneinterprétation deHerbrand
- apourdomaind'univers deHerbrand
- interpretele symbole parl'opération  d'arité telleque o,
- interprétele symbolede prédicat par unsous-ensemblarbitraire de

Theorem11.8(Herbrand) Un ensemble de clausesestsatis able ssiil I'est dansune
interprétationde Herbrand. Il estdoncinsatis able ssiil I'est danstouteinterprétationde
Herbrand.

Preuve

Soit  une interpr tation qui satiskit . On considerel'interpr tation de Herbrand
telle que - ~ , dont on montrequ'elle satisait . On utilise pour celale
lemmel0.5.

La basedeHerbrandtant d nombrable (I'ensembledestermesclosdetaille  est ni
si et sontnis etd nombrablesinon),il estpossibled’ num rer lesatomesclos,donc
. On peutdoncorganiserl'ensembledesinterpr tationsde Herbranden un
arbrebinairedontles branchesonten correspondanckiunivoqueaveclesinterpr tations
deHerbrandappell arbredesinterprétations jusqu'ala profondeur , I'arbred crit toutes
lesinterpr tationsdes premierdermesdela basedeHerbrandLes Is d'un noeuddonn,
de profondeur correspondenaux deux prolongementgpossiblesde l'interpr tation au
ieme | ment dela base.

Un exempleestdonn dansla gure 11.1: on supposedanscetexemplequ'il y aun
symbolede pr dicat binaire , uneconstante et un symbolede fonction unaire . Les
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I ments de la basede Herbrandsontordonn s suivant la taille desatomes puis, en cas
d' galit destaillessuivantl'ordre lexicographiqualestaillesdesagumentsde

Un cheminde la racinea un noeud del'arbre seranot etappell une
interprétationpartielle desatomes  a . Ondira quelinterpr tation  prolonge
l'interpr tation  sile chemin estunpr x e duchemin . Onva maintenand nir un
calculdesinterpr tationspartiellesdansunelogiquetrivalu e (avecunenou\elle valeur
qui seveutrepr senteda valeurind nie) dela manieresuivante:

- Si danstouteinterpr tationtotalequi prolonge

- si danstouteinterpr tationtotalequi prolonge

- dansle cascontraire.

On pourraitmontrerquecetted nition coincideaveccellequiconsisteraitid nir le
calculdesinterpr tationspartiellesde maniéreanaloguedla d nition du calculdesinter
pr tations(totales)enlogiquebinaire.Nousnousconteronenfait despropri t s suvantes

Lemme11.9 Soit  ninterprétationpartielle qui intreprétetouslesatomesde la clause
close .Alors

Preuve
Parr currencesurlalongueurde .
— Casdebase .Alors estn cessairementa calusevide, interprt e en
— Casg nral :soit unnoeudsuccesseuwte . Sitouslesatomegde sontnumrs
en ,onconclueparhypothéseler currence.Sinon, ou ou
estlatome numr de a .Parhypothésejer"ecurrence, . Comme
touteinterpr tation  qui prolongent prolongent , . Et commela

valeurdevrit del'atome ou ned pend pasdelinterpr tation  choisie,on
end duit quetouteslesinterpr tations prolongent interprétent dela méme
facon,d'ou ler sultat.

Lemme11.10 Soit uneclausetelleque — . Il existeuneinterprétationpar-
tielle  telleque

Preuve
Il existe unesubstitutionclose telle que . On choisitalorsuneinterpr tation
partiellequiinterprétdesatomesle  dela mémemaniéreque

Dé nition 11.11 estun noeudd' chec pour I'ensemble de clauses
s'il existeuneclause etunesubstitutionclose telle que etla propriété
n'estvrai pour aucunprédécessewtte dansl'arbre desinterprétations.

On appellearbres mantiqgued'un ensemble de clausesl'arbre obtenua partir de
I'arbre desinterprétationsen élaguantles sous-arbesissusd'un noeudd'échecet en éti-
guettantcedernierpar lesinstanceglesclausegéfutées.

Un arbre sémantiqueera dit clossi toutebranche setermineenun noeudd'échec.

Exemple11.12 Supposongue estréduita un symbolede constante eta unsymbole
unaire , étantréduit au symbolede prédicatunaire . Soit I'ensemblede clauses

. Onobtientl'arbre sémantique
closdela gure11.2,oulesfeuillesdel'arbre sontétiquettéepar desinstancegleclauses
de
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FiG. 11.2— Exempled'arbres mantigueclos

Un arbres mantiqueclos estbiensdr ni, celaestunecons quencelel' num ration des
atomesde la basede Herbrand.Si nousavions choisid’' num rer les atomesde la base
selonun ordretrans ni, donc non isomorphed I'ordre desentiersnaturels,alorsl'arbre
s mantiquene seraitplus n cessairementni. La notiond'arbre clos, toutefois,esten fait
sufsamentg n rale pourtraitercecasla galement.

Exercice11.13 Calculer I'arbre sémantiqueclos pour I'ordre sur les atomesqui énu-
mére tousles atomesde la forme avantd'énumeéer les atomesde la forme

Theorem11.14 Un ensemble declausesestinsatis ablessiil possedain arbre séman-
tiqueclos.

Preuve
Siun ensemble de clausegpossédeain arbres mantiqueclos, alorstouteinterpr tation
prolongeuneinterpr tation partielle qui tiquette un noeudd’ chec. Il existedoncau
moinsuneinstance  d'uneclause de dontlinterprtation estfaussedans donc

dans .
R ciproquement,si  possédeun arbre s mantique non clos, alors il existe une
interpr tation dontaucuneinterpr tation partielle n' tiquette un noeudd’ chec. On en
d duit ais mentparcontradictiomgue s'interpréteenT dansl : supposongu'il existeune

clause de telleque — , cad pourunecertainesubstitutionclose
. Lesatomede tant ennombre ni, ils sonttous num r s avantun certainentier .
Il existedoncuneinterpr tationpartielle  queprolonge , telle que . Donc

il existe un noeudpr x e de quiestnoeudd' chec, ce qui estcontrairea I'hypothese.
Donc estunmodélede
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11.3 R solution close

Nouspr sentonstoutd'abordla regleder solution pourdesclauseslosesgtconsid -
ronsult rieurementle casdesvariables.

Danscetteregled'inférence  d note unatomequin ¢ ssairementpositif puisque
d note galementun atome,et et dnotentdesclauseq ventuellemenvwides).Les
clauses : : sontsuppos esenforme normalevis a vis desreglesde
l'algébredeBoole.Encons quenceni  ni ne peuentapparaitralans

Lemme 11.15 (Correction)Si , alors

Preuve
On considérdesdeuxcassuivantquel'interpr tation de  estvraie oufausse.

On notepar I'ensembledesclauseinf r es enune tape der solution a par
tir de , etpar la fermeturepar inf rence de cet ensemblecad ,
, et

Lemme 11.16 (Complétude)arésolutioncloseestréfutationellementomplétecad est
insatis ablessila clausevideappartienta

Preuwe
Si la clausevide estdans , alors estinsatis able, et la correctionde la
r solution assuregqu'il enestdemémede

R ciproquementsi estinsatis able,alorsil enestdemémede qui possede

doncun arbres mantiqueclosparle secondh oremedeHerbrand Supposonsjuel'arbre
s mantiquen'est pasr duit a saracine.Commeil estbinaire donca branchementni,
il posséden cessairementn noeudinterne dontlesdeuxsuccesseurs et sontdes
feuilles,doncdesnoeudd’ chec.

Soit l'atomeinterprt en dans , dans ,etnoninterprt dans . Comme
et nedifferentqueparl'interpr tation del'atome etque estnoeudd' chec, est
n cessairementtiquett par uneclausede la forme , telle que

Maiscommeni  ni nepeU\entapparaltreiansIaclause qumeseraltplusenforme
normale, estdonc valuabledans , eton adoncn cessairement

puisque prolonge .Deméme, esttiquett paruneclausedelaforme telleque
. Donc .

Comme estinfre parr solution a partir desclauses et qui

appartiennentoutesdeuxa par hypothése, appartienta . Cela

contreditla d nition d'un arbres mantique,aucuneclausene pouant étrer fute par
l'interpr tation associ eaun noeudinternedel'arbre. Doncl'arbre s mantique tait r duit
asaracine.Danscecas,il estclair quela clausevide estdans , puisqu'elleseule
r fute l'interpr tation vide.
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11.4 Rel vementet compl tude dela r solution

Nous pouwons maintenanpasseiau casg n ral desclausesavec variablesL'id e est
de seramenera la regleder solution closeparinstanciationad quatedesdeuxclausesa
r soudre,defaconafaire apparaitraleuxatomesgaux, I'un sansn gation dansl'une des
clauses|'autre avecn gation dansl'autre clause C'estla ou I'uni cation vaentrerenjeu.
Notonsqu'il estessentietlerenommetesvriablesdel'une desclausesiefaconafaireen
sortequelesdeuxclauses'aient pasde variableencommun.

R solution: Si
ou estl'uni cateur principaldu problémed'uni cation
Parla suite,onnoterapar laclause ,par laclause ,
etpar le problemed'uni cation ci-dessus.
Lemme 11.17 (Correction)Si , alors
Preuve

Analogueau casclos,avec utilisationdu lemme10.5.

On montremaintenanun lemmede relévement,qui va permettrede rameneda com-
pl tude du casavecvariablesala compl tudedu casclos.

Lemme 11.18 Soient et deuxinstance<scloses(enformenormaledis-
jonctive)desclauses et , tellesque(i) , et(ii)
lesatomegle  soienttouségauxa etceuxde a .Alors posseden plus
granduni cateur telque , et

pour unecertainesubstitution .

Preuve

Commeon peuttoujourssupposeguelesclauses et ontdesvariablesoutes

distinctespnend duit quela substitutionclose galed pourlesvariabledibresde
eta pourcellesde uni e le probléme . Soit  I'uni cateur principal

du problemeget la substitutiontelle que .Onvrie sanspeinela proprit

annonc e.

Theorem 11.19 (Robinson)Un ensemble de clausesestinsatis able ssila clausevide
appartienta

Preuve
Elle utilise le secondth oréme de Herbrand,la compl tude dansle casclos et le lemme
pr c dent.
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Parle secondh oremedeHerbrand, estinsatis ablessicelaestle casdel'ensemble
ni desinstanceslosesde qui tiquettent sonarbres mantiqueclos. Par le lemme
derelévement, estinclusdanslesinstanceslosesde . La clausevide ne

pouantétrel'instancequed'elle méme, on end duit le r sultat.
Notonsque l'utilisation du lemmede relé\ementimposel’ limination parr solution

detouslesatomegqui deviennent gaux dansl'uni cation.
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11.5 Exercices

11.5.1

D crire unalgorithmequi engendreeommepr ¢ demmentun ensemblale clausesn-
satis ablespourlequelle nombrede symbolegle Skolemajout s soitminimal.

11.5.2

Montrerla correctiondu raisonnemenguiant:
LesCr tois sonttousdesmenteursJesuisCr tois. Doncje suismenteur
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Chapitre 12

Strat gies de R solution et Clauses
deHorn

Etantdonn un ensemble de clausesdont on veut prouver la non-satis abilit, on
appelleespacede recherche pour la r solution I'ensemble . Une stratégieded -
monstrationrautomatiqueconsistea explorerI'espacede recherchedansle but d'y trouver
la clausevide lorsqu'elley gure. Dansla pratique |'espacederecherchestorganis sous
laformed'un arbrein ni construitala vol e, la clausevide pouvantsetrouver tresloin de
laracinelosque'elley gure, etil s'agitdel'explorerenrestreignania taille del'espacede
recherchal'une part,etenadoptanunem thode d'explorationef cace d'autre part.C'est
la laréle dela stratégie qui seradite complétesi elle garantitla pr sencedela clausevide
dand'espacederechercheestreinforsqu’elle gure dand'espacederechercheoutentier

Id alement,unestrat gie estdoncunefonction detoutsous-ensemble

dans . En pratique cettenotionde strat gie, appell e restriction estpartropsp -

ci que, il estsouentn cessaire pourexprimerla fonction , deconsid rerun espacale
recherche diff rent de , qui satishssela conditionde compl tude d'une part
(la clausevide estdans  si elle estdans ), ainsiqu'une conditionde correction
d'autre part (la clausevide n'est pasdans si elle n'est pasdans ). Les deux
conditionsdecorrectionetde compl tudes'exprimentdoncparlaproprit que contient
la clausevide ssic'estle casde . Enpratique, estg n ralementobtenucomme
I'espacederecherchecalcul apartirde graceaunsysteme'inf rence additionneletil

v rie souwent,maispastoujours,la proprit

12.1 R solution binaire

La régle de r solution que nousavonsdonn e a le d savantaged'uni er destermes
ennombrearbitraireplutdt quedescouplesde termes.Nousallonsdoncdonnerune nou-
velle versiondelar solution al'aide deréglesd'inf rences ditesbinaires,appell es ,
powantcoderlar solution g n rale.

R solution Binaire: Si
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ol estl'uni cateur principaldesatomes et

FactorisatiorBinaire; —— si

ou estl'uni cateur principaldeslitt raux et
Theorem 12.1 Résolutioret factorisationbinairessontcorrecteset complétes.

Preuve
Onmontrequetouter solution secodecommeunes quenceder solutionsetfactorisations
binairesetvice-versa.

Notonsquelafactorisatiors'appliqueadeslitt raux, qui doiventétrepositifstousdeux,
ou n gatifs tousdeuxa n depouwir s'uni er.

On peutbiensdrsedemandequelestlimpact dececodagesurla compleit desop -
rationsd'uni cation qui doiventétreeffectu es,d'un seulcouppourl'uni cation g n rale,
etsousformed'uni cations binairessuccessiesdande codageCettequestionnt ressante
estlaiss eala sagacit dulecteur

12.2 R solution n gative
Parmi les nombreusesestrictionsde la r solution, I'une d'elle joue un réle essentiel,

la r solution n gative , pour laquelleau moinsl'une desdeux clausesde d part ne
contientquedesilitt raux n gatifs.

R solution n gative :

ou estl'uni cateur principalduprobléme , etlaclause necontientquedes
litt raux n gatifs. On noterapar I'ensembledesclausegjui peuwentétreinfr es
apartird'un ensemble declausegarlarégleder solution n gative.

Theorem 12.2 Larésolutionnégativeestcorrecteet compléete unensemble declauses
estinsatis able ssila clausevideappartienta

Preuve
Le lemmede relé\ements'appliguantsanschangemeni] suft de prouver la compl tude
dansle casclos. Pourcela,on reprendla preuwe pr c dente enpr cisantle noeud : on
considereun cheminparticulier dansl'arbre s mantiqueclos de , appell che-
min gauchequi consistea descendrdéoujoursa gauchedansl'arbre, saufsi le successeur
gaucheestun noeudd' chec, auquelcason descendh droite si celaestpossible.On ap-
pelle lesnoeudsdu cheminou la descenta'estpoursuvie adroite, l'atome
interprt danslesinterpr tationspartiellessuccesseurde ,et uneclauser fute par
l'interpr tation Is gauchede . Commepr c demment,le noeudd' chec Is droitde
est tiguett paruneclausedelaforme , etlenoeudd' chec Is gauchale
est tiquett paruneclausedela forme . Onvamaintenanmontrerque peut
étre choisiepurementn gative, et on pourraalorsfaire uner solution n gative a partir de
cesdeuxclausesentrainanunecontradiction.
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Pour cela, on remarqueque les seuls atomespositifs pouvant apparaitredans
sontceux qui sontinterprts en  danslinterpr tation , cad . Onva
doncfaire uner currence sur le nombrede noeudsd' checsr fut s par desclausesnon
purementn gatives, de maniérea remplaceres clausesen question,du hautversle bas,
pardesclausepuremenn gativesde . L' tape der currenceutilise auplus
inf rences n gatives, c'est notre hypothéseOn peut ensuite liminer les atomespositifs
de parauplus rsolutions n gativesavec les clausesobtenuesLes clauses
purementngativesy comprisla clause ontdonc t construiteen au plus
inf rencesn gatives.

On peutbien sir serestreindrea uneréglede r solution n gative binaire,pourvuque
I'on consere laregledefactorisatiorbinaire.

12.3 Strat gie input

La strat gie dite input r sout toujours une clauseengendr epar r solution (la der
niére appell e but) avec une clausede I'ensemble de d part choisie de maniérenon-
d terministe. Cettestrat gie ala proprit de ne pasfaire exploserl'espacede recherche,
elleadoncuneimportancgondamentalekElle estmalheureusemeiicompléte commeon
pourras'en corvaincreavecl'exemple . De
fait, les seulesclausesngendr esquelsque soientles choix d'une claused part lors des
r solutions successies,sontsoitla clause , soituneclauseunitaire, c'est-a-direr duite a
ununiqueatome.

12.4 Strat gie lin air e

Il s'agit d'une variantecompletede la strat gie input, danslaquelleon autoriselesin-
f rences entrele but et uneclausede d part ou une clausepr c demmentengendr e.Le
choix dela clausear soudreavecle but restebiensarnon-d terministe ce qui fait quela
compl tude de cettestrat gie esttriviale : elle consistea remarquemquesi la clausevide
appartienta , alorselle tiquete unefeuille de I'espacede rechercheorganis en
arbre.

12.5 Strat gie unitaire

La strat gie unitaire r soud toujoursuneclausecompos ed'un uniqueatomeavecune
autreclause Cettestrat gie qui restreinttrésfortementl'espacede rechercheestbien sar
incomplétepuisqu'ellen'engendreaucunenou\elle clausedansl'exemplepr ¢ dent. Elle
a toutefoisune grandeimportancepuisquec'est elle qui esta la basedesm canismesde
compl tion quel'on peut tendre aucalculclausaltout entier

12.6 R solution de clausesde Horn

Dé nition 12.3 UneclausedeHorn estuneclausecomportantau plusun littéral positif
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Uneremarqueessentiell@stquele r sultat d'uneinf rence n gative mettantenjeudes
clausesleHorn estuneclausedeHorn.

L' tape suivanteconsisteapr cisercequesontunprogrammestunerequétesnlogique
deHorn.

Dé nition 12.4 Un programmeen logiquede Horn estun ensembleni de clausescom-
portantchacuneaxactementinlittéral positif.

Unerequéteoubut estunensembleni (disjonction)delittérauxnégatifsappelléssous-
buts

Onend duit facilement

Theorem 12.5 La résolutionnégativeinput estcomplétepour les programmesen logique
deHorn.

Preuve
Il suft deremarquenue:

- d'une part, seuledes clausesdu programmecomportentun litt ral positif, etdoncla
r solution n gative fournit commer sultat uneclausen gative;

- d'autre partla reglede factorisationestinutile dansle casdesclausegle Horn. Cela
n cessitetoutefoisun examenattentif, caril faut coderuner solution n gative arbitraire
avec plusieurs solutions n gativeshinairesde maniérea ne pasavoir besoindefactorisa-
tion. Dononsuneid e dela preuve dansle cassimpleoudeuxlitt raux n gatifs du but vont
devoir étrer solus avecla mémeclausedu programme.

Le but estdoncdela forme , etle programmeestdela forme ,
ou et sontdesclausesn gatives.Une r solution avec I'uni cateur principal du
probléme fournit la nouwelle clausebut quel'on vamaintenant
engendreavecdeuxr solutionsn gativesbinairessuccesses.

Unepremiérer solution binaire limine et aveclunicateur de et ,et
rendle but . Unedeuxiémemettantenjeu le nouveaubut etla méme
clausedu programmerenomm epar rendle but ,ou est
['uni cateur de . Il suft alorsdev ri er quecetteclausemiseenformenormale,
estla clause ou estl'uni cateur principaldu probleme

Celar sulte dela propri t .
- enn, la strat gie n gative peut étre choisie input, puisquel'on ne pourrajamais
r soudredeuxbuts entreeux.

12.7 SLD-R solution

En pratique, tant donn eunerequéte (doncchaque estunlittral nga-
tif), la strat gien gative consisteéauni er I'un des  aveclelitt ral positif d'uneclause
du programmeSi estl'uni cateur principalde et , oninfére

qui peuwentétreconsid r s commede nouveauxsous-lits venants'ajouter

a . Comme parla strat gie,la clausebut qui vientd'étre engen-
dr e esttoujoursunedespr missesdela nouwelleinf rence,lebut  peutétreeffac . Ceci
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revientainsiar crire le but (ou plutétundeslitt raux dubut) enutilisantunedesclauses
du programmeyu commeuner criture delatéte(litt ral positif) dansle corps(litt raux
n gatifs).

On appellefonctionde sélectionun ordretotal surleslitt raux n gatifs quisp cie le
litt ral dubutar crire enpriorit : onr soud toujourssurle litt ral minimal du but. Cette
strat gie estcompléte(i.e. achaquetape il suft deconsid rerunseullitt ral). Parcontre,
lors de la recherched'une preuwe, toutesles clausegpermettanter crire le but devront
étreconsid r es.

La régleder solution avecunefonctionde s lection et pourles programmesogiques
estappel eSLD-résolutionDesconsid rationsci-dessudl r sulte que:

Theorem 12.6 La SLD-résolutiorestcompléte

12.8 Programmation logique contrainte

Laregleder solution permetdesavoir si un programmeogiqueadesr sultatspourles
donn espr sent es parl'utilisateur. Il estpossiblede calculercesr sultats en composant
les substitutionsobtenuedors desuni cations qui ont conduita la clausevide, maiscela
n'estpastrésef cace. Uneformulation | gante dece processusetqui vaensuites'av rer
sourcepotentielled'ef cacit et de g n ralisation, conduita la notion de programmation
logiquecontrainte Nouscommengongar unenotiontréssp cialis e de clausecontrainte
pournotreprobleeme.

Dé nition 12.7 Une clausecontrainte estune paire forméed'une clause etd'un pro-
blémed'uni cation quel'on note

La clausecontrainte représentdensembledesclauses
Sachantue si estunesubstitutiorclosedesvariabledibresde et  est
validedandath orie destermesnis, c'est-a-direestunesolutiondu problémequationnel
, la clausecontrainte et la clausecontrainte , ou d signe l'uni cateur

principalde , d notentle mémeensembleale clauses.
Danscecontexte, la régleder solution peuts' crire :

Si

etil fautalorslui adjoindredeuxnouwellesrégles(der criture) qui ont trait au traitement

descontraintes
Si

Notonsquelesvariablemn'apparaissarpasdansgle butinitial etn'apparaissanlusnon
plus dansles contraintessontimplicitementquanti es existentiellemen{ce qui re éte le
fait gu'on nes'int ressequ'auxvaleursdesvariablesdu but contraintinitial).

Laréponseaunerequéte  estalorsla contrainte tellequel'on aitinfr la clause

. Lacontrainte estdonn eenformer solue. Sessolutionssontdessubstitutions
tellesque
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Le fait queles contraintessoientici des quations ne joue de réle que pour la mise
enformer solue et on peutdoncemplger d'autressystémesle contrainteplus expres-
sifs (C'est souwentle casen pratique).De mémeles clauseglu programme peuwentétre
contraintesEn n, on remplaceg n ralement par an d'viter d'avoir a
fairele testd'occurrencedansl'uni cation.

Exemple12.8 Soitle programmelogique

Qui a pour but d'insérer un élémentansuneliste sansdoublons.

Soitla requéte . On obtientdeuxdérivationspossiblesconduisant
a avecune contrainte  satis able : la premiée est (par soucide simplicité,
nousn'écrivonsla contrainte compléteque danscette séquencepuis nousécrivonsune
contraintesimpli ée).

La deuxiemesst:

Nousreformulonsci-dessoudes r sultats de correctionet de compl tude de la SLD-
r solution entermesderequéte®tde programmes

Proposition12.9 Sila réponse a unerequéte pourun programmelogique a pour
mgu , alors, pourtoutesubstitutiorclose estinsatis able

Proposition12.10 Si  estune requétepour un programmelogique etsi R est
insatis able alorsil existeuneréponse a telleque apourmgu etil existeune
substitution telle que

12.9 Plus petit mod le de Herbrand et s mantique des pro-
grammeslogiques
Si estun programmdogique.On note la basedeHerbrandet I'ensembledes

partiesde , quel'on confondaussiavecl'ensembledesinterpr tationsde Herbrand(les
I ments de corresponderdiux | ments dela basequi s'interprétenten vrai, les
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autress'intepr tantafaux).On note le "plus petitmodélede Herbrandde ", c'est-a-
dire l'intersectiondetouslesmodélesde Herbarndde

Exemple12.11 Soit le programme:

Alors car l'interprétation vide (tout estfaux) satisfaitbien
Proposition 12.12 Pour tout programmelogique

Preuve

Il suft deremarquerque l'intersectionde modélesde Herbrandde estaussiun
modelede Herbrandde . On fait le raisonnemensur desclausesclosespour simpli er.
Soit uneclause . Il y adeuxcas.

. Alors
. Alors, pard nition de , il existeun modélede Herbrandl de tel que
. Mais comme , il existe telque , etdonc pard nition de

, d'ou .

Ainsi constitueuneinterpr tation "standard'du programmeogique . De facon
classiquepn peutaussiconstruire  al'aide del'op rateur decons quenceémm diate :

Si  estun programmelogique, on note I'opélateur de conséquencanmédiate
d ni sur par

estuneinstanceclosed'une clausede
et

Exemple12.13 Repenonsl'exemplel2.11.Alors , etdoncl'itér ation s'arréte
immédiatemen®ar contre :
, , etc.,et

etc.

Onsaitque  estmunid'unestructuredetreillis completpourl'ordre  (i.e.l'ordre de
prolongementesinterpr tations).Celava nouspermettred‘appliquerla th orie du point
X e deTarski.

Proposition12.14  estcroissantsurlesinterprétationsde Herbrand.

La preue estlaiss eaulecteur

Soitunefamille croissantale partiesde IN» dontle sup,le treillis desparties
tant completpourl'ordre, estnot . tant croissante, IN: €stune
autrefamille croissantelontle supestnot .

L' quation exprimela continuitédel'op rateur . Leth o-
rémede Tarski nonce quetout op rateurcontinupossédein pluspetit point x e qui estle
supdesesitrs ( pourtoutentier ) & partirdu minimumdutreillis.
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Proposition12.15  estcontinusurlesinterprétationsde Herbrand.

Preuve
estuneinstanceclosed'uneclause
IN
de et IN
IN estuneinstanceclose
d'uneclausede et
IN estuneinstanceclose
d'uneclausede et
IN

Notons|'utilisation du fait que estune chainecroissantepour faire commuterles

guanti cateurs.
Il estpossibledeg n raliser lad nition de  auxclausesarbitraires

estuneinstanceclosed'une clausede et
Maisdanscecas n'estplusn cessairementontinu.

Exemple12.16 Supposons réduit a la seule clause : et
, et . Par exemplepourla partiedirigée

Proposition12.17 Soit uneinterprétationde Herbrand et  un programmelogique
estunmodeélede sietseulemensi

Preuve
ssipourtouteinstanceclose d'uneclausede
implique
Theorem12.18 Si  estun programmelogique estle plus petit point xe
de
Preuve
Le th oremedu point x e nousassuregue estle pluspetit point x e del'op rateur
continu . Il nousrestea montrerque est gal aupluspetitpoint x ede

Toutpoint x ede  estunmod lede parla proposition12.17,etil noussu t donc
demontrerque estunpoint x ede  demaniéreaconclureparminimalit de

tant un modélede par la proposition12.17.D'autre part,
d'aprésla propositionl2.14onaaussi etdonc estunmodéle
de parla propositionl12.17.Par minimalit de onadonc etdonc

Defacong nrale, lorsque estmonotone, pourunordinal estd ni parr cur-
rencetrans nie par: , Si et,si estunordinallimite, estla
bornesup rieuredes  pour . C'estla continuit quiimpligueque
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12.10 S mantiques desprogrammeslogiques

En conclusion,on a vu une s mantiquede plus petit point x e pour un programme
logique,c'estsas mantiquemath matique unes mantiquedonn e parl'ensembledesr -
ponsesunerequétec'estsas mantiqueop rationelle,etunes mantiquelogique,d nie
commel'ensembledesmodeélesd'une certaingformule.Cestrois s mantiquescoincident.
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12.11 Exercices

12.11.1

1. La strat gie unitaire consistea ne consid rerque desr solutions dontunedespr -
missesestuneclauser duite aunlitt ral.
Montrerquela strat gieunitaireesteng n ral incompléte (Autrementdit, donnemun
ensemblale clausesnsati able tel quefactorisationt+ r solution unitairene permet
pasded riverla clausevide).
Plusg n ralement,montrergqu'il existeuner futation d'un ensemble declausegpar
la r solution unitairesi et seulemensi il existe uner futation de parla strat gie
"input".
La strat gie unitaireestdonccomplétepourlesclausesie Horn. Est-ceunestrat gie
int ressante?

2. Donnerunensemblaleclausegelque  n'estpasunpoint x ealorsque est
unpoint x e.
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Chapitre 13

Th orie desarbres®nis ou In®nis

Nous avons vu le treillis destermesau chapitre7. Nous avons vu qu'on peut ainsi
calculerl'intersectionde deux ensemblesn nis de termesrepr sent s par desinstances
d'un terme: si  estunplusgnral unicateurde et . Uneautre
op ration estfondamentale le compl mentaire Par exemple,dansle casd'un

** Introduction: op ration surlesensemblesletermestransformatiorde programmes
fonctionnelsoulogiques**

13.1 Axiomesdesalg br esdetermes

** Casdestermesnis, casd'un alphabetni ounon

13.2 Formules quationnelles

** reglesdenormalisation

13.3 Formesr solues
13.4 R gles detransformation

13.5 Terminaisonet compl tude
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