
Calculabilité et complexité
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Couplage

Couplage triparti

Problème: 3 DIMENSIONAL MATCHING (3DM)
Entrée: Trois ensembles B (garçons), G (filles) et H (maisons), avec
|B| = |G| = |H| = n, et une relation T ⊆ B× G× H.
Question: Existe-t-il un ensemble S ⊆ T de n triples disjoints ?

Théorème
3DM est NP-complet.

Indication pour la preuve :

3DM ∈ NP : choix et test.
Borne inférieure : réduction à partir de 3SAT.
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Couplage

Couplage biparti

Problème: PERFECT MATCHING
Entrée: Deux ensembles B (garçons) et G (filles), avec |B| = |G| = n,
et une relation T ⊆ B× G.
Question: Existe-t-il un ensemble S ⊆ T de n couples disjoints ?

Théorème

PERFECT MATCHING est dans P pour un algorithme en temps O(n2.5).
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Ensembles

Problème: EXACT COVER BY 3-SETS (X3C)
Entrée: Une constante m ∈ N, un ensemble U avec |U| = 3m et une
famille F = {S1, . . . , Sn} de sous-ensembles de U, tels que |Si| = 3.
Question: Existe-t-il m sous-ensembles Si1, . . . , Sim disjoints parmi F
tel que Si1 ∪ · · · ∪ Sim = U ?

Théorème
X3C est NP-complet.

Indication pour la preuve

Banalisation de 3DM.
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Ensembles

Problème: EXACT COVER BY 3-SETS (X3C)
Entrée: Une constante m ∈ N, un ensemble U avec |U| = 3m et une
famille F = {S1, . . . , Sn} de sous-ensembles de U, tels que |Si| = 3.
Question: Existe-t-il m sous-ensembles Si1, . . . , Sim disjoints parmi F
tel que Si1 ∪ · · · ∪ Sim = U ?
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Ensembles

Problème: SET PACKING
Entrée: Une famille F = {S1, . . . , Sn} de sous-ensembles d’un
ensemble fini U et une constante K ∈ N.
Question: Existe-t-il K sous-ensembles disjoints parmi F ?

Théorème
SET PACKING est NP-complet.

Indication pour la preuve

Réduction à partir de X3C.
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Ensembles

Problème: SET COVERING
Entrée: Une famille F = {S1, . . . , Sn} de sous-ensembles d’un
ensemble fini U et un budget B ∈ N.
Question: Existe-t-il au plus B sous-ensembles parmi F dont l’union
est égale à U ?

Théorème
SET COVERING est NP-complet.

Indication pour la preuve

Réduction à partir de SET PACKING.
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Optimisation

Problème: INTEGER PROGRAMMING
Entrée: Un système d’inéquations Ax ≤ b avec une matrice k × n
entière A et un vecteur de longueur n entier b.
Question: Existe-t-il une solution x ∈ Zk pour Ax ≤ b ?

Théorème
INTEGER PROGRAMMING est NP-complet.

Indication pour la preuve

INTEGER PROGRAMMING ∈ NP : Nontriviale ! S’appuie sur le Lemme
de Farkas (s’il existe une solution pour Ax ≤ b, il existe une solution
dont la norme est bornée).
Borne inférieure : réduction à partir de 3SAT. Pour chaque variable xi

on ajoute xi ≥ 0 et xi ≤ 1. Le littéral y est codé par c(y) = y, le littéral
¬y est codé par c(¬y) = 1− y. Pour chaque close ci = li1 ∨ li2 ∨ li3, on
écrit c(li1) + c(li2) + c(li3) ≥ 1.
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Exercice

Exprimer SET COVERING en forme de INTEGER PROGRAMMING.
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Problèmes numériques

Problème: KNAPSACK
Entrée: Un ensemble d’éléments A = {a1, . . . , an} avec le pods
w(ai) ∈ N et la valeur v(ai) ∈ N, une limite de poid W et une valeur
minimale V.
Question: Existe-t-il un sous-ensemble S ⊆ A tel que

∑
a∈S w(a) ≤ W

et
∑

a∈S v(a) ≥ V ?

Cas spécial

Problème: SUBSET SUM
Entrée: Un ensemble fini d’entiers A = {a1, . . . , an} et une borne
B ∈ N.
Question: Existe-t-il un sous-ensemble S ⊆ A tel que

∑
a∈S a = B ?
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Problèmes numériques

Théorème
KNAPSACK et SUBSET SUM sont NP-complets.

Idée de la preuve

Réduction à partir de X3C avec W = V = B = 2n − 1. Coder les
ensembles par vecteurs caractéristiques, i.e., en nombre binaires.
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Problèmes pseudo-polynomiaux

Théorème

KNAPSACK peut être résolu en temps O(nW) et SUBSET SUM peut être
résolu en temps O(nB).

Indication pour la preuve

Programmation dynamique. Calculer

D(w, i) = valeur maximale atteignable par une sélection
parmi i premiers éléments,
tel que le poids total est égal à w.

Relation de recurrence

D(w, i + 1) = max{D(w, i), v(ai) + D(w− w(ai+1), i)}

avec D(w, 0) = 0 pour chaque w ≤ W.
La réponse est YES si et seulement si D(W, n) ≥ V.
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Problèmes pseudo-polynomiaux

Corollaire
KNAPSACK et SUBSET SUM sont pseudo-polynomiaux, i.e.,
polynomiaux en notation unaire.

La NP-complétude vient de nombres dans le problème.
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NP-complétude au sens fort

Problème: BIN PACKING
Entrée: Un ensemble A = {a1, . . . , an} avec les capacités c(ai) ∈ N, la
capacité limite C et le nombre de cases B.
Question: Existe-t-il un distribution de A en B cases, telle que la
somme de capacités d´éléments dans chaque case ne dépasse
pas C ?

Théorème

BIN PACKING est NP-complet au sens fort, i.e., même si les capacités
sont donnés en notation unaire.

Indication pour la preuve

Réduction à partir de 3DM.

Miki Hermann Calculabilité et complexité (5)



Problèmes coNP-complets

Théorème

Un langage L est NP-complet si et seulement si son complément
L̄ = Σ∗ r L est coNP-complet.

Problème: TAUTOLOGY
Entrée: Une formule propositionnelle ϕ en forme normale disjonctive.
Question: La formule ϕ est-elle une tautologie ?
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Problèmes coNP-complets

Théorème
TAUTOLOGY est coNP-complet.

Indication pour la preuve

TAUTOLOGY ∈ coNP : choix et refus.
Borne inférieure : ϕ est une tautologie si et seulement si ¬ϕ n’est pas
satisfaisable. Complément de SAT.

Théorème
NP = coNP si et seulement si P = NP.
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Structure de la classe NP

La carte de la classe NP : 3 possibilités
1 P− A− NP-complets
2 P− NP-complets
3 P = NP = NP-complets

Théorème (Ladner)

Si P 6= NP, il existe un langage L ∈ NP r P qui n’est pas NP-complet.
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Structure de la classe NP

La carte de la classe NP : 3 possibilités
1 P− A− NP-complets
2 P− NP-complets
3 P = NP = NP-complets
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Problèmes PSPACE-complets

Problème: QSAT
Entrée: Une formule ψ = ∃x1∀x2∃x3 · · ·Qxn ϕ(x1, . . . , xn) où ϕ est une
formule propositionnelle et les variables xi peuvent prendre des
valeurs booléennes.
Question: La formule ψ est-elle valide ?

Remarque : n n’est pas fixé

Théorème
QSAT est PSPACE-complet.

Indication pour la preuve

Réduction à partir d’une machine de Turing travaillant en espace
polynomial, avec les idées similaires de la preuve de la
NP-complétude de SAT.
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Problèmes PSPACE-complets

Problème: GEOGRAPHY
Entrée: Un graphe orienté G = (V,A) et un sommet de départ s.
2 joueurs : Alice et Bob. Règles du jeu : Les joueurs doivent nommer
alternativement des noms de villes (sommets) où le symbole à la fin
de la ville précédente doit être le symbole initial de la ville suivante
(flèches). Les noms des villes (sommets) ne peuvent pas se répéter.
Le jouer qui ne peut plus continuer a perdu.
Question: Alice a-t-elle une stratégie gagnante ?

Théorème
GEOGRAPHY est PSPACE-complet.
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Hiérarchie polynomiale

Question : Y-a-t-il des classes entre NP et PSPACE fermées par
réductions ?
Réponse : OUI, la hiérarchie polynomiale.
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Oracles

Considérons une Machine de Turing M? qui peut poser des questions
à une boı̂te noire (oracle) si elle se trouve dans un état spécial
appelé q? (intérrogation). L’oracle répond YES ou NO. La machine M?

continue de travailler selon la réponse de l’oracle. L’appel d’oracle
coute une unité de temps et aucun espace. Le travail d’oracle ne
compte pas dans le travail de la machine M?.

MSAT : la machine M pose des question à l’oracle qui répond
aux questions SAT

MNP : oracle NP
McoNP : équivalent à MNP

Nous pouvons définir de nouvelles classes en utilisant les oracles.
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Hiérarchie polynomiale

P = ∆0P = Σ0P = Π0P
Σ1P = NP
Π1P = coNP

∆k+1P = PΣkP

Σk+1P = NPΣkP

Πk+1P = coNPΣkP

ΠkP = coΣkP

PH =
∞⋃
i=1

ΣiP
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Hiérarchie polynomiale

Problème: QSATk

Entrée: Une formule ψ = ∃X1∀X2∃X3 · · ·QXk ϕ(X1, . . . ,Xk) où ϕ est
une formule propositionnelle (en CNF pour k impaire et en DNF
pour k paire) et Xi sont des vecteurs de variables qui prennent des
valeurs booléennes.
Question: La formule ψ est-elle valide ?

Remarque : k est fixé

Théorème
QSATk est ΣkP-complet.
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Hiérarchie polynomiale

Il est évident que PH ⊆ PSPACE. Quid de PH = PSPACE ?

Théorème
Si PH = PSPACE alors il existe un k tel que

ΣkP = ΠkP = ∆k+1P = Σk+1P = · · · = PSPACE

Autrement dit, la hiérarchie polynomiale s’écroule.
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Relativisation par oracles

Les oracles peuvent nous aider de séparer les classes de complexité.

Théorème

Il existe des oracles A, B, A′, B′, Ak, Bk pour chaque k ∈ N pour
lesquels

1 PA = NPA

2 PB 6= NPB

3 NPA′
= PSPACEA′

4 NPB′
6= PSPACEB′

5 ΣkPAk = Σk+1PAk

6 ΣkPBk 6= Σk+1PBk
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Plongeon dans P

Problème: HORNSAT
Entrée: Une formule propositionnelle ϕ en CNF avec au plus un
littéral positif par clause.
Question: La formule ϕ est-elle satisfaisable ?

Théorème

HORNSAT et P-complet via les réductions logarithmiques.

Idée de la preuve

Le travaille d’une machine de Turing déterministe M travaillant en
temps polynomial peut être décrite (en utilisant les idées de la preuve
de Cook pour SAT) par les règles

x1 ∧ · · · ∧ xk → y
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littéral positif par clause.
Question: La formule ϕ est-elle satisfaisable ?
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Plongeon dans P

Théorème
REACHABILITY est NL-complet.
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Conclusion
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Pages web sur P = ?= NP
http://www.claymath.org/millennium/P_vs_NP/

http://en.wikipedia.org/wiki/P=NP_problem

http://www.win.tue.nl/˜gwoegi/P-versus-NP.htm

http://qwiki.caltech.edu/wiki/Complexity_Zoo

Miki Hermann Calculabilité et complexité (5)
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