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Machines de Turing

Machine de Turing déterministe M = (Q, %, T, §, START, HALT, YES, NO)

@ QO = ensemble fini d’états
@ Y = alphabet (fini) d’entrée
e I =X U {»,U} = alphabet de travail

e > = limite gauche
@ LI =espace

@ §: O x(XU{U})— (QU{HALT,YES,NO}) x ¥ x {—1,0,1}
= transition

@ START = départ (START € Q)

@ HALT = arrét, YES = acceptation, NO = rejet
(HALT, YES,NO ¢ Q)
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Machines de Turing

M= (Q,%,I,0,START, HALT, YES, NO)

Configuration : (g,u,w) € (Q U {HALT,YES,NO}) x ™ x '*

Config. acceptante : (YES, u, w) pour des mots u,w € '*

Pas de M : (q,u,v) by (¢',u',v'") pour les configs (g, u,v) et

(¢’ u',v') sid(g,a) = (q',b,D) ol a = fst(v) tel que
W=ubetv=a/siD=1,u =uetfst(')=bsiD=0,
u = u'lst(u) etv' = Ist(u)bfollow(v) si D = —1

Calcul de M : (q,u,v) 5 (¢ u',v')

Langage accepté : L(M) = {x € £* | (START,>,x) k5, (YES,u,v)}
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Machines de Turing

Pour une machine M et un mot x € X*, M(x) est le résultat du calcul
de M sur x

@ M(x) = YES si M accepte x (x € L(M))
@ M(x) = NO si M rejette x (x ¢ L(M))
@ M(x) =/ si M ne s’arréte pas sur x
Si pour un langage L il existe une machine de Turing M, telle que
@ six e Lalors M(x) = YES
@ six ¢ L alors M(x) = NO
nous disons que M décide le langage L C X*. Unlangage L C **
décidé par une machine de Turing M s’appelle récursif.
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Machines de Turing

Machine de Turing déterministe multi-ruban (k rubans, k € N)
M = (Q,%,I,,START, HALT, YES, NO)

° ...

@ 5: Q0 x (ZU{U})* — (QU{HALT,YES,NO}) x (X x {—1,0,1})k
Machine de Turing avec k rubans = notre modeéle du calcul
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Resources mesurés

Resources : le temps et I'espace

Si pour une machine de Turing M avec k rubans et I'entrée x nous
avons

(START, >, x, (>, €)1 FL (hyup,wi,. .., u, wi)

pour h € {YES,NO} alors le temps de travail de M sur x est 7. Si
M(x) =, alors le temps de travail de M sur x est infini.

Nous disons que la machine M travaille en temps f(n) si pour chaque
mot x le temps de travail de M sur x est au plus f(|x|). La fonction f(n)
est la borne temporelle de M.
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Complexité temporelle

Supposons que le langage L C ¥* est décidé par une machine de
Turing M avec k rubans travaillant en temps f(n). Nous alons alors
écrire

L € DTIME(f(n))

Alors DTIME(f(x)) est un ensemble de langages. Il contient
exactement les langages décidables par une machine de Turing
multi-ruban travaillant en temps f(x).

DTIME(f(n)) est une classe de complexité
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Machines de Turing

Pour une machine M avec k rubans et un mot x, si
(START, >, x, (>, €)™")  Fi,  (HALT, ug, wi, ..., ux, wy)

alors M(x) = uwy est le résultat du travail de M sur x

Ruban n® 1 =ruban d’entrée
Ruban n® k = ruban de sortie
Rubans 2, ..., k-1 = rubans de travail
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Machines de Turing

Comparaison de puissance des machines de Turing multi-ruban

Théoréme

Pour chaque machine de Turing M avec k rubans travaillant en temps
f(n) il existe une machine de Turing M’ travaillant en temps O(f(n)?),
telle que pour chaque mot x nous avons M(x) = M’(x).

Idée de la preuve

Les k rubans de la machine M sont considérés comme une tabelle T.
Chaque colonne de la tabelle T est un symbole de la machine M’. La
tabelle T est le seul ruban de la machine M’. Il faut ajouter les tétes

de M dans les colonnes de M’ en tant que nouveaux symboles. O

Conclusion : Il est inutile de distinguer les machines de Turing a un
ou plusieurs rubans.
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Accélération linéaire

Théoréme

Soit L € DTIME(f(n)). Alors L € DTIME(f’(n)) ou f'(n) = ¢f(n) +n + 2,
pour chaque ¢ > 0.

Idée de la preuve

Preuve pour ¢ = 1/2.
La machine M acceptant L travaille en temps f(n). Soitx =a; - - - a, le
mot d’entrée de M. La machine M’ réécrit x en

<= el

puis simule deux pas de M par un pas de M'. O

Conclusion : Les constantes multiplicatives sont inutiles.
L € DTIME(f(n)) et L € DTIME(O(f(n))) signifient la méme chose.
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Resources mesurés

Si pour une machine de Turing M avec k rubans et I'entrée x nous
avons

(START, >, x, (5, €)™Y i, (Byuy,wi, .o ug, wy)

pour i € {HALT, YES,NO} alors I'espace de travail de M sur x est

k—1

E uiw;

1

(car le ruban est I'entrée et le ruban k est la sortie).

Nous disons que la machine M travaille en espace f(n) si pour
chaque mot x I'espace de travail de M sur x est au plus f(|x|). La
fonction f(n) est la borne spatiale de M.
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Complexité spatiale

Supposons que le langage L C ¥* est décidé par une machine de
Turing M avec k rubans travaillant en espace f(n). Nous alons alors
écrire

L € DSPACE(f(n))

Alors DSPACE(f(x)) est un ensemble de langages. Il contient
exactement les langages décidables par une machine de Turing
multi-ruban travaillant en espace f(x).

DSPACE(f(n)) est une classe de complexité
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Contraction linéaire

Théoréme

Soit L € DSPACE(f(n)). Alors L € DSPACE(2 + ¢f(n)) pour chaque
c>0.

Idée de la preuve

La méme idée que pour I'accélération linéaire.

Conclusion : Les constantes multiplicatives sont inutiles.
L € DSPACE(f(n)) et L € DSPACE(O(f(n))) signifient la méme chose.
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Machines de Turing

Machine de Turing non-déterministe
M= (Q,X,T, A, START, HALT, YES, NO)
e ...
@ A est une relation :

A C O x (ZU{UN)] x [(QU {HALT,YES,NO}) x X x {—1,0,1}]

Pour chaque pair état-symbole il peut y avoir une, plusieures ou
aucune possibilité de transition, correspondant a un choix
non-déterministe.

Pasde M : ... (¢',b,D) € A(g,a)
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Resources mesurés

Toutes les notions connues (acceptation, rejet, décision, accélération
linéaire, contraction linéaire, équivalence entre les machines
multi-ruban) s’étendent aux machines de Turing non-déterministes
sauf la définition du temps et de I'espace.
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Temps non-déterministe

Supposons que le langage L C ¥* est décidé par une machine de
Turing non-déterministe M travaillant en temps f(n). Nous alons alors
écrire

L € NTIME(f(n))

NTIME(f(x)) est un ensemble de langages. Il contient exactement les
langages décidables par une machine de Turing non-déterministe
travaillant en temps f(x).

NTIME(f(n)) est une classe de complexité
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Espace non-déterministe

Supposons que le langage L C ¥* est décidé par une machine de
Turing non-déterministe M travaillant en espace f(n). Nous alons
alors écrire

L € NSPACE(f(n))

NSPACE(f(x)) est un ensemble de langages. Il contient exactement
les langages décidables par une machine de Turing non-déterministe
travaillant en espace f(x).

NSPACE(f(n)) est une classe de complexité
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Reconnaissance égale

Les machines non-déterministes reconnaissent-elles plus de
langages que les machines déterministes ? NON !

Théoreme

Pour chaque machine de Turing non-déterministe

M = (Q,X, I, A, START, HALT, YES, NO) il existe une machine de
Turing déterministe M’ = (Q', X, T, §’, START, HALT’, YES',NO’) telle
que L(M) = L(M’)

Idée de la preuve

La preuve est constructive. On prend Q' = 29 et on simule tous les
pas de M par la machine M’ qui construit I'arbre de calcul par la
recherche en largeur. O
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Calcul sans borne = indécidabilité

Si on ne borne pas le calcul d’'une machine de Turing par une borne
temporelle ou spatiale, on encourt des graves difficultés.
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Machine de Turing universelle

Il existe une machine de Turing universelle U qui prends la pair (M, x)
et simule le travail de la machine M sur le mot x = modéle d’ordinateur

Notation : M(x) =, si la machine M ne s’arréte pas (diverge) sur le
mot x

Langage

H={(M,x) | M(x) #/}

Langage H est récursivement énumérable, i.e., il existe une machine
de Turing qui énumere les éléments (M, x) du langage H
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Probleme d’arrét

Langage H = {(M,x) | M(x) #,} nous aidera a déterminer la
décidabilité du probléeme suivant :

Probléme: ARRET
Entrée: Une machine de Turing M et un mot x.
Question: La machine de Turing M s’arréte-t-elle sur x ?
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Probleme d’arrét

Théoréme
Le probleme d’arrét n’est pas décidable.

On dit aussi que le langage H est indécidable.
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Probleme d’arrét

Théoreme
Le probleme d’arrét n’est pas décidable.

Preuve :

Par absurde. Supposons qu’il existe une machine de Turing My qui
décide H, i.e., qui pour chaque mot x décide si x € H ou x ¢ H. Soit D
la machine de Turing définie ainsi :

DM) = iftMy(M,M)==YESthen  else YES fi

Quid de D(D) ?
@ Si D(D) =" alors My accepte (D, D). Donc (D, D) € H ce qui
impliqgue D(D) # . Contradiction.
@ Si D(D) =# " alors My rejette (D, D). Donc (D, D) ¢ H ce qui
implique D(D) =,. Contradiction. O

On dit aussi que le langage H est indécidable.
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Probleme d’arrét (exercice)

Les langages suivants sont indécidables

M, = {M | M s’arréte sur chaque entrée}

My = {(M,x)|3yM(x) =y}

M; = {(M,x)|lecalcul de M sur x passe par tous les états O}
My = {(M,xy) | M(x) =y}
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Probleme d’arrét (exercice)

Les langages suivants sont indécidables

M, = {M | M s’arréte sur chaque entrée}

My = {(M,x)|3yM(x) =y}

M; = {(M,x)|lecalcul de M sur x passe par tous les états O}
My = {(M,xy) | M(x) =y}

Pour M ; Réduction du probléme d’arrét au probléeme de décider M;.
Etant donné (M, x), nous construisons la machine de Turing M’
suivante :

M'(y) = ify==xthen M(x) else HALT fi

M’ s’arréte sur chague entrée si et seulement si M s’arréte sur x
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Exercices

Construisez les machines de Turing qui décident les langages
suivants :

M] = {I’l2 | nec N}
M, = {weX|w=w"} palindromes

Prouvez la propriété suivante :

VkeNIng e NVn >ny nk<2"
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Calculs bornés en temps ou en espace

Nous pouvons imposer des bornes temporelles ou spatiales sur les
calcules des machines de Turing déterministes ou non-déterministes.
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Relation entre les temps

Théoréme

Supposons que le langage L est décidable par une machine de
Turing non-déterministe N en temps f(n). Alors, L est décidable par
une machine de Turing déterministe M & 3 rubans en temps O(c/("),
ol ¢ > 1 est une constante qui dépend de N.

Autrement dit, nous avons la relation

NTIME(f(n)) < [ DTIME(S™)

c>1

Probleme : Le temps nécessaire pour simuler N par M. Explosion
exponentielle !
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Remarque sur la fonction f(n)

Il faut que
@ 1 soit une fonction sur les entiers naturels, i.e., f: N — N
@ s soit non-décroissante, i.e., f(n) < f(n+1)

© 7 soit effectivement calculable (par une machine de Turing) pour
chaque n. l.e., il existe une machine de Turing déterministe M qui
sur le mot x s’arréte aprées O(|x| + f(|x|)) pas, utilise 'espace
O(f(|x|)) et calcule ’(*!) pour un symbole a € ¥.

alors f est une fonction de complexité.
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Classes de complexité

NP =

PSPACE =

NPSPACE =

Miki Hermann

G DTIME(r")
k=1
G NTIME(r*)
k=1

(oo}
|J pspace(n*)
k=1
oo

[ NsPacE(n¥)
k=1
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Classes de complexité

Montons d’une étage plus haut :

EXP

NEXP

EXPSPACE

On peut continuer ainsi a l'infini avec 2EXP, 2NEXP, 2EXPSPACE, . ..

G DTIME(2")

k=1

G NTIME(2")

k=1

|J pspace(2”)
k=1

kEXP, kNEXP, kEXPSPACE pour k € N, mais :

ELEM

ELEM

Miki Hermann

G KEXP

k=1
REC
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Classes de complexité

Plongeons-nous dans P :

L = DSPACE(logn)
NL = NSPACE(logn)
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Classes de complexité

Plongeons-nous dans P :

L = DSPACE(logn)
NL = NSPACE(logn)

Question : Peut-on descendre en dessous de L ?
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Classes de complexité

Plongeons-nous dans P :

L = DSPACE(logn)
NL = NSPACE(logn)

Question : Peut-on descendre en dessous de L ?
Réponse 1 : NON avec se modele de calcul.
Réponse 2 : OUI en utilisant le modéle de circuits.
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Classes complémentives

Soit L C X* un langage. Le langage complémentive de L est

L = Y*\L

Pour chaque classe de complexité C, nous avons

coC = {L|Le€C}

Pour chaque classe C déterministe (temps ou espace)
coC = C

Si L = L(M) pour une machine de Turing déterministe

M = (Q,X,T,J, START, HALT, YES, NO), alors il existe une machine de
Turing déterministe M’ = (Q, X, T, 4, START, HALT’, YES’, NO’) telle que
L= L(M') avec YES' = NO et NO’ = YES.
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