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Notes de cours

Les transparents seront disponibles sur la page web

http://www.lix.polytechnique.fr/~hermann/teaching.h tml

en format PDF.

Il su±t de chercherMiki Hermannsous Google, puis aller sur ma page
web et cliquer sur le lienteaching.

Si vous avez des questions plus tard, envoyez-moi un corrier ¶electronique
avec la mention[mpri] au d¶ebut du sujet du message.
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Pr¶erequis

construction et analyse d'algorithmes,

complexit¶e des problµemes de d¶ecision,P, NP, coNP, . . .
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Motivation

Rationale

Beaucoup de problµemes algorithmique de d¶ecision peuvent être
(re)formul¶es en tant que problµemes de satisfaction de contraintes (csp).
Il est donc pr¶ef¶erable et souhaitable de d¶evelopper et utiliser une th¶eorie
uniforme descsp pour pouvoir dire imm¶ediatement si l'instance
particuliµere d'un problµeme algorithmique donn¶e est facile (polynomiale)
ou di±cile (NP-complet) µa r¶esoudre.

Exemple

Le problµeme d'a®ectation de fr¶equences peut être pr¶esent¶e comme
k-coloriage.

La correction d'un processeur (Intel ou AMD) est syst¶ematiquement
pr¶esent¶e en forme d'un problµeme de satisfaction d'une formule
propositionnelle en forme normale conjonctive (1000 clauses et 350
variables).

C'est l'un des approches s¶erieux pour r¶esoudre la questionP 6= NP .
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But de ce cours

Vous pr¶esenter cette th¶eorie.

Vous apprendre vous en servir.

Vous motiver de faire la recherche dans ce domaine.
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Domaines et Relations

De¯nition

Un domaineest un ensemble ¯niD d'¶el¶ements, d'habitude
D = f 0; : : : ; n ¡ 1g.

Cardinalit¶edu domaine est not¶e parjD j = n.

Une relation R d'arit¶e ar(R) = k sur D est un sous-ensembleR µ D k .

Attention

Ne pas confondrecardinalit¶edu domainD et arit¶e de la relationR !
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Contrainte et Satisfaction

De¯nition

Une contrainte est une applicationR(~x) de la relationR (d'arit¶e k) sur
un vecteur de variables~x = ( x1; : : : ; xk ).

Attention

Une relationR peut donner lieu µa plusieurs contraintes :

R(x; y) et R(y; x) sont des contraintes di®¶erentes
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Contrainte et Satisfaction

De¯nition

Une valuationest une functionI : V ! D qui instancie chaque variable
x 2 V par une valeur du domaineI (x) 2 D .

Une valuationI satisfait la contrainteR(x1; : : : ; xk ) si
(I (x1); : : : ; I (xk )) 2 R, not¶e parI j= R(x1; : : : ; xk ).

Un modµelem de la contrainteR(x1; : : : ; xk ) est une valuationm qui
satisfait R(x1; : : : ; xk ).

Convention

Si le vecteur de variables~x = ( x1; : : : ; xk ) est ¯x¶e, on associe un
modµelem avec le vecteurm = ( m[1]; : : : ; m[k]), tel quem(x i ) = m[i ]
pour chaquei .
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Exemple de contraintes

Egalit¶e et in¶egalit¶e

DomaineD = f 0; : : : ; n ¡ 1g :

eq = f 00; 11; : : : ; (n ¡ 1)(n ¡ 1)g

neq = D 2 r eq

Vecteur 33 satisfaiteq(x; y), mais pasneq(x; y).

Un-parmi-trois et pas-tous-¶egaux

DomaineD = f 0; 1g :

nae = D 3 r f 000; 111g

1-in-3 = f 100; 010; 001g

Vecteur 101 satisfaitnae(x; y; z) mais pas 1-in-3(x; y; z).
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Exercice

Exercice 1

Construisez la relationadn (all different ), dont l'arit¶e est ¶egale µa la
cardinalit¶e du domaine et qui satisfait pour chaque vecteurm 2 adn la
condition

8i8j i 6= j impliquem[i ] 6= m[j ]

pour les domaines suivants :
1 D = f 0; 1g,
2 D = f 0; 1; 2g,
3 D = f 0; 1; 2; 3; 4g,
4 D = f 0; : : : ; p ¡ 1g, p premier.

A quoi ressemble la contrainteadn (x1; : : : ; xn ) ?
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Problµeme de Satisfaction de Contraintes

Problµeme csp

Entr¶ee:Un domaine ¯niD , un ensemble de variablesV et un ensemble
¯ni de contraintesC = f R1(~x1); : : : ; Rp(~xp)g sur D et V .

Question:L'ensemble de contraintesC est-il satisfaisable, c.-µa-d.
existe-t-il une valuationm : V ! D qui satisfait toutes les contraintes
Rj (~xj ) 2 C ?
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3-coloriage comme contrainte

Problµeme 3col

Entr¶ee:Un grapheG = ( V; E) avec les sommetsV et les arêtesE .

Question:Existe-t-il une fonctionf : V ! f 0; 1; 2g telle quef (x) 6= f (y)
si (x; y) 2 E ?

Explication

DomaineD = f 0; 1; 2g.

Relation3col = D 2 r f 00; 11; 22g = f 01; 02; 10; 12; 20; 21g

Pour chaque arête(x; y) 2 E l'ensembleC contient la contrainte
3col(x; y) : C = f 3col(x; y) j (x; y) 2 Eg.

Le problµemecsp(D; V; C) est satisfaisable si et seulement si on peut
3-colorier le grapheG.
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Exemple de 3-coloriage

Le grapheG suivant est-il 3-coloriable ?

1 2

3 4

csp correspondant

DomaineD = f r ; g; bg

V = f x1; x2; x3; x4g

C = f 3col(x1; x2); 3col(x1; x3); 3col(x2; x3); 3col(x2; x4); 3col(x3; x4)g
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Exemple de 3-coloriage

Solution

OUI

Le grapheG suivant est 3-coloriable

1 2

3 4

Explication

Le modµelem = ( r ; g; b; r ) pour le vecteur~x = ( x1; x2; x3; x4) satisfait
l'ensemble de contraintes

C = f 3col(x1; x2); 3col(x1; x3); 3col(x2; x3); 3col(x2; x4); 3col(x3; x4)g
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Param¶etrisation descsp

DomaineD est ¯x¶ee

On dispose d'un ensemble in¯nit et d¶enombrable de variablesV

Classe de problµemesparam¶etr¶ee par un ensemble de relationsS

Problµeme csp(S)

Entr¶ee:Un ensemble ¯ni de contraintesC = f R1(~x1); : : : ; Rp(~xp)g
sur D et V , oµu Rj 2 S pour chaquej .

Question:L'ensemble de contraintesC est-il satisfaisable, c.-µa-d.
existe-t-il une valuationm : V ! D qui satisfait toutes les contraintes
Rj (x j ) 2 C ?

But

Classi¯er la complexit¶e descsp(S) selon les ensembles de relationsS
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Complexit¶e descsp

Theorem (Appartenance µaNP)

csp(S) appartient µa la classe de complexit¶eNP pour chaque ensemble de
relationsS.

D¶emonstration.

Pour un domaineD et un ensemble de variablesV utilis¶ees dans les
contraintes du problµeme il y ajD j jV j (un nombre ¯ni) valuations
possibles. Ayant choisi une valuation au hasard, nous pouvons v¶eri¯er si
elle satisfait toutes les contraintes de l'ensembleC en temps
polynomial.
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Complexit¶e descsp . . .

Th¶eorµeme de Ladner

Selon le choix de l'ensemble de relationsS, csp(S) peut être

NP-complet

polynomial, i.e., dansP

°ottant , ni NP-complet, ni dansP, µa condition queP 6= NP

3col vs 2col

csp(3col) est NP-complet.

Par contre,csp(2col) pour le domaineD = f r ; bg et la relation
2col = f r b; br g est polynomial. On va voir la preuve pour cette derniµere
plus tard.
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csp bool¶eens

Convention

A partir de maintenant (pour ce cours), le domaine est toujours le
domaine bool¶eenD = f 0; 1g.

Avantage

Il existe une correspondance entre les ensembles de contraintes, construits
sur les relationsR 2 S et les formules' en forme normale conjonctive.
Nous pouvons donc caract¶eriser lesrelationsbool¶eennes par desformules.
Nous pouvons aussi caract¶eriser lesformulespar desrelationsbool¶eennes.
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Formules encnf et dnf

cnf (conjunctive normal form) = forme normale conjonctive

Un litt¶eral est une variablex ou sa n¶egation: x.
Une clauseest une disjonction de litt¶eraux.
Une formule encnf est conjonction de clauses.

dnf (disjunctive normal form) = forme normale disjonctive

Un terme est une conjonction de litt¶eraux.
Une formule endnf est une disjonction de termes.
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Satisfaisabilit¶e de formules encnf

Problµeme sat

Entr¶ee:Un ensemble de variablesV et une formule' en cnf sur V .

Question:La formule' est-elle satisfaisable, c.-µa-d. existe-t-il une
valuation I : V ! f 0; 1g qui ¶evalue la formule' µa 1 ?

Theorem (Cook 1970)

Le problµeme de d¶ecisionsat est NP-complet.

Question

Y-a-t-il un moyen de reformulersat en csp ?

Miki Hermann Algorithmes et complexit¶e des csp (1) 21 / 33



sat commecsp

Pour sat c'est di±cile, car nous avons besoin d'un ensemble in¯ni de
relationsS. Mais il existe un autre problµeme plus adapt¶e.

Problµeme 3sat

Entr¶ee:Un ensemble de variablesV et une formule' en CNF surV avec
au plustrois litt¶eraux par clause.

Question:La formule' est-elle satisfaisable ?

Theorem (Cook 1970)

Le problµeme de d¶ecision3sat est NP-complet.
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De sat au 3sat

3sat est NP-complet

3sat appartient µa la classeNP. La r¶eduction desat µa 3sat est bas¶ee sur
la possibilit¶e de raccourcir une clause en la transformant en conjonction
de nouvelles clauses plus courtes.

Principedivide et impera

La clause(l1 _ l2 _ c) est logiquement ¶equivalente µa la conjonction de
clauses(l1 _ l2 _ x) ^ (: x _ c), oµu x est une nouvelle variable.
Formellement

l1 _ l2 _ c = 9x (l1 _ l2 _ x) ^ (: x _ c)

Autrement dit . . .

La clause(l1 _ l2 _ c) est satisfaisable si et seulement si la formule
9x (l1 _ l2 _ x) ^ (: x _ c) est satisfaisable.
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Des formules aux relations

Convention

Pour chaque formule' nous allons noter[' ] l'ensemble de ses modµeles.

Formules et relations bool¶eennes correspondantes

Formule' Relation[' ]
: x f 0g

x _ y f 01; 10; 11g
x ^ y f 11g

x ! y = : x _ y f 00; 01; 11g
x ´ y = ( : x _ y) ^ (x _ : y) f 00; 11g = eq2

x 6´ y = ( x _ y) ^ (: x _ : y) f 01; 10g = neq2

x _ y _ z f 001; 010; 011; 100; 101; 110; 111g
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3sat commecsp

Types de clauses de 3 variables

(x _ y _ z); (x _ y _ : z); (x _ : y _ : z); (: x _ : y _ : z)

Relations correspondantes

[x _ y _ z] = f 0; 1g3 r f 000g = or0

[x _ y _ : z] = f 0; 1g3 r f 001g = or1

[x _ : y _ : z] = f 0; 1g3 r f 011g = or2

[: x _ : y _ : z] = f 0; 1g3 r f 111g = or3

Contraintes correspondantes

or0(x; y; z) = ( x _ y _ z); or1(x; y; z) = ( x _ y _ : z);
or2(x; y; z) = ( x _ : y _ : z); or3(x; y; z) = ( : x _ : y _ : z):
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3sat commecsp . . .

Quide des clauses de deux litt¶eraux ?

Clauses dedeuxlitt¶eraux par identi¯cation de variables

(x _ y) = ( x _ y _ y) = or0(x; y; y)
(x _ : y) = ( x _ : y _ : y) = or2(x; y; y)

= ( x _ x _ : y) = or1(x; x; y )
(: x _ : y) = ( : x _ : y _ : y) = or3(x; y; y)

Clauses d'un litt¶eral par identi¯cation de variables

x = ( x _ x _ x) = or0(x; x; x )
: x = ( : x _ : x _ : x) = or3(x; x; x )
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3sat commecsp . . .

Comment fabriquer les autres clause de 3 litt¶eraux ? Facilement !

Permutation de variables

(x _ : y _ z) = or1(x; z; y)

(: x _ y _ z) = or1(y; z; x)

(: x _ y _ : z) = or2(y; x; z)

(: x _ : y _ z) = or2(z; x; y)

Conclusion pour 3sat

3sat est ¶egal µacsp(or0; or1; or2; or3), i.e., csp(or0; or1; or2; or3) est
NP-complet.
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Exercice 2

Question

Est-il n¶ecessaire d'utiliser les quatre relationsor0, or1, or2 et or3 ?

Pr¶ecision

Nous n'allons pas trµes loin avec une seule relation, mais est-t-il possible
de faire pareil avecdeuxrelations ?

Vrai ou faux ?
1 3sat = csp(or0; or1)
2 3sat = csp(or0; or3)
3 3sat = csp(or2; or3)
4 3sat = csp(or1; or2)
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Solution de l'Exercice 2

Solution
1 3Sat = csp(or0; or1) FAUX
2 3Sat = csp(or0; or3) VRAI
3 3Sat = csp(or2; or3) FAUX
4 3Sat = csp(or1; or2) VRAI

Information importante

Ce cours pr¶esentera la th¶eorie qui nous permettera de d¶ecider facilement
ces questions.
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Des relations aux formules

But recherch¶e

Etant donn¶e une relationM µ f 0; 1gk , construire une formule
' (x1; : : : ; xk ) en cnf , telle que[' ] = M .

Construction d'une clause pour un vecteur

Soit m = ( m[1]; : : : ; m[k]) un vecteur bool¶een. Nous construisons la
clausecm = ( l1 _ ¢ ¢ ¢ _lk ) de la fa»con suivante. Pour chaquei = 1 ; : : : ; k

l i =

8
><

>:

x i si m[i ] = 0 ;

: x i si m[i ] = 1 :

Il est facile µa voir que[cm ] = f 0; 1gk r f mg.
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Des relations aux formules . . .

Construction d'une formule' m en cnf telle que[' m ] = M

1 Soit ¹M = f 0; 1gk r M .
2 Pour chaquem 2 ¹M nous construisons la clausecm .
3 La formule' M est la conjonction des clausescm pour chaque

m 2 ¹M , i.e.,

' M =
^

m 2 ¹M

cm

Analyse

Chaque clausecm est falsi¯¶ee par le vecteurm 2 ¹M correspondant. La
formule ' M est falsi¯¶ee par l'ensemble de vecteurs¹M . Si un vecteur
m0 2 M falsi¯e ' M , il doit y exister une clausecm 0 falsi¯¶ee. Ceci
impliquem0 2 ¹M , maisM \ ¹M = ; . Par cons¶equent, chaque vecteur
dansM satisfait ' M . Donc, [' M ] = M .
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Exercice 3

L'algorithme pr¶ec¶edent estexponentielpar rapport µa l'arit¶ek.
Construisez un autre algorithme,polynomialen jM j et k.
Solutions satisfaisante : algorithme enO(jM j k2)

Problµeme de recherche 1

Etes-vous en mesure de construire un algorithme avec une complexit¶e
asymptotique inf¶erieure ?

Si OUI, venez me voir !

Problµeme de recherche 2

Etes-vous en mesure de prouver que la borne inf¶erieure asymptotiqueest
­( jM j k2) ?

Si OUI, venez me voir imm¶ediatement !
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Fin

C'est tout pour aujourd'hui.

Avez-vous des questions ?

Miki Hermann Algorithmes et complexit¶e des csp (1) 33 / 33


