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Notes de cours

Les transparents seront disponibles sur la page web
http://www.lix.polytechnique.fr/~hermann/teaching.h tml

en format PDF.

Il suxt de chercherMiki Hermannsous Google, puis aller sur ma page
web et cliquer sur le lieteaching

Si vous avez des questions plus tard, envoyez-moi un corrier §lectronique
avec la mentiofmpri] au dgbut du sujet du message.
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Pr&requis

@ construction et analyse d'algorithmes,
o complexit® des problgmes de d§cisiBn NP, coNP, ...
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Motivation

Rationale

Beaucoup de problgmes algorithmique de dgcision peuvent étre
(re)formul$s en tant que problgmes de satisfaction de contraintsp).

Il est donc pr&fgrable et souhaitable de dgvelopper et utiliser uaerib{
uniforme descsp pour pouvoir dire immgdiatement si l'instance
particuligre d'un problgme algorithmique donn§ est facile ypolmiale)
ou dixcile (NP-complet) p résoudre.

Exemple
@ Le probleme d'a®ectation de frgquences peut étre prgsent® comme
k-coloriage.

@ La correction d'un processeur (Intel ou AMD) est systgmatiquement
prgsent® en forme d'un probleme de satisfaction d'une formule
propositionnelle en forme normale conjonctive (1000 clauses et 350
variables).

@ C'est I'un des approches s§rieux pour rgsoudre la quefiénNP .
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But de ce cours

@ Vous presenter cette th§orie.
@ Vous apprendre vous en servir.

@ Vous motiver de faire la recherche dans ce domaine.
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Domaines et Relations

De nition
Un domaineest un ensemble nD d'&®ments, d'habitude
D=f0:::;ni 1g.

Cardinalitfdu domaine est not§ pgDj = n.

Unerelation R d'arit§ ar(R) = k surD est un sous-ensemble p DX.

Attention
Ne pas confondreardinalitfdu domainD et arit§ de la relationR !
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Contrainte et Satisfaction

De nition
Une contrainte est une applicatiorR(x) de la relationR (d'arit§ k) sur

Attention
Une relationR peut donner lieu p plusieurs contraintes :

R(x;y) et R(y;X) sont des contraintes di®grentes
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Contrainte et Satisfaction

De nition

Unevaluationest une functionl : V' ! D qui instancie chaque variable
X 2 V par une valeur du domaink(x) 2 D.

Une valuationl satisfaitla contrainteR(xy;:::;Xk) Si

(1(x1);:::51 (X)) 2 R, not® parl F R(X1;:::;Xk).

Un modglem de la contrainteR(xy;:::;Xk) est une valuatiorm qui
satisfait R(x1;:: 15 Xk).

Convention

Si le vecteur de variables= (x1;:::;xx) est x§, on associe un
modglem avec le vecteum = ( m[1];:::;m[K]), tel quem(x;) = mJi]
pour chaque.
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Exemple de contraintes

Egalitg et inggalit®
DomaineD = f0;:::;nj 1g9:

(9%}
o]
1
—
o
<
[EEN
=
—
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=]
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~—
«Q

D?r eq

neq

Vecteur 33 satisfaieq(x; y), mais pasneq(x;y).

Un-parmi-trois et pas-tous-§gaux
DomaineD = f0;1g:

D3r 000 111g
100,010 001g

nae
1-in-3

Vecteur 101 satisfaihae(x;y; z) mais pas 1-in-g;y; z).
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Exercice

Exercice 1

Construisez la relatiomd, (all _different ), dont l'arit§ est §gale a la
cardinalit® du domaine et qui satisfait pour chaque vecteu? ad, la
condition

8i8j i 6 j impliqueml[i] 6 mlj]

pour les domaines suivants :

Q@ D = f0;1g,
Q D = f0;1;2g,
Q@ D =10;1;2;3;4g,
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Probleme de Satisfaction de Contraintes

Problgme csp
Entr§e:Un domaine niD, un ensemble de variablés et un ensemble

Question:L'ensemble de contrainte€ est-il satisfaisable, c.-p-d.
existe-t-il une valuatiorm: V ! D qui satisfait toutes les contraintes
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3-coloriage comme contrainte

Problgme 3col
Entrge: Un grapheG = (V; E) avec les sommet¥ et les arétesE.

Question: Existe-t-il une fonctionf : V I'f 0;1;2g telle quef (x) 6 f (y)
si(x;y) 2 E?

Explication
DomaineD = f0;1; 2g.
Relation3col = D2 r f00; 11;22g = f01;02; 10; 12; 20; 21g

Pour chaque arétéx;y) 2 E I'ensembleC contient la contrainte
3col(x;y) : C = f3col(x;y) j (X;y) 2 Eg.

Le problemecsp(D; V; C) est satisfaisable si et seulement si on peut
3-colorier le graphés.
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Exemple de 3-coloriage

Le grapheG suivant est-il 3-coloriable ?

csp correspondant
DomaineD = fr;g; bg

V = X1, X2, X3, X490

C = f3col(xy; X2); 3col(xq1; X3); 3col(x2; X3); 3col(X2; X4); 3col(X3; X4)g
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Exemple de 3-coloriage

Solution

OUl

Le grapheG suivant est 3-coloriable

Explication

Le modglem = (r;0; b;r) pour le vecteurt = ( X1; X2; X3; X4) Satisfait
I'ensemble de contraintes

C = f3col(x1; X2); 3col(xq1; X3); 3col(X2; X3); 3col(X2; X4); 3col(X3; X4)g
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Param®trisation dessp

DomaineD est xge
On dispose d'un ensemble in nit et dBnombrable de variabes

Classe de problemgrmaram§tre par un ensemble de relatighs

Problgme csp(S)

surD etV, opR; 2 S pour chaqusg .

Question:L'ensemble de contrainte€ est-il satisfaisable, c.-p-d.
existe-t-il une valuatioom: V ! D qui satisfait toutes les contraintes
Rj (Xj) 2C?

But
Classi er la complexit® dessp(S) selon les ensembles de relatid®s
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Complexit® dessp

Theorem (Appartenance RalP)

csp(S) appartient p la classe de complexit pour chaque ensemble de
relationssS.

o

D®monstration.

Pour un domaineD et un ensemble de variablas utilisges dans les
contraintes du problgme il y ;DJ‘ J (un nombre ni) valuations
possibles. Ayant choisi une valuation au hasard, nous pouvons VEii er s
elle satisfait toutes les contraintes de I'ensemlleen temps
polynomial. O

o
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Complexit® dessp ...

Th&orgme de Ladner
Selon le choix de I'ensemble de relatiddscsp(S) peut &tre
o NP-complet
@ polynomia) i.e., dansP
e °ottant, ni NP-complet, ni dansP, g condition queP 6 NP

3col vs Zol
csp(3col) est NP-complet.
Par contre,csp(2col) pour le domaineD = fr; bg et la relation

2col = frh; brg est polynomial. On va voir la preuve pour cette dernigre
plus tard.
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csp boolgens

Convention

A partir de maintenant (pour ce cours), le domaine est toujours le
domaine boolged = fO0; 1g.

Avantage

Il existe une correspondance entre les ensembles de contraintes, camstruit
sur les relation®R 2 S et les formules en forme normale conjonctive.
Nous pouvons donc caract§riser lesationsboolgennes par ddsrmules
Nous pouvons aussi caractgriser feemulespar desrelationsboolgennes.
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Formules ertnf et dnf

cnf (conjunctive normal forfp= forme normale conjonctive

Un littgral est une variablex ou sa n®gation x.
Une clauseest une disjonction de littgraux.
Uneformule encnf est conjonction de clauses.

dnf (disjunctive normal form = forme normale disjonctive

Un terme est une conjonction de litt§raux.
Uneformule endnf est une disjonction de termes.
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Satisfaisablilite de formules enf

Problgme sat
Entr&e:Un ensemble de variablas et une formule’ encnf surV.

Question:La formule' est-elle satisfaisable, c.-p-d. existe-t-il une
valuationl : V !'f 0; 1g qui §value la formulé p 1?

Theorem (Cook 1970)
Le probleme de d®cisigat est NP-complet.

Question
Y-a-t-il un moyen de reformulesat encsp ?
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sat commecsp

Pour sat c'est di+cile, car nous avons besoin d'un ensemble in ni de
relationsS. Mais il existe un autre problgme plus adapt§.

Problgme 3sat

Entrge:Un ensemble de variablas et une formule’ en CNF survV avec
au plustrois littraux par clause.

Question:La formule' est-elle satisfaisable ?

Theorem (Cook 1970)
Le probleme de d§cisidsat est NP-complet.
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Desat au Fat

3sat est NP-complet

3sat appartient p la class@élP. La rgduction desat p 3at est bas§e sur
la possibilit¢ de raccourcir une clause en la transformant en conjomcti
de nouvelles clauses plus courtes.

o

o

Principedivide et impera

La clause(l; _ 1, _ c) est logiquement §quivalente pa la conjonction de
clauseql; I, _x)”™ (: x _c), oux est une nouvelle variable.
Formellement

|1_|2_C = 9X(|1_|2_X)A(:X_C)

Autrement dit ...

La clause(l; _ I, _ c) est satisfaisable si et seulement si la formule
I (Iy _ I _x)” (: x _ c) est satisfaisable.
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Des formules aux relations

Convention
Pour chaque formule nous allons notef' ] I'ensemble de ses modple}.

Formules et relations bool§ennes correspondantes

Formule' Relation][' ]

:x fOg
x_y f0110 119
xMy flilg
x! y=:x_y f00;01 11g
X" y=(Cx_y)M(x_:1y) f001llg= eq
X6'y=(x_y)*(Gx_:y) f0110g9= nep

N

x_y_z f00%010 011100 101110 111g
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3sat commecsp

Types de clauses de 3 variables

(X_y_2); (x_y_:2); (xX_

Relations correspondantes

x_y_z] =
xX_y_:2] =
x_ry_:2z] =

[x_:y_:2z] =

f0;1g3r f000y = org
f0;1g®r f001g= ory
f0;1g°r fO11g= or,
f0;1g°r f111g= ors

Contraintes correspondantes

(X_y_2);
(x_:y_:2);

oro(X;y; 2)
ora(X;y; z)

ori(X;y;z) (xX_y_:2);

orz(Xx;y;z) (:x_:y_:2):
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3sat commecsp ...

Quide des clauses de deux littBraux ?

Clauses dealeuxlittBraux par identi cation de variables

(x_y) = (x_y_y) = oro(Xy;y)

x_ty) = (x_ by) = on(xyy)
= (x_x y) = ori(x;xy)

Cx_1y) = (ix_ty_1y) = or(xy:y)

Clauses din littgral par identi cation de variables

X _ X x) oro(X; X; X)

orz(X; X; X)

X
. X

(
(:x _ix)
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3sat commecsp ...

Comment fabriquer les autres clause de 3 littgraux ? Facilement!

Permutation de variables

x_:1y_2) = ori(x;z;y)
(tx_y_2z) = ory(y;z;x)
((x_y_t2z) = orp(y;xz)
Gx_1y_2z) = oraxz;xy)

Conclusion pour &at

3sat est §gal pcsp(org; ory; 0rp; 0r3), i.e., csp(0org; Ory; Orp; or3) est
NP-complet.

Miki Hermann Algorithmes et complexit§ descsp (1) 27133



Exercice 2

Question
Est-il n§cessaire d'utiliser les quatre relatiomy, ory, or, et orz ?

Pré&cision

Nous n'allons pas trgs loin avec une seule relation, mais est-t-il pessi
de faire pareil avedeuxrelations ?

(o3

Vrai ou faux ?

@ 3sat = csp(orp;ory)
Q 3sat = csp(org;0r3)
© 3sat = csp(ory;ors)
@ 3sat = csp(ory;ory)
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Solution de I'Exercice 2

Solution
@ 3Sat = csp(org;or;) FAUX
Q 3Sat = csp(org;or3) VRAI
© 3Sat = csp(orp;org) FAUX
@ 3Sat = csp(ory;ory) VRAI

Information importante

Ce cours prgsentera la th§orie qui nous permettera de dgcider facilement
ces questions.

v
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Des relations aux formules

But recherch®
Etant donn® une relatioM pf 0;1g*, construire une formule

8
2 X sim[i]=0;

> -
“ I Xj sim[i]=1:

Il est facile p voir qugcn] = f0;1g* r fmg.
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Des relations aux formules ...

Construction d'une formulé , encnf telle que[' ]= M
Q SoitM = f0;1gkr M.
@ Pour chaquem 2 M nous construisons la clauss, .

@ La formule' \, est la conjonction des clauses, pour chaque
m2M,ie.,

Analyse

Chaque clause,, estfalsi §e par le vecteurm 2 M correspondant. La
formule' \ estfalsi §e par I'ensemble de vecteuld . Si un vecteur
m°2 M falsie' y , il doit y exister une clausey,o falsi e Ceci
impliguem®2 M, maisM \ M = ;. Par constquent, chaque vecteur
dansM satisfait' y . Donc,[' y]= M.
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Exercice 3

L'algorithme prgc®dent estxponentielpar rapport g l'arit§k.
Construisez un autre algorithmegyolynomialenjM j et k.
Solutions satisfaisante : algorithme @d(jM j k?)

Problgme de recherche 1 k

Etes-vous en mesure de construire un algorithme avec une complexi
asymptotique inf§rieure ?

Si OUI, venez me voir!

Problgme de recherche 2

Etes-vous en mesure de prouver que la borne inf§rieure asymptatisu
-(iMjk?)?

Si OUI, venez me voir imm®&diatement!

11
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Fin

C'est tout pour aujourd’hui.
Avez-vous des questions ?
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