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Introduction 1IntroductionLa logique �equationnelle est depuis longtemps l'un des axes de la logique et devient au-jourd'hui un des fondements de l'informatique th�eorique. Suscit�e par les travaux de Tarski etHerbrand, l'int�erêt de la logique �equationnelle provient de sa clart�e, de sa commodit�e, de sarigueur et surtout de son aisance naturelle �a formaliser beaucoup de probl�emes alg�ebriqueset logiques. En e�et, presque tous les concepts math�ematiques (groupes, mono��des, an-neaux, etc.) peuvent être d�e�nis �equationnellement. Cette observation tr�es importante per-met d'e�ectuer des preuves sur les structures alg�ebriques grâce au raisonnement �equationnel.Red�ecouverte au milieu des ann�ees 70 lors des travaux sur les sp�eci�cations alg�ebriques, lalogique �equationnelle a connu une deuxi�eme vie grâce �a l'informatique, remettant au goûtdu jour des concepts forg�es par des logiciens comme Gentzen, Tarski et Robinson, dans lesann�ees 30 �a 50. Depuis, de nombreux travaux ont consid�erablement enrichi ce domaine.Les bases du raisonnement �equationnelle sont les identit�es universellement quanti��ees, ap-pel�ees aussi axiomes. Les axiomes forment, avec la r�eexivit�e, la symm�etrie, la transitivit�e,la congruence et l'instantiation, les th�eories �equationnelles. Chaque th�eorie �equationnellecaract�erise une relation d'�equivalence sur les objets repr�esent�es par les termes. Le premierprobl�eme qu'on se pose est celui du mot : \�etant donn�e deux objets, sont-ils �egaux dans lath�eorie �equationnelle engendr�ee?". Une autre question int�eressante est celle de l'uni�cation:\�etant donn�e deux objets repr�esent�es par les termes, existe-t-il des instances qui sont �egalesdans la th�eorie �equationnelle donn�ee?". La th�eorie �equationnelle, fond�ee sur le seul rempla-cement des �egaux par des �egaux, n'est pas la seule th�eorie �a consid�erer. La th�eorie inductiveou la th�eorie de la r�ecurrence contient toutes les �egalit�es dont toutes les instances closesappartiennent �a la th�eorie �equationnelle engendr�ee par un même ensemble d'axiomes. Letroisi�eme concept int�eressant est celui de th�eor�eme inductif ou th�eor�eme par r�ecurrence:\une �egalit�e d'objets est-elle valide pour toutes leurs instances?".Le principe du raisonnement appliqu�e pour r�esoudre les trois questions principales estcelui du remplacement des �egaux par des �egaux. Cette notion a �et�e formalis�ee d'abord enlogique comme paramodulation. La paramodulation poss�ede un inconv�enient majeur, celuide l'explosion combinatoire pendant la recherche de la preuve d'�egalit�e entre deux objets.Le rem�ede consiste �a orienter les �equations (axiomes) en r�egles. Ainsi, l'application des�equations est restreinte �a une seule direction. Ainsi sont n�es, les syst�emes de r�e�ecriture.Mais, la production d'un syst�eme de r�e�ecriture n'est pas la panac�ee.La premi�ere propri�et�e d'un syst�eme de r�e�ecriture est sa terminaison: chaque calcul �a partird'un terme doit imp�erativement se terminer. Cette propri�et�e est ind�ecidable en g�en�eral, carles syst�emes de r�e�ecriture peuvent simuler les machines de Turing. Heureusement, il existe denombreuses conditions su�santes, les ordres de terminaison, qui guarantissent qu'un syst�eme



2 Introductionde r�e�ecriture est n�th�erien. Ils font l'objet d'une vaste litt�erature.Les syst�emes de r�e�ecriture posent un autre probl�eme: l'orientation des �equations enr�egles empêche d'e�ectuer certains remplacements. Pour rem�edier �a cet inconv�enient, il fautcompl�eter le syst�eme de r�e�ecriture, c'est-�a-dire ajouter de nouvelles r�egles. Ce processus sed�eroule de la fa�con suivante: d'abord deux r�egles sont superpos�ees, en produisant une nouvelle�equation, qui est ensuite orient�ee en r�egle. Ce processus est r�ep�et�e jusqu'�a ce qu'aucune nou-velle r�egle ne puisse être produite. Ceci constitue, grosso modo, la proc�edure de compl�etion deKnuth et Bendix [KB70, Hue81, BDH86, Bac91]. Si cette proc�edure s'arrête, elle produit unsyst�eme de r�e�ecriture conuent. Les syst�emes de r�e�ecriture conuents et n�th�eriens r�esolventle probl�eme du mot dans les th�eories �equationnelles. Ils jouent aussi un rôle important dansl'uni�cation en permettant de trouver un ensemble complet de solutions par le processusde surr�eduction. La proc�edure de compl�etion est aussi �a la base de quelques m�ethodes dem�ecanisation de preuves par r�ecurrence.L'int�erêt pratique de la logique �equationnelle et de la proc�edure de compl�etion est limit�epar les r�esultats n�egatifs suivants. Il existe des th�eories �equationnelles qui ne poss�edentaucune axiomatisation �nie | elle ne peuvent être engendr�ees qu'�a partir d'un ensemblein�ni d'axiomes. L'exemple d'une telle th�eorie a �et�e donn�e pour la premi�ere fois par Tarski.Par cons�equent, il n'existe aucun syst�eme de r�e�ecriture �ni pour ces th�eories. Il existe desth�eories �equationnelles, avec une axiomatisation �nie, qui sont ind�ecidables | le probl�eme dumot dans ces th�eories est en g�en�eral ind�ecidable. Ce r�esultat a �et�e prouv�e par Kleene, Post etTuring. Par cons�equent, il n'existe aucun syst�eme de r�e�ecriture �ni, n�th�erien et conuentpour ces th�eories. Cependant, chaque th�eorie �equationnelle avec une axiomatisation �nieest semi-d�ecidable. Apr�es les deux r�esultats pr�ec�edents, on aurait esp�er�e que chaque th�eorie�equationnelle d�ecidable poss�ede un syst�eme de r�e�ecriture �ni, n�th�erien et conuent quid�ecide le probl�eme du mot. Pourtant, il existe des r�esultats n�egatifs même pour les th�eoriesd�ecidables. Le th�eorie �equationnelle d�ecidable, engendr�ee par l'�equationabax = babxpr�esent�ee par Kapur et Narendran [KN85], n'a pas de syst�eme de r�e�ecriture �ni et conuent.N�eanmois, en �elargissant la signature, nous pouvons produire un syst�eme de r�e�ecriture �ni,n�th�erien et conuent: abx ! cxbcx ! caxacax ! ccxaccx ! ccbxMalgr�e sa puissance, la possibilit�e d'�elargir la signature ne repr�esente pas un moyen uni-versel pour produire un syst�eme de r�e�ecriture �ni et n�th�erien. Siekmann et Szab�o [SS82]ont prouv�e que la th�eorie �equationnelle engendr�ee par les axiomes d'associativit�e et d'idem-potence ne peut pas avoir un syst�eme de r�e�ecriture (non-conditionnel) �ni et conuent.Autrement, si l'on entre ce syst�eme d'axiomes dans une proc�edure de compl�etion en suppo-sant que l'on sait orienter les �equations produites pour maintenir la terminaison, la proc�edureva fatalement diverger.



Introduction 3La divergence est donc un ph�enom�ene auquel nous sommes confront�es tr�es souvent end�eduction automatique �equationnelle. Sa d�etection constitue par cons�equent un �el�ementimportant des laboratoires de r�e�ecriture ou des autres outils de preuves �equationnelles.Dans le domaine de la divergence des syst�emes de r�e�ecriture, les e�orts se sont cristalis�esd'abord sur la d�ecouverte de conditions su�santes de divergence g�en�eralisant la notion der�egles crois�ees introduite par Igor Pr��vara et moi-même en 1986 [HP85, HP86]. Un travailpr�eliminaire sur les notions sous-jacentes, pr�esent�e aussi dans [Her89, Her90a], constitue lesSections 2.1 et 2.2 de cette monographie. Une th�eorie g�en�erale des syst�emes de r�e�ecrituredivergents, qui a �et�e bâtie dans [Her90b], est pr�esent�ee dans le Chapitre 2. En premier lieu,l'ind�ecidabilit�e de la divergence est prouv�ee dans la Section 1.2. Puis des conditions su�-santes pour d�etecter la divergence sont introduites, plus pr�ecisement l'existence de syst�emescrois�es en avant et en arri�ere, dans la Section 2.3. On en d�eduit la forme g�en�erale des r�eglesappartenant �a un ensemble in�ni engendr�e par compl�etion. La derni�ere partie de ce chapitreconsid�ere l'impact de l'interr�eduction des r�egles en cours de compl�etion sur le ph�enom�ene dedivergence.Un large �eventail d'exemples de divergence et leur relation avec des syst�emes crois�esont �et�e pr�esent�es dans [Her90c], ainsi que des m�ethodes empiriques permettant d'�eviterla divergence et applicables au cours d'une session de compl�etion dans un laboratoire der�e�ecriture. Ceux-ci sont pr�esent�es dans le Chapitre 3.Lorsqu'une proc�edure de d�eduction automatique boucle en produisant une in�nit�e d'ob-jets, il est dans certains cas possible de sch�ematiser cet ensemble in�ni engendr�e. Cesobjets peuvent être des �equations, des r�egles ou des substitutions, mais ils sont toujoursrepr�esentables comme termes dans une signature appropri�ee. La sch�ematisation pr�esenteun formalisme acceptable pour manipuler directement, par des moyens �nis, ces ensemblesin�nis de termes. Ainsi, elle repr�esente un moyen parfait pour manipuler les syst�emes der�e�ecriture in�nis, engendr�es par une compl�etion divergente. Outre ce lien �etroit, avec la di-vergence, la sch�ematisation est une probl�ematique par elle-même et repr�esente aujourd'huiun domaine autonome en d�eduction automatique, qui a gagn�e beaucoup d'int�erêt ces der-niers temps, comme en t�emoignent di��erents travaux sur ce sujet. Le chapitre 4 pr�esente cinqsch�ematisations de termes. Ce sont lesm�eta-r�egles [Kir89], les sch�emas de termes [Gra88], lesdomaines de r�ecurrence [CHK90, CH91a, CH91b], les syst�emes de r�e�ecriture avec contraintesd'appartenance [Com92] et les grammaires primales [Her92].Notre int�erêt s'est port�e surtout sur les m�eta-r�egles, dont la m�ethode de constructionssyst�ematique �a partir des syst�emes crois�es a �et�e pr�esent�ee dans [KH90] et constitue la Sec-tion 4.1. Nous avons aussi mis au point le concept de grammaire primale, qui est large-ment abord�e dans les Sections 5.1 et 5.2. Les grammaires primales, d�e�nies tout d'aborddans [Her92] et pr�esent�ees ici dans la Section 5.1, sont une nouvelle sch�ematisation, pluspuissante que les sch�ematisations r�ecurrentes pr�ec�edentes. Comme ce concept est l'une desprincipales contributions de ce document, nous allons tenter d'en donner une approche intui-tive. Tout d'abord, l'un des d�e�s pos�es par la sch�ematisation est le suivant: si la formalismeest trop faible on ne peut rien mod�eliser d'int�eressant, si la formalisation est trop forte lesprincipaux probl�emes, l'uni�cation notamment, deviennent ind�ecidables. Il faut donc trouverun juste milieu. En arithm�etique, le probl�eme est bien connu. L'arithm�etique rudimentaireavec z�ero et successeur est trop faible, celle de P�eano avec + et� est trop forte dans le sens o�u



4 IntroductionMatijasevi�c par sa preuve de l'ind�ecidabilit�e du 10e probl�eme de Hilbert a montr�e que l'uni�-cation y est ind�ecidable. L'arithm�etique de Presburger avec essentiellement 0, sucesseur et +,est d�ecidable. Elle nous servira de mod�ele. Il nous faut cr�eer une sch�ematisation �a la Pres-burger. Pour cela notre id�ee est d'engendrer les ensembles in�nis par des principes r�ecursifsassez contraints les syst�emes de r�e�ecriture primitives r�ecursifs (syst�emes de Presburger) quijouent le rôle de reproducteurs du principe de base avec les variations que la r�e�ecriture per-met. Les points de d�epart de cette reproduction sont les g�en�erateurs. Le couple syst�emede r�e�ecriture Presburger { g�en�erateur forme ce que nous appelons une grammaire primale.Malgr�e une puissance de sch�ematisation tr�es grande, l'uni�cation des grammaires primalesreste d�ecidable. J'ai pu prouver que la classe des grammaires primales correspond exactement�a la classe des syst�emes crois�es. L'algorithme d'uni�cation a �et�e pr�esent�e dans [GH92, HG93]et constitue, apr�es une r�evision profonde, la Section 5.2.Le document s'ach�eve par une conclusion qui donne un �etat de l'art des autres travauxpr�esentant un lien avec la divergence.0.1 Notions et d�e�nitions de baseComme tout repose sur la r�e�ecriture, il nous faut maintenant rappeler les concepts debase de cette approche et parler de termes, de substitutions, d'�equations, de r�egles et d'ordrede r�eduction. C'est ce que nous allons faire dans les paragraphes qui suivent.Ce paragraphe contient les notions et d�e�nitions de base utilis�ees dans ce m�emoireet conformes aux notations introduites par Dershowitz et Jouannaud [DJ91]. Le lecteurint�eress�e par les aspects th�eoriques peut consulter d'autres ouvrages, par exemple [DJ90,Lal90, Bac91].Soit F un ensemble �ni ou d�enombrable de symboles fonctionnels indic�e par leur arit�e.On appelle F une signature non-typ�ee. F0 d�enote les constantes, F1 les symboles d'arit�e 1,et ainsi de suite. Ainsi, la fonction ar:F �! N indique l'arit�e d'un symbole appartenant�a F . Soit X un ensemble d�enombrable de variables, tel que F \ X = ;. Notons par T (F ;X )l'ensemble de tous les termes \bien form�es" �a partir des variables X et des symboles F .L'ensemble T (F ;X ) est construit par recurrence:{ toutes les variables appartiennent �a T (F ;X ): X � T (F ;X );{ toutes les constantes appartiennent �a T (F ;X ): F0 � T (F ;X );{ si les termes t1, . . . , tn appartiennent �a T (F ;X ) et ar(f) = n pour un symbole f 2 F ,alors le terme f(t1; : : : ; tn) appartient �a T (F ;X ).L'ensemble T (F ;X ) forme l'alg�ebre libre construite sur la signature F . Le symbole �a laracine du terme t est not�e Head(t). Notons Var(t) l'ensemble de toutes les variables dans leterme t. Un terme sans occurrence multiple de variables est dit lin�eaire. G(F) est l'ensemblede tous les termes clos (sans variables) construits �a partir des symboles F .Soit N� l'ensemble de toutes les châ�nes d'entiers naturels y compris la châ�ne videnot�ee �. La concat�enation est une op�eration binaire sur N�. En utilisant les �el�ements de N�comme �etiquettes, les termes peuvent être consid�er�es comme des arbres �etiquet�es. Un terme t



Notions et d�e�nitions de base 5est, dans ce cadre, une fonction partielle N� �! F[X telle que son domaine Pos(t) satisfaitces propri�et�es:{ si t 2 F0 [ X alors Pos(t) = f�g,{ si t = f(t1; : : : ; tn) alors Pos(t) = f�g [ Sni=1fi:a j a 2 Pos(ti)gPos(t) est l'ensemble des positions du terme t. Le sous-ensemble des positions fonctionnelles(non-variables) de t est not�e FPos(t), celui des positions occup�ees par des variables de tsont not�ees VPos(t). L'expression a � b signi�e que la position a se trouve au-dessus de laposition b; autrement dit a est un pr�e�xe de b. L'expression a k b signi�e que les positions aet b sont incomparables (ou parall�eles), autrement dit elles n'ont pas de pr�e�xe commun.Le sous-terme de t �a la position a 2 Pos(t) est not�e tja. Si t = f(t1; : : : ; tn) alorstj� = t et tjia = tija pour chaque i = 1; : : : ; n. Notons s[t]a un nouveau terme obtenu�a partir du terme s par remplacement (gre�e) de son sous-terme sja par t: s[t]� = t etf(s1; : : : ; sn)[t]i:a = f(s1; : : : ; si[t]a; : : : ; sn). Notons s[�]a le contexte de s avec un \trou" �a laposition a. Le principe du remplacement (de la gre�e) et du contexte s'�elargit naturellementaux ensembles des positions A mutuellement parall�eles. Les propri�et�es du remplacement sont�etudi�ees dans l'article de Rosen [Ros73].Une substitution est une fonction �:X �! T (F ;X ) telle que x� 6= x est valide pourun sous-ensemble �ni de variables. La substitution � not�ee [x1 7! t1; : : : ; xn 7! tn] est lasubstitution telle que xi� = ti, habituellement ti 6= xi, pour i = 1; : : : ; n. La substitutionvide est not�ee [ ]. Les substitutions sont �etendues homomorphiquement sur les termes commesuit:{ f� = f si f 2 F0,{ f(t1; : : : ; tn)� = f(t1�; : : : ; tn�).Notons respectivement Dom(�), VRan(�), Var(�) et T Ran(�) le domaine (les variablesremplac�ees par la substitution) Dom(�) = fx 2 X j x� 6= xg, le codomaine des variables (lesnouvelles variables introduites par la substitution) VRan(�) = Sx2Dom(�) Var(x�), toutes lesvariables (Var(�) = Dom(�) [ VRan(�)) et le codomaine des termes de la substitution �T Ran(�) = fx� j x 2 Dom(�)g. Une substitution � bijective sur les variables X s'appelleun renommage des variables. Les substitutions ne sont pas obligatoirement idempotentesdans notre approche.Deux termes s et t sont uni�ables si et seulement s'il existe une substitution idempo-tente � telle que s� = t�. Une telle substitution � s'appelle un uni�cateur . La substitution �s'appelle l'uni�cateur principal de s et t si pour chaque uni�cateur ' de s et t il existeune substitution  telle que ' = � . La paire de substitutions h�1; �2i est un uni�cateurfaible [Ede85, Baa91] des termes s et t si s�1 = t�2. L'uni�cateur principal faible est uneextension directe et naturelle de la notion d'uni�cateur principal. Il s'agit en fait de calcu-ler la borne sup�erieure de s et t dans le treillis de termes pour l'ordre de �ltrage [Hue80].L'uni�cateur principal faible est le couple de substitutions, qui donne la borne sup�erieure.La substitution � est une substitution dans les variables propres de t si elle n'introduitpas des nouvelles variables, c-�a-d Var(t�) � Var(t) et ne contient pas un renommage desvariables. On peut �etendre cette notion �a un ensemble de substitutions.



6 IntroductionUne �egalit�e est une paire de termes s ' t sans distinction d'une partie droite et d'unepartie gauche (s ' t est la même paire que t ' s). Une r�egle de r�e�ecriture est un couplede termes s ! t telle que Var(t) � Var(s). La r�egle pop = t ! s est l'inverse de la r�eglep = s ! t, sous condition que Var(s) = Var(t). La r�egle s ! t est lin�eaire �a gauche sile terme s est lin�eaire. La r�egle s ! t est lin�eaire si les deux termes s et t sont lin�eaires.Un syst�eme de r�e�ecriture est un ensemble �ni de r�egles R = fs ! t j s; t 2 T (F ;X )g.Le syst�eme de r�e�ecriture R, o�u Var(s) = Var(t) est valide pour chaque r�egle s ! t 2 R,s'appelle un syst�eme de r�e�ecriture pr�eservant les variables. Le syst�eme, construit �a partird'un syst�eme pr�eservant les variables par inversion des r�egles, est l'ensemble de r�egles Rop =ft! s j s! t 2 Rg, appel�e le syst�eme inverse de R. Un syst�eme de r�e�ecriture est lin�eaire �agauche si chaque r�egle est lin�eaire �a gauche. Un syst�eme de r�e�ecriture est lin�eaire si chaquer�egle est lin�eaire. Le syst�eme de r�e�ecriture R est monadique s'il est construit �a partir d'unesignature F = F0 [ F1 qui contient uniquement des constantes et des symboles d'arit�e 1.La relation de r�e�ecriture �!R (ou simplement �! quand R est univoque) est la pluspetite relation contenante R, stable par substitution et par remplacement. Plus pr�ecis�ement,les termes s et t sont reli�es par �!R s'il existe une r�egle l! r 2 R, une position a 2 FPos(s)et une substitution �, appel�ee �ltre, telles que sja = l� et t = s[r�]a. La relation ��! estla fermeture r�eexive et transitive de �!. La relation  � indique l'inverse de la relation�!, c-�a-d s � t si et seulement si t �! s. La relation d'�equivalence � ! est la fermeturer�eexive, sym�etrique et transitive de la relation �!.Le terme t est r�eductible par la r�egle l ! r s'il existe une position a 2 FPos(t) et unesubstitution �, telles que tja = l�. Un terme est R-r�eductible s'il est r�eductible par une r�eglequi appartient au syst�eme R. Par contre, un terme est R-irr�eductible s'il n'est pas r�eductiblepar les r�egles de R. Un terme t est la R-forme normale du terme s si s ��!R t et t estR-irr�eductible. L'ensemble des R-formes normales du terme t est not�e par R(t). Une r�eglel ! r 2 R est r�eduite dans R si r est en R-forme normale et l est en forme normale parrapport �a R � fl ! rg. Le syst�eme de r�e�ecriture R est inter-r�eduit si toutes ses r�egles sontr�eduites.~a est soit le vecteur ha1; : : : ; ani, soit la suite a1, . . . , an, soit l'ensemble fa1; : : : ; ang.L'objet dont il s'agit est clair �a partir du contexte dans lequel cette notation est appliqu�ee.Ainsi, ~f(~x) signi�e f1(x1; : : : ; xk), . . . , fn(x1; : : : ; xk). Notons par a> le dernier �el�ement de ~a.Soit A un ensemble. Notons An le produit cart�esienAn = A� � � � �A| {z }n foisDe plus, A� = 1[n=0AnA+ = 1[n=1Ansont la fermeture r�eexive et transitive, (resp. transitive) de l'ensemble A.



Ordres de r�eduction 70.2 Ordres de r�eductionDans ce paragraphe nous rappelons les notions sur la terminaison et les ordres. Uneintroduction d�etaill�ee se trouve dans [Der87, DJ90].Un ordre (partiel et strict) � est une relation irr�eexive, anti-sym�etrique et transitive, surun ensembleM . La structure (M;�) s'appelle un ensemble (partiellement) ordonn�e. L'ordre� est bien fond�e s'il n'existe pas de châ�ne descendante in�nie m1 � m2 � m3 � � � �, o�u~m �M . La pr�ec�edence est un ordre bien fond�e sur une signature F .On s'int�eresse principalement aux ordres sur les termes T (F ;X ). L'ordre � est stablepar substitution si s � t implique s� � t� pour tous les termes s; t 2 T (F ;X ) et toutesubstitution �. L'ordre � est compatible avec la gre�e si la relation s � t implique u[s]a �u[t]a pour tous les termes s; t; u 2 T (F ;X ). L'ordre � est compatible avec la (relation de)r�e�ecriture �!R si �!R � �. Un ordre de r�eduction est un ordre bien fond�e, stable parsubstitution et compatible avec la gre�e.L'ordre d'insertion propre �� est un ordre sur les termes d�e�ni par s �� t si et seulementsi un sous-terme propre de s est une instance de t. Nous avons besoin aussi d'un ordreparticulier sur les r�egles de r�e�ecriture. Soit � un ordre de r�eduction. L'ordre j� bas�e sur �est l'ordre bien fond�e sur les r�egles, d�e�ni par (s! t) j� (l! r) si et seulement si{ soit s �� l,{ soit s� = l pour un renommage � et t � r.Soient �1 et �2 deux ordres, la combinaison lexicographique de ces deux ordres est unordre sur les paires, d�e�ni par: hs; ti � hs0; t0i si soit s �1 s0 soit s = s0 et t �2 t0. Lacombinaison lexicographique de plusieurs ordres est d�e�nie de fa�con naturelle �a partir de lacombinaison de deux ordres. Un ordre lexicographique est bien fond�e si et seulement si tousses composantes sont des ordres bien fond�es.Un multi-ensemble bas�e sur un ensemble S est une fonction M :S �! N de l'ensemble Sdans les entiers naturels. On dit que x appartient �a M (x 2 M) si M(x) > 0. L'union etl'intersection des multi-ensembles sont d�e�nies ainsi:{ [M1 [M2](x) =M1(x) +M2(x),{ [M1 \M2](x) = min(M1(x);M2(x)).Le multi-ensembleM est �ni si l'ensemble fx 2 S jM(x) > 0g est �ni.N'importe quel ordre � sur un ensemble S peut être �etendu �a un ordre �mul sur lesmulti-ensembles (�nis) bas�es sur S par la d�e�nition suivante: M �mul M 0 si1. M 6=M 0 et2. quand M 0(x) > M(x), alors il existe un �el�ement y � x, tel que M(y) > M 0(y).Autrement dit, chaque �el�ement d'un multi-ensemble peut être remplac�e par un nombre �nid'�el�ements plus petits. Dershowitz et Manna [DM79] ont prouv�e que l'ordre �mul sur lesmulti-ensembles �nis est bien fond�e si et seulement si l'ordre � est bien fond�e.



8 IntroductionA un symbole f d'arit�e n on peut associer un statut , i.e. une extension d'un ordre � surles termes �a un ordre �f sur les n-tuples de termes. En particulier, le symbole f poss�ede lestatut multi-ensemble si �f est d�e�ni par ~s �f ~t si ~s �mul ~t, tandis qu'il poss�ede le statutlexicographique gauche-droite (droite-gauche) quand ~s �f ~t est d�e�ni par{ hs1; : : : ; sni �lex ht1; : : : ; tmi pour gauche-droite;{ hsn; : : : ; s1i �lex htm; : : : ; t1i pour droite-gauche.La notation �lex d�esigne la combinaison lexicographique de n copies de l'ordre �.Soit � une pr�ec�edence sur la signature F et supposons que chaque symbole f 2 F poss�edesoit le statut multi-ensemble soit le statut lexicographique. L'ordre r�ecursif sur les chemins�rpo correspondant est d�e�ni r�ecursivement pars = f(~s) �rpo g(~t) = tsi 8ti 2 ~t nous avons s �rpo ti et une des possibilit�es suivantes est valide:1. 9si 2 ~s tel que si �rpo t ou si = t,2. f � g,3. f � g et ~s �frpo ~t.L'ordre multi-ensemble sur les chemins, not�e �mpo, est un ordre r�ecursif sur les chemins o�uchaque symbole f poss�ede le statut multi-ensemble. De fa�con analogue, l'ordre lexicogra-phique sur les chemins, not�e �lpo , est un ordre r�ecursif sur les chemins o�u chaque symbolef poss�ede le statut lexicographique.0.3 Syst�emes de r�e�ecritureLes d�e�nitions suivantes rappellent les notions de base dans le domaine des syst�emes der�e�ecriture.Un syst�eme de r�e�ecriture R (et aussi la relation de r�e�ecriture �!R) est{ n�th�erien si la relation de r�e�ecriture �!R est incluse dans un ordre de r�eduction �(on dit aussi que R termine),{ conuent si � �R : ��!R � ��!R : � �R,{ convergent s'il est conuent et n�th�erien,{ canonique s'il est convergent et inter-r�eduit.Les questions sur la conuence sont abord�ees dans [Hue80].La forme normale d'un terme t par rapport �a une relation de r�e�ecriture n�th�erienne�!R est not�ee t#R. Une preuve P est une suite de termes. Une preuve �equationnelle Pde s = t dans R est P = s � !R t. Une preuve par r�e�ecriture P de s = t dans R estP = s ��!R : � �R t.



Syst�emes de r�e�ecriture 9La notion de paire critique comme des instances de superposition des r�egles de r�e�ecriturea �et�e introduite par Knuth et Bendix [KB70]. La production et l'orientation de ces paires ende nouvelles r�egles constitue la colonne vert�ebrale de la proc�edure de compl�etion de Knuthet Bendix.D�e�nition 0.1 Soient s1 ! t1 et s2 ! t2 deux r�egles de r�e�ecriture telles que s1ja� = s2�est valide pour l'uni�cateur principal � et la position a 2 FPos(s1) (nous disons que tellesr�egles sont superposantes, avec s1 ! t1 comme la r�egle majeure et s2 ! t2 comme la r�eglemineure). La paire hs1�[t2�]a; t1�i s'appelle une paire critique de termes. L'ensemble detoutes les paires critiques produites �a partir du syst�eme de r�e�ecriture R est not�e cp(R). Lapaire critique ht; ti, pour n'importe quel terme t, est dite triviale.



10 Introduction



Divergence des syst�emes de r�e�ecriture 11Chapitre 1Divergence des syst�emes de r�e�ecriture1.1 Proc�edure de compl�etionEtant donn�e un ensemble �ni E d'�egalit�es et l'ordre de reduction � , la proc�edure decompl�etion d�eduit des cons�equences �equationnelles de E dans l'espoir de trouver en untemps �ni un syst�eme de r�e�ecriture convergent R1 �equivalent dans le sens que les th�eor�emesde R1 sont les th�eor�emes de E. Bachmair, Dershowitz et Hsiang [BDH86, Bac91] ontplac�e la compl�etion dans un cadre abstrait, bas�e sur la notion de r�egles de transition (voiraussi [DJ90]). Une r�egle de transition (dans le cadre de notre �etude) est une relation binaireentre couples (E;R), o�u E est un ensemble d'�egalit�es et R est un ensemble de r�egles der�e�ecriture. La proc�edure de compl�etion de Knuth et Bendix est fond�ee sur ces six r�egles detransition:Deduce: (E;R) ` (E [ fs ' tg;R) si s ' t 2 cp(R) � EDelete: (E [ fs ' sg;R) ` (E;R)Simplify: (E [ fs ' tg;R) ` (E [ fu ' tg;R) si s �!R uOrient: (E [ fs ' tg;R) ` (E;R [ fs! tg) si s � tCompose: (E;R [ fs! tg) ` (E;R [ fs! ug) si t �!R uCollapse: (E;R [ fs! tg) ` (E [ fu ' tg;R) si s �!R u par l! r 2 Ravec (s! t) j� (l! r)Les r�egles Compose,Collapse, Simplify,Delete sont dites \simpli�catrices" ou \destructives".Les r�egles Deduce et Orient sont dites \cr�eatives". L'ordre j� est l'ordre bien fond�e sur lesr�egles, o�u (s! t) j� (l! r) si et seulement si{ soit s �� l,{ soit s� = l pour un renommage � et t � r.On �ecrit (E;R) `KB (E 0;R0) si le dernier couple est obtenu �a partir du premier par appli-cation d'une r�egle de transition de KB. `+KB (resp. `�KB) est la fermeture r�eexive (resp.r�eexive-transitive) de `KB.La proc�edure de compl�etion est une strat�egie d'application des r�egles de transitionKB en utilisant un ordre de r�eduction compatible avec ces r�egles. Le r�esultat d'une suite



12 Divergence des syst�emes de r�e�ecritureprogram complete(E) isbeginwhile 9sfs ' s 2 Eg do Delete od;while E 6= ; doif 9s; tfs ' t 2 E ^ (s � t _ t � s)g thenwhile 9s; tfs ' t 2 E ^ (s � t _ t � s)g doOrient ;while 9s; t; ufs! t 2 R ^ s �!R upar l! r 2 R avec s �� lg do Collapse od;while 9s; t; ufs! t 2 R ^ t �!R ug do Compose od;while 9s; t; ufs ' t 2 E ^ s �!R ug do Simplify od;while 9sfs ' s 2 Eg do Delete ododelse fail �;while 9s; tfs ' t 2 cp(R) � Eg do Deduce od;while 9s; t; ufs ' t 2 E ^ s �!R ug do Simplify od;while 9sfs ' s 2 Eg do Delete ododend Fig. 1.1 { Strat�egie de compl�etion g�enerale: completede compl�etion (potentiellement in�nie) (E0;R0) `KB (E1;R1) `KB � � � est l'ensemble E1 =Si�0Tj>i Ej des �egalit�es dites persistantes et l'ensemble R1 = Si�0Tj>iRj des r�egles ditespersistantes. La persistance des �egalit�es et des r�egles s'exprime par l'impossibilit�e de leur\destruction" par les r�egles de transition dites destructrices.Ces r�egles de transition sont consistantes (la plus petite relation engendr�ee par E[R n'estpas modi��ee pendant leurs application). En plus, la strat�egie de compl�etion bas�ee sur lesr�egles de transition doit être �equitable (le traitement de chaque paire critique et l'orientationde chaque �egalit�e ne peuvent pas être �evit�es ind�e�niment), juste (la strat�egie ne doit pastomber en �echec s'il existe un moyen d'�eviter cet �echec) et correcte (lorsque la proc�edure�nit avec succ�es, elle produit un syst�eme de r�e�ecriture convergent). Les d�e�nitions formellesde ces notions se trouvent dans [Der89] et [Her91].Il existent, bien sûr, une multitude de strat�egies de compl�etion, bas�ees sur les r�eglesde transition KB, �equitables et correctes. Dans notre cadre, nous ne consid�erons que deuxstrat�egies. La premi�ere, complete dans la �gure 1.1, est est une strat�egie de compl�etiong�enerale.La seconde proc�edure de compl�etion, nr-complete dans la �gure 1.2, pr�esente une strat�egiesans r�eduction qui n'utilisent ni Compose, ni Collapse, ni Simplify et qui produit ainsi lescons�equences de toutes les paires critiques sans inter-r�eduction.Dans les deux cas, on peut montrer que le processus de compl�etion est consistant,�equitable, juste et correct [Her91].



Syst�emes de r�e�ecriture divergents 13program nr-complete(E) isbeginE 0 ;;while 9sfs ' s 2 Eg do Delete od;while E 6= ; doif 9s; tfs ' t 2 E ^ (s � t _ t � s)g thenwhile 9s; tfs ' t 2 E ^ (s � t _ t � s)g do Orient odelse fail �;while 9s; tfs ' t 2 cp(R) � Eg do Deduce od;if E = E 0 then stopelse E 0 E�;while 9sfs ' s 2 Eg do Delete ododend Fig. 1.2 { Strat�egie sans r�eduction: nr-completeLa proc�edure de compl�etion peut s'arrêter avec succ�es en produisant un syst�eme der�e�ecriture R1 �ni et convergent ou canonique. Elle peut �echouer �a cause d'une �egalit�enon-orientable par l'ordre de r�eduction �, ou bien diverger en produisant un syst�emede r�e�ecriture R1 in�ni. Dans le Chapitre 2 nous traitons des probl�emes de divergence end�eduisant des conditions su�santes pour leur d�etection.Les r�egles de transition qui e�ectuent la r�eduction sont primordiales dans le processus decompl�etion. Sans elles presque chaque syst�eme de r�e�ecriture deviendrait divergent. D'autrepart, l'�elimination des r�egles simpli�catrices facilite le d�eveloppement des sch�emas de diver-gence. Pour cette raison je d�eveloppe d'abord dans le Chapitre 2 la th�eorie des syst�emesdivergents pour la strat�egie nr-complete. La d�etermination de la divergence d'un syst�emede r�e�ecriture, même si des r�egles simpli�catrices sont appliqu�ees, est �etudi�ee ensuite; elleexploite les r�esultats concernant la strat�egie g�en�erale.1.2 Syst�emes de r�e�ecriture divergentsPour un ensemble de r�egles R (ou �egalit�es E) donn�e, le comportement de la proc�edurede compl�etion d�epend de la strat�egie appliqu�ee, ainsi que de l'ordre � utilis�e pour orienterles �egalit�es en r�egles.D�e�nition 1.1 Soit R un syst�eme de r�e�ecriture. R est divergent pour l'ordre � si l'en-semble complete(R) est in�ni. R est faiblement divergent pour l'ordre � si l'ensemblenr-complete(R) est in�ni. R est divergent (resp. faiblement divergent) de fa�con abso-lue si R est divergent (resp. faiblement divergent) pour chaque ordre qui inclut la relation��!R.



14 Divergence des syst�emes de r�e�ecritureLa divergence absolue d'un syst�eme de r�e�ecriture d�epend de la structure de ses r�egles.Chaque syst�eme de r�e�ecriture divergent est aussi faiblement divergent. Le rapport entre lessyst�emes divergents et faiblement divergents est �etabli par la proposition suivante, dont lapreuve est �evidente.Proposition 1.2 Soit R un syst�eme de r�e�ecriture faiblement divergent et soit R0 � R unsous-syst�eme du premier, lui aussi faiblement divergent. Si nr-complete(R0) � complete(R),alors R est divergent.1.2.1 Th�eories �equationnelles et d�ecidabilit�eIl est clair que les th�eories �equationnelles ayant un probl�eme du mot ind�ecidable nepeuvent pas être compl�et�ees en des syst�emes de r�e�ecriture canoniques et �nis. La situationest même pire, car il existe des th�eories �equationnelles avec un probl�eme du mot d�ecidable,pour lesquels il n'existe aucun syst�eme de r�e�ecriture canonique et �ni �equivalent. L'un d'euxest a(b(a(x))) = b(a(b(x))) et a �et�e mis en �evidence par Kapur et Narendran [KN85].1.2.2 L'ind�ecidabilit�e de la divergenceTh�eor�eme 1.3 La divergence d'un syst�eme de r�e�ecriture, même lin�eaire, est ind�ecidable.Preuve: Comme prouv�e par Dershowitz [Der87], Dauchet [Dau88, Dau89] ou Huet avecLankford [HL78], les machines de Turing peuvent être simul�ees par les syst�emes de r�e�ecriture.Soit DTM = (Q;�;�; �; q0; F ) une machine de Turing d�eterministe avec une bande in�nie �adroite, o�uQ est l'ensemble �ni des �etats,� est l'alphabet d'entr�ee,�� � = f�g est le symbole d'espace,�:Q� � �! Q� �� f�1; 0; 1g est la fonction de transition,q0 2 Q est l'�etat initial,F � Q est l'ensemble d'�etats �nals.On impose de plus que la machine de Turing ne peut pas �ecrire le symbole d'espace, qu'ellene peut pas sortir de la bande �a gauche, et qu'elle ne r�ep�ete aucune description instantan�eependant son calcul. On peut transformer chaque machine de Turing en une autre machinede Turing, �equivalente �a la premi�ere, qui satisfait ces restrictions [HU79].On va construire le syst�eme de r�e�ecriture RDTM qui simule la machine de Turing DTM .Les symboles Q[� sont interpr�et�es comme les symboles fonctionnels monadiques et le sym-bole d'espace � comme constante (on supprime les parenth�eses dans les termes monadiques).Nous introduisons quatre symboles suppl�ementaires: f , g, et les constantes $ et ?. Le sym-bole f est utilis�e pour inhiber les superpositions ind�esirables, le symbole g pour assurer laterminaison du syst�eme, le symbole $ est la marque gauche de la bande et ? est un symbole



Syst�emes de r�e�ecriture divergents 15quelconque. Pour chaque �el�ement de la fonction de transition � le syst�eme RDTM contientune ou plusieures r�egles de r�e�ecriture. Le tableau suivant indique cette correspondance:�(q; a) = (p; b; 0) f(x; qay; gz)! f(x; pby; z)�(q; �) = (p; b; 0) f(x; q�; gy)! f(x; pb�; y)�(q; a) = (p; b; 1) f(x; qay; gz)! f(bx; py; z)�(q; �) = (p; b; 1) f(x; q�; gy)! f(bx; p�; y)�(q; a) = (p; b;�1) f(sx; qay; gz)! f(x; psby; z) pour tout s 2 ��(q; �) = (p; b;�1) f(sx; q�; gy)! f(x; psb�; y) pour tout s 2 �o�u p; q 2 Q, a; b 2 � et x; y; z 2 X .Il n'y a pas de superpositions entre les r�egles du syst�eme RDTM parce que la machine deTuring DTM est d�eterministe et que le symbole f apparâ�t seulement �a la racine des partiesgauches des r�egles. Il n'y a pas de possibilit�e d'appliquer la composition parmi les r�egles deRDTM �a caude de la pr�esence du symbole g dans les parties gauches. Le syst�eme RDTM estlin�eaire �a gauche et sans superpositions, ce qui implique qu'il est canonique.Soit w 2 �� un mot d'entr�ee et wr l'image miroir de w. On ajoute la r�egle p0(w) =f($; q0w�; y)!? pour w. Soit R = RDTM [fp0(w)g. Il est clair que le syst�eme de r�e�ecritureR est n�th�erien.L'id�ee principale est d'utiliser le processus de superposition et simuler ainsi les descrip-tions instantan�ees successives pendant le calcul de la machine DTM sur l'entr�ee w. SoitADTM (w) = q0w ` � � � ` w1qw2 ` � � � un calcul (potentiellement in�ni) de la machine DTMsur le mot w. On va prouver par induction que complete(R) contient la r�eglepk(w) = f(wr1$; qw2�; y)! ?si et seulement si la suite q0w `k w1qw2 constitue les k premiers pas du calcul ADTM (w), c.-�a.-d. toutes les r�egles pk(w) sont persistantes pendant la compl�etion. La preuve par inductionest e�ectu�ee sur le nombre k de pas de la suite q0w `k w1qw2.Base: k = 0. La description instantan�ee de d�epart q0w correspond �a la r�egle p0(w) =f($; q0w�; y) ! ?, qui est d�ej�a incluse dans R. La r�egle p0(w) est irr�eductible par RDTM ,car p0(w) ne contient pas le symbole g, et la r�egle p0(w) ne r�eduit pas des r�egles de RDTMcar RDTM ne contient pas de symbole $.Pas: Soient q0w `k v1pv2 les k premiers pas du calculADTM (w). Par hypoth�ese, complete(R)contient pk(w) = f(vr1$; pv2�; y)!?. Supposons que le pas v1pv2 ` w1qw2 soit e�ectu�e parla transition �(p; a) = (q; b;m), o�u m pr�esente le d�eplacement de la tête de la machineDTM .Cela implique que la r�egle pk(w) et une seule des r�egles de RDTM se superposent, produisantla nouvelle r�egle pk+1(w) = f(wr1$; qw2�; y)! ?Il n'y a pas d'autres superpositions possibles car la machine DTM est d�eterministe et lesymbole f ne permet d'e�ectuer les superpositions qu'�a la racine. De plus, la nouvelle r�eglepk+1(w) ne peut pas r�eduire une des r�egles du syst�emeRDTM car ces derni�eres ne contiennent



16 Divergence des syst�emes de r�e�ecriturepas le symbole $, de même les r�egles du syst�eme RDTM ne peuvent pas r�eduire la nouveller�egle pk+1(w) car pk+1(w) ne contient pas le symbole g. Il n'existe pas d'indice l < k + 1 telque pl(w) = f(wr1$; qw2�; y)! ?car la machine DTM ne rep�ete pas la même description instantan�ee deux fois. Ceci signi�eque la nouvelle r�egle pk+1(w) ne peut pas r�eduire les r�egles produites pendant les �etapespr�ec�edentes. Ceci prouve quecomplete(R) = RDTM [ fpk(w) j k 2 NgDonc le probl�eme de l'arrêt des machines de Turing se r�eduit au probl�eme de la divergencedes syst�emes de r�e�ecriture. 2Cette preuve est une modi�cation de la m�ethode utilis�ee par Paliath Narendran et Joh-natan Stillman [NS89]. Avec un codage plus sophistiqu�e de la fonction de transition � dansla preuve pr�ec�edente il est possible de prouver cette ind�ecidabilit�e aussi pour les syst�emesde r�e�ecriture monadiques, mais dans ce cas la preuve est plus compliqu�ee et mois �el�egante.Le seule symbole non-monadique dans la preuve du Th�eor�eme 1.3 est le symbole f , quiemp�eche les superpositions ind�esirables. Si on e�ace le symbole f et son troisi�eme argument,en fusionant ses deux premiers arguments en un seul terme, on obtient ainsi un syst�eme der�e�ecriture monadique. Il reste alors la question des superpositions ind�esirables, mais chaquesuperposition ind�esirable produit une nouvelle r�egle l! r avec au mois deux symboles d'�etatdans la partie gauche l, ce qui ne correspond plus a une description instantan�ee d'un calculde la machine de Turing DTM . Il su�t simplement de ne pas tenir compte de ces r�eglessuppl�ementaires. Chaque proc�edure de compl�etion �equitable va produire pour ce nouveausyst�eme de r�e�ecriture un r�esultat �equivalent �a celui �ecrit dans la preuve pr�ec�edante, plus lesr�egles issues des superpositions ind�esirables.La conclusion du Th�eor�eme 1.3 est qu'il est raisonable de chercher seulement des condi-tions su�santes pour reconnâ�tre la divergence des syst�emes de r�e�ecriture. Le Chapitre 2 estconsacr�e au d�eveloppement des ces sch�emas de reconnaissance.



Moyens pour d�etecter la divergence 17Chapitre 2Moyens pour d�etecter la divergence2.1 Op�erations et op�erateurs sur les substitutionsLa divergence du processus de compl�etion peut donner lieu �a plusieurs suites in�nies der�egles de r�e�ecriture. Cet ensemble in�ni de r�egles n'est pas produit de fa�con arbitraire, maisun lien pr�ecis entre ces suites de r�egles peut être observ�e. La relation entre deux r�egles dansune suite se manifeste aussi par la production de la deuxi�eme �a partir de la premi�ere par unesubstitution sp�eci�que. Cet observation donne lieu �a une suite in�nie de substitutions quiinterviennent au moment de la production de cette suite in�nie de r�egles. Chaque substitutiondans cette suite in�nie est produite, comme nous allons le voir dans le paragraphe 2.3,comme une it�eration de certaines substitutions de base. Pour pouvoir exprimer ces it�erationsde substitutions, il est n�ecessaire de d�evelopper une alg�ebre sur les substitutions avec sespropres op�erateurs.Dans la premi�ere partie, l'op�erations de produit restreint de substitutions est d�e�ni; puissuivent les preuves de ses propri�et�es. A partir du produit restreint, deux op�erateurs (W - etT -op�erateur) sont construits. Ces deux op�erateurs sont d�e�nis par it�eration du produit res-treint des substitutions de base. Comme d�emontr�e dans les parties suivantes, les propri�et�esit�eratives des op�erateurs correspondent parfaitement aux constructions indispensables uti-lis�ees dans les preuves des propri�et�es sp�eci�ques des châ�nes de fermeture, ceci permet deplus, de d�evelopper, comme un objet it�eratif, la notion de châ�ne de fermeture, qui est l'objetprincipal de la divergence.2.1.1 Produit restreint des substitutionsD�e�nition 2.1 Soit ' et  deux substitutions quelconques. Le produit restreint de ' et est la substitution '4  = (' )jDom(')Remarquons qu'on peut �ecrire la composition des substitutions ' par('4  ) [ [x 7! x j x 2 Dom( )�Dom(')]



18 Moyens pour d�etecter la divergenceRappelons que le domaine Dom(') d'une substitution ' est l'ensemble �ni des variablesx 2 X telles que x' 6= x. On peut alors produire des cas o�u Dom('4  ) 6= Dom(') dansle cas o�u certaines variables sont simplement renomm�ees. Prenons par exemple ' = [x 7!f(u); y 7! v] et  = [u 7! g(x); v 7! y;w 7! h(z)]; le produit restreint de ' et  sera lasubstitution ' 4  = [x 7! f(g(x))]. Il faut bien noter que y 7! y n'appartient pas �a ceproduit restreint !En g�en�eral, le produit restreint des substitutions n'est ni commutatif ni associatif. Lesautres propri�et�es sont pr�esent�ees dans le lemme suivant:Lemme 2.2 Soient ',  et � des substitutions.1. ' = ' 4  si et seulement si Dom( ) � Dom('), en particulier d�es lors queDom([ ]) = ; � Dom('), '4 [ ] = '[ ] = '.2. '4  = ' si et seulement si Dom( ) \ VRan(') = ;.3. ( 4 ')4 � =  4 ('4 �) si Dom(�) � Dom(') et �, ',  ne contiennent pas derenommage de variables.Preuve:1. Nous nous servons de l'�egalit�e ' = ('4  ) [ [x 7! x j x 2 Dom( )�Dom(').Si ' = '4  , alors Dom( ) � Dom(') = ;, ce qui implique l'inclusion Dom( ) �Dom(').Si Dom( ) � Dom(') alors Dom( ) � Dom(') = ;, ce qui implique l'�equivalence' = '4  .2. Si '4 = ' alors 8x 2 Dom('): x' = x', ce qui impliqueDom( )\VRan(') = ;.Si Dom( ) \ VRan(') = ;, l'�egalit�e '4  = ' est impliqu�e directement �a partir dela d�e�nition du produit restreint.3. Si  = [x 7! y], ' = [x 7! f(z); y 7! x] et � = [x 7! g(z)], alors ( 4')4� = [ ], tandisque  4 ('4 �) = [x 7! g(z)] malgr�e la validit�e de l'inclusion Dom(�) � Dom(').2 Le lemme suivant prouve une identit�e souvent utilis�ee dans la suite.Lemme 2.3 Soient ' et  des substitutions. L'identit�e ('4  ) = ' est valide si Dom(') \ Var( ) = ;.



Op�erations et op�erateurs sur les substitutions 19Preuve: Notons ' t  = ' [ [x 7! x j x 2 Dom( )�Dom(')]l'union des substitutions ' et  .Nous avons ' = ('4  ) t  car1. si x 2 Dom(') alors x(('4  ) t  ) = x('4  ) = x' ;2. si x 2 Dom( )�Dom(') alors x(('4  ) t  ) = x = (x') ;3. si x 62 Dom(') [ Dom( ) alors x' = x = x(('4  ) t  ).Nous avons ('4  ) t  =  t ('4  )car Dom(') \ Dom( ) = ;. Nous avons t ('4  ) =  ('4  )car VRan( ) \ Dom(') = ; et Dom('4  ) � Dom('). 2La propri�et�e suivante n'est que le raccourci d'une longue notation.D�e�nition 2.4 Les substitutions ' et  sont coh�erentes (not�e par ' ?  ) si Dom(') \Var( ) = ; ou Var(') \ Dom( ) = ;.La coh�erence est une relation sym�etrique, elle signi�e que les deux substitutions ' et  n'interf�erent pas.Evidement, les propositions pr�esent�ees ne couvrent pas enti�erement toutes les propri�et�esdes op�erations d�e�nies, mais sont n�ecessaires pour pouvoir prouver les propri�et�es des objetsd�e�nis dans la partie suivante.2.1.2 Op�erateurs sur les substitutionsSur la base du produit restreint, nous d�e�nissons trois op�erateurs it�eratifs sur les substitu-tions, notamment l'exposant , l'op�erateurW et l'op�erateur T . L'application de ces op�erateursit�eratifs sur les substitutions de base engendre une suite de nouvelles substitutions. Les deuxpremiers op�erateurs seront utilis�es pour la d�e�nition de la fermeture de châ�nes, le troisi�emesera utilis�e dans la d�e�nition de syst�eme crois�e.L'exposant appliqu�e sur une substitution ' signi�e le cumul de cette substitution de lafa�con habituelle: '0 = [ ] et 'n+1 = 'n'.Il existe une g�en�eralisation du Lemme 2.3 pour l'exposant.Lemme 2.5 Soient ' et  des substitutions. Si Dom(') \ Var( ) = ; alors pour chaque nnous avons  n('4  n) = ' n.



20 Moyens pour d�etecter la divergencePreuve: Par induction sur n �a partir du Lemme 2.3 et Dom(') \ Var( n) � Dom(') \Var( ) = ;. 2L'op�erateur W pr�esente une g�en�eralisation structurelle de l'exposant.D�e�nition 2.6 Soit ' et  des substitutions. L'op�erateur it�eratif W sur ' et  est d�e�nipar induction:1. W0('; ) = [ ]2. Wn+1('; ) = ('4Wn('; ))4  Pour illustrer cet op�erateur, voici les deux premi�eres valeurs de la suite des W :W1('; ) = ('4 [ ])4  = '4  W2('; ) = ('4 ('4  ))4  Par suite de la relation entre l'exposant et l'op�erateur W , il serait int�eressant de savoirquand les deux co��ncident.Lemme 2.7 Soient ' et  des substitutions. Si Dom( )\VRan(') = ; alors pour chaque n,nous avons Wn('; ) = 'n.Preuve: Par induction sur n. 2Nous d�e�nissons notre troisi�eme op�erateur, not�e T . Il ne sera pas utilis�e dans les châ�nesde fermeture mais dans les d�e�nitions des syst�emes crois�es.D�e�nition 2.8 Soit ',  et � des substitutions. L'op�erateur it�eratif T est d�e�ni par induc-tion:1. T0(�;  ; ') = �4 '2. Tn+1(�;  ; ') = ( 4 Tn(�;  ; '))4 'L'op�erateur T g�en�eralise l'op�erateur W . Voici leur co��ncidence.Proposition 2.9 L'identit�e Tn( ; ; ') =Wn+1( ;') est valide pour chaque n.Preuve: Par induction sur n. 2Le lemme suivant d�etermine la connexion entre les op�erateurs T et exposant sous unecondition particuli�ere, retrouv�ee dans les syst�emes crois�es.Lemme 2.10 Soient ',  et � des substitutions. Si Dom(') \ (VRan( ) [ VRan(�)) = ;et Dom(�) � Dom( ), alors Tn(�;  ; ') =  n � � est valide pour chaque n.Preuve: Par induction sur n. 2



Fermetures de r�egles 212.2 Fermetures de r�eglesNous avons besoin de manipuler des s�equences de r�egles, qui interviennent dans une suitede superpositions dans des positions d�ependantes, comme un seul objet. Ceci est fait parles fermetures de r�egles d�evelopp�ees par Lankford et Musser [LM78] ainsi que par Guttag,Kapur et Musser [GKM83].D�e�nition 2.11 Soit R un syst�eme de r�e�ecriture. L'ensemble des fermetures en avantFC(R) de R est inductivement d�e�ni par:1. Chaque r�egle s! t de R est une fermeture en avant s� t.2. Soient s1� t1 et s2� t2 deux fermetures en avant sans variable commune. Si t1ja� =s2� est valide pour l'uni�cateur principal � et une position a 2 FPos(t1), alorss1�� t1�[t2�]a est aussi une fermeture en avant.L'ensemble des fermetures en arri�ere BC(R) de R est inductivement d�e�nie par:1. Chaque r�egle s! t de R est une fermeture en arri�ere s� t.2. Soient s1� t1 et s2� t2 deux fermetures en arri�ere sans variable commune. Si t1� =s2ja� est valide pour l'uni�cateur principal � et une position a 2 FPos(s2), alorss2�[s1�]a� t2� est aussi une fermeture en arri�ere.L'ensemble des fermetures de superposition OC(R) de R est inductivement d�e�ni par:1. Chaque r�egle s! t de R est une fermeture de superposition s� t.2. Soient s1� t1 et s2� t2 deux fermetures de superposition sans variable commune.Si t1ja� = s2� est valide pour l'uni�cateur principal � et une position a 2 FPos(t1),alors s1�� t1�[t2�]a est aussi une fermeture de superposition.3. Soient s1� t1 et s2� t2 deux fermetures de superposition sans variable commune.Si t1� = s2ja� est valide pour l'uni�cateur principal � et une position a 2 FPos(s2),alors s2�[s1�]a� t2� est aussi une fermeture de superposition.Il faut bien noter queOC(R) � +�!R, ce qui indique que les fermetures de superpositionsont simplement des r�eductions potentielles cumul�ees. De plus, notons rdR(s� t) l'ensemblede r�egles de R produisant la fermeture s� t par la m�ethode de la D�e�nition 2.11.Une fermeture de r�egles peut être interpr�et�ee soit comme une nouvelle r�egle soit commeune suite de r�egles enchâ�n�ees par superposition. Soit s1 ! t1 une r�egle et l1 ! r1, . . . ,ln ! rn une suite de r�egles tel que:1. les r�egles si ! ti et li ! ri se superposent �a la position ai 2 FPos(si), produisantainsi la nouvelle r�egle si+1 ! ti+1,2. chaque position ai est le pr�e�xe de la position ai+1.



22 Moyens pour d�etecter la divergenceLe processus pr�ec�edent peut être e�ectu�e d'une fa�con di��erente. D'abord, la fermeture enavant l� r est construite �a partir de la suite l1 ! r1, . . . , ln ! rn. Cette fermeture l� r,interpr�et�ee pour cette occasion comme une r�egle, est superpos�ee avec s1 ! t1, produisantsn+1 ! tn+1. Cependant toutes les r�egles interm�ediaires s2 ! t2, . . . , sn ! tn ne sont pasproduites pendant ce nouveau processus, ce qui n'est pas important si nous nous int�eressonsuniquement �a la r�egle produite �a la �n de ce processus de superposition.Si nous parlons plus loin d'une fermeture de r�egles, nous allons toujours penser �a cettedouble interpr�etation. S'il faut parler explicitement de r�egles qui forment une fermeture, nousutilisons la notation avec rdR.Les notions de fermeture sont aussi li�ees au processus de surr�eduction [Fay79, Hul80,Lan75, Sla74], au processus de superposition g�en�eralis�ee [GKM83] et �a la paramodulation.Les fermetures en avant et de superposition engendrent une m�ethode sp�eci�que de preuvede terminaison des syst�emes de r�e�ecriture dans [Der87]. En ce qui concerne le lien entrel'utilisation des fermetures de r�egles pour des preuves de terminaison et leur utilisation pourla divergence, il y a une di��erence importante. Pour prouver la terminaison d'un syst�eme parla m�ethode des fermetures, il faut prouver qu'il n'y a pas de fermetures in�nies. Par contre,nous allons poser la question si l'ensemble de toutes les fermetures, �a partir d'un ensemblede r�egles, est �ni ou in�ni. Cependant chaque fermeture appartenant �a cet ensemble est �nie.N�eanmois, il faut pr�eciser que s� s est une fermeture �nie.Soit <R une relation entre deux fermetures de superposition de OC(R). p <R q signi�eque p est un facteur de q par rapport aux r�egles R. La relation <R est d�e�nie comme la pluspetite relation reexive et transitive telle que si s1� t1 et s2� t2 sont les deux fermeturesqui cr�eent la fermeture s� t 2 OC(R) alorss1� t1 <R s� t ets2� t2 <R s� tDans la suite, nous allons nous int�eresser d'abord �a la structure et �a la constructiondes fermetures de r�egles en g�en�eral. Ensuite, nous allons introduire des fermetures de r�eglesparticuli�eres, intitul�ees les châ�nes de fermeture, et pr�esenter leurs propri�et�es.2.2.1 Structure et construction des fermetures de r�eglesComme c'est visible �a partir de la d�e�nition 2.11, un principe de dualit�e d�etermine laconstruction des fermetures en avant et en arri�ere.Proposition 2.12 (Principe de dualit�e) Soit R un syst�eme de r�e�ecriture pr�eservant lesvariables. La construction s� t est une fermeture en avant dans FC(R) si et seulement sit� s est une fermeture en arri�ere dans BC(Rop).Selon ce principe de dualit�e, nous n'avons pas besoin de distinguer entre les fermeturesen avant et en arri�ere dans le cas g�en�eral mais simplement dans les cas particuliers. Si unr�esultat est prouvable pour un type de fermetures de r�egles alors il est prouvable aussi pour



Fermetures de r�egles 23l'autre type, selon le principe de dualit�e. Si on parle de fermetures de r�egles, on pense soitaux fermetures en avant soit aux fermetures en arri�ere, sans le pr�eciser.D�e�nition 2.13 Une fermeture de r�egles sans distinction sera not�ee par s� t, ce qui in-dique soit s� t soit s� t. L'ensemble des fermetures de R sans distinction sera not�eRC(R), ce qui indique soit FC(R) soit BC(Rop).Regardons la construction des fermetures de r�egles de plus pr�es. D'abord, nous introdui-sons l'op�eration de la construction des fermetures de r�egles, suivant la D�e�nition 2.11.D�e�nition 2.14 Soient p1 = s1� t1, p2 = s2� t2 deux fermetures de r�egles ne partageantpas de variables, telles que � soit l'uni�cateur principal de t1ja et s2 pour a 2 FPos(t1).L'op�eration qui associe la fermeture de r�egles s1�� t1�[t2�]a aux fermetures p1 et p2 estnot�ee p1 ;a p2.On pourra parfois omettre a dans ;a s'il n'y a pas d'ambigu��t�e.La D�e�nition 2.11 ne fournit aucune information sur l'associativit�e de la construction desfermeture. Cependant, l'associativit�e de cette construction est indispensable pour une raisond'e�cacit�e.Lemme 2.15 Soient p1, p2 et p3 des fermetures de r�egles de même type 1. p1 ;a (p2 ;bp3) = (p1 ;a p2);ab p3 (�a renommage pr�es).Preuve: Soient p1 = s1� t1, p2 = s2� t2 et p3 = s3� t3 les fermetures de r�egles ded�epart. Soit ' la substitution produisant p2 ; p3, c'est-�a-dire t2jb' = s3'. Alorsp2 ;b p3 = s2� t2'[t3']best la fermeture de r�egles produite. Soit  la substitution produisante p1 ;a (p2 ;b p3),c'est-�a-dire t1ja = s2' Alors p1 ;a (p2 ;b p3) = s1 � t1 [t2' ]a[t3' ]ab (2.1)est la fermeture construite, appelons-la q.Les termes t1ja et s2 sont uni�ables, ce qui indique que la fermeture de r�egles q0 = p1 ; p2est constructible. Soit � l'uni�cateur principal de t1ja et s2 intervenant dans la constructiondu q0. Selon la d�e�nition de l'uni�cateur principal et comme cons�equence de l'identit�e (2.1),il existe une substitution � telle que  [ (' ) = ��. La comparaison de ces substitutionsavec (2.1) implique que la fermeture de r�egles (p1 ;a p2) ;ab p3 est un renommage de lafermeture q. 21. Toutes sont soit des fermetures en avant, soit des fermetures en arri�ere.



24 Moyens pour d�etecter la divergenceProc�edure de production des ensembles de fermeturesEntr�ee: R, ou bien RopSortie: RC(R) en cas d'arrêtM�ethode:variables A, B, C: ensemble de couples de termes;beginB : = R; A : = ;; C : = ;;repeatfor (all p 2 B) and (all q 2 R) and (all a 2 FPos(p)) doif p;a q est constructible pour la position athen C : = C [ fp;a qg�od;A : = A [ B; B : = C; C : = ;until B = ;;RC(R) : = Aend Fig. 2.1 { Production des ensembles de fermeturesLe lemme pr�ec�edent explique la demi-associativit�e des fermetures de r�egles. Les ferme-tures en avant sont associatives �a gauche, les fermetures en arri�ere sont associatives �a droite.Ceci rend inutiles les parenth�eses autour des constructions de fermetures.Corollaire 2.16 Soit R un syst�eme de r�e�ecriture pr�eservant les variables. Si p est unefermeture de r�egles appartenant �a RC(R)�R, ou bien �a RC(R)�Rop respectivement, alorsp est d�ecomposable en p = q1 ; q2, o�u q1 2 RC(R) et q2 est une r�egle de r�e�ecriture dans R,ou bien dans Rop respectivement.Preuve: Application de l'associativit�e. 2A partir de ce corollaire on peut d�eduire qu'une nouvelle fermeture de r�egles peut êtreproduite �a partir d'une fermeture d�ej�a existante et d'une r�egle de r�e�ecriture de base. Ceprincipe est utilis�e dans la Proc�edure de production des ensembles de fermetures (voir la�gure 2.1). Cette proc�edure est la même pour les ensembles de fermetures en avant et enarri�ere, �a l'op�eration produisant les fermetures pr�es. Pour cette raison, une seule proc�edureparametr�ee est pr�esent�ee au lieu de deux. Le param�etre est l'op�eration de fabrication desfermetures.La question, si l'ensemble des fermetures RC(R) est �ni, est ind�ecidable pour un syst�emede r�e�ecriture R arbitraire. On peut prouver cette proposition par une modi�cation de lapreuve d'ind�ecidabilit�e de la terminaison.Th�eor�eme 2.17 Il est ind�ecidable si l'ensemble de fermetures RC(R) d'un syst�eme der�e�ecriture R est �ni, même dans le cas o�u R ne contient que deux r�egles de r�e�ecrituredont l'une est close.



Fermetures de r�egles 25Preuve: Comme prouv�e par Dauchet [Dau89], une machine de Turing peut être simul�eepar un syst�eme de r�e�ecriture d'une seule r�egle lin�eaire �a gauche et pr�eservant les variables.Soit R un tel syst�eme. Il est donc ind�ecidable si la r�eduction d'un terme t par R se termine,même si R ne contient qu'une seule r�egle lin�eaire �a gauche et pr�eservant les variables.Consid�erons la fermeture en avant s� t comme un nouveau terme dans une signature�elargie. Il est ind�ecidable si la r�eduction du \terme" s� t, dans le sous-terme t, par lesyst�eme R est bien fond�ee. Or la r�eduction cons�ecutive du terme t dans la fermeture s� tpar les r�egles du syst�eme R n'est rien d'autre que la construction cons�ecutive de nouvellesfermetures �a partir de la fermeture s� t et des r�egles de R, car le �ltrage e�ectu�e au coursde la r�eduction est un cas particulier de l'uni�cation.Ce raisonnement peut être �etendu aux fermetures en arri�ere utilisant le Principe deDualit�e 2.12. Le probl�eme de d�ecidabilit�e de la �nitude de l'ensemble des fermetures ser�eduit donc au probl�eme de terminaison des syst�emes de r�e�ecriture. 2Même si seuls les syst�emes monadiques et orthogonaux sont pris en compte, cette pro-pri�et�e d'ind�ecidabilit�e reste valide.Corollaire 2.18 Il est ind�ecidable si l'ensemble des fermetures RC(R) d'un syst�eme der�e�ecriture R est �ni, même si R est monadique et sans superpositions.Preuve: Huet et Lankford [HL78] ont prouv�e l'ind�ecidabilit�e de la terminaison sous la res-triction aux symboles monadiques et constantes dans un syst�eme de r�e�ecriture sans super-positions. De plus, le syst�eme construit dans leur preuve pr�eserve les variables. L'application�a leur proposition des mêmes arguments que dans la preuve du th�eor�eme pr�ec�edent entrâ�nele r�esultat d�esir�e. 22.2.2 Châ�nes de fermetureOn d�e�nit des fermetures de r�egles sp�eciales, nomm�ees les châ�nes de fermeture. Commedans le cas des fermetures de r�egles, deux types de châ�nes de fermeture apparaissent: leschâ�nes en avant et en arri�ere. Une grande similarit�e entre leurs constructions est observable.Ensuite, nous introduisons les th�eor�emes de caract�erisation pour les ensembles de fermeturesquand ils contiennent une châ�ne, montrant que cette propri�et�e est su�sante pour l'in�nit�e deRC(R). Actuellement, notre int�erêt est tourn�e vers les châ�nes de fermeture parce que, d'apr�esleur construction, elles sont responsables de la divergence de la proc�edure de compl�etion deKnuth et Bendix.La Section 2.2.1 d�ecrivait la structure et la construction des fermetures de r�egles RC(R).Maintenant, nous introduisons une classe de fermetures de r�egles sp�eciales mais su�samentg�en�erale, pour que l'existence de ces r�egles soient essentielle pour la production d'un ensemblein�ni des fermetures. Les preuves des propri�et�es de fermeture de r�egles sont rendues possiblesgrâce �a l'application de l'alg�ebre de substitutions d�evelopp�ee dans la Section 2.1. Le principede l'application des substitutions avec variables propres devient plus clair apr�es l'explicationsuivante.Consid�erons une fermeture de r�egles s � t (2.2)



26 Moyens pour d�etecter la divergence
�1

t0s0 b
Fig. 2.2 { Châ�ne de fermeture: Etape initialetelle qu'il soit possible de l'enchâ�ner avec elle-même. Ceci n�ecessite que s soit uni�ableavec un sous-terme tjb. En g�en�eral, cette uni�cation est possible si les termes poss�edentdes variables disjointes, ce qui n'est pas le cas ici. C'est pouquoi nous sommes oblig�es derenommer les variables. Si on veut observer l'it�eration de l'enchâ�nement, on doit e�ectuer cerenommage explicitement. Ces r�eexions nous am�enent �a diviser l'uni�cateur en une partierenommages des variables et une partie substitutions de variables propres.Nous avons d'abord besoin du renommage des variables �0 = [x 7! x0 j x 2 Var(s)] pourindicer les variables de la r�egle (2.2). Consid�erons maintenant l'enchâ�nement des fermeturesde r�egles s�0 = s0� t0 = t�0 et s� t. L'uni�cateur principal �1 de cet enchâ�nement peutêtre choisi idempotent, tel que t0jb�1 = s�1 (2.3)(voir �gure 2.2). La fermeture de r�egles obtenue par le premier pas d'it�eration est doncs0�1 � t0�1[t�1]b (2.4)Supposons de plus que la fermeture de la r�egle (2.4) et la fermeture de la r�egle d'ori-gine (2.2) produisent une nouvelle fermeture de r�egles, et que ce processus puisse continuerind�e�niment: autrement dit, la fermeture de r�egles, produite pendant la n-i�eme it�eration, etla fermeture de r�egles (2.2) produisent toujours une nouvelle fermeture de r�egles.Posons s1 = s0�1 et t1 = t0�1[t�1]b. Pendant la deuxi�eme it�eration on doit utiliser l'uni-�cateur �2 et la position b0 2 FPos(t1), tels quet1jb0�2 = s�2 (2.5)soit valide. Bien sûr, c'est un simple rappel de la condition (2.3) de la premi�ere it�eration. Ilest naturel de consid�erer b0 comme une it�eration de b, c-�a-d b0 = b:b, parce que cette positionexiste dans t1, même si, en g�en�eral, tjb n'est pas le seul sous-terme de t qui pourrait s'uni�eravec s. Ceci implique qu'on peut transformer l'identit�e (2.5) entjb�1�2 = s�2 (2.6)



Fermetures de r�egles 27s0�04 '1�1 �04 '1t0 bt �1'2�1Fig. 2.3 { Châ�ne de fermeture: 1�ere �etapequi engendre la fermeture s0�1�2 � t0�1�2[t�1�2[t�1]b]bLe probl�eme est donc la d�ecidabilit�e de l'existence d'une suite in�nie de substitutions idem-potentes �0 (renommage), �1, �2, . . . , �n, . . . telle que �i+1 soit l'uni�cateur principal de tjb�iet s: tjb�0�1 = s�1tjb�1�2 = s�2...tjb�n�n+1 = s�n+1Ce qui suit ne r�epond pas exactement �a la question qui reste donc ouverte, mais proposeune solution sous certaines hypoth�eses concernant l'expression de �i+1 en fonction des subs-titutions pr�ec�edentes �0, . . . , �i, qui aura l'avantage de donner une expression manipulablede ces substitutions. Pour cela, nous allons tout d'abord \d�ecouper" chaque substitution �ien deux parties. Consid�erons pour cela l'uni�cateur �1. Il agit �a la fois sur le sous-terme tjbet sur le terme s. On va l'�ecrire sous la forme:�1 = ((�04 '1) [ '2)�1



28 Moyens pour d�etecter la divergenceo�u le renommage �0 �elimine l'e�et du renommage pr�ec�edent, '1 agit sur le sous-terme tjb et'2 agit sur le terme s. Les deux substitutions '1 et '2 sont suivies par renommage �1 pourrendre l'uni�cateur �1 idempotent.Le même processus de d�ecomposition est appliqu�e �a l'uni�cateur �2 en d�eduisant lesrenommages �1, �2 et les substitutions '01, '02, correspondant respectivement aux �0, �1, '1et '2.Les substitutions '01 et '02 ne sont pas compl�etement nouvelles, mais il est plus naturelde les consid�erer comme des fonctions de substitutions d'origine '1 et '2. Pour cette raisonnous introduisons la notion d'une fonction particuli�ere sur les substitutions, dans ce cas'01 = f1('1; '2) (2.7)'02 = f2('1; '2) (2.8)Comparons d'abord les identit�es (2.3) et (2.6). Il est �evident qu'on peut �etendre l'iden-tit�e (2.3) �a tjb'1 0 = s'2 0pour chaque substitution  0 suivant les propri�et�es de composition, mais cette extension nedonne pas le r�esultat souhait�e et, par cons�equent, elle ne correspond pas �a nos objectifs. Onest oblig�e de proc�eder d'une mani�ere plus astucieuse: il faut �etendre l'identit�e (2.3) �atjb('14  0) = s('24  0) (2.9)Il est �egalement �evident de consid�erer les nouvelles substitutions de l'extension  0 en termesde '1 et '2, introduisant ainsi la troisi�eme fonction sur les substitutions 0 = f3('1; '2) (2.10)En comparant les identit�es (2.6) et (2.9) en termes des fonctions d�e�nies sur les substitutions,on obtient les identit�es suivantes'2f1('1; '2) = '14 f3('1; '2) (2.11)f2('1; '2) = '24 f3('1; '2) (2.12)qui expriment les conditions qui doivent être satisfaites pendant la deuxi�eme it�eration.Comme d�ecrit pr�ec�edemment, on demande qu'il soit possible d'it�erer ce processus ind�e�-niment. Ceci signi�e que la suite in�nie it�er�ee des fermetures de r�egles sn� tn, o�u sn� tn =(sn�1� tn�1) ;bn (s� t), doit être constructible �a partir de s� t par des suites it�er�eesdes substitutions 2 '(n)1 = f (n)1 ('1; '2)'(n)2 = f (n)2 ('1; '2) (n) = f (n)3 ('1; '2)2. On consid�ere que '(1)i = '0i et f (1)i = fi.



Fermetures de r�egles 29pro�tant du renommage des variables explicite par la paire des substitutions (�n; �n) quenous appelons pliage et d�epliage�n = [xn 7! x j x 2 Var(tnjbn+1)]�n = [x 7! xn j x 2 Var(s)]pour chaque pas d'it�eration n. L'uni�cateur de la n-i�eme it�eration est construit �a partir de'(n)1 , '(n)2 , �n et �n: �n = ((�n4 '(n)1 ) [ '(n)2 )�n+1Les suites it�er�ees des substitutions '(n)1 , '(n)2 et  (n) sont produites �a partir de la notionde fonctions sur les substitutions introduites par les identit�es (2.7), (2.8) et (2.10). Pourcette raison, les nouvelles fonctions sur les substitutions f (n)1 , f (n)2 et f (n)3 sont produites �apartir des it�erations des fonctions de base f1, f2 et f3. Les conditions (2.11) et (2.12) sont �amodi�er dans le même sens.Le th�eor�eme suivant prouve que les it�erations �evoqu�ees dans les paragraphes pr�ec�edentspeuvent être mises en �uvre en utilisant des constructions de l'alg�ebre de substitutions,en particulier les op�erateurs it�eratifs sur les substitutions, d�evelopp�es dans la Section 2.1.Remarquons en�n qu'on peut �elargir la fermeture (2.2) �a une structure mixte, dite fermeturede superposition.D�e�nition 2.19 Une fermeture de superposition s� t est une châ�ne en avant s'il existedes substitutions '1, '2 telles que Dom('i) � Var(s) pour i = 1; 2 et une position b 2FPos(t) de t, telles que1. h'1; '2i constitue l'uni�cateur principal faible de tjb et s: tjb'1 = s'22. Dom('1) \ Var('2) = ; ou Dom('2) \ Var('1) = ; (relation de coh�erence)La pr�esentation sch�ematique d'une châ�ne en avant se trouve dans la �gure 2.2.Exemple 2.20 Il existe deux cas particuliers de châ�nes en avant d�ependant du choix del'identit�e dans la relation de coh�erence.1. Consid�erons la fermeture en avant (x�y)
y� k(x
k(y)). Il existe des substitutions'1 = [x 7! x � k(y)], '2 = [y 7! k(y)] et la position b = 1 satisfaisant les conditionstjb'1 = s'2 et Dom('1) \ Var('2) = ;. Cette fermeture en avant appartient alors aupremier type des châ�nes en avant.2. Consid�erons la fermeture en avant g(x)�y� g(x�(x�y)). Il existe des substitutions'1 = [x 7! g(x)], '2 = [y 7! g(x) � y] et la position b = 1 satisfaisant les conditionstjb'1 = s'2 et Dom('2) \ Var('1) = ;. Cette fermeture en avant appartient alors ausecond type de châ�nes en avant.
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'1'2
tsb

Fig. 2.4 { Châ�ne en arri�ereOn pourrait argumenter qu'il existe des fermetures de superposition qui ne satisfont pasla condition de coh�erence et qui pourtant produisent une suite in�nie it�er�ee, comme parexemple la fermeture en avantf(x� y; y; u; x
 z) � f(g(g(y))� x; g(y); h(u); z)avec '1 = [x 7! g(y); z 7! x � z], '2 = [x 7! g2(y); y 7! g(y); u 7! h(u)]. Apr�es la premi�ereit�eration on obtient la fermeturef(g(y) + y; y; u; x � (x � z)) � f(g3(y) + g2(y); g2(y); h2(u); z)qui satisfait la relation de coh�erence avec '01 = [z 7! x� (x� z)], '02 = [y 7! g2(y); u 7! h2(u)]et, par cons�equent, tout rentre dans l'ordre.Les châ�nes en arri�ere repr�esentent l'image miroir des châ�nes en avant. Elles sont cons-truites �a partir des fermetures en arri�ere de la même mani�ere. Une certaine dualit�e existeaussi entre les châ�nes en avant et en arri�ere.D�e�nition 2.21 Une fermeture de superposition s� t est une châ�ne en arri�ere s'ilexiste des substitutions '1, '2 telles que Dom('i) � Var(s) pour i = 1; 2 et une positionb 2 FPos(s), telles que1. h'1; '2i forme l'uni�cateur principal faible de t et sjb: t'1 = sjb'22. Dom('1) \ Var('2) = ; ou Dom('2) \ Var('1) = ; (relation de coh�erence)La pr�esentation sch�ematique d'une châ�ne en arri�ere se trouve dans la �gure 2.4.Exemple 2.22 Il existe, comme dans le cas des châ�nes en avant, deux types des châ�nesen arri�ere d�ependant du choix de la condition dans la relation de coh�erence.1. Consid�erons la fermeture en arri�ere d(x�(x
y))� d(x)�y. Il existe des substitutions'1 = [y 7! d(x) 
 y], '2 = [x 7! d(x)] et la position b = 1 telles que les conditionst'1 = sjb'2 et Dom('1) \ Var('2) = ; soient satisfaites. Cette fermeture en arri�ereappartient alors au premier type de châ�nes en arri�ere.



Fermetures de r�egles 312. Consid�erons la fermeture en arri�ere (x 
 h(y)) � y� (x � y) 
 y. Il existe des sub-stitutions '1 = [y 7! h(y)], '2 = [x 7! x � h(y)] et la position b = 1 telles que lesconditions t'1 = sjb'2 et Dom('2) \ Var('1) = ; soient satisfaites. Cette fermetureen arri�ere appartient alors au second type des châ�nes en arri�ere.La même discussion sur la condition de coh�erence, comme dans le cas des châ�nes en avant,s'applique aussi aux châ�nes en arri�ere.Exemple 2.23 Bien sûr, chaque fermeture de r�egles ne produit pas une châ�ne de fermeture.Consid�erons le syst�eme de r�e�ecriturex
 k(y) ! k(x� k(y))(x� y)� y ! g(x)
 ySon ensemble de fermetures en avant contient ces r�egles de r�e�ecriture transform�ees en fer-metures et, en plus, les fermetures en avant compos�ees suivantes(x� k(y))
 k(y) � k(g(x)
 k(y))(x� k(y))� k(y) � k(g(x)� k(y))(x� k(y))
 k(y) � k2(g(x)� k(y))On ne trouve pas de châ�ne de fermeture parmi elles et cet ensemble de fermetures est �ni.Nous prouverons que la �nitude de l'ensemble des fermetures n�ecessite l'absence d'une tellechâ�ne de fermeture.Le th�eor�eme suivant caract�erise les ensembles de fermetures par les châ�nes de fermeture.En fait, il s'agit de deux th�eor�emes, l'un concernant les châ�nes en avant, l'autre les châ�nesen arri�ere. La preuve pour les châ�nes de fermeture correspond syntaxiquement �a celle deschâ�nes en avant. Le r�esultat pour les châ�nes en arri�ere peut être prouv�e de la mêmemani�ere.Cet argument s'applique sur tous les autres r�esultats dans cette sous-section.Th�eor�eme 2.24 Si s� t est une châ�ne de fermeture, o�u s 6= t, alors RC(fs ! tg) estin�ni.Preuve: Soit s� t une châ�ne de fermeture comme dans la D�e�nition 2.19 ou 2.21. Soients0 = s�0sn+1 = sn(�n4 ('14Wn('2; '1)))�n+1t0 = t�0tn+1 = tn(�n4 ('14Wn('2; '1)))�n+1[t('24Wn('2; '1))�n+1]bn+1des suites des termes sn et tn. On va prouver que sn� tn appartient �a l'ensemble de ferme-tures RC(fs! tg) pour chaque n par induction.Base: n = 0. La fermeture de r�egles s0� t0 est une instance de s� t.



32 Moyens pour d�etecter la divergencePas: Par hypoth�ese, les fermetures de r�egles sk� tk et s� t appartiennent �a RC(fs! tg).A partir d'elles, on va construire la fermeture de r�egles sk+1� tk+1. On est oblig�e d'analyserdeux possibilit�es selon les d�e�nitions des châ�nes de fermeture.1. Dom('1) \ Var('2) = ;.Dans ce cas, on a '1 4Wn('2; '1) = '1 4 'n2 et '2 4Wn('2; '1) = 'n+12 d'apr�es leLemme 2.7. On obtient alorssn+1 = sn(�n4 ('14 'n2 ))�n+1tn+1 = tn(�n 4 ('14 'n2 ))�n+1[t'n+12 �n+1]bn+1A partir de ces identit�es on obtient tkjbn+1�k = tjb'k2 et �a partir du Lemme 2.5 on prouvetjb'k2('14'k2) = s'k+12 . De cette identit�e on tire l'identit�e tkjbk+1(�k4('14'k2))�k+1 =s'k+12 �k+1 qui satisfait la d�e�nition de la fermeture de r�egles avec l'uni�cateur ((�k 4('14 'k2)) [ 'k+12 )�k+1. Alors, la constructionsk(�k 4 ('14 'k2))�k+1 � tk(�k 4 ('14 'k2))�k+1[t'k+12 �k+1]bk+1est, elle aussi, une fermeture de r�egles dans RC(fs! tg) et c'est exactementsk+1 � tk+12. Dom('2) \ Var('1) = ;.Dans ce cas on a '14Wn('2; '1) = '1 suivant le Lemme 2.2 et Dom(Wn('2; '1)) �Dom('2). On obtient alorssn+1 = sn(�n4 '1)�n+1tn+1 = tn(�n4 '1)�n+1[t('24Wn('2; '1))�n+1]bn+1A partir de cela on obtient tkjbk+1�k = tjb('24Wk�1('2; '1)) pour k � 1, et utilisantle Lemme 2.3 on prouve que tjb('2 4Wk�1('2; '1))'1 = s('2 4Wk('2; '1)). Cetteidentit�e implique que tkjbk+1(�k4'1)�k+1 = s('24Wk('2; '1))�k+1, ce qui satisfait lad�e�nition de la fermeture de r�egles avec l'uni�cateur ((�k4'1)[('24Wk('2; '1)))�k+1.Ceci indique que la constructionsk(�k 4 '1)�k+1 � tk(�k 4 '1)�k+1[t('24Wk('2; '1))�k+1]bk+1est, elle aussi, une fermeture de r�egles dans RC(fs! tg), et c'est exactementsk+1 � tk+12 Appelons toute fermeture de r�egles s� s (même terme �a gauche et �a droite) fermeturer�eexive.Corollaire 2.25 Si RC(R) contient une châ�ne de fermeture non-r�eexive, alors RC(R)est in�ni.



Fermetures de r�egles 33Le corollaire suivant prouve qu'on peut e�ectuer le test pour d�eterminer une châ�ne defermeture �a n'importe quelle �etape de la proc�edure produisant l'ensemble de fermetures.Corollaire 2.26 Chaque fermeture de r�egles sn� tn de la preuve du Th�eor�eme 2.24 estune châ�ne de fermeture.Preuve: L'existence de la substitution pour la premi�ere condition des châ�nes de fermetureest une cons�equence de la preuve du Th�eor�eme 2.24, m�elang�ee avec l'associativit�e �a gauchede la construction des fermetures, pr�esent�ee dans la proposition suivante:Soient p1, p2 et p3 des fermetures de r�egles du même type. Si la fermeture der�egles q = (p1 ;a p2);ab p3 est constructible et b 2 FPos(t2), o�u p2 = s2� t2,alors q = p1 ;a (p2 ;b p3).La preuve de cette proposition se trouve dans l'annexe de l'article [GKM83].Il reste �a prouver la propri�et�e de coh�erence pour toute la suite de fermetures. On vaprouver que la condition cherch�ee de coh�erence est valide dans chaque pas d'it�eration �apartir de la châ�ne d'origine.Pour cette preuve de la propri�et�e de coh�erence, on reprend les substitutions'14Wn('2; '1) et '24Wn('2; '1)au lieu de '1 et '2, respectivement. On est oblig�e, comme cela a �et�e fait d�ej�a dans la preuvedu Th�eor�eme 2.24, d'analyser deux possibilit�es:1. Dom('1) \ Var('2) = ;.A partir des d�e�nitions du produit restreint des substitutions et de l'op�erateur d'ex-posant on d�eduit Dom('14 'n2) � Dom('1)Var('n2) � Var('2)Le remplacement des substitutions '1 et '2 par les nouvelles '14 'n2 et 'n+12 respec-tivement dans la premi�ere partie de la condition de coh�erence impliqueDom('14 'n2) \ Var('n+12 ) � Dom('1) \ Var('2) = ;2. Dom('2) \ Var('1) = ;.Le remplacement de la substitution '2 par la nouvelle'24Wn('2; '1) dans la deuxi�emepartie de la condition de coh�erence impliqueDom('24Wn('2; '1)) \ Var('1) � Dom('2) \ Var('1) = ;2 En utilisant le Corollaire 2.26, on peut classer des châ�nes de fermeture selon leur construc-tion initiale.D�e�nition 2.27 Une châ�ne de fermeture c = s� t de RC(R) est principale dans RC(R)s'il n'existe pas d'autre châ�ne de fermeture c0 = s0� t0 dans RC(R), telles que c = s0n� t0npour un pas d'it�eration n sur la châ�ne c0.



34 Moyens pour d�etecter la divergenceLe dernier probl�eme �a r�esoudre dans le contexte des châ�nes de fermeture est la questionde d�ecider si l'ensemble des fermetures RC(R) contient une châ�ne de fermeture.Th�eor�eme 2.28 Il est ind�ecidable en g�en�eral si RC(R) contient une châ�ne de fermeturedonn�ee.Preuve: La preuve constitue une simple modi�cation de la preuve d'ind�ecidabilit�e de Na-rendran et Stillman [NS89].Supposons qu'on a un algorithme pour d�ecider si RC(R) contient une châ�ne de ferme-ture donn�ee, cet algorithme peut d�ecider l'arrêt de n'importe quelle machine de Turing surn'importe quelle con�guration de d�epart. SoitM une machine de Turing et w une con�gura-tion de d�epart, soit RM un syst�eme de r�e�ecriture qui code M et et sw le codage associ�e �a lacon�guration w et t le codage de la con�guration d'acceptation, soit a et b deux constantesqui ne �gurent pas dans le vocabulaire de RM . La châ�ne a� b est une châ�ne de fermeturedu syst�eme RM [ fa! swg [ ft! bg si et seulement si sw ��!RM t, c.-�a.-d. si et seulementsi la machine M atteint la con�guration w, c.-�a.-d. si et seulement si M accepte w. Doncla d�ecision d'appartenance d'une châ�ne �a RC(R) entrâ�ne celle de l'arrêt des machines deTuring. Contradiction. 22.3 Syst�emes de r�e�ecriture crois�esLes châ�nes de fermeture, introduites dans la section pr�ec�edente, sont les concepts de basequi permettent de reconnâ�tre la divergence d'un syst�eme de r�e�ecritureR, mais leur existencedans R sans conditions suppl�ementaires ne su�t pas pour d�eclencher la divergence. Pourpouvoir construire un contre-exemple, il faut chercher un syst�eme de r�e�ecriture R = fs1 !t1; s2 ! t2g, tel que s1ja�1 = s2�2 et t2jb'1 = s2'2, o�u '1 ? '2, mais Dom('1)\Var(�2) 6= ;et Var('1) \ Dom(�2) 6= ;. Un tel syst�eme est, par exemple:d(f(g(h(x))) � y) ! xf(g(x))� k(y) ! c(f(x)� y)o�u la deuxi�eme r�egle, orient�ee par �lpo utilisant la pr�ec�edence � � c, est la châ�ne en avantavec '1 = [x 7! g(x); y 7! k(y)] et '2 = [ ]. Alors '1 ? '2 est valide. Malgr�e cela, ce syst�emepeut être compl�et�e dans le syst�eme canonique et �ni suivantd(f(g(h(x))) � y) ! xf(g(x))� k(y) ! c(f(x)� y)d(c(f(h(x))� y)) ! xCeci est dû au fait que �2 = [x 7! h(x)], alors Dom('1) \ Var(�2) = fxg et Var('1) \Dom(�2) = fxg.La suite de cette section explique ce qu'il faut ajouter aux châ�nes de fermeture pourobtenir des sch�emas permettant la reconnâ�ssance de la divergence d'un syst�eme de r�e�ecriture.Ces sch�emas utilisent plutôt des châ�nes de fermeture au lieu de simples r�egles pour pouvoirformaliser des syst�emes divergents qui contiennent plus de deux r�egles.



Syst�emes de r�e�ecriture crois�es 352.3.1 Syst�emes crois�es en avantAvant de pr�esenter la d�e�nition, nous allons d'abord �etudier le principe de ce sch�ema dedivergence. Le sch�ema contient deux r�egles de r�e�ecriture, o�us1 ! t1 (2.13)est la r�egle de d�epart (d�emarreur) et s2 ! t2 (2.14)est le moteur de la divergence. Supposons que ces r�egles se superposent avec (2.14) commer�egle mineure, en utilisant l'uni�cateur !0, produisant une paire critique qui est orient�eeensuite dans la r�egle u1 = s1!0[t2!0]a ! t1!0 = v1 (2.15)Supposons que les r�egles (2.14) et (2.15) se superposent �a nouveau toujours avec (2.14)comme r�egle mineure, en utilisant l'uni�cateur !1, et produisant la nouvelle r�egleu2 = u1!1[t2!1]a0 ! v1!1 = v2Supposons en outre que ce processus puisse être it�er�e �a l'in�ni. Ceci signi�e qu'on supposeque un ! vn et s2 ! t2 se superposent, en utilisant l'uni�cateur !n, produisant la r�eglesun+1 ! vn+1, pour chaque n 2 N . Maintenant, il faut r�esoudre les probl�emes suivants:1. Comment �etendre ce sch�ema �a des sch�emas avec plusieurs r�egles?2. Sous quelles conditions est-il possible d'e�ectuer l'it�eration pr�ec�edente �a l'in�ni?3. Quelle est la description inductive de l'uni�cateur it�er�e !n et, par cons�equent, la formedes r�egles produites un ! vn ?Le premier probl�eme est r�esolu assez facilement. Le moteur de la divergence (2.14) est�etendu �a une fermeture de superpositions s2� t2. Les objets (2.13) et (2.14) ne sont pasforc�ement distincts, ce qui nous permet de capter aussi les syst�emes divergents d'une seuler�egle par ce sch�ema.La condition demand�ee dans le deuxi�eme probl�eme est satisfaite si la fermeture de su-perpositions (2.14) est une châ�ne de fermeture en avant. En plus, !n et '1 ne doivent passe bloquer, ce qui sera expliqu�e plus tard.La solution du troisi�eme probl�eme demande un raisonnement non-standard. Normale-ment, deux r�egles qui se superposent ont des variables di��erentes. Puisque nous sommesconfront�es �a une suite de r�egles it�er�ees, nous allons assurer explicitement la di��erenciationdes variables dans les r�egles produites par renommage de variables d'une fa�con globale. Deplus, le d�esir de pouvoir d�ecrire l'uni�cateur it�er�e !n inductivement nous incite �a utiliser unebase invariante, ce sont les variables Var(s2) de la fermeture (2.14) qui jouent ce rôle. Pourcette raison l'uni�cateur !n est d�ecompos�e en trois parties: la premi�ere partie �n renommeles variables appropri�ees de un ! vn en Var(s2); ensuite le noyau dur | la substitution �n



36 Moyens pour d�etecter la divergence
�2 �1a t2s2

t1s1
b'2 '1Fig. 2.5 { Syst�eme de r�e�ecriture crois�e en avantde domaine Var(s2) est appliqu�ee, suivie par un renommage de variables �n+1, transformantles variables Var(s2) en de nouvelles variables de un+1 ! vn+1. Les renommages de variablessont e�ectu�es syntaxiquement par enl�evement (�) et �etiquetage (�) des indices aux variablesVar(s2). Dans le même sens, l'uni�cateur de d�epart !0 est divis�e en deux substitutions, �1active sur (2.13) et �2 active sur (2.14), et un renommage de variables �1.Le processus it�eratif lui-même est exprim�e par la substitution noyau �n. Comme prouv�eplus tard, la substitution �n est exprim�ee comme une fonction des substitutions '1, '2 et �2qui sont e�ectives sur la châ�ne (2.14). L'op�erateur T sur les substitutions de base '1, '2 et�2 pr�esente le formalisme pour d�ecrire cette it�eration.La d�e�nition suivante formalise les sch�emas de divergence d�ecrits ci-dessus. Elle comporteles types de divergence (�; ) et (�;�=) d�ecrits par Mong et Purdom [MP87].D�e�nition 2.29 La r�egle de r�e�ecriture s1 ! t1 et la fermeture de superpositions non-r�eexive s2� t2 (avec des variables pr�esum�ees disjointes) constituent un syst�eme der�e�ecriture crois�e en avant s'il existe les substitutions �2, '1, '2 de domaine Var(s2),une substitution idempotente �1 et des positions a 2 FPos(s1), b 2 FPos(t2) telles que1. h�1; �2i constitue l'uni�cateur principal faible de s1ja et s2: s1ja�1 = s2�2



Syst�emes de r�e�ecriture crois�es 372. h'1; '2i constitue l'uni�cateur principal faible de t2jb et s2: t2jb'1 = s2'23. Dom('1) \ (Var('2) [ Var(�2)) = ; ou Var('1) \ (Dom('2) [ Dom(�2)) = ;(relation de coh�erence �elargie)Les deux premi�eres conditions expriment les conditions de superposition. Les uni�cateursprincipaux faibles existent, et ils sont uniques car nous travaillons avec les instances res-treintes [Baa91] dans le cadre des variables de s2. La troisi�eme condition (appel�ee relation decoh�erence �elargie) assure que les substitutions �2, '1 et '2 ne se bloquent pas mutuellement.La pr�esentation sch�ematique d'un syst�eme crois�e en avant se trouve dans la �gure 2.5.La d�e�nition pr�ec�edente nous livre la partie statique des conditions pour d�ecrire lessyst�emes divergents en avant. La partie dynamique, introduite dans la d�e�nition suivante,�etablit les conditions sur l'orientation des paires critiques produites.D�e�nition 2.30 Le syst�eme de r�e�ecriture R est LR-persistant dans l'ordre � si pourchaque paire critique non-triviale de termes hs1�[t2�]a; t1�i 2 cp(R1) la relation s1�[t2�]a �t1� est valide.Le pr�e�xe LR- indique que les paires critiques produites sont orient�ees de gauche �a droite 3du point de vue de la r�egle majeure.Il est possible de d�eduire �a partir des conditions de la divergence de la D�e�nition 2.29,en supposant en même temps la LR-persistance, la description g�en�erale des sch�emas dedivergence en avant comme une famille in�nie de r�egles it�er�ees pendant le processus decompl�etion divergent. En parall�ele, on exprime la suite des uni�cateurs it�er�es intervenantdans le processus de superposition pendant la compl�etion, o�u le renommage des variables este�ectu�e explicitement.D�e�nition 2.31 Soient s1 ! t1 et s2� t2 un syst�eme de r�e�ecriture crois�e comme dans lad�e�nition 2.29. Soit u1! v1 = (s1�1[t2�2]a)�1 ! t1�1�1un+1 ! vn+1 = un!n[t2!n]abn ! vn!nune suite de r�egles de r�e�ecriture un ! vn, o�u !n = �n�n+1 est l'uni�cateur de unjabn et s2,�n = (�n 4 ('14 Tn�1(�2; '2; '1))) [ ('24 Tn�1(�2; '2; '1))est la substitution noyau it�er�ee et�n = [xn 7! x j xn 2 Var(unjabn)]�n = [x 7! xn j x 2 Var(s2)]est la paire de substitutions de pliage et d�epliage e�ectuant le renommage des variables, danschaque pas n d'it�eration. Les r�egles de r�e�ecriture un ! vn forment une famille in�nie it�er�eeen avant. La famille it�er�ee en avant, produite �a partir d'un syst�eme crois�e en avant S, estnot�ee par Ia;bFC(S).La classe de tous les syst�emes crois�es en avant produits pendant la compl�etion du syst�emeR est not�ee par `FC R.3. En anglais: \left to right".



38 Moyens pour d�etecter la divergenceBien qu'elle soit l'union de deux substitutions, la construction �n est bien d�e�nie, carDom(�n) \ Dom('2) = ;.Th�eor�eme 2.32 Soit R en syst�eme de r�e�ecriture. Si R contient un syst�eme crois�e en avantet LR-persistant S alors nr � complete(R) contient la famille ini�nie it�er�ee en avant der�egles Ia;bFC(S).Preuve: Par induction sur l'indice n des r�egles dans la famille in�nie it�er�ee en avant der�egles.Soit s1 ! t1 et s2� t2 un syst�eme crois�e en avant et LR-persistant S.Base: n = 1.Suivant la premi�ere condition dans la d�e�nition des syst�emes crois�es en avant, s1 ! t1 ets2� t2 produisent la paire critique hu1; v1i qui est orient�ee dans la r�egle u1 ! v1 grâce �ala LR-persistance. Aucune r�eduction n'est e�ectu�ee pendant le processus de compl�etion, cequi implique que nr � complete(R) contient la r�egle u1! v1.Pas: Consid�erons la r�egle uk+1 ! vk+1 et la châ�ne en avant s2� t2. Nous sommes oblig�esde d�eterminer la substitution �k+1 (et par cons�equent l'uni�cateur !k+1), d�eriv�ee �a partir de'1, '2 et �2, qui produit la paire critique par la superposition de uk+1 ! vk+1 avec s2� t2.Nous allons montrer que la substitution recherch�ee est de la forme�k+1 = (�k+14 ('14 Tk(�2; '2; '1))) [ ('24 Tk(�2; '2; '1))Par hypoth�ese et �a partir de la d�e�nition 2.31 on d�eduituk+1jabk+1 = t2jb('24 Tk�1(�2; '2; '1))�k+1(le terme t2 ne contient pas de variables index�ees, or la premi�ere partie de la substitution �k |commen�cant par �k | n'est pas op�erationnelle et, par cons�equent, est �ecart�ee). Mantenant,nous devons montrer que uk+1jabk+1 et s2 sont uni�ables par !k+1. Nous devons distiguer deuxcas, d'apr�es les deux possibilit�es de l'intersection vide dans la troisi�eme condition (coh�erence�elargie) de la d�e�nition 2.29.1. Dom('1) \ (Var(�2) [ Var('2)) = ;.Dans ce cas, comme prouv�e dans le Lemme 2.10, nous avons'14 Tk(�2; '2; '1) = ('14 'k2)4 �2et, comme combinaison de plusieures propositions, aussi '24Tk�1(�2; '2; '1) = 'k24�2.La condition Dom(�2) � Dom('2), exig�ee par les deux �equations pr�ec�edentes, n'ap-parâ�t pas parmi les conditions de la D�e�nition 2.29, mais elle est d�eriv�ee automati-quement apr�es le premier pas d'it�eration: le paragraphe suivant explique comment.Suivant les conditions de la d�e�nition 2.29, la proc�edure de compl�etion produit la r�egleu1 ! v1 d�ecrite dans la d�e�nition 2.31. Prenons-la pour la nouvelle r�egle de d�eparts01 ! t01 = u1! v1 et ensemble avec s2� t2 e�ectuons le test pour les conditions de lad�e�nition 2.29. Il faut chercher les substitutions �01, �02 et la position a0 2 FPos(s01) (le



Syst�emes de r�e�ecriture crois�es 39reste est identique car nous n'avons pas chang�e le moteur de la divergence s2� t2).Si t2jb'1 = s2'2 alors nous avonst2jb�2('14 (�24 '1)) = s2('24 (�24 '1))car Dom('1) \ Var(�2) = ;. Pour cette raison nous consid�erons�01 = �14 ('14 (�24 '1))�02 = '24 (�24 '1)et a0 = ab, ce qui est impliqu�e par s01ja0 = u1jab = t2jb�2�1. Simplement par inspectionde �02 nous d�eduisons Dom(�02) � Dom('2).Maintenant, en utilisant les lemmes 2.3 et 2.10 nous obtenonst2jb('k2 4 �2)(('14 'k2)4 �2)= t2jb'1('k2 4 �2)= s2('k+12 4 �2)ce qui prouve �k+1 = (�k+1 4 (('14 'k2)4 �2)) [ ('k+12 4 �2)ainsi que uk+1jabk+1 et s2 sont uni�ables par !k+1 = �k+1�k+2.2. Var('1) \ (Dom(�2) [ Dom('2)) = ;.Dans ce cas nous avons '14Tk(�2; '2; '1) = '1 suivant la d�e�nition de l'op�eration duproduit restreint 4.Le lemme 2.3 donne t2jb('24 Tk�1(�2; '2; '1))'1 == t2jb'1(('24 Tk�1(�2; '2; '1))4 '1) == s2('24 Tk(�2; '2; '1))ce qui prouve �k+1 = (�k+14 '1) [ ('24 Tk(�2; '2; '1))ainsi que uk+1jabk+1 et s2 sont uni�ables par !k+1 = �k+1�k+2.Le raisonnement par cas pr�ec�edent prouve que la construction de la substitution �k+1 estcorrecte, ce qui signi�e que !k+1 = �k+1�k+2 est l'uni�cateur de uk+1jabk+1 et s2, o�u�k+1 = (�k+14 ('14 Tk(�2; '2; '1))) [ ('24 Tk(�2; '2; '1))Pour cette raison la paire critique huk+2; vk+2i peut être construite et orient�ee ensuite dansla r�egle uk+2 ! vk+2 �a cause de la LR-persistance.Nous avons prouv�e que{ u1 ! v1 2 Ia;bFC(S) et



40 Moyens pour d�etecter la divergence{ si uk ! vk 2 Ia;bFC(S) alors uk+1 ! vk+1 2 Ia;bFC(S),o�u S = fs1 ! t1; s2� t2g est un syst�eme crois�e. Pour cette raison l'inclusion S � Rimplique Ia;bFC(S) � nr-complete(R). 2Corollaire 2.33 Si R contient un syst�eme crois�e en avant et LR-persistant alors R estfaiblement divergent.Le corollaire suivant signi�e que nous pouvons tester la pr�esence d'un syst�eme crois�e enavant �a n'importe quelle �etape de la proc�edure de compl�etion. Si un syst�eme de r�e�ecritureest suspect de divergence par un syst�eme crois�e en avant, le processus de compl�etion estinterrompu et le test de divergence est ex�ecut�e sur l'ensemble des r�egles produites.Corollaire 2.34 Si s1 ! t1 et s2� t2 forment un syst�eme crois�e en avant S, alors pourchaque r�egle p produite dans le cadre de la famille it�er�ee, Ia;bFC(S) p et s2� t2 forment unnouveau syst�eme crois�e en avant S 0. De plus, Ia0;bFC (S 0) � Ia;bFC(S).Preuve: Ceci n'est pas un corollaire du Th�eor�eme 2.32 mais plutôt de sa preuve. Nousdevons prouver que les substitutions partielles �n = '1 4 Tn�1(�2; '2; '1) et �n = '2 4Tn�1(�2; '2; '1) de la substitution �n, d�e�nies dans la preuve mention�ee, satisfont les condi-tions de la d�e�nition 2.29.La condition unjabn�n = s2�n, correspondant �a la premi�ere condition de la d�e�nition 2.29,a �et�e prouv�ee d�ej�a dans le th�eor�eme pr�ec�edent, en utilisant la position abn 2 FPos(un)comme remplacement de la position a. A partir de l'expression it�erative prouv�ee pour lessubstitutions �n nous d�eduisons imm�ediatement l'�equation Dom('1)\Dom(�n) = ;. Il reste�a prouver les parties correspondant aux deux cas dans la relation de coh�erence.1. Dom('1) \ (Var(�2) [ Var('2)) = ;.Dans ce cas nous avons �n = 'n2 4 �2. Ceci implique Var(�n) � Var(�2) [ Var('2) etla condition Dom('1) \ (Var(�n) [ Var('2)) = ; suit automatiquement.2. Var('1) \ (Dom(�2) [ Dom('2)) = ;.Nous avons Dom(�n) = Dom('2), ce qui implique la validit�e de la condition Var('1)\(Dom(�n) [ Dom('2)) = ;.2 Consid�erons maintenant des exemples qui correspondent au sch�ema des syst�emes crois�esen avant. Ceci est une collection de syst�emes divergents observ�es dans des cas r�e�els, ainsique des cas arti�ciels, construits pour trouver des conditions toujours plus g�en�erales quicouvriraient la classe des syst�emes divergents la plus large.Exemple 2.35 Tout le monde sait (cette exemple a �et�e mentionn�e, entre autres, par Fri-bourg [Fri89] et G�obel [G�ob87]) que si on extrait les r�egles(x0 + y0) + z ! x0 + (y0 + z) (2.16)x+ s(y) ! s(x+ y) (2.17)



Syst�emes de r�e�ecriture crois�es 41d'un syst�eme sp�eci�ant les entiers naturels avec addition, et si on essaie de compl�eter cesr�egles, en utilisant l'ordre �lpo avec la pr�ec�edence + � s et le statut gauche-droite de +,alors le r�esultat sera un processus divergent. La r�egle (2.17) constitue la châ�ne en avant,les positions sont a = 1 et b = 1, et les substitutions sont �1 = [x0 7! x; y0 7! s(y)],�2 = [ ], '1 = [y 7! s(y)], '2 = [ ]. Ce syst�eme divergent correspond �a n'importe quel typede syst�emes crois�es en avant selon la condition de coh�erence. La proc�edure de compl�etionproduit la famille in�nie de r�eglessn(x+ y) + z ! x+ (sn(y) + z)C'est, entre autres, aussi la raison pour laquelle la preuve par r�ecurrence [KM87] de l'asso-ciativit�e �a partir du syst�eme de r�e�ecriturex+ 0 ! xx+ s(y) ! s(x+ y)utilisant un ordre inappropri�e (ici �lpo avec la pr�ec�edence + � s) entrâ�ne une boucle in�nie.Dans [HP85] le syst�eme de r�e�ecriturex+ 0 ! x (2.18)x+ s(y) ! s(x+ y) (2.19)gcd(x; 0) ! xgcd(0; x) ! xgcd(x0 + y0; y0) ! gcd(x0; y0) (2.20)sp�eci�ant le plus grand commun diviseur de deux entiers naturels, a �et�e prouv�e divergent. Ilcontient un syst�eme crois�e en avant constitu�e par les r�egles (2.19) et (2.20). La r�egle (2.19)forme la châ�ne en avant, les positions sont a = 1 et b = 1, et les substitutions sont �1 =[x0 7! x; y0 7! s(y)], �2 = [ ], '1 = [y 7! s(y)], '2 = [ ]. La proc�edure de compl�etion, utilisantl'ordre �lpo avec la pr�ec�edence + � s, produit la famille in�nie de r�eglesgcd(sn(x+ y); sn(y)) ! gcd(x; sn(y))�a partir de r�egles (2.19) et (2.20), ainsi qu'une autre famillegcd(sn(x); sn(0)) ! gcd(x; sn(0))d�eriv�ee �a partir de la premi�ere par la r�egle (2.18).Pour d�emontrer que la divergence n'est pas provoqu�ee seulement par les sp�eci�cationsdes entiers naturels, regardons aussi d'autres structures alg�ebriques.Exemple 2.36 Un exemple simple et �el�egant de syst�eme crois�e en avant est l'Associativit�e &l'Endomorphisme. Il a �et�e consid�er�e, pour d'autres raisons par Bellegarde [Bel86], BenCherifaavec Lescanne [BL87b] et Martin [Mar87]. Le syst�eme de r�e�ecriture(x0 + y0) + z ! x0 + (y0 + z)f(x) + f(y) ! f(x + y)



42 Moyens pour d�etecter la divergenceen utilisant l'ordre �lpo avec la pr�ec�edence + � f et le statut gauche-droite de +, produitpendant la compl�etion un syst�eme crois�e en avant. La r�egle d'Endomorphisme forme la châ�neen avant, les positions sont a = 1 et b = 1, et les substitutions sont �1 = [x0 7! f(x); y0 7!f(y)], �2 = [ ], '1 = [x 7! f(x); y 7! f(y)], '2 = [ ]. A partir de ce syst�eme, la proc�edure decompl�etion produit la famille in�nie de r�eglesfn(x+ y) + z ! fn(x) + (fn(y) + z)Un autre syst�eme, semblable au pr�ec�edent, est l'Associativit�e & Distributivit�e, �etudi�e parLescanne [Les86], et mention�e aussi par Martin [Mar87] et Mong avec Purdon [MP87]. Lesyst�eme de r�e�ecriture (x0 + y0) + z0 ! x0 + (y0 + z0)(x � y) + (x � z) ! x � (y + z)en utilisant l'ordre �lpo avec la pr�ec�edence + � � et le statut gauche-droite de +, se rev�eledivergent pendant la compl�etion. C'est un syst�eme crois�e en avant avec la r�egle de Distribu-tivit�e formant la châ�ne en avant et les substitutions �1 = [x0 7! x � y; y0 7! x � z], �2 = [ ],'1 = [y 7! x � y; z 7! x � z], '2 = [ ]. C'est, en fait, une variation de l'exemple pr�ec�edent, o�ul'op�eration f est interpr�et�ee comme la multiplication \curri��ee".Il n'est pas n�ecessaire qu'un syst�eme divergent soit form�e seulement par deux r�egles,comme dans les exemples pr�ec�edents. La cardinalit�e d'un syst�eme de r�e�ecriture n'est mêmepas limit�ee. De l'autre côt�e, une seule r�egle su�t �a produire un syst�eme divergent.Exemple 2.37 Il existe un syst�eme crois�e d'une seule r�eglef(g(f(x))) ! g(f(x))introduit par Ardis [Ard80]. Cette unique r�egle repr�esente les deux objets de la D�e�nition 2.29.Les positions sont a = 1 et b = 1, les substitutions sont �1 = [x 7! g(f(x))] 4, �2 = [ ],'1 = [x 7! g(f(x))], '2 = [ ]. A partir de cette r�egle, la proc�edure de compl�etion produit lafamille in�nie de r�egles f(gn(f(x))) ! gn(f(x))Ce syst�eme divergent d'une seule r�egle contient encore un autre ph�enom�ene: si nousvoulons assurer la terminaison du syst�eme produit, nous ne pouvons pas orienter ces r�eglesdans le sens inverse. Pour cette raison la divergence de ce syst�eme est inh�erente.Exemple 2.38 Il existe aussi un syst�eme de r�e�ecriture form�e par un ensemble de plusieuresr�egles, o�u la pr�esence de toutes les r�egles est n�ec�essaire pour maintenir la divergence. Commeprouv�e dans [HP85], le syst�eme de r�e�ecriturefn+1(fn�1(x)) ! xfi(fn(x)) ! fi�1(x) for i = 2; : : : ; n� 1f1(fn(x)) ! f0(fn�1(x))4. L'ambigu��t�e dans les variables peut être r�esolue par doublage de la r�egle de r�e�ecriture et la division deleurs variables.



Syst�emes de r�e�ecriture crois�es 43orient�e par �lpo bas�e sur la pr�ec�edence fi � fj pour i > j, est divergent pour chaque n,mais chaque sous-ensemble propre peut être compl�et�e en un syst�eme de r�e�ecriture canoniqueet �ni. La premi�ere r�egle pr�esente la base de la divergence et le reste forme la châ�ne enavant fn�1(fn�1n (x))� f0(fn�1(x)). Les substitutions sont �1 = [x0 7! fn�1n (x)], �2 = [ ],'1 = [x 7! fn�1n (x)], '2 = [ ]. A partir de ce syst�eme, la proc�edure de compl�etion produit lafamille in�nie de r�egles fn+1(fk0 (fn�1(x))) ! fk(n�1)n (x)et en plus toutes les familles interm�ediates in�nies de r�egles suivant les r�egles qui inter-viennent dans la formation de la châ�ne en avant.Si quelqu'un regarde de pr�es les exemples pr�ec�edents, il peut se demander pourquoila d�e�nition 2.29 est si compliqu�ee. Ce n'est pas la d�e�nition qui est compliqu�ee, maisles exemples qui sont trop faciles. Ils satisfont toutes les conditions simples de divergence,pr�esent�ees dans [HP86]. Analysons maintenant des syst�emes plus compliqu�es, o�u toutes lesconditions de la D�e�nition 2.29 doivent imp�erativement être appliqu�ees et o�u les conditionsde [HP86] apparaissent insu�santes. Le seul d�efaut de ces exemples est leur constructionarti�cielle, qui ne correspond �a aucune structure alg�ebrique connue.Exemple 2.39 Un exemple plus g�en�eral de syst�eme crois�e en avant est 5d(x0 � h(y0)) ! y0(x
 y)� y ! k1(x� k2(y))Si nous essayons de compl�eter ce syst�eme en utilisant l'ordre �lpo bas�e sur la pr�ec�edence
 � �, 
 � k1 et 
 � k2, nous obtenons un processus divergent. La deuxi�eme r�egle formela châ�ne en avant. Les substitutions sont �1 = [x0 7! x 
 h(y); y0 7! y], �2 = [y 7! h(y)],'1 = [x 7! x
 k2(y)], '2 = [y 7! k2(y)]. A partir de ce syst�eme, la proc�edure de compl�etionproduit la famille in�nie de r�eglesd(kn1 (x� kn2 (h(y)))) ! yUn autre cas similaire pr�esente le syst�eme crois�e en avantd(x0 � (x0 
 y0)) ! y0g(x)� y ! g(x� (x� y))sauf qu'il s'agit du deuxi�eme type suivant la condition de coh�erence. Si nous compl�etons cesyst�eme en utilisant l'ordre �lpo bas�e sur la pr�ec�edence � � �, � � g et le statut gauche-droite de �, nous obtenons un processus divergent. La seconde r�egle forme la châ�ne en avant.Les substitutions sont �1 = [x0 7! g(x); y0 7! y], �2 = [y 7! g(x) 
 y], '1 = [x 7! g(x)],'2 = [y 7! g(x)� y]. A partir de ce syst�eme, la proc�edure de compl�etion produit la famillein�nie de r�egles d(gn(x� (x� (g(x)� : : : (gn(x)
 y))))) ! y5. Les op�erateurs binaires doivent être consid�er�es comme des objets syntaxiques, pas comme des op�erateursdans une structure alg�ebrique.



44 Moyens pour d�etecter la divergenceBien sûr, tous les syst�emes ne sont pas si faciles �a analyser. Il existe des syst�emes avec plusqu'une seule châ�ne en avant ou des syst�emes avec des superpositions multiples. Regardonsun de ces syst�emes.Exemple 2.40 Ce syst�eme sp�eci�e la th�eorie des arbres binaires sign�es [KK82]. Il estpr�esent�e ici comme un extrait du syst�eme de r�e�ecriture (canonique) sp�eci�ant les groupes:i(i(x)) ! xi(x � y) ! i(y) � i(x)(y � x) � i(x) ! yi(x) � (x � y) ! ySi nous compl�etons ce syst�eme en utilisant l'ordre �lpo bas�e sur la pr�ec�edence i � �, nousobtenons un processus divergent. D'abord, les r�egles suivantes(y � i(x)) � x ! yx � (i(x) � y) ! ysont produites; ensuite le processus it�eratif in�ni commence. L'astuce ici est que le sous-syst�eme i(i(x)) ! xi(x � y) ! i(y) � i(x)produit un ensemble in�ni de châ�nes en avant. Pour cette raison un ensemble in�ni de fa-milles it�er�ees in�nies de r�egles est produit. Même si c'est un peu surprenant, c'est conforme�a la th�eorie pr�esent�ee. Le syst�eme de r�e�ecriture, qui produit les châ�nes en avant, est cano-nique, donc d�ecidable, ce qui indique que chaque calcul modulo chaque châ�ne en avant estd�ecidable, lui aussi.2.3.2 Syst�emes crois�es en arri�ereLes principes du second sch�ema de divergence sont similaires au premier. Pour cetteraison nous nous concentrons seulement sur leur di��erence.D'abord, dans le second sch�ema les objets qui interveiennent changent de rôles. La fer-meture s1 � t1 (2.21)�etant le moteur de la divergence, devient la r�egle majeure ets2 ! t2 (2.22)devient la r�egle de d�epart . La r�egle produite �a partir de la superposition de (2.21) et (2.22)est orient�ee dans le sens u1 = t1!0 ! s1!0[t2!0]b = v1 (2.23)
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Fig. 2.6 { Syst�eme de r�e�ecriture crois�e en arri�erec.-�a.-d. exactement oppos�e �a (2.15). Cette superposition est r�ep�et�ee entre (2.21) et (2.23),avec (2.23) comme la r�egle mineure. La r�egle produiteu2 = t1!1 ! s1!1[v1!1]b = v2est orient�ee dans le même sens que la r�egle (2.23). La même hypoth�ese d'it�eration in�nie,avec s1� t1 et un ! vn qui se superposent utilisant l'uni�cateur !n, est faite comme dansle cas des syst�emes crois�es en avant, avec | comme r�esultat | la r�egle un+1 ! vn+1.Maintenant, le moteur de la divergence (2.21) doit être une châ�ne en arri�ere, avec laposition b 2 FPos(s1) et des substitutions '1, '2, si l'it�eration in�nie doit se maintenir.Le seul objet invariant dans l'it�eration est le moteur de la divergence (2.21), alors l'uni-�cateur !n et les r�egles un ! vn sont calcul�es par rapport aux variables Var(s1). Puisque lereste des consid�erations reconstituerait le raisonnement appliqu�e pendant le d�eveloppementdu premier sch�ema de divergence, nous ne le r�ep�eterons pas.La d�e�nition suivante formalise le sch�ema de divergence avec les paires critiques orient�eesen arri�ere, qui vient d'être d�ecrite. Il couvre les types de divergence (;�) et (�=;�) intro-duits par Mong et Purdom [MP87].



46 Moyens pour d�etecter la divergenceD�e�nition 2.41 La fermeture de superposition s1� t1 et la r�egle non-r�eexive s2 ! t2(avec les variables suppos�ees disjointes) pr�esentent un syst�eme de r�e�ecriture crois�een arri�ere si t1 n'est pas une variable, s'il existe des substitutions �1, '1, '2 telles queDom(�1) � Var(s1), Dom('1) � Var(s1) et Dom('2) � Var(s1), une substitution idempo-tente �2, et une position b 2 FPos(s1), telles que1. h�1; �2i est l'uni�cateur principal faible de s1jb et s2: s1jb�1 = s2�22. h'1; '2i est l'uni�cateur principal faible de t1 et s1jb: t1'1 = s1jb'23. Dom('1)\ (Var('2)[Var(�1)) = ; ou Var('1)\ (Dom('2)[Dom(�1)) = ; (relationde coh�erence �elargie)Les deux premi�eres conditions expriment des superpositions. La troisi�eme condition (coh�erence�elargie) assure que les substitutions �1, '1 d'un cot�e et '2 ne se bloquent pas. La pr�esentationsch�ematique d'un syst�eme crois�e en arri�ere se trouve dans la �gure 2.6.La d�e�nition pr�ec�edente fournit la partie statique des conditions pour la reconnaissancedes syst�emes divergents en arri�ere. Si nous avions seulement la partie statique dans les deuxcas de sch�emas, nous pourrions �etablir un Principe de Dualit�e entre les syst�emes crois�es enavant et en arri�ere, bas�e sur le Principe de Dualit�e 2.12 entre les châ�nes en avant et enarri�ere. La partie dynamique des conditions, introduite dans la d�e�nition suivante, pose desconditions sur l'orientation des paires critiques et pr�esente alors la di��erence primordialeentre les notions introduites dans les d�e�nitions 2.29 et 2.41, produisant un autre sch�emacompl�etement di��erent du premier.D�e�nition 2.42 Le syst�eme de r�e�ecriture R is RL-persistant dans l'ordre � si pourchaque paire critique non-triviale de termes hs1�[t2�]a; t1�i 2 cp(R1) la relation t1� �s1�[t2�]a est valide.Le pr�e�xe RL- signi�e que les paires critiques produites sont orient�ees de droite �a gauchedu point de vue de la r�egle majeure.Il est possible de d�eduire, �a partir des conditions de la divergence de la d�e�nition 2.41,en supposant en même temps la RL-persistance, la description g�en�erale des sch�emas dedivergence en arri�ere comme une famille in�nie de r�egles it�er�ees pendant le processus decompl�etion divergent. En parall�ele, on exprime la suite des uni�cateurs it�er�es intervenantdans le processus de superposition pendant la compl�etion, o�u le renommage des variables este�ectu�e explicitement.D�e�nition 2.43 Supposons que s1� t1 et s2 ! t2 forment un syst�eme de r�e�ecriture crois�een arri�ere comme dans la D�e�nition 2.41. Soientu1! v1 = t1�1�1! (s1�1[t2�2]b)�1un+1 ! vn+1 = t1!n ! s1!n[vn!n]bune suite de r�egles de r�e�ecriture, o�u !n = �n�n+1 est l'uni�cateur de s1jb et un,�n = (�n 4 ('14 Tn�1(�1; '2; '1))) [ ('24 Tn�1(�1; '2; '1))



Syst�emes de r�e�ecriture crois�es 47est la substitution noyau it�er�ee et�n = [xn 7! x j xn 2 V ar(vnjb)]�n = [x 7! xn j x 2 V ar(s1)]est la paire de substitutions de pliage-d�epliage pour le renommage des variables dans chaque�etape n. Les r�egles un ! vn forment une famille in�nie it�er�ee en arri�ere. La famille der�egles it�er�ee en arri�ere, produite �a partir du syst�eme crois�e S, est not�e par IbBC(S).La classe de tous les syst�emes crois�es en arri�ere produits pendant la compl�etion du syst�emede r�e�ecriture R est not�e par `BC R.Th�eor�eme 2.44 Soit R un syst�eme de r�e�ecriture. Si R contient un syst�eme crois�e enarri�ere S et s'il est RL-persistant alors nr-complete(R) contient la famille de r�egles in�-nie it�er�ee en arri�ere IbBC(S).Preuve: La preuve ressemble �a celle du th�eor�eme 2.32. 2Corollaire 2.45 Si R contient un syst�eme de r�e�ecriture crois�e en arri�ere et RL-persistantalors R est faiblement divergent.Corollaire 2.46 Si s1� t1 et s2 ! t2 forment un syst�eme crois�e en arri�ere S alors pourchaque r�egle de r�e�ecriture p appartenant �a la famille it�er�ee IbBC(S), s1� t1 et p formentun nouveau syst�eme crois�e S 0. De plus, IbBC(S 0) � IbBC(S).Consid�erons maintenant les exemples qui appartiennent au sch�ema des syst�emes crois�esen arri�ere. Ce type de divergence n'est pas observ�e aussi souvent, autrement dit il existemoins de cas r�e�els connus aujourd'hui.Exemple 2.47 Un exemple simple et �el�egant d'un syst�eme crois�e en arri�ere est la th�eorie(d�ecidable) des semigroupes idempotents(x � y) � z ! x � (y � z)x0 � x0 ! x0�etudi�ee du point de vue de la divergence dans [SS82], [Der89] et [Kir89]. La r�egle d'Associati-vit�e produit un nombre in�nie des châ�nes en arri�ere ind�ependantes, d'apr�es le choix multipledes superpositions.Il faut dire, comme une remarque marginale, qu'il n'existe pas de syst�eme canonique, �niet non-conditionnel, pour les semi-groupes idempotents [SS82].Dans ce sch�ema, comme dans le pr�ec�edent, il existe des syst�emes divergents de r�eglesmultiples, ainsi que des syst�emes divergents d'une seule r�egle. L'exemple coh�erent du syst�emed'une seule r�egle est extrait d'un exemple r�e�el.Exemple 2.48 En extrayant la r�egle(xny)nz ! yn(i(x)nz)



48 Moyens pour d�etecter la divergencedu syst�eme de r�e�ecriture des groupes d�e�nis par la division �a gauche, �etudi�e par Les-canne [Les83, Les90], et l'orientant par �lpo bas�e sur la pr�ec�edence n � i et le statut gauche-droite de n, nous obtenons un syst�eme crois�e en arri�ere. Comme dans l'exemple pr�ec�edent, unnombre in�ni de châ�nes en arri�ere ind�ependantes est produit �a partir de la r�egle de d�epart.Exemple 2.49 Il existe aussi des syst�emes de r�e�ecriture crois�es en arri�ere qui contiennentun nombre �ni de r�egles, o�u la pr�esence de chacune est indispensable pour le maintient dedivergence. C'est le syst�emef1(f0(x0)) ! x0fn(fi�1(x)) ! fi(fn(x)) for i = 2; : : : ; n� 1fn(fn�1(x)) ! f1(fn(x))orient�e par �lpo bas�e sur la pr�ec�edence fi � fj pour i > j. Il est divergent pour chaque n, maischaque sous-ensemble propre de ce syst�eme peut être compl�et�e dans un syst�eme canoniqueet �ni. La premi�ere r�egle pr�esente la base de divergence et le reste forme la châ�ne en arri�erefn�1n (f1(x))� f1(fn�1n (x)). Les substitutions sont �1 = [x 7! f0(x)], �2 = [x0 7! x], '1 = [ ],'2 = [x 7! fn�1n (x)]. A partir de ce syst�eme, la proc�edure de compl�etion produit la famillein�nie de r�egles f1(fk(n�1)n (f0(x))) ! fk(n�1)n (x)et, en plus, toutes les familles in�nies interm�ediaires, suivant les r�egles qui participent dansla production de la châ�ne en arri�ere.Comme dans le sch�ema pr�ec�edent, des exemple arti�ciels re�etent mieux les conditionsde la D�e�nition 2.41.Exemple 2.50 Consid�erons le syst�eme de r�e�ecrituref(x _ g(y)) ! f(x) _ y(x0 ^ y0) _ y0 ! y0Si nous compl�etons ce syst�eme, en utilisant l'ordre �lpo bas�e sur la pr�ec�edence f � _,nous aboutissons �a un processus divergent. La premi�ere r�egle forme la châ�ne en arri�ere. Lessubstitutions sont �1 = [x 7! x ^ g(y)], �2 = [y0 7! g(y)], '1 = [y 7! g(y)], '2 = [x 7! f(x)].La proc�edure de compl�etion produit la famille in�nie de r�eglesfn(x ^ gn(y)) _ y ! fn(gn(y))Exemple 2.51 Un cas similaire est le syst�eme crois�e en arri�ere(x
 f(y))� y ! (x� y)
 y(x0 � y0)
 y0 ! x0La compl�etion de ce syst�eme, en utilisant l'ordre �lpo bas�e sur la pr�ec�edence � � 
, m�ene �aun processus divergent. Les substitutions sont �1 = [x 7! x�f(y)], �2 = [x0 7! x; y0 7! f(y)],'1 = [y 7! f(y)], '2 = [x 7! x� f(y)]. La proc�edure de compl�etion produit la famille in�niede r�egles((((x� fn+1(y))� fn(y))� : : :� f(y))� y)
 y ! ((x� fn(y)))� : : :� f(y))� y



Compl�etion en pr�esence de simpli�cations 492.4 Comportement de la compl�etion en pr�esence desimpli�cationsDans les cas pratiques, la proc�edure de compl�etion avec la strat�egie complete est suppos�eeproduire un syst�eme de r�e�ecriture inter-r�eduit. Même si beaucoup de syst�emes faiblementdivergents sont divergents, car ils satisfont la condition de la Proposition 1.2, il subsiste uneclasse assez large de syst�emes faiblement divergents qui ne sont pas divergents du tout.Exemple 2.52 Un exemple simple d'un syst�eme faiblement divergent qui n'est pas divergentest celui-ci: x� (x
 y) ! xf(x)
 y ! g(x
 y)f(f(x)) � g(g(y)) ! x� yLes deux premi�eres r�egles forment seules un syst�eme divergent, mais la troisi�eme r�egle en-traine l'application d'une �etape de simpli�cation sur l'une des paires critiques produites.Alors, on obtient le syst�eme canonique:x� (x
 y) ! x f(f(x)) ! xf(x)
 y ! g(x
 y) x� g(g(y)) ! x� yf(x)� g(x
 y) ! f(x) g(g(x
 y)) ! x
 yLa tâche principale est de d�eterminer les circonstances dans lesquelles la divergence dessyst�emes de r�e�ecriture reste invariante, même si les r�egles de transition Simplify, Composeet Collapse sont utilis�ees. Cette section pr�esente une collection de propositions pour lessyst�emes de r�e�ecriture o�u la divergence reste invariante par rapport aux r�egles de transitiondestructives.D'abord, nous montrons que la r�egle Compose appliqu�ee sur un syst�eme de r�e�ecritureproduit ne change rien sur le processus de divergence. Or, toutes les parties droites vn dansles familles it�er�ees en avant, ainsi qu'en arri�ere, des r�egles un ! vn ne jouent aucun rôle.Leur forme actuelle n'est pas signi�cative, �a condition que la persistance soit maintenue.Proposition 2.53 Soit R un syst�eme de r�e�ecriture.{ Supposons que s1 ! t1 et s2� t2 forment un syst�eme crois�e en avant LR-persistantet que t1 ��!R t. Alors s1 ! t et s2� t2 forment un syst�eme crois�e en avant LR-persistant aussi.{ Supposons que s1� t1 et s2! t2 forment un syst�eme crois�e en arri�ere RL-persistantet que t2 ��!R t. Alors s1� t1 et s2 ! t forment un syst�eme crois�e en arri�ere RL-persistant aussi.Preuve: La preuve est e�ectu�ee seulement pour le cas des syst�emes crois�es en avant LR-persistants. La preuve pour l'autre cas est similaire.



50 Moyens pour d�etecter la divergenceSi t1 ��!R t alors soit t = t1 (et il n'y a rien �a faire), soit t1 � t dans l'ordre utilis�e �,compatible avec le syst�eme R. Par transitivit�e, nous avons s1 � t, ce qui prouve l'existencede la r�egle de r�e�ecriture s1 ! t.Dans le th�eor�eme 2.32 nous avons prouv�e que, pour chaque n, la partie droite vn est uneinstance du terme t1 (pour le cas crois�e en arri�ere RL-persistant: vn contient l'instance det2; c'est la seule di��erence signi�cative entre les cas). Alors t1 ��!R t implique l'existencede v0n, o�u vn = t1�n ��!R t�n = v0n pour une substitution �n (en fait, c'est le cumul dessubstitutions (�1 [ �2)�1, !1, . . . , !n), pour chaque n 2 N . Par transitivit�e, nous avonsun � v0n, ce qui prouve l'existence de la r�egle de r�e�ecriture un ! v0n sous la pr�esence de lar�egle un ! vn pour chaque n 2 N . Ceci prouve aussi que la LR-persistance est maintenue.Comme il n'y a pas de conditions concernant t1 dans la d�e�nition 2.29, si s1 ! t1 ets2� t2 forment un syst�eme crois�e en avant, alors s1 ! t et s2� t2 forment un syst�emecrois�e aussi. 2Le lemme suivant pr�esente un r�esultat concernant l'inter-r�eduction dans les positions quine sont pas concern�ees par le processus de compl�etion.Lemme 2.54 Supposons que s1 ! t1 et s2� t2 (s1� t1 et s2 ! t2) se superposent dansla position a 2 FPos(s1) (dans la position b 2 FPos(s1)) et qu'elles forment un syst�emecrois�e en avant (en arri�ere). Si le terme s1 est R-irr�eductible seulement dans les positionsc incomparables avec a (avec b), alors s ! t1 et s2� t2 (s� t1 et s2 ! t2) forment unsyst�eme crois�e en avant (en arri�ere) aussi, o�u s1 ��!R s.Dans le cas pr�ec�edent, la combinaison de ce lemme avec le corollaire 2.34 prouve que l'onpeut r�eduire potentiellement chaque terme un dans la famille in�nie it�er�ee en avant un ! vndans les positions qui sont incomparables avec la position abn et, malgr�e cela, le syst�emereste crois�e en avant (voir la �gure 2.7). Dans le cas arri�ere, ceci signi�e qu'on peut r�eduirepotentiellement le terme s1 dans la châ�ne en arri�ere s1� t1 dans les positions qui ne sontpas comparables avec la position b et, malgr�e cela, le syst�eme reste crois�e en arri�ere.Preuve: Si s1 ��!R s, o�u les r�eductions sont e�ectu�ees dans les positions incomparablesavec a (avec b), alors s1ja = sja (s1jb = sjb). Seulement le sous-terme s1ja (le sous-terme s1jb)du terme s1 entervient dans les conditions de la D�e�nition 2.29 (D�e�nition 2.41), alors lesconditions sont maintenues aussi si l'on remplace s1 ! t1 (s1� t1) par s! t1 (s� t1). 2La derni�ere �etape pr�esente l'analyse de la divergence même sous la pr�esence des r�eductionsdans les positions comparables avec celle de la superposition.D�e�nition 2.55 Le syst�eme de r�e�ecriture R est fortement LR-persistant dans l'ordre� si pour chaque Rn produit pendant une compl�etion `KB, pour chaque paire critique non-triviale de termes hs1�[t2�]a; t1�i 2 cp(Rn) la relationRn(s1�[t2�]a) �mul Rn(t1�)est valide.



Compl�etion en pr�esence de simpli�cations 51Le syst�eme de r�e�ecriture R est fortement RL-persistant dans l'ordre � si pour chaqueRn produit pendant une compl�etion `KB, pour chaque paire critique non-triviale de termeshs1�[t2�]a; t1�i 2 cp(Rn) la relationRn(t1�) �mul Rn(s1�[t2�]a)est valide.Dans les deux cas, R(t) est l'ensemble des R-formes normales d'un terme t et �mul estl'extention sur les multi-ensembles de l'ordre �.La persistance forte est un �elargissement des notions introduites dans les d�e�nitions 2.30et 2.42. Elle d�ecrit formellement l'id�ee que les paires critiques restent orient�ees uniformementmême sous l'application des r�egles de transition destructives. Evidemment, la persistanceforte est ind�ecidable en g�en�eral. Il faut donc trouver des conditions su�santes ad hoc pourles syst�emes de r�e�ecriture particuliers.D�e�nition 2.56 Soit p = s� t une châ�ne de fermeture. La fermeture de superpositionq 2 OC(R) est associ�ee avec p dans R si p <R q et pour chaque �etape n d'it�eration surla châ�ne, sn� tn est di��erente de q. L'ensemble de toutes les fermetures de superpositionassoci�ees avec p dans R est not�e ApOC(R).La suite it�er�ee sn� tn est construite comme dans la preuve du th�eor�eme 2.24.Nota: Si nous ne distinguons pas entre les familles it�er�ees en avant et en arri�ere (noussupposons qu'il s'agit de l'une ou l'autre), nous utilisons la notation I(S) pour une familleit�er�ee produite �a partir du syst�eme crois�e S. De fa�con similaire, la classe de tous les syst�emescrois�es produits pendant la compl�etion du syst�eme R est not�eeaR = aFCR [ aBCRLa notion suivante r�eduit consid�erablement l'espace de recherche, même si elle n'est pasindispensable dans la formulation du th�eor�eme 2.58.D�e�nition 2.57 Soit S 2 `R un syst�eme crois�e produit pendant la compl�etion du syst�emeR. Le syst�eme S est dit satur�e dans `R s'il n'existe aucun autre syst�eme S 0 2 `R, tel queI(S) � I(S 0).La classe de tous les syst�emes crois�es en avant (en arri�ere) satur�es produitspendant la compl�etion du syst�eme R est not�ee respectivement `FC R et `BC R. La classe detous les syst�emes crois�es satur�es est not�eeaR = aFCR [aBCR



52 Moyens pour d�etecter la divergenceTh�eor�eme 2.58 Supposons que p = s1 ! t1 et q = s2� t2 (q = s1� t1 et p = s2 ! t2)se superposent dans la position a 2 FPos(s1) et forment un syst�eme crois�e en avant (enarri�ere) fortement LR-persistant (fortement RL-persistant), satur�e dans R. Si pour chaqueRn produit pendant la compl�etion du R1. soit toute fermeture de superposition q0 2 AqOC(Rn) associ�ee avec q dans Rn ne sesuperpose pas avec p dans les positions comparables avec a;2. soit il existe un fermeture de superposition q0 2 AqOC(Rn), qui se superpose avec pet forme le syst�eme crois�e en avant (en arri�ere) fortement LR-persistant (fortementRL-persistant) fp; q0g;alors R est divergent.Preuve: La preuve est e�ectu�ee pour les syst�emes crois�es en avant; elle est analogue �a cellepour le cas en arri�ere.Suivant le corollaire 2.33, le syst�eme de r�e�ecriture R est faiblement divergent. Examinonsla famille it�er�ee Ia;bFC(fp; qg) = fun ! vng en ce qui concerne l'inter-r�eduction dans R.Les r�eductions du vn ne sont pas signi�catives selon la proposition 2.53. Les r�eductions duun dans les positions incomparables avec abn ne sont pas signi�catives pour la divergencenon plus, selon le lemme 2.54 et le corollaire 2.34. La LR-persistance forte garantit que lesr�egles appartenant �a la famille it�er�ee Ia;bFC(fp; qg) ne changent pas la direction en pr�esencede l'inter-r�eduction.1. S'il existait une r�egle un ! vn, appartenant �a la famille it�er�ee Ia;bFC(fp; qg), telle queun est r�eductible dans une position comparable avec ann, alors il existerait une fer-meture de superposition q0 2 AqOC(R1) qui se superposerait avec p dans la position a(Rappelons que les fermetures de superposition sont des r�eduction cumulatives poten-tielles). Mais ceci est impossible selon l'hypoth�ese. Ceci implique la validit�e de l'�egalit�eujabn = unjab pour chaque �etape d'it�eration n, o�u un ��!Rn u et Rn est l'approximationde R1 produite par la proc�edure de compl�etion jusqu'�a la consid�eration de la pairecritique hun; vni. Ceci implique qu'il existe un morphisme injectif �, e�ectuant l'inter-r�eduction des r�egles, de la famille it�er�ee Ia;bFC(fp; qg) dans l'ensemble R1. Donc, R estdivergent.2. La seconde condition assure que si l'ancien syst�eme crois�e, bâti par p et q, ne produit pasune famille it�er�ee in�nie de r�egles, parce qu'il existe des r�egles de r�e�ecriture e�ectuantla r�eduction, alors il existe une fermeture de superposition q0 2 AqOC(Rn), bâti �a partirde la fermeture de superposition originale q et la r�egle de r�eduction, qui forme unnouveau syst�eme crois�e avec p. Donc, R est divergent.2 L'exemple suivant montre l'existence d'une fermeture de superposition, associ�ee avec lachâ�ne de fermeture dans chaque syst�eme crois�e ind�ependant, qui ne satisfait pas la premi�ere



Compl�etion en pr�esence de simpli�cations 53condition du th�eor�eme pr�ec�edent. Ceci est impliqu�e par le fait que le syst�eme de r�e�ecrituren'est pas divergent, même s'il est faiblement divergent.Exemple 2.59 (suite de l'Exemple 2.52)Les seuls syst�emes ind�ependants dans l'Exemple 2.52 sontx� (x
 y) ! xf(x)
 y � g(x
 y) (2.24)et x� (x
 y) ! xf(f(x)) � (f(f(y)) 
 z) � x� (y 
 z) (2.25)mais l'existence de la fermeture de superpositionf(f(x))� (f(f(x))
 y) � xqui contient la fermeture (2.24) ainsi que (2.25) entrâ�ne l'arrêt de la divergence �a un momentdonn�e de la compl�etion.Le comportement de la compl�etion en pr�esence de r�eduction peut être plus compliqu�ee,comme dans l'exemple suivant, emprunt�e de [SK91]. Malgr�e cela, la seconde condition duth�eor�eme 2.58 reste satisfaite, donc le syst�eme est divergent.Exemple 2.60 Le syst�eme de r�e�ecriture monadiqueabcx ! ox (2.26)cdx ! kcx (2.27)bkx ! kbbbx (2.28)akx ! abx (2.29)odx ! ox (2.30)est divergent avec la famille it�er�ee in�nieabf(n)cx ! ox (2.31)o�u f(0) = 1 et f(n+ 1) = 3f(n) + 1.Les r�egles de r�e�ecriture (2.26) et (2.27) forment un syst�eme crois�e en avant. Ceci produiraitla r�egle abkcx! odx, mais �a cause de l'existence des r�egles (2.28), (2.29) et (2.30), en fait lar�egle ab4cx! ox est produite. Toute la famille in�nie it�er�ee en avant serait abkncx! odn,mais par contre on a engendr�e la famille (2.31).La r�egle (2.30) a une inuence sur les parties droites de r�egles de la famille in�nie en-gendr�ee et, selon la proposition 2.53, ne change pas le comportement divergent du syst�emeentier. Les r�egles (2.28) et (2.29) e�ectuent la simpli�cation des parties gauches de la famillein�nie engendr�ee dans les positions comparables avec a. Mais l'existence de la suite in�-nie de fermetures de superposition akcdnx� abf(n)cx, construite �a partir des r�egles (2.27),(2.28) et (2.29), assure l'existence d'un nouveau syst�eme crois�e en avant dans chaque �etaped'it�eration apr�es la simpli�cation de la partie gauche de la r�egle de r�e�ecriture produite pen-dant l'�etape pr�ec�edente.



54 Moyens pour d�etecter la divergence2.5 Ind�ecidabilit�eL'existence d'un syst�eme crois�e, ainsi qu'une autre condition su�sante de la divergence,comme sous-ensemble d'un syst�eme de r�e�ecriture est d�ecidable seulement dans des cas ex-plicites. En g�en�eral, l'existence d'un syst�eme crois�e dans complete(R) est ind�ecidable. Cecia �et�e prouv�e par Narendran et Stillman.Th�eor�eme 2.61 [NS89] Il est ind�ecidable si la proc�edure de compl�etion avec une strat�egie�equitable engendre un syst�eme crois�e en avant ou en arri�ere.Le r�esultat de Narendran et Stillman a une cons�equence imm�ediate: toutes les conditionssu�santes qui prouvent que le syst�eme d'une seule r�eglef(g(f(x))) ! g(f(x))est divergent sont ind�ecidables.2.6 Autres travaux sur la reconnaissance de la diver-genceA part les syst�emes crois�es, il existe une seule condition de reconnaissance des syst�emesde r�e�ecriture divergents, propos�ee par Mong et Purdom [MP87].Mong et Purdom distinguent quatre types de divergence: (�; ), (�;�=), (;�) et(�=;�). Les deux premiers correspondent �a peu pr�es aux syst�emes crois�es en avant, lesdeux derniers aux syst�emes crois�es en arri�ere.Dans la notation de Mong et Purdom [MP87], (�; )) � signi�e que des r�egles �: g! det : l ! r se superposent (ils disent \clash") et produisent une nouvelle r�egle �: p ! q.La notation (�=a; ) ) � souligne le fait que les r�egles � et  se superposent �a la positiona 2 FPos(l).Au lieu d'utiliser le produit restreint ' 4  de substitutions ' et  , ils utilisent larestriction des substitutions aux variables:x�jV = ( x� si x 2 V;x sinon.Dans la même mani�ere, ils notent �jt la restriction de la substitution � aux variables duterme t. Ils exploitent aussi le fait que les renommages de variables sont des substitutionsreversibles: si � = [x 7! u; y 7! v] est un renommage, alors son inverse existe et c'est lerenommage ��1 = [u 7! x; v 7! y].2.6.1 Type (�; )La r�egle �g�ee  se superpose avec la r�egle �i�1 pour produire la r�egle �i, pour chaquei � 1, o�u �0 = �. L'orientation de chaque paire critique hL;Gi est L! G.Th�eor�eme 2.62 [MP87] Supposons qu'il existe des r�egles �: g! d et : l! r, des uni�ca-teurs � et � , des renommages � et �, et des positions a et b, tels que:1. (gja)� = l��,



Autres travaux sur la reconnaissance de la divergence 552. (rjb)��� = l���� ,3. (��� )j(rjb)�� = (��� )j(rjb)��,4. chaque paire critique hLi; Gii est orient�ee en la r�egle Li ! Gi, et5. ni gja, ni l, ni aucun Li ne sont simpli�ables.Alors (�i�1=abi�1; )) �i pour chaque i � 1, o�u �0 est la r�egle �.2.6.2 Type (;�)La r�egle �i se superpose avec la r�egle �g�ee , dans une position �g�ee, pour produirela r�egle �i+1, pour chaque i � 1. Plus pr�ecis�ement, (=b; �i) ) �i+1 pour une position b.L'orientation de chaque paire critique hL;Gi est G! L.Th�eor�eme 2.63 [MP87] Supposons qu'il existe des r�egles : l! r et �: g! d, des uni�ca-teurs � et � , des renommages � et �, et des positions a et b, tels que:1. (lja)� = g��,2. (ljb)�� = r��� ,3. (��� )jr� = (��� )jr�,4. chaque paire critique hLi; Gii est orientable en la r�egle Gi ! Li, et5. ni g, ni l, ni aucun Gi ne sont simpli��es.Alors (=a; �)) �1 et (=b; �i)) �i+1 pour chaque i � 1.2.6.3 Type (�;�=)Chaque r�egle �i�1 est capable de se superposer avec elle-même en produisant la nouveller�egle �i. Les conditions ressemblent �a celles du type (�; ). L'orientation de chaque pairecritique produite est L! G.Th�eor�eme 2.64 [MP87] Supposons qu'il existe une r�egle : l ! r, un �ltre �, des posi-tions a, b, c et une variable x, tels que:1. (ljab)� = l o�u ab n'est pas la position �a la racine,2. rjc = ljab,3. ljaba = rjca = x, o�u x n'apparâ�t plus ailleurs dans rjc,4. chaque paire critique hLi; Gi#i est orient�ee en la r�egle Li ! Gi#, et5. la seule simpli�cation possible est celle des Gi.Alors (�i�1; �i�1)) �i pour chaque i � 1, o�u �0 est .



56 Moyens pour d�etecter la divergence2.6.4 Type (�=;�)Dans ce type de divergence, chaque r�egle �i�1 se superpose avec elle-même en produi-sant une nouvelle r�egle �i, comme dans le type pr�ec�edent, sauf que les paires critiques sontorient�ees dans G! L. Les conditions sont similaires �a celles du type (;�).Th�eor�eme 2.65 [MP87] Supposons qu'il existe une r�egle : l ! r, des �ltres � et � , despositions a, b, c et une variable x, tels que:1. (ljab)� = l o�u a n'est pas �a la racine,2. (ljab)� = r,3. y� = y� pour y 2 Var(l[�]ab) \ Var(ljab),4. ljaba = rjac = x,5. chaque paire critique hLi; Gii est orient�ee dans la r�egle Gi ! Li#, et6. la seule simpli�cation possible est celle des Li.Alors (�i�1; �i�1)) �i pour chaque i � 1, o�u �0 est .2.6.5 ImplantationMong et Purdom ont implant�e leurs conditions dans leur laboratoire de r�e�ecriture pourpouvoir tester la divergence de la compl�etion. Ce test est e�ectu�e �a la demande apr�es que leprocessus de coml�etion (implant�e comme un logiciel) soit interrompu.
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Fig. 2.7 { Syst�eme crois�e en avant: R�eduction dans une position incomparable
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Moyens empiriques pour �eviter la divergence 59Chapitre 3Moyens empiriques pour �eviter ladivergenceLa divergence d'un syst�eme de r�e�ecriture est un d�esagr�ement avec lequel on doit vivremalgr�e tout. Comme l'objectif est toujours d'obtenir un syst�eme de r�e�ecriture canoniqueet �ni, il faut agir sur le syst�eme original pour �eviter sa divergence tout en maintenant sas�emantique. Il existe essentiellement deux approches: l'une th�eorique et l'autre empirique.Les approches th�eoriques, abord�es dans le Chapitre 4, pr�esentent des m�ethodes g�en�eralesqui permettent de d�ecrire des syst�emes divergents (in�nis) par des moyens �nis, dits sch�ema-tisations. Ces sont les seules m�ethodes qui sont capables d'aborder directement des syst�emesdont la divergence est inh�erente. Par contre, il n'est pas toujours n�ecessaire d'utiliser cestechniques d�es qu'un syst�eme divergent est d�ecouvert. Il est parfois su�sant d'orienter une ouplusieures r�egles en sens inverse. Dans d'autres cas, il su�t d'introduire un nouveau symbolelors de la scission d'une �equation en deux. Dans le cas des preuves de th�eor�emes inductifs,la divergence est parfois due au manque d'un ou plusieurs lemmes qui sont, eux-mêmes, desth�eor�emes inductifs de cette th�eorie. Pour cette raison, il est parfois su�sant d'utiliser desm�ethodes empiriques qui sans être aussi sophistiqu�ees que les approches th�eoriques, peuventêtres int�egr�ees aux laboratoires de r�e�ecriture existant en ne n�ecessitant qu'une modi�cationminime du code.Les paragraphes suivants pr�esentent cinq m�ethodes empiriques pour �eviter la diver-gence de syst�emes de r�e�ecriture, suivant la complexit�e d'actions fournis par l'utilisateur.Il existe une m�ethode suppl�ementaire pour �eviter la divergence: l'utilisation de la r�e�ecriture�equationnelle et, par cons�equent, de la compl�etion modulo une th�eorie �equationnelle [JK86,BD87, Bac91]. Même si la r�e�ecriture �equationnelle pr�esente une g�en�eralisation puissante qui�elimine plusieurs cas d'�echec et de divergence, son principe est bas�e sur l'existence d'un al-gorithme d'uni�cation �equationnelle �ni, qui existe rarement pour un ensemble quelconqued'�egalit�es E. De plus, la m�ethode de la r�e�ecriture �equationnelle comporte un autre probl�emepotentiel, l'existence d'un ensemble complet in�ni d'uni�cateurs, ce qui pr�esente un autretype de divergence [Kir89]. La compl�etion sans �echec ne repr�esente pas un outil pour �eviterla divergence. Par contre, le ph�enom�ene de la divergence apparâ�t encore plus souvent en casde la compl�etion sans �echec.Les rem�edes contre la divergence propos�es dans ce chapitre sont donc purement empi-



60 Moyens empiriques pour �eviter la divergenceriques et peuvent être class�es en cinq cat�egories:1. La modi�cation de l'ordre sur les termes �a l'int�erieur de la même classe d'ordre pourobtenir un nouvel ordre particulier du même type (par exemple, dans la classe desordres r�ecursifs sur les chemins on change la pr�ec�edence des op�erateurs) pour pouvoirorienter une �egalit�e en sens inverse;2. Le choix d'une autre classe d'ordres (par exemple, au lieu de l'ordre r�ecursif sur leschemins on choisit l'ordre polynomial ou bien l'ordre par transformation) pour pouvoirorienter des r�egles de r�e�ecriture dans le sens d�esir�e;3. La division en deux r�egles de la r�egle qui entrâ�ne la divergence: cela n�ecessite l'intro-duction d'un nouvel op�erateur qui a pour arit�e le nombre de variables de la r�egle;4. La d�ecomposition de la r�egle qui entrâ�ne la divergence en une conjonction d'�egalit�esmoins complexes, s'il y a des constructeurs, donc dans le cadre de la compl�etion induc-tive;5. L'enrichissement du syst�eme par des nouvelles r�egles qui sont elles-mêmedes th�eor�emesinductifs valides dans le mod�ele initial, dans le cadre, l�a aussi, de la compl�etion induc-tive.Ces actions sont �a appliquer pendant une session avec un laboratoire de r�e�ecriture du typeReve [Les83], quand une d�ecision doit être prise pour obtenir un syst�eme de r�e�ecriturecanonique. Bien sûr, ces suggestions ne produisent pas obligatoirement l'e�et d�esir�e, surtoutquand le syst�eme de r�e�ecriture modi��e ne correspond pas aux id�ees de l'utilisateur.3.1 Modi�cation de l'ordre �a l'int�erieur d'une mêmeclasse d'ordresLa premi�ere m�ethode empirique pour attaquer la divergence porte sur les changements�a l'int�erieur d'une même classe d'ordres pour obtenir un nouvel ordre �a utiliser. Ceci peutêtre un changement de la pr�ec�edence et/ou du statut sous-jacents dans un ordre r�ecursif surle chemins [Der87], dans un ordre de d�ecomposition (avec statut) [Les90], ou bien dans unautre ordre r�ecursif. Ceci peut être aussi un changement de la pr�ec�edence et/ou du poidsdans un ordre de Knuth et Bendix [KB70, Mar87], ou un changement dans l'interpr�etationpolynomiale dans un ordre polynomial [BL87b].En principe, il s'agit toujours d'un changement (relativement mineur) sur la structure debase de la classe d'ordres utilis�ee. Dans le cadre des ordres incr�ementaux, il peut être e�ectu�epar \backtracking". Le but de ces changements est d'orienter une ou plusieures �egalit�es dansle sens inverse, pour que les superpositions critiques, qui pr�esentent les points de d�epart de ladivergence, disparaissent. Cette m�ethode remplace des objets satisfaisants la d�e�nition 2.29ou bien la d�e�nition 2.41. La relation d'�equivalence � !, produite �a partir du syst�eme der�e�ecriture, reste la même, mais les formes normales engendr�ees par le syst�eme r�eorient�e (�acondition qu'on puisse le compl�eter dans un syst�eme canonique et �ni) ne correspondent pas



Modi�cation de l'ordre 61obligatoirement aux intentions initiales. Cette m�ethode poss�ede aussi des limites. En e�et,les changements d'orientation des r�egles peuvent n�ecessiter de sortir de la classe d'ordresconsid�er�ee.Exemple 3.1 Une des possibilit�es de r�esoudre la divergence du syst�eme de r�e�ecriture surles entiers relatifs est le changement de la pr�ec�edence �a s � + dans l'ordre r�ecursif sur leschemins �lpo et, alors, on obtient le syst�eme canonique suivant(x+ y) + z ! x+ (y + z)s(x+ y) ! x+ s(y)o�u la deuxi�eme r�egle a �et�e orient�ee en sens inverse. Même si c'est une solution possible, ellene satisfait pas la condition pour le symbole s d'être un constructeur, si la r�egle x+ 0! x�etait ajout�ee.Une autre (et meilleure) possibilit�e est le seul changement du statut de + �a droite-gauche.Dans ce cas on obtient x+ (y + z) ! (x+ y) + zx+ s(y) ! s(x+ y)o�u maintenant c'est la premi�ere r�egle orient�ee dans le sens inverse. Le symbole du successeurs peut être d�eclar�e comme constructeur dans le syst�eme �elargi.Le syst�eme divergent constitu�e de l'Associativit�e et l'Endomorphisme peut être r�esolupar le changement de la pr�ec�edence �a f � + et, par cons�equent, en produisant le syst�emecanonique (x+ y) + z ! x+ (y + z)f(x+ y) ! f(x) + f(y)o�u c'est aussi la deuxi�eme r�egle qui a �et�e orient�ee dans le sens inverse. Il pourrait s'agir d'unesolution acceptable, si l'on ne voulait pas r�eduire le nombre de symboles f dans les termespar le syst�eme de r�e�ecriture compl�et�e.Dans les syst�emes de r�e�ecriture divergents arti�ciels l'orientation des r�egles ne joue aucunrôle, cette m�ethode s'applique donc sans probl�emes sur les syst�emes des Exemples 2.39, 2.50et 2.51. Les syst�emes canoniques suivants sont alors produits:d(x� h(y)) ! yk1(x� k2(y)) ! (x
 y)� ypar le changement de la pr�ec�edence �a k1 � 
 et k2 � � dans la premi�ere partie del'Exemple 2.39, d(x� (x
 y)) ! yg(x� (x� y)) ! g(x)� y



62 Moyens empiriques pour �eviter la divergencepar le changement de la pr�ec�edence �a g � � dans la deuxi�eme partie de l'Exemple 2.39,f(x) _ y ! f(x _ g(y))(x ^ y) _ y ! ypar le changement de la pr�ec�edence �a _ � f , _ � g et le statut gauche-droite dansl"Exemple 2.50, et �a la �n (x� y)
 ! (x
 f(y))�(x� y)
 y ! xpar le changement de la pr�ec�edence �a 1 
 � �, 
 � f et le statut gauche-droite de � dansl'Exemple 2.51.Consid�erons maintenant des syst�emes de r�e�ecriture orient�es par des autres classes d'ordres,en particulier l'ordre de Knuth et Bendix et l'ordre polynomial.Exemple 3.2 Comme �evoqu�e dans [KB70], la pr�esentation classique de la th�eorie �equation-nelle de groupes par le syst�eme de r�e�ecrituree � x ! xi(x) � x ! e(x � y) � z ! x � (y � z)orient�e par l'ordre de Knuth et Bendix avec la pr�ec�edence i � � � e, le poids w(�) = 0 etle poids du symbole d'inverse �etant w(i) > 0, engendre la divergence. Comme analys�e parMong et Purdom [MP87], la proc�edure de compl�etion produit deux sous-syst�emes crois�es.Ce sont: le syst�eme crois�e en avantx � i(y � x) ! i(y) (3.1)(x � y) � z ! x � (y � z)et le syst�eme crois�e en arri�ere i(x) � i(y) ! i(y � x) (3.2)i(x � i(y)) ! y � i(x)La r�egle (3.2) est le r�eel coupable comme indiqu�e dans [KB70], alors elle doit être r�eorient�ee.Par cons�equent, la r�egle (3.1) n'est plus produite. La r�eorientation est achev�ee par le chan-gement du poids du symbole i �a w(i) = 0. Apr�es cette intervention, le syst�eme de r�e�ecriturestandard, contenant les dix r�egles habituelles des groupes, est produite par compl�etion [Mar87].1. Il existe aussi des autres possibilit�es du changement de pr�ec�edence.



Choix d'une autre classe d'ordres 63Exemple 3.3 Le syst�eme de r�e�ecriture compos�e de r�egles d'Associativit�e et d'Endomor-phisme dans l'Exemple 2.36 peut être orient�e dans le même sens par l'ordre polynomial avecl'interpr�etation [f ](X) = 2X et [+](X;Y ) = X2+Y . Il reste toujours divergent, produisant lamême famille in�nie de r�egles [BL87b]. Heureusement, ce syst�eme peut être prouv�e n�th�erienen utilisant une autre interpr�etation polynomiale [f ](X) = 2X et [+](X;Y ) = XY + X.L'agr�ement de cette interpr�etation est qu'elle permet de compl�eter ces r�egles en le syst�emecanonique (x+ y) + z ! x+ (y + z)f(x) + f(y) ! f(x+ y)f(x) + (f(y) + z) ! f(x+ y) + zo�u le nombre de symboles f dans les termes d�ecrô�t pendant leur r�eduction par le syst�emecompl�et�e.La m�ethode pr�esent�ee pour �eviter la divergence connâ�t tr�es vite ses limites. Le change-ment de la pr�ec�edence �a � � i dans l'exemple 2.40 ne rapporte rien et dans les deux syst�emesd'une seule r�egle il n'existe qu'un seul choix de pr�ec�edence dans l'ordre r�ecursif sur les che-mins. Ce ph�enom�ene est dû �a la persistance uniforme d'ordre r�ecursif sur les chemins, alorsil oriente par notori�et�e les paires critiques dans le même sens.3.2 Choix d'une autre classe d'ordresLa deuxi�eme m�ethode empirique est constitu�ee du changement de la classe d'ordres. Elleest �a appliquer quand la m�ethode pr�ec�edente ne r�esout pas le probl�eme de divergence (laclasse originale d'ordres est monotone) ou le syst�eme canonique obtenu ne correspond pas auxintentions d'utilisateur. Même s'il existe des hi�erarchies d'ordres [Rus87], une classe d'ordresn'est pas forcement \meilleure" que l'autre, car la terminaison des syst�emes de r�e�ecriture estind�ecidable en g�en�eral [Der87, HL78]. Le but de cette m�ethode est de rompre la persistanceinh�erente dans certains ordres utilis�es.La m�ethode propos�ee falsi�e les conditions de la d�e�nition 2.30 ou de la d�e�nition 2.42.La relation d'�equivalence � ! reste �a nouveau la même. La contribution de l'utilisateur danscette m�ethode est essentielle, même si l'ordre est implant�e dans le laboratoire de r�e�ecriture.Exemple 3.4 Consid�erons encore une fois le syst�eme de r�e�ecriture avec les r�egles d'associati-vit�e et d'endomorphisme. Supposons que le symbole f correspond �a une op�eration coûteuseet qu'on veuille utiliser ce syst�eme de r�e�ecriture pour optimiser des expressions o�u f apparâ�t.Pour cette raison, l'orientation de la r�eglef(x) + f(y) ! f(x+ y)force l'utilisation de la pr�ec�edence + � f dans l'ordre lexicographique sur les chemins �lpo.Cette approche engendre la divergence sous la compl�etion, comme on l'a d�ej�a constat�e. Sion regarde la premi�ere r�egle produitef(x+ y) + z ! f(x) + (f(y) + z)



64 Moyens empiriques pour �eviter la divergenceon constate qu'elle ne satisfait plus les intentions de d�epart avec le nombre des symboles fdecroissant.Ni l'ordre r�ecursif sur le chemins, ni l'ordre de d�ecomposition sur les chemins ne sontcapables d'orienter ce syst�eme de r�e�ecriture comme nous le voulons. Comme on l'a vu d�ej�adans l'exemple 3.3, l'ordre polynomial permet de produire un syst�eme de r�e�ecriture cano-nique et �ni. On obtient le même syst�eme canonique et �ni en utilisant l'ordre de Knuthet Bendix, o�u on pose w(f) > 0 [Mar87]. Il existe aussi la possibilit�e d'utiliser un ordre detransformation [BD86, BL87a].3.3 Division des châ�nes de fermetureLa troisi�eme m�ethode empirique est bas�ee sur une id�ee pr�esent�ee dans l'article [KB70].L'alg�ebre de termes change, car la signature est �elargie pendant la compl�etion par un nouveausymbole. Cette m�ethode comporte la division d'une châ�ne de fermeture en deux partiesdi��erentes, introduisant un nouveau symbole, et cassant ainsi le processus d'enchâ�nement.On peut l'exprimer formellement par la r�egle de transitionDivide: (E [ fs ' tg;R) ` (E [ fs ' f(~x); t ' f(~x)g;R)o�u f est le nouveau symbole et Var(s) \ Var(t) = ~x. Cette m�ethode est sp�ecialemmentadopt�ee aux syst�emes avec divergence inh�erente et aux syst�emes divergents d'une seuler�egle. Quelques probl�emes qui peuvent apparâ�tre en utilisant cette m�ethode ont �et�e dis-cut�es dans [Ott89].Exemple 3.5 Consid�erons �a nouveau le syst�eme crois�e en avant d'une seule r�eglef(g(f(x))) ! g(f(x)) (3.3)observ�e dans l'Exemple 2.37 comme syst�eme avec la divergence inh�erente. Cassons mainte-nant la r�egle (3.3) en le syst�eme de r�e�ecriture (non encore r�eduit)f(g(f(x))) ! h(x)g(f(x)) ! h(x)et �etendons la pr�ec�edence avec g � h. Si nous compl�etons le syst�eme pr�ec�edent, nous obtenonsle syst�eme canonique f(h(x)) ! h(x)g(f(x)) ! h(x)g(h(x)) ! h(h(x))Même si cette m�ethode produit parfois le r�esultat souhait�e (disparition du processusdivergent), elle n'est pas un outil syst�ematique pour arrêter la divergence. Son application �al'Exemple 2.47 avec le semi-groupe idempotent ou au syst�eme d'une seule r�egle(xny)n ! yn(i(x)nz)n'a pas l'e�et d�esir�e. La division de la châ�ne de fermeture donne lieu ici �a un processusdivergent encore plus compliqu�e qu'auparavant.



D�ecomposition des châ�nes de fermeture 653.4 D�ecomposition des châ�nes de fermetureLa proc�edure de compl�etion peut être utilis�ee aussi pour les preuves inductives. Lesth�eor�emes inductifs sont valides dans le mod�ele initial, mais peuvent changer la th�eorie�equationnelle. Cette observation entrâ�ne l'utilisation de m�ethodes particuli�eres pour �eviterla divergence des preuves inductives, qui changent la th�eorie �equationnelle, tout en conservantintact le mod�ele initial. Ce changement de la th�eorie �equationnelle du d�epart peut r�esulterde deux m�ecanismes di��erents: soit en simpli�ant un axiome de la th�eorie, soit en y ajoutantdes axiomes nouveaux.La premi�ere m�ethode utilisable en cas de divergence sur les preuves des th�eor�emes induc-tifs est applicable dans la proc�edure de Huet et Hullot [HH82], qui prend l'avantage de lad�eclaration explicite des constructeurs. La m�ethode propose la d�ecomposition de la châ�ne defermeture en une conjonction d'�egalit�es moins complexes. Formellement, on peut la d�ecrirepar la r�egle de transitionDecompose: (E [ ff(~s) ' f(~t)g;R) ` (E [ fsi ' ti j i 2 Ng;R)si f est un constructeur. Comme on peut le constater en regardant la r�egle de transitionpr�ec�edente, cette transformation est applicable uniquement aux châ�nes de fermeture qui ontle même symbole �a la racine de deux parties. On suppose que le processus d'enchâ�nementdisparâ�t apr�es cette transformation. La relation d'�equivalence � ! sur les termes, produitepar le syst�eme original, reste la même sous la condition que f est un constructeur.Exemple 3.6 Consid�erons les syst�emes crois�es en arri�ere d'une seule r�eglef(g(f(x))) ! f(h(x)) (3.4)orient�e par l'ordre r�ecursif sur les chemins bas�e sur la pr�ec�edence f � h (ou g � h). Lacompl�etion de ce syst�eme engendre la famille in�nie de r�eglesf(hn(g(f(x)))) ! f(hn+1(x))Maintenant, si f est un constructeur, la r�egle (3.4) (consid�er�ee comme �egalit�e) est d�e-compos�ee en une nouvelle �egalit�e, qui est orientable en la r�egleg(f(x)) ! h(x)en choisissant la pr�ec�edence g � h. Cette nouvelle r�egle pr�esente un syst�eme canonique.3.5 Enrichissement du syst�eme par un lemme inductifLa derni�ere m�ethode propos�ee et probablement la plus puissante parmi les m�ethodesempiriques pour �eviter la divergence comporte l'enrichissement du syst�eme original par desnouvelles r�egles. Bien sûr, il n'est pas utile d'ajouter des cons�equences �equationnelles des�equations de d�epart, car ces �equations sont soit �elimin�ees au cours du processus divergentapr�es plusieurs pas de simpli�cation, soit elles produisent un �echec. Il faut donc ajouter des



66 Moyens empiriques pour �eviter la divergencenouvelles r�egles qui changent la th�eorie �equationnelle. Cette observation limite l'utilisationde cette m�ethode au processus divergent d'une preuve inductive, en y ajoutant des lemmesinductifs. Cette m�ethode s'attaque aux conditions de la Proposition 1.2, o�u le syst�eme en-richi reste faiblement divergent mais cesse d'être divergent. La nouvelle r�egle est ajout�eepour provoquer une inter-r�eduction ult�erieure, ce qui entrâ�ne la disparition de l'objet de ladivergence �a cet instant.L'application de cette m�ethode se d�eroule en quatre �etapes:1. Enlever la(les) r�egle(s) de base entrainant la divergence du syst�emeR, produisant ainsile syst�eme R0.2. Compl�eter l'ensemble r�esiduel de r�egles R0 dans un syst�eme canonique et �ni R2.3. Trouver un th�eor�eme inductif l = r, d�eriv�e de la structure de la famille in�nie der�egles produite; prouver qu'il est un th�eor�eme par rapport �a R2 par r�ecurrence [HH82,KM87] ou bien par r�educibilit�e inductive [JK89, KNZ87], avec utilisation possible de lam�ethode de Fribourg [Fri89] ou de sa g�en�eralisation [Bac88, Bac91]; et l'ajouter commeune r�egle au syst�eme existant R2, produisant ainsi le syst�eme R02.4. Ajouter les r�egles enlev�ees dans l'�etape 1 au syst�eme R02, formant ainsi un syst�emeenrichi Re. Compl�eter Re.Il existe une m�ethode pour prouver des th�eor�emes inductifs, propos�ee dans [HK88], qui nedemande pas que le syst�eme de base soit conuent, même sur les termes clos. Pour cetteraison, l'�etape 2 n'est pas indispensable si cette m�ethode est utilis�ee.Il est parfois n�ecessaire d'it�erer plusieurs fois ce processus pour aboutir �a la solutiond�esir�ee avec un syst�eme canonique et �ni. Avenhaus a utilis�e cette m�ethode dans [Ave91].La question ouverte est l'inf�erence de la nouvelle r�egle l ! r, qui doit être prouv�eecomme un th�eor�eme inductif du syst�eme original R, avec laquelle on �elargit ce syst�eme.Les approches le plus connues pour inf�erer un tel th�eor�eme inductif ont �et�e pr�esent�ees parJantke avec Thomas [JT88, TJ89], par Lange et Jantke [Lan89, LJ89, LJ90], par Dershowitzet Pinchover [DP90] et par Thomas et Watson [TW90, TW93].Si on veut prouver un th�eor�eme inductif dans le mod�ele initial, ce mod�ele ne peut pasêtre vide. Ceci demande l'existence au moins d'une constante. Si elle n'est pas pr�esenteexplicitement, nous introduisons une constante �ctive.Exemple 3.7 Consid�erons un syst�eme de r�e�ecriture sp�eci�ant des listes, avec les symboles? pour la liste vide, [ ] pour la liste d'un seul �el�ement et le symbole @ pour coller deuxliste ensemble, l'une apr�es l'autre. Nous d�e�nissons le symbole atten pour aplatir les listestructur�ees dans les listes simples 2. Le syst�eme de r�e�ecriture est [LLT90]? @ x ! xx @ ? ! x(x @ y) @ z ! x @ (y @ z)2. Cet exemple est construit �a partir d'une preuve inductive divergente.



Enrichissement du syst�eme par un lemme inductif 67atten(?) ! ?atten([x]) ! atten(x)atten([x] @ y) ! atten(x) @ atten(y) (3.5)atten(atten(x)) ! atten(x) (3.6)orient�e par l'ordre r�ecursif sur les chemins bas�e sur la pr�ec�edence atten � @ et le sta-tut gauche-droite de @. Si on compl�ete ce syst�eme, on obtient un processus divergent. Lesr�egles (3.5) et (3.6) forment un syst�eme crois�e en avant avec la châ�ne en avant (3.5).On enl�eve l'involution (3.6) et le syst�eme r�esiduel est d�ej�a canonique. Nous sommescapables de prouver la r�egle d'endomorphismeatten(x @ y) ! atten(x) @ atten(y)comme son th�eor�eme inductif. Nous l'ajoutons au syst�eme et reprenons la r�egle d'involu-tion (3.6), formant ainsi le syst�eme �elargi. Ce syst�eme �elargi peut être compl�et�e en le syst�emecanonique et �ni ? @ x ! xx @ ? ! x(x @ y) @ z ! x @ (y @ z)atten(?) ! ?atten([x]) ! atten(x)atten(x @ y) ! atten(x) @ atten(y)atten(atten(x)) ! atten(x)La r�egle �a enlever doit être choisie avec pr�ecaution. Si on enl�eve la mauvaise r�egle, ellepeut être reg�en�er�ee au cours de la compl�etion du syst�eme r�esiduel (la tête du dragon).Exemple 3.8 Consid�erons encore une fois le syst�eme introduit dans l'exemple 2.40, qu'onne pouvait pas r�esoudre par les m�ethodes empiriques pr�ec�edentes. Si l'on enl�eve la r�egled'antimorphisme i(x � y) ! i(y) � i(x)et que l'on essaie de compl�eter le syst�eme r�esiduel, la r�egle enlev�ee sera reg�en�er�ee �a partirdes autres r�egles.Dans l'approche correcte, il faut enlever les r�egles(y � x) � i(x) ! yi(x) � (x � y) ! yet le syst�eme r�esiduel i(i(x)) ! xi(x � y) ! i(y) � i(x)



68 Moyens empiriques pour �eviter la divergenceest d�ej�a canonique. Il n'y a pas de constante dans le syst�eme, alors il faut inventer uneconstante �ctive, not�ee par e. Nous sommes capables de prouver la r�egle d'associativit�e(x � y) � z ! x � (y � z)comme �etant un th�eor�eme inductif. On l'ajoute au syst�eme et reprend les r�egles enlev�ees,formant ainsi le syst�eme �elargi. En compl�etant ce syst�eme �elargi, la paire critiquex � i(x) = i(y) � yest produite, qui n'est pas orientable car elle poss�ede des variables di��erentes dans les partiesgauche et droite de l'�egalit�e. Ceci est consid�er�e comme un appel pour un nouveau symbole.Alors, on divise la paire critique en les r�eglesx � i(x) ! ei(y) � y ! een utilisant le symbole e d�ej�a introduit comme l'�el�ement neutre avec l'�elargissement de lapr�ec�edence avec � � e. Apr�es cette action, les r�egles sont compl�etables dans le syst�emestandard de groupe qui contient dix r�egles.Cette m�ethode connâ�t ses limites, elle aussi, par exemple dans le cas des syst�emes diver-gents d'une seule r�egle.Exemple 3.9 Consid�erons encore une fois la r�egle(xny)nz ! yn(i(x)nz)extraite �a partir une sp�eci�cation des groupes avec division �a gauche. Choisissons le symboled'inverse i comme non-constructeur. Les r�egles 3, qui peuvent parâ�tre arbitraires mais sontsatisfaites dans la th�eorie des groupes,i(xny) ! ynxi(i(x)) ! xi(e) ! ed�e�nissent compl�etement le symbole i. Pour rendre possible l'orientation des nouvelles r�eglesdans le sens d�esir�e, la pr�ec�edence doit être d'une telle fa�con que i et n soient �equivalents danscette pr�ec�edence. Le syst�eme enrichi est canonique. En ajoutant encore la r�eglexne ! i(x)on obtient le syst�eme canonique �ni(xny)nz ! yn(i(x)nz)i(xny) ! ynxi(i(x)) ! xi(e) ! exne ! i(x)enx ! x3. Il est indispensable d'y ajouter l'�el�ement neutre e comme constante.



Extensions des syst�emes de r�e�ecriture 693.6 Extensions des syst�emes de r�e�ecritureLa divergence peut être �evit�ee en �etendant le syst�eme de r�e�ecriture de base par des r�eglessuppl�ementaires. Il y a deux types d'extensions possibles. La premi�ere �etend la signatureoriginale F �a une nouvelle signature F 0, et �etand le syst�eme de r�e�ecriture original R en unnouveau syst�eme R0 en y ajoutant des r�egles concernant les nouveaux symboles de F 0 �F .Le but est de pr�eserver la th�eorie �equationnelle sur les termes de la signature originale F ,plus formellement on veut que:8s; t 2 T (F ;X ): s � !R t � s � !R0 tLa deuxi�eme extension est bas�ee sur la m�ethode d�ecrite informellement dans la section 3.5de ce document. Les �elargissements du deuxi�eme type de syst�eme de r�e�ecriture original Rchangent la th�eorie �equationnelle � !R mais pr�eservent le mod�ele initial. Plus pr�ecisement,si R0 est le syst�eme �etendu et R le syst�eme original, alors8s; t 2 G(F): s � !R t � s � !R0 tDans les deux cas, les nouvelles r�egles R0 � R sont synth�etis�ees �a partir de suites de r�eglesproduites pendant la divergence de la compl�etion grâce �a l'inf�erence inductive (Jantke etThomas [JT88, TJ89], Lange et Jantke [Lan89, LJ89, LJ90], Dershowitz et Pinchover [DP90],Thomas et Watson [TW90, TW93].3.7 Strat�egies particuli�eresL'un des caract�eristiques des syst�emes de r�e�ecriture est l'absence de strat�egies d'applica-tion des r�egles de r�e�ecriture au cours de la r�eduction des termes (ind�eterminisme \don't ca-re"). Cette absence de strat�egie est contrebalanc�ee par la conuence du syst�eme de r�e�ecriturequi rend toutes les r�eductions possibles d'un terme op�erationnellement �equivalentes. Or laconuence des syst�emes de r�e�ecriture est une propri�et�e di�cile �a atteindre, surtout �a cause dela divergence. A�n de pouvoir utiliser un syst�eme de r�e�ecriture n�th�erien mais non-conuentpour calculer des formes normales, il su�t parfois de d�e�nir une strat�egie d'application desr�egles de r�e�ecriture. Bien sûr, il faut prouver la compl�etude de la strat�egie utilis�ee. Une telleapproche a �et�e pr�esent�ee par Paola Inverardi et Monica Nesi pour v�eri�er la congruence ob-servationnelle [IN90]. Cette approche par les strat�egies a �et�e g�en�eralis�ee �a tous les syst�emesde r�e�ecriture par les mêmes auteurs dans [IN92]. Si une strat�egie de r�e�ecriture est prouv�eecompl�ete, il n'est plus n�ecessaire de compl�eter le syst�eme de r�e�ecriture et courir le risqued'engendrer un processus divergent.
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Formalismes pour mâ�triser la divergence 71Chapitre 4Formalismes pour mâ�triser ladivergence: travaux ant�erieursLe raisonnement �equationnel exige souvent l'existence d'un ensemble �ni d'objets, parexemple: un ensemble �ni d'axiomes, un ensemble �ni d'�equations, un ensemble �ni de r�eglesde r�e�ecriture, un ensemble �ni d'uni�cateurs principaux, un ensemble �ni de clauses deHorn, etc. Cette exigence est souvent impos�ee par la n�ecessit�e de d�ecider si un �el�ement del'ensemble satisfait un pr�edicat donn�e. L'autre exigence, aussi importante que la premi�ere, estla n�ecessit�e de manipuler ces ensembles dans divers logiciels. Or, il existe des ensembles in�nisd'objets qui r�epondent aux exigences pr�ec�edentes: les ensembles r�ecursifs. C'est le cas parexemple des ensembles in�nis d'uni�cateurs principaux d'uni�cation modulo l'associativit�e.Pour contourner cette exigence trop restrictive d'existence d'ensembles �nis, nous avonsbesoin d'un outil qui nous permette d'exprimer �niment des ensembles in�nis d'objets. Nouspourrons ainsi incorporer cet outil dans di��erents d�eveloppements th�eoriques, ainsi que dansdes logiciels d'application.La sch�ematisation est un formalisme pour la description �nie de familles in�nies determes, r�egles, �equations, substitutions, etc. Cette branche de recherche connâ�t actuelle-ment un d�eveloppement rapide. Contrairement aux extensions (la signature est �etenduepar des nouveaux symboles et des nouveaux axiomes sont ajout�es), les sch�ematisations ontpour but d'exprimer, de fa�con �nie, une in�nit�e d'objets engendr�ee par un processus ded�eduction automatique, ceci a�n de pouvoir les manipuler d'une mani�ere pr�ecise. Di��erentessch�ematisations dans le domaine du raisonnement �equationnel pour les termes du premierordre sont apparues au cours des derni�eres ann�ees. Selon nos connaissances, jusqu'�a mainte-nant il existe deux classes de sch�ematisations en rapport avec la divergence.1. Sch�ematisations par contraintesLes premiers travaux de sch�ematisation, entam�es �a partir de 1985, ont donn�e lieu auxformalismes de cette classe sans, bien entendu, �a cette �epoque parler de contraintes.La derni�ere contribution �a cette classe, formalis�ee d�ej�a dans le cadre de contraintes,date de 1992. Le d�efaut principal de toutes les sch�ematisations de cette classe est quela d�ecidabilit�e de l'uni�cation des objets sch�ematis�es n'est pas claire a priori.



72 Formalismes pour mâ�triser la divergenceLes formalismes de cette classe sont:{ les m�eta-r�egles, parues la premi�ere fois dans [Kir85], dont la version d�e�nitive �a�et�e publi�ee dans [Kir89],{ les sch�emas de termes [Gra88],{ les contraintes d'appartenance avec variables de contexte [Com92].2. Sch�ematisations r�ecurrentesCette classe est \plus r�ecente" que la pr�ec�edente. Chaque formalisme, qui appartient �acette classe, sch�ematise une sous-classe des fonctions primitives r�ecursives. Comme plu-sieurs formalismes ont �et�e d�evelopp�es comme g�en�eralisation d'un formalisme pr�ec�edent,il existe une hierarchie stricte entre les sch�ematisations r�ecurrentes. Leur avantage estl'existence d'un algorithme d'uni�cation, ce qui implique la d�ecidabilit�e de l'uni�cationdes objets sch�ematis�es par cette classe de formalismes.Les formalismes de cette classe sont:{ les termes r�ecurrents, originellement appel�es les hyper-termes [CHK90], avec leursous-classe, les !-termes [CH91a] parfois appel�es aussi les �-termes [CH91b],{ les termes avec des exposants entiers [Com95],{ le formalisme de Salzer [Sal92],{ les grammaires primales [Her92].Les grammaires de congruence de David McAllester [McA92] ne sont, �a notre avis, riend'autre que l'application des grammaires r�eguli�eres d'arbres [GS84] �a la sch�ematisation.Les m�eta-r�egles et les grammaires primales ont �et�e choisies pour sch�ematiser les famillesde r�egles it�er�ees in�nies produites �a partir des syst�emes crois�es pour plusieures raisons.D'abord, parce que les syst�emes crois�es d'une part, les m�eta-r�egles et les grammaires primalesde l'autre sont tr�es proches. En e�et, les syst�emes crois�es et les sch�ematisations pr�esententrespectivement les aspects op�erationnel et synth�etique du même probl�eme, tandis que lecalcul des syst�emes crois�es fournit le moyen d'engendrer automatiquement les m�eta-r�egles etles grammaires primales.La sch�ematisation par des m�eta-r�egles en pr�esence d'un nombre �ni des syst�emes crois�esind�ependants ne pose pas de probl�emes particuliers. Ceci est vrai aussi pour la sch�ematisationpar des grammaires primales. De plus, il est possible de sch�ematiser par des m�eta-r�egles,sous certaines conditions, des familles produites �a partir d'un ensemble in�ni de syst�emescrois�es. Une sch�ematisation par des grammaires primales de telles familles n'est pas encoreconnue. Au contraire, la sch�ematisation par des m�eta-r�egles se r�ev�ele laborieuse en pr�esencede syst�emes crois�es form�es par une seule r�egle, car dans ce cas, la m�ethode standard de trans-formation en m�eta-r�egles est inapplicable. Au contraire, la sch�ematisation de tels syst�emespar des grammaires primales ne pr�esente aucun probl�eme particulier.



M�eta-r�egles 734.1 M�eta-r�eglesNota: Dans ce paragraphe, l'expression \sch�ematisation" sans autre pr�ecision signi�e une\sch�ematisation par des m�eta-r�egles".La notion formelle de sch�ematisation par m�eta-r�egles �a �et�e propos�ee par H�el�ene Kirch-ner dans [Kir85, Kir89], mais sans proposer de moyen syst�ematique de leur construction �apartir d'un syst�eme crois�e. Les m�eta-r�egles sont en g�en�eral des r�egles de r�e�ecriture condi-tionnelles, o�u les conditions expriment que les m�eta-variables appartiennent �a des domainesr�ecursivement �enum�erables. La r�e�ecriture avec m�eta-r�egles est donc une approche voisine dela r�e�ecriture avec contraintes d'appartenance [Com92, Toy88]. Dans [Kir89], H�el�ene Kirch-ner a prouv�e que, sous certaines conditions sur les domaines des m�eta-variables, la r�e�ecritureavec les m�eta-r�egles peut être interpr�et�ee par la r�e�ecriture �a sortes ordon�ees, c'est-�a-direavec contraintes d'appartenance. La m�ethode de construction syst�ematique des m�eta-r�egles�a partir des syst�emes crois�es a �et�e pr�esent�ee dans [KH90].L'exemple suivant donne une id�ee intuitive des notations introduites dans la suite.Exemple 4.1 (Suite de l'exemple 2.36)Consid�erons l'�equivalence � !Q engendr�ee par le syst�eme de r�e�ecritureQ = ff(x) + f(y)! f(x+ y)gLa suite des r�egles produites (ln! rn) peut se g�en�eraliser modulo Q par( _x+ _y) + _z ! _x+ ( _y + _z)en utilisant les substitutions qui associent aux vecteur h _x; _y; _zi chaque valeur dans l'ensembledes vecteurs de termesP	(h _x; _y; _zi) = fhx1; x2; zi; hf(x1); f(x2); zi; : : : ; hfn(x1); fn(x2); zi; : : :gLa m�eta-r�egle est la r�egle d'associativit�e avec ses variables transform�ees en m�eta-variables:( _x+ _y) + _z ! _x+ ( _y + _z) k h _x; _y; _zi 2? P	(h _x; _y; _zi)Le symbole 2? signi�e la contrainte d'appartenance �a un ensemble.Nota: Les paragraphes 4.1.1, 4.1.2 et 4.1.3 sont repris compl�etement �a partir de l'ar-ticle [Kir89].4.1.1 Sch�ematisationDes variables g�en�eriques, appel�ees m�eta-variables, sont introduites pour pouvoir sch�ema-tiser des ensembles in�nis de r�egles par des moyens �nis. L'ensemble des instances possiblesest toujours associ�e �a ces variables.Notons par _X l'ensemble des m�eta-variables, o�u X \ _X = ;. Notons par T (F ; _X ) l'en-semble des m�eta-termes avec m�eta-variables dans _X et symboles dans F . En principe, desidenti�cateurs point�es sont utilis�es pour les m�eta-objets.D�e�nition 4.2 Une instance principale est une application _ : _X �! T (F ;X ).



74 Formalismes pour mâ�triser la divergenceDans cette d�e�nition, une m�eta-variable peut s'instancier en un terme r�eduit �a une seulevariable. Ceci permet de consid�erer, par exemple dans l'exemple 4.1, la m�eta-variable _z avec,comme instance, l'unique variable z. Cette approche �evite l'introduction d'un autre ensemblede variables pour les images des instances principales.Il est parfois plus avantageux de pr�esenter l'ensemble d'instances principales 	 du vecteurdes m�eta-variables _~x = h _x1; : : : ; _xni implicitement par l'ensemble P	( _~x) = fh _x1 _ ; : : : ; _xn _ i j_ 2 	g.D�e�nition 4.3 Une contrainte associ�ee �a l'ensemble d'instances principales 	 est l'ex-pression _~x 2? P	( _~x) o�u _~x = h~x1; : : : ; ~xni est un vecteur de m�eta-variables etP	( _~x) = fh _x1 _ ; : : : ; _xn _ i j _ 2 	gl'ensemble d'instances principales de _~x.Une solution d'une contrainte associ�ee _~x 2? P	( _~x) est une m�eta-substitution _�: _X �!T (F ;X ) telle que Dom( _�) = _~x et _~x _� = ht1; : : : ; tni pour un vecteur de termes ht1; : : : ; tni 2P	( _~x) et une substitution :X �! T (F ;X ).L'ensemble des solutions de la contrainte _~x 2? P	( _~x) est not�e [[P	( _~x)]].D�e�nition 4.4 Une m�eta-r�egle est une r�egle contrainte_g ! _d k _~x 2? P	( _~x)o�u _g; _d 2 T (F ; _X ) et _~x = Var( _g).Une sch�ematisation par m�eta-r�egles S = (MR;	; Q) est d�e�nie par un ensemble�ni MR de m�eta-r�egles, un ensemble d'instances principales 	 et un syst�eme de r�e�ecritureconvergent Q qui produit la congruence de sch�ematisation � !Q sur T (F ;X ).Si 	 contient la m�eta-substitution [ _x1 7! x1; : : : ; _xn 7! xn] pour chaque vecteur de m�eta-variables _~x, la sch�ematisation S = (MR;	; Q) est dite sans contrainte.Pour pouvoir reproduire l'ensemble in�ni de r�egles �a partir d'une m�eta-r�egle, les m�eta-variables doivent être instanci�ees par les instances principales. La notion d'instance principaleexprime le fait que la m�eta-r�egle est la g�en�eralisation de toutes les r�egles dans la famillein�nie de r�egles. La notion de congruence de sch�ematisation permet d'appliquer la relationd'�equivalence �evoqu�ee dans l'exemple 4.1 et de g�en�eraliser modulo une th�eorie.La sch�ematisation S = (MR;	; Q) repr�esente la famille in�nie de r�eglesf _g _ #Q! _d _ #Q j _ 2 	; ( _g ! _d k _~x 2? P	( _~x)) 2 MRgCette famille est engendr�ee par l'application, sur chaque m�eta-r�egle _g ! _d k _~x 2? P	( _~x), detoutes instances principales _ 2 	, suivie par la r�eduction aux formes normales des termesinstanci�es par rapport �a Q, not�ees par #Q.



M�eta-r�egles 754.1.2 R�e�ecriture et sch�ematisationIl faut d�e�nir une notion ad�equate de r�e�ecriture dans une sch�ematisation donn�ee et trou-ver des propri�et�es qui doivent être satisfaites par cette relation de r�e�ecriture.La r�e�ecriture associ�ee �a une sch�ematisation tient compte de la congruence de sch�emati-sation ainsi que des instances principales.D�e�nition 4.5 La relation de r�e�ecriture associ�ee �a la sch�ematisation S = (MR;	; Q)est d�e�nie sur T (F ;X ) par: t =)u; _g! _d k _~x2?P	( _~x)S t0s'il existe une m�eta-r�egle ( _g ! _d k _~x 2? P	( _~x)) 2 MR et une solution _� de la contrainte_~x 2? P	( _~x) telles que tju � !Q _g _� et t0 = t[ _d _�]u.On �ecrit parfois =) au lieu de =)S si le contexte d�etermine sans ambigu��t�e une sch�ema-tisation donn�ee. Soit �()Q la notation pour la fermeture r�eexive, sym�etrique et transitivede la relation (=) [ �!Q).Dans une sch�ematisation, les m�eta-variables sont typ�ees par leurs instances principales.D�e�nition 4.6 Soit S = (MR;	; Q) une sch�ematisation. La contrainte de sorte sur unem�eta-variable _x 2 _X est l'expression _x:Sort( _x) o�uSort( _x) = ft j t � !Q _x _�; _� 2 [[P	( _x)]]gUne interpr�etation de la relation de r�e�ecriture =) dans les sortes ordonn�ees est d�evelopp�eedans [Kir89]. Informellement, une m�eta-variable _x est identi��ee avec une variable typ�ee_x:Sort( _x). L'ensemble de sortes est ordonn�e par inclusion, avec une sorte principale, notam-ment T = T (F ;X ). Chaque op�erateur f 2 F d'arit�e n est associ�e �a une d�eclaration de sortef :T n ! T . Les m�eta-r�egles deviennent alors des r�egles �a sortes ordonn�es. La sch�ematisation,pour laquelle une telle interpr�etation est possible, s'appelle bien sort�ee.4.1.3 D�ecision de l'�equivalence avec sch�ematisationNous voulons utiliser l'ensemble de m�eta-r�eglesMR pour d�ecider l'�equivalence engendr�eepar R1, c.-�a.-d. par la fermeture r�eexive, sym�etrique et transitive de la relation de r�e�ecriture�!R1, not�ee � !R1. Pour cette raison, nous introduisons deux propri�et�es de sch�ematisation,�a savoir, la consistance et la compl�etude par rapport �a R1. La consistance signi�e que toutesles d�eductions e�ectu�ees par les m�eta-r�egles sont des cons�equences �equationnelles de R1.D�e�nition 4.7 La sch�ematisation S = (MR;	; Q) est consistante par rapport �a un syst�emede r�e�ecriture in�ni R1 si, pour tous les termes t et t0, la relation t �()QMR t0 implique larelation t � !R1 t0.



76 Formalismes pour mâ�triser la divergenceLa consistance d'une sch�ematisation est assur�ee si toutes instances principales d'unem�eta-r�egle sont des cons�equences �equationnelles du syst�eme de r�e�ecriture in�ni R1.Proposition 4.8 [Kir89] S = (MR;	; Q) est une sch�ematisation consistante de R1 si larelation � !Q est incluse dans la congruence � !R1: ( � !Q � � !R1), et pour chaquem�eta-r�egle ( _g ! _d k _~x 2? P	( _~x)) 2 MR et pour chaque instance principale _ nous avons_g _ � !R1 _d _ .Il est important d'exiger l'existence d'un ensemble �ni de m�eta-r�egles dans la sch�ematisa-tion, car dans le cas contraire l'ensemble in�ni R1 pourrait bien tenir lieu de sch�ematisationconsistante de lui-même avec l'�egalit�e syntaxique comme congruence de sch�ematisation Q.Evidemment, seules les sch�ematisations �nies sont int�eressantes.Une condition su�sante simple peut être propos�ee pour assurer la deuxi�eme condition dela proposition 4.8 pour une m�eta-r�egle _g ! _d k _~x 2? P	( _~x). Si l'instance _ 0 qui transformechaque m�eta-variable _x en une variable x 2 X est une instance principale, la deuxi�emecondition de la proposition 4.8 est �equivalente �a la condition suivante: pour chaque m�eta-r�egle ( _g ! _d k _~x 2? P	( _~x)) 2 MR: _g _ 0 � !R1 _d _ 0. Une condition su�sante plus g�en�erale �a�et�e propos�ee par H�el�ene Kirchner dans [Kir89].La consistance n'est pas su�sante pour d�ecider l'�equivalence modulo l'ensemble de m�eta-r�egles dans l'alg�ebre quotient�ee T (F ;X )=R1. La sch�ematisation doit en outre satisfaire lapropri�et�e de compl�etude, qui exprime le fait que la r�e�ecriture avec une sch�ematisation estune m�ethode compl�ete pour prouver des th�eor�emes �equationnels dans T (F ;X ).D�e�nition 4.9 La sch�ematisation S = (MR;	; Q) est compl�ete par rapport �a un syst�emede r�e�ecriture in�ni R1 si la relation � !R1 est incluse dans la relation �=)S : � !Q : �(=S :� !R1 � �=)S : � !Q : �(=SChaque fois que =)S est une r�e�ecriture modulo Q, la preuve de compl�etude est d�ecom-posable en deux parties:Proposition 4.10 [Kir89] La sch�ematisation S = (MR;	; Q) est compl�ete par rapport �aun syst�eme de r�e�ecriture in�ni R1 si la relation � !R1 est incluse dans la relation �()QSet si l'ensemble de m�eta-r�egles MR est convergent modulo Q.La premi�ere condition est assur�ee par la m�ethode de production des m�eta-r�egles �a par-tir des syst�emes crois�es. Par contre, l'ensemble des m�eta-r�egles d'une sch�ematisation nesatisfait pas toujours la propri�et�e de Church-Rosser et, par cons�equent, une proc�edurede compl�etion des m�eta-r�egles est indispensable. Les techniques pr�esent�ees dans [Kir89]donnent une proc�edure de compl�etion des m�eta-r�egles pour transformer une sch�ematisationconsistante en une sch�ematisation consistante et compl�ete. Cette proc�edure s'appuie surla compl�etion �a sortes ordonn�ees modulo Q [GKK90] dans le cas des sch�ematisations biensort�ees, et sur la compl�etion modulo Q [Bac91, JK86, PS81] pour les sch�ematisations sanscontraintes.Nota: Ici s'arrête la partie reprise de l'article [Kir89].



M�eta-r�egles 774.1.4 Production syst�ematique des m�eta-r�eglesNous pr�esentons ici une m�ethode syst�ematique de production des m�eta-r�egles pour laconstruction des sch�ematisations consistantes en deux �etapes. La premi�ere pr�esente la sch�e-matisation d'une seule famille it�er�ee produite �a partir d'un syst�eme crois�e. Bien sûr, lesyst�eme in�ni R1 peut contenir plusieures familles it�er�ees sans inclusion mutuelle. Pourcette raison, l'�etape suivante pr�esente la sch�ematisation du syst�eme in�ni R1 entier, fond�eesur la synth�ese des sch�ematisations de toutes les familles it�er�ees. Cette technique est illustr�eepar un exemple assez complexe qui contient un ensemble in�ni de syst�emes crois�es.Il faut se rappeler que les syst�emes crois�es produisent des familles it�er�ees en avant et enarri�ere. A partir de la description de ces types de familles, une m�eta-r�egle peut se construiresyst�ematiquement dans tous les cas �a condition que la fermeture de superpositions soit elle-même un syst�eme de r�e�ecriture convergent. En fait, la m�eta-r�egle est la r�egle elle-mêmeavec des variables sp�eciales devenues des m�eta-variables et la fermeture de superpositionsconstitue la congruence de sch�ematisation.Syst�emes crois�es en avantProposition 4.11 Supposons que Ia;bFC(C) = fun ! vng forme une famille in�nie it�er�ee enavant produite �a partir du syst�eme crois�e en avant C = fs1 ! t1; s2� t2g comme dans laD�e�nition 2.31, o�u rdC (s2� t2) constitue lui-même un syst�eme de r�e�ecriture convergent.Consid�erons la sch�ematisation sans contrainte S = (MR;	; Q) suivante:{ la m�eta-r�egle _s1 ! _t1 k _~x 2? P	( _~x) est form�ee �a partir de la r�egle s1 ! t1 parla transformation de chaque variable x 2 Var(s1) en une m�eta-variable _x, et MR =f _s1 ! _t1 k _~x 2? P	( _~x)g;{ P	( _~x) = f~xg [ f~x�1�1!1 : : : !n j n � 0g, o�u ~x = Var(s1);{ Q = rdC(s2� t2).Alors pour chaque n, un �()QS vn. De plus, cette sch�ematisation est consistante par rapport�a la famille Ia;bFC(C).Preuve: Il est facile de d�eduire par induction �a partir des expressions pour un+1 et vn+1 quevn+1 = t1�1�1!1 : : : !n et un+1 � !Q s1�1�1!1 : : : !n car un+1 = un!n[t2!n]abn et t2!n � !Qs2!n = unjabn!n implique un+1 � !Q un!n. La sch�ematisation est sans contrainte car levecteur des variables ~x = Var(s1) devient un vecteur de m�eta-variables _~x avec ses instancesprincipales P	( _~x) = f~x; ~x�1�1; ~x�1�1!1; : : : ; ~x�1�1!1 : : : !n�1!n; : : :go�u hx1; : : : ; xni� = hx1�; : : : ; xn�i. Naturellement, un+1 =) vn+1. En plus, la sch�ematisationest consistante car la m�eta-r�egle est uniquement une r�egle du syst�eme divergent avec desvariables transform�ees en m�eta-variables. 2Exemple 4.12 (Suite de l'exemple 2.36).Les variables x0, y0 et z0 de la r�egle d'Associativit�e deviennent des m�eta-variables _x, _y et _z. Les



78 Formalismes pour mâ�triser la divergenceinstances principales du vecteur des m�eta-variables h _x; _y; _zi sont pr�esent�ees par l'ensembleP	(h _x; _y; _zi) = fhfn(x); fn(y); zi j n � 0g. La m�eta-r�egle est( _x+ _y) + _z ! _x+ ( _y + _z) k h _x; _y; _zi 2? fhfn(x); fn(y); zi j n � 0get le syst�eme de r�e�ecriture convergent Q est ff(x) + f(y)! f(x+ y)g.Les syst�emes dans les exemples 2.35, 2.38 et 2.39 peuvent être trait�es de la même fa�con.Syst�emes crois�es en arri�ereProposition 4.13 Supposons que IbBC(C) = fun ! vng forme une famille in�nie it�er�ee enarri�ere produite �a partir du syst�eme crois�e en arri�ere C = fs1� t1; s2 ! t2g comme dans lad�e�nition 2.43, o�u rdC(s1� t1) repr�esente lui-même un syst�eme de r�e�ecriture convergent.Consid�erons la sch�ematisation sans contrainte S = (MR;	; Q) suivante:{ la m�eta-r�egle _s2 ! _t2 k _~x 2? P	( _~x) est form�ee �a partir de la r�egle s2 ! t2 partransformation de chaque variable x 2 Var(s2) en une m�eta-variable _x, et MR =f _s2 ! _t2 k _~x 2? P	( _~x)g;{ P	( _~x) = f~xg [ f~x�2�1!1 : : : !n j n � 0g, o�u ~x = Var(s2);{ Q = rdC(s1� t1).Alors pour chaque n, un �()QS vn. De plus, cette sch�ematisation est consistante par rapport�a la famille IbBC(C).Preuve: Il est facile de d�eduire par induction �a partir des expressions pour un+1 et vn+1que un+1 � !Q : =) vn+1Pour n = 0 nous avons u1 � !Q : =) v1, car u1 = t1�1�1 � !Q s1�1�1 = (s1�1[s2�2]b)�1 =)(s1�1[t2�2]b)�1 = v1.Supposons que la relation soit valide pour n. Nous allons la prouver pour n+1. Maintenantvn+1 = s1!n[vn!n]b et un+1 = t1!n � !Q s1!n = s1!n[un!n]b. Naturellement, si un � !Q: =) vn, alors un+1 � !Q : =) vn+1.La sch�ematisation est sans contrainte car le vecteur des variables ~x = Var(s2) est trans-form�e en le vecteur des m�eta-variables _~x avec ses instances principales donn�ees parP	( _~x) = f~x; ~x�2�1; ~x�2�1!1; : : : ; ~x�2�1!1 : : : !n�1!n; : : :gLa consistance de la sch�ematisation est prouv�ee comme dans le cas des syst�emes crois�esen avant. 2Il faut bien noter que dans cette sch�ematisation des syst�emes crois�es en arri�ere, l'ensemblein�ni de r�egles f _g _ #Q! _d _ #Q j _ 2 	; ( _g ! _d k _~x 2? P	( _~x)) 2 MRg



M�eta-r�egles 79ne co��ncide pas pr�ecis�ement avec la famille de r�egles produites par le processus de compl�etiondivergent, mais il pr�esente la même congruence modulo Q.Exemple 4.14 (Suite de l'exemple 2.50).Les variables x0 et y0 dans la deuxi�eme r�egle sont devenues des m�eta-variables _x et _y. Lesinstances principales du vecteur des m�eta-variables h _x; _yi sont donn�ees parP	(h _x; _yi) = fhx; gn(y)i j n � 0gLa m�eta-r�egle est ( _x ^ _y) _ _y ! _y k h _x; _yi 2? fhx; gn(y)i j n � 0g et le syst�eme de r�e�ecritureconvergent Q est f(x _ g(y))! f(x) _ y.Exemple 4.15 (Suite de l'exemple 2.51).Les variables x0 et y0 dans la deuxi�eme r�egle sont devenues des m�eta-variables _x et _y. Lesinstances principales du vecteur des m�eta-variables h _x; _yi sont donn�ees parP	(h _x; _yi) = fhx; fn(y)i j n � 0gLa m�eta-r�egle est ( _x� _y)
 _y ! _x k h _x; _yi 2? fhx; fn(y)i j n � 0g et le syst�eme de r�e�ecritureconvergent Q est f(x
 f(y))� y ! (x� y)
 yg. La preuve de la relation((((x� fn+1(y))� fn(y))� : : :� f(y))� y)
 y� !Q ((x� fn(y)))� : : :� f(y))� yest laiss�ee au lecteur.Les syst�emes �a une seule r�egleLa sch�ematisation d'une famille in�nie issue d'un syst�eme r�eduit �a une seule r�egle n'estpas clair.Exemple 4.16 La famille in�nie ff(gn(f(x)))! gn(f(x))g, produite par le syst�eme r�eduit�a une seule r�egle f(g(f(x)))! g(f(x)), est pr�esent�ee par la m�eta-r�eglef(g( _x))! g( _x) k _x 2? P	( _x)Le domaine de _x est pr�esent�e par les instances de l'ensembleP	( _x) = ff(x); g(f(x)); g(g(f(x))); : : :gLe probl�eme est que la congruence de la sch�ematisation � !Q, ainsi que la m�eta-r�egle, sontproduites �a partir du même objet. Dans le cas d'un syst�eme divergent �a une seule r�egle,une sch�ematisation sans contrainte ne peut pas être construite. Il faut alors utiliser toute lapuissance du formalisme des m�eta-r�egles avec les contraintes.Proposition 4.17 Supposons que Ia;bFC(C) = fun ! vng forme une famille in�nie it�er�eeen avant produite �a partir du syst�eme crois�e en avant C = fs ! t; s� tg comme dansla d�e�nition 2.31. Supposons en plus que sja = tjb et �2 = '2 = [ ]. Consid�erons lasch�ematisation S = (MR;	; Q) suivante:{ la m�eta-r�egle est s[ _x]a ! t[ _x]b k _x 2? P	( _x) o�u _x est une m�eta-variable avec son en-semble d'instances principales P	( _x) = ftjb; t; c[t]; : : : ; cn[t]; : : :g, o�u c[�] est le contextet[�]b, et MR = fs[ _x]a! t[ _x]b k _x 2? P	( _x)g;



80 Formalismes pour mâ�triser la divergence{ Q = ; (et, par cons�equent, la congruence de sch�ematisation � !Q est l'�egalit�e syn-taxique).Alors pour chaque n, un �()QS vn. De plus, cette sch�ematisation est consistante par rapport�a la famille Ia;bFC(C).Preuve: A partir des hypoth�eses sja = tjb, �2 = '2 = [ ], on d�eduit que pour chaque n,l'uni�cateur !n de unjabn et s est constant. De plus, Dom(!n) \ Var(s) = ; et VRan(!n) �Var(s). Donc s!n = s et t!n = t.Nous prouvons par r�ecurrence sur n les propri�et�es suivantes:un = s[cn[tjb]]avn ��!fs!tg t[cn[tjb]]bPour n = 0 on obtient u0 = s[tjb]a = s[sja]a = s et v0 = t[tjb]b = t.Par construction, car unjabn!n = s!n = s, on obtient un+1 = un!n[t]abn. Par hypoth�ese, onobtient un+1 = s[cn[tjb]]a!n[t]abn = s[cn[t]]a = s[cn+1[tjb]]a.Par construction encore une fois on obtient vn+1 = vn!n. En utilisant la deuxi�eme hy-poth�ese de r�ecurrence, on obtient vn+1 ��!fs!tg t[cn[tjb]]b!n = t[cn[tjb!n]]b. Par application dela premi�ere hypoth�ese de r�ecurrence, on obtient maintenant tjb!n = unjabn!n = s!n = s! t.Alors, vn+1 ��!fs!tg t[cn+1[tjb]]b.En choisissant l'instance principale _� = [ _x 7! tjb], la sch�ematisation de Ia;bFC(C) satisfaitla proposition suivante:Pour chaque instance principale _ il existe un entier j et un contexte c[�] tels que_x _ = cj[ _x _� ].La sch�ematisation est consistante car s[ _x]a _� = s[tjb]a = s[sja]a = s � !R1 t = t[tjb]b = t[ _x]b _� .A partir de s[ _x]a _� = s et t[ _x]b _� = t on d�eduit s =) t. Finalement un �() vn, car lechoix de _ n = [ _x 7! cn[tjb]] comme l'instance principale de _x implique un = s[ _x]a _ n =)t[ _x]b _ n �() vn ( �() est �equivalent �a �()Q parce que Q est vide). 2Un autre probl�eme apparâ�t quand la sch�ematisation introduit des m�eta-variables corr�el�eesentre elles. Ceci est illustr�e par un exemple simple d'un syst�eme crois�e en arri�ere consistanten une seule r�egle.Exemple 4.18 La compl�etion du syst�eme crois�e en arri�ere d'une seule r�eglef(g(f(x))) ! f(h(x))aboutit �a la famille in�nie f(hn(g(f(x)))) ! f(hn+1(x)). Les parties gauches de r�egles decette famille sont sch�ematis�ees par le m�eta-terme f( _x), alors que les parties droites sontsch�ematis�ees par le m�eta-terme f(h( _y)). Les instances principales du vecteur des m�eta-variables h _x; _yi sont donn�ees par l'ensembleP	(h _x; _yi) = fhg(f(x)); xi; hh(g(f(x))); h(x)i; : : : ; hhn(g(f(x))); hn(x)i; : : :gLa sch�ematisation est donn�ee par une r�egle contraintef( _x) ! f(h( _y)) k h _x; _yi 2? P	(h _x; _yi)



M�eta-r�egles 81Les conditions su�santes qui m�enent �a ce type de sch�ematisations contraintes sont ex-prim�ees dans la proposition suivante.Proposition 4.19 Soit IbBC(C) = fun ! vng une famille in�nie it�er�ee en arri�ere, construite�a partir du syst�eme crois�e en arri�ere C = fs ! t; s� tg comme dans la d�e�nition 2.43.Supposons de plus que �2 = '1 = [ ] et Var(t) \ Dom(�1) = fxg. Cette famille de r�eglesposs�ede la sch�ematisation suivante:{ la m�eta-r�egle est _g ! _d k h _x; _yi 2? P	(h _x; _yi), o�u{ _g est obtenu �a partir de sjb par la transformation de x 2 Dom(�1) en une m�eta-variable _x,{ _d est obtenu �a partir de t par la transformation de x 2 Var(t) en une m�eta-variable_y,{ h _x; _yi est un vecteur de m�eta-variables dont l'ensemble des instances principalesest P	(h _x; _yi) = fhx�1; xi; hx'2�1; x'2i; : : : ; hx'i2�1; x'i2i; : : :g{ Q = ;.Alors pour chaque n, un �()QS vn. De plus, cette sch�ematisation est consistante par rapport�a la famille IbBC(C).Preuve: Pour chaque n, l'uni�cateur !n de un+1 et sjb satisfait Dom(!n) \ Var(un) = ; etDom(!n) \ Var(vn) = ;. Alors un!n = un et vn!n = vn. De plus, !n+1 = 'n2�1 pour chaquen. Nous prouvons par r�ecurrence sur n les propri�et�es suivantes:un+1 = sjb'n2�1vn+1 ��!fs!tg t'n2Pour n = 0, nous avons u1 = sjb�1 = s, !1 = �1 et v1 = t.Par construction, nous avons un+1 = t!n. Par hypoth�ese de !n = 'n�12 et t = sjb'2, nousobtenons un+1 = t'n�12 �1 = sjb'2'n�12 �1 = sjb'n2�1.Par construction aussi nous avons vn+1 = s!n[vn!n]b = s[vn]b. Par hypoth�ese, nousobtenons vn+1 ��!fs!tg s[t'n�12 ]b = s[sjb'n2 ]b = s'n2 !fs!tg t'n2 .D�e�nissons maintenant _ n = [ _x 7! x'n2�1; _y 7! x'n2 ] et nous obtenons _g _ n = un+1 � !R1vn+1 � !R1 _d _ n. Donc, la sch�ematisation est consistante.Parce que _g _ 0 = s et _d _ 0 = t, nous avons s =) t. Finalement un �() vn, car un =_g _ n =) _d _ n �() vn. 2



82 Formalismes pour mâ�triser la divergenceUne classe des familles it�er�eesOn consid�ere un exemple plus complexe pour illustrer le cas g�en�eral o�u les familles it�er�eesdi��erentes sont pr�esentes en même temps. Chaque syst�eme de r�e�ecriture divergent R estdivisible en deux parties disjointes: le sous-syst�eme Rdiverg dont toutes les r�egles participentau processus divergent; et le sous-syst�eme R�x = R � Rdiverg . Il est assez clair, selon lesconsid�erations pr�ec�edentes, que les r�egles deR�x sont transform�ees en m�eta-r�egles simplementpar la transformation de chaque variable standard x en la m�eta-variable _x avec la valeur xcomme ensemble des instances principales. Pour cette raison, nous allons toujours supposerque R = Rdiverg sans perte de g�en�eralit�e.Clairement, un syst�eme divergent peut contenir plusieur familles it�er�ees de r�egles.Exemple 4.20 (Suite de l'exemple 2.40).La proc�edure de compl�etion produit deux familles in�nies de r�egles:F1 = 8>>>>>><>>>>>>: i(x1) � (x1 � y) ! y(i(x2) � i(x1)) � ((x1 � x2) � y) ! y(i(x2) � x1) � ((i(x1) � x2) � y) ! y(x2 � i(x1)) � ((x1 � i(x2)) � y) ! y: : : 9>>>>>>=>>>>>>;F2 = 8>>>>>><>>>>>>: (y � x1) � i(x1) ! y(y � (x1 � x2)) � (i(x2) � i(x1)) ! y(y � (i(x1) � x2)) � (i(x2) � x1) ! y(y � (x1 � i(x2))) � (x2 � i(x1)) ! y: : : 9>>>>>>=>>>>>>;Le sous-ensemble de r�egles Q = ( i(i(x)) ! xi(x � y) ! i(y) � i(x) )est conuent et n�th�erien. La suite de r�egles (ln ! rn) de la premi�ere famille peut seg�en�eraliser modulo Q par i( _x) � ( _x � _y) ! _y, o�u les instances principales du vecteur desm�eta-variables h _x; _yi est donn�e par l'ensemblefhx1; yi; hx1 � x2; yi; hi(x1) � x2; yi; hx1 � i(x2); yi; hi(x1) � i(x2); yi; hx1 � (x2 � x3); yi; : : :gLes m�eta-r�egles associ�ees respectivement �a chaque famille de r�egles sonti( _x) � ( _x � _y) ! _y( _y � _x) � i( _x) ! _yL'exemple pr�ec�edent contient deux familles in�nies de r�egles, mais un nombre in�ni de fa-milles it�er�ees dû au fait que l'ensemble de fermetures de superposition OC(Q) contient unensemble in�ni de châ�nes en avant ind�ependantes.



M�eta-r�egles 83Nous allons introduire des d�e�nitions pour pouvoir classi�er les r�egles dans les famillesavec un ensemble g�en�erateur de syst�emes crois�es satur�es. Notons 0(S) la fermeture de su-perposition et par @(S) la r�egle de d�epart du syst�eme crois�e S. Notons par suite @(C) =SS2C @(S) ses extensions �a une classe C de syst�emes crois�es l'ensemble de toutes les r�egles ded�epart, et 0(C) = SS2C 0(S) l'ensemble de toutes les fermetures de superposition pr�esentesdans la classe C. L'ensemble de r�egles de d�epart de tous les syst�emes crois�es satur�es produitspendant la compl�etion du syst�eme de r�e�ecriture R est alors, avec cette notation, @(`R).Exemple 4.21 (Suite de l'exemple 2.40).L'ensemble de toutes les r�egles de d�epart @(`R) estf(y � x) � i(x)! y; i(x) � (x � y)! ygDeux r�egles appartiennent �a la même famille si elles sont produites �a partir de la mêmer�egle de d�epart p dans le syst�eme crois�e et satur�e S. Chaque famille est associ�ee �a un ensembledes syst�emes crois�es et satur�es produits �a partir de la même r�egle de d�epart p.D�e�nition 4.22 Notons Genp(R) = fS 2aR j @(S) = pgle g�en�erateur fond�e sur p dans R1, etFamp(R) = fpg [ fq 2 I(S) j S 2 Genp(R)gla famille (in�nie) de r�egles fond�ee sur p dans R1. Notons encoreGen�(R) = fGenp(R) j p 2 @(aR)gla classe de tous les g�en�erateurs dans R1, etFam�(R) = fFamp(R) j p 2 @(aR)gla classe de toutes les familles in�nies de r�egles dans R1.Exemple 4.23 (Suite de l'exemple 2.40).La classe Fam�(R) contient deux familles: Famp(R) = F1 o�u p = i(x) � (x � y)) ! y etFamq(R) = F2 o�u q = (y � x) � i(x) ! y, selon l'ensemble @(`R) qui contient les deuxr�egles p et q.La classe Gen�(R) contient deux g�en�erateurs, Genp(R) et Genq(R), qui sont tous deuxin�nis. Le g�en�erateur Genp(R) contient par exemple le syst�eme crois�ei(x) � (x � y) ! yi(i(x) � y) � i(y) � x



84 Formalismes pour mâ�triser la divergenceDans l'exemple 2.40, un ensemble in�ni de syst�emes crois�es et satur�es correspond �achaque famille. Le probl�eme pos�e par cet ensemble in�ni est la description de la congruencede sch�ematisation � !0(B) pour chaque g�en�erateur B 2 Gen�(R) en utilisant un ensemble�ni d'axiomes. La di�cult�e est r�esolue grâce �a l'existence du syst�eme de r�e�ecriture �ni etconvergent Q.Exemple 4.24 (Suite de l'exemple 2.40).La relation d'�equivalence produite par le syst�eme convergent Q contient la relation d'�equi-valence produite par 0(`R), ainsi que par 0(Genp(R)) et 0(Genq(R)).Notons que Q contient la r�egle de r�e�ecriture i(i(x))! x qui n'appartient �a aucun de cesensembles de fermetures.Th�eor�eme 4.25 Soit R un syst�eme de r�e�ecriture divergent. S'il existe un syst�eme de r�e-�ecriture �ni et convergent Q tel que pour chaque g�en�erateur B 2 Gen�(R) la congruenceengendr�ee par 0(B) est incluse dans � !Q et son compl�ementaire par rapport �a Q est inclusdans � !R, alors R1 poss�ede la sch�ematisation sans contrainte S = (MR;	; Q), o�u l'en-semble de m�eta-r�egles MR est obtenu �a partir de @(`R) par la transformation de chaquevariable x en une m�eta-variable _x.Cette sch�ematisation est consistante par rapport �a R1. De plus, si MR est convergentmodulo Q, la sch�ematisation est compl�ete par rapport �a R1.Preuve: Il est clair que la sch�ematisation est consistante car les m�eta-r�egles MR sont desr�egles du syst�eme de r�e�ecriture divergent avec leurs variables transform�ees en m�eta-variables.Pour la compl�etude, il su�t de prouver que � !R1 implique �()QS quand MR estconvergent modulo Q, d'apr�es la proposition 4.10. Si t �!R1 t0, le pas de r�e�ecriture este�ectu�e soit par une r�egle de 0(B), soit par une r�egle de Q � 0(B), soit par une r�egle deR1 � (Q [ 0(B)), o�u B est un g�en�erateur de Gen�(R).Si le pas de r�e�ecriture est e�ectu�e par une r�egle de 0(B) alors t � !Q t0, puisque � !0(B)� � !Q.Si le pas de r�e�ecriture est e�ectu�e par une r�egle de Q� 0(B), cette r�egle appartient �a Qet t � !Q t0.Si le pas de r�e�ecriture est e�ectu�e par une r�egle (l! r) 2 R1� (Q[0(B)), alors la r�eglel! r appartient �a la famille Famp(R) 2 Fam�(R) fond�ee sur p, pour un p 2 @(`R). Cecisigni�e que l ! r est soit une r�egle d'une famille it�er�ee I(C) soit c'est la r�egle p = @(C),pour un syst�eme crois�e C 2 `R. D'apr�es les propositions 4.11 et 4.13, il existe une r�egle(g ! d) = @(C), transform�ee (par renommage des variables) en une m�eta-r�egle ( _g ! _d k_~x 2? P	( _~x)) 2 MR, et l �()QS rCeci prouve que �!R1 implique �()QS .En appliquant l'induction sur la longueur de � !R1 nous prouvons imm�ediatement que� !R1 implique �()QS . 2Notons que quand chaque g�en�erateur B 2 Gen�(R) est �ni, Q peut être choisi comme0(B), commedans le cas des familles it�er�ees uniques, sous condition que 0(B) soit convergent.



Sch�emas de termes 85Bien sûr, pour obtenir une sch�ematisation raisonnable, l'ensemble de toutes les r�egles ded�epart de tous les syst�emes crois�es @(`R) doit être �ni.4.2 Sch�emas de termesLes sch�emas de termes (term schemes en anglais) ont �et�e d�ev�elop�es par Bernhard Gram-lich [Gra88]. Il n'est pas acquis que le probl�eme d'uni�cation des sch�emas de termes soitd�ecidable, parce que cette sch�ematisation est fond�ee sur les termes avec des variables desecond ordre.Bernhard Gramlich a propos�e en 1988 une m�ethode pour r�esoudre certains ensemblesin�nis de probl�emes d'uni�cation du premier ordre, pr�esent�es par des sch�emas de termes.Dans le cadre de la logique �equationnelle du second ordre, la solution de tels probl�emesd'uni�cation de sch�emas se r�eduit exactement �a la solution des probl�emes d'uni�cation avecdes contraintes sur les variables. Il a donc g�en�eralis�e au second ordre une m�ethode connuepour la solution de probl�emes d'uni�cation du premier ordre avec contraintes sur les variables.Essentiellement, il propose la transformation d'un probl�eme d'uni�cation contrainte �a unprobl�eme sans contrainte, suivi par la solution de celui-ci et la retransformation de la solutionainsi obtenue. Les r�esultats sur l'uni�cation contrainte du second ordre sont alors utilis�espour r�esoudre le probl�eme original, plus pr�ecis�ement pour d�ecider l'existence des solutionsdes probl�emes d'uni�cation des sch�emas et { dans le cas positif { pour calculer les uni�cateursprincipaux correspondants. Finalement, il d�eduit des conditions su�santes pour la propri�et�ed'uni�abilit�e r�ep�etitive qui est primordiale pour l'analyse de la divergence de la compl�etion.Alors que la divergence de la compl�etion �etait le point de d�epart des travaux sur les sch�emasde termes, les r�esultats obtenus sont applicables en dehors de l'analyse stricte de la divergenceet ont bien d'autres applications.4.2.1 SyntaxeD�e�nition 4.26 Soit Vn, pour chaque n 2 N , l'ensemble d�enombrable des variables d'arit�e net V = Si Vi la signature de toutes les variables. Notamment, V0 = X . Soit K la signaturedes constantes strati��ee par leur arit�e, o�u K \ V = ;.L'alg�ebre de termes de second ordre restreint T (K;V) est le plus petit ensembletel que si A 2 V [ K, ar(A) = n et ~t 2 T (K;V)n alors A(~t) 2 T (K;V).Les variables Var(t) d'un terme t 2 T (K;V) sont d�e�nies parVar(A(~t)) = (fAg \ V) [ ar(A)[i=1 Var(ti)Pour obtenir l'alg�ebre des termes de second ordre sans restriction, qui contient aussi desobjets fonctionnels, il faut compl�eter T (K;V) en T (K;V) par introduction des variables li�ees.D�e�nition 4.27 L'alg�ebre T (K;V) est le plus petit ensemble tel que{ T (K;V) � T (K;V)



86 Formalismes pour mâ�triser la divergence{ si t 2 T (K;V) et x 2 V0 alors �x:t 2 T (K;V)Les variables Var(t) d'un terme t 2 T (K;V) sont d�e�nies parVar(A(~t)) = (fAg \ V) [ ar(A)[i=1 Var(ti)Var(�x:t) = Var(t)� fxgComme d'habitude dans le �-calcul, �x1 : : : xn:t est un raccourci pour �x1 : : : �xn:t et�[A] = �~x:A(~x) note la forme normale de A par rapport �a la �-conversion.Une substitution de second ordre est une application �:V �! T (K;V) not�ee parun ensemble �ni [X1 7! t1; : : : ;Xn 7! tn] tel que t1 6= �[Xi] pour chaque i = 1; : : : ; n. Ledomaine d'une substitution � est l'ensembleDom(�) = fX 2 V j X� 6= �[X]gLes variables introduites par � sont not�eesVRan(�) = fVar(t) j (X 7! t) 2 �gL'application d'une substitution � aux termes T (K;V) est d�e�nie r�ecursivement parA(t1; : : : ; tn)� = A(t1�; : : : ; tn�) pour A 2 K [ (V � Dom(�))X(t1; : : : ; tn)� = t� pour X 2 V\Dom(�) o�u (X 7! �~x:t) 2 �et � = [xi 7! ti� j xi 2 ~x](�x:t)� = �x:(t�) pour x 62 Dom(�)La restriction d'une substitution � �a l'ensemble (�ni) des variables ~V est�j~V = f(X 7! t) 2 � j X 2 ~V \ Dom(�)gUne substitution � est dite stricte si pour chaque variable X 2 Dom(�) nous avons X� =�~x:t o�u ~x � Var(t).D�e�nition 4.28 Un sch�ema de termes est un terme de second ordre restreint t 2 T (K;V)avec deux sortes de variables: des variables ordinaires du premier ordre et des variables desch�emas du second ordre. Une �equation de sch�emas est une paire s ' t de sch�emas de termes.Un probl�eme d'uni�cation des sch�emas est pr�esent�e par un ensemble E = fsi ?=ti j i = 1; : : : ; ng des �equations de sch�emas not�e E a W, o�u W est l'ensemble de toutesles variables ordinaires de E et Wc = Var(E)�W est l'ensemble des variables de sch�emasde E.Une solution du probl�eme d'uni�cation des sch�emas fsi ?= ti j i = 1; : : : ; ng a W est�equivalente �a une solution du probl�eme d'uni�cation du premier ordre fsi ?= ti j i =



Sch�emas de termes 871; : : : ; ng o�u  est une substitution de second ordre telle que Dom( ) � Wc et VRan( ) �V0 �W.D�e�nition 4.29 Un probl�eme d'uni�cation restreint aux variables W est un ensemble�ni E des formules d'uni�cation not�eE a W = fsi ?= ti j i = 1; : : : ; ng a Wo�u W � Var(E).Une solution d'un probl�eme d'uni�cation restreint E a W est une substitution � telle queDom(�) \ Var(E) � W et si� = ti� pour chaque (si ?= ti) 2 E. L'ensemble de toutes lessolutions de E a W est not�e U(E a W). Car � 2 U(E a W) si et seulement si �jW 2 U(E aW), notre int�erêt est focalis�e sur l'ensembleUW(E a W) = f� 2 U(E a W) j Dom(�) � WgLe probl�eme E a W a une solution si U(E a W) 6= ;.Par le choixW = Var(E) nous obtenons le probl�eme d'uni�cation habituel de termes desecond ordre. Intuitivement,W est l'ensemble des variables sur lesquelles la substitution estactive, tandis queWc = Var(E)�W est l'ensemble des variables interdites sur lesquelles lasubstitution est inactive.D�e�nition 4.30 Un probl�eme d'uni�cation restreint E a W est en forme r�esolue si pourchaque (si ?= ti) 2 E, si est �egale �a �[X] o�u X 2 W et X n'apparâ�t nulle part ailleursdans E.Pour chaque probl�eme d'uni�cation restreint E a W en forme r�esolue, on d�e�nit la substi-tution r�ealisante �E = fX 7! t j (�[X] ?= t) 2 Eget pour chaque substitution de second ordre � on d�e�nie la forme r�esolue sous-jacenteE� = f�[X] ?= t j (X 7! t) 2 �g4.2.2 S�emantiqueNous montrons que chaque probl�eme d'uni�cation restreint E a W peut être ramen�e enun probl�eme d'uni�cation ordinaire E 0 tel que les solutions de E a W peuvent être obtenues�a partir des solutions de E 0 par la transformation inverse. La fonction de transformationinterpr�ete les variables interdites Wc en des nouvelles constantes d'arit�e correspondante.Plus pr�ecisemment, pour chaque Xi 2 Wc = ~X soit Ki une nouvelle constante d'arit�ear(Xi) = ar(Ki). Soit K� = K ] ~K et V� = V � Wc, les alg�ebres de termes transform�escorresponantes sont T (K�;V�) et T (K�;V�) respectivement. La fonction de transformation�:T (K�;V�) �! T (K�;V�) est d�e�nie comme l'extension homomorphique de �:V �!



88 Formalismes pour mâ�triser la divergenceT (K�;V�) o�u Xi� = �[Ki] pour chaque Xi 2 Wc et X� = �[X] si X 62 Wc. Elle peut aussiêtre �etendue aux substitutions qui ne touchent pas les variables Wc.Lemme 4.31 Soit E = fsi ?= ti j i = 1; : : : ; ng et E� = fsi� ?= ti� j i = 1; : : : ; ng.La substitution � est l'uni�cateur principal du probl�eme d'uni�cation restreint E a W si etseulement si �4� est l'uni�cateur principal du probl�eme E�.Nous sommes int�eress�es par les probl�emes d'uni�cation restreints dont les seules variablesinterdites sont, du second ordre. Dans ce cas, le probl�eme transform�e est du premier ordre.R�esoudre un probl�eme d'uni�cation non-restreint E, avec E � T (K;V0) � T (K;V0), dansT (K;V) est essentiellement la même chose que de r�esoudre E dans T (K;V0) comme unprobl�eme d'uni�cation du premier ordre.En utilisant le lemme 4.31, nous d�eduisons que chaque probl�eme d'uni�cation restreintE a W, avec E � T (K;V) � T (K;V) et W � V0, soit n'a pas de solution, soit poss�edeun uni�cateur principal (unique modulo la relation de �Var(E)-�equivalence) et il peut êtrecalcul�e par l'algorithme classique d'uni�cation du premier ordre.E a W E�E 0��1 E 0 dans la forme r�esolueuni�cation 1er ordreLes transformations explicites � et ��1 peuvent être �economis�ees par la skol�emisationdes variables interdites Wc pendant le processus d'uni�cation du premier ordre.Si le probl�eme d'uni�cation restreint E a W, avec E � T (K;V)� T (K;V) et W � V0,poss�ede une solution, l'uni�cateur principal �, alors le probl�eme instanci�e E a W poss�edeune solution aussi, pour chaque substitution  qui ne touche pas les variables Wc et quin'introduit aucune nouvelle variable. De plus, si  est stricte, l'uni�cateur principal peutêtre calcul�e �a partir de � et  sans avoir uni��e �a nouveau explicitement.Th�eor�eme 4.32 Soit E a W, avec E � T (K;V ) � T (K;V ) et W � V0, un probl�emed'uni�cation restreint et soit � son uni�cateur principal. Supposons de plus que  est unesubstitution avec Dom( ) � Var(E)�W et VRan( )\W = ;. Alors �4 est l'uni�cateurdu probl�eme restreint E a W. Cet uni�cateur est principal si  est stricte.Revenons maintenant aux probl�emes d'uni�cation des sch�emas. Il faut d�ecider pour E aW, avec W � V0, si tous les probl�emes d'uni�cation du premier ordre sans restriction E ,avec Dom( ) � Var(E)�W \ V0 et VRan( ) \W = ;, poss�edent une solution et dans lecas positif calculer les uni�cateurs principaux.Th�eor�eme 4.33 Soit E � T (K;V)� T (K;V) avec W � V0 un syst�eme donn�e. Supposonsde plus que la signature contient au moins une constante fonctionnelle d'arit�e � 1 et une



Contraintes d'appartenance avec variables de contexte 89autre d'arit�e � 2. Le probl�eme d'uni�cation restreint E a W poss�ede une solution si etseulement si le probl�eme d'uni�cation des sch�emas E a W poss�ede une solution, c.-�a.-d. E poss�ede une solution pour chaque  avec Dom( ) � Var(E) �W, VRan( ) \ W = ; etVRan( ) � V0. Si la r�eponse est positive, pour chaque  stricte, l'uni�cateur principal deE est �4  , o�u � est l'uni�cateur principal de E a W.4.3 Contraintes d'appartenance avec variables de con-texteHubert Comon [Com92] a �etudi�e une logique �equationnelle contrainte dans laquelle lescontraintes sont des conditions d'appartenance t 2 s o�u s est interpr�et�e comme un langager�egulier d'arbres. La logique consid�er�ee contient un fragment de la logique �equationnelle dusecond ordre, les variables de second ordre parcourant des ensembles r�eguliers de contextes.Le probl�eme essentiel de la logique �equationnelle contrainte est l'absence de lemme de pairescritiques. Comon a propos�e de nouvelles r�egles de d�eductions permettant de r�etablir cer�esultat. Mais le calcul des paires critiques utilise l'uni�cation de certains termes de secondordre. Il a montr�e que le fragment n�ecessaire de l'uni�cation de second ordre est d�ecidable.Comme les signatures avec sortes ordonn�ees ne sont rien d'autre que des automatesascendants d'arbres, la logique �equationnelle avec sortes ordonn�ees rentre dans le cadre de cetravail. Les r�esultats pr�esent�es ici ne supposent ni la r�egularit�e de la signature, ni la propri�et�ede d�ecroissance des sortes.4.3.1 SyntaxeSoit CX l'alphabet in�ni des symboles variables contextuels, disjoints de F [ X . Lesvariables qui appartiennent �a CX sont not�ees par les majuscules: X, X1, X 0, Y , Z, etc.T (F ;X ; CX ) est l'ensemble des termes �nis construits sur la signature F et les variablesX [ CX , o�u chaque variable de X est d'arit�e 0 et chaque variable contextuelle de CX estd'arit�e 1.Exemple 4.34 f(X(x); Y (X(a))) 2 T (F ;X ; CX ) si Y;X 2 CX , x 2 X et a; f 2 F avecar(a) = 0 et ar(f) = 2.Soit C(F) l'ensemble de tous les contextes clos. Le contexte t[�]p 2 C(F) peut êtreconsid�er�e aussi comme la �-expression �u:t[u]p:G(F) �! G(F). Soit C(F ;X ; CX ) l'ensemblede tous les termes du second ordre (monadiques) t[X]p, o�u X 2 CX et t 2 T (F ;X ; CX ).L'expression X(Y ) 2 C(F ;X ; CX ) est �ecrite aussi par X � Y ou bien �x:X(Y (x)).Soit Q un ensemble �ni de symboles des sortes, disjoints de F [ X [ CX . Soient ?S,>S, �, >C, ?C des symboles particuliers qui n'appartiennent pas aux Q [ F [ X [ CX .L'ensemble SE des expressions de sortes et l'ensemble CE des expressions de contexte sontd�e�nis comme les plus petits ensembles qui satisfont:{ Q [ f>S;?Sg � SE{ f�;>C;?Cg � CE



90 Formalismes pour mâ�triser la divergence{ q ^ q0; q _ q0;:q 2 SE si q; q0 2 SE{ C ^ C 0; C _ C 0;:C 2 CE si C;C 0 2 CE{ f(~q) 2 SE si f 2 F et ~q � SE{ f(~q)[C]i 2 CE si 1 � i � j~qj, ~q � SE et C 2 CE{ C � q 2 SE si C 2 CE et q 2 SE{ C � C 0 2 CE si C;C 0 2 CE{ C� 2 CE si C 2 CE.L'ensemble des formules est le langage construit sur les formules atomiques:{ \t[X]p 2 C" o�u t[X]p 2 C(F ;X ; CX ){ \t 2 q" o�u t 2 T (F ;X ; CX ) et q 2 SE{ \s = t" o�u s; t 2 T (F ;X ; CX ){ \X = t[Y ]p" o�u X;Y 2 CX et t[Y ]p 2 C(F ;X ; CX )et les connecteurs logiques ^, _, 9x, 9X. De plus, ? est la disjonction vide et > est laconjonction vide. Soit � l'ensemble de toutes les formules construites ainsi. Une contrainted'appartenance est une formule � 2 � qui ne contient aucune �egalit�e. Une forme r�esolued'appartenance est une conjonction de contraintes de la forme X 2 C et x 2 q, o�u X et xsont des variables qui apparaissent une seule fois.Une �egalit�e contrainte est une paire (�; s = t) o�u � est une contrainte d'appartenance(e 2 A) et s = t est une �egalit�e sur les termes de T (F ;X ; CX ). Une telle paire est not�ee�: s = t. Une r�egle contrainte est une �egalit�e contrainte orient�ee, �ecrite �: s! t. Il n'est pasn�ecessaire de supposer Var(t) � Var(s).4.3.2 S�emantiqueSoit A un automate d'arbre �ni ascendant dont Q est l'ensemble des �etats [GS84].Notons P(M) l'ensemble de tous les sous-ensembles de M et C(F) = ff j f :G(F) �!G(F)g l'ensembles de tous les endomorphismes sur G(F). L'interpr�etation s�emantique sur-charg�ee [[�]]A:SE �! P(G(F)) et [[�]]A: CE �! P(C(F)) est d�e�nie par:{ [[q]]A = f� j q `A �g est le langage reconnu par A dans l'�etat q, si q 2 Q.{ [[?S]]A = ;, [[>S]]A = G(F), [[>C]]A = C(F), [[?C]]A = ;, [[�]]A = fidG(F)g o�u idG(F) estl'identit�e sur G(F).{ [[�]]A est un morphisme de (SE;^;_;:) dans (2G(F);\;[;��) o�u �A est le compl�ementde A dans G(F). Ceci signi�e, par exemple, que [[q ^ q0]]A = [[q]]A \ [[q0]]A.{ [[�]]A est un morphisme de (CE ;^;_;:) dans (2C(F);\;[;��)



Contraintes d'appartenance avec variables de contexte 91{ [[f(~q)]]A = ff(~t) 2 G(F) j ti 2 [[qi]]Ag{ [[f(~q)[C]i]]A = f�x:f(~t)[u[x]p]i 2 C(F) j �x:u[x]p 2 [[C]]A;8i; ti 2 [[qi]]Ag{ [[C � q]]A = ft[u]p 2 G(F) j u 2 [[q]]A; t[�]p 2 [[C]]Ag{ [[C � C 0]]A = f�x:t[u[x]p]q 2 C(F) j t[�]q 2 [[C]]A; u[�]p 2 [[C 0]]Ag{ [[C�]]A = Sn�0[[Cn]]A o�u C0 = fidG(F)g et Cn = C � Cn�1 pour n � 1.Une a�ectation close est une interpr�etation � de X [CX dans G(F)[C(F), telle que �jXest une interpr�etation de X dans G(F) et �jCX est une interpr�etation de CX dans C(F). Unetelle a�ectation est �elargie par l'homomorphisme sur les F -alg�ebres de T (F ;X ; CX ) dansG(F).Une solution d'une �equation s = t est une a�ectation close � telle que s� � t�. Unesolution d'une contrainte d'appartenance t 2 q (ou bien X 2 C) par rapport �a l'automate Aest une a�ectation close � telle que t� 2 [[q]]A (ou bien X� 2 [[C]]A). Ces d�e�nitions des solu-tions sont �etendues de fa�con naturelle aux formules �. L'expression [[�]]A d�esigne l'ensemblede toutes les solutions de � 2 � par rapport �a l'automate A.Hubert Comon consid�ere une \s�emantique engendr�ee par les termes" de sa logique avecdes contraintes (comme dans [KKR90]): une �egalit�e contrainte (ou bien une r�egle contrainte)est une repr�esentation d'un ensemble in�ni d'�egalit�es (. . . de r�egles).Soit A un automate dont Q est l'ensemble des �etats, alors[[�: s = t]]A = fs� = t� j � 2 [[�]]AgUne d�e�nition similaire est valide pour les r�egles.Toutes les d�e�nitions pour les syst�emes de r�e�ecriture s'appliquent sur le cas contraintde la fa�con naturelle. Par exemple, la relation  !E;A est interpr�et�ee comme la relation ![[E]]A.L'ensemble des �egalit�es contraintes et des r�egles contraintes dans [Com92] sch�ematisentuniquement des syst�emes clos. Malgr�e cela, il s'int�eresse �a ces syst�emes pour deux raisons:1. son but est de prouver des propri�et�es des langages de sp�eci�cation �equationnelle aveccontraintes. La s�emantique d�eclarative de tels programmes utilise l'ensemble des ins-tances closes de tous les axiomes sans besoin de constructions suppl�ementaires.2. pour prouver par r�efutation E j= 8~x: s = t, on a besoin de consid�erer uniquementtoutes les instances de E appartenant �a T (F ; ~x): on n'a besoin que des instances closesdes axiomes.4.3.3 UtilisationSur ce formalisme, Hubert Comon bâtit une proc�edure de compl�etion d'ensembles in�nisd'�egalit�es (closes), pr�esent�ees par des �egalit�es contraintes. Les r�egles de transition classiquesne sont pas compl�etes, c'est-�a-dire qu'on peut avoir des cas o�u aucune des r�egles classiques



92 Formalismes pour mâ�triser la divergencene s'applique et o�u pourtant il existe des �egalit�es (closes) valides qui n'ont pas de preuve der�e�ecriture. Comon pr�esente trois r�egles suppl�ementaires de d�eduction et reconstruit ainsi lelemme des paires critiques.Ensuite, il d�eveloppe l'algorithme d'uni�cation dans le nouveau formalisme et pr�esente lam�ethode de solution des contraintes, mais aucune application explicite �a la divergence n'estd�evelopp�ee, aucune m�ethode de construction des syst�emes avec contraintes d'appartenancepour les syst�emes divergents n'est pr�esent�ee.4.4 Termes r�ecurrentsLes termes r�ecurrents, appel�es originellement hyper-termes, avec leurs variantes, les !-termes ou �-termes 1, ont �et�e d�ev�elopp�es par Hong Chen, Jieh Hsiang et H.-C. Kong [CHK90,CH91a, CH91b].4.4.1 SyntaxeD�e�nition 4.35 Soient � un symbole sp�ecial d'arit�e 3 et C l'ensemble de variables repr�esen-tant les entiers naturels, appel�ees variables compteurs. L'ensemble de termes r�ecurrentsest le plus petit ensemble R(F ;X ; C) tel que:1. X � R(F ;X ; C)2. Si f 2 F avec ar(f) = k et ~t 2 R(F ;X ; C)k, alors f(~t) 2 R(F ;X ; C).3. Si h[�]p est un contexte avec p 6= �, n 2 C [N , et l 2 R(F ;X ; C), alors �(h[�]p; n; l) 2R(F ;X ; C).L'expression �(h[�]p; n; l) s'appelle un g�en�erateur ou bien un n-g�en�erateur si l'on a besoin demettre n en �evidence.D�e�nition 4.36 Si dans la d�e�nition 4.35 on remplace l'expression \ terme r�ecurrent" par\�-terme", R(F ;X ; C) par R�(F ;X ; C) et la condition 3 par3. Si h[l]p 2 G(F) est un terme clos avec une position p 6= �, et n 2 C, alors �(h[�]p; n; l) 2R�(F ;X ; C).on obtient la sous-classe des �-termes R�(F ;X ; C).Il n'est pas indispensable que h[l]p soit un terme clos dans la d�e�nition 4.36. Nous pouvonsprendre aussi un terme h[l]p 2 T (F ;X ) et skol�emiser ses variables Var(h[l]p) en des nouvellesconstantes.1. Les auteurs ont chang�e de terminologie d'un article �a l'autre.
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h1h1 : : :
| {z }kFig. 4.1 { Un �-terme typique4.4.2 S�emantiqueLes termes r�ecurrents (�-termes) sont utilis�es pour sch�ematiser des suites in�nies determes qui partagent des structures r�ep�etitives communes. Ces structures sont d�ecrites parles g�en�erateurs �(h[�]p; n; l), o�u h[�]p est un contexte r�ep�etitif d�epli�e n-fois et l est utilis�e pourboucher le trou du contexte �a la �n du processus de d�epliage. Si n est une variable compteurde C, elle est instanci�ee par un entier naturel avant l'�evaluation du g�en�erateur. Un termer�ecurrent (�-terme) avec des variables compteurs instanci�ees est �evalu�e par le d�epliage desg�en�erateurs: unfold(�(h[�]p; s(n); l)) ! h�[unfold(�(h[�]p; n; l))]punfold (�(h[�]p; 0; l)) ! lo�u � est un renommage des variables (pour les termes r�ecurrents) ou bien la substitutionvide (pour les �-termes).L'ensemble 
(t) de termes repr�esent�es par le terme r�ecurrent (le �-terme) t est
(t) = funfold (t[N1 7! n1; : : : ; Nk 7! nk]) j ~n 2 N k; ~N = CVar(t)gChaque �element de 
(t) s'appelle un constituant de t.



94 Formalismes pour mâ�triser la divergence4.4.3 UtilisationLes termes r�ecurrents sont utilis�es commeoutils de sch�ematisation de certains syst�emes der�e�ecriture divergents. Une m�ethode empirique de construction des termes r�ecurrents �a partirde suites de termes a �et�e pr�esent�ee dans [CHK90], avec quelques exemples int�eressants desyst�emes divergents dont la sch�ematisation est d�eduite par ce moyen. Ensuite, l'algorithme de�ltrage des termes r�ecurrents (avec les preuves de la compl�etude, consistance et terminaison)et la d�e�nition des syst�emes de r�e�ecriture r�ecurrents sont pr�esent�es. Une repr�esentationint�eressante des termes r�ecurrents par le biais de l'uni�cation �equationnelle est donn�ee parGiegerich et Ohlenbusch [GO91].[CH91a, CH91b] traitent les aspects d'uni�cation et de programmation en logique des �-termes. En particulier, l'algorithme d'uni�cation des �-termes est pr�esent�e avec ses preuvesde compl�etude, de consistance et de terminaison, ainsi qu'avec un calcul de sa complexit�edans le pire cas. Cet algorithme d'uni�cation a �et�e implant�e par Amaniss [Ama92].4.5 G�en�eralisation de ComonHubert Comon a propos�e dans [Com95] de g�en�eraliser la d�e�nition 4.36 de la fa�consuivante:4.5.1 SyntaxeD�e�nition 4.37 L'ensemble R�(F ;X ; C) de HC-termes est le plus petit ensemble tel que:{ X � R�(F ;X ; C){ Si f 2 F avec ar(f) = n et ~t 2 R�(F ;X ; C)n, alors f(~t) 2 R�(F ;X ; C).{ Si t; t0 2 R�(F ;X ; C), p 2 Pos(t) et n 2 C alors t[t0]np 2 R�(F ;X ; C).o�u Pos(t[t0]np) = Pos(t)� fpg est l'extension des positions sur R�(F ;X ; C).4.5.2 S�emantiqueLes variables compteurs C sont instanci�ees par des entiers naturels. Un HC-terme avecdes variables compteurs instanci�ees est �evalu�e par le d�epliage:unfold (f(t1; : : : ; fk)) ! f(unfold (t1); : : : ; unfold(tk))unfold (t[t0]s(n)p ) ! unfold (t)[unfold(t[t0]np)]punfold (t[t0]0p) ! unfold (t0)4.5.3 Rapport avec les �-termesComon [Com95] a prouv�e que la classe de �-termes est strictement incluse dans la classede HC-termes.
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Fig. 4.2 { Des GC/HC-termes typiques qui ne sont pas des �-termes4.6 G�en�eralisation de SalzerGernot Salzer a propos�e dans [Sal92] de g�en�eraliser la d�e�nition 4.36 de la fa�con suivante:4.6.1 SyntaxeL'alg�ebre additive de Presburger PA+(C) est le plus petit ensemble tel que:{ C � PA+(C){ N � PA+(C){ Si e; e0 2 PA+(C) alors e+ e0 2 PA+(C).{ Si n 2 N et e 2 PA+(C) alors n � e 2 PA+(C).Chaque �el�ement e dans l'alg�ebre additive de Presburger PA+(C) repr�esente une expressionlin�eaire (n1 � e1) + � � �+ (nk � ek) o�u ~n 2 N k et ~e 2 Ck pour chaque k = 0; 1; : : :D�e�nition 4.38 L'ensemble R(F ;X ; C) de GS-termes est le plus petit ensemble tel que:{ T (F ;X ) � R(F ;X ; C){ Si h; l 2 R(F ;X ; C), la variable x 2 X est un sous-terme stricte de h et n 2 PA+(C),alors �(h[x 7! �]; n; l) 2 R(F ;X ; C).



96 Formalismes pour mâ�triser la divergence{ Si t; t0 2 R(F ;X ; C) et x 2 X alors t[x 7! t0] 2 R(F ;X ; C).Le symbole �, repr�esentant un trou dans les contextes, est interpr�et�e comme une nouvellevariable.4.6.2 S�emantiqueLes GS-termes sont utilis�es pour sch�ematiser des suites in�nies de termes qui par-tagent des structures r�ep�etitives communes. Ces structures sont d�ecrites par les g�en�erateurs�(h; e; l), o�u h est un contexte r�ep�etitif d�epli�e avec des trous �, le terme additif de Presbur-ger e dirige le d�epliage du contexte dans tous les trous et le terme l est utilis�e �a la �n duprocessus de d�epliage. Le processus de d�epliage d'un g�en�erateur est d�e�ni r�ecursivement:unfold (�(h; v; l)) ! �(h; v; l) si v 2 Cunfold (�(h; n; l)) ! �[� 7! h]n[� 7! l] si n 2 Nunfold (�(h; n � e; l)) ! unfold (�(�[� 7! h]n; e; l)) si n 2 N et e 2 PA+(C)unfold(�(h; e+ e0; l)) ! unfold (�(h; e;�(h; e0; l))) si e; e0 2 PA+(C)Salzer d�e�nit la s�emantique de tous les GS-termes par d�epliage, permettant ainsi des �e-valuations partielles de g�en�erateurs. Il su�t de consid�erer seulement la deuxi�eme r�egle ded�epliage unfold (�(h; n; l)) ! �[� 7! h]n[� 7! l] si n 2 Npour les GS-termes �enum�er�es pendant le calcul d'un constituant. Avant le d�epliage d'unGS-terme �enum�er�e, chacun de ses termes additifs de Presburger �enum�er�es et chacun de sestermes additifs de Presburger clos peuvent être r�eduits �a leur forme normale qui appartientaux entiers naturels N par le syst�eme de r�e�ecriture canonique suivant:x+ 0 ! xx+ s(y) ! s(x+ y)x � 0 ! 0x � s(y) ! (x � y) + xLa pseudo-substitution [� 7! h] remplace chaque occurrence du trou � par h. Car chaquetrou � est localement d�e�ni pour un g�en�erateur, la substitution [� 7! h] ne peut pas remplacerd'autres trous appartenant aux autres g�en�erateurs.Le d�epliage unfold � d'un GS-terme est d�e�ni comme le d�epliage de tous ces g�en�erateurs.4.6.3 Rapport avec les HC-termesAmaniss, Lugiez et moi-même [AHL93], nous avons prouv�e que la classe des HC-termesest strictement incluse dans la classe des GS-termes.



Grammaires primales 97Chapitre 5Grammaires primalesNota: Dans ce chapitre, \sch�ematisation" sans plus de pr�ecision signi�e une \sch�ematisationpar des grammaires primales".5.1 Construction des grammaires primalesDans la sch�ematisation par les grammaires primales, la signature F est constitu�ee desconstructeurs K, des symboles d�e�nis D tels que K\D = ;, ainsi que du symbole sucesseur set de la constante z�ero 0, qui ne sont inclus ni dans K ni dans D. Les symboles d�e�nis Dsont surmont�es d'un accent circonexe pour les distinguer des symboles constructeurs K. Deplus, nous consid�erons l'ensemble des variables compteurs C, telles que X \ C = ;.Les arguments des symboles d�e�nis f̂ 2 D sont divis�es en deux parties par un point-virgule (cf. [Sim88]). Ceux avant le point-virgule sont appel�es des compteurs, ou variables-compteurs s'ils sont repr�esent�es par une variable. Le premier compteur d'un symbole auxi-liaire est dit le compteur principal , les autres sont dits des compteurs secondaires. Chaquesymbole d�e�ni f̂ poss�ede une arit�e de compteurs, not�e arc(f̂ ), qui indique le nombre de sescompteurs.La manipulation des compteurs n�ecessite la d�e�nition d'une alg�ebre des expressions comp-teurs N (C), qui est le plus petit ensemble tel que:{ 0 2 N (C){ C � N (C){ si n 2 N (C) alors s(n) 2 N (C)Au lieu d'�ecrire s(c) et sk(c), nous allons utiliser la notation naturelle, c.-�a.-d. c+1 et c+ k.Ainsi, dans la suite s(0) sera souvent not�e 1, s(s(0)) ou s(1) not�e 2, s(2) not�e 3, etc.L'alg�ebre de termes primaux T P(K;D;X ; C) est le plus petit ensemble tel que:{ X � T P(K;D;X ; C)



98 Grammaires primales{ si ~n 2 N (C)k, ~t 2 T P(K;D;X ; C)l et f̂ 2 D, o�u arc(f̂ ) = k et ar(f̂) = k + l, alorsf̂(~n;~t) 2 T P(K;D;X ; C){ si ~t 2 T P(K;D;X ; C)k et f 2 K, o�u ar(f) = k, alors f(~t) 2 T P(K;D;X ; C)Sans que cela soit pr�ecis�e explicitement, l'alg�ebre T P(K;D;X ; C) est typ�ee: les expressionsavant le point-virgule repr�esentent des entiers naturels, tandis que celles apr�es le point-virgulesont des termes primaux, et f̂ (~n;~t) est lui aussi un terme primal.L'ensemble CPos(t) = fa:n j Head(tja) = f̂ 2 D; n � arc(f̂)g s'appelle l'ensemble despositions compteurs dans un terme primal t. Ce sont les positions dans t imm�ediatementen-dessous d'un symbole d�e�ni f̂ , avant le point-virgule. L'ensemble des variables compteursd'un terme t est not�e CVar(t) = ftja j a 2 CPos(t) \ VPos(t)gL'ensemble des positions redex d'un terme primal t est not�eDPos(t) = fa 2 FPos(t) j Head(tja) 2 DgUne position redex est la position �a laquelle on peut r�eduire le terme t. L'ensemble despositions redex ext�erieures d'un terme primal t est not�eOPos(t) = fa 2 DPos(t) j a � b ou a k b pour chaque b 2 DPos(t)g= lim inf� DPos(t)Un terme primal t est dit r�egulier (non-encapsul�e) si ses positions redex DPos(t) sontmutuellement parall�eles. Autrement dit, il n'existe pas deux positions redex di��erentes a et bappartenant �a DPos(t), telles que a soit le pr�e�xe de b. Un terme primal t est dit encapsul�es'il existe deux positions redex di��erentes a et b, telles que le redex tja est un sous-termepropre de tjb.L'approximation d'un terme primal f̂ (n; c1; : : : ; ck; t1; : : : ; tn) d�e�nie pour chaque expres-sion compteur n et en respectant la pr�ec�edence � entre les symboles d�e�nis, est l'ensembledes termes primaux:Apx(f̂(n;~c;~t)) = fĝ(~c0;~t0) j f̂ � ĝ; ~c0 v ~c; ~t0 v ~tgL'emballage d'un terme primal t not�eWrp(t), est le contexte t[�]DPos(t) tel que tout sous-terme commen�cant par un symbole d�e�ni est remplac�e par le \trou". Donc tout emballagene doit contenir que des constructeurs K et des variables ordinaires X .Exemple 5.1 Soient K = f�; F;G; a; bg et D = fê; f̂ ; ĝ; ĥ; k̂g respectivement l'ensemble desconstructeurs et l'ensemble des symboles d�e�nis avec la pr�ec�edence f̂ � ĝ � ĥ � k̂.f̂(c1 + 3; c2 + 5;F (x); y) � (f̂(c3 + 1; c4 + 2; a; F (b)) � f̂(c3; c1 + 10;F (ĝ(c2)); ĥ(c4; a � b)))est un terme primal si c1, c2, c3 et c4 appartiennent �a C, mais ce terme n'est pas r�egulier. Ene�et, le redex ĝ(c2) est encapsul�e dans le redex f̂ (c3; c1 + 10;F (ĝ(c2))). Par contre, le termeĝ(c2 + 1;F (x)) est un terme primal r�egulier.



Construction des grammaires primales 99L'approximation du terme primal t = f̂(c1; c2;x; y) est repr�esent�ee par l'ensemble destermes primaux suivants:Apx(t) = fĝ(c1); ĝ(c2); ĥ(c1;x); ĥ(c2;x); ĥ(c1; y); ĥ(c2; y); k̂(c1; c2;x; y)gPar contre, les termes primaux k̂(c2; c1;x; y) et k̂(c1; c2; y; x) n'appartiennent pas �a l'approxi-mation de t car dans le premier cas hc2; c1i n'est pas une sous-suite de hc1; c2i et dans ledeuxi�eme cas hy; xi n'est pas une sous-suite de hx; yi. Le terme primal ê(c1;x) n'appartientpas non plus �a l'approximation Apx(t) car f̂ 6� ê.L'emballage du terme primal (ĥ(c1;x) + ĥ(c2; y)) � F (k̂(c1; c2;x; y)) est le contexte(�+ �) � F (�)5.1.1 Syst�emes de r�e�ecriture PresburgerSi nous regardons la structure g�en�erale des r�egles d'une famille it�er�ee, il est clair qu'il nousfaut un appareil assez complexe pour la sch�ematiser. Malgr�e leur complexit�e structurelle, lestermes d'une famille it�er�ee partagent des caract�eristiques communes:R�ep�etition des radicaux: Les mêmes radicaux sont it�er�es dans chaque terme de la suite.Si un tel radical est d�epli�e n fois sur un chemin donn�e du terme tn, alors il est d�epli�en+ 1 fois sur le même chemin du terme tn+1.Hi�erarchie des radicaux: Dans chaque �etape de d�epliage d'un radical (dit principal),d'autres radicaux (dits secondaires) peuvent commencer �a se d�eplier sur des branchesparall�eles.S�equence des radicaux: Si le d�epliage d'un radical est termin�e, il peut donner naissanceau d�epliage d'un autre radical (dit subordonn�e) sur le même chemin.Rapport entre les radicaux: Le num�ero d'�etape de d�epliage d'un radical principal peut| mais pas obligatoirement | être en rapport avec le nombre de d�epliages autoris�espour les radicaux secondaires ou subordonn�es.Ces quatre caract�eristiques indiquent qu'il faut trouver un moyen de sch�ematisation �a l'aidede compteurs (des compteurs font partie des param�etres des symboles d�e�nis), avec la possi-bilit�e de produire les radicaux (chaque symbole d�e�ni donne naissance �a un radical r�ep�et�e),avec la possibilit�e de hi�erarchiser et s�equentialiser des radicaux (on l'a en d�e�nissant unepr�ec�edence sur les symboles d�e�nis) et en�n avec la possibilit�e d'associer deux radicaux (onl'aura en reliant deux compteurs comme des vases communicants: si l'un d�ecrô�t, l'autre aug-mente). Ces exigences impliquent l'utilisation de syst�emes primitifs r�ecursifs sp�eciaux [P�et67].En revanche, il faut �eviter de recourir �a la r�ecursion primitive dans sa totalit�e car on veutgarder de bonnes propri�et�es de d�ecision comme l'uni�cation par exemple. Ainsi, on ne doitpas pouvoir simuler par ces syst�emes la multiplication des entiers (donc le 10e probl�eme deHilbert) ou le probl�eme de Post.



100 Grammaires primalesLe syst�eme de r�e�ecriture Presburger cible uniquement les symboles d�e�nis D, d'o�u lan�ecessit�e d'une pr�ec�edence sur D. A chaque symbole d�e�ni f̂ est associ�e une paire de r�eglesde r�e�ecriture.D�e�nition 5.2 Supposons qu'il existe une pr�ec�edence � sur les symboles d�e�nis D. Lesyst�eme de r�e�ecriture Presburger R contient pour chaque symbole d�e�ni f̂ une paire der�egles de r�e�ecriture:{ une r�egle de base f̂ (0;~c;~x) ! rf̂1{ une r�egle inductive qui peut avoir l'une des deux formes suivantes:f̂(n+ 1;~c;~x) ! rf̂2 [f̂(n;~c;~x)]A (5.1)f̂(n+ 1;~c;~x) ! rf̂2 [f̂(n; c1; : : : ; ci�1; ci + 1; ci+1; : : : ; ck;~x)]A (5.2)tels que{ ~c est le vecteur des variables compteurs, ~x le vecteur des variables ordinaires,{ A est l'ensemble �ni des positions mutuellement parall�eles, autres que la racine de rf̂2 ,{ rf̂2 [f̂(n;~c;~x)]A et rf̂2 [f̂(n; c1; : : : ; ci�1; ci + 1; ci+1; : : : ; ck;~x)]A sont des termes r�eguliers,{ tous les redex de rf̂1 et rf̂2 appartiennent �a l'approximation Apx(f̂(n;~c;~x)),{ le symbole racine de rf̂2 est un constructeur,{ chaque variable ordinaire doit appartenir �a rf̂1 ou �a rf̂2 .n est appel�e le compteur actif. Si la r�egle inductive a la forme (5.2) alors le compteur ci estdit li�e avec le compteur actif n. Si par contre la r�egle inductive apparâ�t sous la premi�ereforme (5.1), les variables compteurs ~c sont consid�er�ees ind�ependantes de n.Pour chaque symbole d�e�ni f̂ le terme rf̂2 contient le radical �a r�ep�eter. Les symbolesd�e�nis dans le terme rf̂2 donnent naissance aux radicaux secondaires, ceux dans le terme rf̂1aux radicaux subordonn�es. Les compteurs secondaires du symbole d�e�ni f̂ peuvent êtredi�us�es aux symboles d�e�nis ĝi dans les termes rf̂1 et rf̂2 , �etablissant ainsi le lien direct entrele nombre de r�ep�etitions du radical du symbole f̂ et des radicaux des symboles ĝi. Les \vasescommunicants" sont �etablis entre les compteurs n et ci par la r�egle inductive de la forme (5.2).Les syst�emes Presburger sont des syst�emes de r�e�ecriture primitifs r�ecursifs un peu par-ticuliers. En e�et, la r�ecursion primitive est restreinte �a une sous-classe de termes r�eguliersdonc sans aucune possibilit�e de simuler la multiplication; d'o�u la restriction des termes dansle membre droit des r�egles inductives �a des termes r�eguliers. En fait, ceci permet de rendre



Construction des grammaires primales 101impossible la simulation du 10e probl�eme de Hilbert par l'uni�cation de deux termes primauxmodulo un syst�eme de r�e�ecriture Presburger.Ainsi la n�ecessit�e d'avoir des termes r�eguliers et des approximations dans le membredroit des r�egles de r�e�ecriture nous garantit la d�ecidabilit�e de l'uni�cation de termes primauxmodulo le syst�eme de r�e�ecriture Presburger.L'existence d'un symbole constructeur �a la racine de rf̂2 permet d'�eviter des r�egles induc-tives du type: f̂(n+ 1;~c;~x)! f̂(n;~c;~x) qui pourraient faire disparâ�tre le symbole d�e�ni f̂ .En e�et, les deux derni�eres conditions de la d�e�nition 5.2 ne sont pas n�ecessaires car chaquesyst�eme Presburger qui ne satisfait pas ces deux derni�eres conditions peut être transform�een un syst�eme Presburger �equivalent qui les satisfait.Exemple 5.3 Supposons que D = ff̂ ; ĝ; ĥg et f̂ � ĝ � ĥ. Le syst�eme de r�e�ecrituref̂(0; v; w;x; y) ! ĝ(v;w;x; y)f̂(u+ 1; v; w;x; y) ! f̂(u; v + 1; w;x; y) + (f̂ (u; v + 1; w;x; y) + f̂ (u; v + 1; w;x; y))ĝ(0; w;x; y) ! ĥ(w;x; y)ĝ(v + 1; w;x; y) ! ĝ(v;w;x; y) � ĝ(v;w;x; y)ĥ(0;x; y) ! A(x)ĥ(w + 1;x; y) ! B(yw):ĥ(w;x; y)est un syst�eme Presburger. Par contre, chacun des syst�emes suivants est un contre-exemple�a la d�e�nition 5.2:{ f̂(u+1; v; w)! f̂(u; v+1; w) � f̂(u; v; w+1) ne correspond pas �a la partie droite d'unsyst�eme primal car f̂(u; v + 1; w) et f̂(u; v; w + 1) sont des termes di��erents.{ f̂(u+1;x)! F (ĝ(u; f̂(u;x))) contredit le fait que les symboles d�e�nis ne peuvent pasêtre encapsul�es.{ ff̂(u+ 1)! ĝ(u) � f̂ (u); ĝ(u+ 1)! f̂(u) + ĝ(u)g implique la pr�ec�edence f̂ � ĝ � f̂sur les symboles d�e�nis, ce qui est impossible, c.-�a.-d. la r�ecursion crois�ee est interdite.Les syst�emes Presburger sont conuents car ils sont orthogonaux et lin�eaires �a gauche.Ils sont n�th�eriens puisqu'on peut construire un ordre lexicographique �lpo pour chaquesyst�eme. La pr�ec�edence sur les symboles d�e�nis D peut être �etendue aux constructeurs K demani�ere �a ce que pour chaque symbole d�e�ni f̂ 2 D et pour chaque constructeur g 2 K on aitf̂ � g. Cette extension et le statut gauche-droit pour tous les symboles d�e�nis garantissentla terminaison de chaque syst�eme Presburger.5.1.2 G�en�erateurs et formes pli�eesSi toutes les positions compteurs d'un terme primal t sont occup�ees par des variablescompteurs C, autrement dit CPos(t) � VPos(t), alors le terme t est dit être un g�en�erateur.On dit aussi qu'un g�en�erateur est un terme avec compteurs ouverts, non encore instanci�esavec des entiers naturels.



102 Grammaires primalesNotons N = N (;) = fsi(0) j i 2 Ng l'ensemble in�ni de termes pr�esentant des entiersnaturels.D�e�nition 5.4 Un �enum�erateur (partiel) d'un terme primal t est une substitution close�: C �! N , telle que Dom(�) = CVar(t) (Dom(�) � CVar(t)). Un �enum�erateur permetd'instancier toutes les variables compteurs d'un terme primal par une expression compteurclose, c'est-�a-dire par un entier naturel.L'�enum�eration �(t) d'un terme primal t est l'ensemble de tous les �enum�erateurs pos-sibles de t. L'instance d'un terme primal t, d�etermin�ee par un �enum�erateur �, est dite unterme �enum�er�e.Un g�en�erateur �enum�er�e par un �enum�erateur partiel est dit un axiome.Cr�eation de nouvelles variablesLa cr�eation syst�ematique de variables nouvelles est un probl�eme di�cile de la sch�ema-tisation d'une suite in�nie de termes. Il faut, en e�et, trouver un moyen pour concevoir denouvelles variables qui apparaissent dans les �el�ements successifs de la suite. Ceci est fait dansles syst�emes primaux par le marquage des variables.Nous avons besoin d'un symbole d�e�ni particulier qui sera �evalu�e d'une fa�con di��erente dela d�e�nition 5.2. Ce symbole {̂ pr�esente l'indexation d'une variable ordinaire: le terme {̂(m;x)avec l'expression compteurm et la variable ordinaire x est interpr�et�e comme xm. L'expressioncompteurm est lamarque de la variablemarqu�ee xm. Les syst�emes Presburger sans variablemarqu�ee sont des syst�emes Presburger plats.Supposons que l'on puisse r�eduire le terme t �a la position a par la r�egle l! r du syst�emePresburger R, et que la partie droite r de cette r�egle contienne des variables marqu�ees. Lasubstitution �, qui �ltre la partie gauche l de la r�egle vers le sous-terme tja, instancie lesvariables ainsi que leurs marques. Ce m�ecanisme permet d'engendrer des termes plus richesen variables qu'avec la r�eduction �a la forme normale par la relation de r�e�ecriture ordinaire.Les marques ont �et�e introduites pour pouvoir produire de nouvelles variables au cours dechaque �etape de r�e�ecriture.Exemple 5.5 Consid�erons l'uni�cation �equationnelle [FH86] dont les symboles sont F0 =fa; bg, F1 = fgg, F2 = ffg et l'ensemble d'�egalit�es estE = ( f(b; x) = xg(f(x; y)) = g(y) )L'uni�cation g(x) ?=E g(a) poss�ede, comme solution, la suite in�nie d'uni�cateurs[x 7! a]; [x 7! f(y0; a)]; [x 7! f(y1; f(y0; a))]; : : : ; [x 7! f(yn; : : : ; f(y0; a) : : :)]; : : :Cette suite peut être produite �a partir de l'axiome x 7! ĥ(z; y) en utilisant le syst�emePresburger ĥ(0; y) ! aĥ(z + 1; y) ! f(yz; ĥ(z; y))
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avant estampillage
apr�es estampillage

Fig. 5.1 { Estampillage d'un terme�a condition que nous sachions renommer �a chaque d�ecr�ementation du compteur z la va-riable yz qui apparâ�t dans le terme f(yz; �).Lors d'une �etape de r�e�ecriture, ces variables doivent être renomm�ees; ceci est e�ectu�e pardes estampilleurs, ce qui signi�e qu'on leur attache une estampille identi��ee en fonction dela r�egle l! r appliqu�ee. Plus pr�ecis�ement, cette estampille est la valeur d'un compteur de ĥ.Cette relation de r�e�ecriture avec des estampilles ajout�ees s'appelle la r�e�ecriture estampill�ee.Estampiller un terme t par un estampilleur � signi�e appliquer la substitution � sur toutle terme t y compris sur les marques des variables �a l'exception de la partie du terme t sous



104 Grammaires primalesles symboles d�e�nis. L'estampillage par � est not�e t �D � et est formellement d�e�ni parf(~t) �D � = f(~t �D �) si f 62 D,f(~t) �D � = f(~t) si f 2 D,xm �D � = x� si x 2 Dom(�) et xm est une variable marqu�ee,xm �D � = x(m�) si x 62 Dom(�) et xm est une variable marqu�ee,x �D � = x� si x est une variable non-marqu�ee,pour chaque vecteur de termes ~t. Chaque estampilleur � est divis�e en deux parties, � et �.La premi�ere est une substitution sur les variables compteurs �: C �! N (C) qui instancie lesmarques. L'autre est une substitution �:X �! T P(K;D;X ; C) qui instancie des variablesordinaires. En cas de conit entre � et � sur une variable marqu�ee xm (quand x 2 Dom(�))seule la substitution � est appliqu�ee et la marque est perdue. En gros, cela signi�e que si �modi�e la variable x alors � modi�e de la mêmemani�ere toutes les variables marqu�ees xm quilui sont s�urs. Cependant un tel conit signi�e qu'un g�en�erateur qui utilise cet estampilleurpour �ltrer la partie gauche d'une r�egle du syst�eme primal n'est pas adapt�e aux besoins dela sch�ematisation et doit être �evit�e.D�e�nition 5.6 (R�e�ecriture estampill�ee) Soit R un syst�eme de r�e�ecriture Presburger etsoient t; t0 2 T P(K;D;X ; C) deux termes primaux. La relation t =)R t0 est d�e�nie ainsi:{ il existe une position a 2 OPos(t), une r�egle de r�e�ecriture l! r 2 R et un estampilleur�, tels que tja = l�; et{ t0 = t[r �D �]aNotons t+R la forme normale de t par rapport �a la relation =)R.Notons cependant que la relation =)R est �equivalente �a la relation �!R si R est un syst�emeplat, car r �D � = r� parce qu'il n'y a pas de variable marqu�ee dans le terme r et l'estam-pilleur � devient alors un simple �ltre.Les propositions suivantes d�eterminent les propri�et�es de la relation de r�e�ecriture estam-pill�ee.Lemme 5.7 La relation =)R est n�th�erienne pour chaque syst�eme Presburger.Preuve: Supposons qu'il existe un terme primal t et un syst�eme Presburger R, pour lequelil existe une r�eduction in�nie t = t0 =)R t1 =)R t2 =)R � � � (5.3)Une r�egle l ! r 2 R est appliqu�ee �a la position ai 2 Pos(ti) lors de l'�etape ti =)PH ti+1.L'ensemble fHead(tijai) j i = 0; 1; : : :g des symboles d�e�nis apparaissant �a la racine des sous-termes tijai est �ni car il existe une pr�ec�edence � sur les symboles d�e�nis D. Cela impliquequ'�a partir d'un terme primal tk de la r�eduction in�nie (5.3) nous aurons toujours le même



Construction des grammaires primales 105symbole d�e�ni f̂ = Head(tijai) �a la racine du terme tijai pour chaque i � k. Or ni rf̂1 ni rf̂2dans la paire de r�egles f̂ (0; ~x; ~y) ! rf̂1f̂ (z + 1; ~x; ~y) ! rf̂2 [f̂(z; ~x; ~y)]A (5.4)deR ne contiennent de symbole d�e�ni f̂ , ce qui implique n�ecessairement l'utilisation exclusivede la r�egle (5.4) dans la r�eduction (5.3) �a partir du terme tk.Les sous-termes �ltr�es vers la partie gauche de la r�egle (5.4) lors d'une �etape de r�eduction (5.3)sont tjjaj = f̂(nj + 1; ~m; ~p)et tj+1jaj+1 = f̂(nj ; ~m; ~p)pour une expression compteur nj 2 N (C) pour chaque j � k. Ceci indique que le premiercompteur du symbole f̂ d�ecrô�t: nj + 1 est remplac�e par nj, ce qui ne peut se faire qu'unnombre �ni de fois et donc la r�eduction in�nie, d�e�nie en (5.3), ne peut pas exister. 2Corollaire 5.8 La forme normale t+R pour chaque terme primal t et chaque syst�eme Pres-burger R existe et elle est unique.Preuve: La relation =)R est n�th�erienne, donc il n'y a pas de r�eduction in�nie. Chaquesyst�eme Presburger PH est orthogonal (il n'y a pas de superpositions entre les r�egles)et lin�eaire �a gauche. Ceci implique qu'il existe uniquement des �etapes parall�eles dans lar�eduction selon le lemme de paires critiques. Alors, l'unicit�e et l'existence de la forme nor-male sont garanties. 2Proposition 5.9 Soit � 2 �(t) un �enum�erateur d'un terme primal t et R un syst�eme Pres-burger. La forme normale par rapport au syst�eme R de l'instance t� ne contient pas desymbole d�e�ni: t�+R2 T (F ;X ).Preuve: Le terme �enum�er�e t� ne contient plus de variables compteurs. Chaque symboled�e�ni f̂ 2 D qui apparâ�t dans t� est compl�etement d�e�ni par une paire de r�egles dans R.L'existence de la pr�ec�edence � sur les symboles d�e�nis garantit que chaque symbole d�e�nidisparâ�t apr�es un nombre �ni d'�etapes de r�eduction de l'instance t�, ce qui est prouv�e parinduction structurelle. 2Selon le choix de la marque d'une variable, nous avons des marquages croissants, d�ecrois-sants et stables des variables dans la relation de r�e�ecriture estampill�ee =)R.Exemple 5.10 Prenons le terme �enum�er�e t = a+ f̂ (3; 2; 0;x). Si nous appliquons le syst�emePresburger R, dont les r�egles sontf̂(0; u; v;x) ! bf̂(z + 1; u; v;x) ! xz+1 � f̂ (z; u+ 1; v;x)



106 Grammaires primalessur le terme t, nous obtenons t0 = a+(x3 � f̂(2; 3; 0;x)). Si nous changeons la deuxi�eme r�egledu syst�eme Presburger enf̂(z + 1; u; v;x) ! xu � f̂(z; u+ 1; v;x)nous obtenons t0 = a+ (x2 � f̂ (2; 3; 0;x)). Si �nalement la deuxi�eme r�egle est chang�ee enf̂(z + 1; u; v;x) ! xv � f̂(z; u+ 1; v;x)nous obtenons t0 = a + (x0 � f̂(2; 3; 0;x)) dans la relation de r�e�ecriture index�ee t =)D t0.Suivant la forme des r�egles, la forme normale t+R du terme t seraa+ (x3 � (x2 � (x1 � b))) pour f̂(z + 1; u; v;x)! xz+1 � f̂ (z; u+ 1; v;x) (d�ecroissant),a+ (x2 � (x3 � (x4 � b))) pour f̂(z + 1; u; v;x)! xu � f̂(z; u+ 1; v;x) (croissant),a+ (x0 � (x0 � (x0 � b))) pour f̂(z + 1; u; v;x)! xv � f̂(z; u+ 1; v;x) (stable).Construction des grammaires primalesNous pouvons utiliser les axiomes pour sch�ematiser des ensembles in�nis de termes deT (K;X ). L'axiome t? repr�esente la forme pli�ee de tous les termes d'un ensemble A. Lessyst�emes Presburger fournissent le moyen de calcul d'un terme e 2 A �a partir de l'axiome t?:l'axiome t? est d'abord instanci�e par un �enum�erateur � 2 �(t?) et cette instance t?� est r�eduite�a la forme normale t?�+R= e par rapport au syst�eme Presburger R. Suivant ce mod�ele, ilsu�t d'avoir une structure qui contient un ensemble de constructeurs K, un ensemble desymboles d�e�nis D, un syst�eme Presburger R et un axiome t? pour pouvoir sch�ematiser unensemble in�ni de termes. Une telle structure est dite une grammaire primale de termes.D�e�nition 5.11 Une grammaire primale de termes (ou, plus simplement, grammaireprimale) G est un quadruplet (K;D;R; t?), o�u K est l'ensemble des constructeurs, D estl'ensemble des symboles d�e�nis, R est un syst�eme de r�e�ecriture Presburger et t? est unaxiome.Le langage produit par une grammaire primale de termes G = (K;D;R; t?) est un en-semble de termes L(G) = ft?�+R j � 2 �(t?)g. L'axiome t� s'appelle la forme pli�ee deL(G).Cette d�e�nition reste toujours valable pour les �equations et les r�egles utilisant des axiomes,il su�t d'�etendre l'ensemble des constructeurs respectivement �a K [ f=g et K [ f!g.Les atouts principaux des grammaires primales par rapport aux autres sch�ematisationsr�ecurrentes sont la possibilit�e d'exprimer la croissance exponentielle des constructeurs dansla suite in�nie des termes et la possibilit�e de diagonalisation. Les grammaires primales sontcapables de sch�ematiser des ensembles de termes Q = fti j i 2 Ng o�u le nombre de symbolesdu terme tn est d'ordre 2n pour chaque n.Exemple 5.12 Soit G = (fa;+g; ff̂g;R; t?) une grammaire primale o�uR = ( f̂(0) ! af̂ (k + 1) ! f̂(k) + f̂ (k) )



Construction des grammaires primales 107et t? = f̂(k).Pour chaque n 2 N , t?[k 7! n]+PH contient 2n occurrences du symbole a.Si � = [k 7! 0], t?[k 7! 0] = f̂ (0) =)R a.Si � = [k 7! n + 1], t?[k 7! n + 1] = f̂ (n+ 1) =)R f̂(n) + f̂(n). Par hypoth�ese, f̂(n)+Rcontient 2n occurrences du symbole a. Par cons�equent, t?[k 7! n+1]+R= (f̂(n)+ f̂(n))+PH=f̂(n)+R +f̂(n)+R contient 2 � 2n = 2n+1 occurrences du symbole a.S'il existe deux ou plusieurs variables compteurs, par exemple k et n, dans un axiome t?, alorsil existe une grammaire primale G = (K;D;R; t?) avec un langage L(G) qui ne repr�esentepas toute la \matrice" des termes ti;j = t?[k 7! i; n 7! j]+R mais uniquement la diagonaleti;i+j = t?[k 7! i; n 7! j]+R. Si on pose j = 0, on obtient ainsi la diagonale principale.Cet e�et de diagonalisation est obtenu en reliant les compteurs k et n comme des vasescommunicants.Exemple 5.13 Soit G = (fa; b; c;+g; ff̂ ; ĝg;R; t?) une grammaire primale o�uR = 8>>>><>>>>: f̂ (0; n) ! cf̂ (k + 1; n) ! ĝ(n) + f̂(k; n + 1)ĝ(0) ! aĝ(n+ 1) ! b(ĝ(n)) 9>>>>=>>>>;et t? = f̂(k; n).Cette grammaire primale sch�ematise le langageL(G) = fbj(a) + (bj+1(a) + (� � �+ (bi+j(a) + c) � � �)) j i 2 N ; j 2 NgSupposons l'existence de deux grammaires primales, l'une G1 = (K;D;R; t?1) et l'autreG2 = (K;D;R; t?2), qui di��erent seulement par leur axiome 1. Nous pouvons alors envisagerl'uni�cation de deux grammaires primales G1 et G2, ce qui revient au probl�eme d'uni�cationdes termes t?1 et t?2 modulo la th�eorie �equationnelle pr�esent�ee par le syst�eme Presburger R.Avant d'aborder les questions d'uni�cation des grammaires primales (Section 5.2), nousallons �etudier le rapport entre les grammaires primales et les autres sch�ematisations r�ecur-rentes, puis le rapport entre les grammaires primales et les familles it�er�ees de r�egles.5.1.3 Rapport avec les autres sch�ematisations r�ecurrentesUne question int�eressante pour connâ�tre la puissance des grammaires primales est leurrapport avec la classe des �-termes, avec la classe des GS-termes et avec la classe des HC-termes. Les grammaires primales pr�esentent la sch�ematisation la plus puissante parmi cesquatre sch�ematisations.Proposition 5.14 La classe des �-termes est strictement incluse dans la classe des gram-maires primales.1. N'importe quelle paire de grammaires primales peut être ainsi transform�ee �a condition que les symbolesd�e�nis communs aux deux grammaires d�e�nissent exactement les mêmes fonctions par les mêmes paires der�egles dans les deux syst�emes Presburger.



108 Grammaires primalesPreuve: Chaque terme t 2 T (K;X ) peut être repr�esent�e par les r�eglesf̂(0;~x) ! tf̂ (n+ 1;~x) ! f̂(n;~x)o�u ~x = Var(t).Si le �-terme �(h[�]p; n; l) est construit �a partir du terme h[l]p 2 T (K;X ), la grammaireprimale correspondante va simuler le d�epliage de ce �-terme par les r�eglesf̂(0;~x) ! lf̂(n+ 1;~x) ! h[f̂(n;~x)]po�u ~x = Var(h[l]p).Supposons que le �-terme t = f(~t) est construit �a partir des �-termes ~t dont chaque �-terme ti correspond �a la grammaire primale Gi = (K;D;R; t?i ). Alors la grammaire primaleG = (K;D;R; t?) avec l'axiome t? = f(~t?) correspond au �-terme t.Comme il n'y a pas de traitement de variables d�e�ni pour les �-termes, il n'y a pas devariable marqu�ee non plus.Consid�erons l'ensemble in�ni de termes A = ffn(gn(?)) j n = 0; 1; : : :g, sch�ematis�e parla grammaire primale G = (ff; gg; ff̂ ; ĝg;R; t?) o�uR = 8>>>><>>>>: f̂(0; n) ! ĝ(n)f̂(k + 1; n) ! f(f̂ (k; n+ 1))ĝ(0) ! ?ĝ(n+ 1) ! g(ĝ(n)) 9>>>>=>>>>;et t? = f̂(k; 0).Supposons que l'ensemble A peut être sch�ematis�e par le �-terme t = �(h[�]b; n; l). Nouspouvons exprimer t aussi par hn[l]bn. Le contexte h[�]b doit être construit �a partir des sym-boles f et g, car l ne peut pas contenir lui-même un autre �-terme. Posons h[�]b = f i(gj(�)).Si i = 0 (resp. j = 0), le �-terme t ne sch�ematise pas les symboles f (resp. g). Si i 6= 0 etj 6= 0, alors �(h[�]b; 2; l) = f i(gj(f i(gj(l)))) 62 APar cons�equent, l'ensemble A ne peut être sch�ematis�e par aucun �-terme. 2Proposition 5.15 La classe de HC-termes est strictement incluse dans la classe des gram-maires primales.Preuve: Chaque terme t 2 T (K;X ) peut être repr�esent�e par les r�eglesf̂(0;~x) ! tf̂ (n+ 1;~x) ! f̂(n;~x)o�u ~x = Var(t).



Construction des grammaires primales 109Supposons que le HC-terme t = f(~t) est construit �a partir des HC-termes ~t dont chaqueHC-terme ti correspond �a la grammaire primale Gi = (K;D;R; t?i ). Alors la grammaireprimale G = (K;D;R; t?) avec l'axiome t? = f(~t?) correspond au HC-terme t.Supposons que leHC-terme t[t0]np est construit �a partir des HC-termes t et t0 o�u les r�eglesf̂(0;~c;~x) ! rf̂1f̂(k + 1;~c;~x) ! rf̂2 [f̂(k;~c;~x)]qcorrespondent au d�epliage du terme t[z]p avec la nouvelle variable z 62 Var(t) etĝ(0;~c;~x) ! rĝ1ĝ(n+ 1;~c;~x) ! rĝ2[ĝ(n;~c;~x)]q0correspondent au d�epliage de t0. Les r�eglesĥ(0; n;~c;~x) ! rf̂1 �H [z 7! ĝ(n;~c;~x)]ĥ(k + 1; n;~c;~x) ! rf̂2 �D [z 7! ĝ(n;~c;~x)][ĥ(k; n;~c;~x)]qavec un nouveau symbole d�e�ni ĥ et la pr�ec�edence ĥ � f̂ , ĥ � ĝ correspondent au d�epliagedu HC-terme t[t0]np .Consid�erons l'ensemble in�ni de termes Q = fqi j i 2 Ng sch�ematis�e par la grammaireprimale G = (fa;+g; ff̂g;R; t?) o�uR = ( f̂ (0) ! af̂(n + 1) ! f̂(n) + f̂ (n) )et t? = f̂(n).Pour chaque n, l'�el�ement qn 2 Q contient 2n occurrences du symbole a. Ceci est facilementprouv�e par r�ecurrence structurelle sur les r�egles de R.Supposons que l'ensembleQ puisse être sch�ematis�e par un HC-terme t. Si leHC-terme t0exprime la croissance p(k), alors t = t0[t00]np exprime la croissance n � p(k) des symboles. Orles HC-termes, par construction, ne peuvent exprimer qu'une croissance polynomiale dessymboles. Par cons�equent, il n'y a aucun HC-terme pour sch�ematiser l'ensemble Q. 2Proposition 5.16 La classe des GS-termes est strictement incluse dans la classe des gram-maires primales.Preuve: La premi�ere partie de la preuve est e�ectu�ee par r�ecurrence structurelle sur laconstruction des GS-termes.Chaque terme t 2 T (K;X ) peut être repr�esent�e par les r�eglesf̂(0;~x) ! tf̂ (n+ 1;~x) ! f̂(n;~x)



110 Grammaires primaleso�u ~x = Var(t).Soit �(h[x 7! �]; e; l) un GS-terme. Soit D l'ensemble de toutes les occurrences du trou �dans le terme h[x 7! �], c.-�a.-d. h[x 7! �] = h[�]D. Il faut analyser le terme additif dePresburger e 2 PA+(C) pour construire la grammaire primale correspondante, en se servantdu d�epliage des GS-termes par unfold .Si e 2 C, la grammaire primale correspondante va repr�esenter le d�epliage du GS-terme�(h[v 7! �]; e; l) par les r�egles f̂(0;~x) ! lf̂(n+ 1;~x) ! h[f̂(n;~x)]Do�u ~x = Var(h[v 7! �]).Si e 2 N alors �(h[v 7! �]; e; l) = �[� 7! h]e[� 7! l]est un autre GS-terme pour lequel, par hypoth�ese structurelle, il existe d�ej�a un d�epliage parles r�egles de grammaire primale.Soit e = n � e0 o�u n 2 N et e0 2 PA+(C) et supposons que le d�epliage du terme�(h[v 7! �]; e0; l) est repr�esent�e par les r�egles 2f̂ (0;~c;~x) ! rf̂1f̂(k + 1;~c;~x) ! rf̂2 [f̂(k; ;~c;~x)]DPar hypoth�ese structurelle, il existe un terme primal �h, correspondant au GS-terme h, pourlequel il existe d�ej�a un d�epliage par les r�egles de grammaire primale. Le d�epliage du GS-terme �(h[v 7! �]; n� e0; l) est �egal au d�epliage du GS-terme �(�h[v 7! �]; n� e0; l). Il est alorsrepr�esent�e par les r�egles f̂1(0; c;~c;~x) ! �[� 7! �h]n[� 7! f̂ (c;~c;~x)]f̂1(k + 1; c;~c;~x) ! f̂1(k; c;~c;~x)avec un nouveau symbole d�e�ni f̂1 et la pr�ec�edence f̂1 � f̂ .Soit e = e0 + e00 o�u e0; e00 2 PA+(C). Supposons que le d�epliage du GS-terme �(h[v 7!�]; e0; l) est repr�esent�e par les r�egleŝf (0;~c;~x) ! rf̂1f̂(k + 1;~c;~x) ! rf̂2 [f̂(k;~c;~x)]Det que le d�epliage du GS-terme �(h[v 7! �]; e00; l) est repr�esent�e par les r�eglesĝ(0;~c;~x) ! rĝ1ĝ(n+ 1;~c;~x) ! rĝ2[ĝ(n;~c;~x)]D02. La substitution � n'est pas utilis�ee car les GS-termes ne permettent pas de lier les compteurs commedes vases communicants.



Construction des grammaires primales 111Le d�epliage du GS-terme �(h[v 7! �]; e0 + e00; l) est alors repr�esent�e par les r�eglesĥ(0; n;~c;~x) ! ĝ(n;~c;~x)ĥ(k + 1; n;~c;~x) ! rf̂2 [ĥ(k; n;~c;~x)]Davec le nouveau symbole ĥ et la pr�ec�edence ĥ � f̂ , ĥ � ĝ.Supposons que le GS-terme t[x 7! t0] est construit �a partir des GS-termes t et t0 o�u lesr�egles f̂ (0;~c;~x) ! rf̂1f̂(k + 1;~c;~x) ! rf̂2 [f̂(k;~c;~x)]Dcorrespondent au d�epliage de t etĝ(0;~c;~x) ! rĝ1ĝ(n+ 1;~c;~x) ! rĝ2[ĝ(n;~c;~x)]D0correspondent au d�epliage de t0. Les r�eglesĥ(0; n;~c;~x) ! rf̂1 �D [x 7! ĝ(n;~c;~x)]ĥ(k + 1; n;~c;~x) ! rf̂2 �D [x 7! ĝ(n;~c;~x)][ĥ(k; n;~c;~x)]Davec un nouveau symbole d�e�ni ĥ et la pr�ec�edence ĥ � f̂ , ĥ � ĝ correspondent au d�epliagedu GS-terme t[x 7! t0].Pour l'inclusion stricte, consid�erons l'ensemble in�ni de termesL(G) = fa+ (b(a) + (� � �+ (bi(a) + c) � � �)) j i 2 Ngsch�ematis�e par la grammaire primale G = (fa; b; c;+g; ff̂ ; ĝg;R; t?) o�uR = ( f̂(0; n) ! c ĝ(0) ! af̂(k + 1; n) ! ĝ(n) + f̂(k; n+ 1) ĝ(n+ 1) ! b(ĝ(n)) )et t? = f̂(k; 0).Le terme t?[k 7! si(0)]+ contient i occurrences du symbole + ainsi que le sous-termebi(a), donc pour sch�ematiser L(G) il faudrait un GS-terme du type�(�(b(�); k; a) + �; n; c):Or ce GS-terme sch�ematise l'ensembleQ = fbk(a) + (bk(a) + (� � �+ (bk(a) + c) � � �))gcar il n'existe aucun moyen de faire interagir les deux expressions de Presburger k et n. 2



112 Grammaires primales5.1.4 Grammaires primales pour des familles it�er�eesSoit I(S) une famille it�er�ee de r�egles produite par compl�etion �a partir d'un syst�emecrois�e S. Nous montrerons comment produire une grammaire primale G telle que L(G) =I(S). L'utilit�e des compteurs intervenant dans des grammaires primales G = (K;D;R; t?)est mise en �evidence dans les exemples suivants. Les compteurs secondaires, initialis�es �a z�erodans l'axiome t?, interconnectent les symboles d�e�nis du syst�eme Presburger R. Le compteurprincipal sert d'indice des �el�ements de I(S). Plus pr�ecis�ement, l'instanciation du compteurprincipal de l'axiome t? par n, suivie par la r�eduction �a la forme normale par rapport �a larelation de r�e�ecriture =)R, aboutit au n-i�eme �el�ement de la famille it�er�ee I(S).Avant de pr�esenter le th�eor�eme reliant les grammaires primales et les syst�emes crois�es,consid�erons quelques exemples qui expliquent les constructions qui seront utilis�ees.Exemple 5.17 (Suite de l'exemple 2.39, deuxi�eme partie)Les r�egles de la famille it�er�ee sont de la formed(gn(x� (x� (g(x)� : : : (gn(x)
 y))))) ! y (5.5)Nous avons t2jb = x � (x � y) et t2[�]b = g(�). Le premier radical r�ep�etitif est lecontexte t2[�]b. Son it�eration est assur�ee par le symbole d�e�ni f̂ . Cette it�eration de radi-cal �nit avec la production d'une instance de t2jb. Comme Dom('2) = fyg, cette instanceest produite �a partir d'un radical r�ep�etitif au lieu de la variable y. Ce radical subordonn�eest produit �a partir du symbole d�e�ni f̂y. Il y a autant d'it�erations du radical subordonn�eque d'it�erations du radical t[�]b. Ceci indique que le compteur principal de f̂y doit être l'undes compteurs secondaires de f̂ . De plus, le compteur principal de f̂ et le compteur princi-pal de f̂y doivent être reli�es comme des vases communicants, �a condition que le compteurprincipal de f̂y soit instanci�e par 0 dans l'axiome. Ces conditions nous donnent la premi�erepartie du syst�eme Presburger:f̂(0; zy; zx;x; y) ! x� (x� f̂y(zy; zx;x; y))f̂(z + 1; zy; zx;x; y) ! g(f̂(z; zy + 1; zx;x; y))La forme pli�ee de la famille it�er�ee est l'axiome d(g(f̂ (z; 0; 0;x; y)))! y.Le radical repr�esent�e par le symbole d�e�ni f̂y, encadrant les instances it�er�ees de la va-riable y, est construit �a partir de la substitution '24Tn(�2; '2; '1). En e�et, il faut construiredes r�egles du syst�eme primal qui assurent la production de l'op�erateur Tn(�2; '2; '1) pourchaque n �a partir de la forme pli�ee f̂y(n; 0;x; y). D'apr�es la construction r�ecurrente d'op�erateur T ,la substitution �2 est �a l'origine de la partie droite de la r�egle de base, tandis que la substi-tution '2 fournit le corps de la partie droite de la r�egle de successeur. Cependant �a chaque�etape d'it�eration de '2, ainsi qu'�a la �n sur �2, intervient aussi la substitution '1. En e�et,si le niveau d'it�eration dans le d�epliage d'op�erateur T est k, il faut appliquer k-fois la sub-stitution '1. Comme Dom('1) \ (VRan(�2) [ VRan('2)) = fxg, l'application it�er�ee de lasubstitution '1 est produite �a partir d'un radical r�ep�etitif au lieu de la variable x dans lescorps des substitutions �2 et '2. Ce radical, �a la fois secondaire et subordonn�e, est produit �apartir du symbole d�e�ni f̂x. Les it�erations de la substitution '2 sont assur�ees par le symbole



Construction des grammaires primales 113d�e�ni f̂y car Dom('2) \ VRan('2) = fyg. Il y a autant d'it�erations du radical secondaireou subordonn�e que d'it�erations du radical �a partir des corps de ' et �2. Ceci indique quele compteur principal de f̂x doit être l'un des compteurs secondaires de f̂y et, par transiti-vit�e, aussi l'un des compteurs secondaires de f̂ . De plus, le compteur principal de f̂y et lecompteur principal de f̂x doivent, eux aussi, être reli�es comme des vases communicants. Cesconditions nous donnent la deuxi�eme partie du syst�eme Presburger:f̂y(0; zx;x; y) ! g(f̂x(zx;x))
 yf̂y(z + 1; zx;x; y) ! g(f̂x(zx;x))� f̂y(z; zx + 1;x; y)produite �a partir des substitutions '2 et �2.Le radical repr�esent�e par le symbole d�e�ni f̂x, encadrant les instances it�er�ees de la va-riable x, est construit �a partir de la substitution '14Tn(�2; '2; '1). Or dans notre exemplenous avons VRan('1) \ (Dom(�1) [Dom('2)) = ;, seule la substitution '1 intervient dansl'it�eration. La substitution '1 fournit le corps de la partie droite de la r�egle de successeurpour f̂x, tandis que la partie droite de la r�egle de base contient uniquement la variable x,car x 62 Dom(�1). Ces conditions nous donnent la troisi�eme partie du syst�eme Presburger:f̂x(0;x) ! xf̂x(z + 1;x) ! g(f̂x(z;x))La condition Var('1) \ (Dom('2) [ Dom(�2)) = ; implique l'impossibilit�e de produire desit�erations sur la variable y �a partir du symbole d�e�ni f̂x et, par cons�equent, assure la validit�ede la pr�ec�edence f̂y � f̂x.La n�ecessit�e d'introduire des variables marqu�ees est illustr�ee dans l'exemple suivant.Exemple 5.18 La preuve par r�ecurrence du th�eor�eme rev(rev(x)) = x o�u rev est d�e�ni parle syst�eme rev1(nil; y) ! nilrev1(xa:xb; y) ! rev1(xb; xa:y)rev(x) ! rev1(x; nil)entrâ�ne la divergence et produit la famille it�er�eerev1(rev1(xb; xa:nil); nil) ! xa:xbrev1(rev1(xb; xa1:(xa:nil)); nil) ! xa:(xa1:xb)rev1(rev1(xb; xa2:(xa1:(xa:nil))); nil) ! xa:(xa1:(xa2:xb))...r�esultant du syst�eme crois�e en avantrev1(rev1(x; nil); nil) ! xrev1(xa:xb; y) ! rev1(xb; xa:y)



114 Grammaires primaleso�u a = 1, b = �, �1 = [x 7! xa:xb], �2 = [y 7! nil], '1 = [xb 7! xa:xb], '2 = [y 7! xa:y].Au lieu de paraphraser le raisonnement de l'exemple pr�ec�edent, nous nous focalisonsuniquement sur les principales di��erences.Il faut noter que t2[�]b = � est un contexte vide et par cons�equent la deuxi�eme r�egleassoci�ee au symbole d�e�ni f̂ n'it�ere aucun radical. Comme Dom('1) \ VRan('1) = fxbget Dom('2) \ VRan('2) = fyg, il y a des radicaux �a it�erer: sur la variable xb par lesymbole f̂xb et sur la variable y par f̂y. Cette fois-ci nous n'avons pas de lien entre f̂y et f̂xbcar Dom('1) \ (Var('2) [ Var(�2)) = ; et Var('1) \ (Dom('2) [ Dom(�2)) = ;.La di��erence principale par rapport �a l'exemple pr�ec�edent est la n�ecessit�e de mâ�triser lerenommage de la variable xa en utilisant les marques. La n�ecessit�e d'ajouter des marques �ala variable xa dans les r�egles pour f̂y et f̂xb se manifeste, entre autre, par(VRan('1)�Dom('1)) \ (VRan('2)�Dom('2)) = fxagLa pr�esence de la variable xa dans l'intersection pr�ec�edente est aussi la raison de son renom-mage dans la famille it�er�ee.La marque de la variable xa dans les r�egles pour le symbole f̂y varie avec la profondeurd'it�eration: l'indice ajout�e �a la variable xa diminue avec la profondeur du niveau d'it�erationde f̂y. Par contre, la marque de la variable xa dans les r�egles pour le symbole f̂xb varie ensens inverse de la profondeur d'it�eration: l'indice ajout�e �a la variable xa augmente avec laprofondeur du niveau d'it�eration de f̂xb. Ceci est dû �a la construction de Tn(�2; '2; '1). Parcons�equent, la marque de la variable xa dans les r�egles pour f̂y est construite �a partir ducompteur principal de f̂y, tandis que la marque de la variable xa dans les r�egles pour f̂xbest construite �a partir d'un compteur secondaire de f̂xb qui est lui-même reli�e au compteurprincipal de f̂xb par le principe des vases communicants.Le syst�eme Presburger r�esultant seraf̂(0; zy; za; zb; y; xa; xb) ! rev1(xb; xazy:f̂y(zy; za; y; xa))f̂(z + 1; zy; za; zb; y; xa; xb) ! f̂(z; zy + 1; za; zb;xa; xb)f̂y(0; za; y; xa) ! nilf̂y(zy + 1; za; y; xa) ! xazy:f̂y(zy; za; y; xa)f̂xb(0; za;xa; xb) ! xbf̂xb(zb + 1; za;xa; xb) ! xaza+1:f̂xb(zb; za + 1;xa; xb)et l'axiome est rev1(f̂(v; 0; 0; 0; y; xa; xb))! xa:f̂xb(v; 0;xa; xb).Une situation similaire est observ�ee dans le cas de syst�emes crois�es en arri�ere.Exemple 5.19 (Suite de l'exemple 2.51)Les r�egles de la famille it�er�ee sont de la forme((((x� fn+1(y))� fn(y))� : : :� f(y))� y)
 y ! ((x� fn(y)))� : : :� f(y))� yNous avons t2�2 = x et s1[�]b = (� � y). Le premier radical r�ep�etitif est le contexte s1[�]b.Son it�eration est assur�ee par le symbole ĝ. Cette it�eration �nit avec la production de t2�2.



Construction des grammaires primales 115Car Dom('1) = fyg et la variable y est pr�esente dans le radical s1[�]b, un radical secondaire�a partir du symbole d�e�ni ĝy est it�er�e au lieu de la variable y dans le contexte s1[�]b. Ceciindique que le compteur principal de ĝy doit être l'un des compteurs secondaires de ĝ. Leniveau d'it�eration du contexte s1[�]b varie en sens inverse du nombre d'it�erations requises pourle radical secondaire: le nombre d'it�erations du contexte secondaire �a partir de ĝy augmenteavec la profondeur du niveau d'it�eration de ĝ, du fait de l'it�eration de '1 4 Tn(�1; '2; '1)sur la variable y. Par cons�equent, le compteur principal de ĝ et le compteur principal de ĝydoivent être reli�es comme des vases communicants, �a condition que le compteur principalde ĝy soit instanci�e par 0 dans l'axiome. Ces conditions nous donnent la premi�ere partie dusyst�eme Presburger: ĝ(0; zy; zx;x; y) ! xĝ(z + 1; zy; zx;x; y) ! ĝ(z; zy + 1; zx;x; y)� ĝy(zy; y)En utilisant les r�egles pr�ec�edentes pour ĝ, nous pouvons pr�esenter un produit interm�ediaired'axiomes �a partir de la famille it�er�ee, en sch�ematisant les parties droites:((((x� fn+1(y))� fn(y))� : : :� f(y))� y)
 y ! ĝ(sn(0); 0; 0; x� fn(y); y)Le symbole d�e�ni f̂ intervient dans la partie gauche de l'axiome de l'exemple 5.17, grâce �a laLR-persistance. Or la RL-persistance est appliqu�ee sur les syst�emes crois�es en arri�ere, ce quientrâ�ne l'application du symbole ĝ pour la sch�ematisation dans la partie droite de l'axiome.Les r�egles pour le symbole d�e�ni ĝx, encadrant les instances it�er�ees de la variable x 2Dom('2)[Dom(�1), sont construites �a partir des substitutions �1 et '24Tn(�1; '2; '1). Lasubstitution �1 est �a l'origine de la partie droite de la r�egle de base, tandis que la substitu-tion '2 fournit le corps de la partie droite de la r�egle inductive car Dom('2) \ VRan('2) =fxg. Cependant �a chaque �etape d'it�eration de '2 dans l'op�erateur T , ainsi qu'�a la �n sur �1,intervient aussi la substitution '1. Comme Dom('1) \ (VRan(�1) [ VRan('2)) = fyg,l'it�eration de la substitution '1 s'applique sur la variable y dans le corps des substitutions �1et '2. Le radical, �a la fois secondaire et subordonn�e, est produit �a partir du symbole d�e�ni ĝy.Le niveau d'it�eration de la substitution '2 varie en sens inverse du nombre d'it�erations re-quises pour le radical �a partir de ĝy: le nombre d'it�erations �a partir de ĝy augmente avec la pro-fondeur du niveau d'it�eration de ĝx. Ceci est dû �a la construction de l'op�erateur Tn(�1; '2; '1).Ces conditions nous donnent la deuxi�eme partie du syst�eme Presburger:ĝx(0; zy;x; y) ! x� f(ĝy(zy; y))ĝx(z + 1; zy;x; y) ! ĝx(z; zy + 1;x; y)� f(ĝy(zy; y))Les r�egles pour le symbole d�e�ni ĝy, encadrant les instances it�er�ees de la variable y 2Dom('1), sont construites �a partir de la substitution '1 4 Tn(�1; '2; '1). Or dans notreexemple nous avons Var('1)\ (Dom(�1)[Dom('2)) = ;, seule la substitution '1 intervientdans l'it�eration. La substitution '1 fournit le corps de la partie droite de la r�egle de successeurpour ĝy, tandis que la partie droite de la r�egle de base contient uniquement la variable y, cary 62 Dom(�2). Ces conditions nous donnent la troisi�eme partie du syst�eme Presburger:ĝy(0; y) ! yĝy(z + 1; y) ! f(ĝy(z; y))



116 Grammaires primalesLa condition Var(�1) \ (Dom(�1) [Dom('2)) = ; implique l'impossibilit�e de la productiondes it�erations sur la variable x �a partir du symbole ĝy et, par cons�equent, assure la validit�ede la pr�ec�edence ĝx � ĝy.Apr�es avoir consid�er�e les r�egles de r�e�ecriture pr�ec�edentes pour ĝx et ĝy, la famille it�er�eedans cet exemple peut être produite �a partir de l'axiome(ĝx(z; 0;x; y)� y)
 y ! ĝ(z; 0;x� ĝy(z; y); y)Cet axiome est tir�e de la fermeture s1� t1 orient�ee dans le sens inverse, o�u le contextes1[�]b est remplac�e par le symbole ĝ, la variable x dans t1 est remplac�ee par le symbole ĝxcar x 2 Dom('2) et le sous-terme s1jb est remplac�e par l'it�eration de x � ĝy(z; y) tir�ee de'24 Tn(�1; '2; '1).Th�eor�eme 5.20 Pour chaque famille it�er�ee I(S), produite �a partir d'un syst�eme crois�e S,il existe une grammaire primale G = (K;D;R; t?) telle que L(G) = I(S).Preuve: Tout d'abord, nous introduisons quelques notations:~wf = Var(t2) ~wb = Var(s1)~x1 = Dom('1) ~y1 = VRan('1)~x2 = Dom('2) ~y2 = VRan('2)~x12 = ~x1 [ ~x2 ~y12 = ~y1 [ ~y2~c1 = fzx 2 X j x 2 ~x1g �1(~u;~v) = [x 7! f̂x(~u;~v) j x 2 ~x1]~c2 = fzx 2 X j x 2 ~x2g �2(~u;~v) = [x 7! f̂x(~u;~v) j x 2 ~x2]~c12 = fzx 2 X j x 2 ~x12g �12(~u;~v) = [x 7! f̂x(~u;~v) j x 2 ~x12]~d1 = fzx 2 X j x 2 ~y1g 1 = [zx 7! zx + 1 j zx 2 ~c1]~d2 = fzx 2 X j x 2 ~y2g 2 = [zx 7! zx + 1 j zx 2 ~c2]~d12 = fzx 2 X j x 2 ~y12g 12 = [zx 7! zx + 1 j zx 2 ~c12]�1 = [zx 7! zx + 1 j x 2 ~y1 � ~x1] �2 = [zx 7! zx + 1 j x 2 ~y2 � ~x2]q1 = (~d1 � ~c1)�1 q2 = (~d2 � ~c2)V = Var(t2[�]b)� Var(t2jb) W = (~y1 � ~x1) \ (~y2 � ~x2)Les ~w, ~x et ~y sont des variables ordinaires, les ~c et ~d sont des compteurs, les � sont dessubstitutions param�etr�ees particuli�eres introduisant les symboles de support f̂x et les  sontdes substitutions incr�ementant les compteurs. L'expression �x signi�e soit �1 si x 2 Dom('1)soit �2 si x 2 Dom('2), o�u � repr�esente un des symboles ~x, ~y, ~c, ~d, � et . Toutes les variablessont consid�er�ees comme globales, par exemple ~c1 \ ~d2 = fzx 2 X j x 2 ~x1 \ ~y2g.De plus, soit �V(v) = [u 7! uv j u 2 V] la substitution qui ajoute la marque v auxvariables V.Supposons que S = fs1 ! t1; s2� t2g est le syst�eme crois�e en avant de la d�e�nition 2.29.L'ensemble D contient le symbole principal f̂ pour l'it�eration du contexte t2[�]b en ajou-tant le sous-terme t2jb �a la �n, ainsi que les symboles de support f̂x pour l'it�eration desexpressions '14Tn(�2; '2; '1) et '24Tn(�2; '2; '1) sur chaque variable x 2 ~wf . Le syst�emePresburger R contient les r�egles de r�e�ecrituref̂(0; ~d12; ~wf) ! t2jb�2(~d2; ~y2) �D �V[W (~c2 \ ~d12)f̂(z + 1; ~d12; ~wf) ! t2�1(~d1; ~y1)[f̂(z; ~d122; ~wf)]b �D �V [W (~c2 \ ~d12)



Uni�cation des grammaires primales 117pour le symbole principal f̂ et les r�egles de r�e�ecrituref̂x(0; ~dx � fzxg; ~yx) ! x(�24 �1(~d1�1; ~y1)) �D �V [W (qx)f̂x(z + 1; ~dx � fzxg; ~yx) ! x((('1 [ '2)4 �1(~d1�1; ~y1))4 �2(~d21; ~y2)) �D �V [W (qx)pour chaque variable x 2 ~x12 et, par cons�equent, aussi pour chaque symbole de support f̂x.L'union '1 ['2 est une substitution car Dom('1)\Dom('2) = ; d'apr�es la d�e�nition 2.29.L'axiome t est la r�egles1�1�1(z;~0; ~y1)[t2�2�2(z;~0; ~y2)]a[f̂(z;~0; ~wf)]ab ! t1�1�1(z;~0; ~y1)On prouve ensuite, par induction sur n, que t[z 7! sn(0)]+R est le n-i�eme �el�ement deI(S).La preuve pour les syst�emes crois�es en arri�ere est tr�es similaire. 2Puissance calculatoire de la divergenceAndrea Sattler-Klein a utilis�e la divergence comme un outil de production de nouvellesr�egles de r�e�ecriture. Elle a d�emontr�e ainsi qu'il est possible de coder par des syst�emes diver-gents toutes les fonctions primitives r�ecursives [SK91]. En g�en�eralisant ces r�esultats, elle apu produire par la divergence avec interr�eduction des ensembles de r�egles qui ne sont mêmepas r�ecursivement �enum�erables [SK92].La construction de la grammaire primale permet de prouver le r�esultat principal de [SK91]par d'autres moyens. Andrea Sattler-Klein a prouv�e, en utilisant les syst�emes de r�e�ecriturede mots, qu'on peut simuler le calcul de toute fonction primitive r�ecursive par un syst�emedivergent. Ce r�esultat est, dans un certain sens, une r�eciproque du th�eor�eme 5.20.5.2 Uni�cation des grammaires primalesL'uni�cation de deux grammaires primales G1 = (K;D;R; t�1) et G2 = (K;D;R; t�2) cor-respond �a l'uni�cation de deux axiomes t?1 et t?2 modulo la th�eorie �equationnelle pr�esent�eepar le syst�eme Presburger R. N�eanmoins, il existe une s�emantique plus int�eressante pour unprobl�eme d'uni�cation de deux termes primaux. Un probl�eme d'uni�cation de termes pri-maux modulo un syst�eme Presburger peut être interpr�et�e comme un probl�eme d'uni�cationsyntaxique de deux ensembles in�nis de termes, o�u chaque ensemble in�ni est sch�ematis�e parune grammaire primale.D�e�nition 5.21 Un probl�eme d'uni�cation primale P d�e�ni sur les termes primauxT P(K;D;X ; C) et le syst�eme de r�e�ecriture Presburger R est une conjonction �nie dont lesatomes sont l'identit�e >, l'�echec ? et des �equations t ?= t0 o�u t et t0 sont des termes primaux.



118 Grammaires primalesRemarque: Tous les probl�emes d'uni�cation consid�er�es jusqu'�a la �n de ce chapitre sontdes probl�emes primaux. Pour nous faciliter la tâche, nous allons consid�erer uniquement lesprobl�emes d'uni�cation de syst�emes Presburger plats. Les relations de r�e�ecriture =)R et�!R sont �equivalentes pour les syst�emes Presburger plats.D�e�nition 5.22 L'uni�cateur local du probl�eme P est constitu�e de la paire h�; �i, o�u�: C �! N est un �enum�erateur et �:X �! T (K;X ) est une substitution idempotente, telsque pour chaque �equation ti ?= t0i du probl�eme P on ait:ti��+R = t0i��+R (5.6)L'ensemble des uni�cateurs du probl�emeP est not�e U(P). L'uni�cateur h�; �i est plus g�en�eralque l'uni�cateur h�0; � 0i s'il existe des substitutions � et � telles que �0 = ��jV et � 0 = �� jV ,o�u V est l'ensemble des variables du probl�eme P. L'uni�cateur h�; �i est strictement plusg�en�eral que l'uni�cateur h�0; � 0i si h�; �i est plus g�en�eral que h�0; � 0i et ni � ni � ne sont desrenommages des variables. L'uni�cateur h�; �i dans U(P) est dit principal si U(P) ne contientaucun uni�cateur strictement plus g�en�eral que h�; �i sur les variables de P. L'ensembleminimal et complet des uni�cateurs du probl�eme P est l'ensemble �CSU (P) tel que{ chaque uni�cateur h�; �i 2 �CSU (P) est un uni�cateur principal dans U(P), et{ chaque uni�cateur principal de U(P) appartient �a �CSU (P).Une expression lin�eaire est un polynôme lin�eaire n0 + n1 � c1 + � � � + nk � ck sur lesvariables compteurs c1, . . . , ck et les coe�cients entiers n0, n1, . . . , nk. Nous allons utiliseraussi la notation abr�eg�ee n0 + n1c1 + � � �+ nkck. La classe des expressions lin�eaires, d�e�niessur les variables compteurs C, est not�ee Lin(C). Une �equation diophantienne lin�eaire est une�equation l ?= l0 o�u l et l0 sont des expressions lin�eaires.Exemple 5.23 Les polynômes 2 + 5c1 � 3c2 et 3� 2c1 + 7c2 sont des expressions lin�eaires,tandis que 5c1c2 et 2c31 ne le sont pas.Une expression lin�eaire l est �evalu�ee par un �enum�erateur � suivi par l'ex�ecution des op�erationsarithm�etiques pr�esentes dans l. L'interpr�etation des op�erations arithm�etiques �etant naturelle,nous ne faisons pas de distinction entre une expression lin�eaire �enum�er�ee l� et sa valeur.N�eanmoins, nous sommes oblig�es de nous assurer que les expressions lin�eaires s'�evaluentsur des valeurs enti�eres positives. Ceci est garanti par les �enum�erateurs admissibles de l. Un�enum�erateur � est admissible pour l si l� est un entier positif. Un �enum�erateur est admissiblepour un ensemble L d'expressions lin�eaires s'il est admissible pour chaque expression lin�eairel 2 L.Exemple 5.24 L'�enum�erateur [c1 7! 2; c2 7! 1] est admissible pour 2+5c1�3c2. Par contre,l'�enum�erateur [c1 7! 10; c2 7! 1] n'est pas admissible pour 3 � 2c1 + 7c2.D�e�nition 5.25 L'uni�cateur global d'un probl�eme P est constitu�e de la paire h�; �ide substitutions idempotentes �: C �! Lin(C) et �:X �! T P(K;D;X ; C), telles que pourchaque �equation ti ?= t0i du probl�eme P et pour chaque �enum�erateur �j : C �! N on ait:ti���j+R = t0i���j+R (5.7)



Uni�cation des grammaires primales 119Dans le cas des uni�cateurs locaux, l'application de � et � dans (5.6) peut se faire dansn'importe quel ordre, car � ne contient pas de variable compteur et � est une substitutionclose. Tandis que dans le cas des uni�cateurs globaux, l'ordre d'application de � avant �dans (5.7) est important, car � peut contenir des variables compteurs appartenant au domainede �.L'ensemble U des uni�cateurs locaux est dit lin�eaire s'il existe un uni�cateur global h�; �itel que chaque uni�cateur local h�i; �ii appartient �a U si et seulement si x�i = x��i+R etc�i = c��i pour chaque variable ordinaire x 2 X et chaque variable compteur c 2 C et pourchaque �enum�erateur admissible �i: C �! N . On dit que l'uni�cateur global h�; �i subsumel'ensemble des uni�cateurs locaux U .Un ensemble d'uni�cateurs U est dit semi-lin�eaire s'il est une union �nie d'ensembleslin�eaires d'uni�cateurs, c'est-�a-dire qu'une disjonction �nie d'uni�cateurs globaux subsumel'ensemble U . Nous allons d�emontrer que l'ensemble complet d'uni�cateurs principaux dechaque probl�eme d'uni�cation primale est semi-lin�eaire.Exemple 5.26 Soit f̂ (0;x) ! x f̂ (c+ 1;x) ! F (f̂(c;x))ĝ(0) ! a ĝ(c+ 1) ! F (ĝ(c))le syst�eme Presburger pour le probl�eme d'uni�cation f̂(c1;x) ?= ĝ(c2). Son ensemble minimalet complet d'uni�cateurs esth[c1 7! 0; c2 7! 0]; [x 7! a]i; h[c1 7! 0; c2 7! 1]; [x 7! F (a)]i; : : :h[c1 7! 1; c2 7! 1]; [x 7! F (a)]i; h[c1 7! 1; c2 7! 2]; [x 7! F 2(a)]i; : : :... ... ...Cet ensemble minimal et complet d'uni�cateurs est lin�eaire car l'uni�cateur globalh[c1 7! c01; c2 7! c01 + c02]; [x 7! ĝ(c2)]iest lin�eaire et subsume l'ensemble pr�ec�edent.5.2.1 Algorithme d'uni�cationL'algorithme d'uni�cation pr�esent�e ici transforme tout probl�eme d'uni�cation P en unprobl�eme plus simple P 0 et en un ensemble �ni (ou conjonction) d'�equations diophantienneslin�eaires L. Au cours de l'algorithme, il est parfois n�ecessaire de s�eparer une �equation dureste du probl�eme P, d'appliquer plusieurs op�erations sur ce probl�eme s�epar�e, et d'incorporerce r�esultat partiel au reste du probl�eme original.D�e�nition 5.27 Un probl�eme d'uni�cationmixte est constitu�e d'une paire (L;P), o�u P estun probl�eme d'uni�cation primale et L une conjonction d'�equations diophantiennes lin�eaires.Un probl�eme d'uni�cation s�epar�e est un probl�eme mixte (L;P), o�u P est atomique.L'algorithme d'uni�cation pr�esent�e ici est un m�elange d'uni�cation syntaxique et d'unprocessus de surr�eduction. Cet algorithme est compos�e de deux proc�edures dites principale etsubordonn�ee; toutes deux consistent en un ensemble de r�egles de transition. L'implantationde cet algorithme a �et�e entrepris par Lamia Djerid au cours de son stage de DEA [Dje93].



120 Grammaires primalesProc�edure principaleLa proc�edure principale est une extension de l'uni�cation syntaxique aux termes du pre-mier ordre [JK91]. Elle traite les probl�emes mixtes en commen�cant toujours par le probl�eme(>;P). Elle est constitu�ee de l'ensemble de r�egles de la �gure 5.2.Les six premi�eres r�egles ne di��erent pas tellement des r�egles de l'uni�cation syntaxique.Elles r�ealisent les mêmes op�erations sur les constructeurs et les variables ordinaires et n'in-terviennent pas du tout dans la partie diophantienne L.La r�egle Check d�eclare un �echec uniquement dans le cas o�u la variable x est pr�esente dansl'emballage du terme t. La variable x peut apparâ�tre sous un symbole d�e�ni sans que celasoit un cas d'occur check (test d'occurrence). En fait, ce cas est trait�e par une des r�egles dela proc�edure subordonn�ee.Par contre, les cinq derni�eres r�egles pr�eparent le traitement des symboles d�e�nis pour laproc�edure subordonn�ee et r�ecup�erent le r�esultat de celle-ci.La r�egle Linearize permet de lin�eariser l'�equation primale t ?= t0 avant qu'elle soit trait�eepar la proc�edure subordonn�ee. La lin�earisation consiste �a �eliminer les variables compteurscommunes entre t et t0, car la d�ecision d'arrêt de l'arbre de surr�eduction ne peut être possibleque si les probl�emes s�epar�es sont lin�earis�es.Les termes �a uni�er peuvent contenir dans leurs positions compteurs des expressions etpas n�ecessairement des variables. Or, la proc�edure subordonn�ee n'est valide que si toutesles positions compteurs sont occup�ees par des variables. D'o�u la n�ecessit�e de la r�egle Lift,qui justement permet de remplacer, dans une position compteur, une expression n par unenouvelle variable compteur c et de rajouter l'�equation c ?= n dans L.Pour des raisons d'e�cacit�e, il est pr�ef�erable d'appliquer la r�egle Simplify avant la r�egleLift. La r�egle Simplify permet de r�eduire les termes d'une �equation primale �a l'aide du syst�emePresburger R.La r�egle Separate permet de d�eclencher la proc�edure subordonn�ee qui cr�ee autant debranches alternatives que de paires (Li;Pi) qui apparaissent dans la solution du probl�emes�epar�e t ?= t0.La r�egle Dio peut utiliser l'algorithme de Contejean et Devie [CD91] ou celui de Domen-joud [Dom91] pour r�esoudre les �equations diophantiennes L.Proc�edure subordonn�eeLa proc�edure subordonn�ee est appel�ee par la r�egle Separate avec le probl�eme lin�earis�e(>; t ?= t0). Elle n'appelle jamais r�ecursivement la proc�edure principale, mais elle revient �ason point d'appel. Elle est constitu�ee de l'ensemble de r�egles de la �gure 5.3, ainsi que de la�gure 5.4.L'obtention d'un probl�eme d'uni�cation (L0;P 0) �a partir d'un autre probl�eme (L;P) parapplication d'une des r�egles de transition est not�ee (L;P) ` (L0;P 0). La notation `Q indiqueexplicitement l'utilisation de la r�egle de transition Q �a cette �etape de la d�eduction. `� est lafermeture r�eexive et transitive de la relation `.Les mêmes remarques que celles faites pour la proc�edure principale peuvent être faitespour les quatre premi�eres r�egles. L'absence de la r�egle Eliminate est due au fait qu'elle peut



Uni�cation des grammaires primales 121Delete: L;P ^ t ?= tL;PDecompose: L;P ^ f(~t) ?= f(~t0)L;P ^ t1 ?= t01 ^ : : : ^ tn ?= t0n si f 2 KConict: L;P ^ f(~t) ?= g(~t0)? si f; g 2 K et f 6= gCoalesce: L;P ^ x ?= yL;P[x 7! y] ^ x ?= y si x 2 Var(P), y 2 X et x 6= yCheck: L;P ^ x ?= t? si Head(t) 2 K et x 2 Var(Wrp(t))Eliminate: L;P ^ x ?= tL;P[x 7! t] ^ x ?= t si x 62 Var(t), t 62 X et x 2 Var(P)Linearize: L;P ^ t ?= t0L ^ c ?= c0;P ^ t ?= t0[c 7! c0] si c 2 CVar(t)\CVar(t0) et c0 est unenouvelle variable compteurSimplify: L;P ^ t ?= t0L;P ^ t ?= t00 si t0 �!R t00Lift: L;P ^ t0[f̂(: : : ; n; : : : ;~t) ?= t00L ^ c ?= n;P ^ t0[f̂(: : : ; c; : : : ;~t)] ?= t00 si f̂ 2 D, n 2 N (C) � C et c est unenouvelle variable compteurSeparate: L;P ^ t ?= t0(L ^ L1;P ^ P1) _ � � � _ (L ^ Ln;P ^ Pn) si Head(t) 2 D; t, t0 sontirr�eductibles et Wi(Li;Pi) est ler�esultat produit par la proc�edure su-bordonn�ee sur le probl�eme lin�earis�e(>; t ?= t0)Dio: L;Psolve(L);P si solve(L) est la forme r�esolue des�equations diophantiennes lin�eaires LFig. 5.2 { Uni�cation primale: Proc�edure principale



122 Grammaires primalesDelete: L; t ?= tL;>Decompose: L; f(~t) ?= f(~t0)L; t1 ?= t01 ^ � � � ^ L; tn ?= t0n si f 2 KConict: L; f(~t) ?= g(~t0)? si f; g 2 K et f 6= gCheck: L;x ?= t? si Head(t) 2 K et x 2 Var(Wrp(t))Fig. 5.3 { Uni�cation primale: Proc�edure subordonn�ee, partie 1Fork: L; f̂ (c; ~n;~t) ?= t0L ^ c ?= 0; f̂ (0; ~n;~t) ?= t0 _ L ^ c ?= c0 + 1; f̂(c0 + 1; ~n;~t) ?= t0si f̂ 2 D, c 2 C, ~n sont des variables compteurs, t0 est irr�eductible, t0 62 X ,et c0 est une nouvelle variable compteurBang: L;x ?= tL ^ c ?= 0;x ?= t[c 7! 0]si t est irr�eductible, x 2 X , x 62 Var(Wrp(t)) et 9p 2 DPos(t) tel quetjp = f̂(c; ~n;~t) o�u c 2 C et x 2 Var(~t)Simplify: L; t ?= t0L; t ?= t00 si t0 �!R t00Relax: L; f̂ (: : : ; c+ 1; : : : ;~t) ?= t0L ^ c ?= c0 � 1; f̂(: : : ; c0; : : : ;~t) ?= t0si f̂ 2 D, c 2 C, k 2 N et c0 est une nouvelle variable compteurFig. 5.4 { Uni�cation primale: Proc�edure subordonn�ee, partie 2



Uni�cation des grammaires primales 123cr�eer des �equations non lin�eaires. En e�et, si par exemple nous avions au niveau de laproc�edure subordonn�ee la conjonction x ?= t ^ x ?= t0, l'application de la r�egle Eliminate auniveau de la proc�edure subordonn�ee nous donnerait x ?= t^t ?= t0. Or t et t0 peuvent avoir descompteurs en commun et il n'existe aucun moyen de lin�eariser l'�equation t ?= t0 au niveau dela proc�edure subordonn�ee. Il faut donc renvoyer la conjonction x ?= t ^ x ?= t0 telle quelle �ala proc�edure principale. Cette derni�ere se chargera alors d'appliquer Eliminate (ou Coalesce)et de lin�eariser si n�ecessaire.La r�egle Fork provoque un branchement alternatif dans le processus de d�eduction. Ene�et, sa conclusion est une disjonction de deux parties: la premi�ere est la branche basique, laseconde est la branche inductive. Le probl�eme s�epar�e (L; f̂(c; ~n;~t) ?= t0) sur lequel s'appliquela r�egle Fork s'appelle un probl�eme fourchu et l'�equation f̂(c; ~n;~t) ?= t0 est dite l'�equationfourchue. Le terme f̂(c; ~n;~t) dans l'�equation est dit terme fourchu et le symbole f̂ est ditsymbole fourchu.La r�egle Decompose provoque un branchement conjonctif dans le processus de d�eduction.En e�et, sa conclusion est une conjonction de probl�emes s�epar�es. Le nombre de branchescr�e�ees par Decompose d�epend de l'arit�e du constructeur sur lequel s'applique la r�egle.Tout au long du traitement de la proc�edure subordonn�ee, on peut voir apparâ�tre desexpressions compteurs de la forme c+ 1. Elles sont dues �a l'application de Simplify apr�es unFork. En e�et, la r�e�ecriture du terme f̂(n + 1;~c;~t) peut cr�eer un ou plusieurs sous-termesf̂(n; c1; : : : ; ci�1; ci+1; ci+1; : : : ; ck;~t) par une r�eduction avec une r�egle de r�e�ecriture inductive.Le rôle de Relax est justement d'�eliminer toute expression c + 1 pour la remplacer par unenouvelle variable compteur c0 et d'ajouter l'�equation c ?= c0 � 1 dans L.Comme il a �et�e mentionn�e dans la description de la proc�edure principale, une �equationx ?= t o�u x appartient �a l'emballage de t est un cas d'�echec. Par contre, le cas d'une �equationx ?= f̂(c;x) o�u x apparâ�t sous le symbole d�e�ni f̂ , est trait�e par la r�egle Bang. En e�et,si la r�egle basique du syst�eme Presburger R est f̂(0;x) ! x, le probl�eme �a r�esoudre �etant(>;x ?= f̂(c;x)), la d�eduction correcte est:>;x ?= f̂(c;x) `Bang c ?= 0;x ?= f̂(0;x) `Simplify c ?= 0;x ?= x `Delete c ?= 0;>et l'uni�cateur ([c 7! 0];>) est la solution du probl�eme (>;x ?= f̂ (c;x)).Les r�egles de transition construisent une sorte d'arbre complet de surr�eduction, o�u lesfeuilles ne repr�esentent cependant pas des formes r�esolues dans le sens standard.D�e�nition 5.28 Une forme pr�e-r�esolue est une paire de conjonctions d'�equations0@ p̂i=1 ci ?= li; q̂j=1xj ?= tj1Atelle que{ 8i8j (ci 62 CVar(lj)){ 8i8j (xi 62 Var(tj))



124 Grammaires primaleso�u les ci sont des variables compteurs, les li sont des expressions lin�eaires, les xj sont desvariables ordinaires et les tj sont des termes primaux.Une forme r�esolue est une forme pr�e-r�esolue augment�ee de{ 8i8j (ci = cj) � (i = j){ 8i8j (xi = xj) � (i = j)La conjonction des formes pr�e-r�esolues (L1;P1), . . . , (Ln;Pn) est la forme pr�e-r�esolue0@ n̂i=1Li; n̂j=1Pj1ALa disjonction des formes pr�e-r�esolues (L1;P1), . . . , (Ln;Pn) est la formule(L1;P1) _ � � � _ (Ln;Pn)Une quasi-solution est une disjonction �nie de formes pr�e-r�esolues. Une solution estune disjonction �nie de formes r�esolues.La proc�edure subordonn�ee construit un arbre de surr�eduction dont les feuilles sont des formespr�e-r�esolues et non des formes r�esolues. Cela est dû au fait qu'au niveau de la proc�eduresubordonn�ee, nous n'appelons ni Eliminate, ni Coalesce, ni Dio.Partant des feuilles, nous devons r�ecup�erer la quasi-solution du probl�eme (>;P) de basen haut sous forme normale disjonctive. Donc les formules r�ecup�er�ees au niveau de chaquen�ud doivent | elles aussi | être sous cette forme. Il reste alors �a r�esoudre le probl�eme desbranchements qui peuvent être de deux sortes: Decompose et Fork.Dans le cas de Decompose L;PL;P1 ^ � � � ^ L;Pn (Decompose)chaque n�ud (L;Pi) est d�ecor�e par une formule Ai, le n�ud (L;P) est donc d�ecor�e par laforme normale disjonctive de la formule A1 ^ � � � ^ An.Dans le cas de Fork L;PL1;P1 _ L2;P2 (Fork)chacun des deux n�uds (L1;P1) et (L2;P2) est d�ecor�e par une formule Ai (i = 1; 2). Len�ud (L;P) est alors d�ecor�e par la formule A1 _ A2.Cette reconstitution est, bien sûr, purement hypoth�etique car l'arbre construit est po-tentiellement in�ni. De plus, la proc�edure subordonn�ee ne peut pas restituer une disjonctionin�nie �a la proc�edure principale. Nous allons d'abord voir comment �elaguer cet arbre po-tentiellement in�ni pour obtenir un arbre �ni. Ensuite une extension de la reconstitution vanous donner une m�ethode pour construire des quasi-solutions pour des probl�emes s�epar�es.



Uni�cation des grammaires primales 1255.2.2 Similarit�e des probl�emesLa proc�edure subordonn�ee pouvant engendrer une disjonction in�nie, nous allons donc,tout d'abord, �etudier l'origine de ce probl�eme puis montrer que la notion de similarit�e estun moyen e�cace pour arrêter la divergence du processus de surr�eduction en permettant der�ecup�erer une quasi-solution pour la proc�edure principale.Origine des branches in�niesLa divergence de la proc�edure subordonn�ee est due �a l'utilisation de la r�egle Fork suiviedes r�egles Simplify, Relax et Decompose. Nous allons voir qu'en fait un d�eduction in�nie nepeut être caus�ee que par l'utilisation r�ep�et�ee de la r�egle Fork.Lemme 5.29 Chaque d�eduction (L1;P1) ` (L2;P2) ` � � � ` (Li;Pi) r�esultant de l'applica-tion des r�egles Delete, Decompose, Conict, Check, Bang, Simplify et Relax est �nie.Preuve: L'application d'une des r�egles Delete, Conict ou Check termine �evidemment lad�eduction. Pour le reste, nous introduisons pour chaque r�egle de transition un ordre bienfond�e dans lequel la pr�emisse d'une r�egle est plus grande que chaque feuille de la conclusion.L'extension lexicographique de ces ordres prouve alors la terminaison de chaque d�eduction.Soit (L; t1 ?= t01) `Decompose (L; t2 ?= t02), alors t2 est un sous-terme strict de t1 et t02 est unsous-terme strict de t01. L'ordre pour Decompose est alors le produit cart�esien � � � de larelation de sous-terme strict �.Soit (L; t ?= t0) `Simplify (L; t ?= t00) alors t0 �!R t00. Chaque syst�eme Presburger R estn�th�erien, alors la relation de r�e�ecriture �!R est bien fond�ee. L'ordre pour Simplify estalors la relation de r�e�ecriture �!R. Un pas de Simplify est incomparable dans l'ordre pourDecompose car t n'est pas un sous-terme strict de t.Soit (L;x ?= t) `Bang (L0;x ?= t0), alors t0 = t[c 7! 0] pour une variable compteurc 2 CVar(t). Le terme primal t contient plus de variables compteurs que t0. L'ordre pourBang est alors le nombre de variables compteurs dans un terme primal. Un pas de Bang estincomparable par rapport aux deux ordres pr�ec�edents.Soit (L; t1 ?= t0) `Relax (L0; t2 ?= t0) alors t1 contient plus d'expressions compteurs non-variables que t2. L'ordre pour Relax est le nombre d'expressions compteurs, qui ne sont pasdes variables, dans un terme primal. Un pas de Relax est incomparable aux ordres pr�ec�edents.2 L'application syst�ematique de la r�egle Fork a pour but d'instancier les variables compteurspar toutes les valeurs possibles. Ce qui peut, en g�en�eral, mener �a un d�eveloppement in�nid'une branche. Cependant, le d�eveloppement d'un n�ud peut être arrêt�e si ce dernier estsimilaire �a un probl�eme ancêtre (donc d�ej�a d�evelopp�e).Similarit�e entre deux probl�emesUne translation est une substitution idempotente�: C �! Lin(C)



126 Grammaires primalestelle que � = [c1 7! c01 + k1; : : : ; cn 7! c0n + kn] avec k1, . . . , kn des constantes enti�eres et c01,. . . , c0n des variables compteurs. Un renommage �: C �! C est une application injective,admettant comme r�eciproque le renommage ��1.Exemple 5.30 La substitution [c1 7! c01 + 3; c2 7! c02 � 5] est une translation si c1, c2, c01et c02 sont des variables compteurs. Par contre, [c1 7! c01; c2 7! c01 + c02] n'en est pas une.D�e�nition 5.31 Un probl�eme d'uni�cation s�epar�e (L0;P 0) est similaire �a un autre probl�eme(L;P) s'il existe une translation � et un renommage � tels que L0� = L� et P 0 = P�.Les conditions de similarit�e peuvent être exprim�ees par L = L0���1 et P = P 0��1 si cela estplus appropri�e. Il y a aussi un probl�eme d'interpr�etation de l'identit�e. Nous ne faisons pas dedi��erence entre l'�equation diophantienne l ?= l et l'identit�e > car les deux sont isomorphes.Exemple 5.32 Le probl�eme s�epar�e(L0;P 0) = (k ?= k0 + 1 ^ n ?= n0 + 1; f̂ (k0;x) ?= ĝ(n0))est similaire au probl�eme (L;P) = (>; f̂(k;x) ?= ĝ(n))En e�et, la translation � et le renommage � �etant respectivement� = [k 7! k0 + 1; n 7! n0 + 1] et � = [k0 7! k; n0 7! n]nous avons d'une part L = L0���1 puisque(k ?= k0 + 1 ^ n ?= n0 + 1)���1 = (k + 1 ?= k + 1 ^ n+ 1 ?= n+ 1)qui est �equivalent �a > et d'autre part P = P 0��1 puisqueP 0��1 = (f̂ (k0;x) ?= ĝ(n0))��1 = PLa translation � est unique modulo un renommage de variables compteurs. En e�et, sup-posons qu'il existe deux translations di��erentes � et �0 avec respectivement deux renommagesdi��erents � et �0. Prouver que le probl�eme (L0;P 0) est similaire au probl�eme (L;P) revient�a v�eri�er les deux conditions suivantes: L0� = L� et L0�0 = L�0 ou encore L = L0���1et L = L0�0�0�1, d'o�u nous d�eduisons ���1 = �0�0�1. Donc la translation �0 est �egale �a latranslation � modulo un renommage de variables.D�e�nition 5.33 Soit T l'arbre construit par la proc�edure subordonn�ee pour le probl�emes�epar�e (L;P).Un probl�eme d'uni�cation s�epar�e (L0;P 0) est un descendant similaire �a un probl�eme(L;P) si (L0;P 0) est un descendant de (L;P) et (L0;P 0) est similaire �a (L;P).Un probl�eme d'uni�cation (L0;P 0) est le plus proche descendant similaire (PPDS)de (L;P) s'il n'existe pas d'autre descendant similaire entre (L;P) et (L0;P 0).L'ensemble complet des PPDS d'un probl�eme (L;P), not�e CSCSD(L;P), est l'ensemblede tous les PPDS de (L;P).



Uni�cation des grammaires primales 127Un probl�eme d'uni�cation s�epar�e peut avoir 0, 1 ou plusieurs PPDS.Le th�eor�eme suivant pr�esente l'outil principal pour arrêter le d�eveloppement d'un arbrepotentiellement in�ni. Sa preuve est bas�ee sur la lin�earit�e des variables compteurs dans leprobl�eme d'uni�cation s�epar�e et sur l'existence d'une pr�ec�edence� sur les symboles d�e�nisD.Th�eor�eme 5.34 Soit T l'arbre construit par la proc�edure subordonn�ee pour le probl�emes�epar�e (L;P). Chaque branche in�nie de T contient deux probl�emes s�epar�es (L0;P 0) et(L00;P 00) tels que (L00;P 00) est un descendant similaire de (L0;P 0).Preuve: Soit � une branche in�nie de l'arbre T . Une telle branche ne peut avoir qu'unnombre in�ni d'applications des r�egles choisies parmi Decompose, Fork, Simplify et Relax.Aucune branche de T ne contient un nombre in�ni de branchements basiques de Forkcar chaque branchement basique diminue le nombre de variables compteurs pr�esentes dansle probl�eme s�epar�e. Le même argument s'applique �a la r�egle Bang. Consid�erons alors uni-quement de telles branches in�nies � de T qui ne contiennent aucun branchement basiquede Fork et aucune application de la r�egle Bang. D'apr�es le lemme 5.29, il existe un nombrein�ni de branchements inductifs de Fork sur une telle branche in�nie �.Consid�erons la suite in�nie ~F = (L1; t1 ?= t01); : : : ; (Li; ti ?= t0i); : : : de tous les probl�emesfourchus sur la branche �. Appelons t-termes la partie gauche des �equations ti ?= t0i (c'est-�a-dire la suite de termes primaux t1, t2, . . . , ti, . . . ) et t0-termes la partie droite. Soit ~G lasous-suite de ~F o�u les termes fourchus sont les t-termes et ~D la sous-suite de ~F o�u les termesfourchus sont les t0-termes.Les deux suites, ~G et ~D, sont in�nies. Si l'une des deux, par exemple ~D, �etait �nie alors�a partir d'une position p de la branche � tous les termes fourchus seraient des t-termes etles t0-termes seraient uniquement d�ecompos�es. Cela est impossible car nous ne pouvons pasd�ecomposer in�niment un terme �ni.Pour chaque probl�eme fourchu (Li; ti ?= t0i) 2 ~F , notons ĝi son symbole fourchu si ti estle terme fourchu et d̂i si t0i est le terme fourchu. Nous avons construit respectivement dessuites Ĝ et D̂ de symboles fourchus pour les probl�emes fourchus ~G et ~D.Analysons ce qui se passe avec les t-termes sur la branche � entre deux probl�emes fourchuscons�ecutifs (Lj ; tj ?= t0j) et (Lj+1; tj+1 ?= t0j+1) dans la suite ~G. La même analyse s'appliqueaussi aux t0-termes entre deux probl�emes fourchus cons�ecutifs dans la suite ~D. Le symbole�a la racine du terme fourchu tj est le symbole fourchu ĝj 2 Ĝ, le symbole �a la racine duterme fourchu tj+1 est le symbole fourchu ĝj+1 2 Ĝ. Chaque branchement inductif d'un Forkest suivi par une application de Simplify: le t-terme ĝj(n + 1;~c;~t) est r�eduit �a la racine �aun autre t-terme par une r�egle de r�e�ecriture inductive pour le symbole d�e�ni ĝj . Au coursde la d�eduction (Lj ; tj ?= t0j) `� (Lj+1; tj+1 ?= t0j+1) la r�egle Fork ne peut être appliqu�eequ'aux t0-termes. La r�egle Relax ne change pas les symboles d�e�nis dans les t-termes. Unbranchement de la r�egle Decompose contient le sous-ensemble des symboles d�e�nis pr�esentsdans l'�equation d�ecompos�ee, alors elle ne peut pas introduire de nouveaux symboles d�e�nis.Simplify est la seule r�egle de transition qui change des symboles d�e�nis dans les t-termes.Soit ĝj(n+1;~c;~x)! rj la r�egle de r�e�ecriture inductive pour le symbole d�e�ni ĝj . Chaquesymbole d�e�ni f̂ pr�esent dans rj est inf�erieur au symbole ĝj dans la pr�ec�edence �. Un terme



128 Grammaires primalesprimal ne contient qu'un nombre �ni de redex, alors il n'existe qu'un nombre �ni d'indices itels que ĝi � ĝi+1 pour les symboles fourchus Ĝ. Ceci implique qu'�a partir d'un indice n0 lasuite des symboles fourchus dans Ĝ (ainsi que dans D̂) est non-croissante par rapport �a lapr�ec�edence �.A partir d'un indice n0, les suites Ĝ et D̂ sont non-croissantes et in�nies, la pr�ec�edence �est bien-fond�ee, donc il existe un autre indice n1 �a partir duquel le symbole fourchu dans Ĝ,ainsi que dans D̂, reste le même. A partir de cet indice n1, un seul symbole d�e�ni ĝ 2 Ĝ estfourchu dans les t-termes et un seul symbole d�e�ni d̂ 2 D̂ est fourchu dans les t0-termes surla branche �.Un t-terme (resp. t0-terme) n'a qu'un nombre �ni de redex qui commencent par le sym-bole ĝ (resp. par le symbole d̂). Alors �a partir d'un indice n2, le symbole fourchu ĝ (resp. lesymbole fourchu d̂) dans le terme fourchu t0i+1 (resp. le terme fourchu tj+1) est introduit parune application ant�erieure de Simplify, lorsque le terme ti (resp. le terme t0j) a �et�e fourchu,par la r�egle inductive pour le symbole d�e�ni ĝ (resp. pour le symbole d�e�ni d̂).Consid�erons la sous-branche �n2 de � �a partir de la position n2 et consid�erons les suites ~Get ~D �a partir de l'indice n2. Pour chaque probl�eme fourchu (Li; ĝ(c; ~n; ~q) ?= t0i) 2 ~G nous avonsla d�eduction suivante(Li; ĝ(c; ~n; ~p) ?= t0i) `Fork (Li ^ c ?= c0 + 1; ĝ(c0 + 1; ~n; ~p) ?= t0i)`Simplify (Li ^ c ?= c0 + 1; ri ?= t0i)Selon la construction des r�egles de r�e�ecriture inductives pour le symbole d�e�ni ĝ, les redexdu terme ri dans les positions A sont soit des t-termes ĝ(c; ~n; ~p) au renommage de variablespr�es, soit ils di��erent de ce renommage dans une position compteur dans le cas des compteursli�es: au lieu de nj nous avons nj + 1 pour une variable compteur nj 2 ~n. Chaque expressioncompteur doit être �echang�ee contre une nouvelle variable n0j par Relax avant la prochaineapplication de la r�egle Fork �a un t-terme. Apr�es l'application de tous les Relax, tous les redexdans les positions A sont occup�es par le t-terme ĝ(c; ~n; ~p) au renommage pr�es. Quelques-unsde ces redex peuvent être perdus au cours de la d�ecomposition mais il en reste au moinsun. Ces redex ne peuvent pas être modi��es par Fork, Simplify et Relax appliqu�es aux t0-termes. Ceci implique que pour chaque paire de t-termes ti et ti+1 (t0-termes t0j et t0j+1)de deux probl�emes fourchus cons�ecutifs dans ~G (dans ~D) il existe un renommage �i (unrenommage �0i) tel que ti+1 = ti�i (t0i+1 = t0i�0i).Consid�erons les emballages des t0-termes. Seule la r�egle Simplify peut augmenter la tailled'un emballage. Si un t0-terme t0i est d�ecompos�e en un terme t0i+1 alors l'emballage de t0i+1 estun sous-terme propre de Wrp(t0i). Les r�egles de transition Fork et Relax ne changent pas lesemballages. Les emballages des t0-termes dans ~D sont vides. Alors l'emballage maximum �w(par rapport �a la relation de sous-terme) des t0-termes sur la branche �n2 est l'emballageintroduit par la r�eduction par la r�egle de r�e�ecriture inductive pour le symbole d�e�ni d̂ aucours de l'application de Simplify.Consid�erons les t0-termes dans la suite des probl�emes fourchus ~G. Les emballages dest0-termes dans deux probl�emes cons�ecutifs de ~G peuvent être di��erents. Pourtant, il n'existequ'un nombre �ni de sous-termes propres de l'emballage maximal �w, contrairement aunombre de t0-termes dans ~G qui est in�ni. Alors, par le principe de Dirichlet, il existe deux



Uni�cation des grammaires primales 129probl�emes fourchus di��erents (Lk; tk ?= t0k) et (Ll; tl ?= t0l) dans ~G, o�u n2 < k < l, tels queWrp(t0k) =Wrp(t0l). Nous avons d�ej�a prouv�e que t0k et t0l ne di��erent que dans des variablescompteurs. Le t-terme tl est obtenu �a partir du terme fourchu tk par un renommage aussi,comme nous l'avons prouv�e auparavant. Les variables compteurs de tk et t0k ainsi que de tlet t0l sont disjointes, alors nous pouvons combiner les deux renommages en un seul. Ainsi,l'�equation tl ?= t0l n'est rien d'autre que l'�equation tk ?= t0k �a un renommage pr�es.Fork et Relax sont les seules r�egles qui ajoutent de nouvelles �equations �a la partie dio-phantienne L. Pour la d�eduction(L;P) `Fork (L ^ c ?= c0 + 1;P[c 7! c0 + 1]) = (L0;P 0)nous avons L[c 7! c0] = L0[c 7! c0 + 1]. Pour la d�eduction(L;P) `Relax (L ^ c ?= c0 � 1;P[c 7! c0 � 1]) = (L0;P 0)nous avons L[c 7! c0] = L0[c 7! c0 � 1]. Les deux substitutions [c 7! c0 + 1] et [c 7! c0 � 1]sont des translations. La composition ��0 de deux translations � et �0 est une translationsi Dom(�) \ VRan(�0) = ;. Les r�egles Fork et Relax introduisent toujours de nouvellesvariables, la condition pr�ec�edente est donc toujours satisfaite. Par cons�equent, si L� = L0�et L0�0 = L00�0 pour les translations �, �0 et pour les renommages �, �0, alors il existe unetranslation �00 = ��0 et un renommage �00 = ��0 tels que L�00 = L00�00, et une translation � etun renommage � tels que Lk� = Ll� pour les probl�emes (Lk; tk ?= t0k) et (Ll; tl ?= t0l).Fork et Relax sont les seules r�egles qui changent des variables compteurs en des �equations P.Si le branchement inductif de Fork ajoute une nouvelle �equation diophantienne c ?= c0+1 ousi la r�egle Relax ajoute une nouvelle �equation diophantienne c ?= c0 � 1 alors le renommagecorrespondant est �i = [c 7! c0]. Le renommage r�esultant entre deux probl�emes fourchuscons�ecutifs (Li; ti ?= t0i) et (Li+1; ti+1 ?= t0i+1) dans ~G est la substitution � = �1 : : : �n �acondition que �1, . . . , �n soit la suite compl�ete de renommages appliqu�es au cours de lad�eduction (Li; ti ?= t0i) `� (Li+1; ti+1 ?= t0i+1). La composition des renommages est un renom-mage. Alors, il existe un renommage � pour les probl�emes (Lk; tk ?= t0k) et (Ll; tl ?= t0l) telque (tl ?= t0l) = (tk ?= t0k)�.Ceci implique que le probl�eme (Ll; tl ?= t0l) est similaire au probl�eme (Lk; tk ?= t0k). 2L'existence d'un probl�eme similaire sur une branche de l'arbre de surr�eduction nouspermet d'�elaguer celle-ci. Par �elagage syst�ematique des branches nous obtenons un arbre dit�elagu�e qui a la bonne caract�eristique d'être �ni.5.2.3 Fermeture d'un arbre �elagu�ePour tout arbre in�ni T d'un probl�eme s�epar�e (L;P) il existe un arbre �equivalent �ni �T ,obtenu par �elagage des branches pr�esentant une paire de probl�emes similaires. Une brancheest �elagu�ee d�es qu'un probl�eme similaire �a un probl�eme ant�erieur est d�eduit. L'arbre �ni �Test dit l'arbre �elagu�e du probl�eme (L;P).La quasi-solution du probl�eme (L;P) est reconstitu�ee en parcourant l'arbre �elagu�e �T debas en haut. Soit (L;P) un probl�eme fourchu et �T son arbre �elagu�e. La fermeture de l'arbre �T
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(1) (2)(L;P)

Fig. 5.5 { Fermeture de l'arbre �elagu�e; ordre: (1) puis (2)suppose que toutes les fermetures se trouvant �a un niveau inf�erieur ont �et�e d�ej�a e�ectu�ees.Les quasi-solutions r�ecup�er�ees de ces fermetures vont servir d'�el�ements pour la fermeture duprobl�eme (L;P). La �gure 5.5 permet de mieux illustrer cela.Les quasi-solutions provenant de la partie basique de tous les branchements Fork dans �Ts'appellent la base du probl�eme (L;P). On appellemultiplicande de (L;P) les quasi-solutionsqui proviennent des branches de la r�egle Decompose dont les feuilles ne sont pas des probl�emessimilaires �a (L;P), �a partir de la branche inductive du dernier Fork. La d�e�nition suivantepermet de d�e�nir la base et le multiplicande d'un probl�eme de mani�ere plus formelle.D�e�nition 5.35 Soit (L;P) un probl�eme fourchu dont l'ensemble CSCSD(L;P) est non-vide. Soit T l'arbre de surr�eduction de ce probl�eme et �T l'arbre �elagu�e de (L;P). Soit �l'ensemble de toutes les positions de l'ensemble CSCSD(L;P) dans �T .La base du probl�eme (L;P) est la formule B reconstitu�ee �a partir de l'arbre �T [?]� danslequel les plus proches descendants similaires �a (L;P) ont �et�e remplac�es par l'�echec ?.Lemultiplicande de (L;P) est la formule :B^G en forme normale disjonctive, o�u G estla formule reconstitu�ee �a partir de �T [>]� dans lequel les plus proches descendants similaires�a (L;P) ont �t�e remplac�e par l'identit�e >.Exemple 5.36 Soit le syst�eme Presburger R suivantf̂(0;x) ! x ĝ(0;x) ! xf̂(c+ 1;x) ! x � f̂(c;x) ĝ(c0 + 1;x) ! ĝ(c0;x) � ĝ(c0;x)et soit (>; f̂(c;x) ?= ĝ(c0; y)) le probl�eme s�epar�e. La base de ce probl�eme est la quasi-solution(c ?= 0;x ?= ĝ(c0; y)) _ (c ?= c1 + 1 ^ c0 ?= 0; y ?= x � f̂ (c1;x))



Uni�cation des grammaires primales 131et le multiplicande est la quasi-solutionc ?= c1 + 1 ^ c0 ?= c01 + 1;x ?= ĝ(c01; y)Nous avons besoin de deux op�erateurs sur la base et le multiplicande pour mieuxmâ�triserla notation. Soit (L;P) un probl�eme fourchu et � = [c1 7! c01 + k1; : : : ; cp 7! c0p + kp] unetranslation. Soit B = m_j=1 p̂i=1 ci ?= lij;Pj!la base et M = m0_h=1 p̂i=1 ci ?= l0ih;P 0h!le multiplicande du probl�eme (L;P). NotonsBn�(L;P) = m_j=1 p̂i=1 ci ?= lij + ki � n;Pj!la n-�eme it�eration de la base B par rapport �a la translation � etMn�(L;P) = m0_h=1 p̂i=1 ci ?= l0ih + ki � n;P 0h!la n-�eme it�eration du multiplicande M par rapport �a la translation �, o�u n est une nouvellevariable compteur jouant le rôle de param�etre.La r�egle Decompose peut engendrer le long d'une branche un ou plusieurs PPDS. Nousallons d'abord traiter le cas d'un seul PPDS, nous verrons ensuite le cas de deux PPDS. Cedernier se g�en�eralise directement au cas de plusieurs PPDS.Cas du plus proche descendant similaire uniqueSoit (L;P) le probl�eme fourchu et (L0;P 0) son unique PPDS. La branche se trouvantentre (L;P) et (L0;P 0) peut être referm�ee au niveau de (L0;P 0) (voir �gure 5.6).Lors de la fermeture du probl�eme (L;P), deux cas peuvent se produire.Cas 1. Soit le multiplicande de (L;P) est vide. La quasi-solution de (L;P) est le r�esultatde la combinaison de la base de (L;P) avec la translation � entre (L;P) et son plus prochedescendant similaire (L0;P 0). Cette translation � est d�eduite de la similarit�e entre (L;P) et(L0;P 0). Le th�eor�eme suivant permet d'expliquer plus formellement ce cas.Th�eor�eme 5.37 Soit (L;P) le probl�eme fourchu avec son unique PPDS (L0;P 0), tel queL = L0���1 et P = P 0���1, o�u � est la translation et � le renommage. Si la quasi-solution Best la base de (L;P) et le multiplicande de (L;P) est vide, alors Bn�(L;P) est la quasi-solutionde (L;P).



132 Grammaires primales(L;P) (L0;P 0)Fig. 5.6 { Fermeture dans le cas du PPDS uniquePreuve: Soit T l'arbre de surr�eduction produit par la proc�edure subordonn�ee �a partir duprobl�eme fourchu (L;P). Soit (L1;P1) une feuille de l'arbre T d�eduite entre le probl�eme(L;P) et son PPDS unique (L0;P 0). Alors il existe une autre feuille (L01;P 01) de T , d�eduite�a partir du PPDS (L0;P 0), telle que L1� = L01� et P1� = P 01�. Ceci est dû au fait qu'onpeut r�ep�eter �a un renommage pr�es la d�eduction (L;P) `� (L1;P1) comme la d�eduction(L0;P 0) `� (L01;P 01). De plus, les probl�emes (L;P) et (L0;P 0) sont similaires, d'o�u l'on d�eduitla similarit�e de (L1;P1) et (L01;P 01).La base B = B0�(L;P) est reconstitu�ee �a partir de toutes les feuilles d�eduites entre (L;P)et son PPDS unique (L0;P 0). Le probl�eme (L0;P 0) poss�ede aussi le PPDS unique (L00;P 00).On peut r�ep�eter la même reconstitution pour (L0;P 0), r�ecup�erant ainsi la base de (L0;P 0).Comme nous l'avons d�emontr�e, pour chaque feuille d�eduite entre (L0;P 0) et (L0;P 0) il existeune feuille similaire d�eduite entre (L;P) et (L0;P 0). Ceci implique que la base de (L0;P 0) estsimilaire �a la base de (L;P), le d�ecalage est exprim�e par la translation �. Alors la base de(L0;P 0) est B1�(L;P). Par r�ecurrence, on obtient ainsi la suite in�nie de basesB0�(L;P);B1�(L;P); : : : ;Bi�(L;P); : : :Comme le multiplicande de (L;P) est vide, aucune conjonction ne s'ajoute �a la base de(L0;P 0) pendant la reconstitution de la quasi-solution de (L;P). Par r�ecurrence on r�ecup�erela disjonction in�nie B0�(L;P) _ B1�(L;P) _ � � � _ Bi�(L;P) _ � � �pour (L;P). Cette disjonction in�nie est �equivalente �a Bn�(L;P) o�u n est une nouvelle variablejouant le rôle du param�etre. 2Cas 2. Soit le multiplicande de (L;P) n'est pas vide. La quasi-solution de (L;P) estla conjonction des combinaisons de la base et du multiplicande avec la translation �. Leth�eor�eme suivant permet d'expliquer plus formellement ce cas.Th�eor�eme 5.38 Soit (L;P) le probl�eme fourchu avec son unique PPDS (L0;P 0), tel queL = L0���1 et P = P 0���1, o�u � est la translation et � le renommage. Soient les quasi-solutions B etM (respectivement la base et le multiplicande de (L;P)), alorsB0�(L;P) _ (Bn+1� (L;P) ^Mn�(L;P))



Uni�cation des grammaires primales 133en forme normale disjonctive est la quasi-solution de (L;P).Preuve: La reconstitution des multiplicandes s'e�ectue de la même fa�con que la recons-truction des bases. On obtient ainsi la suite des multiplicandesM0�(L;P);M1�(L;P); : : : ;Mi�(L;P); : : :de fa�con analogue �a la suite des bases (voir la preuve du th�eor�eme 5.37).Tous les multiplicandesM0�(L;P), . . . ,Mi�(L;P) doivent être ajout�es �a la base Bi+1� (L;P)au cours de la reconstruction de la quasi-solution. Par r�ecurrence, on obtient ainsi la formuleB0�(L;P) _  Bn+1� (L;P) ^ n̂i=0Mi�(L;P)!comme quasi-solution de (L;P).Nous allons d�emontrer que la conjonction Vni=0Mi�(L;P) est �equivalente �a Mn�(L;P).Soit ci ?= li une �equation diophantienne dans la L-partie du multiplicandeM o�u cj est unevariable compteur. La translation � contient la substitution cj 7! c0j + kj. Par cons�equent,nous obtenons la suite d'�equationscj ?= c0j + kj ; c0j ?= c00j + kj ; : : : ; c(n�1)j ?= ~cj + kj (5.8)en construisant respectivement les multiplicandesM1�(L;P),M2�(L;P), . . . ,Mn�(L;P). Orla conjonction des �equations (5.8) est �equivalente �a la conjonction(cj ?= ~cj + n � kj) ^ (c0j ?= ~cj + (n� 1) � kj) ^ � � � ^ (c(n�1)j ?= ~cj + kj)Les variables compteurs interm�ediaires c0j, . . . , c(n�1)j sont introduites au cours de la pro-duction des multiplicandes et leur solution est ind�ependante de la solution de la variable cj.L'�equation cj ?= ~cj +n � kj appartient �a la L-partie du multiplicandeMn�(L;P). La conjonc-tion Vni=0Mi�(L;P) est donc �equivalente �aMn�(L;P). 2Cas o�u plusieurs descendants similaires sont les plus prochesSi la r�egle Decompose engendre un autre PPDS (L00;P 00) le long de la branche entre leprobl�eme fourchu (L;P) et son PPDS (L0;P 0), la fermeture de la branche au niveau de(L0;P 0) d�epend du probl�eme (L00;P 00). Si (L0;P 0) et (L00;P 00) apparaissent respectivementaux positions p0 et p00, il est �evident que ces deux positions sont parall�eles (voir �gure 5.7).Il faut d'abord remplacer le PPDS (L00;P 00) dans l'arbre �elagu�e �T par l'identit�e > et cal-culer la fermetureA1 pour (L0;P 0) en utilisant l'unicit�e du PPDS. Ensuite, il faut remplacerle PPDS (L0;P 0) dans l'arbre �elagu�e �T par l'identit�e et calculer la fermetureA2 pour (L00;P 00)en utilisant la m�ethode du PPDS unique. La quasi-solution du probl�eme (L;P) sera alors laconjonction des deux quasi-solutions calcul�ees, transform�ee en forme normale disjonctive.Th�eor�eme 5.39 Soit (L;P) un probl�eme fourchu avec deux PPDS (L0;P 0) et (L00;P 00).Soit A1 la quasi-solution �a partir de l'arbre �elagu�e o�u nous avons remplac�e (L00;P 00) parl'identit�e >. Soit A2 la quasi-solution �a partir de l'arbre �elagu�e o�u nous avons remplac�e(L0;P 0) par l'identit�e >. Alors la quasi-solution de (L;P) est la forme normale disjonctivede A1 ^ A2.
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Decompose(L;P)

(L00;P 00) (L0;P 0)Fig. 5.7 { Fermeture dans le cas de deux PPDSPreuve: Supposons que la fermeture n'est pas e�ectu�ee au niveau du probl�eme (L;P), maisnous avons construit deux fermetures aux niveaux inf�erieurs: l'une au niveau du probl�eme(L0;P 0), l'autre au niveau du probl�eme (L00;P 00). Soit A1 la quasi-solution obtenue par lafermeture de (L0;P 0) et A2 la quasi-solution obtenue par la fermeture de (L00;P 00).Il n'y a plus de branchement alternatif entre le Decompose apr�es le dernier Fork et lesprobl�emes (L0;P 0) et (L00;P 00) respectivement. Soit B1 (resp. B2) la formule r�ecup�er�ee surles branches secondaires par la reconstruction entre (L0;P 0) (resp. (L00;P 00)) et le Decomposedistingu�e. La quasi-solution reconstitu�ee au niveau du Decompose est alors (A1^B1)^ (A2^B2) ce qui est logiquement �equivalent �a((A1 ^ B1) ^ (> ^ B1)) ^ ((>^ B1) ^ (A2 ^ B2))Or (A1 ^ B1) ^ (> ^ B1) est la quasi-solution r�ecup�er�ee dans le cas o�u nous avons remplac�e(L00;P 00) par l'identit�e et (>^B1) ^ (A2 ^ B2) est la quasi-solution r�ecup�er�ee dans le cas o�unous avons remplac�e (L0;P 0) par l'identit�e. 2L'op�eration de conjonction �etant associative, le th�eor�eme pr�ec�edent s'�etend naturellement aucas o�u plusieurs descendants similaires sont les plus proches. Il faut �a chaque fois retenir undes PPDS, remplacer les autres par l'identit�e et calculer la fermeture individuelle. La quasi-solution du probl�eme (L;P) est alors la conjonction des fermetures individuelles, transform�eeen sa forme normale disjonctive.Soit �0 et �0 les translations du probl�eme (L;P) au PPDS (L0;P 0) et (L00;P 00), respec-tivement. Nous ne sommes oblig�es de consid�erer que des cas o�u les translations �0 et �00sont di��erentes. Si �00 = �0� pour un renommage �, les deux PPDS (L0;P 0) et (L00;P 00) sont�equivalents modulo le renommage � et leurs fermetures seront, elles aussi, �equivalentes aurenommage pr�es.Nota: Il n'est pas n�ecessaire de transformer la formule en forme normale disjonctive aucours de chaque �etape de la reconstitution de la quasi-solution. Cependant, il est indispen-



Uni�cation des grammaires primales 135sable de rendre la quasi-solution en forme normale disjonctive �a la proc�edure principale. Ilsu�t donc d'e�ectuer une seule transformation �a la �n de la reconstruction.Pour bien comprendre l'algorithme d'uni�cation pr�esent�e, consid�erons l'exemple suivant.Exemple 5.40 (Suite de l'Exemple 5.36)Le probl�eme f̂(c;x) ?= ĝ(c0; y)est directement pr�esent�e �a la proc�edure subordonn�ee. Un seul PPDS est rencontr�e en utilisantla translation � = [c 7! c1 + 1; c0 7! c01 + 1]et le renommage � = [c 7! c1; c0 7! c01]La fermeture de l'arbre �elagu�e produit, d'apr�es le th�eor�eme 5.38, la formule(c ?= 0;x ?= ĝ(c0; y)) _(c ?= c1 + 1 ^ c0 ?= 0; y ?= x � f̂ (c1;x)) _((c ?= n+ 1;x ?= ĝ(c0; y)) _ (c ?= c2 + n+ 2 ^ c0 ?= n+ 1; y ?= x � f̂ (c2;x))) ^(c ?= c1 + n+ 1 ^ c0 ?= c01 + n+ 1;x ?= ĝ(c01; y))o�u n est la nouvelle variable compteur jouant le rôle du param�etre. Cette formule est trans-form�ee en forme normale disjonctive et rendue �a la proc�edure principale.La partie (c ?= 0;x ?= ĝ(c0; y)) _ (c ?= c1 + 1 ^ c0 ?= 0; y ?= x � f̂(c1;x)) (5.9)de la quasi-solution r�ecup�er�ee est d�ej�a en forme r�esolue. Il reste �a r�esoudre les clauses(c ?= n+ 1 ^ c ?= c1 + n+ 1 ^ c0 ?= c01 + n+ 1;x ?= ĝ(c0; y) ^ x ?= ĝ(c01; y)) (5.10)et(c ?= c1+n+1^c ?= c2+n+2^c0 ?= c01+n+1^c0 ?= n+1;x ?= ĝ(c01; y)^y ?= x�f̂(c2;x)) (5.11)Par Eliminate �a partir de la clause (5.11) dans la P-partie la proc�edure principale produitla formule x ?= ĝ(c01;x � f̂ (c2;x)) ^ y ?= x � f̂(c2;x)Le probl�eme s�epar�e x ?= ĝ(c01;x � f̂ (c2;x)) envoy�e �a la proc�edure subordonn�ee conduit apr�esun Fork �a l'�echec, donc il n'y a pas de solution pour la clause (5.11).



136 Grammaires primalesPar Eliminate �a partir de la clause (5.10) la proc�edure principale produit la formule(c ?= n+ 1 ^ c ?= c1 + n+ 1 ^ c0 ?= c01 + n+ 1;x ?= ĝ(c0; y) ^ ĝ(c0; y) ?= ĝ(c01; y)) (5.12)Le probl�eme s�epar�e ĝ(c0; y) ?= ĝ(c01; y) est envoy�e �a la proc�edure subordonn�ee qui rend laquasi-solution (c0 ?= k ^ c01 ?= k;>) o�u k est la nouvelle variable compteur. La formule (5.12)apr�es le retour de la proc�edure subordonn�ee devient(c ?= n+ 1 ^ c ?= c1 + n+ 1 ^ c0 ?= c01 + n+ 1 ^ c0 ?= k ^ c01 ?= k;x ?= ĝ(c0; y))L'equation x ?= ĝ(c0; y) est irr�eductible, il faut donc r�esoudre le syst�eme d'�equations diophan-tiennes suivant c ?= n+ 1 c0 ?= kc ?= c1 + n + 1 c01 ?= kc0 ?= c01 + n + 1On en d�eduit l'�equation k ?= k + n + 1 qui n'a pas de solution en entiers non-n�egatifs. Lasolution du probl�eme d'uni�cation primale f̂ (c;x) ?= ĝ(c0; y) est la disjonction (5.9).5.2.4 Terminaison et correction de l'algorithme d'uni�cationTh�eor�eme 5.41 (Correction subordonn�ee) La proc�edure subordonn�ee combin�ee avec lafermeture de l'arbre �elagu�e calcule la quasi-solution compl�ete de tout probl�eme d'uni�cations�epar�e et lin�earis�e.Preuve: Les r�egles de transition Delete, Decompose, Conict et Check ont d�ej�a �et�e prouv�eescorrectes pour l'uni�cation syntaxique.La lin�earit�e des compteurs dans chaque �equation t ?= t0 reste invariante pendant l'appli-cation de toutes les r�egles de transition.Les probl�emes s�epar�es t ?= t0 sont lin�earis�es, il est alors correct d'appliquer Fork seulement�a un côt�e des �equations; l'autre côt�e reste inchang�e car il n'y a pas de variable compteurcommune.Il existe une r�egle de r�e�ecriture basique et une r�egle inductive pour chaque symbole d�e�ni,alors les branches, basique et inductive, du Fork sont su�santes pour le �ltrage exhaustif descas.L'application de chaque r�egle de transition pr�eserve les uni�cateurs, en rappellant impli-citement les conjonctions et disjonctions produites par Decompose et Fork.Soit t ;R t0 un pas de surr�eduction avec le syst�eme Presburger R. Si t ;R t0 est unpas ext�erieur de surr�eduction, alors il existe une position redex p 2 DPos(t) et une r�egle der�e�ecriture f̂(e;~c;~x) ! r telles que tjp = f̂(c; ~n;~t) avec le �ltre � = [c 7! e;~c 7! ~n;~x 7! ~t]et t0 = t�[r�]p, o�u e = 0 ou e = k + 1 pour une variable compteur k. Le �ltre � peut êtrerestreint �a la variable c s'il est appliqu�e au contexte t[�]p. Ceci implique t0[�]p = t[c 7! e][�]p.Or p est une position redex et c est une variable compteur, alors les emballages de t et t0sont �egaux: Wrp(t) =Wrp(t0).



Uni�cation des grammaires primales 137En utilisant ces r�esultats, si t ;R t0 alors pour chaque probl�eme d'uni�cation s�epar�et ?= t00 nous avons{ soit(t ?= t00) `�Decompose (tjp ?= t00jp) `Fork (tjp[c 7! e] ?= t00jp) `Simplify (r� ?= t00jp)si p 2 FPos(t00),{ soit(t ?= t00) `�Decompose (tja ?= x) `Bang (tja[tjp]b[c 7! 0] ?= x) `Simplify`Simplify (tja[c 7! 0][r�]b ?= x)si p 62 FPos(t00), o�u p = a:b et t00ja = x.Par cons�equent, la proc�edure subordonn�ee construit l'arbre complet de surr�eduction Tpour chaque probl�eme s�epar�e et lin�earis�e t ?= t0. Pour chaque arbre complet de surr�eduction Til existe un arbre �elagu�e unique �T , d'apr�es le th�eor�eme 5.34. Chaque arbre �elagu�e est ferm�eit�erativement de bas en haut suivant les th�eor�emes 5.37, 5.38 et 5.39. Cette reconstructionen utilisant les fermetures entre les probl�emes fourchus et leurs PPDS rend toujours uneformule �nie, car l'arbre �elagu�e ne contient qu'un nombre �ni de feuilles. La formule rendue,transform�ee en forme normale disjonctive, est la quasi-solution du probl�eme s�epar�e t ?= t0. 2Lemme 5.42 (Terminaison principale) L'algorithme d'uni�cation primale termine pourtout probl�eme d'uni�cation primale.Preuve: Chaque appel de la proc�edure subordonn�ee, avec un probl�eme s�epar�e et lin�earis�e,combin�e avec la fermeture de l'arbre �elagu�e, termine par le Th�eor�eme 5.34, grâce aux bran-chements �nis dans l'arbre �elagu�e et grâce au nombre �ni de fermetures de l'arbre �elagu�e. Ilest clair aussi que la proc�edure principale, sans appel de la proc�edure subordonn�ee, terminecar1. l'algorithme d'uni�cation syntaxique termine,2. R est un syst�eme n�th�erien alors la relation �!R est bien fond�ee, et3. l'algorithme de r�esolution d'un syst�eme d'�equations diophantiennes lin�eaires termine.La seule possibilit�e de non-terminaison de l'algorithme est une possibilit�e de va-et-viens in�nientre la proc�edure principale et la proc�edure subordonn�ee.Pour chaque probl�eme fourchu t ?= t0 la proc�edure subordonn�ee construit l'arbre �elagu�e �T .Cet arbre �elagu�e contient un ensemble �ni de feuilles (L1;x1 ?= t1), . . . , (Lk;xk ?= tk) enprovenance des branches non-�elagu�ees. Soit A la quasi-solution engendr�ee par la proc�eduresubordonn�ee pour le probl�eme fourchu (>; t ?= t0). L'ensemble AP est form�e des seconds�el�ements des pairs de l'ensemble A. AP est une formule propositionnelle en forme normale



138 Grammaires primalesdisjonctive dont les atomes sont les P-parties des feuilles de l'arbre �elagu�e, c'est-�a-dire x1 ?=t1, . . . , xk ?= tk. Nous allons d�emontrer que le probl�eme fourchu t ?= t0 est \plus complexe"que la formuleAP . Pour prouver ceci, il su�t de d�emontrer que t ?= t0 est sup�erieur �a chaquefeuille xi ?= ti.Consid�erons le probl�eme s�epar�e t ?= t0 comme le terme t0 dans la signature enrichie par lesymbole ?=. Chaque variable ordinaire xi est pr�esente dans le terme t0, alors pour chaque i,t0 � xi pour n'importe quel ordre de simpli�cation.La construction de l'arbre �elagu�e pour t0 implique8i 2 f1; : : : ; kg 9�i t0�i ��!R`�Decompose (xi ?= ti) (5.13)Soit � l'ordre de simpli�cation utilis�e pour d�emontrer la terminaison du syst�eme Presbur-ger R. Alors, (5.13) implique 8i 2 f1; : : : ; kg 9�i t0�i � ti (5.14)Les �enum�erateurs �i instancient des variables compteurs de t0 par les entiers naturels. L'ordredes variables compteurs dans t0 est �x�e alors on consid�ere le même ordre de variables comp-teurs instanci�ees dans chaque �i. Ceci permet de trier les �enum�erateurs �1 < � � � < �k et parcons�equent aussi les instances de t0: t0�1 < � � � < t0�k (5.15)La combinaison de (5.14) et (5.15) indique que1. pour chaque �enum�erateur �i, l'ensemble des termes tj tels que t0�i 6� tj est �ni;2. pour chaque �enum�erateur �i, il existe un �enum�erateur �j > �i tel que t0�i > t0�j.On en d�eduit que t0 �0 ti pour chaque terme ti, pour un ordre de simpli�cation �0, et parcons�equent, t0 �0 AP, ce qui est �etendu �a(t ?= t0) �0 A (5.16)Le multi-ensemble des variables ordinaires dans le probl�eme fourchu t ?= t0 et sa quasi-solution A sont invariants. Par contre, chaque application de la r�egle Eliminate diminue lataille du multi-ensemble des variables ordinaires du probl�eme d'uni�cation. Or, seule la r�egleEliminate peut cr�eer de nouveaux probl�emes s�epar�es �a traiter par la proc�edure subordonn�ee.L'ordre de simpli�cation�0 est bien fond�e et le multi-ensembledes variables ordinaires d�ecrô�tpendant l'application de la r�egle Eliminate, donc il n'y a pas un nombre in�ni de va-et-viensentre la proc�edure principale et la proc�edure subordonn�ee. Par cons�equent, l'algorithmed'uni�cation primale termine pour chaque probl�eme primal. 2Th�eor�eme 5.43 (Correction principale) L'algorithme d'uni�cation primale calcule la so-lution compl�ete de chaque probl�eme d'uni�cation primale P. Cette solution pr�esente la dis-jonction �nie de l'ensemble complet d'uni�cateurs globaux du probl�eme P.



Uni�cation des grammaires primales 139Preuve: Les formes r�esolues sont les formes normales des probl�emes d'uni�cation primaletrait�es par la proc�edure principale.D'apr�es le Th�eor�eme 5.41, chaque appel de la proc�edure subordonn�ee calcule une quasi-solution avec un nombre �ni de formes pr�e-r�esolues. Selon le lemme 5.42, il n'y a qu'unnombre �ni d'appels de la proc�edure subordonn�ee. Alors la solution de chaque probl�emed'uni�cation primale, engendr�ee par la proc�edure principale, contient un nombre �ni deformes r�esolues. Chaque forme r�esolue0@ p̂i=1 ci ?= li; q̂j=1xj ?= tj1Acorrespond �a l'uni�cateur global[c1 7! l1; : : : ; cp 7! lp; x1 7! t1; : : : ; xq 7! tq]Chaque syst�eme PresburgerR est canonique, donc la surr�eduction parR est compl�ete. Se-lon le th�eor�eme 5.41, la quasi-solution de chaque probl�eme fourchu, calcul�ee par la proc�eduresubordonn�ee, est compl�ete pour ce probl�eme fourchu. Les r�egles de transition pour l'uni�ca-tion syntaxique sont compl�etes pour l'uni�cation des termes avec constructeurs. L'algorithmede r�esolution des syst�emes d'�equations diophantiennes lin�eaires engendre la solution compl�etede chaque syst�eme. Alors, l'algorithme d'uni�cation principale calcule la solution compl�etede chaque probl�eme d'uni�cation primal. 2Corollaire 5.44 L'uni�cation primale est d�ecidable.
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Conclusion 141ConclusionDans ce document, nous avons abord�e di��erents aspects de la divergence de la proc�edurede compl�etion des syst�emes de r�e�ecriture. Le premier chapitre a introduit le probl�eme etpr�esente la preuve de son ind�ecidabilit�e.Le deuxi�eme chapitre a �et�e consacr�e �a la reconnaissance de syst�emes de r�e�ecriture di-vergents. Il commen�cait par une �etude d'une op�eration sp�eciale, intitul�ee produit restreint,utilis�ee tout au long de ce chapitre. Le chapitre poursuivait avec l'�etude des fermetures der�egles, un outil permettant de manipuler une suite de superpositions comme un seul objet.Les fermetures r�ep�etitives, intitul�ees châ�nes de fermeture, sont d�eduites comme l'objet-cl�epour la reconnaissance de la divergence. Sur sa base sont d�eduits les syst�emes de r�e�ecriturecrois�es, les outils principaux pour la reconnaissance de la divergence. Le chapitre s'ach�evepar l'�etude de la divergence de la compl�etion en pr�esence de simpli�cations entre les r�eglesde r�e�ecriture produites. Y a �et�e ajout�e le r�esum�e du travail de Mong et Purdom sur lareconnaissance de la divergence.Le troisi�eme chapitre a pr�esent�e di��erents moyens empiriques pour �eviter la divergence.Il s'agit notamment de la modi�cation de l'ordre �a l'int�erieur d'une même classe d'ordres, duchoix d'une autre classe d'ordres, de la division des châ�nes de fermeture, de la d�ecompositiondes châ�nes de fermeture et en�n de l'enrichissement du syst�eme divergent par un lemmeinductif. Les trois premi�eres m�ethodes sont applicables au cours de chaque proc�edure decompl�etion, tandis que les deux derni�eres ne peuvent être utilis�ees qu'au cours de preuvesde th�eor�emes inductifs.Le quatri�eme chapitre a abord�e le vaste sujet des formalismes pour mâ�triser la divergence,appel�es les sch�ematisations. Plusieurs sch�ematisations ont �et�e pr�esent�ees, notamment lesm�eta-r�egles d'H�el�ene Kirchner, les sch�emas de termes de Bernhard Gramlich, les contraintesd'appartenance avec variables de contexte d'Hubert Comon, les termes r�ecurrents de JiehHsiang et Hong Chen, avec leurs g�en�eralisations d'Hubert Comon et de Gernot Salzer, eten �n les grammaires primales de Miki Hermann. Les quatre derni�eres appartiennent �ala classe des sch�ematisations r�ecurrentes. En particulier, une m�ethode pour engendrer unesch�ematisation par des m�eta-r�egles et une autre pour engendrer une sch�ematisation par desgrammaires primales �a partir d'un syst�eme divergent ont �et�e pr�esent�ees. Les sch�ematisationsont acquis un statut en logique �equationnelle et ont �et�e reconnues comme un probl�eme impor-tant. Ceci est vrai surtout pour les sch�ematisations r�ecurrentes dont le probl�eme d'uni�cationest d�ecidable. L'�etude d'un algorithme d'uni�cation des grammaires primales, les plus puis-santes sch�ematisations r�ecurrentes connues au moment de l'�ecriture de ce document, a closle dernier chapitre.N�eanmois, plusieurs aspects n'ont pourtant pas �et�e abord�es dans ce document. Tout



142 Conclusiond'abord, la compl�etion sans �echec. Malgr�e des di��erences entre les deux proc�edures decompl�etion, nous ne pouvons pas esp�erer obtenir de r�esultats bien di��erents de ceux pr�esent�esici. Un autre axe de recherche, beaucoup plus int�eressant sur le plan de la divergence, estcelui de la compl�etion modulo une th�eorie �equationnelle. Nous sommes confront�es dans ce cas�a deux types de divergence: la divergence propre du syst�eme de r�e�ecriture li�ee �a l'explosiondu nombre d'uni�cateurs principaux dans les th�eories �nitaires d'une part, et �a la divergencedue �a l'in�nit�e d'uni�cateurs principaux dans les th�eories in�nitaires d'autre part. Le derniersujet que nous n'avons pas abord�e est celui de la divergence de la surr�eduction. Cependant,la premi�ere partie du deuxi�eme chapitre en pr�epare le terrain. Des travaux sur ce sujet ont�et�e entrepris par Stefan Kurtz [Kur92].
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