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Chapitre 1
Introduction

1.1 Mes débuts

Mon travail de recherche a débuté en 1989
alors que j’étais en derniére année d’étude a 1’Eco-
le Polytechnique, en stage d’option au centre de
Mathématiques, sous la direction de Monsieur
Alain Guichardet. 11 s’agissait d’étudier les dé-
formations de réprésentations d’algébres de Lie
nilpotentes, en rapport avec leurs groupes Faxt!.
En fait, cela a dépassé nettement le seul stage
d’option (pour lequel, avec mon co-stagiaire Cla-
ude Le Bris, nous avons obtenu un prix de I’Eco-
le Polytechnique), pour se poursuivre alors que
nous étions tous deux dans des Corps Techniques.
En 1990, nous avons décidé de soumettre un ar-
ticle, d’abord aux Comptes Rendus de I’Acadé-
mie des Sciences, puis au Bulletin des Sciences
Mathématiques (Jacques Dixmier) car le format
des notes aux CRAS était trop réduit. L’article
pariit dans sa version finale en 1992, [GLB92].

Pendant ce temps, alors que j’étais stagiaire
au Centre de Recherche IBM de La Gaude en
1990, j’al pu m’essayer & un autre type de recher-
che, plus appliquée mais tout aussi intéressante,
la compression de séquences vidéo. J’étais 1a en-
core dans un environnement trés favorable, qui
m’a permis de déposer deux brevets sur des mé-
thodes de quantification vectorielle d’images et
de soumettre un article paru plus tard [GGL191].

En 1991, je m’inscrivais d’autant plus na-
turellement au DEA “Informatique, Mathéma-
tiques et Applications”, que son directeur était
alors Patrick Cousot, que j’avais eu comme Pro-
fesseur d’Informatique & I’Ecole Polytechnique.
Hésitant également avec le DEA de Logique de
Paris VIT (Alain Krivine), je m’y inscrivais aussi,
et passait la partie théorique.

Mon stage de DEA se déroula & Londres, a
I'Imperial College, chez Chris Hankin, chez qui
je m’étais intéressé a l'analyse statique par in-
terprétation abstraite de langages fonctionnels &

base de réduction de graphes (Clean en 'occur-
rence). La encore tout s’est extrémement bien
passé: le lecteur intéressé pourra se reporter aux
publications correspondantes [GH93, vEGHN93].
Durant ce stage, Samson Abramsky, qui savait
que j’avais fait un peu de topologie algébrique,
m’avait donné a regarder un article de Vaughan
Pratt [Pra91] qui venait de paraitre et utilisait
des idées géométriques pour modéliser des sys-
témes paralléles par des “Higher-Dimensional Au-
tomata” (ou HDA en résumé). Cet article a consti-
tué la base de mon travail de thése.

1.2 A I’ENS

Fin 1991, je rentrai a Paris, pour y suivre ma
derniére année de formation au Corps des Mines.
Je n’avais pas le droit de m’inscrire en thése tout
de suite, j’a1 donc du attendre septembre 1992
pour commencer ma thése sous la direction de
Patrick Cousot qui venait d’étre nommé Profes-
seur & I’Ecole Normale Supérieure. Il m’a néan-
moins associé trés tot (dés septembre 1991) a la
vie du laboratoire, et j’al pu continuer & réflé-
chir aux problémes de sémantique et d’analyse
du parallélisme, m’amenant a publier avec Tho-
mas Jensen (alors en thése a I'Tmperial College)
un premier article sur le sujet [GJ92].

Mon idée, que je reprendrai plus en détail
dans le chapitre suivant, était que si on pouvait
représenter géométriquement des processus pa-
ralléles (CCS dans article [GJ92]), certains “in-
variants topologiques” devaient étre utiles pour
les caractériser. Vaughan Pratt dans son article
[Pra91] avait proposé d’utiliser I’homotopie des
chemins, c’est-a-dire la déformation continue des
traces d’exécution comme caractérisation de cer-
tains comportements (comme ’exclusion mutue-
lle). Néanmoins, il restait encore beaucoup de
points a résoudre et & formaliser. J’ai pensé qu’il



fallait utiliser des formalismes classiques de to-
pologie algébrique combinatoire (espaces simpli-
ciaux et cubiques) pour décrire le modéle sé-
mantique des HDA. Calculer des propriétés de
processus paralléles devait étre possible en utili-
sant des théories homologiques donnant des obs-
tructions homotopiques. En effet, les groupes
d’homotopie dans le cas classique ne sont pas
calculables, il n’y a que I’ensemble des compo-
santes connexes qui soit calculable dans un es-
pace simplicial fini alors que les groupes d’homo-
logie peuvent se calculer assez simplement; par
exemple lorsque les coefficients sont dans Z (cas
général par le théoréme des coefficients univers-
els) il s’agit de calculs de noyaux et d’images
d’applications linéaires. C’est comme cela que
j’al introduit & 1’époque comme objet principal
d’étude des bi-complexes de modules (engendrés
par des espaces semi-cubiques).

Un des points cruciaux est de réaliser que
certains groupes d’homologie permettent de ca-
ractériser les branchements, d’autres les conflue-
nces et les points morts, ainsi que les exclusions
mutuelles. Une application évidente est alors d’
examiner la bisimulation entre processus, car
c’est une équivalence sémantique “branching-ti-
me”, dépendant des branchements. Cela est abo-
rdé dans [GJ92], mais de fagon que je juge main-
tenant incompléte. L’autre point crucial est de
réaliser que la construction de ces groupes d’ho-
mologies est une abstraction de la sémantique
au sens de l'interprétation abstraite, voir & ce
propos article [Gou95b].

Entre ces deux articles, je m’étais intéressé a
montrer que 'on peut donner des sémantiques
de langages plus compliqués que CCS, par exem-
ple Linda [CG93] (collaboration avec Régis Crid-
lig) ou certains langages paralléles impératifs co-
mme dans [Gou93]. Dans ce dernier, je montrai
que les HDA tels que je les définissais avaient
certaines des propriétés des domaines utilisés
en sémantique dénotationnelle (par exemple, on
a une catégorie cartésienne fermée de HDA).
J’en profitai, pour donner des sémantiques dans
un format similaire & la sémantique dénotation-
nelle. De fait, 1l y a des choses trés intéressantes
a dire sur le rapport & la sémantique dénota-
tionnelle, et au probléme de compositionalité en
sémantique du parallélisme, qui n’ont pas été
encore publiées, mais dont je dirai un mot dans
la section 2.8.

Plusieurs événements en 1995 m’ont ouvert
de nouvelles perspectives. La soutenance de ma
thése en novembre 1995 bien stir, mais aussi et
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surtout 'article [Gun94] de Jeremy Gunawar-
dena en décembre 1994, ainsi que ’organisation
par ses soins d’un colloque au Newton Institute
a Cambridge, “New Connections between Com-
puter Science and Mathematics”, auquel j’étais
invité, et pour lequel je coordonnai méme une
session d’une demi-journée.

Dans [Gun94] j’ai découvert les travaux de
Maurice Herlihy et ses collaborateurs sur les sys-
témes distribués tolérants aux pannes, utilisant
des méthodes de topologie algébrique qui sem-
blaient avoir des liens avec mes propres travaux.
Je rencontrai d’ailleurs S. Rajsbaum, qui tra-
vaille avec Maurice Herlihy, cherchant alors a
comparer nos approches. J’y ai aussi découvert
de la littérature plus ancienne, en particulier les
“Progress Graphs” de Edsger W. Dijkstra et les
problémes de séquentialisation en bases de don-
nées distribuées sous un jour géométrique, tout
4 fait dans le méme style que ce que je faisais’.

A la conférence du Newton Institute, je fai-
sais la connaissance de deux mathématiciens de
I"Université d’Aalborg qui semblaient intéressés:
Martin Raussen et Lisbeth Fajstrup. Ils m’invit-
érent dés lors & peu prés tous les ans, dont un
mois comme “gaesteprofessor” en mai 1997.

(C’était le départ d’une collaboration fructu-
euse qui continue encore maintenant.

1.3 Au CNRS

Aprés la soutenance de ma thése, je désirai
continuer ce que je faisais, et me présentai au
CNRS, afin de rester dans 1’équipe de Patrick
Cousot?. J’ai eu la chance d’y étre regu et d’étre
détaché pour deux ans dans ’équipe ou j’avais
fait ma thése, a ’ENS.

J’ai profité de cette période pour affiner mes
contacts nouveaux avec d’autres équipes, ma-

'En fait j’avais rencontré Jeremy Gunawardena a
Concur’92, & New York, qui m’avait fait part de ses
premiéres idées concernant la propriété de séquentialisa-
tion du “2-phase protocol” qu’il exposera plus tard dans
[Gun94]. Philippe Granger, de retour de son PostDoc a
CMU, m’avait aussi fait part de ’existence des travaux
de Maurice Herlihy, peu de temps avant I'article de Je-
remy Gunawardena. Enfin Patrick Cousot avait attiré
mon attention sur les “path-conditions” qui semblaient
pouvoir avoir un rapport avec ce que je faisais, mais dans
les deux derniers cas je ne trouvais que peu de littéra-
ture, qui me paraissait alors trop éloignée de ce que je
faisais. Ce n’est que plus tard que je réalisai les divers
liens avec mon travail (pour la fin de ma thése, courant
1995).

2En fait je me présentai en détachement du Corps des
Mines en mai 1995, avant la soutenance.
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thématiciennes et informaticiennes. Du c6té des
mathématiciens, j’al commencé a cette époque
a développer plus systématiquement une théorie
de Ihomotopie dirigée” qui devenait nécessaire,
avec I'appui de mes collégues Danois, en inter-
action constante avec d’autres mathématiciens
et informaticiens.

Du coté des informaticiens, j’ai suivi deux
axes en paralléle.

Le premier était d’expliquer en quoi mon
approche avait une relation avec celle des al-
gorithmiciens des systémes distribués tolérants
aux pannes. J’en a1 donné les premiéres explica-
tions dans [Gou96a] puis dans [Gou97]. Si la re-
lation m’apparait clairement maintenant, et j’y
vois des interactions fructueuses, je n’en ai pas
encore publié grand chose, car il reste encore du
travail de ce c6té la. Néanmoins les contacts ont
été pris, et j’en parlerai plus dans la prochaine
section.

Le deuxiéme axe, qui est mon attache prin-
cipale, est celui de ’analyse statique. Il me pa-
raissait important, aprés la publication des pre-
miers algorithmes efficaces découlant de notre
théorie homotopique [FGR98a], d’implémenter
un petit analyseur démontrant la faisabilité de
I’approche. On pourra trouver une premiére ver-
sion, un peu ancienne, d’un tel analyseur (points
morts et états inatteignables de processus ma-
nipulant des sémaphores) sur mon ancien site
web

http://wuw.di.ens.fr/"goubault/

De fait, il a été réalisé quand j’étais au CNRS,
alors que Dlarticle a été écrit et publié un peu
plus tard, alors que j’étais au CEA.

1.4 Le CEA

Aprés ma période au CNRS, une opportu-
nité s’est ouverte a4 moi (grace & un concours de
circonstances) d’entrer dans un groupe de re-
cherche appelé “Streté des Logiciels” (SL) au
CEA a Saclay.

L’activité logiciel au CEA avait été créée a
I’origine pour permettre de s’assurer du bon fonc-
tionnement des logiciels des centrales nucléaires,
en particulier du Systéme de Protection Inté-
gré Numérique, vérifiant les paramétres du ré-
acteur, et permettant un arrét d’urgence de la
centrale. Ces logiciels avaient été introduits en
lieu et place d’automates non-programmés pour
les tranches N4 (dans les années 80).

La mission du groupe était donc de mener

a bien la recherche et d’implémenter des outils
de vérification de logiciels®. Ce groupe avait dé-
veloppé en particulier un outil (CAVEAT) de
preuve de programmes & la Hoare, pour un frag-
ment du langage C communément utilisé dans
les logiciels critiques, qui ne comprenait en par-
ticulier pas de structures de données dynamiques
ni d’aliasing de variables (autrement que ceux
trés simples, correspondant au passage d’argum-
ent par référence a des fonctions C).

J’arrivai donc au groupe SL avec comme but
partiel d’introduire I'interprétation abstraite da-
ns ces outils, et d’aider & incorporer un traite-
ment des “alias” dans CAVEAT.

Dépendant de la Direction des Technologies
Avancées, le groupe s’était ouvert a un environ-
nement industriel plus vaste que celui du nu-
cléaire (par exemple 'TPSN), en particulier ce-
lui de Paéronautique avec Aérospatiale* (qui uti-
lise CAVEAT, tout comme EDF par exemple).
Depuis que j’ai été nommé au CEA, j’ai ainsi
pu participer au montage de plusieurs projets
de recherche, ou de R&D avec divers acteurs in-
dustriels et académiques. La nouveauté par rap-
port & mon poste au CNRS était I'implication
dans des projets de développement, expérience
fort enrichissante, certes au détriment du temps
mis & ma disposition pour la recherche pure, et
plus particuliérement du temps pour mettre au
propre et publier.

Le premier projet dont je me suis occupé est
le projet TWO (ESPRIT 28940, j’en parle plus
au chapitre 4), depuis ’aide & la rédaction de la
proposition, avec Jacques Raguideau, jusqu’au
déroulement du projet. J’avais déja participé a
de nombreux projets européens alors que j’étais
a PENS ou au CNRS, mais jamais en temps que
“chef de projet” local, et uniquement dans des
projets de type BRA ou LTR, c’est-a-dire avant
tout de recherche. Le projet TWO est un pro-
jet type R&D, avec un effort de développement
conséquent (2 ingénieurs & plein temps sur 30
mois pour le CEA), en vue d’obtenir un outil
utilisable par des industriels. Le projet a pour
partenaires, le CEA| Attol Testware (le “prime”)
qui est un éditeur de logiciels, 'TRISA, le Poli-
tecnico de Milano (PMI), SpaceBel qui fournit
des logiciels au secteur spatial, Siemens Auto-
motive équimentier automobile (entre autre, lo-
giciels pour 'habitacle, les airbags, le moteur

30n pourra se rapporter 4 un article de vulgarisation
[Gou99] pour une présentation plus poussée des diffé-
rents axes de recherche du groupe.

4Qui est devenu depuis EADS.



etc.) et Elsag Bailey qui fait du traitement pos-
tal.

Le but était de faire un outil d’analyse sta-
tique de C (ANSI) par interprétation abstraite,
permettant de détecter automatiquement les er-
reurs possibles a I’exécution (par exemple, di-
vision par zéro, dépassement de capacité, utili-
sation de variables non-initialisées, déréférence-
ment de pointeurs nuls etc.) et de générer auto-
matiquement des tests structurels ou fonction-
nels. De fait, c’est une application de la théo-
rie, rendue un peu hardue & cause de plusieurs
contraintes; la premiére est de pouvoir cohabiter
avec un prouveur a la Hoare (ce qui est théori-
quement faisable, mais pose de réelles difficultés
pratiques). La deuxiéme est que ’on doit analy-
ser la “sémantique” du vrai C, qui n’est pas sans
chausse-trappes. Enfin, la derniére est que ’'on
a voulu “capitaliser” sur ce projet, et développer
une plateforme dans laquelle on pourrait simple-
ment utiliser, de facon transparente, tel ou tel
treillis, telle ou telle autre stratégie d’itération,
de partitionnement pour "analyse interprocédu-
rale etc. Cela a nécessité de permanentes remises
en question d’architecture. On en parlera un peu
plus au chapitre 4, le lecteur intéressé pourra se
reporter a l’article récent [GGAT01].

Nous étions responsable au CEA de ’ana-
lyse statique du C, 'IRISA| de la résolution des
contraintes pour la génération de test, PMI d’une
étude sur la génération de test pour C++ (en
fait pour des langages orientés objets, dont idéal-
ement JAVA également). Attol devait intégrer
ces codes dans sa suite d’outils d’instrumentati-
on (UniTest) et de mesure de couverture (Cove-
rage).

On s’est aussi inspiré pour ce projet du “de-
bugging abstrait” de F. Bourdoncle [Bou90]. Par
exemple, on peut afficher (par simple clic sur le
code source) les invariants calculés, pour toutes
les exécutions possibles, ou un sous-ensemble
d’entre elles. Dans Syntox de F. Bourdoncle, il y
avait la possibilité d’insérer des assertions inter-
mittentes par exemple. On a étendu ce concept
en donnant la possibilité de spécifier simplement
un ensemble d’exécutions d’intérét par un auto-
mate avec états d’acceptation et de refus, dont
les états peuvent étre qualifiés par des prédicats
du premier ordre sur les valeurs des variables &
des points de contréles qui peuvent également
étre spécifiés.

Le projet TWO a permis d’enclencher le su-
Jjet interprétation abstraite au CEA | et de définir
un premier prototype qui a aidé & convaincre un
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éditeur®, Attol Testware, & se lancer dans le do-
maine. Au moment oil j’écris ce mémoire, nous
commengons un projet RNTL (Réseau Techno-
logies Logiciels) dénommé TAO, qui vise, avec le
concours d’Aérospatiale division Avions, & réali-
ser un produit a partir du prototype TWO, et &
transférer les techniques utilisées d’analyse sta-
tique par interprétation abstraite & Attol. Pour
ce faire, Attol détache un ingénieur & un plein
temps dans notre groupe pendant un an, et éven-
tuellement un deuxiéme si nécessaire, un peu
plus tard.

Entre temps, j’al participé, bien plus modes-
tement que pour les projets précédents, au mon-
tage d’un projet dont je m’occupe tout particu-
lierement depuis octobre 2000, le projet euro-
péen de R&D DAEDALUS, avec comme par-
tenaires Aérospatiale division Avions (prime),
I’ENS (responsable scientifique), I'’X et le CEA
(sous-contractants de I'ENS), PolySpace Tech-
nologies, ABSINT (éditeurs d’analyseurs abstr-
aits), DIKU (université de Copenhague), TAU
(université de Tel-Aviv), USaar (université de
Saarland) et Utrier (université de Tréves). Le
but du projet dans son ensemble est de déve-
lopper des prototypes d’outils d’analyse statique
par interprétation abstraite pour valider des sys-
témes temps réels critiques. Le réle du CEA est
de fournir les moyens d’analyser des variables de
type flottant.

De fait, depuis fin 1997, début 1998, j’ai com-
mencé & m’intéresser aux problémes d’ imprécis-
ions numériques, surtout & cause du cours que je
donnais & I’X (Calcul paralléle, voir le chapitre
5) et & I'influence & cette occasion d’Alain Bam-
berger (alors directeur mathématiques appliqu-
ées a I'Institut Frangais du Pétrole) avec qui
je travaillais pour ce cours. Il m’avait en effet
fait part de quelques unes de ses préoccupa-
tions quant aux imprécisions de calcul, et de cer-
taines méthodes (dont CESTAC, J. Vignes étant
conseiller scientifique & 'IFP). Plus tard, pour
le projet TWO, je réalisai encore plus si besoin
était, le manque dans les analyseurs statiques
quand il s’agissait de variables flottantes (méme
d’hypothétiques variables réelles!). Avec le pro-
jet Airbus A3XX (A380 maintenant), |’autoris-
ation d’utiliser des unités de calculs flottants, et
les contraintes de développement imposent na-
turellement ce sujet. En plus de DAEDALUS,
et pour certains points plus précis, le groupe au-

5Qui a également senti la possible concurrence de Po-
lyspace Technologies. Attol Testware a depuis été racheté
par Rational Software.
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quel j’appartiens participera a un projet financé
par la Direction des Programmes de 1’Aviation
Civile (DPAC), dont je m’occuperai également
en tant que chef de projet local, qui permettra
de compléter les premiéres études de DAEDA-
LUS. C’est un trés beau projet, qui a des enjeux
majeurs (scientifiques et industriels). J’ai en fait
trouvé un premier treillis d’interprétation abs-
traite qui pourrait étre utile dans ce cadre, dont
j’al exposé les principes lors d’un séminaire a
I’ENS au printemps 1998. J’ai pu ensuite tes-
ter un peu ces idées griace & un stagiaire de
I’ENSTA, Nicolas Regal, qui en a implémenté
une partie. J’en décris quelques aspects dans le
chapitre 4, qui a fait ’objet d’un rapport interne
au CEA [Reg99]. Beaucoup plus récemment, j’ai
amélioré un peu la méthode et les fondations de
la méthode, et un article [Gou01] va étre publié
prochainement. Matthieu Martel et Sylvie Pu-
tot m’ont depuis rejoint sur ce sujet, et Matthieu
Martel vient de soumettre un article [Mar01] qui
améliore certains résultats de [Gou01].

Depuis que je suis au CEA| je me suis beau-
coup intéressé aux “application industrielles” de
la recherche. Je n’en oublie pas pour autant la
recherche fondamentale.

Un point qui avait beaucoup intéressé 1’équi-
pe de P. Cousot & ENS, était "analyse proba-
biliste de programmes. J’y avais un peu réflé-
chi & I’époque, mais cela est resté sans suite.
Ne pouvant seul m’y remettre, et accordant une
importance toute particuliére & ressérer les liens
avec des laboratoires académiques, j’ai entrepris,
avec J. Raguideau, d’utiliser une des facilités
du CEA| les projets ARA (“Accord Recherche
Amont”). Cela a pris bien plus de temps que
prévu (& cause en particulier de I’absence dun
accord cadre entre 'ENS et le CEA) mais a pu
finalement étre signé, et a commencé réellement
en mai 2000, méme si beaucoup de travail a
été réalisé par '’ENS & partir d’aott 1999. J’ai
été conforté dans I'idée que ce projet est impor-
tant en discutant entre autres avec nos contacts
d’Aérospatiale division Avions, qui, me semble-
t-1l, se posent quelques questions auxquelles des
analyses probabilistes pourraient répondre. De
plus, la méthode CESTAC, bien que sémanti-
quement incorrecte, me semble pouvoir étre une
base pour une analyse abstraite probabiliste des
problémes d’imprécision numérique, mais pour
I'instant, cette voie n’a pas été suivie. Récem-
ment, c’est David Monniaux, de ’ENS, qui a
mis au point de belles analyses (voir par exemple
[Mon00a]), et je me contente depuis d’essayer de

le guider un peu vers des exemples ou des appli-
cations qui me semblent intéressantes.

Pour autant je n’en ai jamais abandonné,
bien au contraire, mes activités sur la géomé-
trie du parallélisme.

J’ai continué & réfléchir a 'utilisation de sé-
mantiques géométriques pour améliorer les tech-
niques d’analyse statique de programmes paral-
lales, en collaboration avec Lisbeth Fajstrup et
Martin Raussen, dans 'article [FGR98a| (voir
aussi [FGRI8b]), partiellement décrit dans le
chapitre 3. Deux stagiaires de '’ENSTA en 1999,
I. Aparici et S. Morezuelas m’ont aider & amélio-
rer mon premier prototype d’analyseur, sur cer-
taines de mes nouvelles idées d’algorithmes. On
pourra se reporter par exemple & leur rapport
[AMO99], et au chapitre 4.

J’al également continué a travailler sur cer-
tains points fondamentaux de la théorie. J’en
explique quelques portions dans le chapitre 2.
Cela a donné en particulier [FGR99], présenté
lors de MFPS’98, et qui paraitra un peu mo-
difié dans Theoretical Computer Science dans
quelques temps.

J’al surtout été content, et trés occupé, par
la mission que m’a proposée G. Longo, de concoc-
ter un numéro spécial de Mathematical Struc-
tures in Computer Science [HRGT00] portant
sur ce sujet, dans lequel on pourra trouver des
articles de V. Pratt [Pra00], M. Raussen [Rau00],
L. Fajstrup [Faj00], M. Herlihy et S. Rajsbaum
[HROO], et P. Gaucher [Gau00d] (introduits par
mon “survey” [Gou00]). Plus récemment j’ai été
occupé a organiser un projet européen (GOODS)
avec M. Herlihy, S. Rajsbaum, M. Raussen, L.
Fajstrup, S. Sokolowski et P. Gaucher, qui est
en cours de re-soumission aprés avoir échoué a
la derniére étape, et également & organiser un
“workshop” couvrant le domaine, GETCQO’2000,
associé & CONCUR’2000, & PennState, aux Etats-
Unis® suivant un premier workshop organisé par
M. Raussen et L. Fajstrup & Aalborg en juin
1999. Les actes de ce workshop sont publiés dans
Electronic Notes in Theoretical Computer Science
volume 39, numéro 2.

6 Voir la page www.dmi . ens .fr/“goubault/getco.html.
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Chapitre 2

Géométrie et Parallélisme

2.1 Mes premiers pas

L’article de Vaughan Pratt [Pra91], qui m’a
beaucoup inspiré au début de ma thése, était
essentiellement motivé par un défaut dans la
dualité entre structures d’événements et auto-
mates’.

Les modéles introduits pour tenter de com-
bler ce défaut, attribuable au fait qu’une des
sémantiques est du “vrai parallélisme”, autre
étant une simulation par entrelacements, étaient
basés sur une forme ou une autre de CW-comple-
xes (ou de n-catégories, on y reviendra). De tels
objets sont des collages de formes élémentaires
le long de leurs bords. L’explication qui suit est
inspirée de ma thése.

Considérons d’abord les systémes de transi-
tion. Ils permettent de modéliser le parallélisme
avec une sémantique par entrelacement. Ce sont
déja des objets géométriques, mais peu recon-
nus en tant que tels. Leur représentation sous
forme de graphe?, permet d’y reconnaitre les
branchements et les confluences, les cycles, les
états initiaux et finaux, ainsi que les états inat-
teignables. Toutes ces notions géométriques sont
d’importance; en particulier les branchements
pour les équivalences sémantiques (“branching-
time”), et les points morts et états inatteignables
pour ’analyse statique (par exemple le model-

checking).

La modélisation de systémes paralléles par
entrelacement construit naturellement des form-

1Qui plus tard, motiveront également l’introduction
des espaces de Chu [Pra94].

2Donec d’espaces simpliciaux ou d’espaces cubiques
particuliers!

FiGg. 2.1 — Entrelacements possibles.

es cubiques; par exemple des carrés comme a | b:

qui représente I’exécution asynchrone des actions
aet b (a’ et b’ sont des transitions qui ont pour
“étiquette” respectivement a et b).

L’idée naturelle est de se dire que cet en-
trelacement est un codage un peu cotiteux du
fait que a et b sont indépendants, & comparer
avec les systémes d’événements par exemple. Ce
que 'on souhaite réellement dire, c’est que tous
les mélanges possibles de sous-actions de a et
de b sont des chemins d’exécution, comme on le
montre dans la figure 2.1.

Il est donc naturel de considérer également
toutes les subdivisions possibles du carré, c’est-
a-dire 'intérieur A du carré en plus de son bord.
Le fait de considérer également I'intérieur du
carré, puis aussi, 'intérieur du cube (quand on a
trois processus) etc. en plus du graphe de transi-
tion ameéne & la notion d’ensemble semi-cubique.

La fagon habituelle de définir un ensemble
semi-cubique est de définir des fonctions bords;
par exemple pour le carré, on a quatre opéra-
teurs bord, correspondant respectivement & a,
b, a’ et b’. Ce n’est pas tout car on veut en plus
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Fia. 2.2 — Un ensemble semi-cubique représen-
tant trois accés concurrents & un sémaphore ini-
tialisé & deux.

coder la “direction du temps”. En dimension un
on utilise en effet un graphe dirigé de transitions
pour cela; on veut faire de méme pour les en-
sembles semi-cubiques. Le choix que j’ai fait est
de diviser en deux la famille d’opérateurs bords.
Dans le cas du carré, on a une famille de deux
opérateurs bord debut d} et dY, avec d}(A) = a
et d{(A) = b, et une famille de deux opérateurs
bord fin d} et d}, avec d}(A) = a’ et d}(A) = b'.
Cela étend simplement la notion de début et de
fin dans un graphe dirigé.

Si une 2-transition (carré) n’est qu’une re-
lation d’indépendance entre deux 1-transitions,
une 3-transition, ou cube, n’est pas simplement
un raccourci pour 3 relations d’indépendance.
Le fait que ’action a soit indépendante de ’acti-
on b, que b soit indépendante de ¢ et que ¢ soit
indépendante de a n’implique pas que a, b et ¢
puissent s’exécuter toutes trois ensemble de fa-
con asynchrone. C’est le cas par exemple d’une
abstraction d’un spooler d’imprimante avec deux
imprimantes, ou de deux unités flottantes?, ou
encore d’un tampon (de communication) & 2 cel-
lules, c’est-a-dire d’un sémaphore s initialisé a
24, En utilisant les notations de E. W. Dijks-
tra [Dij68], il suffit de considérer les trois ac-
tions a = b = ¢ = Ps; s peut étre partagé par
deux mais pas par les trois processus en méme
temps (voir figure 2.2). Cette sorte d’objet qui
synchronise faiblement est d’une grande impor-
tance pour les protocoles de systémes distribués
tolérants aux pannes®.

Ces propriétés ne sont pas exprimables sim-
plement dans la plupart des modéles du paral-

3Par exemple dans les microprocesseurs Pentium
d’Intel.

4Ce que 'on appelera un n-sémaphore (ici avec n =
2).

5Une pile FIFO partagée a deux entrées permet par
exemple de résoudre le probléme du consensus sans-
attente pour deux processus, alors qu’une simple variable
partagée (lecture écriture atomique) ne le permet pas.
Une bonne référence pour ces problémes est [Lyn96].

lélisme existants comme les systémes de tran-
sition asynchrones, les structures d’événements
premiéres etc. une exception notable étant les
réseaux de Pétri. Ceux-ci ont d’autres désavan-
tages: ils sont trés peu compositionels, ce qui les
rend assez peu agréables pour ’analyse de pro-
grammes (mais utilisables néanmoins pour des
protocoles booléens).

Bien siir cette discussion se généralise. L ac-
cés concurrent de n+1 processus & un sémaphore
initialisé & n est représenté par le bord d’un hy-
percube de dimension n + 1. Nous avons donc
besoin de n-transitions pour tout n > 0.

De méme que pour n = 1 et n = 2, on divise
en deux les opérateurs bords décrivant la source
et le but d’une n transition. Chaque n-transition
a n sources de dimension n — 1, données par des
opérateurs bords sources d?, 0 < i < n—1, ainsi
que n buts de dimension n — 1, donnés par des
opérateurs but d}, 0 <j<n-—1. Par exemple
pour n = 3,

(0,0,0) b (1,0,0)
. N\
c (0,1,0)4>(1, ,0

—_

(0,0,1) )

e |

(0,1,1) —— (

\

—_

1)

bl bl

L’intérieur D du cube (objet de dimension
trois) a trois bords début, les trois faces conte-
nant (0,0,0), et trois bords fin, les trois faces
contenant (1,1, 1).

Soient A, B et C' les faces (respectivement)

((0,0,0), (1,0,0),(0,0,1),(1,0,1))

1),(0,1,1))
((0,0,0), (1,0,0),(0,1,0), (1,1,0))

Soient A, B’ et (" les faces paralléles & A, B et
C respectivement.

Posons dj(D) = A, d}(D) =
et &y(D) = A', di(D) = B, di(D) = C’. Alors
dg(A) = b, d(lJ(A) =6 do( ) = a, d?(A) =6
d3(C) = a, d}(C) = b.

On peut prouver ce que l'on constate ici,
c’est-a-dire que les opérateurs bords peuvent étre
définis de telle maniére que 'on a la régle de

((0,0,0),(0,1,0), (0,0,
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commutation suivante (pour ¢ < j and k,[ =
0,1):

dfodé» = dé_lodf

Par exemple pour une 2-transition, la rela-
tion avec k =0, =1et i =0, 5 =1 veut dire
que la source du but numéro un (') est la méme
chose que le but de la source numéro zéro (a).

Inversement toute forme géométrique constr-
uite en collant des hypercubes de dimension quel-
conque le long de leurs faces peut étre présenté
comme un ensemble semi-cubique:

Définition 1 Un ensemble semi-cubique est un
ensemble gradué M = (M;); N avec des famall-
es d’opérateurs:
d;
M, ::1 M1
d;
(i, =0,...,n— 1) satisfaisant les relations

df odé» = dé»_l odf

J’ai utilisé cette formalisation dés mon pre-
mier article sur le sujet [GJ92]. En fait, les en-
sembles cubiques et semi-cubiques ont une his-
toire assez ancienne. Ils ont été utilisés dans les
premiers développements de la topologie algé-
brique par Daniel Kan et par Jean-Pierre Serre
dans sa thése [Serb1]. Aujourd’hui, la topologie
algébrique combinatoire utilise plus volontiers
les ensembles simpliciaux, union de simplexes de
toute dimension, collées selon leurs faces. Dans
la thése de Jean-Pierre Serre, la raison pour la-
quelle les ensembles cubiques ont été préférés
aux ensembles simpliciaux est que pour étudier
des fibrations, qui sont localement des projec-
tions canoniques d’un produit cartésien de deux
espaces topologiques vers le premier, il est plus
simple de considérer des ensembles cubiques qui
ont de bonnes propriétés vis-a-vis des projec-
tions®.

Dans le cas de la sémantique du parallélisme,
I'utilisation d’ensembles cubiques ou semi-cubi-
ques est naturelle comme je 1’ai expliqué plus
haut (en partant de la sémantique par entrela-
cement).

Tout ceci a un rapport direct avec les graphes
d’avancement ou “progress graphs”, qui sont une
analogie géométrique introduite il y a plus de

6Meéme si plus tard, une construction simpliciale a été
publiée, voir [MC85] et la “construction de Dress”.
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trente ans. Je n’ai réalisé cela qu’assez récem-
ment, et n’al retrouvé cette trace assez ancienne
qu’aprés Darticle de J. Gunawardena [Gun94].
La section suivante est tirée de [Gou00].

2.2 Les origines

Le premier modéle géométrique (au sens de
la topologie algébrique) du parallélisme que je
connais est le modéle des “progress graphs” (que
J’appelerai par la suite graphe d’avancement)
et est apparu en théorie des systémes d’exploi-
tation, pour décrire en particulier le probléme
d™étreinte fatale”” dans les systémes multipro-
grammés. Les graphes d’avancement ont été in-
troduits dans [CEST1] qui les attribue & E. W.
Dijkstra. En fait, ils sont apparus un peu plus
tot, pour des raisons éditoriales semble-t-il, dans
[SCT0].

L’idée de base est de donner une description
des traces d’exécution d’un systéme comprenant
plusieurs processus modifiant des ressources par-
tagées. Considérons une ressource partagée a que
I’on 1dentifie & un sémaphore quelconque, c’est-
a-dire & un objet qui peut étre partagé par n
mais pas n + 1 processus (n > 0) - dans ce
cas on l'appelera n-sémaphore. Par exemple, a
peut-étre une simple variable partagée, et alors
n = 1, ce qui permet d’assurer ’exclusion mu-
tuelle d’accés a celle-ci. Alors, étant donné n
processus séquentiels déterministes @Q1,...,Qn
que ’on abstrait par une suite de verrouillage et
de déverrouillages d’objets partagés,

Q: = R'a} .R*a? - R"a}

(R* étant soit P - verrouillage - soit V' - dé-
verrouillage - en utilisant la notation de E. W.
Dijkstra [Dij68]), il y a un moyen trés naturel
de représenter les comportements possibles de
leur exécution en paralléle. Pour ce faire, on as-
socie & chaque processus une coordonnée dans
IR". L’état du systéme paralléle correspond a
un point de IR, dont la iéme coordonnée décrit
I’état (ou temps local) sur le iéme processus.
Supposons que chaque processus démarre au
temps local 0 et finit au temps local 1; & chaque
action P et V peut étre associée une suite de
nombres rééls entre 0 et 1, qui refléte leur ordre
d’exécution. L’état initial du systéme est alors
(0,...,0) et Iétat final (1,...,1). Considérons

"“Deadly embrace” en anglais, comme E. W. Dijkstra
I’a nommé a l'origine; on dit plus couramment mainte-
nant “point mort”.
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Fia. 2.3 — Exemple de graphe d’avancement

Gl Ty

Fia. 2.4 — Le graphe de requétes correspondant

par exemple le programme composé des deux
processus paralléles 71 = Pa. Pb.Vb.Va et Ty =
Pb.Pa.Va.Vb, utilisant deux ressources parta-
gées a et b, dont ’ensemble des états est repré-
senté a la figure 2.3.

La partie grisée représente des états qui ne
sont permis dans aucune exécution: en effet un
point intérieur & cette partie est un point ne res-
pectant pas la propriété d’exclusion mutuelle.
On appelle cette partie, la partie interdite. Un
chemin d’exécution est un chemin de I’état ini-
tial (0,...,0) a I’état final (1,...,1) n’entrant
pas dans la région interdite et qui de plus a la
propriété d’étre croissant en chaque coordonnée;
on ne peut pas inverser le sens du temps. On ap-
pelle ces chemins, chemins dirigés ou dichemins.

Cette contrainte de croissance en chaque co-
ordonnée implique que les dichemins atteignant
la région hachurée sous la région interdite, ap-
pelée “région dangereuse”, sont obligés d’arriver
a un point mort, et donc ne peuvent atteindre
I’état terminal. On voit également sur la figure
2.3 que tous les dichemins atteignant 1’état ter-
minal et passant au dessus de la région inter-
dite sont équivalents en un certain sens: ils sont
tous caractérisés par le fait que T5 acquiert a et
b avant T7. Nous appelons cette propriété, une
propriété d’ordonnancement (sous-entendu, des
accés des processus aux ressources partagées).
De méme, tous les chemins en dessous de la ré-

GEOMETRIE ET PARALLELISME

Pa

Va Pb Vb

Fia. 2.5 — Le graphe d’avancement correspon-

dant & Pa.Va.Pb.Vb | Pa.Va.Pb.Vb

gion interdite sont caractérisés par le fait que 73
acquiert a et b avant T5.

On peut déja reconnaitre dans cette présen-
tation tous les ingrédients qui sont au coeur des
principaux problémes de la topologie algébrique,
c’est-a-dire la classification des formes modulo
déformation “élastique” (on peut déformer sans
jamais déchirer ou coller). D’ailleurs, les coor-
données choisies pour représenter les différentes
actions P et V' ne sont pas importantes, leur
ordre seul compte. On peut donc les déformer de
toutes maniéres, en conservant leur ordre. Donc
les propriétés d’ordonnancement, de point mort
etc. sont invariantes par déformation, ou homo-
topie. Il s’agit néanmoins d’une homotopie un
peu particuliére, et c’est ce qui fait que le reste
de la théorie est un peu compliquée. Cette homo-
topie, qui ne doit pas inverser le sens du temps,
est appelée homotopie dirigée, ou dihomotopie,
on la définira plus formellement dans la section

2.3.

Un point important est que si on arrive a
caractériser de facon pratique ces classes de di-
homotopie, on pourra trouver des méthodes effi-
caces de réduction de ’espace d’états pour faire
de ’analyse statique de programmes paralléles.
On y reviendra dans le chapitre 3.

Pour se convaincre de la différence avec ’hom-
otopie traditionnelle, considérons deux formes
homotopiquement équivalentes au sens usuel du
terme. Ces deux formes, figure 2.5 et figure 2.6,
sont bidimensionnelles et comportent deux trous.
Mais elles ont respectivement quatre dichemins
(partant de I’état initial et allant & I’état final)
et trois dichemins ou ordonnancements modulo
dihomotopie.
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Vb ¢

Pb 1

Va 1

Pb Vb Pa Va

Fia. 2.6 — Le graphe d’avancement correspon-

dant & Pb.Vb.Pa.Va | Pa.Va.Pb.Vb

Il y a évidemment une méthode simple pour
déterminer les points morts pour les processus
PV, qui était connue bien avant les graphes d’av-
ancement. Il s’agit d’une méthode utilisant un
“graphe de requétes”. La figure 2.4 montre le
graphe correspondant dans le cas des proces-
sus de la figure 2.3. Les noeuds du graphe de
requétes sont les ressources du systéme paral-
lele, c’est-a-dire ici, les sémaphores. On trace
une aréte orientée d’une ressource (ou noeud)
x & une ressource y s’il existe un processus qui,
ayant acquis un verrou sur x, a besoin d’un ver-
rou sur y a un instant donné. Une condition suf-
fisante pour qu’un systéme paralléle soit sans
point mort est que son graphe de requétes soit
acyclique - ¢’est évidemment une condition d’or-
dre géométrique.

Malheureusement, ce n’est pas une condition
nécessaire en général. Par exemple, un graphe de
requétes ne peut exprimer ce qui se passe dans le
cas de n-sémaphores, c’est-a-dire de ressources
qui peuvent étre partagées par n mais pas par
n—+1 processus. Cela nécessite en fait une version
multidimensionnelle des graphes.

Un exemple beaucoup plus “acceptable” (car
avec des sémaphores ordinaires) de ce phéno-
méne est celui du terme (introduit pour d’autres
raisons, référencé dans [Gun94]) de Lipsky et
Papadimitriou, dont le graphe d’avancement est
représenté® sous différents angles a la figure 2.8:

A=Px.Py.Pz.Vx.Pw.Vz.Vy.Vw
B=Pu.Pv.Px.Vu.Pz.Vv.Vx.Vz
C=Py.Pw.Vy.Pu.Vw.Pv.Vu.Vv
PROG=A|BI|C

8Les trous dans le cube des états sont en fait repré-
sentés en plein.

13

Fia. 2.7 — Graphe de requétes pour 'exemple
Lipsky /Papadimitriou.

<@
LR

Fia. 2.8 — L’exemple de Lipsky et Papadimi-
triou.
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Le graphe des requétes est représenté a la
figure 2.7. Il comporte des cycles, mais on peut
prouver qu’il n’y a pas de deadlock (on reverra
cela au prochain chapitre).

En utilisant les graphes d’avancement, on
peut trouver par exemple dans [CES71] un algo-
rithme pour déterminer ’absence de point mort
en O(n?) ol n est le nombre de processus du sys-
téme paralléle. La notion de région dangereuse
y avait été introduite également, avec ’espoir de
pouvoir déterminer automatiquement quels se-
raient les ordonnanceurs qui empécheraient d’
arriver & un point mort, et qui seraient équi-
valents au systéme de départ. Ce travail était
limité aux sémaphores binaires®. Un algorithme
complet de détection de points morts sur des
graphes d’avancement est décrit dans [CRJ87],
qui ne souffre pas de cette restriction. Ce n’est
cependant pas un algorithme optimal.

L’article [LP81] décrit un algorithme per-
mettant de prouver I’absence de point mort pour
deux transactions avec des sémaphores binaires,
en complexité en temps O(nlogn log logn) (o
n est le nombre de rectangles interdits).

L’utilisation principale de ces considérations
géométriques a été de permettre de prouver que
des protocoles d’accés & des bases de données
distribuées, contenant des objets partagés, pro-
tégés par des sémaphores, ne créent pas de point
mort, et également, qu’ils assurent des proprié-
tés de cohérence sans trop limiter la performance
du systéme.

Un exemple simple de propriété permettant
d’assurer la cohérence d’une base de données
distribuées est la séquentialisation. Par exemple,
la figure 2.6 représente le graphe d’avancement
d’une base de données avec deux transactions

T = PbVb.PaVa

Ty = Pa.Va.PbVb

qui essalent de modifier deux items a et b. Tous
les chemins d’exécution au dessus du trou de
gauche sont équivalents & une exécution séquen-
tielle de la transaction 7} puis de la transac-
tion T3; ils sont tous dihomotopiquement équi-
valents. Tous les chemins d’exécution en des-
sous du trou de droite sont équivalents & une
exécution séquentielle de la transaction T, puis

11 y a un moyen de traduire les sémaphores généraux
en sémaphores binaires, voir [Dij68], mais cela utilise un
codage avec des entiers, qui ne sont pas représentables
dans les graphes d’avancement.

de la transaction T7. Le troisiéme type de di-
chemin, entre les deux trous, décrit la situation
suivante: Ty acquiert b, Ty acquiert a puis 1}
acquiert a et T acquiert b. Pour se convaincre
que ce type de chemin peut ne pas étre trés sou-
haitable pour la cohérence de la base de don-
nées distribuées considérée, prenons une image
simple: supposons que les items représentent des
billets d’avions'®. Le billet aller est représenté
par a, le billet retour par b. Les transactions
Ty et Ty sont le fait de deux clients, chacun
a deux guichets trés éloignés qui n’ont aucun
moyen de se synchroniser directement. Ce troi-
siéme dichemin correspond donc au fait que 7} a
réservé uniquement son billet aller, alors que T3
a uniquement réservé son billet retour! Ce n’est
certainement pas un comportement équivalent a
une exécution séquentielle des deux transactions
T1 et Tz.

La propriété de séquentialisation: “chaque exé-
cution paralléle des transactions doit étre équ-
ivalente & une exécution séquentielle des tra-
nsactions” peut étre prise comme définition de
correction de protocoles d’accés & des bases de

données distribuées!!.

Malheureusement, étre séquentialisable est
une propriété NP-compléte (voir [Pap79]) méme
quand le modéle est restreint aux sémaphores bi-
naires. Malgré tout, on peut arriver a certaines
caractérisations agréables quand on reste dans
le cadre des graphes d’avancement.

L’étude de bases de données distribuées avec
des graphes d’avancement a débuté avec ’article
[YPKT79] puis a été poursuivie dans [LP81] et
[Pap83]. Dans [LP81], on peut trouver une des-
cription d’un algorithme de preuve de séquentia-
lisation dérivé d’un modéle de graphe d’avance-
ment, mais pour deux transactions seulement.
Le principe de Palgorithme est de déterminer la
connexité de la cléture de la région interdite!?.
Bien entendu, le probléme avec ’exemple de la
figure 2.6 est que la région interdite n’est pas
connexe, permettant aux dichemins d’entrelacer
certaines requétes de fagon inextricable.

En fait, la connexité de la région interdite
est une condition nécessaire mais non suffisante
4 la propriété de séquentialisation (en dimen-

10En fait, il faut supposer ici pour que l'image soit la
plus exacte possible que le billet spécifie un emplacement
unique de 'avion, par exemple le dernier siége.

11 (’est néanmoins une notion un peu contraignante,
et il existe d’autres versions, plus faibles.

12(Ces algorithmes sont également décrits dans le cha-
pitre “The Geometry of Rectangles” du livre [PS93].
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sion supérieure & 2). Il suffit pour s’en convaincre
de reprendre ’exemple de Lipsky et Papadimi-
triou (figure 2.8). La région interdite est connexe
mais non simplement connexe (homéomorphe &
un tore plein). Il y a un dichemin qui passe au
centre de ce “tore” et qui ne peut pas étre dé-
formé sur ’'un des bords.

Une méthode décrite dans [YPK79] permet
néanmoins de généraliser la vérification des condi-
tions de séquentialisabilité & plus de transac-
tions, en considérant des paires de processus.
On peut prouver (encore dans [LP81]) que la
complexité en temps pour la vérification de la
propriété de séquentialisation pour d transac-
tions manipulant des sémaphores binaires est de
O(nd 2¢ + d*log nloglog n).

Beaucoup de travail de nature algorithmique
a été effectué pour améliorer ces complexités.
L’algorithme optimal, décrit dans [SSW85]|, a
une complexité de O(nlogn) en temps et de
O(n) en espace pour deux transactions. Pour
plus de deux transactions, il suffit d’utiliser le
procédé de M. Yannakakis [YPKT79] permettant
de réduire le probléme de la séquentialisation en
dimension supérieure a deux en plusieurs problé-
mes en dimension deux.

De nouveaux algorithmes ont été développés
depuis, voir par exemple [Rau00], qui reposent
sur des notions nouvelles, introduites par L. Fa-
jstrup, M. Raussen et moi-méme dans [FGR99].

Je vais maintenant passer en revue les di-
verses formalisations géométriques du parallé-
lisme sur lesquelles j’ai travaillé, sans suivre ’or-
dre chronologique. La formalisation “topologi-
que” qui fait objet de la section suivante est la
plus récente, et date essentiellement de [FGR98a]
et de [FGRI9|*3. Les calculs d’invariants homo-
logiques sont eux beaucoup plus anciens, et ont
constitué le fil rouge de ma thése [Gou95al, &
partir de [GJ92], [Gou93], [Gou95b]. On peut
trouver un embryon de formalisation & partir de
w-catégories dans [Pra91], mais il a fallu beau-
coup plus de temps pour faire le lien entre cette
formalisation et I"approche homologique. J’y ai
réfléchi de maniére réguliére durant les cing der-
niéres années, et al beaucoup interagi avec P.
Gaucher, qui est celui qui non seulement a dé-
gagé les bonnes constructions qui permettent
d’améliorer les théories homologiques introduites
dans ma thése [Gou95a] mais qui en plus a mis

12Meme si [Gou96c] contenait déja des idées topolo-
giques, pour une application aux processus temps-réels,
mais qui maintenant me semblent un peu trop restric-
tives.
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au point des concepts nouveaux permettant de
produire quantité d’invariants algébriques asso-
ciés aux HDA [Gau00c]. Nous collaborons ac-
tuellement en vue d’un article “unificateur” des
deux approches, qui permettra de disposer du
méme arsenal d’invariants algébriques dans I’ap-
proche topologique. J’en dis quelques mots aux
sections 2.6 et 2.7.

2.3 Point de vue topologique

La plupart des modéles géométriques utilisés
depuis D’article [Pra91] sont basés sur une forme
ou une autre d’ensembles cubiques. Dans des
travaux récents, j’ai introduit avec Martin Raus-
sen et Lisbeth Fajstrup, dans [FGR98a] en parti-
culier, des modéles topologiques. Ce sont les es-
paces localement partiellement orientés, qui gé-
néralisent les modéles précédents. L’idée était de
pouvoir vraiment raisonner géométriquement, a
homéomorphisme prés, et non plus algébrique-
ment ou combinatoirement. Bien siir, comme
dans le cas des espaces simpliciaux et de la topol-
ogie algébrique classique, 1l y a, comme on le
montre dans [FGR99], des relations naturelles
entre les représentations combinatoires et topol-
ogiques, griace a une paire de foncteurs adjoints:
la réalisation géométrique et le foncteur cube
singulier'*. Je reprends dans cette section quelq-
ues éléments de Particle [FGR99].

Un graphe d’avancement est un espace topol-
ogique - un sous-espace de IR" en fait. En plus
de la topologie qui nous permet de définir la no-
tion de chemin continu, on a besoin d’un ordre
partiel nous permettant de caractériser 1’avance-
ment du temps. Les deux doivent étre compa-
tibles un minimum, ce qui améne & la définition
suivante:

Définition 2 Un po-espace (ou espace partiel-
lement ordonné) est une paire (X, <) formée
d’un espace topologique X et d’un ordre partiel
< tel que < soit fermée (¢’est-a-dire que < soit
un fermé de X x X avec la topologie produit).

Cela implique deux choses qui semblent na-
turelles: les ensembles + & = {y | # < y} et
lz={y|y<a} sont des fermés de X.

Si on peut donner une sémantique pour les
processus dont nous parlions dans la section 2.2,
on est bien vite limité: par exemple il n’est pas

4 Mais cela doit étre adapté a la nouvelle contrainte
de non-réversibilité du temps!
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possible de donner une sémantique aux proces-
sus récursifs ou aux boucles autrement qu’en les
dépliant entiérement. Cela n’est pas bien satis-
faisant et motive une définition plus locale: on
peut penser imposer par exemple, un ordre par-
tiel localement dans un espace topologique, mais
pas globalement.

Définition 3 Soit X un espace topologique. Une
collection U(X) de paires (U, <y) d’ouverts de
X, recouvrant X, partiellement ordonnés par <y
est appelé un ordre partiel local sur X si pour
tout ® € X il existe un voistnage ouvert non
vide W(x) C X tel que les restrictions de <y a
W (z) coincident pour tout U € U(X), c’est-a-
dire,

pour tout Uy, Uy € U(X) tels que © € U; et
pour tout y,z € W(x)NUL NUs :

y<v, 2=y <u, 2.

C’est une définition'® trés similaire & celle
des variétés différentielles, qui “ressemblent” lo-
calement & IR"™. On appelera la collection des
ouverts U un atlas pour X.

Comme pour les variétés différentielles, on
peut avoir plusieurs atlas équivalents:

Définition 4 — Deux ordres partiels locaur
sur X sont “Cquivalents™® si leur union
est un ordre partiel local sur X.

- Un espace localement partiellement ordon-
né est la donnée d’un espace topologique X
et d’une classe d’équivalence d’ordre par-
tiels locaur sur X. St de plus il existe un
recouvrement U dans cette classe d’équi-
valence tel que tous les (U, <y) € U sont
des po-espaces, alors on dit que X est un
po-espace local.

On gagne ici la possibilité de considérer des
boucles, c’est-a-dire des points (ou états) par les-
quels on peut passer dans un chemin d’exécution
un nombre quelconque de fois.

Donnons un exemple simple. Une boucle “di-
rigée” St = {e?® € @'} est un po-espace local: il
suffit de prendre U1 = {¢? € S'|0 < 0 < 27}
avec 'ordre induit par 'ordre naturel sur les 6
et Uy = {e?® € S'|r < 6 < 37} encore une fois
avec ’ordre naturel sur les 6.

Nous avons maintenant besoin de définir les
morphismes entre espaces localement partielle-
ment ordonnés, qui vont nous donner a leur tour
la notion de dichemin.

15].égérement transformée par rapport a [FGR99].
16En fait la relation d’équivalence dont il est question
ici est la cloéture transitive de cette relation.
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Définition 5 Soient (X,U) et (Y,V) deur es-
paces localement partiellement ordonnés.

Une fonction continue f : X — Y est ap-
pelée difonction si pour tout x € X 1l existe un
sous-ensemble V(f(z)) C Y sur lequel <y est
bien défini et U(z) C f~HV (f(x))) sur lequel
<x est bien défini, tels que, pour tout y,z €
U): y<xz= fly) <y f(2).

Un dichemin sur X est alors une difonction
f: I = X ou I est I’espace topologique I =
[0,1] € IR avec Iordre partiel (global) hérité de
celui de IR. On note P;(X) I’ensemble des diche-
mins de X, et Pf’ﬁ(X) I’ensemble des dichemins
de X de o & 3.

Maintenant, on peut définir précisément ce
que ’on entend par déformer un dichemin, c’est
la notion d’homotopie dirigée, ou dihomotopie.
Il est important ici de faire attention aux extré-
mités des chemins. L’idée est que contrairement
au cas classique ot il suffit'” de choisir un point
“base” et ensuite de considérer les boucles autour
de ce point base modulo homotopie, pour carac-
tériser une forme, il nous faut considérer deux
points base. En effet, il est peu probable qu’il
y ait en général beaucoup de boucles orientées
(par exemple il n’y a que les boucles triviales
constantes dans un graphe d’avancement), donc
il faut plutét choisir un point base de départ et
un d’arrivée et ensuite étudier tous les dichemins
entre ces deux points, modulo dihomotopie.

Définition 6 Soient [ et g deuxr dichemins de
X entre un pownt initial o et un point final 3.
Une dihomotopie entre f et g est une difonction
de I'x I dans X telle que pour tout x € f, tel,
H(z,0) = f(x), H(x,1) = g(z) et H(0,t) = o,
H(1,t) = 3. On note alors f ~ g.

Si ’on veut étre plus général, il faut consi-
dérer des dichemins maximaux et non des di-
chemins entre un point initial et un point fi-
nal. On entend par dichemin maximal, un élé-
ment maximal de ’ensemble partiellement or-
donné des dichemins, avec pour ordre partiel,
I'inclusion. Ceci est partiellement développé dans
[FGRI9] mais pose encore un certain nombre de
problémes, en particulier pour les dichemins in-
finis (sur des po-espaces locaux qui ne sont pas
compacts).

On a déja vu que les classes d’équivalence
de dihomotopie de dichemins sont moins nom-
breuses en général que les classes d’équivalence

17 Au moins quand on se restreint 4 une composante
connexe.
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Fra. 2.9 — “Une chambre & trois trous” et deux
dichemins non-dihomotopes.

F1G. 2.10 — “Une chambre & trois trous” (autre
vue).
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d’homotopie de chemins. Depuis ’article de V.
Pratt [Prad1], y compris dans ma thése [Gou9ba],
J’avais I'intuition qu’étudier les classes de diho-
motopie de dichemins avec extrémités imposées,
était équivalent & étudier les classes d’homotopie
de dichemins avec extrémités imposées. En fait,
cela n’est pas vrai. Il suffit pour cela de considé-
rer 'exemple des figures 2.9 et 2.10 qui viennent

des termes'®,

#sem c 2
A=Pa.Pc.Va.Pb.Vc.Vb
B=Pa.Va.Pc.Vc.Pb.Vb
C=Pc.Vc

PROG=AIBIC

Les deux dichemins représentés sur ces fi-
gures sont homotopes mais pas dihomotopes. Il
nous faut donc utiliser de nouveaux outils.

On a introduit dans [FGR99] la notion de
“composantes diconnexes” pour étudier les clas-
ses de dihomotopie des dichemins. Cela est censé
étre le pendant des composantes connexes en to-
pologie, mais comme la relation z Ry sl existe
un dichemin de x & y n’est certainement pas
une relation d’équivalence (et on ne veut pas la
rendre symétrique, ce qui reviendrait & étudier
des composantes connexes par arcs) cela est un
peu plus compliqué.

Définition 7

d’un dichemin marimal o : [ — X est

1. L’historique homotopique

ha :={ y € X|3 un dichemin
passant par y et o ~ 3}

2. Deux points sont équivalents modulo leur
historique homotopique (“homotopy hist-
ory equivalent”) si

T € ha & y € ha pour tout o € P(X).

3. Les composantes diconnexes de X sont les
composantes connexes (au sens classique
du terme) des classes d’équivalence mo-
dulo 'historique homotopique de X.

Par exemple, le complément du “drapeau Su-
isse” dans [? (voir figure 2.11) a 10 composan-
tes diconnexes. Cet exemple est la sémantique
du programme ayant pour processus paralléles
Ty = Pa.Pb.Vb.Va et To = Pb.Pa.Va.Vb (ol a
et b sont des 1-sémaphores). Dans la région 1, on
a tous les futurs possibles. Dans la région 2, on

B#sem 2 veut dire que ¢ est un 2-sémaphore. J'ai uti-
lisé dans toute la suite la syntaxe reconnue par mon ana-
lyseur.
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Fia. 2.11 — Le “drapeau Suisse”.

4 7 1
3 1 6
1 2 5

Fra. 2.12 — “Deux trous ordonnés”.

ne peut aller dans le futur que dans les régions
4 et 6, c’est-a-dire que le programme va arriver
a un point mort ou que Ty va accéder & a et b
avant 77. Dans la région 6, on ne peut venir que
de 2 et aller & 9: Ty accéde & a et b avant 77.
Dans la région 9, on peut “venir” de la région
non-atteignable 7 ou de 6. Dans la région 10, on
peut étre venu de n’importe quelle autre région
(sauf la 4).

Le complément des “deux trous ordonnés”
dans I? (voir figure 2.12, qui donne la séman-
tique de Pa.Va.Pb.Vb| Pa.Va.Pb.Vb) a 7 clas-
ses modulo I’historique homotopique. Une d’en-
tre elles contient & la fois le point initial 0, le
point final 1, et une région dans le centre de
la figure. Cette classe se décompose donc en 3
composantes diconnexes.

L’exemple de la “chambre & 3 trous” dans
I? (voir Ex. 2.9) a quant a lui 8 classes mo-
dulo I'historique homotopique. Une des classes
(au centre) se décompose en deux composantes
diconnexes.

Ce point de vue a en particulier permis de
prouver que le protocole “2-phase locking” d’acc-
és & des champs d’une base de données distribué-
es est correct (c’est-a-dire ici, séquentialisable).
On pourra trouver cette preuve, faite par M.

Raussen, basée sur les idées de [Gun94], dans
notre article commun [FGR99]. Il est & noter
que S. Sokolowski a défini dans [Sok99] un point
de vue assez similaire & ces composantes dicon-
nexes, mais en ne discriminant que le futur des
dichemins. Cela peut s’avérer intéressant dans
certaines situations (dont I’équivalence par bisi-
mulation me semble-t-il). On pourra se reporter
a ses autres travaux, trés similaires & ce que 'on
expose dans ce chapitre, [Sok98b], [Sok98¢] et
[Sok98a].

Le probléme maintenant est de savoir com-
ment calculer (éventuellement un sur- ou sous-
ensemble) de ces régions dangereuses etc. On
verra en détail des algorithmes pour déterminer
les régions 4 (dangereuses) et 7 (inatteignables)
de la figure 2.11 au chapitre 3. Je citerai éga-
lement plus tard quelques travaux donnant des
réponses partielles pour le reste des régions. Ma-
intenant je discute briévement de quelques idées
d’approximation de ces régions que j’ai pu tester
ces derniéres années.

2.4 Invariants

2.4.1 Homologie

En topologie algébrique, il est bien connu
que I’homotopie est une notion délicate. Il est
dur en général de prouver que deux espaces topo-
logiques sont homotopiquement équivalents, c’e-
st-a-dire que 'un est une déformation “élasti-
que” de 'autre. Les groupes d’homotopie, dont
I’isomorphie est nécessaire et parfois suffisante
pour décider de I’équivalence d’homotopie sont
eux-mémes durs & calculer. Les topologues algé-
bristes ne savent par exemple toujours pas calcu-
ler les groupes d’homotopie de toutes les sphéres
de dimension quelconque (alors que ce sont des
objets géométriques fondamentaux). De toutes
fagons, méme pour des ensembles simpliciaux fi-
nis, la connexité est une propriété NP-compléte
et la connexité simple, c’est-a-dire le fait que le
premier groupe d’homotopie soit trivial est non
décidable; cela est di au fait que le probléme
du mot dans les groupes quelconques est indéci-
dable.

Il existe néanmoins des “invariants homoto-
piques” calculables. Un invariant homotopique
est un foncteur qui & tout espace topologique
X associe un objet mathématique S(X) tel que
si X et Y sont homotopiquement équivalents,
S(X) et S(Y) sont isomorphes. En quelque sorte,
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ce sont des approximations siires de I’équivalence
d’homotopie, tout & fait dans le méme sens qu’en
interprétation abstraite.

Ma premiére idée, exprimée dans [GJ92], éta-
it qu’il valait mieux considérer des invariants ho-
motopiques tels que ’homologie pour calculer
les propriétés importantes des systémes paral-
leles et distribués.

Pour commencer, on peut faire une premiére
remarque, qui peut paraitre un peu sybilline: au
lieu de partir d’une sémantique de programmes
paralléles sous forme d’ensembles semi-cubiques
M = (M;);cN, on peut utiliser des ensembles
semi-cubiques “bi-gradués”; c’est-a-dire des en-
sembles

N = (Np,q)p,qe]N

Les opérateurs bords début d? vont maintenant
de N, 4 vers N,_1 4 et les opérateurs bords fin d;
vont de N, , vers Np ,_1. Les ensembles IV, , ne
sont disjoints que s’il n’y a pas de boucle dirigée
dans ’automate de dimension supérieure.
L’observation cruciale est la suivante:

Lemme 1 Considérons le diagramme suivant de

19

p
Yo
R

est représenté par le bicomplexe de Z-modules,

0
(a) @ () — (1)
01 l 01 l
0 0
(a) & (V) = (@) & (8) == 0
ol o, B 811
() ———0 0
avec 30( ) = (b)) = 1, d1(a) = 30(19’)
01 (b) = dola’) = B et Oy (a') = Oy (V) =
Les bicomplexes (ou complexes doubles de
modules) sont des objets trés importants en ho-
mologie, ils ont en effet de nombreuses proprié-
tés.

Posons,
Ker o}
- Hi(Na a0) = I 65+1
Ker a:
- H;(N,0) = Tm a’+1

R-modules (R étant un anneau intégre, par exem- o Ker f (respectlvement Im f) est le noyau

ple Z ou Z /27 comme dans [GJ92]):

-A(Np,q) _’ -’4( p— 1,q)

AN)= &1
A(Np g-1) ...
ott A(Npq) est le R-module libre engendré par

19
Ny g et

t=p+q—1

S (-1

i=0

s =

t=p+q—1

> ()

i=0

oy =

C’est un bicomplexe (faible) de module, c¢’est-a-
dire qu’il vérifie les égalités Oyo 0y = 0, 01001 =
0, 6t80061+61080:0.

Par exemple, ’automate,

9Pour se souvenir de la dimension des objets sur les-
quels agissent 9y et 91, on notera parfois 8§+q et 81p+q.

(respectivement I'image) de I’application linéaire
f. Ce sont les groupes d’homologie horizontale
(respectivement verticale), qui permettent de dé-
terminer les branchements (respectivement les
confluences) des HDA.

Dans le cas de notre exemple, on trouve,
HQ(M, 80) = (Oé), HQ(M, 81) = (1), Hl(M, 80) =
(b —a), HI(M,d1) = (t/ — d'), et les autres
groupes d’homologie sont nuls. Le générateur
(b — a) du groupe d’homologie horizontale de
dimension un exprime le fait qu’il y a un choix
non-déterministe entre les actions a et b. Le gé-
nérateur du premier groupe d’homologie verti-
cale (' — @') montre qu’il y a une confluence
entre les actions a’ et b'.

Un branchement typique en dimension deux
est par exemple:

ot les trois faces sont remplies.
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Les foncteurs homologies ont de belles pro-
priétés calculatoires (colimites, produit tenso-
riel, Mayer-Vietoris), ce qui permet de les calcu-
ler inductivement comme dans [Gou95a] ou 1’on
déduit les groupes en question pour 1’algébre de
processus CCS.

En particulier le foncteur homologie totale
défini & partir de 'opérateur bord total dy —
Oy permet aussi (voir [Gou95a] et [Gou95b]) de
définir une théorie homologique des dichemins.

Ces théories homologiques permettent de dé-
finir des invariants calculables de la dihomoto-
pie, mais ont un défaut majeur. Ce sont des
invariants trop faibles de la dihomotopie. Par
exemple ces foncteurs n’arrivent pas a séparer
les deux dichemins de ’exemple de la figure 2.9.

J’al pensé pendant longtemps que pour cor-
riger ces défauts, il fallait définir une meilleure
catégorie d’ensembles cubiques, en rajoutant des
dégénérescences. Je connaissais les travaux de
M. Evrard [Evr], mais ils ne me donnaient pas la
solution. Je n’ai découvert que plus tard (grace
a P. Gaucher) les travaux de R. Brown et P.
Higgins [BH81b] et [BH81a]. C’est finalement
P. Gaucher qui a compris le réle que devaient
jouer, non seulement certaines dégénérescences
supplémentaires mais aussi les compositions de
cubes et qui a construit des invariants homolo-
giques plus fins insensibles aux subdivisions, et
dont je parle rapidement & la section 2.6.

La théorie que je proposais dans [Gou95b]
définit bien stir des groupes d’homologie de di-
mension supérieure a un. Le but était de pouvoir
distinguer la forme de la figure 2.2 représentant
un 2-sémaphore que cherchent & accéder trois
processus, avec un 3-sémaphore dans la méme
situation. La différence entre un 1-sémaphore et
un 2-sémaphore que cherchent a accéder 2 pro-
cessus se remarque en examinant les classes de
dihomotopie des dichemins: dans le premier cas,
il y a nécessairement une exclusion mutuelle qui
sérialise ’accés a la ressource partagée. Dans le
second cas, 1l n’y a aucune sérialisation. Quand
on prend des n-sémaphores avec n > 1, on ne
peut plus distinguer leurs comportements par la
différence de comportement entre deux actions
a la suite, mais entre n + 1 actions (accés) a la
suite en général.

Pour les distinguer géométriquement, il faut
examiner des hypersurfaces de dimension n mo-
dulo dihomotopie au lieu de dichemins modulo
dihomotopie. La encore, 1l faut faire attention a
fixer les extrémités des hypersurfaces.

L’idée de [Gou95b] était simple et on peut

la retrouver sous différentes formes dans les tra-
vaux plus récents de S. Sokolowski [Sok99] et de
P. Gaucher [Gau00Oc]. Comme on peut le voir &
la figure 2.13 (& gauche en dimension deux, &
droite en dimension trois), en fixant deux che-
mins dihomotopes ayant les mémes sources et
buts, on peut considérer les surfaces qui sont le
lieu d’une dihomotopie entre ces chemins. On dit
alors que deux telles surfaces sont dihomotopes
§’1l existe une dihomotopie entre chacune des di-
homotopies qui définissent ces surfaces. Dans la
figure 2.13 les deux surfaces (I'une au dessus du
trou, l’autre en dessous) ne sont pas déformables
contintiment 'une en ’autre, alors qu’elles le se-
raient si le cube était entiérement plein. Le biais
pris dans [Gou95b] était homologique donc je
considérais des surfaces avec bords fixés modulo
I’homologie totale. Tout ceci peut se construire
par récurrence en toute dimension en considé-
rant certaines hypersurfaces de dimension n cor-
respondants & des dihomotopies entre des hyper-
surfaces de dimension n — 1, modulo dihomoto-
pie. Si je reprends I'idée avec le formalisme plus
moderne des po-espaces locaux, on sait déja dé-
finir la dihomotopie entre objets de dimension 1
que sont les dichemins. Supposons maintenant
que nous ayons défini les dihomotopies d’ordre
au plus n (n > 1) entre les dihomotopies d’ordre
n — 1 avec extrémités fixées, qui forment alors
I’ensemble P, (X)?:

Définition 8 Une dihomotopie d’ordre n + 1
(n > 1) entre des dihomotopies H, G d’ordre
n avec les mémes extrémités est une difonction
A:Tx I 5 X telle que pour tout x € I'x I,
A(xy, ... 20,0) = H(x) et A(zy,...,20,1) =
G(z). Le début de A est sp(A) = H et son but
est th(A) = G. On note P,(X) Uensemble de

telles dihomotopies.

On peut définir également des compositions
sur ’ensemble P, (X) (n > 1) commesuit: #,_1 :
Pp(X) x Py(X) = Py(X) est défini pour (f,g)
tels que 5 (f) = sn(g):

(f *p—1 g)($0; Uy xn) =

f($0a t 'a$n—1a2$n)
g($0a t 'a$n—1a2$n - 1)

Ce qui n’est pas clair maintenant, ce sont
les points suivants, qui a ma connaissance ne
sont pas résolus, aussi bien dans mon ancienne
approche que dans celles de P. Gaucher et S.
Sokolowski:

20 Ceci n’étant pas publié encore 4 ce jour.
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(0] (i)

X=3 faces au-dessus et derriere

Y=3 faces devant et en-dessous

Fia. 2.13 — Deux surfaces ayant les mémes bords
non-dihomotopes.

— Quelle est la structure algébrique de ces
“ensembles dihomotopiques de dimension
n”, que ’on voudrait étre un pendant des
groupes d’homotopie de dimension n dans
le cas classique?

— A-t’on la méme“information”?' sur le HDA
étudié si on construit seulement les hyper-
surfaces particuliéres en dimension n su-
périeure ou égale & 2 que sont les “globes”
c’est-a-dire les hypersurfaces entre une seu-
le hypersurface de dimension n — 1 et elle-
méme?

Pour le premier point il est cependant clair
dans les travaux de P. Gaucher que la structure
doit étre celle d’une w-catégorie, dont on intro-
duit le concept dans la section 2.6, qui trés pro-
bablement est un w-groupoide sauf en dimension
1. Donc pour le deuxiéme point, on obtiendrait
naturellement des groupes d’homotopie en di-
mension supérieure ou égale & deux. A-t’on en-
core plus de structure en dimension supérieure
ou égale & 3, comme par exemple la commutati-
vité de I’opération de groupe??? Ceci reste pour
le moment un probléme ouvert.

2.4.2 Coupes intemporelles

Dans la section précédente, on a tenté de ra-
mener le probléme de la classification des diche-
mins modulo dihomotopie & un probléme plus
simple de classification modulo homologie.

Une autre idée naturelle s'impose [FGR99],

210n vise évidemment ici une notion d’équivalence de
dihomotopie qu’il reste a définir a ce jour; c’est en parti-
culier I’'objet de 'article en cours d’écriture avec P. Gau-
cher [GGO1].

22Comme c’est le cas quand on passe de la structure
du groupe fondamental & la structure des groupes d’ho-
motopie de dimension supérieure
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celle de prendre des “clichés” instantanés et d’ob-
server I’évolution dans le temps. En fait, j’y re-
viens a la section 3.4 car c’est la base de la
méthode de M. Herlihy et de ses collaborateurs
pour étudier la calculabilité et la complexité des
protocoles distribués tolérants aux pannes.

Définition 9 Soit U un ensemble muni d’un
ordre partiel <. Un sous-ensemble V. C U est
appelé achronal si pour tout x,y €V 1z <y =
r =y (similaire & la notion de [Pen72]).

Définition 10 Soit (X, <) un po-espace.

1. On appelle (X, <) po-espace paramétré s’il
existe une difonction F : X — IR telle
que Xy := F~Y(t) soit achronal pour tout
teR.

2. On dit que < est Fuclidien, s’il existe un
nombre fini de difonctions f; : X — IR
telles que

Ve,ye X z<yeVi: filz)< fily);

filz) < fiy).

8. Un ordre partiel local sur un espace topolo-
gique X est dit paramétré, respectivement
Euclidien s’ (ou un de ses raffinements)
est un po-espace paramétré, respectivement
FEuclidien.

di :

Un ordre partiel Euclidien est en fait une
transcription de 'ordre naturel, composante par
composante, sur un espace Euclidien de dimen-
sion finie IR": étant donné deux points x =

[z1,..., 20,y = [y1,---,9n) € IR",

x<yeVi: z;<y.

Dans un po-espace paramétré, on peut tou-
jours reparamétrer les dichemins et les dihomo-
topies, de telle sorte que, pour un dichemin p,
et t el p(t) e F71(1).

Soit H : Jx I — X une dihomotopie bien pa-
ramétrée entre deux dichemins bien paramétrés
a,a’ + T — X. Alors pour tout ¢ € I, a(t) et
o/(t) sont contenus dans la méme composante
connexe de X; (qui est la “coupe & I'instant ¢ de
X7).

Cela nous donne donc un moyen, par I’étude
(topologie classique) des coupes, de déterminer
des obstructions a la dihomotopie, donc de trou-
ver un sous-ensemble des ordonnancements pos-
sibles. Malheureusement, cela ne nous donne qu’
une approximation en général; soit X le sous-

ensemble [0, 3] x [0, 3] x [0, 3]\ [1, 2] x [1,2] % [0, 3]
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de IR? avec P'ordre partiel naturel. Il y a deux
classes de dihomotopie de (0,0,0) 4 (3,3, 3), mais
les coupes induites par F(z,y,2) = ¢ +y + =
sont toutes connexes. Ainsi, pour obtenir toute
I'information sur les classes de dihomotopies, il
ne suffit pas de considérer une seule famille de
coupes. En fait, en un certain sens (voir la sec-
tion 2.6), il semble qu’il nous faille toutes les
familles de coupes, dans le cas d’un ensemble
semi-cubique. D’un point de vue informatique,
cela revient & dire que certains systémes asyn-
chrones n’ont pas d’horloge globale.

2.5 Ensembles cubiques

Il existe un certain nombre de notions d’es-
paces semi-cubiques. On peut tout d’abord in-
troduire les dégénérescences, utiles au moins dans
les applications informatiques pour pouvoir consi-
dérer n’importe quelle n-transition comme une
m-transition avec m > n (ol m — n processeurs
ne font rien), donc comme une sorte de transi-
tion paresseuse (“idle transition”) comme dans
les systémes de transitions de [WN94].

Définition 11 Un ensemble cubique K est un
ensemble semi-cubique (K, 0%) qui a en plus des
fonctions dégénérescences ¢; 1 K1 — K, (0 <
i <n—1) vérifiant les relations:

€i€j = i€ (1<)
€j—107 (i <J)

Ofc; = § GO (i>])
Id (1=17)

R. Brown et P. Higgins ont rajouté plus tard
dans [BH81b] des dégénérescences spéciales ap-
pelées connections:

Définition 12 K est un ensemble cubique avec
connections s’il a en plus des fonctions appelées
connections T'* : K,y = K, (0<i<n—2,
o =+, — ) vérifiant les relations:

rer? = 1 Te (<))
€5 1Fi (Z < _])
Iie; = iy (i>j)
& =€ (=)
P rlog, (i>j+1)
a]zr;f_a = J+1Ff =1Id )
8] F] = ]_HF = ejﬁj

Maintenant, on peut définir des collages de
n-cubes ou compositions, qui sont également né-
cessaires dans la modélisation informatique si
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on veut pouvoir considérer algébriquement des
chemins (qui sont évidemment des collages de
n-transitions ou n-cubes):

Définition 13 K est un ensemble cubique avec
connections et compositions st ¢’est un ensemble
cubique avec connections et st en plus on a n
opérations de composition en chaque dimension
n, +; (0<j<n—1), telles que,

St a,be Ky, alors a+; b est défint ss 3?1) =
3}a. Quand les termes des €galités suivantes sont
défints, on a:

(a +ib) = ?

(a +; ) = 9b

N _ Ofta+;-105b (i <j)
Glats) = { Ora+; b (i>])
(a+i b)+;

(c+; d) = (a+jc)+; b+] d)

i : _ €Za—|—]+1 €b (i <j)
clatjb) = { €a+j eb (i > 7)
v [ Teat T (i< )
[Hatib) = { Teat; 08b (i > j)
F}I—(a +;b) = (F] a+jc;a )

+j41(ej41a +; TFb)

[i(a+;0) = ([ a+;e€j41b)

+j+1(€5b+; T';b)

Une catégorie w-cubique est un ensemble cu-
bique avec connections et compositions tel que
chaque +; donne une structure de catégorie &
K, avec pour identités €;y (y € Gr_1) et avec
les conditions supplémentaires:

FZT" + I =62
FZ‘»" +i Iz =62

Je n’irai pas plus loin dans ce sens, qui né-
cessiterait néanmoins un travail approfondi. Il se
trouve qu’une notion équivalente a celle de ca-
tégorie w-cubique (voir [FBS00]) est celle de w-
catégorie, dont 'utilisation pour la modélisation
informatique a été mise au point par P. Gaucher.

2.6 Point de vue w-catégori-
que

L’idée remonte & I’article [Pra91], mais pen-
dant longtemps j’ai trouvé cela trop compliqué
pour m’y attaquer seul. Depuis, j’ail rencontré
Philippe Gaucher (chercheur au CNRS en ma-
thématiques & 'TRMA, ancien camarade de ly-
céel), puis Ronnie Brown, Tim Porter (Univer-
sité de Bangor) et Richard Steiner (Université
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de Glasgow), experts en complexes cubiques, to-
pologie algébrique.

Une w-catégorie est une catégorie, avec des
morphismes en toutes dimensions et des compo-
sitions correspondantes, cohérentes entre elles.
L’idée pour la modélisation du parallélisme est
que les objets, ou O-morphismes représentent les
états d’un automate de dimension supérieure,
les 1-morphismes représentent tous les chemins
possibles d’exécution®® et les morphismes de di-
mension supérieure représentent les dihomoto-
pies entre les morphismes de dimension infé-
rieure?*. En particulier les 2-morphismes repré-
sentent les dihomotopies entre les chemins d’éxe-
cution. Les lois de composition entre les mor-
phismes de dimension supérieure formalisent les
compositions des dihomotopies d’ordre supér-
ieur. Comme V. Pratt ’avait déja remarqué dans
[Pradl], les axiomes des w-catégories codent les
propriétés des compositions des chemins et des
dihomotopies dans un HDA. On trouve ’exploi-
tation des ses idées dans [Gau00b], [Gau00a] et
[Gau00d].

On va donner la définition formelle d’une w-
catégorie en trois étapes (voir [BH81c], [Str87]
et [Ste91] pour plus de détails):

Une 1-catégorie est une paire (A, (x, s,t)) sa-
tisfaisant les propriétés suivantes:

1. A est un ensemble,

2. s et t sont des fonctions de A dans A ap-
pelées respectivement source et but,

3. pour tout x,y € A, x x y est defini dés que

txr = sy,

ex(y*z) = (w*xy)*z dés lors que les deux

membres de 1’égalité sont bien définis,

b.sexax = wxte = x, s(x xy) = sz et
t(x * y) =ty (donc ssz = sx et tte = tz).

Une 2-catégorie est un triplet

(Aa (*Oa SOatO)a (*1a Slatl))

tel que,

1. les deux paires (A, (o, so,%0)) et (A, (*1, $1
t1)) sont des l-catégories,

2. 5081 = Sotl = 5y, toSl = totl = to, et pour
1 Z j, S$i8; = tiSj = 85 et Sitj = tit]’ = tj
(Axiomes globulaires)

3. (wxoy) w1 (2 x0t) = (241 2) %0 (y x1 1)
(Axiome de Godement)

2371] ne faut pas oublier que cela doit rester un ensemble
stable par composition, qui est alors la concaténation des
chemins.

24Précisément celles introduites a la section 2.4.1.

bl
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Fia. 2.14 — La w-catégorie représentant une 2-
transition.
4. 811 # j, alors s;(z *; y) = s;x *; s;y et

ti(l‘ *j y) = til‘ *j tiy.
Une w-catégorie globulaire © est composée
d’un ensemble A et d’une famille (%, sn,1n)n>0
telle que

1. pour tout n > 0, (A, (*n, $n,1s)) est une
1-catégorie

2. pour tout m,n > 0 avec m < n,
(A, (kmy Sm, tm )y (%n, Sn, n)) est une 2-cat-
égorie

3. pour tout # € A, il existe n > 0 tel que
spt = the = x (le plus petit de ces n est
appelé la dimension de z).

Un élément n-dimensionnel de © est appelé
n-morphisme. Un 0-morphisme est aussi appelé
un état de @, et un 1-morphisme, une fléche. Si
z est un morphisme d’une w-catégorie €, on ap-
pelle s, (%) la n-source de x et ¢, () le n-but de
z. La catégorie de toutes les w-catégories est no-
tée wCat. Les morphismes correspondants sont
appelés des w-foncteurs.

Maintenant, on peut donner, comme dans
[Gau00c] quelques exemples de w-catégories ven-
ant d’ensembles cubiques, ou de HDA. Par exem-
ple, Pautomate engendré par une unique 2-trans-
ition est représenté comme une w-catégorie a la
figure 2.14%5.

P. Gaucher dans [Gau00d] et [Gau00c| uti-
lise la w-catégorie engendrée par un ensemble
cubique, pour construire trois théories homolo-
giques correspondant respectivement aux bran-
chements confluences et globes (ou exclusions
mutuelles). Il les construit comme des foncteurs
nerfs, respectivement de branchement, confluence
et globulaire. C’est possible car les ensembles
simpliciaux peuvent se représenter par des w-
catégories, grace au résultat de [Str87]. En quel-

25La fleche double est un 2-morphisme dans la w-
catégorie correspondante. Cela est du en fait au résultat

de [Ait86].
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que sorte, les nerfs branchement et confluence
décrivent simplicialement toutes les coupes in-
temporelles des automates, comme indiqué a la
section 2.4.2.

Ces constructions ont de multiples avantages
sur celles de ma thése:

— Ils sont bien plus précis (I’exemple de la
chambre & trois trous devrait pouvoir étre
complétement décrit par ces homologies),

— En ce qui concerne les branchements et les
confluences, 1ils ne sont pas sensibles a la
subdivision des actions.

Deux autres points importants doivent étre

mentionnés.

A partir de ces constructions, les w-catégories
semblent pouvoir donner la bonne structure aux
“ensembles de dihomotopies”. L’équivalence de
catégorie entre la catégorie des catégories cu-
biques avec connections et compositions et la ca-
tégorie des w-catégories récemment démontrée
dans [FBS00] me conforte dans cette idée. De
plus, les travaux de R. Brown et de P. Higgins
(voir [BH81b] et [BH81a]) me portent & espérer
avoir également un théoréme de van Kampen,
trés certainement affaibli. (j’en dis un mot a la
section 2.8).

2.7 Rapports entre les mod-
éles introduits

Dans [Gou95al, j’ai décrit un certain nombre
de relations formelles entre les automates de di-
mension supérieure et d’autres modéles du pa-
rallélisme. Je n’y reviens pas.

Jexplicite ici les rapports entre présentations
topologique, catégorique et combinatoire, extrai-
ts de [FGR99].

Soit O, le cube “standard” dans IR™ (n > 0),

Op = {(t1,...,t2)|Vi, 0 < t; < 1}

Oo = {0}

et soient 6F : 0,1 — 0O,, 1<i<n k=12
les fonctions continues (n > 1),

60
a,, —

Dn—l

définies par,

SF(ty, . tnn) = (b1, tis ket )
Considérons maintenant, étant donné un en-

semble semi-cubique M, I’ensemble R(M) =[]

n
M, xO,. Les ensembles M, peuvent étre consi-

déré comme des espaces topologiques avec la to-
pologie discréte et O,, hérite de la topologie de
IR". Ainsi R(M) est un espace topologique avec
la topologie de 'union disjointe. Soit maintenant
= la relation d’équivalence induite par les iden-
tités:

Vk,t,n,Ve € Mpy1,Vt €0y, n > 0,

(07 (), 1) = (, 67 (1))

Soit | M |= R(M)/ = avec la topologie quo-
tient. L’espace topologique | M | est appelé la
réalisation géometrique de M.

On a besoin maintenant de trouver comment
interpréter I’orientation du complexe semi-cubiq-
ue en termes d’ordres partiels locaux. Pour ce
faire, on doit?® d’abord se restreindre A des cas
pas trop pathologiques:

Définition 14 Soit M un ensemble semi-cubig-
ue. On dit que M n’est pas auto-lié (“non self-
linked”) si pour tous ses n-cubes z, OF(x) =
3;?/(1‘) implique k = k" et l = 1'.

Appelons étoile d’un élément © de M

St(e, M) ={y | 3;? . .3fu”y =1
(voir par exemple [Spa66]).
On pose alors, pour y € St(z, M),

(z,1) <pe (y,u) si (5;? . .5;? (1) < u dans Oy 44

(y,u) <pe (x,t) si (5;? . .5;? (1) > u dans Oy, 44

Soient # une aréte de M et (z,v) un point
de U” dont le support est z. On pose (z,v) <z
(y, u) si il existe b dans 1’étoile de x et ¢ tels que
(z,v) <go (b,1) <gv (y, u).

(’est bien un ordre partiel; la seule diffi-
culté de la preuve réside dans la transitivité,
voir figure 2.15. En effet, aussi bien & droite qu’a
gauche de la figure, on a z <p y et y <p @ mais
a gauche, on a z <; a et a droite z <, a ou b
est ’aréte allant en profondeur & partir de x.

Alors, la réalisation géométrique d’un ensem-
ble semi-cubique non auto-1ié M définit un po-
espace local avec 'atlas {St(z, M)/x € My} et
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L2

x=q b ! b

Ne
3
<
T o

Fia. 2.15 — Hlustration de la transitivité de <.

les ordres partiels locaux <, sur chaque St(z,
La réalisation géométrique est fonctorielle, je
passe les détails ici. On a également un adjoint
(a droite) de la réalisation géométrique: prenons
(M, <) un po-espace local. Soit S(M) I’espace
topologique gradé tel que, pour tout n € IN,
S(M),, est I'ensemble des n-dicubes singuliers
de M, c’est-a-dire les difonctions du n-dicube
standard vers M. On peut définir les opérateurs
OF avec 9f (f) = fodF. Ceux-ci donnent & S(M)
la structure d’un ensemble semi-cubique.

La correspondance entre les propriétés ho-
motopiques dans les cas topologiques et combi-
natoires (cubiques) est heureusement agréable
ce qui fait que l'on peut raisonner aussi bien
géométriquement sur les po-espaces locaux (par
exemple les graphes d’avancement) qu’algébriq-
uement ou combinatoirement sur les espaces cu-
biques (donc également homologiquement). On
a pu pour le moment au moins le prouver dans
un cas simple, la dimension 2, voir [FGR99]. J’ai
de bonnes pistes pour généraliser le résultat.

Soit N un ensemble semi-cubique. Un diche-
min dans N est une suite p = (py, -+, p) d’élé-
ments de Np tels que pour tout i, 1 < 7 < k,
di(pi) = d}(pix1). di(p1) est le point initial de
p. di(px) est le point final de p.

La réalisation géométrique d’un dichemin co-
mbinatoire p de M induit un dichemin (topologi-
que) | p|dans | M |.

On dit que deux dichemins combinatoires son
dihomotopes si on peut passer de I'un & 'autre
par un nombre fini de commutations locales de
deux actions consécutives. C’est exactement la
méme notion que celle de “commutativité par-
tielle” des traces de Mazurkiewicz [Maz88].

Encore une fois, toute dihomotopie combina-
toire entre p et ¢ dans M induit une dihomotopie
(topologique) entre | p | et | ¢ |.

On a aussi 'inverse souhaité. Soient L un

26Cette restriction sera sans doute bientot levée,
semble-t-il.

ensemble semi-cubique fini et A un dichemin de
| L | (c’est-a-dire un dichemin de O; vers | L |).
Alors 1l existe une “approximation cubique” f :
S — L de h, ot S; est une subdivision de I
De plus f definit un dichemin (combinatoire)
(f(u1),..., f(ur)) que I'on appelle f. Enfin | f |
est homotope & | f | dans | L |.

Je suis en train, avec P. Gaucher, de mettre
au point la relation entre sa présentation w-catég-
orique et les po-espaces locaux. Nous sommes
confiants dans le résultat, étant donné I’article
de M. M. Kapranov et V. A. Voevodsky [KV91]
qui établit I’équivalence de ’approche topolo-
gique et de D’approche w-groupoidale dans le
cadre de la topologie algébrique classique.

Il est plus que probable que pour ce faire,
il faudra restreindre de fagon substantielle la
catégorie des po-espaces locaux. Tout comme
en topologie algébrique classique, la catégorie
des espaces topologique est bien trop grosse (et
contient des éléments bien trop pathologiques)
pour étre 'objet d’étude. On se restreint en gé-
néral aux espaces topologiques qui ont le type
d’homotopie d’'un CW-complexe [LW69]. P. Gau-
cher et moi-méme avons introduit dans [GGOI]
une notion de CW-complexe particulier, appelé
CW-complexe globulaire, et qui est essentielle-
ment un CW-complexe dont les n-cellules sont
toutes orientées; une n-cellule est homéomorphe
alx ! quotienté par les relations

(kaxla"'axn—l) = (kayla"'ayn—l)

(k = 0,1). Les avantages de cette catégorie de

{ Do-espaces sont que:

— Elle ne contient que les types d’homotopie
classiques,

— Elle permet de construire les théories ho-
mologiques de P. Gaucher (définies précé-
demment sur des w-catégories) de facon
topologique,

— Elle permet de définir une notion d’équiva-
lence de dihomotopie (qui “raffine” ’équi-
valence d’homotopie, c’est a dire les types
d’homotopie), qui devrait étre la méme no-
tion que I’équivalence faible de dihomoto-
pie, en tout cas c’est ce que l'on espére
(comme dans le cas classique).
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2.8 Quelques autres idées

2.8.1 Compositionalité et van Kam-

pen

L’idée que j’essaie de creuser en ce moment,
est celle d’une définition d’un objet mathéma-
tique qui contienne l’essentiel de l'information
des dichemins modulo dihomotopie d’un espace
localement partiellement orienté, et qui soit cal-
culable compositionnellement, ¢’est-a-dire & par-
tir d’une décomposition de l’espace en 1'union
de deux sous-espaces. Cela rendrait ’analyse de
certains systémes plus aisée. En fait, on peut
construire le pendant d’un groupoide fondamen-
tal, qui ne sera en fait qu’une catégorie fonda-
mentale®”. C’est évidemment relié aux constr-
uctions des régions diconnexes, et aussi aux cons-
tructions récentes de S. Sokolowski, voir [Sok99],
mais 1l reste encore & comparer formellement
toutes ces approches.

Soit X = (X, U, (<v)veu) un espace locale-
ment partiellement orienté.

On peut définir une opération de composi-
tion entre certains dichemins de X, allant de
PYP(X) x PPY(X) vers PO (X):

Définition 15 Soit f € P{"7(X), g € P7(X).
On définit h : I — X comme suit: pour x € f,

{ f(2x)
9(2z — 1)

Aors h € P/"7(X).

Ce n’est pas une opération commutative ni
associative en général, de méme qu’en topologie
“non-dirigée”. Par contre, encore une fois comme
en topologie algébrique classique, cette opéra-
tion s’étend aux classes de dihomotopie des di-
chemins, et devient alors associative.

On peut alors définir la catégorie suivante
C(X):

— ses objets sont les points de X,

— ses morphismes sont les classes de diho-

motopie des dichemins: un morphisme de
x vers y est une classe de dihomotopie [f]
d’un dichemin f allant de z vers y.

La composition que 'on a définie plus haut
est bien une opération associative avec identités
(les classes de dihomotopie de dichemins consta-
nts), on l'utilise comme composition de mor-
phismes. En fait, cette construction définit méme

h

()

27(est la traduction sur les po-espaces locaux de ce
que j’avais défini comme le groupe d’homotopie orienté
“total” sur les bicomplexes, dans [Gou95a].
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un foncteur de la catégorie des espaces locale-
ment partiellement orientés vers la catégorie des
catégories. En effet, soit f: X — Y une difonc-
tion d’un espace localement partiellement orien-
tés X vers un espace localement partiellement
orienté Y. On définit C(f) comme un morphisme
de C(X) vers C(Y):

— sur les objets @ de C, C(f)(z) = f(=),

— sur les morphismes [w] de C, avec w un

dichemin, C(f)([w]) = [f o w].

Alors, j’al pensé que 'on aurait sans doute
un équivalent au théoréme de van Kampen sur
les groupoides fondamentaux:

Soit X un espace localement partiellement
orienté, X et Xy deux espaces localement par-
tiellement orientés tels que,

- X=X, UX,,

— tous les chemins continus sur X;NX5 peuv-
ent étre décomposés en un nombre fini de
dichemins?®.

Soit j; : X1 N X2 — X; (respectivement jg :
X1 NXs = Xa) et ip 0 X3 — X (respective-
ment iy : X9 — X) les morphismes d’inclusion
canoniques. Alors le diagramme suivant dans la
catégorie des catégories,

ey nxa) S0 e
C(jz2) C(i1)
) g )

est co-cartesien.

Pour I'instant je n’ai toujours pas eu le temps
de m’y remettre, mais il me semble que la preuve
dans le cas du groupoide de Poincaré s’y trans-
pose sans trop d’efforts. Les composantes dicon-
nexes devraient étre reliées a cette construction
(article en cours de M. Raussen), ce qui impli-
querait que 'on aurait également un théoréme
de Van Kampen sur les composantes diconnexes
“a subdivision prés”. Franco Zappa Nardelli a
I’ENS essaie d’examiner ces aspects, ses rela-
tions avec les autres modéles du parallélisme,
et ce que cela implique en ce qui concerne le
raisonnement sur certains systémes paralléles.

28(est & dire que tous sont des “zig-zags” finis; c’est
le cas par exemple pour les ensemble cubiques.
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2.8.2 Theéorie des domaines SCHEMA DE PREUVE. C’est une conséquence du
théoréme de convexité locale (voir [Nac65] ou
[Joh82], Théoréme 1.4, Chapitre VII, page 272)
qui dit que les ensembles de la forme UNV, ou U
est un ouvert supérieur et V' est un ouvert infé-
rieur, forment une base pour la topologie de X.
Il suffit alors de prendre pour 7 (requis par la
définition 16) I’ensemble des ouverts inférieurs.

De fait, je n’ai réalisé que depuis peu qu’il y
a des connections fortes entre un cas particulier
du modéle topologique dont j’ai parlé dans la
section 2.3, et la théorie des domaines (en par-
ticulier le chapitre VII de [Joh82]), ou d’autres
considérations topologiques anciennes (le livre

[Nac65]). Cela a fait 'objet en particulier d’une L’axiome de “séparation” faible de la définition

présentation au séminaire Dagstuhl 00231 “Top- 16 est le corollaire 1.2, Chapitre VII, page 271
ology in Computer Science”; pour lequel j’espére de [Johs?] - ’

envoyer une soumission. Je résume les considéra-
tions qui font 'objet de ce projet d’article dans
cette section.

Pour des raisons qui restent encore obscures
4 mes yeux, L. Nachbin dans [Nac65] a étu-
dié des espaces topologiques particuliers, les es-
paces ordonnés compacts Hausdorff. En fait, il
ne s’agit de rien d’autre que de po-espaces com-
pacts. C’est le cas des graphes d’avancement fi-
nis. Un des résultats particuliérement intéres-
sant est qu’il existe une paire de foncteurs ad- Définition 17 Soient (X, 7) un espace topolog-
joints entre ces po-espaces compacts et un cer- tque, A lensemble de ses ouverts compacts (c’est-
tain type d’espace topologique, les espaces stabl-  a-dire les ouverts de A dont ladhérence est com-
ement-compacts. pacte dans X ), A* Uensemble des compléments

On notera PO la catégorie des po-espaces (dans (X)) des éléments de A. La topologie
compacts avec pour morphismes ceux que ’on ‘patch” sur X est la topologie (T) ayant pour
a déja défini sur les po-espaces. Maintenant, on base C'= Wnv|UeAVeAt}

définit les espaces stablement-compacts: Proposition 2 Soit (Y, o) un espace stableme-

Définition 16 Un espace topologique stableme- nt compact. On peut lut associer une structure
nt-compact est un ensemble X muni d’une topo-
logie T (¢’est-a-dire un ensemble de sous-ensem-
bl*es ouverts de X ) tel qu’il existe une topologie avec,
T sur X avec, X =V,
- TUT" est compact,
- pour tous ¥ # y dans X, i existe un élé-
ment O € T, un élément O* € 7™ tels que

reQ,ycO* et ONO* =1.

Bien sr, en général, (X', 7’) n’est pas du
tout Hausdorff, donc n’est pas un objet “géomét-
rique” standard.

Les difonctions entre des po-espaces com-
pacts Hausdorff s’envoient évidemment sur des
fonctions continues entre leurs espaces stable-
ment-compacts correspondants.

Le foncteur a de PO vers SK a un adjoint a
droite que 'on peut maintenant décrire:

(X, 7,<) =7(Y,0)

-7 =k(o),
— pour tous x,y € X, ¥ < y st pour tous
U€o avec x € U, y est ausst dans U.
Alors (X, 7,<) est un po-espace compact Haus-

En quelque sorte, (X, 7) est compact Haus- dorff.

dorfl avec Uaide de la topologie 7. Qui plus est, v définit un foncteur de SK vers

On note SK la .catégorie dont les objets sont  p( (transformant les fonctions continues de SK
les espaces topologiques stablement-compacts et o, des difonctions de PO).

dont les morphismes sont les fonctions conti-
nues.

Considérons maintenant une dihomotopie H
entre deux dichemins f et g avec les mémes dé-

Proposition 1 Soit (X, 7,<) un po-espace Hau- buts et fins dans X. (C’est tout simplement une

sdorff compact (T est la topologie, < est l'ordre difonction de [ x [ vers X telle que H(0,.) = f

partiel). Construisons (X', ') un espace topolog- €t H(l,.)=g.

ique a partir de (X, 7,<) comme suit: Ainsi a( H) est une fonction continue de a(f)
- X' =X, vers a(g), qui sont elles-mémes des fonctions

= =

— 7', Uensemble des ouverts, est composé des continues de a(I x ) vers a(X). Mais oI x ) =
éléments U de T qui sont tels que Ve € U, T x a(l), car «(I) = I (tout sous-ensemble de
Yy > x, y € U (“ensembles supérieurs”). I est supérieur). On en conclut que o(H) est

Alors (X', 1') est un espace stablement-compact. une homotopie (classique) entre a(f) et a(g).
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On a donc prouvé un critére d’obstruction a la
dihomotopie:

Proposition 3 Sotent f et g deuxr dichemins
dans le po-espace compact Hausdorff X. Alors
a(f) et a(g) ne sont pas homotopes (au sens
classique du terme) implique que f et g ne sont
pas dihomotopes.

La question qui se pose naturellement est de
savoir 8’1l peut y avoir une réciproque a ce résul-
tat; soit H’ une homotopie entre a(f) et a(g).
A quelle condition existe-t-il une dihomotopie H
entre f et g7 A-t-on de surcroit o(H) = H'?

Une premiére idée pour étudier les homoto-
pies entre a(f) et a(g), étant donnés f et g deux
dichemins dans un po-espace compact Hausdorff
X, est d’étudier les homomorphismes de groupes
entre les groupes d’homotopies de a(f) vers les
groupes d’homotopie correspondants de «(X).
Tout d’abord, on peut voir assez facilement que
a(f) est un espace topologique compact et conn-
exe.

Comme a(f) est connexe, on peut définir
son groupe fondamental ﬂl(a(f)) en choisissant
n’importe quel point base, par exemple 0. Mal-
heureusement, en étudiant les fonctions conti-
nues de [ vers a(f), qui sont les fonctions semi-
continues inférieurement de I vers I, on s’aper-
¢oit que a(f) est un espace topologique simple-
ment connexe.

Donc il n’y a aucun homomorphisme de gro-
upe intéressant de ﬂl(a(f)) vers 7 (a(X)).

Pire encore, on peut montrer que 'on peut
déformer continiment (pour la topologie de a(fx
f)) n’importe quel chemin continu (pour la to-
pologie de T x I) maximal en n’importe lequel
autre, en passant par des chemins discontinus,
pour la topologie de I x I; ce qui implique que
I’homotopie des fonctions de a(f) vers a(fx f)
ne permet méme pas de distinguer la présence
d’un trou dans la surface I x [I!

En fait, il existe une notion de fonction par-
faite [Esc01] qui raffine la notion de fonction
continue, et qui permet de transformer 1’adjonc-
tion entre espaces stablement-compacts et po-
espaces compacts, en une équivalence de caté-
gorie (il suffit de considérer la sous-catégorie des
espaces stablement-compacts avec pour morphis-
mes, ces fonctions parfaites). La question est,
peut-on développer une théorie homotopique “pra-
ticable” sur des espaces stablement-compacts,
avec des fonctions quelque part entre des fonc-
tions continues et des fonctions parfaites?
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L’autre question importante est de savoir s’1l
existe un pendant aux espaces localement par-
tiellement ordonnés. S. Vickers examine cette
possibilité avec un de ses étudiants & Milton
Keynes.

2.8.3 Autres problémes

Il existe un certain nombre d’autres travaux
“géométriques” s’appliquant & des modéles du
calcul. En particulier, il y a les travaux de F. Mé-
tayer, [Mé&t94] et [Mét95] et de K. Basu [Bas97a]
et [Bas97b] qui, me semble-t-il, peuvent avoir
un rapport avec ce que je tente de faire pour
le parallélisme. De facon plus générale, il doit
y avoir un rapport avec le programme géomé-
trique (et logique) de J.-Y. Girard (dans lequel
on peut entre-apercevoir également les notions
de ressources, et de parallélisme, chez Y. Lafont
par exemple).

Ce qui me parait plus proche de facon im-
médiate est le rapport avec les systémes de ré-
écriture, et en particulier le théoréme de Squier
[Squ87]. J’y ai pensé dés ma thése mais je n’ai
hélas pas eu l'occasion de me pencher dessus
a nouveau récemment. Je présente néanmoins
quelques idées sur le sujet, car je crois que la for-
mulation w-catégorique (ou par les CW-comple-
xes globulaires) nous permettra peut-étre d’ai-
der & comprendre le phénoméne.

Un monoide (M, 1,.) est finiment présenté
(respectivement, par un systéme de réécriture
canonique) s’il existe un ensemble fini de sym-
boles S et un ensemble fini R de relations (res-
pectivement de régles orientées) sur S* tels que
M = S*/R (respectivement tel que M soit iso-
morphe & S* quotienté par la congruence en-
gendrée par R). On dit de plus quun monoide
(M,1,.) a un probléme de mot décidable s’il
existe un algorithme (qui termine toujours) per-
mettant de décider si deux mots de M sont égaux.
Le théoréme de Squier prouve que tous les mo-
noides finiment présentés avec un probléme de
mot décidable ne peuvent pas forcément étre
présentés par un systéme de réécriture cano-
nique fini. En fait, 1l dit plus: si M peut étre
présenté par un systéme de réécriture canonique
fini, alors le troisiéme groupe d’homologie de
M est de rang fini. Plus tard, on a remarqué
qu’en fait tous les groupes d’homologie devaient
étre de rang fini (voir par exemple [Kob90], et
[SOK94]).

J’avais remarqué dans ma thése que tout cela
ressemblait fortement & un probléme d’homoto-
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pie dirigée (par exemple la résolution construite
dans [Gro91] est un espace cubique). En fait,
Iexplication de [SOK94] et surtout celle plus ré-
cente donnée avec des 2-catégories dans [Laf95]
me laisse & penser que ’approche w-catégorique
(et aussi ’approche topologique sans doute) doi-
vent nous permettre d’obtenir des caractérisa-
tions plus précises de ce qu’est un monoide pré-
senté par un systéme de réécriture canonique
fini. En effet, dans le cas du parallélisme on
se contente de caractériser par dihomotopie cer-
tains monoides “partiellement commutatifs” (co-
mme dans la théorie de Mazurkiewicz), c’est-a-
dire ot les seules relations possibles sont des re-
lations de commutations particuliéres (un peu
plus compliquées dans le cas de n-sémaphores,
n > 1, ou il faut considérer des cycles de lon-
gueur n+1). Dans le cas de [Laf95], les relations
du monoide sont présentées par des 2-cellules
dans une 2-catégorie. J’espére pouvoir revenir
plus tard sur ce sujet.

En attendant, ce qui m’a plus préoccupé, en
rapport avec la logique et la réécriture, c’est
I’étude, initiée par mon frére Jean Goubault-
Larrecq, de la logique modale S4, et de ses preuv-
es. En fait, on peut remarquer que la modalité
O de S4 engendre une comonade. Or, une como-
nade engendre naturellement un espace simpli-
cial augmenté (c’est la résolution Bar “abstrai-
te”), voir [MLT1]. Il est alors intéressant d’exa-
miner comment les preuves S4 transforment les
espaces simpliciaux augmentés. C’est ’objet de
notre article [GLG99] (présenté mais non en-
core publié). Nous sommes en train de réfléchir
a des extensions de ce travail, car le phénoméne
semble général: selon la comonade choisie, on
obtient des espaces simpliciaux augmentés dif-
férents qui ont chacun leur intérét.

29
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Chapitre 3

Analyse statique de programmes

paralléles

La communauté des sémanticiens a redécou-
vert (aprés les travaux sur les graphes d’avance-
ment, essentiellement le fait d’algorithmiciens)
les considérations géométriques que je viens de
développer.

Cette redécouverte date de ’opposition entre
les partisans des sémantiques “vraiment parallé-
les” et les partisans de sémantiques par entre-
lacement. La base du contentieux est que, dans
une sémantique par entrelacement, on représente
le parallélisme par le mélange de toutes les ac-
tions en paralléle, c’est-a-dire par une simulation
sur un processeur. Cela implique de confondre
parallélisme et choix non-déterministe, donc avec
lexclusion mutuelle également!.

Certains tenants des sémantiques par entrel-
acement prétendent que I’asynchronie n’existe
pas réellement. Mon point de vue est - en me
faisant un peu l'avocat du diable - exactement
le contraire: la synchronie est physiquement non
observable en général, mais est une bonne ap-
proximation dans un certain nombre de cas pra-
tiques. En tous les cas, il y a des problémes pra-
tiques pour lesquelles on aurait du mal & faire
des hypothéses synchrones, comme par exemple
pour de vrais systémes distribués (internet par
exemple), pour lesquelles il est peu probable qu’
on puisse un jour disposer d’une horloge globale,
accessible de facon simultanée? par tous.

La sémantique par entrelacement crée de plus
un certain nombre de problémes pratiques pour
I’analyse statique. Les entrelacements construis-
ent un grand nombre d’états qui sont complé-
tement inintéressants pour la sémantique et la
vérification (il ne s’y passe rien). Par exemple,

1Voir a ce propos la figure 3.1 qui code en méme
temps a | b et a.b+ b.a.
2La vitesse de la lumiére est finie. . .
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Fi1g. 3.1 — a | b (entre- Fig. 3.2 — Un raffine-
lacement ment de a | b

quand toutes les actions de deux processus en
paralléle sont indépendantes, il suffit de consi-
dérer ’exécution de 'un d’eux avant 'autre et
non tous les entrelacements possibles pour com-
prendre le systéme3.

Ce probléme est connu dans la littérature
sous le sobriquet “explosion combinatoire”. Il ex-
iste des techniques pour éviter cela autant que
faire se peut, la plupart d’entre elles étant dé-
rivées de considérations sémantiques “vraiment
paralléles”. Par exemple la méthode des “stub-
born sets” de [Val90] vient de considérations sur
les réseaux de Pétri, et celle des “persistent sets”
de [GWI1] est basée sur la théorie des traces de
Mazurkiewicz.

Un autre probléme est celui du raffinement,
qui est une fagon assez commode d’imaginer faire
de I’analyse de programmes (ou plutét sans dou-
te de spécifications, & la SDL). Comme cela est
en partie décrit dans [vGG8Y], c’est assez diffi-
cile & appliquer dans des sémantiques par entre-
lacement. Supposons par exemple que ’action
a de la figure 3.1 ne soit en fait pas atomique,
et soit composée des deux sous-actions c¢ et d.
Alors la sémantique par entrelacement de a | b

3Le lecteur avisé sent déja poindre la notion d’homo-
topie.
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n’est plus équivalente & a puis b ou b puis a. Le
chemin ¢, b puis d manque (voir la figure 3.2, la
partie manquante étant représentée par la ligne
en pointillé).

Cela implique qu’il faut avant méme toute
analyse statique basée sur une sémantique par
entrelacement, poser comme hypothése ’atomi-
cité de toutes les actions potentiellement présen-
tes. Cela peut rendre les choses trés lourdes. On
peut remarquer a ce propos la similarité avec le
probléme du choix de la “base de temps” dans les
sémantiques opérationnelles de systémes temps-
réel?.

En fait, le raffinement s’exprime géométri-
quement comme une subdivision comme on le
voit dans les figures 3.1 et 3.2°.

Il faut noter que les 2-transitions ne sont
rien d’autre que des relations de commutation
locales, comme dans la théorie des traces de Ma-
zurkiewicz [Maz86], ou encore des relations d’in-
dépendance, comme dans les systémes de transi-
tions asynchrones [Bed88] et [Shi85], ou dans les
automates de traces [Kah74, KM77], ou encore
dans les systémes de transition avec indépen-
dance [SNW94], ou indirectement avec la rela-
tion de “confluence” des systémes de transition
paralléles [Sta89].

Il y a néanmoins deux ingrédients supplé-
mentaires aux HDA: I’élégance et le puissance
des outils de formalisation géométrique (ainsi
que l'intuition qu’elle peut dégager), et la généra-
lisation naturelle & des phénoménes de dimen-
sion supérieure (c’est-a-dire, on I’a déja vu, a
des relations d’indépendance n-aires).

Dans [Gou93] j’ai essayé de montrer com-
ment on peut modéliser des “vrais” programmes
(pas seulement des P et des V) avec des HDAs.
Je ne suis plus persuadé que la présentation que
j’en avais faite soit trés pratique. Il faudrait sans
doute retravailler cela, peut-étre dans le style de

4A ce propos, la géométrie 1a encore permet d’étre
bien plus naturel. J’avais décrit mes premiéres idées sur
ce sujet dans [Gou96c|, mais idéalement, il faudrait les
retravailler pour utiliser une version des po-espaces lo-
caux. Il est clair que la structure topologique continue
doit la étre utilisée, surtout qu’elle colle parfaitement
aux découpages combinatoires que 1’on peut en faire en
choisissant une base de temps, grace aux remarques de
la section 2.7. Pour ceux qui sont intéressés par les sys-
témes hybrides, les notions topologiques sont les mieux
a méme d’éviter de tomber dans les classiques paradoxes
de Zénon.

5Et 'indépendance des propriétés homotopiques des
ensembles simpliciaux et cubiques modulo subdivision
nous assure que les invariants géométriques de la séman-
tique sont stables par raffinement.
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la sémantique de [FS00].

Je m’étais ensuite essayé a un certain nombre
d’analyses statiques par interprétation abstraite
[CCT7] A partir de sémantiques par HDA.

La premiére étape a été publiée dans [CG93],
puis dans [Gou95a] et [Gou95b] jai décrit une
premiére méthode pour déterminer un sur-ense-
mble des ordonnancements possibles & partir de
sémantiques géométriques.

Au méme moment, R. Cridlig utilisait une
sémantique géométrique pour faire du model-
checking dans [Cri95] (pour des machines & mé-
moire partagée) et dans [Cri96] (sur CML, c’est-
a-dire des machines qui fonctionnent par pas-
sage de messages). Il a d’ailleurs implémenté un
analyseur d’un langage Pascal paralléle, voir &
ce propos

http://wuw.dmi.ens.fr/“cridlig.

D’autres propositions reliées a ’analyse sta-
tique ont été faites pour utiliser 'information sé-
mantique présente dans la sémantique géométri-
que. Par exemple, Y. Takayama dans [Tak95] et
[Tak96] a proposé d’aider a la parallélisation au-
tomatique de programmes séquentiels (il a ap-
pliqué cela & CCS).

Je décris dans les sections suivantes mes trav-
aux les plus récents dans ce domaine, essentielle-
ment extraits de [FGR98a] et de [FGRI8b], qui
concernent la détection de points morts et de
fagon équivalente (par inversion du temps) des
états inatteignables. C’est un algorithme capital
car il est au coeur d’un analyseur d’ordonnance-
ment [Rau00]. Cela n’étonnera pas les habitués
du model-checking, dans lequel on passe souvent
par un algorithme de détection d’états inatteign-
ables pour la vérification de systémes paralléles,
voir par exemple [GW91].

3.1 Analyse de points morts

et d’états inatteignables

Pour donner des exemples, nous utiliserons
le langage suivant; les processus seront:

Proc = € | Pa.Proc | Va.Proc

Proc+ Proc | Y

ol a est n'importe quel élément de O, en-
semble d’objets partagés. Chacun de ces objets
peut é&tre partagé par au plus s(a) processus (ot
s est une fonction de O vers IN). ¥ est une
variable de processus, permettant la définition
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Fia. 3.3 — Premiére sémantique appliquée a

PaVa|PaVa

de processus récursifs (par des équations récur-
sives). Les programmes Prog seront constitués
d’un nombre fini de processus en paralléle.

3.1.1 Premiére sémantique

Un environnement d’exécution pour le lan-
gage considéré est une fonction p : O — IN
qui décrit pour chaque objet de O combien de
processus peuvent encore y accéder. Prenons un
programme X; | ... | X, et écrivons X; =
Qix;.Y; avec 1 <i<n, @Q; € {P,V}eta; €0
pour les processus X; qui ne sont pas vides.

On pose alors:

[Xo - I Xklp= (Xa |- [ Xk, p)+
Yol Xo |- [ Xelpr + -
FIX T | Koot | Yi]pw
ot (X1 | -+ | Xk, p) est un k-rectangle et on

piy 1 < i < k est tel que p; (b) = p(b) pour tout
be O, b# a;, et pi(a;) = pla;)—1s1Q; = Pou
pi(ai) = pla;) + 181 @; = V. Sl existe a € O,
pla) <0,

Xl [ Xelp= Vil Xo| [ Xelpr +- -
X | | X | Yelpw

avec les mémes environnements p;, 1 < < k.
On a ensuite les régles classiques:
(Elimination des variables de processus)

[Xi]- Y. Y| [ Xe]p=
[Xi| | Procy.Y; |-+ | Xelp

(Elimination de plus)
[0 || Vi Z |- Xl =

[Xo - 1Yl | Xelpti
[Xo o1 Zi [ | Xellp
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Un premier algorithme simple pour trouver
les points morts, et les régions y conduisant iné-
luctablement (dites dangereuses) est le suivant.
On commence par calculer la région interdite
d’un systéme parallele, ' = Ui RZ" union d’hy-
perrectangles R' = [a}, b} x - -x[al,bL] C I" =
[0,1]™. Son complément dans I" crée un graphe
d’hyperrectangles (états globaux): deux hyper-
rectangles R, R’ € R sont reliés par un arc de
RAR —onécrita R— R —si R< R etsiR
et R' ont une face en commun (c’est le graphe a
droite & la figure 3.3).

Les points morts sont alors les feuilles de ce
graphe (en fait celles qui ne sont pas ’état final
“autorisé” 1 = (1,...,1)). On peut alors propa-
ger en arriére F' pour calculer la région dange-
reuse: on rajoute & chaque itération les hyper-
rectangles dont tous les bords fin sont dans la
région interdite.

Un exemple de la construction de la séman-
tique sur le terme Pa.Va | Pa.Va est donné a
la figure 3.3. Un exemple d’application du pre-
mier algorithme de détection de points morts est
donné pour le terme

A=Pa.Pb.Vb.Pc.Va.Pd.Vd.Vc
B=Pb.Pd.Vb.Pa.Va.Pc.Vc.Vd
PROG=A|B

a la figure 3.4.

C’est une méthode qui est cotiteuse (un peu
comme ’entrelacement, méme si elle est souvent
meilleure) - voir & ce propos les benchmarks du
chapitre 3. Elle est assez similaire & la méthode
utilisée pour le model-checking par Régis Cridlig
dans son analyseur de Pascal Paralléle.

3.1.2 Deuxiéme sémantique

Dans le cas ot on n’interpréte pas la somme
non-déterministe (+) ni les boucles®, on peut di-
rectement donner une construction géométrique
de la région interdite; c’est la deuxiéme séman-
tique [.]2 donnée par la régle:

[k’l,rl] X e X [k’n,rn] S [[X1 | | Xn]]Z
s’il existe une partition de {1,--- n} en U UV
avec card(U) = s(a) + 1 pour un objet a avec,

- Xi(k;) = Pa, X;(r;) = Vapour i € U,

- Xi(u) # Paet X;(u) # Vapour k; < u<

ri,

80n se reportera a [FS00] pour une construction to-
pologique générale.
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Fra. 3.4 — Les 1térées successives calculant la
région dangereuse.

~k; =0,r; =1; pour j € V. I; est la lon-
gueur de X;, considéré comme une chaine
de caractéres sur I’alphabet {Pa,Va | a €
O}.

L’espace topologique partiellement orienté pro-
duit par cette sémantique est alors I”\{)o(| X €
[X1]...] Xn]2- On peut alors trouver un algo-
rithme de calcul des points morts plus intelligent
grace aux remarques suivantes (voir [FGR98al).

Pour tout ensemble d’indices non-vide J =
{i1,.. ., i} C{1,...,n} on définit

RJ:Rilﬂ...ﬂRik:[a{,bi]]x"'x[ar{’br{]

avec a“f = max{aﬂi € J}et b}j = min{b§|i €J}
Cet ensemble est encore un hyperrectangle
sauf s’il est vide. Soit a’ = [af, ..., a)] = min R’
le point minimal dans cet hyperrectangle.
Pour tout 1 < j < n, soit a“f le “deuxiéme
al = a' avec alt < a;s < a“f pour aé»’ + a“f,
et considérons I’hyperrectangle semi-ouvert

plus grand” des a7/, c’est-a-dire,

U7 =laf,af] x - x]a], a]]

“en-dessous” de R’. Alors on a la propriété sui-
vante:

Théoréme 1 1. Un point x € X = I"\F
est un point mort st x £ 1 et sl y a
un ensemble d’indices @ n éléments J =
{it, ... in}, avec R # 0 et x = a’ =
min R7.

2. 5i x = minR’ est un point-mort, alors
Uhyperrectangle semi-ouvert U7 est dan-
gereux, c’est-a-dire, tout dichemin I™ par-
tant d’un point y € U’ wva s’arréter a la

V]
frontiére de F.

On a alors un algorithme tout trouvé pour
calculer la zone dangereuse. On commence par
chercher I’ensemble D des points morts de X
(c’est-a-dire les intersections non-vides d’exacte-
ment n hyperrectangles) et, pour chaque point-
mort ainsi trouvé a’ € D, on détermine I’hyper-
rectangle dangereux U7,

On pose alors Fy = F|JUasepU”7. On itére
ce procédé en partant de la nouvelle région in-
terdite F7, ainsi de suite. On peut montrer que
cet algorithme s’arréte avec un ensemble Fj, tel
que I™\ I, ne contient aucun point mort. L en-
semble F,, caractérise la région interdite et la
région dangereuse.

Par exemple, le terme plus haut, étudié a
la figure 3.4 donne lieu a quatre itérées et non
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Fra. 3.5 — Itérées successives avec la deuxiéme
méthode.

F1c. 3.6 — Une région dangereuse créee par l'in-
teraction avec un bord.

treize comme avec la premiére méthode, que ’on
peut voir a la figure 3.5.

Il faut cependant faire attention aux “bords”
avec cette méthode, comme on le montre & la fi-
gure 3.6. Il faut en effet considérer les bords du
carré, cube etc. du graphe d’avancement, comme
étant délimités par des hyperrectangles inter-
dits, voir la figure 3.6, ot j’al représenté les quatre
carrés entourant ’automate. Si un des hyperrec-
tangles interdits touche le bord, alors il crée une
intersection, qui peut & son tour créer une région
dangereuse.

L’exemple classique” des 3 philosophes A, B
et C' essayant de diner ensemble autour d’une
table ronde, en utilisant les trois fourchettes a,
b et ¢ est donné par le terme:

7Tous ces exemples sont traités automatiquement par
mon vieil analyseur dont l'implémentation est décrite
dans le chapitre suivant.
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Fia. 3.7 — Les 3 philosophes.

"

Fia. 3.8 — Un exemple ot ’on modifie le niveau
de partage.

A=Pa.Pb.Va.Vb
B=Pb.Pc.Vb.Vc
C=Pc.Pa.Vc.Va
PROC=AIBIC

La figure 3.7 représente & gauche la séman-
tique (les trois cylindres & section carrée formant
la région interdite) et & droite, la région dange-
reuse.

Un autre exemple intéressant est donné par
le terme:

A=Pa.Pb.Va.Pc.Vb.Pd.Vc.Pe.Vd.Pf.Ve.Vf
B=Pf.Pe.Vf.Pd.Ve.Pc.Vd.Pb.Vc.Pa.Vb.Va
C=Pf.Pe.Vf.Pd.Ve.Pc.Vd.Pb.Vc.Pa.Vb.Va
PROG=A|BI|C

Sa sémantique et région dangereuse sont don-
nées a la figure 3.8, & gauche quand on sup-
pose que les sémaphore utilisés sont tous des
1-sémaphores, et & droite quand ce sont des 2-
sémaphores: dans ce cas il n’y a plus de région
dangereuse.

Un dernier exemple classique est celui de Lip-
sky et Papadimitriou référencé dans [Gun94]. Tl
correspond au terme,

A=Px.Py.Pz.Vx.Pw.Vz.Vy.Vw
B=Pu.Pv.Px.Vu.Pz.Vv.Vx.Vz
C=Py.Pw.Vy.Pu.Vw.Pv.Vu.Vv
PROG=A|BI|C
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Fia. 3.9 — L’exemple de Lipsky et Papadimi-
triou.

dont on a les différentes vues & la figure 3.9. En
fait, la région interdite est trouée, et peut laisser
passer une classe de dihomotopie de dichemin,
sans point mort.

3.1.3 Boucles

Nous avons vu ce qui se passe dans le cas des
processus PV qui forment des graphes d’avance-
ment. Qu’en est-il des boucles (et donc des po-
espaces locaux)?

Prenons par exemple le terme:

A=Pa.(Pb.Vb.Pc.Vc)*.Va
B=Pc.Pb.Vc.Pa.Va.Vb
PROG=A|B

Sa sémantique, telle que définie dans [Faj00]
ou dans [FS00] revient & représenter géométri-
quement le programme ol on déroule une fois
toutes les boucles (y compris internes), c’est-a-
dire ici,

A=Pa.Pb.Vb.Pc.Vc.Va
B=Pc.Pb.Vc.Pa.Va.Vb
PROG=A|B

puis & replier sur chaque coordonnée ot on a une
boucle. Ce processus est décrit a la figure 3.10,
ol on passe du dessin de gauche a celui de droite
en repliant les points d’abscisse juste aprés Pa
sur ceux juste aprés Pa.Pb.Vb.Pc.Vc.

On peut parfaitement généraliser les concepts
de régions dangereuses et inatteignables. Ici, on
dit qu’un état est dans la région dangereuse si il
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Fia. 3.10 — Repliage de la sémantique

L

Fic. 3.11 — Un dépliage et la région dangereuse
correspondante.

n’existe pas de chemin fini partant de ce point
permettant d’atteindre 1’état final. C’est le point
de vue de [Faj00] que je suis ici. On peut aussi
modifier la définition pour autoriser les chemins
infinis®, et c’est le point de vue de [FS00] qui
aboutit aux mémes types de résultats.

L’idée naturelle est d’essayer de trouver un
critére simple permettant de dérouler de facon
minimale les boucles, pour déterminer les ré-
gions dangereuses. A priori ce n’est pas évident,
comme on le montre maintenant.

On s’apergoit qu’un point juste en dessous
de la région dangereuse pour un dépliage, pour
I’exemple de la figure 3.10, n’est pas dans la ré-
gion dangereuse, car il y a un chemin vers 1’état
final avec un ou zéro déroulement de la boucle
(voir figure 3.11). Mais avec deux déroulements
(figure 3.12), il semble appartenir & la région
dangereuse.

Voici un exemple plus compliqué qui montre
qu’inversement, on peut avoir 'impression en
déroulant les boucles qu’un état est dans une
région dangereuse, alors que ce n’est en fait pas
le cas. Considérons la sémantique de

A=Pd.Pa.(Pb.Va.Vd.Pc.Vb.Pa.Pd.Vc.Pb.Va.
Pc.Vb.Pa.Vc.Pb.Va.Pc.Vb.Pa.Vc)*
.Va.Pe.Vd.Ve

8 Quand on s’intéresse aux systémes d’exploitation, on
ne veut considérer comme dangereux que les points qui
n’ont qu’un futur fini qui n’atteint pas un état final.
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Fic. 3.12 — Région dangereuse aprés deux dé-
roulements.

Fia. 3.13 — Repliage de la sémantique sur un
tore.

B=Pe.Pa.(Pb.Va.Pc.Vb.Pa.Vc.Pb.Va.Pc.Vb.
Pa.Vc)*.Va.Pd.Ve.Vd
PROG=A|B

Elle est obtenue, comme il y a une boucle
sur chaque coordonnée, par un repliage d’une
portion de la sémantique de,

A=Pd.Pa.Pb.Va.Vd.Pc.Vb.Pa.Pd.Vc.Pb.Va.
Pc.Vb.Pa.Vc.Pb.Va.Pc.Vb.Pa.Vc
.Va.Pe.Vd.Ve
B=Pe.Pa.Pb.Va.Pc.Vb.Pa.Vc.Pb.Va.Pc.Vb.
Pa.Vc.Va.Pd.Ve.Vd
PROG=A|B

sur un tore, comme indiqué a la figure 3.13.

Si on regarde la partie repliée sur le tore, et
en représentant les trous en plein, on a la figure
3.14.

Si on déroule deux fois chacune des deux
boucles, on obtient la figure 3.15 dans laquelle
j’al représenté cote a cote la vue dépliée et un
chemin correspondant sur le tore.

En déroulant deux fois la boucle pour A et
trois fois celle pour B, on obtient la figure 3.16,
ol on a également représenté la région dange-
reuse. Ce que l'on peut voir sur cette figure, c’est
que ’on peut trouver des dichemins qui ne vont
pas s’arréter sur un point mort contrairement a
ce que 'on avait pour les déroulements précé-
dents.

Le résultat important, démontré par L. Fa-
jstrup dans [Faj00] est que les points morts sont
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F1c. 3.14 — Une vue de la région interdite sur le
tore (encore représentée en plein).

Fra. 3.15 — En déroulant deux et deux fois.

Fra. 3.16 — En déroulant deux et trois fois.
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calculables en un déroulement. L. Fajstrup mon-
tre également que l'on peut calculer la région
dangereuse en examinant certains déroulements
seulement, en nombre fini, coordonnée par co-
ordonnée. Un résultat similaire a été démontré
dans [FS00] par L. Fajstrup et S. Sokolowski,
dans le cas ot les boucles représentent cette fois-
ci des comportements potentiellement infinis (et
pas seulement finis non-bornés). J'essaie main-
tenant d’améliorer mon analyseur statique pour
tirer partie de ces résultats. .

3.2 Analyse d’ordonnancem-

ents .

Je ne reviendrai pas ici sur les travaux qui
remontent & ma thése, portant sur des méthodes
homologiques pour approximer les ordonnance-
ments, et publiés dans [Gou95b].

Le fait important, démontré par M. Raus-
sen dans [Rau00] est que ce qui compte pour
trouver les autres régions diconnexes que celles
contenant la région dangereuse et la région inat-
teignable, ce sont les intersections d’exactement
n — 1 hyperrectangles de dimension n (appelés
(n — 1)-points critiques). En dimension deux,
cela veut dire quelque chose d’assez simple, c’est
que ces régions sont créées par les points mini-
maux et maximaux des hyperrectangles, comme
on peut le voir avec 'exemple du “drapeau Suis-
se” de la figure 2.11.

M. Raussen donne, dans [Rau00], une mé-
thode de classification compléte des dichemins
en dimension 2, qui n’est qu’une sur-approximat-
ion en dimension supérieure ou égale a trois.

Fia. 3.17 — Cas le pire pour ’algorithme d’or-
donnancement.

Meéme si cela ne donne qu’une sur-approxima-
tion en dimension supérieure a trois, cette mé-
thode permet de déterminer correctement les ré-
gions diconnexes pour 'exemple de la “chambre
a trois trous”. La figure 3.18 montre une inter-
section de deux hyperrectangles de dimension
trois (ne pas oublier que les bords comptent!)
qui crée I'obstruction & la dihomotopie entre les
deux chemins du chapitre précédent.

L’algorithme qui en découle est exponentiel
(au pire) en le nombre de composantes connexes FIG. 3.18 = Un point critique pour la “chambre
de la région interdite (complétée par I'ajout des @ trois trous”.
régions dangereuses et inatteignables), cette bor-
ne étant atteinte comme en atteste I’exemple de
la figure 3.17. La encore, je vais essayer de trou-
ver un peu de temps pour compléter mon ana-
lyseur avec les algorithmes correspondants.
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Fra. 3.19 — Le carré clair est une abstraction
d’une partie de la région interdite.

3.3 Combinaison d’analyses

3.3.1 Temps locaux abstraits

On s’apergoit aisément que les algorithmes
de détection de points morts, ou de classifica-
tion des dichemins modulo dihomotopie ne dé-
pendent que de la structure d’ordre partiel entre
les états. On a besoin essentiellement de prendre
des intersections et des unions de régions inter-
dites.

On peut donc penser & approximer (abstraire,
au sens de 'interprétation abstraite [CC77]), par
des treillis numériques, les régions par des rec-
tangles “isothétiques” plus grands® et plus fa-
cilement manipulables. Il est facile de voir que
I'union de la région dangereuse et de la région
interdite abstraites contient 1’union de la région
dangereuse et de la région interdite concrétes (et
de fagon similaire pour les états inatteignables).

Par exemple, on peut approximer un ensemble
quelconque d’hyperrectangles par des hyperrec-
tangles modulo un entier: ({[1,4],[9, 12],[18, 20]}
par [1,4]+ 8k (k € Z)).

J’al commencé & développer une abstraction
d’ensembles d’hyperrectangles par des expres-
sions réguliéres dans [FGR98b]. C’est une abs-
traction intéressante qui, par exemple, permet
de déterminer de fagon exacte la région dan-
gereuse de la version récursive des trois philo-
sophes qui dinent:

A=Pa.Va.Pb.Vb.4A
B=Pb.Pc.Vb.Vc.B

920u plus petits selon les applications visées.
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2=Px.(Py.VX.PXVy)*  3=2Py

Py Vx
Px /
AN 4=3.Vx

v Y e X
=4.Px

6=2.Vx

Fic. 3.20 — Le proces-

sus Y. Fra. 3.21 — Les deux

familles Rs et Rs.

C=Pc.Pa.Vc.Va.C
PROG=A|B|C

Par contre, avec ’exemple suivant,

X=Py.Vx.Px.Vy.X
Y=Px.X.Vx
Z=Px.Vx
PROG=Y|Z

les choses se gatent. L’idée de ’abstraction par
des expressions réguliéres est de remplacer les
coordonnées temporelles entiéres (temps local
sur chaque axe dans les graphes d’avancement)
par des expressions réguliéres sur le langage Pa,
Va (pour tout a). L’ordre (partiel) est I’ordre
préfixe. Les “coordonnées” des états se trouvent
sans peine en regardant les automates séquen-
tiels représentant les processus (voir par exemple
la figure 3.20).

Si je note par [X,Y] “Iintervalle” d’expres-
sions réguliéres ayant pour préfixe X et étant
préfixes de Y, les mémes méthodes que précé-
demment permettent de trouver deux hyperrec-
tangles abstraits qui s’intersectent (voir la figure

3.21):
R? = Pz.(Py.Vae.Pe.Vy)* .Py.Ve.Pzx.
[1,Vy.Py.Vz] x Pe.]l, V]
R? = Px.(Py.Ve.Pr.Vy)* PyVz.Pr.
[1,Vy.Va] x Pe]l, V]
R*N R® = Px.(Py.Ve.Pr.Vy)* PyVz. Pz
[1,Vy] x Px.[l,Vx]

et qui créent une région dangereuse (dte au par-
tage de x), qui n’existe pas dans la réalité. C’est
en ce sens que ’on obtient qu’une sur-approxima-
tion des régions dangereuses et inatteignables.

Bien stir, on pourrait faire mieux avec d’autres
abstractions, en particulier des abstractions re-
lationnelles; dans I’esprit de [Ven96], qui conser-
veraient de 'information entre les tours de boucles
des différents processus en paralléle.
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3.3.2 Reéduction de ’espace d’états

Pour utiliser ces algorithmes afin d’analyser
de “vrais” programmes paralléles (par exemple,
et c’est naturel, des threads JAVA) on peut
faire comme on a dit plus haut: on commence
par abstraire la coordination des processus: les
temps locaux sont alors des éléments d’un treillis
abstrait (environnement, trace séquentielle etc.).
On calcule ensuite par ’algorithme de M. Rauss-
en les traces essentielles. Ensuite on calcule la sé-
mantique collectrice (abstraite) uniquement sur
ces traces. C’est donc un procédé de réduction
de l'espace d’états. En fait, on peut tenter de
faire encore mieux; on peut maintenir en méme
temps D'abstraction de la coordination avec la
sémantique collectrice abstraite (sorte de par-
titionnement dynamique). Je n’ai pas pour le
moment eu le temps de tester ces idées, mais
J’espére pouvoir le faire dans un avenir proche.

3.4 Systémes distribués tol-
érants aux pannes

Commencons par prendre un exemple simple,
traité en détail dans [Gou97], et dont les pre-
miéres idées ont été décrites dans [Gou96b] puis
ont été exposées de fagon plus générale dans
[Gou96a)].

On suppose que l'on a une machine distri-
buée & deux processeurs P et P’ (que I'on a re-
présentée a la figure 3.22) qui communiquent par
lecture et écriture dans une mémoire partagée.

Par exemple, le processeur P (respectivement
P’) peut écrire dans la variable partagée x (res-
pectivement #'), par I’action update, la valeur
contenue dans une variable locale u (respective-
ment ¢'). P peut aussi copier z et «’ dans sa
mémoire locale, par une action scan, respecti-
vement dans u et v (et pour P’ dans u' et v').
Chaque processeur peut exécuter également une
instruction case et toutes les opérations arith-
métiques et boucles qui font qu’ils peuvent cal-
culer localement n’importe quelle fonction par-
tielle récursive. Cette machine est en ce qui nous
concerne, complétement équivalente a4 une ma-
chine & mémoire partagée avec lecture écriture
atomiques.

Une telle machine a la propriété que tout cal-
cul est fait “sans-attente”, c’est & dire qu’il n’y
a aucune synchronisation entre les processeurs
(que 'on identifiera & leurs processus séquentiels
respectifs). Cela implique que cette machine est
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Processes

P uvr. uvr P

READ
WRITE

Shared Memory

Fia. 3.22 — Une machine distribuée simple & mé-
moire partagée.

en quelque sorte tolérante aux pannes au sens
ot s1 I'un des deux processeurs plante et s’arréte
donc de calculer, ’autre peut continuer de cal-
culer, avec les données partielles qu’il posséde.

Une application importante est, encore une
fois, le cas d’une base de données distribuée.
Supposons que nos transactions, qui se déroulent
dans des guichets trés éloignés les uns des autres,
veuillent modifier la méme variable, mais en lui
donnant des valeurs différentes. C’est par exemp-
le le cas de deux clients voulant réserver la méme
place sur le méme avion, la variable étant le nom
de la place, et la valeur étant le nom du passager.
La question est: peut-on trouver un protocole
qui, étant donné une architecture de la base de
données distribuées (gérant les places d’avions),
assure que seul un des deux clients aura le billet
souhaité, alors que ’autre saura de fagon cer-
taine qu’il n’a pas la place? C’est un cas particu-
lier du probléme fondamental appelé consensus:
on veut que les deux processus (ou transactions)
se mettent d’accord sur une valeur commune (le
nom de la personne qui prend effectivement la
place). Ce n’est un vrai probléme que si on sup-
pose qu’il peut y avoir une panne réseau, ou que
I'une des deux transactions peut planter & tout
moment, sans en avertir ’autre.

(C’est évidemment un probléme de calculabi-
lité. Dans le cas de deux processeurs, cela a été
complétement résolu dans [FLP85]: il n’est pas
possible de résoudre le probléme du consensus
sans-attente sur notre simple petite machine.

Un cas plus général, quand on considére n
processeurs avec n > 2, est la t-résilience (avec
1 <t < n—1); on suppose maintenant que jus-
qu’a t parmi les n processeurs peuvent planter a
tout moment. Plus généralement, on peut aussi
considérer des architectures de machines distri-
buées plus réelles, avec des objets partagés plus
complexes que des simples variables scalaires,
par exemple des files ou des piles, ou communi-
quant par passage de messages, bloquant ou non
bloquant. Le probléme du consensus t-résilient
est donc plus subtil: les processus s’exécutant
sur les n processeurs doivent étre aussi peu cou-
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(P1,0) " P20) 10~ (P2,0)
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Fia. 3.23 — La fonction de décision pour le
consensus binaire, des états globaux initiaux
vers les finaux.

plés que possible pour que méme si t processus
flanchent, les autres puissent terminer avec la
méme valeur, qui doit étre une des valeurs de
départ de I'un des n processeurs'®.

Si le résultat avec deux processus est assez
ancien, et utilise des techniques de théorie des
graphes, il a fallu attendre jusqu’a assez récem-
ment pour avoir une caractérisation de ce qui
peut étre calculé sur notre machine simple avec
n processeurs, n quelconque. Cela a été réalisé
en utilisant des techniques de topologie algé-

brique combinatoire (des ensembles simpliciaux).

(est en fait encore une fois en partie un pro-
bléme d’homotopie orienté comme je vais expli-
quer un peu plus bas.

Le principal argument (“similarity chain”) de
[FLP85] peut se comprendre comme un résul-
tat de connexité. Si on représente les états lo-
caux de chaque processeur P; (i = 1,2), & un
moment donné de ’exécution du programme,
par un point (P, #;) (z; étant la valeur a ce
moment donné de la variable privée de P;), et
les états globaux du systéme par un segment
(non-orienté) liant les deux états locaux qui les
composent, alors il est facile de voir que la sé-
mantique des scan/update impose que les états
globaux atteignables & partir d’un état global
initial, forment un graphe connexe. Il n’y a pas
moyen qu’un programme sur une telle architec-
ture casse la connectivité. Cela implique que le
consensus ne peut pas étre implémenté sur une
telle machine, car il faudrait pour cela atteindre,
depuis I’état global ((Py1,0),(Ps,1)) deux états
globaux disconnectés ((Py,0), (P2, 0)) et ((P1, 1),
(P2, 1)) comme on I’a dessiné & la figure 3.23.

D’autres travaux ont généralisé la preuve de
[FLP85] & plus de deux processeurs. On trouve

10Une bonne référence pour avoir une idée des nom-
breux protocoles existant dans le domaine est le livre
[Lynos].
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Fia. 3.24 — Le complexe de protocole dans le
cas de trois processus synchrones effectuant une
étape.

dans [BMZ88] une caractérisation de la classe
de problémes que 'on peut résoudre dans un
systéme qui fonctionne par passage de messages
non-bloquants dans le cas d’une panne au maxi-
mum (1-résilience). C’est la derniére généralisa-
tion que je connaisse qui utilise des techniques
de théorie des graphes.

La conjecture [Cha90] que le probléme de
Iaccord sur un ensemble de k valeurs (“k-set
agreement”!!) ne peut pas étre implémenté dans
certains systémes asynchrones a finalement été
prouvée dans trois papiers de fagon indépen-
dante, [BG93], [SZ93] et [HS93].

L’idée de base de [HS93] est de généraliser
les représentations du type de celles de la figure
3.23 en utilisant des ensembles simpliciaux au
lieu des graphes (qui ne sont que des cas parti-
culiers).

Les ensembles simpliciaux sont formés de poi-
nts, segments, et également de triangles, tétra-
édres, simplexes en toute dimension, collés les
uns aux autres le long de leurs faces. La forma-
lisation est tout & fait similaire & celle des en-
sembles cubiques que 'on a vu auparavant (on
pourra se reporter a [May67] et [GZ67]). Dans
notre cas, un simplexe de dimension n repré-
sente un état global, & un moment de I’exécu-
tion, de n processus. Les points sont toujours
des paires nom du processus et état local. En-
core une fois, étant donné un état global initial,
la sémantique des opérations de la machine dis-
tribuée étudiée est définie par les états globaux
atteignables, au cours du temps. Par exemple, la
figure 3.24 représente ’ensemble simplicial, ap-
pelé par M. Herlihy et ses collaborateurs, com-
plexe de protocole (“protocol complex”) aprés
zéro (& gauche) et une (& droite) étape de com-
munication, sur une machine distribuée synchro-

1 C’est une forme de consensus faible dans laquelle
tout ce qui est requis est que les processus qui ne plantent
pas arrivent finalement & se mettre d’accord en un temps
fini sur un sous-ensemble de au plus k& valeurs parmi
toutes les valeurs d’entrée des n processus de départ.
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ne (avec une horloge globale) communiquant par
messages, qui donc envoie les états locaux de
chaque processus (en tout 3) & chaque autre, &
chaque étape. L’ensemble simplicial & droite est
constitué par exemple de points 1solés corres-
pondants aux états locaux d’un des trois pro-
cessus, les deux autres étant morts, le triangle
central correspondant a 1’état global on tous les
processus sont encore vivants, et ont bien eu
connaissance des messages envoyés par leurs al-
ter ego.

On peut montrer que s’il existe une fonction
simpliciale de ce complexe de protocole vers un
certain ensemble d’états globaux (organisés non
plus en graphe mais en ensemble simplicial), res-
pectant la spécification du probléme que 1'on
veut résoudre, alors il existe un protocole sans-
attente satisfaisant a cette spécification. Ce type
de méthode nous permet également de discuter
non plus seulement de la calculabilité sur cer-
taines architectures paralléles, mais aussi de la
complexité de calcul, c’est-a-dire sur une archi-
tecture & passage de messages, du nombre mini-
mal de messages a échanger, ot sur une architec-
ture & mémoire partagée, du nombre de lectures
écritures nécessaires.

On peut reformuler ces arguments, au moins
dans un cas simple, comme suit. Prenons ’exem-
ple d’un programme Prog composé des deux
processus suivants s’exécutant en paralléle,

P = update;
scan;
case (u,v) of
(z,9) : u=a';update;
default . update

P' = wupdate;

scan;

case (u,v) of

(z,9') : v =y;update;
default : update

On a principalement les trois ordonnance-
ment possibles suivants, car les seules actions
pouvant interagir sont scan et update.

(i) Supposons que ’action scan de P se ter-
mine avant que ’action update de P’ ne
démarre: P ne connait pas y donc P choi-
sit d’écrire . Prog termine dans ’état glo-
bal ((P,z), (P',y)).

(ii) Cas symétrique:

Prog termine dans ’état (P, z'), (P',¢')).

updater —~~ -
Forbid

scan| ~

scan  update

F1c. 3.25 — L’analogue en termes de PV de scan
et update.

(iii) L’action scan de P vient aprés ’action
update de P’ et I’action scan de P’ vient
aprés l'action update P. Prog termine da-
ns état ((P, '), (P',y)).

On voit bien que chacun des trois ordonnan-
cements possibles correspond & un ordonnan-
cement des opérations scan et update unique-
ment.

Si on représente la commutation de deux tran-
sitions par une 2-transition, et la non-commutat-
ion, par I’absence de 2-transition, comme on 1’a
déja fait pour les processus PV, on retrouve nos
trois ordonnancements comme étant les trois di-
chemins modulo dihomotopie de la partie gau-
che de la figure 3.26. Cela revient a identifier
le flot de programme de notre langage asyn-
chrone avec celui d’un programme avec séma-
phores, pour lequel la paire (scan, update) est
remplacée par une interaction entre des actions
P et V. C’est une bonne abstraction, quand on
ne s’intéresse qu’aux effets de ’historique des
communications (voir figure 3.25).

On a maintenant deux types de configura-
tions'? de trous dans un carré, quand on exa-
mine les classes de dihomotopie des dichemins,
comme on le voit & la figure 3.26.

Dans la premiére configuration, il y a trois
ordonnancements possibles (c’est-a-dire classes
de dichemins), alors que dans la deuxiéme confi-
guration, il y a quatre ordonnancements pos-
sibles. Si on veut connaire ’ensemble des or-
donnancements possibles dans des cas plus com-
plexes, comme celui de la figure 3.27, on obtient
une structure de type arbre (aussi représentée a

la figure 3.27).

1211 ne peut pas y avoir de recouvrement entre les trous
produits par la sémantique ici.
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F1c. 3.26 — Les deux configurations possibles de
trous.

F1c. 3.27 — Une situation plus générale.

En fait, on peut facilement décrire un sur-
ensemble des ordonnancements possibles, en tou-
te situation.

Formellement, deux trous sont “comparables”
$’1l existe un dichemin de I’état final du premier
trous vers ’état initial du deuxiéme trou. Cette
“comparaison” est un ordre partiel, et n’importe
quelle linéarisation de cet ordre partiel (obtenue
en déformant la configuration relative des trous)
nous donne un sur-ensemble des ordonnance-
ments possibles. Il suffit de remarquer mainte-
nant qu’une chaine de trous a exactement com-
me “type de dihomotopie”, celui d’un arbre bi-
naire (voir figure 3.28).

A chaque feuille de cet arbre, on peut asso-
cler un segment comme suit:

— Un point d’un de ces segments est n’im-

porte quel état local, c’est-a-dire (P, z) ou
(P, "),

— Un segment entre (P, x) et (P’,z') repré-

sente 1’état global des deux processus.

ANVAYANIVAN

Fia. 3.28 — Le “type de dihomotopie” d’une
chaine de trous.
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F1c. 3.29 — Subdivision d’un segment en trois
segments.

Une feuille de ’arbre correspond & un des
ordonnancements possibles, et ne peut aboutir
qu’a un unique état global, ¢’est-a-dire & un seg-
ment.

Par exemple, le programme Prog défini plus
haut prend un segment (I’état global de départ)
et ’améne sur trois segments, comme on le repré-
sente a la figure 3.29. C’est un cas particulier
d’un phénomeéne plus général. Dans la séman-
tique du langage scan/update, si on se déplace
d’une feuille de ’arbre binaire au suivant (de
gauche & droite par exemple), on doit toujours
partager un point des deux segments (un point
P ou P’), donc le graphe que ’on peut atteindre
a partir d’un segment doit toujours étre connexe.
Cela implique le résultat plus formel suivant:
soit {e1,...,ex} 'ensemble des états globaux
terminaux d’un programme & partir de 1’état
global initial e = ((P,u), (P’,v")). Alors le grap-
he engendré par 'identification des états locaux,
comme plus haut, & partir des ses états globaux,
vus comme des segments, est un graphe connexe.
De fait, il y a une réciproque a ce résultat, et il
est possible, comme on I'explique en détail dans
[Gou96a], étant donné une spécification d’une
fonction distribuée & calculer respectant 1’hypo-
thése plus haut, de trouver un protocole écrit
dans notre langage, I'implémentant (comme cela
a été expliqué également et pour la premiére fois
dans [HS94]).

Cela démontre en particulier ce que I’on avait
affirmé au début de cette section, & savoir que le
consensus sans-attente ne peut se résoudre sur
notre machine simple. En démarrant par I’état
global ((P,0), (P’, 1)) les résultats que I’on veut
pouvoir obtenir sont {((P, 0), (P’,0)), ((P, 1), (P’
, 1))} qui ne forment pas un graphe connexe.

Il existe bien évidemment des résultats plus
intéressants que celui-la dans la littérature. Si
j’al une bonne intuition du lien entre les tra-
vaux de M. Herlihy et ses collaborateurs dans
le cas général, il reste des trous dans la forma-
lisation, car de part et d’autre, la théorie n’est
pas tout a fait assez mire. Le projet GOODS
§’1l voit finalement le jour, répondra j’espére a
ces manques. Dans [HS93] est prouvé également
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le fait que le probléme de I’accord sur k valeurs
(“k-set agreement”) sur une machine & mémoire
partagée avec lecture/écriture atomique requiert
au moins | f/k] + 1 étapes (o chaque proces-
sus commence par lire puis écrire), ot f est le
nombre de processus qui peuvent planter (c’est
donc la f-résilience dont on parle ici).

La tache de renommage (les processus doivent
s’accorder entre eux pour se donner des noms,
dans un plus petit ensemble de noms que ’ensem-
ble de nom d’origine), d’abord proposée dans
[ABND*90] a été finalement résolue dans [HS93].
Il y a un protocole sans-attente pour le probléme
du renommage dans certains systémes asynchro-
nes si 'espace de choix de noms est suffisament
grand. C’était déja connu pour 2n 4+ 1 noms ou
plus quand on a n+ 1 processus asynchrones, et
on savait également qu’il n’y en avait pas si on
ne disposait pas d’au moins n+2 noms. M. Her-
lihy et N. Shavit (voir aussi [HR95] et [HRO00])
ont raffiné ces résultats en montrant qu’il n’y
avait pas non plus de solution avec un espace
de nom de cardinalité inférieure strictement a
2n+1.

Plus généralement, les types des données par-
tagées importent pour les résultats de calculabi-
lité dans une architecture & mémoire partagée.
On sait depuis assez longtemps (L. Lamport)
que le consensus pour deux processus peut se
résoudre avec lecture, écriture atomique et une
file (FIFO), ou avec une opération test&set ato-
mique.

Il est donc naturel de définir ce que M. Her-
lihy a appelé le nombre de consensus (“consen-
sus number”) d'un type de données partagées,
comme étant le nombre maximal de processus
asynchrones (ayant de toutes fagons la lecture,
écriture atomique au moins) pour lequel il existe
un protocole sans-attente pour résoudre le consen-
sus. On sait par exemple que,

— les registres atomiques (lecture, écriture
atomiques) ont le nombre de consensus 1,
les variables permettant d’effectuer test&s-
et et fetch&add, les files et piles ont pour
nombre de consensus 2,

L’affectation simultanée atomique a n re-
gistres a pour nombre 2n — 2,

les registres load-locked, store-conditional
et compare-and-swap ont pour nombre de
CONSensus co.

Cela motive 'introduction du probléme en-
core plus général suivant. On dit qu'un type de
données partagées est un objet (m, j)-consensuel
§’1l permet & n’importe quel ensemble de m pro-
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cessus de résoudre le probléme d’accord sur j
valeurs. M. Herlihy et S. Rajsbaum dans [HR94]
(voir aussi [BG93]) ont prouvé qu’il est impos-
sible d’implémenter un objet (n+1, k)-consensuel
en utilisant des objets tous (m, j)-consensuels si
n/k>m/j.

On peut trouver beaucoup de résultats dans
cette optique dans [Jay93], [Jay97] et [Sch97].
En particulier [Jay97] identifie un probléme qui
peut apparaitre assez étrange dans un premier
temps, qui est que cette “hiérarchie” des objets
n’en est en fait pas une. Il est en effet possible
d’implémenter un objet de nombre de consensus
k en utilisant plusieurs autres types de données
différents de nombre de consensus tous stricte-
ment inférieurs a k

De fait, cela est dit & des interactions sub-
tiles entre les différents types de données. Pour
moi, c’est exactement le méme probléme d’in-
teraction que ’exemple de la figure 2.9. Mon es-
poir est que la classification plus systématique
des ordonnancements d’actions dans des archi-
tectures distribuées complexes doit permettre de
classifier plus finement la calculabilité et com-
plexité des protocoles distribués tolérants aux
pannes, en s’abstrayant de la contrainte néces-
saire jusqu’a présent, de devoir utiliser des mo-
deéles des systémes distribués trop simples (qui
permettent sans étude fine, de déterminer I’ense-
mble des états atteignables & tout instant, c’est-
a-dire permettant d’étudier le probléme en par-
tant du complexe de protocole).

Denys Quesneau, étudiant en DEA (Orsay,
systémes distribués) en stage au CEA, travaille
actuellement & combler les trous dans ce travail.



Chapitre 4

Projets en cours

4.1 Analyseurs statiques

4.1.1 Analyseur de points morts

J’ai écrit, alors que j’étais au CNRS, une li-
brairie générale en C de manipulation de HDA.
Les HDA y sont représentés par des matrices
d’incidence; un HDA R est défini par des 4-
uplets (pour tout n)

(52_1, Srll—la R?L’ erl)

R! est la matrice (creuse) dont les lignes R! (x)
sont indicées par les n-rectangles et contiennent
les bords début (si ¢ = 0) et fin (si ¢ = 1) de
x. Sfl_l est la matrice de “co-incidence” dont
les lignes S%_;(y) sont indicées par les faces y
et sont constituées par les n-rectangles dont les
bords début (pour ¢ = 0) ou fin (pour ¢ = 1)
contiennent y. Algorithmiquement, les lignes et
les colonnes des matrices creuses sont des listes
ordonnées doublement chainées.

Au départ, cette librairie avait été dévelop-
pée pour faire des calculs homologiques d’ordon-
nancement, comme ceux exposés dans [Gou9sb]
et [Gou9bal (en utilisant des algorithmes de cal-
culs de relations de dépendances linéaires ra-
pides, comme ceux utilisés en cryptographie).
De fait, je ne I’ai utilisé pour 'instant que pour
tester 1’idée de la section 3.1.1 pour le calcul des
points morts, qui est le parcours exhaustif que
je décris plus bas.

On suppose pour le calcul des points morts
que ’on maintient une liste F' de rectangles in-
terdits. L’analyseur implémente la sémantique
naive compléte des termes PV de lasection 3.1.1.

A cause de la présence de termes récursifs, 1l
faut vérifier & la création des n-rectangles et de
ses faces, qu’ils n’ont pas déja été créés. Un algo-
rithme rapide de recherche d’état, basé sur une
fonction de hachage particuliére, permet d’attei-
ndre des performances honorables. 1l faut éga-
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lement remarquer que ’on ne crée que les faces
des n-rectangles qui sont nécessaires a la séman-
tique (c’est-a-dire qui sépare au moins deux n-
rectangles distincts).

On calcule ensuite trés naivement (un peu
comme on ferait en model-checking, sans algo-
rithme de réduction de 'espace d’états) le sous-
ensemble D de ’ensemble d’états ascendants d’un
ensemble S donné d’états, tels que tous leurs
descendants atteignent S (et seulement S) au
bout d’un temps fini.

On suppose que S est organisé en une pile
FIFO q. On peut effectuer les opérations empty?,
eng (pour mettre un nouvel élément dans ¢) et
deq (pour enlever un élément de g).

On associe également a chaque n-rectangle
x un entier m,, initialisé lors de la construction
du HDA, tel que.

— Pour tout n-rectangle z de S| 'entier my,

est initialisé & 0,

— Pour tout autre n-rectangle, m, est initia-

lisé & son nombre de successeurs distincts.

Alors, le multi-ensemble P, des n-rectangles
parents d’un n-rectangle # donné est ['union (“m-
erge”) des listes S1_ | (y) pour tous les y € RY ().
L’algorithme pour calculer D est comme suit. D
est vide au début, puis,

(1) Siempty? alors on s’arréte,

(2) On décrémente m, de un pour tous les

z e Pdeqa

(3) Si un de ces m; atteint 0, alors on ra-

joute z & D et on fait eng(z),

(4) On boucle en (1).

Pour le deuxiéme algorithme de détection de
points morts, celui de la section 3.1.2, j’ai éga-
lement écrit une librairie C pour manipuler des
unions finies de n-rectangles, alors que j’étais
invité pour un mois & I"Université d’Aalborg.
J’en ai également profité pour interfacer ’analy-
seur avec geomview qui est un outil de visualisa-
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tion de formes géométriques assez performant.
A Tépoque, j’avais décidé de prototyper rapi-
dement, et de représenter les n-rectangles par
des listes de n intervalles. Les régions, c’est-a-
dire les unions finies de n-rectangles, sont repré-
sentées par des listes de n-rectangles. Pour les
besoins de ’algorithme, j’a1 aussi du définir les
n-rectangles étiquetés (par une région), et les
régions étiquetées (listes de n-rectangles étique-
tés). Le prototype de 1997 peut étre essayé, a
travers une petite interface CGI' que I’on trou-
vera & l’adresse,
www.dmi.ens.fr/“goubault/analyse.html
L’algorithme de détection de points morts
maintient & tout instant une suite pile de ré-
gions étiquetées; telle que,
— pile[0] contient ’ensemble des hyper-rec-
tangles formant la région interdite,
— pilel[1] contient 'intersection d’exactem-
ent deux régions distinctes de pile[0],
— etc.,
— pileln-1] contient 'intersection d’exact-
ement n régions distinctes de pile[0].
Afin de calculer Deffet de I’ajout d’un nouvel
hyperrectangle S, le programme d’analyse ap-
pelle la procédure complete(S,0)2.

complete(S,1)

if S is included into a X in pile[0]
return

for i=n-2 to 0 by -1 do
pilel[i+1]=intersection(pile[i]\1,S)

pile[0]=union(pile[0],S)

for all X in pile[n-1] do
pile[n-1]=pile[n-1]1\X
derive(X)

derive(X) s’occupe d’inférer une nouvelle

portion de la région dangereuse & partir d’une

intersection X of n hyperrectangles interdits X1, .
., Xn:

derive(X)
for all i do
yizmax({Xj(1) / j=1,...,n\{X(1)})
Y=[y1,X(1)Ix...x[yn,X(n)]
if Y is not included in one of the Xj
complete(Y,(X1,...,Xn))

A P’époque, le code écrit en C avait fait ’ob-
jet de quelques benchmarks. Compilé avec gec
-02 sur une Ultra Sparc 170E avec 496 Mbytes

LGrace a 'aide de Régis Cridlig.
2Cela fait 'objet d’une explication détaillée dans

[FGROSH].
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de mémoire vive, 924 Mbytes de cache, j’ai ob-
tenu les résultats suivants, en comparaison avec
I’analyse naive (publiés dans [FGR98al).

Les performances de la méthode naive sur
de simples petits exemples sont résumées dans
le tableau suivant (P est le nom du programme,
dim sa dimension, c’est-a-dire le nombre de pro-
cessus en paralléle, # fbd est le nombre de n-
rectangles interdits effectivement représentés, ¢
s est le temps pour représenter le HDA, en se-
condes, t uns est le temps mis pour en déduire
la région dangereuse, #uns est le nombre de n-
rectangles dangereux trouvés par ’algorithme):

P dim | #fbd ts t uns | #uns
ex 2 14 0 0 3
s2 2 16 0.01 0 15
83 3 290 0.18 .01 4
83’ 3 80 0.64 | 0.02 0
1 3 158 0.08 0 0
3p 3 32 0 0 1
4p 4 190 0.09 0 1
5p 5 1048 | 0.82 | 0.02 1
6p 6 5482 | 5.82 | 0.13 1
p 7 27668 | 42.35 | 0.86 1
16p 16 NA NA NA 1
32p 32 NA NA NA 1
64p 64 NA NA NA 1
128p | 128 NA NA NA 1

Les processus 3p a 128p sont les n philo-
sophes avec n valant de 3 4 128. 1 est ’exemple
de Lipsky et Papadimitriou (figure 3.9), s3 et
837 ceux de la figure 3.8 (et s2 en est une ver-
sion bidimensionnelle), et ex est celui de la fi-

gure 3.5.

N A veut dire que 'analyseur prenait trop
de temps ou méme s’arrétait sans pouvoir plus
trouver de mémoire supplémentaire. On voit qu’
au dela de sept processus, méme simples, en pa-
ralléle, la méthode n’est plus pratiquable.

Quant a la deuxiéme méthode:
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P dim | #fbd | ts | t uns | #uns
ex 2 4 0.02 0 3
s2 2 6 0.02 0 15
83 3 18 0.01 0 4
83’ 3 6 0.03 0 0
1 3 6 0.02 0 0
3p 3 3 0.02 0 1
4p 4 4 0.03 0 1
5p 5 5 0.03 0 1
6p 6 6 0.03 0 1
p 7 7 0.04 0 1
16p 16 16 0.03 | 0.03 1
32p 32 32 0.03 | 0.42 1
64p 64 64 0.04 | 1.52 1
128p | 128 | 128 | 0.10 | 26.49 1

On arrive assez facilement & 128 processus
en paralléle. Mais on peut faire beaucoup mieux:
avec I'implémentation de I’époque, on perd beau-
coup de temps dans la recherche d’intersections
d’hyperrectangles, alors qu’il existe de bien meil-
leures méthodes, étudiées essentiellement en ima-
gerie.

4.1.2 Ameélioration de 'implémen-
tation

J’ai décrit les premiéres idées d’amélioration
dans [FGR98b]. Deux étudiants de 'ENSTA en
stage au CEA, 1. Aparici et S. Morezuelas, en
ont implémenté D'essentiel, mais il reste encore
quelques éléments d’interface avant de pouvoir
tester le gain pratique de la méthode. Je re-
prends pour I’essentiel les explications de [AM99]
et de [FGRI8D].

L’idée est de trouver une meilleure représen-
tation d’ensemble de n-rectangles (inspirée de
[SW82], [KO93] et de [PS93]). Plusieurs options
se présentent:

— Arbre m-aire de recherche,

Arbre d’intervalle (“Interval Tree”),

— Méthode conduisant & un probléme du type
“Dominance Merge”,

— Arbre de Segments Statique (“Segment Tr-

ee”),

Arbre de Segments Dynamique (“Dynamic

Segment Tree”).

On a assez vite abandonné les algorithmes
a base d’arbre m-aire ou les problémes de type
Dominance Merge car la complexité des opéra-
tions élémentaires était trop importante. On n’a
retenu par la suite que les arbres de segments et
d’intervalles.

De fait, les arbres d’intervalles et les arbres
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de segments se ressemblent beaucoup. La diffé-
rence entre les versions dynamiques et statiques
est que dans la version statique, il faut décider
une fois pour toute 'intervalle maximal représen-
table dans chaque coordonnée. On va poser pour
toute la suite de la section d=nombre de pro-
cessus et n=nombre d’hyperrectangles interdits.
Pour illustrer ces méthodes, on se reportera a
I’exemple en 2 dimensions de la figure 4.2.

Un arbre d’intervalles est une structure de
données dont le squelette est un arbre binaire
(appelé structure primaire), défini statiquement
pour un ensemble donné de points (les extrémes
des intervalles) et qui stocke un nombre indéter-
miné d’intervalles. Chaque nceud de ’arbre a un
discriminant (qui est la demi-somme du neeud
plus & droite de son sous-arbre gauche et du plus
a gauche de son sous-arbre droit). Il lui est aussi
associé deux listes ol on met les extrémes des
intervalles qui contiennent le discriminant (voir
[PS93], section 8.8.1).

On a commencé par vouloir utiliser des arbres
d’intervalles pour garder en mémoire les coor-
données des hyperrectangles de la région inter-
dite en chaque dimension. Dans la figure 4.1 on
a représenté le stockage pour la coordonnée z
correspondant au probléme de la figure 4.2.

Puis on s’est tourné vers les arbres de seg-
ments, trés proches, qui ont ’avantage d’avoir
une version dynamique connue [KO93]. Un arbre
de segments est encore une fois un arbre bi-
naire; chacun de ses noeuds contient un inter-
valle. L’union des intervalles des deux fils d’un
neeud est égal & 'intervalle du nceud pére. Chag-
ue nceud posséde également une liste de seg-
ments. L’insertion d’un segment dans un arbre
de segments se fait comme suit: si le segment
coincide avec D'intervalle du nceud, on rajoute
son nom & la liste du noeud. S’il est plus grand,
il y a une erreur. S’il est plus petit, on insére
dans le fils de gauche I'intersection entre 1’'in-
tervalle du fils et le segment & insérer; tout en
gardant le méme nom, et de méme avec celui de
droite. Le résultat est que chaque noeud contient
le nom du segment si et seulement si 'intervalle
du neeud est contenu dans le segment mais pas
celui du pére du nceud. Evidemment, seuls les
segments dont les bornes coincident avec celles
d’un intervalle d’une feuille de ’arbre peuvent
étre insérés. C’est un probléme qui peut étre ré-
solu avec la version dynamique. Dans la figure
4.3 on peut voir la fagon dont on stocke les in-
tervalles dans ’axe X de I'exemple de la figure
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4.2.

On peut montrer qu’alors la complexité d’ins-
ertion d’un hyperrectangle dans une collection
de d arbres d’intervalles est de 'ordre de

O((29)*®") = O((2n)")

L’arbre de segments dynamique a pour struc-
ture sous-jacente un arbre Rouge-Noir. Les arbr-
es Rouge-Noir permettent la scission et la conca-
ténation, nécessaires pour incorporer des nou-
veaux extrema dans les feuilles en méme temps
que ’arbre reste équilibré. Pourtant, le besoin
de faire des rotations fait que la structure sous-
Jacente n’est pas tout a fait un arbre de seg-
ment mais un arbre de segments faible, en ce
sens que pour tout intervalle A, pour tout che-
min allant de la racine a une feuille contenue
dans A, i1l doit y avoir un noeud et un seul qui
contienne A. Dans un arbre de segments on re-
trouve cette condition mais en plus le noeud doit
étre le plus prés possible de la racine. Ainsi,
avant chaque rotation, les intervalles contenus
dans les nceuds & déplacer sont transférés a leurs
fils. Dans la figure 4.4, on voit un exemple de ro-
tation a gauche.

Un arbre de segments dynamique fait aussi
appel & un dictionnaire pour effacer les inter-
valles et & une structure Union-Copy. L’apparte-
nance d’un ensemble d’intervalles & un neceud
pourrait se faire sous forme de listes. Pourtant
cette structure est trés peu rapide pour les opé-
rations d’union et de copie, qui sont trés im-
portantes dans notre arbre. C’est pour cela que
cette appartenance est matérialisée avec une str-
ucture beaucoup plus adaptée: I’ Union-Copy qui
est composée de deux sous-structures de type
Unton-Find, qui peuvent étre implémentées de
plusieurs fagons (celle de [Tar72], mais on a un
peu mieux pour I’Union-Copy, voir [Pou90]).

[1-8

/\ PN

AWAWAVA

FiGg. 4.1 — Exemple d’arbre d’intervalles

J’espére pouvoir bient6t donner des argu-
ments chiffrés me permettant d’affirmer que ’on
gagne en temps d’analyse, en pratique, avec les
arbres de segments dynamiques.
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L

Fic. 4.2 — Un exemple de rectangles dans le
plan.
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Fia. 4.3 — Exemple d’arbre de segments
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Fic. 4.4 — Rotation a gauche dans un arbre de
segment dynamique
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Intervallnt IntervalFloat

Alnterval IntervalVarValTable
\

ScalarElement  StructElement AVarValTable IntervalContext

Element State Context

Lattice

Fia. 4.5 — La hiérarchie des objets du module
ABSINT.

4.1.3 TWO

Dans le cadre du projet européen TWO3,
Anne Pacalet, Basile Starynkévitch et moi-méme
(et plus tard Franck Védrine) avons implémenté
un analyseur statique par interprétation abstraite
pour le langage C.

Le module ABSINT, incorporé dans ’analy-
seur CAVEAT (de preuves & la Hoare) utilise un
GC générationnel copieur, dont 'auteur est B.
Starynkévitch, pour permettre de n’avoir pas a
gérer la mémoire pour les différents treillis* abs-
traits que 'on peut utiliser, et pour permettre
ainsi d’avoir un partage maximal entre les va-
leurs sémantiques abstraites associées aux diffé-
rents points de controle.

Le module ABSINT est écrit en C++ et con-
tient des objets dont une hiérarchie simplifiée est
représentée a la figure 4.5.

A I’époque ol nous avions cominencé, nous
n’avions pas encore accés a I’article [Cou99]. Il y
a me semble-t-il quelques similarités, mais cela
reste & creuser.

Chaque élément de la bibliothéque dérive de
la classe GCifiée Lattice. ABSINT est composé
de trois unités de base:

— Les sous-objets de Element sont des treillis
non-relationnels, permettant d’abstraire les
éléments scalaires (float, int etc.),

— Les sous-objets de State définissent des
abstractions d’invariants locaux (c’est-a-
dire des valeurs sémantiques associées a un
point de contréle donné),

— Les sous-objets de Context définissent les
abstractions d’invariants globaux.

3TWO veut dire Test and Warning Office. On pourra
se reporter a I'article [GGA101] pour un peu plus de
détails sur le projet.

4Par treillis, on entend ici également des ordres par-
tiels qui ne sont pas forcément des treillis au sens ma-
thématique du terme. Les unions, intersections et autres
opérations dont nous parlerons seront en général des sur-
approximations.
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La classe Lattice est une classe virtuelle qui
contient des méthodes définissant Bottom, Top,
Union, Meet, Widen, Narrow, Compare et Print
qui doivent exister pour tous les treillis, et qui
correspondent respectivement a I’élément mini-
mal du treillis, I’élément maximal, I’'union, 1’in-
tersection des éléments, le “widening”, le “narro-
wing”, la comparaison, et I'impression.

La classe Element contient pour I'instant les
intervalles flottants et entiers, avec ou sans er-
reurs & exécution®. Mes principales difficultés
ont été d’implémenter les intervalles flottants
avec les arrondis corrects, et les intervalles en-
tiers de fagon suffisament générale (avec des taill-
es paramétrées afin de pouvoir faire de "analyse
“cross-platform”). On pourrait imaginer plus ta-
rd rajouter les congruences [Gra90] par exemple.
Sur les objets de type éléments, le principe est
que 'on doit pouvoir interpréter toutes les opé-
rations de bas niveau, telles +, - , * etc. mais
aussl toutes les fonctions des librairies C clas-
siques, par exemple math.h, stdio.h etc.

Les domaines de type State connaissent la
notion de table de symbole du programme ana-
lysé. Il existe également une sous-classe de State
qui ne s’occupe que des relations d’alias entre
les locations, et une autre qui ne s’occupe que
des relations numeériques entre des valeurs de
variables et/ou de locations. Ainsi on peut in-
terpréter par exemple toute affectation dans un
domaine de type State.

Comme sous-objets de State on a pour 'ins-
tant les tables d’Element (par exemple d’inter-
valles) construits de fagon canonique, et le treillis
de relations affines® de M. Karr [Kar76]. On
aura bientot les prédicats, vus comme un treillis
(pas trés abstrait) avec ses interprétations avant
“Strongest Postconditions”) et arriére (“Weakest
Preconditions”). On pourrait également imagi-
ner y interfacer les polyhédres [CHT8] ou autres
domaines relationnels moins cotiteux plus tard.

On a également programmé un patron (“tem-
plate”) permettant de construire de fagon cano-
nique les produits réduits de deux treillis A et
B de type State, par exemple du treillis des re-
lations affines et de celui des tables d’intervalles
(comme dans [Cri95]) étant donné les deux fonc-
tions de réduction f: AxB - Aet g: Ax
B — B. Pour plus de détails, on se reportera par
exemple & [Gra92].

5Cest & dire pouvant déterminer si il y a un risque
de division par zéro, de dépassement de capacité etc. un
peu comme dans [Cou99].

6 Certes pas encore utilisé dans le prototype existant.
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Pour ce qui est du traitement des alias, nous
avons expérimenté deux treillis pour I'instant.
Un treillis, amélioration de [SRW96], a été im-
plémenté sur une ancienne version d’analyseur
par une de mes stagiaires, Leila Ettaoumi, en
1998. Un autre treillis d’alias, abstraction de ce-
lui de [SRW96], mais qui prend mieux en compte
les problémes de “cast” de C ANSI a été mis au
point et implémenté par Anne Pacalet, du CEA.

Les domaines de “type” Context, connaissent
en plus le graphe des points de contréle. Ainsi
on peut interpréter n’importe quelle fonction-
nelle correspondant & un programme dans un
objet de type Context. Pour le moment le seul
type de Context qui est implémenté est une
base de données qui donne & chaque instant de
I’analyse du programme les valeurs sémantiques
a chaque point de contréle. Les contextes sont
constitués de tables de hachage reliant les points
de controle aux valeurs sémantiques de type Sta
te, de fagon canonique. En fait, de facon plus
générale, un contexte interprocédural relie un
objet de type Token, un point de controle et
une valeur de type State. Le Context est res-
ponsable de la facon de stocker les informations
sémantiques, en partageant celles-ci entre diffé-
rents états le plus possible”.

Les objets de type Token sont en fait des
sous-objets de type Lattice. Ils servent & abs-
traire de fagon générale des environnements d’exé-
cution, pour les appels interprocéduraux, mais
aussi dans ’avenir peut-étre, pour abstraire les
processus paralléles s’exécutant en méme temps
que le processus analysé. Pour le moment, seuls
des Token interprocéduraux assez simples ont
été implémentés, qui correspondent a du par-
titionnement statique, ot ’on abstrait la pile
d’appel interprocédural par les n derniers points
d’appels de fonctions. En pratique il est assez
dangereux de dépasser n = 1 ou n = 2, mais il
s’avére que dans un certain nombre de modules
de programmes critiques, qui en général n’ont
pas de fonctions récursives et ont des graphes
d’appels de profondeur faible, faire le choix d’ana-
lyser avec n > 2 peut étre raisonnable. On pense
implémenter prochainement un treillis de Token
permettant de faire du partitionnement dyna-

7"Par exemple, quand 1’état associé & un point de
contréle est une liste d’intervalles, I’état associé au point
de contréle suivant partage une sous-liste de ces inter-
valles (ceux qui n’ont pas changé). C’est presque du
“hash-consing”. D’autre part, le Context peut préférer
ne pas stocker les états & chaque point de contréle mais
plutét ceux qui sont trop couteux a recalculer, comme
les invariants de boucles.
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mique, comme dans [Bou92], ot I’on abstrait les
sites d’appels de fonctions par une abstraction
des environnements (numériques) lors de I'ap-
pel, en fusionnant selon les besoins ceux qui sont
les plus proches.

Pour ce qui est des points de controle, le C
est traduit en un C “simple” qui ne comporte
plus que des noeuds if, goto, des affectations,
des appels de fonction, retours de fonction et des
déclarations (fonctions et types). Par exemple,
le programme C:

int loops (int n) {
int i = n;
while (i != 0) {
int j = 0;
while (i != j)
j=it L
i=1i-1;
}

return i;

est traduit en C simple:

(block beginning)
(subst)

(if-goto)

NULL 21

(loop beginning)
(block beginning)
(subst)
(if-goto)

NULL 15

(loop beginning)
(subst)
(if-goto)

NULL 15

(loop end)
(label) (12, 8)
(subst)

(block end)
(if-goto)

NULL 21

(loop end) 5
(label) (18, 3)
(subst)

(block end)

NULL

19

13

= © 00 ~N O 0 W= O

[ e e N i el
B O © 00 N O 0l W N BE+e O

10

23

qui correspond au graphe de points de contré-
le représenté a la figure 4.6.

On a également implémenté une classe d’ité-
rateurs (en fait ce sont des stratégies d’itéra-
tions). Par exemple, on a développé un itéra-
teur interprocédural de calcul de plus petit point
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subst i

Toop(in)

block in

B

subst j

else

else then

subst i

block out

return

block out

Fia. 4.6 — Exemple de graphe de points de
controle.
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fixe de la sémantique avant, ainsi qu’un autre
qui calcule la sémantique arriére. On peut alors
combiner les deux de fagon classique, voir par
exemple [CCT7]. Si on nomme I’ et B’ respec-
tivement les équations sémantiques abstraites
avant et arriére, alors la fonction d’itération cal-
cule la suite de F;:

- PO = Ta

— Poyp1 = Ufp(F' N Pyy) (pour tout ¢ > 0),

— Pajya = fp(B' N Payy1) (pour tout ¢ > 0).
qui converge vers des invariants plus précis que
les itérations avant ou arriére seules (en impo-
sant toutefois la terminaison du programme ana-
lysé).

Le but est d’arriver & programmer des 1té-
rateurs qui permettent d’interpréter des objec-
tifs de tests, que 'on peut comparer & des itéra-
teurs utilisés en model-checking pour interpréter
des formules de logique temporelle. Ceci est en
cours d’étude et s’inspire de I’article [CC99]. On
examine également en ce moment la possibilité
d’implémenter les itérateurs et domaines proba-
bilistes de D. Monniaux [Mon00a] et [Mon00b].

Pour I'instant, nous utilisons la souche d’ana-
lyseur CAVEAT, ce qui va nous permettre d’ai-
der la preuve par I'inférence des relations d’alias,
ainsi qu’une interface fournie par ATTOL (voir
figure 4.7). L’ensemble du code CEA fait pour
le moment environ 100000 lignes de C++4-. Nous
somines aux premiers essais, aprés une phase de
réécriture partielle rendue nécessaire par 1’évolu-
tion de notre expérience dans le domaine. Pour
I’instant, nous avons pu tester I’analyseur sur
des programmes de "ordre du millier de lignes &
la dizaine de millier de lignes de code C. sur un
PC avec un LINUX récent. Le programme (au-
tomatiquement généré) B_dyn.c de SpaceBel,
qui fait environ 7000 lignes de code, et environ
1500 variables globales® est analysé en 2 minutes
et 10 secondes sur un Pentium 3 & 600 MHz,
avec ’analyse d’alias et 1’analyse par intervalles,
pour une mémoire utilisée de 13 méga-octets®.
Malheureusement sur de telles applications qui
comportent beaucoup de calculs numériques, un
grand nombre de menaces est généré; dans ce
cas particulier 841, essentiellement des dépasse-
ments de capacité. En fait, il est trés probable
que la majorité de ces erreurs soient de vrais
erreurs, si les nombreuses variables globales du

8Qui fait planter le compilateur gcc 2-95-.2 sur une
SUN.

2100 Mo si on stocke les informations sémantiques
a chaque point de contréle, et non simplement aux en-
trées/sorties de blocs.
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Fia. 4.7 — Une photo d’écran de I’analyseur.

programme pouvaient prendre n’importe quelle
valeur. On suppose qu’en fait, ce n’est pas le
cas, mais une telle spécification n’était pas dis-
ponible pour le test.

Pour donner un autre exemple de nos utili-
sateurs, on a pu analyser en 10 secondes (et en-
viron 8 Mo de mémoire) le programme demo2. ¢
d’Elsag, de 9938 lignes de codes. Ce programme
fait de la manipulation d’images et est assez élé-
mentaire. L’analyse a rapporté 51 erreurs, cer-
taines d’entre elles dues au fait que ’'on n’avait
pas de spécification des valeurs possibles de cer-
taines entrées du programme, d’autre du au trai-
tement trop élémentaire des indices de tableau.

4.2 Analyse de nombres flot-
tants

Quand on s’intéresse a implémenter un ana-
lyseur statique, on s’apercoit que les réels, ou les
flottants sont toujours trés mal abstraits.

La suite est le résultat de mes premiéres idées
dans le domaine, qui seront trés prochainement
publiées dans [GouOl]; je reprends également
quelques éléments de [Reg99].
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4.2.1 Quelques exemples

On peut déja se convaincre que ’analyse par
intervalle est trés imprécise. Prenons 'intervalle
z = [4,6]. Calculons de méme l'intervalle cor-
respondant & #(10 — z). On a:

10—z = [10,10]— [4,6]
= [4,6]
z(10—z) = [4,6].[4,6]
= [16,36]

Une simple analyse de la fonction montre aisé-
ment que le vrai intervalle résultat est [24,25].
L’arithmétique d’intervalles a été incapable d’an-
alyser la dépendance entre les termes x et 10—z
et produit donc un intervalle résultat vingt fois
trop large.

Ce n’est pas le seul probléme. Prenons un
petit fragment de code numeérique simple'%:

float x;
if(x!'=0)
return(1/(x*x));

A priori, le test if (x/=0) assure qu’il n’y aura
aucun probléme de division par zéro donc que
I’on aura toujours un résultat bien défini. En
fait, on risque pour certaines valeurs de x d’avoir
quand méme un probléme de division par zéro.
En effet; si z est égal au plus petit des flottants
positifs, 22 sera inférieur & cette valeur donc sera
remplacé par zéro et créera une erreur de di-
vision par zéro inattendue, si on n’a considéré
qu’une sémantique par intervalles naive.
L’exemple le plus navrant d’une erreur sé-
mantique simple sur les flottants est celui du
missile Patriot. Le 25 février 1991, au cours de
la Guerre du Golfe, un missile d’interception Pa-
triot manque un Scud et s’écrase sur un bara-
quement de la base de Dharan (Arabie Séou-
dite), tuant 28 personnes. Le rapport d’enquéte
conclut que la cause de cet accident était un
simple bug dans un calcul numérique : en effet,
I’horloge de l'ordinateur qui contréle le missile
est censée lui envoyer un signal tous les dixiémes
de seconde ; pour convertir le temps en seconde,
I’ordinateur interne du missile multiplie le nomb-
re de bips regus par 1/10. Or, 1/10 n’est pas re-
présentable de fagon exacte par un flottant et,
pour étre stocké, doit donc étre approximé avec
une erreur de l'ordre de 9.5 e-8, si bien qu’il

10Repris d'un exposé récent d’A. Deutsch.
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y a toujours un infime décalage entre I’horloge
contrélant le missile et ’horloge interne de celui-
ci. Le jour de 'accident, la batterie était en ser-
vice depuis prés de 100 heures donc le décalage
entre les deux horloges était de 'ordre de 0,34
secondes. Un Scud volant & prés de 1676m/s,
cette erreur en temps correspondait a une er-
reur en position de prés de 500 métres. Lorsque
le Scud a été détecté, le Patriot a été lancé mais
a manqué sa cible du fait de 'incertitude sur sa
position par rapport au missile. Ne s’étant pas
armé, il n’a pas explosé en vol et s’est écrasé sur
le baraquement.

4.2.2 La norme IEEE754-1985

Un nombre flottant est typiquement repré-
senté en machine par un certain nombre de bits
caractéristiques qui sont:

— le bit s de stgne qui indique si le nombre

représenté est positif (0) ou négatif (1),

— les K + 1 bits représentant I’exposant k,

— les N bits représentant la mantisse n.
Ainsi, tout flottant r est caractérisé par ces 3 va-
leurs (s, k, n) telles que r = s* n* 28+ avec
1—28 <k < 2K et =2 < n < 2V, On choisit
le triplet de fagon & minimiser k, ce qui assure
que la représentation d’un nombre en machine
est bien unique.

IEEE 754 propose 3 types ou formats pour les
nombres flottants, chaque format étant associé
& une certaine précision:
— le format Single (float en C) pour lequel
K=T7 et N=24,
— le format Double (double en C) pour lequel
K=10 et N=53,
— le format Double- Extended (long double en
C) pour lequel K>14 et N>64.
Il existe aussi une quadruple précision sur de
nombreuses machines (avec K=14 et N=113)
mais elle n’est pas spécifiée dans la norme IEEE

754.

IEEE 754 distingue aussi deux types de nombres
en machine:

— les nombres normalisés qui sont les nom-
bres non nuls que ’on peut mettre sous la
forme r = s % n* 28F1N = 54 2K (1 4 )
avec 0 < f <1,

— les nombres dénormalisés qui sont les nom-
bres non nuls tels que r = s¥n*2F+1-N =
sx28(0+ f) aveck =2-28 et 0 < f < 1.
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L’introduction des nombres dénormalisés peut
permettre une meilleure gestion des Underflow.
On définit Pulp ou wnit in last place qui cor-
respond & lerreur commise sur la valeur d’un
nombre lorsque 'on se trompe sur son dernier
bit. Autour de 1, elle est en simple précision de
2723 soit 1.192 % 107,

IEEE 754 a enfin déterminé pour chaque for-
mat une représentation en mémoire des éléments
NaN (Not a Number, signé ou pas), +oo et zéro
(40 et -0 sont définis).

Donc si - est une opération sur les flottants et
o son équivalent mathématique, la norme IEEE
754 assure que X Y = (X oY)o (1 4+ 3) +u
avec p < 21_2K_N(plus petit écart entre deux
nombres consécutifs dans le format choisi), | 3] <
27N et Bopu=0.

On peut considérer raisonnablement aujourd-
’hui que le hardware implémente IEEE754-1985,
et que la plupart des compilateurs respecte ces
spécifications.

4.2.3 Un treillis d’intervalles affines

On va ici essayer de corriger le défaut du
treillis d’intervalles en tragant les points de contr-
ole ot 1l y a des erreurs d’arrondis potentielles.

Les valeurs abstraites seront des combinaiso-
ns affines d’intervalles, de la forme:

r = [ao,bo]—i—Zaixei
i=1

— [ao, bo] est un intervalle de flottants (assez
précis), dans lequel doit se trouver le ré-
sultat du calcul de z avec des opérations
dans les nombres réels,

— n est le nombre de points de controle (as-
sez fins car ils correspondent & des opéra-
tions élémentaires dans le bon ordre d’éva-
luation, et non a des lignes de code par
exemple),

— les «; sont des intervalles de flottants dits
intervalles d’imprécision et notés [a;, b;]**,
qui doivent caractériser ’erreur de calcul
entre la sémantique dans les nombres réels
et la sémantique dans les nombres flot-
tants,

HDans 'exposé que j'avais fait au printemps 1998 &
I’ENS, j’avais généralisé cela, ce qui est assez facile, &
n’importe quel treillis numérique non-relationnel.
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— ¢ est un coefficient d’erreur normalisé as-
socié au point de controle 1 et appartenant
a I'intervalle ] — 27N 27N,

Une telle combinaison peut étre concrétisée
(au sens de l'interprétation abstraite) par une
fonction v en un ensemble de flottants, dans
lequel (critére de correction de ’analyse) doit
se trouver le résultat dans la sémantique des
nombres flottants analysés. Le point important
ici est que l'on cherche & mesurer la différence
entre la spécification du programme, c’est & dire
la sémantique du programme dans les nombres
réels, et son implémentation, c’est a dire la sé-
mantique du programme dans les nombres flot-
tants, et a expliquer d’otl viennent les différences
dans le programme analysé. Pour donner une
belle explication de I’abstraction, il faut recou-
rir & des sémantiques non-standards élaborées.
Une premiére se trouve dans [Gou0l]. Les ré-
cents développements de [Mar01] et plus parti-
culiérement d’une version longue non encore pu-
blique, en sont maintenant des fondements stirs.
En particulier, je ne parle pas dans la suite du
cas classique de “test instable”, c’est & dire du
cas ol un branchement dans le programme ana-
lysé ne va pas prendre la méme décision selon
que 'on a suivi la sémantique des nombres réels
ou celle des nombres flottants, alors que cela est
traité dans [Gou01].

En chaque point de contréle ot 'on effectue
une opération sur une variable, on doit modi-
fier en conséquence tous les coefficients «; de la
combinaison linéaire et possiblement ajouter un
nouveau symbole ¢; correspondant & ce point de
contréle dans la combinaison pour garder trace
de la modification globale subie par la variable
en ce point.

Je donne en exemple quelques régles séman-
tiques (avant). Soient

r = J[ag, bo]+ Z[ai, b;le;
i=1

Yy = [CO, do] + Z[Cia dl]gl
i=1

deux combinaisons affines d’intervalles. On a
alors :

V4 =

' ([ao, bo] + [co, do]) +

r+y
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> ([as,bi) + e, di]) s
+1v(@) +7W) ¢

La combinaison résultat sera donc obtenue en
faisant, symbole par symbole, une somme des
intervalles coefficients. Le terme que ’on ajoute,
pour marquer la modification subie en ce point
de contréle j, est la norme de la somme des
concrétisations des combinaisons x et y.

Solent
r = J[ag, bo]+ Z[ai, b;le;
i=1
y = [CO, do] + Z[Cia dl]gl
i=1

deux combinaisons affines d’intervalles. On a
alors :

Xy

= [ag,bo] ® [co, do] +

Q.
(0
~

> ([as, b @ () + () x [ex, di]) s
+ (@) x7(y) | ¢

Pour obtenir les intervalles coefficients de la com-
binaison résultat, il faut & chaque fois traduire
I’influence de toute la combinaison linéaire x sur
le coefficient de y et réciproquement. C’est pour
cela que 'on utilise les concrétisations de x et
de y.

Pour I'inverse et la racine carrée on aura res-
pectivement les régles de “dérivation” formelle
suivantes:

inv(e) < inu([ao, bol) — inv(y(x) x 7(x)) ©
ZZ?[% biles + inv(y(x))e;
N oo, Bo] + ime([2,2) % /() ©
ﬁ[ai, bilei + /()¢

4.2.4 Exemple

Considérons le petit code de calcul en C sui-
vant :



4.2. ANALYSE DE NOMBRES FLOTTANTS

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include <math.h>

int main()

{
float x,y,2;
int 1i;
x=1;
y=(sqrt(5)-1)/2; /*le nombre d’0r*/
printf("le nombre d’or vaut %f\n", y);
for(i=1;i<20;i++){
z=X;
X=y;
y=z-y;
printf("la puissance %déme est
%f\n",i+1,y);
}
exit(0);
}

Il permet de calculer les puissances successives
du nombre d’Or ¢ jusqu’a ¢?° & partir de la
formule de récurrence ¢"t? = ¢” — ¢+,

Ce programme affiche les résultats suivants :

le nombre d’or vaut 0.618034
la puissance 2éme est 0.381966
la puissance 3éme est 0.236068
la puissance 4éme est 0.145898
la puissance 5éme est 0.090170
la puissance 6éme est 0.055728
la puissance 7éme est 0.034442
la puissance 8éme est 0.021286
la puissance 9éme est 0.013156
la puissance 10éme est 0.008130
la puissance 11éme est 0.005026
la puissance 12éme est 0.003103
la puissance 13éme est 0.001923
la puissance 14éme est 0.001180
la puissance 15éme est 0.000743
la puissance 16éme est 0.000437
la puissance 17éme est 0.000306
la puissance 18éme est 0.000131
la puissance 19éme est 0.000176
la puissance 20éme est -0.000045

On se rend rapidement compte que ces résul-
tats sont inexacts : en effet, dés ¢10) les résul-
tats s’écartent des valeurs exactes et on obtient
méme sur la fin des résultats aberrants puisque
$?0 est un nombre négatif!

On annote maintenant le programme avec
des points de contrdle (numéros entre les !):

x=1;
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y=(sqrt(5) 1! -1 121)/2 131; 14!

for(i=1;i<20;i++){
z=x;
X=y;
y=z-7;
}
Pour avoir une évaluation de y aussi fine que
possible, on va transformer les constantes 5, 1
et 2 en des combinaisons d’intervalles ; Ainsi les
opérations de racine carrée, soustraction et di-
vision réalisées seront évaluées au plus juste. On
obtient les résultats suivants, avec des arrondis
au plus pessimiste :

N

!5!

[2.236068, 2.236069]
+[2.236068, 2.236069]¢;
[1.236068, 1.236069]
+[2.236068, 2.236069]¢;
+[1.2360676, 1.2360684] 2

VE—1 =

= [0.5,0.5]
+10.5, 0.5]es

N | —

i

= [0.618033936,0.618034058]

+[1.118033936,1.118034058]¢;

+[0.6180338176, 0.6180342272]¢5
+[0.6180340736, 0.6180342784]e3
+[0.6180340736, 0.6180342784]¢4

(l
S

On voit bien ici qu’il y a au départ une cer-
taine imprécision sur y qui va se propager dans
la boucle. On calcule la valeur de la combinaison
y sur les premiers tours de boucle ainsi que sa
concrétisation. On obtient:

Premier tour de boucle:
[0.381966004,0.381966126]
[-1.118033935,-1.118033813]
[-0.6180341760,-0.6180337664]
[-0.6180342272,-0.6180340224]
ed [-0.6180342272,-0.6180340224]
e5 est [0.3819656448,0.3819658240]
concretisation [0.38196568,0.38196583]

e0 est
el
e2
e3

est
est
est
est

Deuxieme tour de boucle:

e0 est [0.236067780,0.236068024]
el est [2.236067872,2.236068116]
e2 est [1.2360676352,1.2360684544]
e3 est [1.2360681472,1.2360685568]
e4 est [1.2360681472,1.2360685568]
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e5 est [-0.1458974464,-0.1458969344]
concretisation [0.23606846,0.23606873]

Troisieme tour de boucle:

e0 [0.145897995,0.145898346]

el [-3.354102050,-3.354101562]

e2 [-1.854102528,-1.8541012992]

e3 [-1.854102528,-1.8541021184]

e4 [-1.854102528,-1.8541021184]

e5 est [0.2917938944,0.2917948160]
concretisation [0.14589696,0.14589734]

est
est
est
est
est

tour de boucle:
090169434,0.090170029]
590169434,5.590170411]
090168832,3.0901712896]

e3 [3.0901702656,3.0901714944]

e4 [3.0901702656,3.0901714944]

e5 est [-0.2016236672,-0.2016221184]
concretisation [0.09017118,0.09017179]

Quatrieme
e0 est [0.
el [5.
e2 [3.

est
est
est
est

Cinquieme tour de boucle:

e0 est [0.055727959,0.055728913]

el [-8.944272460,-8.944270507]

e2 [-4.9442738176,-4.9442693120]
e3 [-4.9442742272,-4.9442717696]
ed [-4.9442742272,-4.9442717696]
eb est [0.2573515008,0.2573540352]
concretisation [0.05572883,0.05573179]

est
est
est
est

Transformations affines d’int-
ervalles

4.2.5

Le treillis des intervalles affines a un gros dé-
faut. Il risque de créer un nombre infini de va-
riables ¢; en présence de boucles, ou de devenir
trop imprécis dans ces mémes boucles. Pour y
remédier, 1l faut étre capable de définir un élar-
gissement, qui se contente d’un nombre fini'? de
telles variables d’imprécision. Il faut donc pou-
voir extrapoler 'effet des boucles. On doit donc
coder les transformations affines elles-mémes: ’ex-
trapolation viendra d’une sur-approximation du
rayon spectral de la transformation.

On appelle matrice affine d’intervalles toute
paire,

[01,1, b1,1] [01,n, bl,n] C1
[02,1,172,1] [az,n,bz,n] C2
[ai 1, b;1] [@in, bin] |7
[an 1 bn 1] [an ny bn n] Cn

120u un nombre infini mais décrit de fagon infinie.
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ot les [a;, b;] et les ¢; sont des intervalles de flot-
tants.
Au lieu de définir comme précédement une com-
binaison linéaire d’intervalles par variable du pro-
gramme, on va dans cette sémantique ne définir
qu’une seule matrice d’intervalles qui regroupera
toutes les variables du programme, la matrice
étant assimilable & un énorme systéme séman-
tique en quelque sorte. Chaque ligne ou colonne
sera indicée a la fois par le nom d’une variable
du programme et par le numéro du point de
controle considéré ; On manipule donc des ¢;(x)
au lieu des ¢; par variable z. Les deux séman-
tiques, par combinaisons linéaires et par ma-
trices, ne sont pas concurrentes mais complé-
mentaires : on les utilisera en conséquence en
paralléle, calculant & la fois sur les matrices et les
combinaisons linéaires, la sémantique par com-
binaisons linéaires facilitant le calcul des opéra-
tions sur les matrices et les résultats de la sé-
mantique par matrices étant utilisés dés que la
sémantique par combinaisons d'intervalles semble
bloquer (boucles).
Chaque opération sur les variables du programme
se traduira par une modification en conséquence
des lignes et des colonnes de la matrice associée.
La méthode d’élargissement que ’on a choisi
d’implémenter découle de la méthode dite des
“disques de Gershgorin”, qui permet d’évaluer
les modules des valeurs propres, donc les com-
portements asymptotiques (extrapolation) :

Théoréme 2 (Geshgorin) Soit A=[a;;] une
matrice. Toute valeur propre de A se trouve au
moins dans ['un des disques d’équation

2.

1<k<n k#i

|2 —aii| < | ak; |

L’utilisation du treillis de matrices affines
d’intervalles revient au calcul suivant sur I’exem-
ple de la section précédente. Les imprécisions sur
les variables z, y et 2z notées d,, dy et J, sont au
départ de :

0, = 0 car z est un entier
8y = 2723 au pire car c’est un flottant
0, = 0 car z est un entier

Les équations sémantiques liées a la boucle sont:

5. = 4,
5, = &, —dy+a
5. = b,

ol « est I'imprécision apportée par la soustrac-
tion et qui vaut au plus 2723 comme y et z sont
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du méme ordre de grandeur. On aboutit au sys-
téme matriciel suivant:

8 0 1 0 8
s, | =0 -1 1 5, | +| €
3. 1 0 0 5. 0

& X=MxX+A

oll € = 2723,

On veut trouver un point fixe de ce systéme
en les variables 6, §y et d, ce qui revient & étu-
dier les valeurs propres de la matrice M. Aprés
calcul, on trouve deux valeurs propres réelles
_1;\/3 et _142'\/5. Or, une de ces deux valeurs
propres a un module supérieur & 1. Le rayon
spectral de M sera donc supérieur a 1 et le sys-
téme va diverger.

Une application du théoréme de Gershgorin
permet d’aboutir au méme résultat: aprés cal-
cul, on trouve un rayon spectral 4 de 2; L’ana-
lyseur travaillant aussi dans le treillis des inter-
valles entiers, 1l permettra de déduire par ana-
lyse que I'imprécision maximale est atteinte pour
1=20. On en déduit alors que l’erreur approxi-
mée sur la variable y (c’est a dire sur $?°) sera
de p"P_towrs x erreur initiale = 220 x 2732 =
2712,

Quand on itére dans la boucle, I'imprécision
sur les variables va croitre car la matrice M di-
late les €. Une analyse plus fine montre que dés
1=5, le résultat commence en fait & diverger sen-
siblement. Ainsi, 'imprécision initiale sur y se
propage dans tout le code en enflant au point
qu’au final, la valeur de I'imprécision est supérie-
ure & la valeur exacte d’oul le résultat aberrant
que 'on obtient.

Tous ces problémes viennent d’un mauvais
conditionnement du code : l’algorithme de la
boucle, ayant un rayon spectral supérieur a 2,
est structurellement instable et ne peut donc
donner de résultats satisfaisants. Un code plus
simple, comme par exemple
t=1;
for(i=1;i<=20;i++){

t=t*(sqrt(5)-1)/2;
printf("la puissance %déme est
%f\n", 1, t);

}

permet d’obtenir des résultats bien plus précis.

4.2.6 Autres considérations

Il existe une méthode utilisée dans CADNA
(voir [CV88], [CV92] et [Che95] entre autres),
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qui analyse de facon probabiliste ’effet des im-
précisions dans les calculs flottants. C’est une
analyse probabiliste, dynamique, mais dont je
me suis posé la question de savoir si on pou-
vait en faire une analyse statique. Hélas, 11 y a
un certain nombre d’incorrections sémantiques
(voir par exemple [Kah91]) qui empéchent, pour
le moment, d’en donner un sens. Quand j’étais
au CNRS déja, a ’Ecole Normale Supérieure,
nous étions plusieurs avec Patrick Cousot a nous
interroger sur les sémantiques et analyses proba-
bilistes, essentiellement en relation avec 1’ana-
lyse du temps d’accés moyen aux données, dans
des architectures avec caches de données (pro-
bléme qui a été repris par Aérospatiale, division
avions, lors de conversations au CEA). Plus tard
au CEA j’al constaté qu’un certain nombre de
“systémes programmeés”, tels le SPIN'3 font ’ob-
jet d’analyses de fiabilité de leurs composants
physiques, mais rien ne semble en é&tre déduit
pour le logiciel. Dans le milieu nucléaire en par-
ticulier, les capteurs peuvent se dégrader forte-
ment dans un milieu radioactif. On utilise donc
des redondances un peu partout, mais les ana-
lyses de fiabilité des capteurs ne semblent en
rien étre utilisées pour valider le choix de tel ou
tel systéme de vote logiciel. En paralléle, je me
suis intéressé, dans le cadre des cours de calcul
scientifique paralléle, aux méthodes de Monte-
Carlo, aux recuits-simulés etc. Se posaient alors
naturellement un certain nombre de questions.
N’ayant que peu de temps & y consacrer moi-
méme, j’al utilisé la possibilité de monter un pro-
jet mixte CEA/ENS pour permettre A plusieurs
d’y travailler. Depuis, c’est David Monniaux qui
a réalisé un certain nombre de belles avancées,
voir & ce propos [Mon00a] et [Mon00b]. Je crois
qu’il est possible & partir de ces méthodes et
des considérations sémantiques de [GouOl] et
[Mar01] de poser les bases d’un “CADNA” sé-
mantique correct.

13Qysteme de Protection Intégré Numeérique qui
contréle en permanence un certain nombre de para-
métres physiques des centrales nucléaires, tranches N4.
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Chapitre 5

Activités d’Enseignement

5.1 L’Ecole Polytechnique

En 1993, encore jeune doctorant, Patrick Cou-
sot me suggéra que je devrais m’essayer i ensei-
gner un peu. A cette époque, je suis donc devenu
vacataire a 1’Ecole Polytechnique pour le cours
“Algorithme et Programmation” donné alterna-
tivement (d’une année sur ’autre) par Robert
Cori et Jean-Jacques Lévy. Mon réle (“Chargé
de Travaux Pratiques”) était de suivre les éléves
de premiére année lors de leurs Travaux Diri-
gés de programmation, c’est-a-dire de les aider &
programmer les exercices demandés et éventuel-
lement de donner des sujets. Le cours était es-
sentiellement un cours d’algorithmique de base,
suivant, en le simplifiant, le cours que j’avais
recu de Patrick Cousot alors qu’il était Pro-
fesseur a I’Ecole Polytechnique. On y retrouve
toutes les techniques classiques de tri (& bulle,
par insertion, quicksort, heapsort etc.) et des
notions de complexité algorithmique, des tech-
niques de stockage de données (tables de ha-
chage, arbres binaires de recherches, listes triées
etc.), la base de lamanipulation de graphes (par-
cours divers), de ’analyse lexicale et syntaxique
etc. Le langage utilisé a évolué au fil des années.
Il s’agissait de Pascal au début, puis de C et
enfin beaucoup plus récemment de Java (ou de

OCAML).

’année suivante, Patrick Cousot et Alain
Bamberger (alors Directeur Mathématiques Ap-
pliquées a I'Institut Francais du Pétrole, et Mai-
tre de Conférences 4 I’Ecole Polytechnique) ont
démarré un nouveau cours “Calcul Paralléle” et
m’ont gentiment associé a la définition des Trava-
ux Dirigés. Ce cours était une option pour les
éléves de derniére année de I’Ecole Polytech-
nique, aussi bien pour ceux se spécialisant en
Mathématiques Appliquées que pour les infor-
maticiens. Deux sujets principaux étaient donc
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traités dans ce cours, les schémas numeériques
pour résoudre certaines équations aux dérivées
partielles, et la programmation paralléle. L.’obj-
ectif était qu’ils puissent comprendre comment
utiliser des super-calculateurs, ou des réseaux
d’ordinateurs, pour résoudre des problémes d’in-
génierie trés gourmands en ressources informa-
tiques. L’application principale — Institut du Pé-
trole oblige — était la résolution de I’équation des
ondes par des schémas aux différences finies (ex-
plicites ou implicites). Les exercices consistaient
principalement & programmer des versions pa-
ralléles de ces schémas dans le cadre de “mini-
projets” (par exemple, une “Campagne Géosis-
mique Synthétique” pour simuler le procédé de
recherche de pétrole lors des campagnes d’explo-
ration pétroliéres).

Nous avons utilisé les deux premiéres années
du cours une Connection Machine-5 & 32 proces-
seurs de ’Etablissement Technique Central des
Armées a Cachan, en passant par une liaison
telnet. Les éléves programmaient alors en CM-
Fortran, aussi bien en mode SIMD qu’en utili-
sant une librairie de passage de messages appe-
lée CMMD. Le langage Fortran n’était pas trés
bien considéré par nos éléves informaticiens (for-
mant plus de 70 pourcent de Deffectif de notre
cours), et la connection telnet était un peu
lourde & opérer, lente et risquée (les problémes
réseaux ne nous ont pas épargné). Nous déci-
dames donc de faire les cours suivants sur des
réseaux (locaux) d’ordinateurs, communiquant
grace & une librairie de passage de messages.

En 1995, deux librairies étaient les plus utili-
sées, en ce qui concerne les applications scienti-
fiques, PVM “Parallel Virtual Machine” et MPI
“Message Passing Interface”. MPI est sans aucun
doute la librairie qui s’impose dans le monde du
calcul scientifique (au moins “industriel”), mais
hélas les versions gratuites (LAM et MPICH par
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exemple) souffrent d’un certain nombre de dé-
fauts, le principal étant qu’elles n’implément-
alent principalement que les fonctions du pre-
mier standard, MPI-1. Elles sont donc peu pra-
tiques pour le fonctionnement sur un réseau de
stations hétérogénes. PVM nous semblait donc
mieux approprié, de par sa richesse et sa flexi-
bilité sur un tel environnement. Le cours s’est
depuis stabilisé. J’en suis désormais le coordi-
nateur, depuis que P. Cousot est devenu pro-
fesseur & ’Ecole Normale Supérieure, et depuis
que A. Bamberger a quitté également 1’Ecole
Polytechnique. J’ai écrit, avec F. Nataf et M.
Schoenauer, un nouveau polycopié [Par99], qui
s’est néanmoins bien inspiré des cours d’origine.
J’ai également écrit, tous les ans, des sujets, et
assuré les oraux. Depuis ’année scolaire 2000-
2001, ce cours a été divisé en deux (tout comme
le département de Mathématiques Appliquées,
créant ainsi le nouveau département d’Informa-
tique). Le premier sous-produit a été un cours
plus orienté vers 1’étude des schémas numeériques
parallélisables (ou 'informatique serait au deux-
iéme plan), son plan actuel est le suivant:

— Programmation paralléle distribuée en C
avec PVM.

— Equation des ondes, schémas explicites; ex-
emple en PVM.

— Equation des ondes, schémas implicites;
analyse de dépendance de données.

— Probléme inverse/Algorithmes génétiques.

— Décomposition de domaines.

— Design d’une application paralléle (parti-
tionnement, équilibrage de charge), paral-
lélisation.

— Algorithmique paralléle non numérique (ex-
clusion mutuelle etc.). Validation, preuve
de programmes paralléles. Problémes spé-
cifiques du numeérique.

— FEléments avancés de librairies de passages
de messages (MPT).

Le deuxiéme sous-produit a été un cours plus
orienté vers ’algorithmique paralléle (tris, com-
plexité, parallélisation etc.) assuré pour moitié
par Yves Robert, et pour autre moitié par moi.
Mes cours étaient essentiellement 1a4 pour com-
pléter ceux d’Y. Robert sur des aspects de sé-
mantique et de langages. En particulier, je traite
les threads JAVA, ainsi que Java PVM, une ex-
tension simple de JAVA pour faire de la pro-
grammation distribuée.
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5.2 Autres cours

5.2.1 DEA Informatique Fondamen-

tale

J’al commencé & donner une & deux legons
dans la filiere de R. Cousot, dans le cadre du
Dipléome d’Etudes Approfondies “Informatique
Fondamentale” en 1996 et 1997, puis a1 été char-
gé d’un cours complet & partir de I’année scolaire
1999-2000.

Aprés un premier cours de présentation de
sémantiques classiques du parallélisme, biaisé a
souhait afin d’en montrer le caractére (pré-)géo-
métrique, j’introduis dans la deuxiéme legon un
premier modéle géométrico-combinatoire (com-
plexe cubique, HDA). J’en profite alors pour
expliquer quelques résultats de topologie algé-
brique classique qui motivent la suite de la théo-
rie (homotopie, homologie etc.). Je montre en-
suite en quoi ces théories ne sont pas compléte-
ment adéquates - elles ne prennent pas en compte
Iirréversibilité d’une quantité temporelle. S’en-
suit alors quelques éléments de théorie dans les-
quelles je méle les aspects topologiques et combi-
natoires équivalents. La théorie développée per-
met de parler de fagon correcte des trajectoires
“essentielles” d’un systéme, c’est-a-dire en parti-
culier des ordonnancements d’actions essentiel-
lement différents, comme on I’a vu dans les cha-
pitres précédents, pour un programime ou proto-
cole donné. En cours de route je montre quelques
applications, parmi lesquelles les problémes de
séquentialisation dans les bases de données conc-
urrentes, les problémes de protocoles tolérants
aux pannes, les problémes d’analyse d’ordon-
nancement, de point morts et d’états inattei-
gnables. Dans un dernier cours je détaille cer-
tains problémes ouverts et directions de recher-
che.

Le plan actuel est:

— Rappels sur larchitecture de machines pa-
ralléles et distribuées. Premiére sémanti-
que: entrelacement et systémes de transi-
tions. Rappel sur les méthodes classiques
d’analyse (model-checking, interprétation
abstraite, preuve). “Faux” parallélisme: raf-
finement, confusion, complexité des ana-
lyses (accessibilité, deadlock, safety). Vrai
parallélisme.

— Quelques modéles du parallélisme: systémes
de transitions, systémes de transitions asyn-
chrones, réseau de Pétri, Structures d’Evén-
ements... Hiérarchie de sémantiques.
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— Modéle sémantique par complexes cubiques machine paralléle (CM-5). Le programme était

(HDA), premiéres propriétés. Exemple de
sémantique et de propriétés: Machines a
mémoire partagée:

— machines et langages typiques,

— sémantique des registres RW,

— equivalence entre modéles SRSW, SR-
MW, MRMW, verrous etc.

— propriétés d’ordonnancement: séquentia-
lisation et cohérence des données.

Rappels de topologie algébrique élémen-

taire.

— Détermination de points morts et d’états
inatteignables dans ce modéle géométrique.
Application a I’analyse statique de pro-
gramme par sémantique abstraite. Com-
paraison avec les méthodes par entrelace-
ments.

— Propriétés plus complexes sur les chemins.
Rappels de propriétés classiques de topo-
logie algébrique. Premiéres idées sur une
preuve du protocole “2-phase locking” pour
les bases de données concurrentes.

— Espaces localement orientés et théorie des
déformations “orientées”. Rapport avec les
complexes cubiques et autres modéles com-
binatoires du vrai parallélisme. Algorithme
de détermination d’ordonnancements d’ac-
tions.

— Application: Machines & mémoire partag-
ée:

— propriétés d’ordonnancement (suite): ro-
bustesse des calculs (résilience, calculs
sans attente)

— répartition de I'information (consensus,
renommage etc.)

— théoréme de caractérisation constructive
des calculs sans attente avec registres
RW

— complexité des calculs sans attente avec

registres RW

5.2.2 L’ENS

J’al également participé & une version amé-
nagée du cours Calcul Paralléle de I’X] & I’Ecole
Normale Supérieure, avec pour professeurs P.
Cousot et Y. Brenier et pour maitres de confé-
rences E. Grenier et moi-méme.

Le cours comprenait une partie d’analyse nu-
mérique (8 heures) et une partie concernant la
programmation paralléle (6 heures) dont la com-
binaison permettait de réaliser des travaux pra-
tiques de calcul scientifique (8 heures) sur une

le suivant:

— Le modaéle des équations de réaction-diffus-
ion,

— schémas aux différences finies, notions de
consistance et de stabilité, convergence par
le principe du maximum et ’analyse de
Fourier,

— schémas explicites et implicites, avec uti-
lisation de la FFT.

— Principaux types de machines paralléles,
architecture des machines paralléles SIMD,
présentation de la “Connection Machine 5”
(CM-5), éléments de FORTRAN 77, parallé-
lisme de données en FORTRAN 90 et CM-
FORTRAN.

— Principe de la programmation distribuée
ou répartie avec messagerie synchrone, uti-
lisation de la CM-5 en mode MIMD, mes-
sagerie synchrone point-a-point et par dif-
fusion globale, librairie CMMD de com-
munication par messages synchrones sur
CM-5;

— Principe de la programmation distribuée
ou répartie avec messagerie asynchrone, ca-
naux de communication asynchrone par
interruption, librairie CMMD de commu-
nication par messages asynchrones sur CM-
5;

Les travaux pratiques de calcul paralléle sur

CM-5 étaient les suivants:

— Parallélisation de quelques algorithmes sim-
ples (crible d’Erathosténe, calcul d’intégral-
es) ; implémentation en FORTRAN SIMD
sur une CM-5. Résolution numérique de
I’équation de la chaleur par schéma expli-
cite (FORTRAN SIMD) ;

— Equation de réaction-diffusion: résolution
par schémas explicites et implicites, visua-
lisation des résultats en fonction de divers
coefficients ;

— Transformée de Fourier paralléle, applica-
tion & la résolution numeérique de I’équa-
tion de réaction-diffusion ;

— Programmation en FORTRAN MIMD sur
CM-5 ; Application: compression d’images
par quantification vectorielle.

5.2.3 L’ENSTA

La encore il s’agissait d’un cours dérivé du
cours “Calcul Paralléle” de I’X cette fois-c1 donné
avec R. Cridlig, monté grace & P. Granger, alors
responsable des cours d’informatique & 1’Ecole
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Le support était néanmoins différent car il
utilisait pour les travaux dirigés le langage Conc-
urrent ML [Rep92]. On en a donc profité pour
expliquer les fondements de la sémantique de
CML, en passant par les systémes de transitions,
CCS et les bisimulations. Le programme était le
suivant:

Introduction, quelques modéles du paral-
lélisme. TD: apprentissage de CML (client
serveur),

Nouveaux phénoménes liés au parallélisme
(exclusion mutuelle, interblocage). TD: cri-
ble d’Erathosténe, simulation de la mé-
moire partagée,

CCS et preuves par bisimulation. TD: CCS.
Les événements en CML. TD: client/serveur
asynchrone.

Présentation de la CM-5: modéle SIMD
et algorithmique simple. TD: traitement
d’image,

Algorithmique numérique SIMD. TD: sché-
ma explicite pour ’équation des ondes.

Depuis que je suis au CEA, j’ai arrété les
cours que Je donnais & ’ENSTA. C’est mainte-
nant I. Mackie qui assure un nouveau cours de
parallélisme la-bas.
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