
Chapitre 1Géométrie et Parallélisme1.1 Mes premiers pasL'article de Vaughan Pratt [Pra91], qui m'abeaucoup inspiré au début de ma thèse, étaitessentiellement motivé par un défaut dans ladualité entre structures d'événements et auto-mates1.Les modèles introduits pour tenter de com-bler ce défaut, attribuable au fait qu'une dessémantiques est du �vrai parallélisme�, l'autreétant une simulation par entrelacements, étaientbasés sur une forme ou une autre de CW-comple-xes (ou de n-catégories, on y reviendra). De telsobjets sont des collages de formes élémentairesle long de leurs bords. L'explication qui suit estinspirée de ma thèse.Considérons d'abord les systèmes de transi-tion. Ils permettent de modéliser le parallélismeavec une sémantique par entrelacement. Ce sontdéjà des objets géométriques, mais peu recon-nus en tant que tels. Leur représentation sousforme de graphe2, permet d'y reconnaître lesbranchements et les con�uences, les cycles, lesétats initiaux et �naux, ainsi que les états inat-teignables. Toutes ces notions géométriques sontd'importance; en particulier les branchementspour les équivalences sémantiques (�branching-time�), et les points morts et états inatteignablespour l'analyse statique (par exemple le model-checking).La modélisation de systèmes parallèles parentrelacement construit naturellement des form-1Qui plus tard, motiveront également l'introductiondes espaces de Chu [Pra94].2Donc d'espaces simpliciaux ou d'espaces cubiquesparticuliers!

ab b'a'Fig. 1.1 � Entrelacements possibles.es cubiques; par exemple des carrés comme a j b:: a- :A:b ? a0- : b0?qui représente l'exécution asynchrone des actionsa et b (a0 et b0 sont des transitions qui ont pour�étiquette� respectivement a et b).L'idée naturelle est de se dire que cet en-trelacement est un codage un peu coûteux dufait que a et b sont indépendants, à compareravec les systèmes d'événements par exemple. Ceque l'on souhaite réellement dire, c'est que tousles mélanges possibles de sous-actions de a etde b sont des chemins d'exécution, comme on lemontre dans la �gure 1.1.Il est donc naturel de considérer égalementtoutes les subdivisions possibles du carré, c'est-à-dire l'intérieur A du carré en plus de son bord.Le fait de considérer également l'intérieur ducarré, puis aussi, l'intérieur du cube (quand on atrois processus) etc. en plus du graphe de transi-tion amène à la notion d'ensemble semi-cubique.La façon habituelle de dé�nir un ensemblesemi-cubique est de dé�nir des fonctions bords;par exemple pour le carré, on a quatre opéra-teurs bord, correspondant respectivement à a,b, a0 et b0. Ce n'est pas tout car on veut en plus3



4 CHAPITRE 1. GÉOMÉTRIE ET PARALLÉLISME��� ������Pa VaPaVa PaVaFig. 1.2 � Un ensemble semi-cubique représen-tant trois accès concurrents à un sémaphore ini-tialisé à deux.coder la �direction du temps�. En dimension unon utilise en e�et un graphe dirigé de transitionspour cela; on veut faire de même pour les en-sembles semi-cubiques. Le choix que j'ai fait estde diviser en deux la famille d'opérateurs bords.Dans le cas du carré, on a une famille de deuxopérateurs bord début d00 et d01, avec d00(A) = aet d01(A) = b, et une famille de deux opérateursbord �n d10 et d11, avec d10(A) = a0 et d11(A) = b0.Cela étend simplement la notion de début et de�n dans un graphe dirigé.Si une 2-transition (carré) n'est qu'une re-lation d'indépendance entre deux 1-transitions,une 3-transition, ou cube, n'est pas simplementun raccourci pour 3 relations d'indépendance.Le fait que l'action a soit indépendante de l'acti-on b, que b soit indépendante de c et que c soitindépendante de a n'implique pas que a, b et cpuissent s'exécuter toutes trois ensemble de fa-çon asynchrone. C'est le cas par exemple d'uneabstraction d'un spooler d'imprimante avec deuximprimantes, ou de deux unités �ottantes3, ouencore d'un tampon (de communication) à 2 cel-lules, c'est-à-dire d'un sémaphore s initialisé à24. En utilisant les notations de E. W. Dijks-tra [Dij68], il su�t de considérer les trois ac-tions a = b = c = Ps; s peut être partagé pardeux mais pas par les trois processus en mêmetemps (voir �gure 1.2). Cette sorte d'objet quisynchronise faiblement est d'une grande impor-tance pour les protocoles de systèmes distribuéstolérants aux pannes5.Ces propriétés ne sont pas exprimables sim-plement dans la plupart des modèles du paral-3Par exemple dans les microprocesseurs Pentiumd'Intel.4Ce que l'on appelera un n-sémaphore (ici avec n =2).5Une pile FIFO partagée à deux entrées permet parexemple de résoudre le problème du consensus sans-attente pour deux processus. Une bonne référence pources problèmes est [Lyn96].

lélisme existants comme les systèmes de tran-sition asynchrones, les structures d'événementspremières etc. une exception notable étant lesréseaux de Pétri. Ceux-ci ont d'autres désavan-tages: ils sont très peu compositionels, ce qui lesrend assez peu agréables pour l'analyse de pro-grammes (mais utilisables néanmoins pour desprotocoles booléens).Bien sûr cette discussion se généralise. L'ac-cès concurrent de n+1 processus à un sémaphoreinitialisé à n est représenté par le bord d'un hy-percube de dimension n + 1. Nous avons doncbesoin de n-transitions pour tout n > 0.De même que pour n = 1 et n = 2, on diviseen deux les opérateurs bords décrivant la sourceet le but d'une n transition. Chaque n-transitiona n sources de dimension n�1, données par desopérateurs bords sources d0i , 0 � i � n�1, ainsique n buts de dimension n � 1, donnés par desopérateurs but d1j , 0 � j � n � 1. Par exemplepour n = 3,(0; 0; 0) b - (1; 0; 0)@@aR @@R(0; 1; 0) - (1; 1; 0)(0; 0; 1)c ? - (1; 0; 1)?@@R @@R(0; 1; 1)? - (1; 1; 1)?L'intérieur D du cube (objet de dimensiontrois) a trois bords début, les trois faces conte-nant (0; 0; 0), et trois bords �n, les trois facescontenant (1; 1; 1).Soient A, B et C les faces (respectivement)((0; 0; 0); (1; 0;0); (0; 0;1); (1; 0; 1))((0; 0; 0); (0; 1;0); (0; 0;1); (0; 1; 1))((0; 0; 0); (1; 0;0); (0; 1;0); (1; 1; 0))Soient A0, B0 et C0 les faces parallèles à A, B etC respectivement.Posons d00(D) = A, d01(D) = B, d02(D) = Cet d10(D) = A0, d11(D) = B0, d12(D) = C 0. Alorsd00(A) = b, d01(A) = c, d00(B) = a, d01(A) = c,d00(C) = a, d01(C) = b.On peut prouver ce que l'on constate ici,c'est-à-dire que les opérateurs bords peuvent êtredé�nis de telle manière que l'on a la règle de



1.2. LES ORIGINES 5commutation suivante (pour i < j and k; l =0; 1): dki � dlj = dlj�1 � dkiPar exemple pour une 2-transition, la rela-tion avec k = 0, l = 1 et i = 0, j = 1 veut direque la source du but numéro un (b0) est la mêmechose que le but de la source numéro zéro (a).Inversement toute forme géométrique constr-uite en collant des hypercubes de dimension quel-conque le long de leurs faces peut être présentécomme un ensemble semi-cubique:Dé�nition 1 Un ensemble semi-cubique est unensemble gradué M = (Mi)i2IN avec des famill-es d'opérateurs: Mn d0i-d1j- Mn�1(i; j = 0; : : : ; n� 1) satisfaisant les relationsdki � dlj = dlj�1 � dkiJ'ai utilisé cette formalisation dès mon pre-mier article sur le sujet [GJ92]. En fait, les en-sembles cubiques et semi-cubiques ont une his-toire assez ancienne. Ils ont été utilisés dans lespremiers développements de la topologie algé-brique par Daniel Kan et par Jean-Pierre Serredans sa thèse [Ser51]. Aujourd'hui, la topologiealgébrique combinatoire utilise plus volontiersles ensembles simpliciaux, union de simplexes detoute dimension, collées selon leurs faces. Dansla thèse de Jean-Pierre Serre, la raison pour la-quelle les ensembles cubiques ont été préférésaux ensembles simpliciaux est que pour étudierdes �brations, qui sont localement des projec-tions canoniques d'un produit cartésien de deuxespaces topologiques vers le premier, il est plussimple de considérer des ensembles cubiques quiont de bonnes propriétés vis-à-vis des projec-tions6.Dans le cas de la sémantique du parallélisme,l'utilisation d'ensembles cubiques ou semi-cubi-ques est naturelle comme je l'ai expliqué plushaut (en partant de la sémantique par entrela-cement).Tout ceci a un rapport direct avec les graphesd'avancement ou �progress graphs�, qui sont uneanalogie géométrique introduite il y a plus de6Même si plus tard, une construction simpliciale a étépubliée, voir [MC85] et la �construction de Dress�.

trente ans. Je n'ai réalisé cela qu'assez récem-ment, et n'ai retrouvé cette trace assez anciennequ'après l'article de J. Gunawardena [Gun94].La section suivante est tirée de [Gou00].1.2 Les originesLe premier modèle géométrique (au sens dela topologie algébrique) du parallélisme que jeconnais est le modèle des �progress graphs� (quej'appelerai par la suite graphe d'avancement)et est apparu en théorie des systèmes d'exploi-tation, pour décrire en particulier le problèmed'�étreinte fatale�7 dans les systèmes multipro-grammés. Les graphes d'avancement ont été in-troduits dans [CES71] qui les attribue à E. W.Dijkstra. En fait, ils sont apparus un peu plustôt, pour des raisons éditoriales semble-t-il, dans[SC70].L'idée de base est de donner une descriptiondes traces d'exécution d'un système comprenantplusieurs processus modi�ant des ressources par-tagées. Considérons une ressource partagée a quel'on identi�e à un sémaphore quelconque, c'est-à-dire à un objet qui peut être partagé par nmais pas n + 1 processus (n � 0) - dans cecas on l'appelera n-sémaphore. Par exemple, apeut-être une simple variable partagée, et alorsn = 1, ce qui permet d'assurer l'exclusion mu-tuelle d'accès à celle-ci. Alors, étant donné nprocessus séquentiels déterministes Q1; : : : ; Qnque l'on abstrait par une suite de verrouillage etde déverrouillages d'objets partagés,Qi = R1a1i :R2a2i � � �Rnianii(Rk étant soit P - verrouillage - soit V - dé-verrouillage - en utilisant la notation de E. W.Dijkstra [Dij68]), il y a un moyen très naturelde représenter les comportements possibles deleur exécution en parallèle. Pour ce faire, on as-socie à chaque processus une coordonnée dansIRn. L'état du système parallèle correspond àun point de IRn, dont la ième coordonnée décritl'état (ou temps local) sur le ième processus.Supposons que chaque processus démarre autemps local 0 et �nit au temps local 1; à chaqueaction P et V peut être associée une suite denombres rééls entre 0 et 1, qui re�ète leur ordred'exécution. L'état initial du système est alors(0; : : : ; 0) et l'état �nal (1; : : : ; 1). Considérons7�Deadly embrace� en anglais, comme E. W. Dijkstral'a nommé à l'origine; on dit plus couramment mainte-nant �point mort�.
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Dangereux Non-atteignable(0,0) Pa Pb Vb VaPbPaVaVbT2

T1����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������� ��������������������������������� (1,1)-6
Fig. 1.3 � Exemple de graphe d'avancement

a bFig. 1.4 � Le graphe de requêtes correspondantpar exemple le programme composé des deuxprocessus parallèles T1 = Pa:Pb:V b:V a et T2 =Pb:Pa:V a:V b, utilisant deux ressources parta-gées a et b, dont l'ensemble des états est repré-senté à la �gure 1.3.La partie grisée représente des états qui nesont permis dans aucune exécution: en e�et unpoint intérieur à cette partie est un point ne res-pectant pas la propriété d'exclusion mutuelle.On appelle cette partie, la partie interdite. Unchemin d'exécution est un chemin de l'état ini-tial (0; : : : ; 0) à l'état �nal (1; : : : ; 1) n'entrantpas dans la région interdite et qui de plus a lapropriété d'être croissant en chaque coordonnée;on ne peut pas inverser le sens du temps. On ap-pelle ces chemins, chemins dirigés ou dichemins.Cette contrainte de croissance en chaque co-ordonnée implique que les dichemins atteignantla région hachurée sous la région interdite, ap-pelée �région dangereuse�, sont obligés d'arriverà un point mort, et donc ne peuvent atteindrel'état terminal. On voit également sur la �gure1.3 que tous les dichemins atteignant l'état ter-minal et passant au dessus de la région inter-dite sont équivalents en un certain sens: ils sonttous caractérisés par le fait que T2 acquiert a etb avant T1. Nous appelons cette propriété, unepropriété d'ordonnancement (sous-entendu, desaccès des processus aux ressources partagées).De même, tous les chemins en dessous de la ré-

PaPaVaPbVb Va Pb VbFig. 1.5 � Le graphe d'avancement correspon-dant à Pa:V a:P b:V b j Pa:V a:P b:V bgion interdite sont caractérisés par le fait que T1acquiert a et b avant T2.On peut déjà reconnaître dans cette présen-tation tous les ingrédients qui sont au coeur desprincipaux problèmes de la topologie algébrique,c'est-à-dire la classi�cation des formes modulodéformation �élastique� (on peut déformer sansjamais déchirer ou coller). D'ailleurs, les coor-données choisies pour représenter les di�érentesactions P et V ne sont pas importantes, leurordre seul compte. On peut donc les déformer detoutes manières, en conservant leur ordre. Doncles propriétés d'ordonnancement, de point mortetc. sont invariantes par déformation, ou homo-topie. Il s'agit néanmoins d'une homotopie unpeu particulière, et c'est ce qui fait que le restede la théorie est un peu compliquée. Cette homo-topie, qui ne doit pas inverser le sens du temps,est appelée homotopie dirigée, ou dihomotopie,on la dé�nira plus formellement dans la section1.3.Un point important est que si on arrive àcaractériser de façon pratique ces classes de di-homotopie, on pourra trouver des méthodes e�-caces de réduction de l'espace d'états pour fairede l'analyse statique de programmes parallèles.On y reviendra dans le chapitre 2.Pour se convaincre de la di�érence avec l'hom-otopie traditionnelle, considérons deux formeshomotopiquement équivalentes au sens usuel duterme. Ces deux formes, �gure 1.5 et �gure 1.6,sont bidimensionnelles et comportent deux trous.Mais elles ont respectivement quatre dichemins(partant de l'état initial et allant à l'état �nal)et trois dichemins ou ordonnancements modulodihomotopie.
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VbPb Pa VaPaVaPbVbFig. 1.6 � Le graphe d'avancement correspon-dant à Pb:V b:Pa:V a j Pa:V a:P b:V bIl y a évidemment une méthode simple pourdéterminer les points morts pour les processusPV, qui était connue bien avant les graphes d'av-ancement. Il s'agit d'une méthode utilisant un�graphe de requêtes�. La �gure 1.4 montre legraphe correspondant dans le cas des proces-sus de la �gure 1.3. Les noeuds du graphe derequêtes sont les ressources du système paral-lèle, c'est-à-dire ici, les sémaphores. On traceune arête orientée d'une ressource (ou noeud)x à une ressource y s'il existe un processus qui,ayant acquis un verrou sur x, a besoin d'un ver-rou sur y à un instant donné. Une condition suf-�sante pour qu'un système parallèle soit sanspoint mort est que son graphe de requêtes soitacyclique - c'est évidemment une condition d'or-dre géométrique.Malheureusement, ce n'est pas une conditionnécessaire en général. Par exemple, un graphe derequêtes ne peut exprimer ce qui se passe dans lecas de n-sémaphores, c'est-à-dire de ressourcesqui peuvent être partagées par n mais pas parn+1 processus. Cela nécessite en fait une versionmultidimensionnelle de graphes.En utilisant les graphes d'avancement, onpeut trouver par exemple dans [CES71] un algo-rithme pour déterminer l'absence de point morten O(n2) où n est le nombre de processus du sys-tème parallèle. La notion de région dangereusey avait été introduite également, avec l'espoir depouvoir déterminer automatiquement quels se-raient les ordonnanceurs qui empêcheraient d'arriver à un point mort, et qui seraient équi-valents au système de départ. Ce travail étaitlimité aux sémaphores binaires8. Un algorithme8Il y a un moyen de traduire les sémaphores générauxen sémaphores binaires, voir [Dij68], mais cela utilise un

complet de détection de points morts sur desgraphes d'avancement est décrit dans [CRJ87],qui ne sou�re pas de cette restriction. Ce n'estcependant pas un algorithme optimal.L'article [LP81] décrit un algorithme per-mettant de prouver l'absence de point mort pourdeux transactions avec des sémaphores binaires,en complexité en temps O(n logn log logn) (oùn est le nombre de rectangles interdits).L'utilisation principale de ces considérationsgéométriques a été de permettre de prouver quedes protocoles d'accès à des bases de donnéesdistribuées, contenant des objets partagés, pro-tégés par des sémaphores, ne créent pas de pointmort, et également, qu'ils assurent des proprié-tés de cohérence sans trop limiter la performancedu système.Un exemple simple de propriété permettantd'assurer la cohérence d'une base de donnéesdistribuées est la séquentialisation. Par exemple,la �gure 1.6 représente le graphe d'avancementd'une base de données avec deux transactionsT1 = Pb:V b:Pa:V aT2 = Pa:V a:P b:V bqui essaient de modi�er deux items a et b. Tousles chemins d'exécution au dessus du trou degauche sont équivalents à une exécution séquen-tielle de la transaction T1 puis de la transac-tion T2; ils sont tous dihomotopiquement équi-valents. Tous les chemins d'exécution en des-sous du trou de droite sont équivalents à uneexécution séquentielle de la transaction T2 puisde la transaction T1. Le troisième type de di-chemin, entre les deux trous, décrit la situationsuivante: T1 acquiert b, T2 acquiert a puis T1acquiert a et T2 acquiert b. Pour se convaincreque ce type de chemin peut ne pas être très sou-haitable pour la cohérence de la base de don-nées distribuées considérée, prenons une imagesimple: supposons que les items représentent desbillets d'avions. Le billet aller est représenté para, le billet retour par b. Les transactions T1 etT2 sont le fait de deux clients, chacun à deuxguichets très éloignés qui n'ont aucun moyen dese synchroniser directement. Ce troisième diche-min correspond donc au fait que T1 a réservéuniquement son billet aller, alors que T2 a uni-quement réservé son billet retour! Ce n'est cer-tainement pas un comportement équivalent àcodage avec des entiers, qui ne sont pas représentablesdans les graphes d'avancement.



8 CHAPITRE 1. GÉOMÉTRIE ET PARALLÉLISMEune exécution séquentielle des deux transactionsT1 et T2.La propriété de séquentialisation: �chaque exé-cution parallèle des transactions doit être équ-ivalente à une exécution séquentielle des tra-nsactions� peut être prise comme dé�nition decorrection de protocoles d'accès à des bases dedonnées distribuées9.Malheureusement, être séquentialisable estune propriété NP-complète (voir [Pap79]) mêmequand le modèle est restreint aux sémaphores bi-naires. Malgré tout, on peut arriver à certainescaractérisations agréables avec les graphes d'ava-ncement.L'étude de bases de données distribuées avecdes graphes d'avancement a débuté avec l'article[YPK79] puis a été poursuivie dans [LP81] et[Pap83]. Dans [LP81], on peut trouver une des-cription d'un algorithme de preuve de séquentia-lisation dérivé d'un modèle de graphe d'avance-ment, mais pour deux transactions seulement.Le principe de l'algorithme est de déterminer laconnexité de la clôture de la région interdite10.Bien entendu, le problème avec l'exemple de la�gure 1.6 est que la région interdite n'est pasconnexe, permettant aux dichemins d'entrelacercertaines requêtes de façon inextricable.Une méthode décrite dans [YPK79] permetde généraliser la véri�cation des conditions deséquentialisabilité à plus de transactions. On pe-ut prouver (encore dans [LP81]) que la com-plexité en temps pour la véri�cation de la pro-priété de séquentialisation pour d transactionsmanipulant des sémaphores binaires est de O(nd2d + d2 logn log logn).Beaucoup de travail de nature algorithmiquea été e�ectué pour améliorer ces complexités.L'algorithme optimal, décrit dans [SSW85], aune complexité de O(n logn) en temps et deO(n) en espace pour deux transactions. Pourplus de deux transactions, il su�t d'utiliser leprocédé de M. Yannakakis permettant de ré-duire le problème de la séquentialisation en di-mension supérieure à deux en plusieurs problè-mes en dimension deux.De nouveaux algorithmes ont été développésdepuis, voir par exemple [Rau00], qui reposentsur des notions nouvelles, introduites par L. Fa-jstrup, M. Raussen et moi-même dans [FGR99].9C'est néanmoins une notion un peu contraignante,et il existe d'autres versions, plus faibles.10Ces algorithmes sont également décrits dans le cha-pitre �The Geometry of Rectangles� du livre [PS93].

Je vais maintenant passer en revue les di-verses formalisations géométriques du parallé-lisme sur lesquelles j'ai travaillé, sans suivre l'or-dre chronologique. La formalisation �topologi-que� qui fait l'objet de la section suivante est laplus récente, et date essentiellement de [FGR98a]et de [FGR99]11. Les calculs d'invariants homo-logiques sont eux beaucoup plus anciens, et ontconstitué le �l rouge de ma thèse [Gou95a], àpartir de [GJ92], [Gou93], [Gou95b]. On peuttrouver un embryon de formalisation à partir de!-catégories dans [Pra91], mais il a fallu beau-coup plus de temps pour faire le lien entre cetteformalisation et l'approche homologique. J'y airé�échi de manière régulière durant les cinq der-nières années, et ai beaucoup interagi avec P.Gaucher, qui est celui qui non seulement a dé-gagé les bonnes constructions qui permettentd'améliorer les théories homologiques introduitesdans ma thèse [Gou95a] mais qui en plus a misau point des concepts nouveaux permettant deproduire quantité d'invariants algébriques asso-ciés aux HDA [Gau00c]. Nous collaborons ac-tuellement en vue d'un article �uni�cateur� desdeux approches, qui permettra de disposer dumême arsenal d'invariants algébriques dans l'ap-proche topologique. J'en dis quelques mots auxsections 1.6 et 1.7.1.3 Point de vue topologiqueLa plupart des modèles géométriques utilisésdepuis l'article [Pra91] sont basés sur une formeou une autre d'ensembles cubiques. Dans destravaux récents, j'ai introduit avec Martin Raus-sen et Lisbeth Fajstrup, dans [FGR98a] en parti-culier, des modèles topologiques. Ce sont les es-paces localement partiellement orientés, qui gé-néralisent les modèles précédents. L'idée était depouvoir vraiment raisonner géométriquement, àhoméomorphisme près, et non plus algébrique-ment ou combinatoirement. Bien sûr, commedans le cas des espaces simpliciaux et de la topol-ogie algébrique classique, il y a, comme on lemontre dans [FGR99], des relations naturellesentre les représentations combinatoires et topol-ogiques, grâce à une paire de foncteurs adjoints:la réalisation géométrique et le foncteur cube11Même si [Gou96c] contenait déjà des idées topolo-giques, pour une application aux processus temps-réels,mais qui maintenant me semblent un peu trop restric-tives.



1.3. POINT DE VUE TOPOLOGIQUE 9singulier12. Je reprends dans cette section quelq-ues éléments de l'article [FGR99].Un graphe d'avancement est un espace topol-ogique - un sous-espace de IRn en fait. En plusde la topologie qui nous permet de dé�nir la no-tion de chemin continu, on a besoin d'un ordrepartiel nous permettant de caractériser l'avance-ment du temps. Les deux doivent être compa-tibles un minimum, ce qui amène à la dé�nitionsuivante:Dé�nition 2 Un po-espace (ou espace partiel-lement ordonné) est une paire (X;�) forméed'un espace topologique X et d'un ordre partiel� tel que � soit fermée (c'est-à-dire que � soitun fermé de X �X avec la topologie produit).Cela implique deux choses qui semblent na-turelles: les ensembles " x = fy j x � yg et# x = fy j y � xg sont des fermés de X.Si on peut donner une sémantique pour lesprocessus dont nous parlions dans la section 1.2,on est bien vite limité: par exemple il n'est paspossible de donner une sémantique aux proces-sus récursifs ou aux boucles autrement qu'en lesdépliant entièrement. Cela n'est pas bien satis-faisant et motive une dé�nition plus locale: onpeut penser imposer par exemple, un ordre par-tiel localement dans un espace topologique, maispas globalement.Dé�nition 3 Soit X un espace topologique. Unecollection U(X) de paires (U;�U ) d'ouverts deX, recouvrant X, partiellement ordonnés par �Uest appelé un ordre partiel local sur X si pourtout x 2 X il existe un voisinage ouvert nonvide W (x) � X tel que les restrictions de �U àW (x) coincident pour tout U 2 U(X), c'est-à-dire,pour tout U1; U2 2 U(X) tels que x 2 Ui etpour tout y; z 2W (x) \ U1 \ U2 :y �U1 z , y �U2 z:C'est une dé�nition13 très similaire à celledes variétés di�érentielles, qui �ressemblent� lo-calement à IRn. On appelera la collection desouverts U un atlas pour X.Comme pour les variétés di�érentielles, onpeut avoir plusieurs atlas équivalents:Dé�nition 4 � Deux ordres partiels locauxsur X sont équivalents si leur union est unordre partiel local sur X.12Mais cela doit être adapté à la nouvelle contraintede non-réversibilité du temps!13Légèrement transformée par rapport à [FGR99].

� Un espace localement partiellement ordon-né est la donnée d'un espace topologique Xet d'une classe d'équivalence d'ordre par-tiels locaux sur X. Si de plus il existe unrecouvrement U dans cette classe d'équi-valence tel que tous les (U;�U ) 2 U sontdes po-espaces, alors on dit que X est unpo-espace local.On gagne ici la possibilité de considérer desboucles, c'est-à-dire des points (ou états) par les-quels on peut passer dans un chemin d'exécutionun nombre quelconque de fois.Donnons un exemple simple. Une boucle �di-rigée� S1 = fei� 2 C g est un po-espace local: ilsu�t de prendre U1 = fei� 2 S1j0 < � < 2�gavec l'ordre induit par l'ordre naturel sur les �et U2 = fei� 2 S1j� < � < 3�g encore une foisavec l'ordre naturel sur les �.Nous avons maintenant besoin de dé�nir lesmorphismes entre espaces localement partielle-ment ordonnés, qui vont nous donner à leur tourla notion de dichemin.Dé�nition 5 Soient (X;U) et (Y;V) deux es-paces localement partiellement ordonnés.Une fonction continue f : X ! Y est ap-pelée difonction si pour tout x 2 X il existe unsous-ensemble V (f(x)) � Y sur lequel �Y estbien dé�ni et U (x) � f�1(V (f(x))) sur lequel�X est bien dé�ni, tels que, pour tout y; z 2U (x) : y �X z ) f(y) �Y f(z):Un dichemin sur X est alors une difonctionf : ~I ! X où ~I est l'espace topologique I =[0; 1] � IR avec l'ordre partiel (global) hérité decelui de IR. On note P1(X) l'ensemble des diche-mins deX, et P�;�1 (X) l'ensemble des dicheminsde X de � à �.Maintenant, on peut dé�nir précisément ceque l'on entend par déformer un dichemin, c'estla notion d'homotopie dirigée, ou dihomotopie.Il est important ici de faire attention aux extré-mités des chemins. L'idée est que contrairementau cas classique où il su�t de choisir un point�base� et ensuite de considérer les boucles autourde ce point base modulo homotopie, pour carac-tériser une forme, il nous faut considérer deuxpoints base. En e�et, il est peu probable qu'ily ait en général beaucoup de boucles orientées(par exemple il n'y a que les boucles trivialesconstantes dans un graphe d'avancement), doncil faut plutôt choisir un point base de départ etun d'arrivée et ensuite étudier tous les dicheminsentre ces deux points, modulo dihomotopie.
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Fig. 1.7 � �Une chambre à trois trous� et deuxdichemins non-dihomotopes.
Fig. 1.8 � �Une chambre à trois trous� (autrevue).Dé�nition 6 Soient f et g deux dichemins deX entre un point initial � et un point �nal �.Une dihomotopie entre f et g est une difonctionde ~I�I dans X telle que pour tout x 2 ~I , t 2 I,H(x; 0) = f(x), H(x; 1) = g(x) et H(0; t) = �,H(1; t) = �. On note alors f � g.Si l'on veut être plus général, il faut considé-rer des dichemins maximaux et non des diche-mins entre un point initial et un point �nal. Ceciest partiellement développé dans [FGR99] maispose encore un certain nombre de problèmes,en particulier pour les dichemins in�nis (sur despo-espaces locaux qui ne sont pas compacts).On a déjà vu que les classes d'équivalencede dihomotopie de dichemins sont moins nom-breuses en général que les classes d'équivalenced'homotopie de chemins. Depuis l'article de V.Pratt [Pra91], y compris dans ma thèse [Gou95a],j'avais l'intuition qu'étudier les classes de diho-motopie de dichemins avec extrémités imposées,était équivalent à étudier les classes d'homotopiede dichemins avec extrémités imposées. En fait,cela n'est pas vrai. Il su�t pour cela de considé-rer l'exemple des �gures 1.7 et 1.8 qui viennent

1 2
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Fig. 1.9 � Le �drapeau Suisse�.des termes14,#sem c 2A=Pa.Pc.Va.Pb.Vc.VbB=Pa.Va.Pc.Vc.Pb.VbC=Pc.VcPROG=A|B|CLes deux dichemins représentés sur ces �-gures sont homotopes mais pas dihomotopes. Ilnous faut donc utiliser de nouveaux outils.On a introduit dans [FGR99] la notion de�composantes diconnexes� pour étudier les clas-ses de dihomotopie des dichemins. Cela est censéêtre le pendant des composantes connexes en to-pologie, mais comme la relation xRy s'il existeun dichemin de x à y n'est certainement pasune relation d'équivalence (et on ne veut pas larendre symétrique, ce qui reviendrait à étudierdes composantes connexes par arcs) cela est unpeu plus compliqué.Dé�nition 7 1. L'historique homotopiqued'un dichemin maximal � : I ! X esth� := f y 2 Xj9 un dichemin �passant par y et � � �g2. Deux points sont équivalents modulo leurhistorique homotopique (�homotopy hist-ory equivalent�) six 2 h�, y 2 h� pour tout � 2 P1(X):3. Les composantes diconnexes de X sont lescomposantes connexes (au sens classiquedu terme) des classes d'équivalence mo-dulo l'historique homotopique de X.14#sem 2 veut dire que c est un 2-sémaphore. J'ai uti-lisé dans toute la suite la syntaxe reconnue par mon ana-lyseur.
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1
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74 1
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5Fig. 1.10 � �Deux trous ordonnés�.Par exemple, le complément du �drapeau Su-isse� dans I2 (voir �gure 1.9) a 10 composan-tes diconnexes. Cet exemple est la sémantiquedu programme ayant pour processus parallèlesT1 = Pa:Pb:V b:V a et T2 = Pb:Pa:V a:V b (où aet b sont des 1-sémaphores). Dans la région 1, ona tous les futurs possibles. Dans la région 2, onne peut aller dans le futur que dans les régions4 et 6, c'est-à-dire que le programme va arriverà un point mort ou que T2 va accéder à a et bavant T1. Dans la région 6, on ne peut venir quede 2 et aller à 9: T2 accède à a et b avant T1.Dans la région 9, on peut �venir� de la régionnon-atteignable 7 ou de 6. Dans la région 10, onpeut être venu de n'importe quelle autre région(sauf la 4).Le complément des �deux trous ordonnés�dans I2 (voir �gure 1.10, qui donne la séman-tique de Pa:V a:P b:V b j Pa:V a:P b:V b) a 7 clas-ses modulo l'historique homotopique. Une d'en-tre elles contient à la fois le point initial 0, lepoint �nal 1, et une région dans le centre dela �gure. Cette classe se décompose donc en 3composantes diconnexes.L'exemple de la �chambre à 3 trous� dansI3 (voir Ex. 1.7) a quant à lui 8 classes mo-dulo l'historique homotopique. Une des classes(au centre) se décompose en deux composantesdiconnexes.Ce point de vue a en particulier permis deprouver que le protocole �2-phase locking� d'acc-ès à des champs d'une base de données distribué-es est correct (c'est-à-dire ici, séquentialisable).On pourra trouver cette preuve, faite par M.Raussen, basée sur les idées de [Gun94], dansnotre article commun [FGR99]. Il est à noterque S. Sokolowski a dé�ni dans [Sok99] un pointde vue assez similaire à ces composantes dicon-nexes, mais en ne discriminant que le futur desdichemins. Cela peut s'avérer intéressant dans

certaines situations (dont l'équivalence par bisi-mulation me semble-t-il). On pourra se reporterà ses autres travaux, très similaires à ce que l'onexpose dans ce chapitre, [Sok98b], [Sok98c] et[Sok98a].Le problème maintenant est de savoir com-ment calculer (éventuellement un sur- ou sous-ensemble) de ces régions dangereuses etc. Onverra en détail des algorithmes pour déterminerles régions 4 (dangereuses) et 7 (inatteignables)de la �gure 1.9 au chapitre 2. Je citerai éga-lement plus tard quelques travaux donnant desréponses partielles pour le reste des régions. Ma-intenant je discute brièvement de quelques idéesd'approximation de ces régions que j'ai pu testerces dernières années.1.4 Invariants1.4.1 HomologieEn topologie algébrique, il est bien connuque l'homotopie est une notion délicate. Il estdur en général de prouver que deux espaces topo-logiques sont homotopiquement équivalents, c'e-st-à-dire que l'un est une déformation �élasti-que� de l'autre. Les groupes d'homotopie, dontl'isomorphie est nécessaire et parfois su�santepour décider de l'équivalence d'homotopie sonteux-mêmes durs à calculer. Les topologues algé-bristes ne savent par exemple toujours pas calcu-ler les groupes d'homotopie de toutes les sphèresde dimension quelconque (alors que ce sont desobjets géométriques fondamentaux). De toutesfaçons, même pour des ensembles simpliciaux �-nis, la connexité est une propriété NP-complèteet la connexité simple, c'est-à-dire le fait que lepremier groupe d'homotopie soit trivial est nondécidable; cela est dû au fait que le problèmedu mot dans les groupes quelconques est indéci-dable.Il existe néanmoins des �invariants homoto-piques� calculables. Un invariant homotopiqueest un foncteur qui à tout espace topologiqueX associe un objet mathématique S(X) tel quesi X et Y sont homotopiquement équivalents,S(X) et S(Y ) sont isomorphes. En quelque sorte,ce sont des approximations sûres de l'équivalenced'homotopie, tout à fait dans le même sens qu'eninterprétation abstraite.Ma première idée, exprimée dans [GJ92], éta-it qu'il valait mieux considérer des invariants ho-motopiques tels que l'homologie pour calculer



12 CHAPITRE 1. GÉOMÉTRIE ET PARALLÉLISMEles propriétés importantes des systèmes paral-lèles et distribués.Pour commencer, on peut faire une premièreremarque, qui peut paraître un peu sybilline: aulieu de partir d'une sémantique de programmesparallèles sous forme d'ensembles semi-cubiquesM = (Mi)i2IN, on peut utiliser des ensemblessemi-cubiques �bi-gradués�, c'est-à-dire des en-sembles N = (Np;q)p;q2INLes opérateurs bords début d0i vont maintenantde Np;q vers Np�1;q et les opérateurs bords �n d1ivont de Np;q vers Np;q�1. Les ensembles Np;q nesont disjoints que s'il n'y a pas de boucle dirigéedans l'automate de dimension supérieure.L'observation cruciale est la suivante:Lemme 1 Considérons le diagramme suivant deR-modules (R étant un anneau intègre, par exem-ple ZZ ou ZZ=2ZZ comme dans [GJ92]):A(Np;q) @0- A(Np�1;q) : : :A(N ) = ...A(Np;q�1)@1 ? : : :où A(Np;q) est le R-module libre engendré parNp;q et15 @0 = i=p+q�1Xi=0 (�1)id0i@1 = i=p+q�1Xi=0 (�1)id1iC'est un bicomplexe (faible) de module, c'est-à-dire qu'il véri�e les égalités @0�@0 = 0, @1�@1 =0, et @0 � @1 + @1 � @0 = 0.Par exemple, l'automate,���b� @@a0R1 @@aR ��b0��est représenté par le bicomplexe de ZZ-modules,15Pour se souvenir de la dimension des objets sur les-quels agissent @0 et @1, on notera parfois @p+q0 et @p+q1 .

(a)� (b) @0- (1)(a0)� (b0) @0- (�)� (�)@1 ? @0- 0@1 ?()@1 ? @0 - 0@1 ? @0- 0@1 ?avec @0(a) = @0(b) = 1, @1(a) = @0(b0) = �,@1(b) = @0(a0) = � et @1(a0) = @1(b0) = .Les bicomplexes (ou complexes doubles demodules) sont des objets très importants en ho-mologie, ils ont en e�et de nombreuses proprié-tés.Posons,� Hi(N; @0) = Ker @i0Im @i+10� Hi(N; @1) = Ker @i1Im @i+11où Ker f (respectivement Im f) est le noyau(respectivement l'image) de l'application linéairef . Ce sont les groupes d'homologie horizontale(respectivement verticale), qui permettent de dé-terminer les branchements (respectivement lescon�uences) des HDA.Dans le cas de notre exemple, on trouve,H0(M;@0) = (�),H0(M;@1) = (1),H1(M;@0) =(b � a), H1(M;@1) = (b0 � a0), et les autresgroupes d'homologie sont nuls. Le générateur(b � a) du groupe d'homologie horizontale dedimension un exprime le fait qu'il y a un choixnon-déterministe entre les actions a et b. Le gé-nérateur du premier groupe d'homologie verti-cale (b0 � a0) montre qu'il y a une con�uenceentre les actions a0 et b0.Un branchement typique en dimension deuxest par exemple:: - :@R @R: - ::? - :?@R :?où les trois faces sont remplies.Les foncteurs homologies ont de belles pro-priétés calculatoires (colimites, produit tenso-riel, Mayer-Vietoris), ce qui permet de les calcu-ler inductivement comme dans [Gou95a] où l'ondéduit les groupes en question pour l'algèbre deprocessus CCS.En particulier le foncteur homologie totaledé�ni à partir de l'opérateur bord total @0 �@1 permet aussi (voir [Gou95a] et [Gou95b]) de
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a b
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bFig. 1.11 � Cycles pour l'homologie des bran-chements.dé�nir une théorie homologique des dichemins.Cette théorie homologique permet de dé�nir desinvariants calculables de la dihomotopie, mais ales défauts suivants:� Ce sont des invariants trop faibles de la di-homotopie. Par exemple ce foncteur n'ar-rive pas à séparer les deux dichemins del'exemple de la �gure 1.7.� Les foncteurs branchement et con�uencesont sensibles aux subdivisions: a�b est ungénérateur de ce groupe d'homologie pourles deux exemples de la �gure 1.11, et a+c�b�d en est aussi un pour celui de droite,ce qui est en quelque sorte redondant.J'ai pensé pendant longtemps que pour cor-riger ces défauts, il fallait dé�nir une meilleurecatégorie d'ensembles cubiques, en rajoutant desdégénérescences. Je connaissais les travaux deM. Evrard [Evr], mais ils ne me donnaient pas lasolution. Je n'ai découvert que plus tard (grâceà P. Gaucher) les travaux de R. Brown et P.Higgins [BH81b] et [BH81a]. C'est �nalementP. Gaucher qui a compris le rôle que devaientjouer, non seulement certaines dégénérescencessupplémentaires mais aussi les compositions decubes et qui a construit des invariants homolo-giques plus �ns insensibles aux subdivisions, etdont je parle rapidement à la section 1.6.La théorie que je proposais dans [Gou95b]dé�nit bien sûr des groupes d'homologie de di-mension supérieure à un. Le but était de pouvoirdistinguer la forme de la �gure 1.2 représentantun 2-sémaphore que cherchent à accéder troisprocessus, avec un 3-sémaphore dans la mêmesituation. La di�érence entre un 1-sémaphore etun 2-sémaphore que cherchent à accéder 2 pro-cessus se remarque en examinant les classes dedihomotopie des dichemins: dans le premier cas,il y a nécessairement une exclusion mutuelle quisérialise l'accès à la ressource partagée. Dans lesecond cas, il n'y a aucune sérialisation. Quandon prend des n-sémaphores avec n > 1, on nepeut plus distinguer leurs comportements par ladi�érence de comportement entre deux actionsà la suite, mais entre n+ 1 actions (accès) à lasuite en général.

Pour les distinguer géométriquement, il fautexaminer des hypersurfaces de dimension n mo-dulo dihomotopie au lieu de dichemins modulodihomotopie. Là encore, il faut faire attention à�xer les extrémités des hypersurfaces.L'idée de [Gou95b] était simple et on peutla retrouver sous di�érentes formes dans les tra-vaux plus récents de S. Sokolowski [Sok99] et deP. Gaucher [Gau00c]. Comme on peut le voir àla �gure 1.12 (à gauche en dimension deux, àdroite en dimension trois), en �xant deux che-mins dihomotopes ayant les mêmes sources etbuts, on peut considérer les surfaces qui sont lelieu d'une dihomotopie entre ces chemins. On ditalors que deux telles surfaces sont dihomotopess'il existe une dihomotopie entre chacune des di-homotopies qui dé�nissent ces surfaces. Dans la�gure 1.12 les deux surfaces (l'une au dessus dutrou, l'autre en dessous) ne sont pas déformablescontinûment l'une en l'autre, alors qu'elles le se-raient si le cube était entièrement plein. Le biaispris dans [Gou95b] était homologique donc jeconsidérais des surfaces avec bords �xés modulol'homologie totale. Tout ceci peut se construirepar récurrence en toute dimension en considé-rant certaines hypersurfaces de dimension n cor-respondants à des dihomotopies entre des hyper-surfaces de dimension n� 1, modulo dihomoto-pie. Si je reprends l'idée avec le formalisme plusmoderne des po-espaces locaux, on sait déjà dé-�nir la dihomotopie entre objets de dimension 1que sont les dichemins. Supposons maintenantque nous ayons dé�ni les dihomotopies d'ordreau plus n (n � 1) entre les dihomotopies d'ordren � 1 avec extrémités �xées, qui forment alorsl'ensemble Pn(X)16:Dé�nition 8 Une dihomotopie d'ordre n + 1(n � 1) entre des dihomotopies H, G d'ordren avec les mêmes extrémités est une difonctionA : ~I�In+1 ! X telle que pour tout x 2 In�~I ,A(x; 0) = H(x) et A(x; ; 1) = G(x). Le début deA est sn(A) = H et son but est tn(A) = G. Onnote Pn(X) l'ensemble de telles dihomotopies.On peut dé�nir également des compositionssur l'ensemblePn(X) (n � 1) comme suit: �n�1 :Pn(X) � Pn(X) ! Pn(X) est dé�ni pour (f; g)tels que tn(f) = sn(g):(f �n�1 g)(x0; � � � ; xn) =� 0 � xn � 12 f(x0; � � � ; xn�1; 2xn)12 � xn � 1 g(x0; � � � ; xn�1; 2xn � 1)16Ceci n'étant pas publié encore à ce jour.



14 CHAPITRE 1. GÉOMÉTRIE ET PARALLÉLISMEX=3 faces au-dessus et derriereY=3 faces devant et en-dessous��� ������Xp p1 2a b(i) (ii) X YabcFig. 1.12 � Deux surfaces ayant les mêmes bordsnon-dihomotopes.Ce qui n'est pas clair maintenant, ce sontles points suivants, qui a ma connaissance nesont pas résolus, aussi bien dans mon ancienneapproche que dans celles de P. Gaucher et S.Sokolowski:� Quelle est la structure algébrique de ces�ensembles dihomotopiques de dimensionn�, que l'on voudrait être un pendant desgroupes d'homotopie de dimension n dansle cas classique?� A-t'on la même information17 sur le HDAétudié si on construit seulement les hyper-surfaces particulières en dimension n su-périeure ou égale à 2 que sont les �globes�c'est-à-dire les hypersurfaces entre une seu-le hypersurface de dimension n� 1 et elle-même?Pour le premier point il est cependant clairdans les travaux de P. Gaucher que la structuredoit être celle d'une !-catégorie, dont on intro-duit le concept dans la section 1.6, qui très pro-bablement est un !-groupoïde sauf en dimension1. Donc pour le deuxième point, on obtiendraitnaturellement des groupes d'homotopie en di-mension supérieure ou égale à deux. A-t'on en-core plus de structure en dimension supérieureou égale à 3, comme par exemple la commutati-vité de l'opération de groupe18? Ceci reste pourle moment un problème ouvert.1.4.2 Coupes intemporellesDans la section précédente, on a tenté de ra-mener le problème de la classi�cation des diche-mins modulo dihomotopie à un problème plussimple de classi�cation modulo homologie.17On vise évidemment ici une notion d'équivalence dedihomotopie qu'il reste à dé�nir à ce jour.18Comme c'est le cas quand on passe de la structuredu groupe fondamental à la structure des groupes d'ho-motopie de dimension supérieure

Une autre idée naturelle s'impose [FGR99],celle de prendre des �clichés� instantanés et d'ob-server l'évolution dans le temps. En fait, j'y re-viens à la section 2.4 car c'est la base de laméthode de M. Herlihy et de ses collaborateurspour étudier la calculabilité et la complexité desprotocoles distribués tolérants aux pannes.Dé�nition 9 Soit U un ensemble muni d'unordre partiel �. Un sous-ensemble V � U estappelé achronal si pour tout x; y 2 V : x � y )x = y (similaire à la notion de [Pen72]).Dé�nition 10 Soit (X;�) un po-espace.1. On appelle (X;�) po-espace paramétré s'ilexiste une difonction F : X ! IR telleque Xt := F�1(t) soit achronal pour toutt 2 IR.2. On dit que � est Euclidien, s'il existe unnombre �ni de difonctions fi : X ! IRtelles que8x; y 2 X : x < y , 8i : fi(x) � fi(y);9i : fi(x) < fi(y):3. Un ordre partiel local sur un espace topolo-gique X est dit paramétré, respectivementEuclidien s'il (ou un de ses ra�nements)est un po-espace paramétré, respectivementEuclidien.Un ordre partiel Euclidien est en fait unetranscription de l'ordre naturel, composante parcomposante, sur un espace Euclidien de dimen-sion �nie IRn: étant donné deux points x =[x1; : : : ; xn];y = [y1; : : : ; yn] 2 IRn,x � y , 8i : xi � yi:Dans un po-espace paramétré, on peut tou-jours reparamétrer les dichemins et les dihomo-topies, de telle sorte que, pour un dichemin p,et t 2 ~I , p(t) 2 F�1(t).SoitH : J�I ! X une dihomotopie bien pa-ramétrée entre deux dichemins bien paramétrés�; �0 : ~I ! X. Alors pour tout t 2 ~I, �(t) et�0(t) sont contenus dans la même composanteconnexe de Xt (qui est la �coupe à l'instant t deX�).Cela nous donne donc un moyen, par l'étude(topologie classique) des coupes, de déterminerdes obstructions à la dihomotopie, donc de trou-ver un sous-ensemble des ordonnancements pos-sibles. Malheureusement, cela ne nous donne qu'une approximation en général; soit X le sous-ensemble [0; 3]� [0; 3]� [0; 3]n[1;2]� [1;2]� [0;3]



1.6. POINT DE VUE !-CATÉGORIQUE 15de IR3 avec l'ordre partiel naturel. Il y a deuxclasses de dihomotopie de (0; 0; 0) à (3; 3; 3), maisles coupes induites par F (x; y; z) = x + y + zsont toutes connexes. Ainsi, pour obtenir toutel'information sur les classes de dihomotopies, ilne su�t pas de considérer une seule famille decoupes. En fait, en un certain sens (voir la sec-tion 1.6), il semble qu'il nous faille toutes lesfamilles de coupes, dans le cas d'un ensemblesemi-cubique. D'un point de vue informatique,cela revient à dire que certains systèmes asyn-chrones n'ont pas d'horloge globale.1.5 Ensembles cubiquesIl existe un certain nombre de notions d'es-paces semi-cubiques. On peut tout d'abord in-troduire les dégénérescences, utiles au moins dansles applications informatiques pour pouvoir consi-dérer n'importe quelle n-transition comme unem-transition avec m � n (où m� n processeursne font rien), donc comme une sorte de transi-tion paresseuse (�idle transition�) comme dansles systèmes de transitions de [WN94].Dé�nition 11 Un ensemble cubique K est unensemble semi-cubique (K; @�i ) qui a en plus desfonctions dégénérescences �i : Kn�1 ! Kn (0 �i � n� 1) véri�ant les relations:�i�j = �j+1�i (i � j)@�i �j = 8<: �j�1@�i (i < j)�j@�i�1 (i > j)Id (i = j)R. Brown et P. Higgins ont rajouté plus tarddans [BH81b] des dégénérescences spéciales ap-pelées connections:Dé�nition 12 K est un ensemble cubique avecconnections s'il a en plus des fonctions appeléesconnections �� : Kn�1 ! Kn (0 � i � n � 2,� = +;�) véri�ant les relations:��i ��j = ��j+1��i (i � j)��i �j = 8<: �j�1��i (i < j)�j��i�1 (i > j)�2j = �j+1�j (i = j)@�i ��j = ( ��j�1@�i (i < j)��j @�i�1 (i > j + 1)@�j ��j = @�j+1��j = Id@�j ���j = @�j+1���j = �j@�jMaintenant, on peut dé�nir des collages den-cubes ou compositions, qui sont également né-cessaires dans la modélisation informatique si

on veut pouvoir considérer algébriquement deschemins (qui sont évidemment des collages den-transitions ou n-cubes):Dé�nition 13 K est un ensemble cubique avecconnections et compositions si c'est un ensemblecubique avec connections et si en plus on a nopérations de composition en chaque dimensionn, +j (0 � j � n� 1), telles que,Si a; b 2 Kn alors a+j b est dé�ni ssi @0j b =@1j a. Quand les termes des égalités suivantes sontdé�nis, on a:@0j (a+j b) = @0j a@1j (a+j b) = @1j b@�i (a+j b) = � @�i a+j�1 @�i b (i < j)@�i a+j @�i b (i > j)(a+i b)+j(c +i d) = (a+j c) +i (b+j d)�i(a +j b) = � �ia+j+1 �ib (i � j)�ia+j �ib (i > j)��i (a +j b) = � ��i a+j+1 ��i b (i < j)��i a+j ��i b (i > j)�+j (a+j b) = (�+j a+j �ja)+j+1(�j+1a +j �+j b)��j (a+j b) = (��j a+j �j+1b)+j+1(�jb+j ��j b)Une catégorie !-cubique est un ensemble cu-bique avec connections et compositions tel quechaque +j donne une structure de catégorie àKn, avec pour identités �jy (y 2 Gn�1) et avecles conditions supplémentaires:�+i +i ��i x = �i+1x�+i +i+1 ��i x = �ixJe n'irai pas plus loin dans ce sens, qui né-cessiterait néanmoins un travail approfondi. Il setrouve qu'une notion équivalente à celle de ca-tégorie !-cubique (voir [FBS00]) est celle de !-catégorie, dont l'utilisation pour la modélisationinformatique a été mise au point par P. Gaucher.1.6 Point de vue !-catégori-queL'idée remonte à l'article [Pra91], mais pen-dant longtemps j'ai trouvé cela trop compliquépour m'y attaquer seul. Depuis, j'ai rencontréPhilippe Gaucher (chercheur au CNRS en ma-thématiques à l'IRMA, ancien camarade de ly-cée!), puis Ronnie Brown, Tim Porter (Univer-sité de Bangor) et Richard Steiner (Université



16 CHAPITRE 1. GÉOMÉTRIE ET PARALLÉLISMEde Glasgow), experts en complexes cubiques, to-pologie algébrique.Une !-catégorie est une catégorie, avec desmorphismes en toutes dimensions et des compo-sitions correspondantes, cohérentes entre elles.L'idée pour la modélisation du parallélisme estque les objets, ou 0-morphismes représentent lesétats d'un automate de dimension supérieure,les 1-morphismes représentent tous les cheminspossibles d'exécution19 et les morphismes de di-mension supérieure représentent les dihomoto-pies entre les morphismes de dimension infé-rieure20. En particulier les 2-morphismes repré-sentent les dihomotopies entre les chemins d'éxe-cution. Les lois de composition entre les mor-phismes de dimension supérieure formalisent lescompositions des dihomotopies d'ordre supér-ieur. CommeV. Pratt l'avait déjà remarqué dans[Pra91], les axiomes des !-catégories codent lespropriétés des compositions des chemins et desdihomotopies dans un HDA. On trouve l'exploi-tation des ses idées dans [Gau00b], [Gau00a] et[Gau00d].On va donner la dé�nition formelle d'une !-catégorie en trois étapes (voir [BH81c], [Str87]et [Ste91] pour plus de détails):Une 1-catégorie est une paire (A; (�; s; t)) sa-tisfaisant les propriétés suivantes:1. A est un ensemble,2. s et t sont des fonctions de A dans A ap-pelées respectivement source et but,3. pour tout x; y 2 A, x � y est de�ni dès quetx = sy,4. x� (y �z) = (x�y)�z dès lors que les deuxmembres de l'égalité sont bien dé�nis,5. sx � x = x � tx = x, s(x � y) = sx ett(x � y) = ty (donc ssx = sx et ttx = tx).Une 2-catégorie est un triplet(A; (�0; s0; t0); (�1; s1; t1))tel que,1. les deux paires (A; (�0; s0; t0)) et (A; (�1; s1;t1)) sont des 1-catégories,2. s0s1 = s0t1 = s0, t0s1 = t0t1 = t0, et pouri � j, sisj = tisj = sj et sitj = titj = tj(Axiomes globulaires)3. (x �0 y) �1 (z �0 t) = (x �1 z) �0 (y �1 t)(Axiome de Godement)19Il ne faut pas oublier que cela doit rester un ensemblestable par composition, qui est alors la concaténationdeschemins.20Précisément celles introduites à la section 1.4.1.

�����@@@@@@@@@@�����00-0 0++00-Fig. 1.13 � La !-catégorie représentant une 2-transition.4. si i 6= j, alors si(x �j y) = six �j siy etti(x �j y) = tix �j tiy.Une !-catégorie globulaire C est composéed'un ensemble A et d'une famille (�n; sn; tn)n�0telle que1. pour tout n � 0, (A; (�n; sn; tn)) est une1-catégorie2. pour tout m;n � 0 avec m < n,(A; (�m; sm; tm); (�n; sn; tn)) est une 2-cat-égorie3. pour tout x 2 A, il existe n � 0 tel quesnx = tnx = x (le plus petit de ces n estappelé la dimension de x).Un élément n-dimensionnel de C est appelén-morphisme. Un 0-morphisme est aussi appeléun état de C , et un 1-morphisme, une �èche. Six est un morphisme d'une !-catégorie C, on ap-pelle sn(x) la n-source de x et tn(x) le n-but dex. La catégorie de toutes les !-catégories est no-tée !Cat. Les morphismes correspondants sontappelés des !-foncteurs.Maintenant, on peut donner, comme dans[Gau00c] quelques exemples de !-catégories ven-ant d'ensembles cubiques, ou de HDA. Par exem-ple, l'automate engendré par une unique 2-trans-ition est représenté comme une !-catégorie à la�gure 1.1321.P. Gaucher dans [Gau00d] et [Gau00c] uti-lise la !-catégorie engendrée par un ensemblecubique, pour construire trois théories homolo-giques correspondant respectivement aux bran-chements con�uences et globes (ou exclusionsmutuelles). Il les construit comme des foncteursnerfs, respectivement de branchement, con�uenceet globulaire. C'est possible car les ensemblessimpliciaux peuvent se représenter par des !-catégories, grâce au résultat de [Str87]. En quel-21La �èche double est un 2-morphisme dans la !-catégorie correspondante. Cela est du en fait au résultatde [Ait86].



1.7. RAPPORTS ENTRE LES MODÈLES INTRODUITS 17que sorte, les nerfs branchement et con�uencedécrivent simplicialement toutes les coupes in-temporelles des automates, comme indiqué à lasection 1.4.2.Ces constructions ont de multiples avantagessur celles de ma thèse:� Ils sont bien plus précis (l'exemple de lachambre à trois trous devrait pouvoir êtrecomplètement décrit par ces homologies),� En ce qui concerne les branchements et lescon�uences, ils n'ont pas le problème iden-ti�é dans la section 1.4.1, c'est-à-dire qu'ilsne sont pas sensibles à la subdivision desactions.Deux autres points importants doivent êtrementionnés.A partir de ces constructions, les !-catégoriessemblent pouvoir donner la bonne structure aux�ensembles de dihomotopies�. L'équivalence decatégorie entre la catégorie des catégories cu-biques avec connections et compositions et la ca-tégorie des !-catégories récemment démontréedans [FBS00] me conforte dans cette idée. Deplus, les travaux de R. Brown et de P. Higgins(voir [BH81b] et [BH81a]) me portent à espéreravoir également un théorème de van Kampen,très certainement a�aibli. (j'en dis un mot à lasection 1.8).1.7 Rapports entre les mod-èles introduitsDans [Gou95a], j'ai décrit un certain nombrede relations formelles entre les automates de di-mension supérieure et d'autres modèles du pa-rallélisme. Je n'y reviens pas.J'explicite ici les rapports entre présentationstopologique, catégorique et combinatoire, extrai-ts de [FGR99].Soit �n le cube �standard� dans IRn (n � 0),�n = f(t1; : : : ; tn)j8i; 0 � ti � 1g�0 = f0get soient �ki : �n�1 ! �n, 1 � i � n, k = 1; 2,les fonctions continues (n � 1),�n � �0i �n�1�n�1�1i 6

dé�nies par,�ki (t1; : : : ; tn�1) = (t1; : : : ; ti�1; k; ti; : : : ; tn�1)Considérons maintenant, étant donné un en-semble semi-cubique M , l'ensemble R(M ) = ǹMn��n. Les ensemblesMn peuvent être consi-déré comme des espaces topologiques avec la to-pologie discrète et �n hérite de la topologie deIRn. Ainsi R(M ) est un espace topologique avecla topologie de l'union disjointe. Soit maintenant� la relation d'équivalence induite par les iden-tités: 8k; i; n; 8x 2Mn+1; 8t 2 �n; n � 0;(@ki (x); t) � (x; �ki (t))Soit jM j= R(M )= � avec la topologie quo-tient. L'espace topologique j M j est appelé laréalisation géometrique de M .On a besoin maintenant de trouver commentinterpréter l'orientation du complexe semi-cubiq-ue en termes d'ordres partiels locaux. Pour cefaire, on doit22 d'abord se restreindre à des caspas trop pathologiques:Dé�nition 14 SoitM un ensemble semi-cubiq-ue. On dit que M n'est pas auto-lié (�non self-linked�) si pour tous ses n-cubes x, @kl (x) =@k0l0 (x) implique k = k0 et l = l0.On pose alors(x; t) �Ux (y; u) si �kili : : : �k1l1 (t) � u dans �n+i(y; u) �Ux (x; t) si �kili : : : �k1l1 (t) � u dans �n+iAppelons étoile d'un élément x de MSt(x;M ) = fy j dk1l1 : : :dkulu y = xg(voir par exemple [Spa66]). Soient x une arête deM et (z; v) un point de Ux dont le support est z.On pose (z; v) �x (y; u) si il existe b dans l'étoilede x et t tels que (z; v) �Ub (b; t) �Ub (y; u).C'est bien un ordre partiel; la seule di�-culté de la preuve réside dans la transitivité,voir �gure 1.14. En e�et, aussi bien à droite qu'àgauche de la �gure, on a z �b y et y �b0 a maisà gauche, on a z �x a et à droite z �c a où best l'arête allant en profondeur à partir de x.Alors, la réalisation géométrique d'un ensem-ble semi-cubique non auto-lié M dé�nit un po-espace local avec l'atlas fSt(x;M )=x 2 M0g et
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b’Fig. 1.14 � Illustration de la transitivité de �x.les ordres partiels locaux �x sur chaque St(x;M ).La réalisation géométrique est fonctorielle, jepasse les détails ici. On a également un adjoint(à droite) de la réalisation géométrique: prenons(M;�) un po-espace local. Soit S(M ) l'espacetopologique gradé tel que, pour tout n 2 IN,S(M )n est l'ensemble des n-dicubes singuliersde M , c'est-à-dire les difonctions du n-dicubestandard vers M . On peut dé�nir les opérateurs@kl avec @kl (f) = f ��kl . Ceux-ci donnent à S(M )la structure d'un ensemble semi-cubique.La correspondance entre les propriétés ho-motopiques dans les cas topologiques et combi-natoires (cubiques) est heureusement agréablece qui fait que l'on peut raisonner aussi biengéométriquement sur les po-espaces locaux (parexemple les graphes d'avancement) qu'algébriq-uement ou combinatoirement sur les espaces cu-biques (donc également homologiquement). Ona pu pour le moment au moins le prouver dansun cas simple, la dimension 2, voir [FGR99]. J'aide bonnes pistes pour généraliser le résultat.Soit N un ensemble semi-cubique. Un diche-min dans N est une suite p = (p1; � � � ; pk) d'élé-ments de N1 tels que pour tout i, 1 � i < k,d11(pi) = d01(pi+1). d01(p1) est le point initial dep. d11(pk) est le point �nal de p.La réalisation géométrique d'un dichemin co-mbinatoire p deM induit un dichemin (topologi-que) j p j dans jM j.On dit que deux dichemins combinatoires sontdihomotopes si on peut passer de l'un à l'autrepar un nombre �ni de commutations locales dedeux actions consécutives. C'est exactement lamême notion que celle de �commutativité par-tielle� des traces de Mazurkiewicz [Maz88].Encore une fois, toute dihomotopie combina-toire entre p et q dansM induit une dihomotopie(topologique) entre j p j et j q j.On a aussi l'inverse souhaité. Soient L un22Cette restriction sera sans doute bientôt levée,semble-t-il.

ensemble semi-cubique �ni et h un dichemin dej L j (c'est-à-dire un dichemin de �1 vers j L j).Alors il existe une �approximation cubique� f :Sk ! L de h, où Sk est une subdivision de ~I .De plus f de�nit un dichemin (combinatoire)(f(u1); : : : ; f(uk)) que l'on appelle ~f . En�n j f jest homotope à j ~f j dans j L j.Je suis en train, avec P. Gaucher, de mettreau point la relation entre sa présentation !-catég-orique et les po-espaces locaux. Nous sommescon�ants dans le résultat, étant donné l'articlede M. M. Kapranov et V. A. Voevodsky [KV91]qui établit l'équivalence de l'approche topolo-gique et de l'approche !-groupoïdale dans lecadre de la topologie algébrique classique.1.8 Quelques autres idées1.8.1 Compositionalité et van Kam-penL'idée que j'essaie de creuser en ce moment,est celle d'une dé�nition d'un objet mathéma-tique qui contienne l'essentiel de l'informationdes dichemins modulo dihomotopie d'un espacelocalement partiellement orienté, et qui soit cal-culable compositionnellement, c'est-à-dire à par-tir d'une décomposition de l'espace en l'unionde deux sous-espaces. Cela rendrait l'analyse decertains systèmes plus aisée. En fait, on peutconstruire le pendant d'un groupoïde fondamen-tal, qui ne sera en fait qu'une catégorie fonda-mentale23. C'est évidemment relié aux constr-uctions des régions diconnexes, et aussi aux cons-tructions récentes de S. Sokolowski, voir [Sok99],mais il reste encore à comparer formellementtoutes ces approches.Soit X = (X;U ; (�U )U2U ) un espace locale-ment partiellement orienté.On peut dé�nir une opération de composi-tion entre certains dichemins de X, allant deP�;�1 (X) � P �;1 (X) vers P�;1 (X):Dé�nition 15 Soit f 2 P�;�1 (X), g 2 P �;1 (X).On dé�nit h : ~I ! X comme suit: pour x 2 ~I ,h(x) = � f(2x) si 0 � x � 12f(2x � 1) si 12 � x � 1Aors h 2 P�;1 (X).23C'est la traduction sur les po-espaces locaux de ceque j'avais dé�ni comme le groupe d'homotopie orienté�total� sur les bicomplexes, dans [Gou95a].



1.8. QUELQUES AUTRES IDÉES 19Ce n'est pas une opération commutative niassociative en général, de même qu'en topologie�non-dirigée�. Par contre, encore une fois commeen topologie algébrique classique, cette opéra-tion s'étend aux classes de dihomotopie des di-chemins, et devient alors associative.On peut alors dé�nir la catégorie suivanteC(X):� ses objets sont les points de X,� ses morphismes sont les classes de diho-motopie des dichemins: un morphisme dex vers y est une classe de dihomotopie [f ]d'un dichemin f allant de x vers y.La composition que l'on a dé�nie plus hautest bien une opération associative avec identités(les classes de dihomotopie de dichemins consta-nts), on l'utilise comme composition de mor-phismes. En fait, cette construction dé�nit mêmeun foncteur de la catégorie des espaces locale-ment partiellement orientés vers la catégorie descatégories. En e�et, soit f : X ! Y une difonc-tion d'un espace localement partiellement orien-tés X vers un espace localement partiellementorienté Y . On dé�nit C(f) comme un morphismede C(X) vers C(Y ):� sur les objets x de C, C(f)(x) = f(x),� sur les morphismes [!] de C, avec ! undichemin, C(f)([!]) = [f � !].Alors, j'ai pensé que l'on aurait sans douteun équivalent au théorème de van Kampen surles groupoïdes fondamentaux:Soit X un espace localement partiellementorienté, X1 et X2 deux espaces localement par-tiellement orientés tels que,� X = �X1 [ �X2,� tous les chemins continus surX1\X2 peuv-ent être décomposés en un nombre �ni dedichemins.Soit j1 : X1 \ X2 ! X1 (respectivement j2 :X1 \ X2 ! X2) et i1 : X1 ! X (respective-ment i2 : X2 ! X) les morphismes d'inclusioncanoniques. Alors le diagramme suivant dans lacatégorie des catégories,C(X1 \X2) C(j1)- C(X1)C(X2)C(j2) ? C(i2)- C(X)C(i1)?est co-cartesien.Apparemment (communication privée de M.

Raussen), ce serait faux. Peut-être peut-on aumoins espérer un résultat similaire mais avec deshypothèses plus fortes sur les sous-espaces X1 etX2?1.8.2 Théorie des domainesDe fait, je n'ai réalisé que depuis peu qu'il ya des connections fortes entre un cas particulierdu modèle topologique dont j'ai parlé dans lasection 1.3, et la théorie des domaines (en par-ticulier le chapitre VII de [Joh82]), ou d'autresconsidérations topologiques anciennes (le livre[Nac65]). Cela a fait l'objet en particulier d'uneprésentation au séminaire Dagstuhl 00231 �Top-ology in Computer Science�, pour lequel j'espèreenvoyer une soumission. Je résume les considéra-tions qui font l'objet de ce projet d'article danscette section.Pour des raisons qui restent encore obscuresà mes yeux, L. Nachbin dans [Nac65] a étu-dié des espaces topologiques particuliers, les es-paces ordonnés compacts Hausdor�. En fait, ilne s'agit de rien d'autre que de po-espaces com-pacts. C'est le cas des graphes d'avancement �-nis. Un des résultats particulièrement intéres-sant est qu'il existe une paire de foncteurs ad-joints entre ces po-espaces compacts et un cer-tain type d'espace topologique, les espaces stabl-ement-compacts.On notera PO la catégorie des po-espacescompacts avec pour morphismes ceux que l'ona déjà dé�ni sur les po-espaces. Maintenant, ondé�nit les espaces stablement-compacts:Dé�nition 16 Un espace topologique stableme-nt-compact est un ensemble X muni d'une topo-logie � (c'est-à-dire un ensemble de sous-ensem-bles ouverts de X) tel qu'il existe une topologie�� sur X avec,� � [ �� est compact,� pour tous x 6= y dans X, il existe un élé-ment O 2 � , un élément O� 2 �� tels quex 2 O, y 2 O� et O \O� = ;.En quelque sorte, (X; � ) est compact Haus-dor� avec l'aide de la topologie ��.On note SK la catégorie dont les objets sontles espaces topologiques stablement-compacts etdont les morphismes sont les fonctions conti-nues.Proposition 1 Soit (X; �;�) un po-espace Hau-sdor� compact (� est la topologie, � est l'ordrepartiel). Construisons (X0; � 0) un espace topolog-ique à partir de (X; �;�) comme suit:



20 CHAPITRE 1. GÉOMÉTRIE ET PARALLÉLISME� X0 = X,� � 0, l'ensemble des ouverts, est composé deséléments U de � qui sont tels que 8x 2 U ,8y � x, y 2 U (�ensembles supérieurs�).Alors (X 0; � 0) est un espace stablement-compact.Schéma de preuve. C'est une conséquence duthéorème de convexité locale (voir [Nac65] ou[Joh82], Théorème 1.4, Chapitre VII, page 272)qui dit que les ensembles de la forme U\V , où Uest un ouvert supérieur et V est un ouvert infé-rieur, forment une base pour la topologie de X.Il su�t alors de prendre pour �� (requis par ladé�nition 16) l'ensemble des ouverts inférieurs.L'axiome de �séparation� faible de la dé�nition16 est le corollaire 1.2, Chapitre VII, page 271de [Joh82].Bien sûr, en général, (X 0; � 0) n'est pas dutout Hausdor�, donc n'est pas un objet �géomét-rique� standard.Les difonctions entre des po-espaces com-pacts Hausdor� sont évidemment mappées surdes fonctions continues entre leurs espaces stable-ment-compacts correspondants.Le foncteur � de PO vers SK a un adjoint àdroite que l'on peut maintenant décrire:Dé�nition 17 Soient (X; � ) un espace topolog-ique, A l'ensemble de ses ouverts compacts (c'est-à-dire les ouverts de A qui sont compacts en tantque sous-espaces topologiques de X), A� l'en-semble des compléments (dans }(X)) des élé-ments de A. La topologie �patch� sur X est latopologie �(� ) ayant pour base C = fU \ V jU 2 A; V 2 A�g.Proposition 2 Soit (Y; �) un espace stableme-nt compact. On peut lui associer une structure(X; �;�) = (Y; �)avec,� X = Y ,� � = �(�),� pour tous x; y 2 X, x � y si pour tousU 2 � avec x 2 U , y est aussi dans U .Alors (X; �;�) est un po-espace compact Haus-dor�.Qui plus est,  dé�nit un foncteur de SK versPO (transformant les fonctions continues de SKen des difonctions de PO).Considérons maintenant une dihomotopieHentre deux dichemins f et g avec les mêmes dé-buts et �ns dans X. C'est tout simplement unedifonction de I � ~I vers X telle que H(0; :) = fet H(1; :) = g.

Ainsi �(H) est une fonction continue de �(f)vers �(g), qui sont elles-mêmes des fonctionscontinues de �(I � ~I) vers �(X). Mais � est unfoncteur adjoint à gauche, donc commute avecles petites limites, en particulier les produits car-tésiens. Donc �(I � ~I) = �(I) � �(~I). �(I) = Icar tout sous-ensemble de I est supérieur. On enconclut que �(H) est une homotopie (classique)entre �(f) et �(g). On a donc prouvé un critèred'obstruction à la dihomotopie:Proposition 3 Soient f et g deux dicheminsdans le po-espace compact Hausdor� X. Alors�(X) et �(Y ) ne sont pas homotopes (au sensclassique du terme) implique que f et g ne sontpas dihomotopes.La question qui se pose naturellement est desavoir s'il peut y avoir une réciproque à ce résul-tat; soit H0 une homotopie entre �(f) et �(g).A quelle condition existe-t-il une dihomotopieHentre f et g? A-t-on de surcroit �(H) = H0?Une première idée pour étudier les homoto-pies entre �(f) et �(g), étant donnés f et g deuxdichemins dans un po-espace compact Hausdor�X, est d'étudier les homomorphismes de groupesentre les groupes d'homotopies de �(~I) vers lesgroupes d'homotopie correspondants de �(X).Tout d'abord, on peut voir assez facilement que�(~I) est un espace topologique compact et conn-exe.Comme �(~I) est connexe, on peut dé�nirson groupe fondamental �1(�(~I)) en choisissantn'importe quel point base, par exemple 0. Mal-heureusement, en étudiant les fonctions conti-nues de I to �(~I), qui sont les fonctions semi-continues inférieurement, on s'aperçoit que �(~I)est un espace topologique simplement connexe.Donc il n'y a aucun homomorphisme de gro-upe intéressant de �1(�(~I)) vers �1(�(X)).Pire encore, on peut montrer que l'on peutdéformer continûment (pour la topologie de �(~I�~I)) n'importe quel chemin continu (pour la to-pologie de I � I) maximal en n'importe lequelautre, en passant par des chemins discontinus,pour la topologie de I � I; ce qui implique quel'homotopie des fonctions de �(~I) vers �(~I � ~I)ne permet même pas de distinguer la présenced'un trou dans la surface I � I!Mais il est possible que l'on arrive à des ré-sultats bien meilleurs si l'on était parti non pasde l'ordre partiel � mais de l'ordre partiel <(accessibilité par des dichemins) sur un graphed'avancement, mais ceci reste encore à exami-ner. L'autre question importante est de savoir



1.8. QUELQUES AUTRES IDÉES 21s'il existe un pendant aux espaces localementpartiellement ordonnés. S. Vickers examine cettepossibilité avec un de ses étudiants à MiltonKeynes.1.8.3 Autres problèmesIl existe un certain nombre d'autres travaux�géométriques� s'appliquant à des modèles ducalcul. En particulier, il y a les travaux de F. Mé-tayer, [Mét94] et [Mét95] et de K. Basu [Bas97a]et [Bas97b] qui, me semble-t-il, peuvent avoir unrapport avec ce que je tente de faire pour le pa-rallélisme.Ce qui me paraît plus proche de façon im-médiate est le rapport avec les systèmes de ré-écriture, et en particulier le théorème de Squier[Squ87]. J'y ai pensé dès ma thèse mais je n'aihélas pas eu l'occasion de me pencher dessusà nouveau récemment. Je présente néanmoinsquelques idées sur le sujet, car je crois que laformulation !-catégorique nous permettra peut-être d'aider à comprendre le phénomène.Un monoïde (M; 1; :) est �niment présenté(respectivement, par un système de réécriturecanonique) s'il existe un ensemble �ni de sym-boles S et un ensemble �ni R de relations (res-pectivement de règles orientées) sur S� tels queM �= S�=R (respectivement tel que M soit iso-morphe à S� quotienté par la congruence en-gendrée par R). On dit de plus qu'un monoïde(M; 1; :) a un problème de mot décidable s'ilexiste un algorithme (qui termine toujours) per-mettant de décider si deux mots deM sont égaux.Le théorème de Squier prouve que tous les mo-noïdes �niment présentés avec un problème demot décidable ne peuvent pas forcément êtreprésentés par un système de réécriture cano-nique �ni. En fait, il dit plus: si M peut êtreprésenté par un système de réécriture canonique�ni, alors le troisième groupe d'homologie deM est de rang �ni. Plus tard, on a remarquéqu'en fait tous les groupes d'homologie devaientêtre de rang �ni (voir par exemple [Kob90], et[SOK94]).J'avais remarqué dans ma thèse que tout celaressemblait fortement à un problème d'homoto-pie dirigée (par exemple la résolution construitedans [Gro91] est un espace cubique). En fait,l'explication de [SOK94] et surtout celle plus ré-cente donnée avec des 2-catégories dans [Laf95]me laisse à penser que l'approche !-catégorique(et aussi l'approche topologique sans doute) doi-vent nous permettre d'obtenir des caractérisa-

tions plus précises de ce qu'est un monoïde pré-senté par un système de réécriture canonique�ni. En e�et, dans le cas du parallélisme onse contente de caractériser par dihomotopie cer-tains monoïdes �partiellement commutatifs� (co-mme dans la théorie de Mazurkiewicz), c'est-à-dire où les seules relations possibles sont des re-lations de commutations particulières (un peuplus compliquées dans le cas de n-sémaphores,n > 1, où il faut considérer des cycles de lon-gueur n+1). Dans le cas de [Laf95], les relationsdu monoïde sont présentées par des 2-cellulesdans une 2-catégorie. J'espère pouvoir revenirplus tard sur ce sujet.En attendant, ce qui m'a plus préoccupé, enrapport avec la logique et la réécriture, c'estl'étude, initiée par mon frère Jean Goubault-Larrecq, de la logiquemodale S4, et de ses preuv-es. En fait, on peut remarquer que la modalité� de S4 engendre une comonade. Or, une como-nade engendre naturellement un espace simpli-cial augmenté (c'est la résolution Bar �abstrai-te�), voir [ML71]. Il est alors intéressant d'exa-miner comment les preuves S4 transforment lesespaces simpliciaux augmentés. C'est l'objet denotre article [GLG99] (présenté mais non en-core publié). Nous sommes en train de ré�échirà des extensions de ce travail, car le phénomènesemble général: selon la comonade choisie, onobtient des espaces simpliciaux augmentés dif-férents qui ont chacun leur intérêt.



22 CHAPITRE 1. GÉOMÉTRIE ET PARALLÉLISME



Chapitre 2Analyse statique de programmesparallèlesLa communauté des sémanticiens a redécou-vert (après les travaux sur les graphes d'avance-ment, essentiellement le fait d'algorithmiciens)les considérations géométriques que je viens dedévelopper.Cette redécouverte date de l'opposition entreles partisans des sémantiques �vraiment parallè-les� et les partisans de sémantiques par entre-lacement. La base du contentieux est que, dansune sémantique par entrelacement, on représentele parallélisme par le mélange de toutes les ac-tions en parallèle, c'est-à-dire par une simulationsur un processeur. Cela implique de confondreparallélisme et choix non-déterministe, donc avecl'exclusion mutuelle également1.Certains tenants des sémantiques par entrel-acement prétendent que l'asynchronie n'existepas réellement. Mon point de vue est - en mefaisant un peu l'avocat du diable - exactementle contraire: la synchronie est physiquement nonobservable en général, mais est une bonne ap-proximation dans un certain nombre de cas pra-tiques. En tous les cas, il y a des problèmes pra-tiques pour lesquelles on aurait du mal à fairedes hypothèses synchrones, comme par exemplepour de vrais systèmes distribués (internet parexemple), pour lesquelles il est peu probable qu'on puisse un jour disposer d'une horloge globale,accessible de façon simultanée par tous.La sémantique par entrelacement crée de plusun certain nombre de problèmes pratiques pourl'analyse statique. Les entrelacements construis-ent un grand nombre d'états qui sont complè-tement inintéressants pour la sémantique et lavéri�cation (il ne s'y passe rien). Par exemple,quand toutes les actions de deux processus en1Voir à ce propos la �gure 2.1 qui code en mêmetemps a j b et a:b+ b:a.

b a

baFig. 2.1 � a j b (entre-lacement b

b
c

d

d
cFig. 2.2 � Un ra�ne-ment de a j bparallèle sont indépendantes, il su�t de consi-dérer l'exécution de l'un d'eux avant l'autre etnon tous les entrelacements possibles pour com-prendre le système2.Ce problème est connu dans la littératuresous le sobriquet �explosion combinatoire�. Il ex-iste des techniques pour éviter cela autant quefaire se peut, la plupart d'entre elles étant dé-rivées de considérations sémantiques �vraimentparallèles�. Par exemple la méthode des �stub-born sets� de [Val90] vient de considérations surles réseaux de Pétri, et celle des �persistent sets�de [GW91] est basée sur la théorie des traces deMazurkiewicz.Un autre problème est celui du ra�nement,qui est une façon assez commode d'imaginer fairede l'analyse de programmes (ou plutôt sans dou-te de spéci�cations, à la SDL). Comme cela esten partie décrit dans [vGG89], c'est assez di�-cile à appliquer dans des sémantiques par entre-lacement. Supposons par exemple que l'actiona de la �gure 2.1 ne soit en fait pas atomique,et soit composée des deux sous-actions c et d.Alors la sémantique par entrelacement de a j bn'est plus équivalente à a puis b ou b puis a. Le2Le lecteur avisé sent déjà poindre la notion d'homo-topie.23



24 CHAPITRE 2. ANALYSE STATIQUE DE PROGRAMMES PARALLÈLESchemin c, b puis d manque (voir la �gure 2.2, lapartie manquante étant représentée par la ligneen pointillé).Cela implique qu'il faut avant même touteanalyse statique basée sur une sémantique parentrelacement, poser comme hypothèse l'atomi-cité de toutes les actions potentiellement présen-tes. Cela peut rendre les choses très lourdes. Onpeut remarquer à ce propos la similairité avec leproblème du choix de la �base de temps� dans lessémantiques opérationnelles de systèmes temps-réel3.En fait, le ra�nement s'exprime géométri-quement comme une subdivision comme on levoit dans les �gures 2.1 et 2.24.Il faut noter que les 2-transitions ne sontrien d'autre que des relations de commutationlocales, comme dans la théorie des traces de Ma-zurkiewicz [Maz86], ou encore des relations d'in-dépendance, comme dans les systèmes de transi-tions asynchrones [Bed88] et [Shi85], ou dans lesautomates de traces [Kah74, KM77], ou encoredans les systèmes de transition avec indépen-dance [SNW94], ou indirectement avec la rela-tion de �con�uence� des systèmes de transitionparallèles [Sta89].Il y a néanmoins deux ingrédients supplé-mentaires aux HDA: l'élégance et le puissancedes outils de formalisation géométrique (ainsique l'intuition qu'elle peut dégager), et la généra-lisation naturelle à des phénomènes de dimen-sion supérieure (c'est-à-dire, on l'a déjà vu, àdes relations d'indépendance n-aires).Dans [Gou93] j'ai essayé de montrer com-ment on peut modéliser des �vrais� programmes(pas seulement des P et des V ) avec des HDAs.Je ne suis plus persuadé que la présentation quej'en avais faite soit très pratique. Il faudrait sansdoute retravailler cela, peut-être dans le style dela sémantique de [FS00].3A ce propos, la géométrie là encore permet d'êtrebien plus naturel. J'avais décrit mes premières idées surce sujet dans [Gou96c], mais idéalement, il faudrait lesretravailler pour utiliser une version des po-espaces lo-caux. Il est clair que la structure topologique continuedoit là être utilisée, surtout qu'elle colle parfaitementaux découpages combinatoires que l'on peut en faire enchoisissant une base de temps, grâce aux remarques dela section 1.7. Pour ceux qui sont intéressés par les sys-tèmes hybrides, les notions topologiques sont les mieuxà même d'éviter de tomber dans les classiques paradoxesde Zénon.4Et l'indépendance des propriétés homotopiques desensembles simpliciaux et cubiques modulo subdivisionnous assure que les invariants géométriques de la séman-tique sont stables par ra�nement.

Je m'étais ensuite essayé à un certain nombred'analyses statiques par interprétation abstraite[CC77] à partir de sémantiques par HDA.La première étape a été publiée dans [CG93],puis dans [Gou95a] et [Gou95b] j'ai décrit unepremière méthode pour déterminer un sur-ense-mble des ordonnancements possibles à partir desémantiques géométriques.Au même moment, R. Cridlig utilisait unesémantique géométrique pour faire du model-checking dans [Cri95] (pour des machines à mé-moire partagée) et dans [Cri96] (sur CML, c'est-à-dire des machines qui fonctionnent par pas-sage de messages). Il a d'ailleurs implémenté unanalyseur d'un langage Pascal parallèle, voir àce proposhttp://www.dmi.ens.fr/�cridlig.D'autres propositions reliées à l'analyse sta-tique ont été faites pour utiliser l'information sé-mantique présente dans la sémantique géométri-que. Par exemple, Y. Takayama dans [Tak95] et[Tak96] a proposé d'aider à la parallélisation au-tomatique de programmes séquentiels (il a ap-pliqué cela à CCS).Je décris dans les sections suivantes mes trav-aux les plus récents dans ce domaine, essentielle-ment extraits de [FGR98a] et de [FGR98b], quiconcernent la détection de points morts et defaçon équivalente (par inversion du temps) desétats inatteignables. C'est un algorithme capitalcar il est au coeur d'un analyseur d'ordonnance-ment [Rau00]. Cela n'étonnera pas les habituésdu model-checking, dans lequel on passe souventpar un algorithme de détection d'états inatteign-ables pour la véri�cation de systèmes parallèles,voir par exemple [GW91].2.1 Analyse de points mortset d'états inatteignablesPour donner des exemples, nous utiliseronsle langage suivant; les processus seront:Proc = � j Pa:Proc j V a:ProcProc+ Proc j Yoù a est n'importe quel élément de O, en-semble d'objets partagés. Chacun de ces objetspeut être partagé par au plus s(a) processus (oùs est une fonction de O vers IN). Y est unevariable de processus, permettant la dé�nition
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=dFig. 2.3 � Première sémantique appliquée àPa:V a j Pa:V ade processus récursifs (par des équations récur-sives). Les programmes Prog seront constituésd'un nombre �ni de processus en parallèle.2.1.1 Première sémantiqueUn environnement d'exécution pour le lan-gage considéré est une fonction � : O ! IN quidécrit pour chaque objet de O combien de pro-cessus peuvent encore y accéder.On pose alors:[[X1 j � � � j Xk]]� = (X1 j � � � j Xk; �)+[[Y1 j X2 j � � � j Xk]]�1 + � � �+[[X1 j � � � j Xk�1 j Yk]]�koù (X1 j � � � j Xk; �) est un k-rectangle et où�i, 1 � i � k est tel que �i(b) = �(b) pour toutb 2 O, b 6= ai, et �i(ai) = �(ai)�1 si Qi = P ou�i(ai) = �(ai) + 1 si Qi = V . S'il existe a 2 O,�(a) < 0,[[X1 j � � � j Xk]]� = [[Y1 j X2 j � � � j Xk]]�1 + � � �+[[X1 j � � � j Xk�1 j Yk]]�kavec les mêmes environnements �i, 1 � i � k.On a ensuite les règles classiques:(Elimination des variables de processus)[[X1 j � � � j Y: Yi j � � � j Xk]]� =[[X1 j � � � j ProcY :Yi j � � � j Xk]]�(Elimination de plus)[[X1 j � � � j Yi+ Zi j � � � j Xk]]� =[[X1 j � � � j Yi j � � � j Xk]]�+i[[X1 j � � � j Zi j � � � j Xk]]�Un premier algorithme simple pour trouverles points morts, et les régions y conduisant iné-luctablement (dites dangereuses) est le suivant.On commence par calculer la région interdite

d'un système parallèle, F = Sr1Ri union d'hy-perrectangles Ri = [ai1; bi1] � � � � � [ain; bin] �In. Son complément dans In crée un graphed'hyperrectangles (états globaux): deux hyper-rectangles R;R0 2 R sont reliés par un arc deR à R0 � on écrira R ! R0 � si R � R0 et si Ret R0 ont une face en commun (c'est le graphe àdroite à la �gure 2.3).Les points morts sont alors les feuilles de cegraphe (en fait celles qui ne sont pas l'état �nal�autorisé� 1 = (1; : : : ; 1)). On peut alors propa-ger en arrière F pour calculer la région dange-reuse: on rajoute à chaque itération les hyper-rectangles dont tous les bords �n sont dans larégion interdite.Un exemple de la construction de la séman-tique sur le terme Pa:V a j Pa:V a est donné àla �gure 2.3. Un exemple d'application du pre-mier algorithme de détection de points morts estdonné pour le termeA=Pa.Pb.Vb.Pc.Va.Pd.Vd.VcB=Pb.Pd.Vb.Pa.Va.Pc.Vc.VdPROG=A|Bà la �gure 2.4.C'est une méthode qui est coûteuse (un peucomme l'entrelacement, même si elle est souventmeilleure) - voir à ce propos les benchmarks duchapitre 2. Elle est assez similaire à la méthodeutilisée pour le model-checking par Régis Cridligdans son analyseur de Pascal Parallèle.2.1.2 Deuxième sémantiqueEn fait, on peut directement donner dansnotre cas une construction géométrique de la ré-gion interdite; c'est la deuxième sémantique [[:]]2donnée par la règle:[k1; r1]� � � � � [kn; rn] 2 [[X1 j � � � j Xn]]2s'il existe une partition de f1; � � � ; ng en U [ Vavec card(U ) = s(a) + 1 pour un objet a avec,Xi(ki) = Pa,Xi(ri) = V a pour i 2 U et kj = 0,rj = lj pour j 2 V .On peut alors trouver un algorithme de cal-cul des points morts plus intelligent grâce auxremarques suivantes (voir [FGR98a]).Pour tout ensemble d'indices non-vide J =fi1; : : : ; ikg � f1; : : : ; ng on dé�nitRJ = Ri1 \ � � � \Rik = [aJ1 ; bJ1 ]� � � � � [aJn; bJn]avec aJj = maxfaijji 2 Jg et bJj = minfbijji 2 Jg.
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Fig. 2.4 � Les itérées successives calculant larégion dangereuse.

Cet ensemble est encore un hyperrectanglesauf s'il est vide. Soit aJ = [aJ1 ; : : : ; aJn] = minRJle point minimal dans cet hyperrectangle.Pour tout 1 � j � n, soit faJj le �deuxièmeplus grand� des ailj , c'est-à-dire,faJj = aisj avec ailj � aisj < aJj pour ailj 6= aJj ;et considérons l'hyperrectangle semi-ouvertUJ =]faJ1 ; aJ1 ]� � � ��]faJn; aJn]�en-dessous� de RJ : Alors on a la propriété sui-vante:Théorème 1 1. Un point x 2 X = InnFest un point mort si x 6= 1 et s'il y aun ensemble d'indices à n éléments J =fi1; : : : ; ing; avec RJ 6= ; et x = aJ =minRJ .2. Si x = minRJ est un point-mort, alorsl'hyperrectangle semi-ouvert UJ est dan-gereux, c'est-à-dire, tout dichemin In par-tant d'un point y 2 UJ va s'arrêter à lafrontière de �F .On a alors un algorithme tout trouvé pourcalculer la zone dangereuse. On commence parchercher l'ensemble D des points morts de X(c'est-à-dire les intersections non-vides d'exacte-ment n hyperrectangles) et, pour chaque point-mort ainsi trouvé aJ 2 D, on détermine l'hyper-rectangle dangereux UJ .On pose alors F1 = F S[aJ2DUJ . On itèrece procédé en partant de la nouvelle région in-terdite F1, ainsi de suite. On peut montrer quecet algorithme s'arrête avec un ensemble Fn telque In nFn ne contient aucun point mort. L'en-semble Fn caractérise la région interdite et larégion dangereuse.Par exemple, le terme plus haut, étudié àla �gure 2.4 donne lieu à quatre itérées et nontreize comme avec la première méthode, que l'onpeut voir à la �gure 2.5.Il faut cependant faire attention aux �bords�avec cette méthode, comme on le montre à la �-gure 2.6. Il faut en e�et considérer les bords ducarré, cube etc. du graphe d'avancement, commeétant délimités par des hyperrectangles inter-dits, voir la �gure 2.6, où j'ai représenté les quatrecarrés entourant l'automate. Si un des hyperrec-tangles interdits touche le bord, alors il crée uneintersection, qui peut à son tour créer une régiondangereuse.
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Fig. 2.5 � Itérées successives avec la deuxièmeméthode.
Fig. 2.6 � Une région dangereuse créee par l'in-teraction avec un bord.

Fig. 2.7 � Les 3 philosophes.
Fig. 2.8 � Un exemple où l'on modi�e le niveaude partage.L'exemple classique5 des 3 philosophes A, Bet C essayant de dîner ensemble autour d'unetable ronde, en utilisant les trois fourchettes a,b et c est donné par le terme:A=Pa.Pb.Va.VbB=Pb.Pc.Vb.VcC=Pc.Pa.Vc.VaPROC=A|B|CLa �gure 2.7 représente à gauche la séman-tique (les trois cylindres à section carrée formantla région interdite) et à droite, la région dange-reuse.Un autre exemple intéressant est donné parle terme:A=Pa.Pb.Va.Pc.Vb.Pd.Vc.Pe.Vd.Pf.Ve.VfB=Pf.Pe.Vf.Pd.Ve.Pc.Vd.Pb.Vc.Pa.Vb.VaC=Pf.Pe.Vf.Pd.Ve.Pc.Vd.Pb.Vc.Pa.Vb.VaPROG=A|B|CSa sémantique et région dangereuse sont don-nées à la �gure 2.8, à gauche quand on sup-pose que les sémaphore utilisés sont tous des1-sémaphores, et à droite quand ce sont des 2-sémaphores: dans ce cas il n'y a plus de régiondangereuse.Un dernier exemple classique est celui de Lip-sky et Papadimitriou référencé dans [Gun94]. Ilcorrespond au terme,5Tous ces exemples sont traités automatiquement parmon vieil analyseur dont l'implémentation est décritedans le chapitre suivant.
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Fig. 2.9 � L'exemple de Lipsky et Papadimi-triou.A=Px.Py.Pz.Vx.Pw.Vz.Vy.VwB=Pu.Pv.Px.Vu.Pz.Vv.Vx.VzC=Py.Pw.Vy.Pu.Vw.Pv.Vu.VvPROG=A|B|Cdont on a les di�érentes vues à la �gure 2.9.En fait, la région interdite est trouée, et peutlaisser passer une classe de dihomotopie de di-chemin, sans point mort.2.1.3 BouclesNous avons vu ce qui se passe dans le cas desprocessus PV qui forment des graphes d'avance-ment. Qu'en est-il des boucles (et donc des po-espaces locaux)?Prenons par exemple le terme:A=Pa.(Pb.Vb.Pc.Vc)*.VaB=Pc.Pb.Vc.Pa.Va.VbPROG=A|BSa sémantique, telle que dé�nie dans [Faj00]ou dans [FS00] revient à représenter géométri-quement le programme où on déroule une foistoutes les boucles (y compris internes), c'est-à-dire ici,A=Pa.Pb.Vb.Pc.Vc.VaB=Pc.Pb.Vc.Pa.Va.VbPROG=A|Bpuis à replier sur chaque coordonnée où on a uneboucle. Ce processus est décrit à la �gure 2.10,où on passe du dessin de gauche à celui de droite

Fig. 2.10 � Repliage de la sémantiqueFig. 2.11 � Un dépliage et la région dangereusecorrespondante.en repliant les points d'abscisse juste après Pasur ceux juste après Pa.Pb.Vb.Pc.Vc.On peut parfaitement généraliser les conceptsde régions dangereuses et inatteignables. Ici, ondit qu'un état est dans la région dangereuse si iln'existe pas de chemin �ni permettant d'atteind-re l'état �nal. C'est le point de vue de [Faj00]que je suis ici. On peut aussi modi�er la dé�ni-tion pour autoriser les chemins in�nis6, et c'estle point de vue de [FS00] qui aboutit aux mêmestypes de résultats.L'idée naturelle est d'essayer de trouver uncritère simple permettant de dérouler de façonminimale les boucles, pour déterminer les ré-gions dangereuses. A priori ce n'est pas évident,comme on le montre maintenant.On s'aperçoit qu'un point juste en dessousde la région dangereuse pour un dépliage, pourl'exemple de la �gure 2.10, n'est pas dans la ré-gion dangereuse, car il y a un chemin vers l'état�nal avec un ou zéro déroulement de la boucle(voir �gure 2.11). Mais avec deux déroulements(�gure 2.12), il semble appartenir à la régiondangereuse.Voici un exemple plus compliqué qui montrequ'inversement, on peut avoir l'impression endéroulant les boucles qu'un état est dans unerégion dangereuse, alors que ce n'est en fait pasle cas. Considérons la sémantique de6Quand on s'intéresse aux systèmes d'exploitation, onne veut considérer comme dangereux que les points quin'ont qu'un futur �ni qui n'atteint pas un état �nal.
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Fig. 2.12 � Région dangereuse après deux dé-roulements.Fig. 2.13 � Repliage de la sémantique sur untore.A=Pd.Pa.(Pb.Va.Vd.Pc.Vb.Pa.Pd.Vc.Pb.Va.Pc.Vb.Pa.Vc.Pb.Va.Pc.Vb.Pa.Vc)*.Va.Pe.Vd.VeB=Pe.Pa.(Pb.Va.Pc.Vb.Pa.Vc.Pb.Va.Pc.Vb.Pa.Vc)*.Va.Pd.Ve.VdPROG=A|BElle est obtenue, comme il y a une bouclesur chaque coordonnée, par un repliage d'uneportion de la sémantique de,A=Pd.Pa.Pb.Va.Vd.Pc.Vb.Pa.Pd.Vc.Pb.Va.Pc.Vb.Pa.Vc.Pb.Va.Pc.Vb.Pa.Vc.Va.Pe.Vd.VeB=Pe.Pa.Pb.Va.Pc.Vb.Pa.Vc.Pb.Va.Pc.Vb.Pa.Vc.Va.Pd.Ve.VdPROG=A|Bsur un tore, comme indiqué à la �gure 2.13.Si on regarde la partie repliée sur le tore, eten représentant les trous en plein, on a la �gure2.14.Si on déroule deux fois chacune des deuxboucles, on obtient la �gure 2.15 dans laquellej'ai représenté côte à côte la vue dépliée et unchemin correspondant sur le tore.En déroulant deux fois la boucle pour A ettrois fois celle pour B, on obtient la �gure 2.16,où on a également représenté la région dange-reuse. Ce que l'on peut voir sur cette �gure, c'estque l'on peut trouver des dichemins qui ne vontpas s'arrêter sur un point mort contrairement àce que l'on avait pour les déroulements précé-dents.

Fig. 2.14 � Une vue de la région interdite sur letore.
Fig. 2.15 � En déroulant deux et deux fois.
Fig. 2.16 � En déroulant deux et trois fois.
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Fig. 2.17 � Cas le pire pour l'algorithme d'or-donnancement.Le résultat important, démontré par L. Fa-jstrup dans [Faj00] est que les points morts sontcalculables en un déroulement. L. Fajstrup mon-tre également que l'on peut calculer la régiondangereuse en examinant certains déroulementsseulement, en nombre �ni, coordonnée par co-ordonnée. J'essaie maintenant d'améliorer monanalyseur statique pour tirer partie de ces résul-tats.2.2 Analyse d'ordonnancem-entsJe ne reviendrai pas ici sur les travaux quiremontent à ma thèse, portant sur des méthodeshomologiques pour approximer les ordonnance-ments, et publiés dans [Gou95b].Le fait important, démontré par M. Raus-sen dans [Rau00] est que ce qui compte pourtrouver les autres régions diconnexes que cellescontenant la région dangereuse et la région inat-teignable, ce sont les intersections d'exactementn � 1 hyperrectangles de dimension n (appelés(n � 1)-points critiques). En dimension deux,cela veut dire quelque chose d'assez simple, c'estque ces régions sont créées par les points mini-maux et maximaux des hyperrectangles, commeon peut le voir avec l'exemple du �drapeau Suis-se� de la �gure 1.9.M. Raussen donne, dans [Rau00], une mé-thode de classi�cation complète des dicheminsen dimension 2, qui n'est qu'une sur-approximat-ion en dimension supérieure ou égale à trois.

Fig. 2.18 � Un point critique pour la �chambreà trois trous�.Même si cela ne donne qu'une sur-approxima-tion en dimension supérieure à trois, cette mé-thode permet de déterminer correctement les ré-gions diconnexes pour l'exemple de la �chambreà trois trous�. La �gure 2.18 montre une inter-section de deux hyperrectangles de dimensiontrois (ne pas oublier que les bords comptent!)qui crée l'obstruction à la dihomotopie entre lesdeux chemins du chapitre précédent.L'algorithme qui en découle est exponentiel(au pire) en le nombre de composantes connexesde la région interdite (complétée par l'ajout desrégions dangereuses et inatteignables), cette bor-ne étant atteinte comme en atteste l'exemple dela �gure 2.17. Là encore, je vais essayer de trou-ver un peu de temps pour compléter mon ana-lyseur avec les algorithmes correspondants.2.3 Combinaison d'analyses2.3.1 Temps locaux abstraitsOn s'aperçoit aisément que les algorithmesde détection de points morts, ou de classi�ca-tion des dichemins modulo dihomotopie ne dé-pendent que de la structure d'ordre partiel entreles états. On a besoin essentiellement de prendredes intersections et des unions de régions inter-dites.On peut donc penser à approximer, par destreillis numériques, les régions par des rectangles�isothétiques� plus grands et plus facilementma-nipulables. Par exemple, on peut approximer unensemble quelconque d'hyperrectangles par deshyperrectangles modulo un entier: (f[1; 4]; [9;12];[18; 20]g par [1; 4]+ 8k (k 2 ZZ)).
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Fig. 2.19 � Le carré clair est une abstractiond'une partie de la région interdite.J'ai commencé à développer une abstractiond'ensembles d'hyperrectangles par des expres-sions régulières dans [FGR98b]. C'est une abs-traction intéressante qui, par exemple, permetde déterminer de façon exacte la région dan-gereuse de la version récursive des trois philo-sophes qui dînent:A=Pa.Va.Pb.Vb.AB=Pb.Pc.Vb.Vc.BC=Pc.Pa.Vc.Va.CPROG=A|B|CPar contre, avec l'exemple suivant,X=Py.Vx.Px.Vy.XY=Px.X.VxZ=Px.VxPROG=Y|Zles choses se gâtent. L'idée de l'abstraction pardes expressions régulières est de remplacer lescoordonnées temporelles entières (temps localsur chaque axe dans les graphes d'avancement)par des expressions régulières sur le langage Pa,Va (pour tout a). L'ordre (partiel) est l'ordrepré�xe. Les �coordonnées� des états se trouventsans peine en regardant les automates séquen-tiels représentant les processus (voir par exemplela �gure 2.20).Si je note par [X;Y ] �l'intervalle� d'expres-sions régulières ayant pour pré�xe X et étantpré�xes de Y , les mêmes méthodes que précé-demment permettent de trouver deux hyperrec-tangles abstraits qui s'intersectent (voir la �gure2.21):R2 = Px:(Py:V x:Px:V y)� :P y:V x:Px:

3=2.Py

4=3.Vx

6=2.Vx

5=4.Px

2=Px.(Py.Vx.Px.Vy)*

2

3

1

6

Px
Py Vx

PxVyVx

4

5Fig. 2.20 � Le proces-sus Y. Fig. 2.21 � Les deuxfamilles R2 et R3.[1; V y:Py:V x]� Px:[1; V x]R3 = Px:(Py:V x:Px:V y)� :P y:V x:Px:[1; V y:V x]� Px:[1; V x]R2 \R3 = Px:(Py:V x:Px:V y)�:P y:V x:Px:[1; V y]� Px:[1; V x]et qui créent une région dangereuse (dûe au par-tage de x), qui n'existe pas dans la réalité. C'esten ce sens que l'on obtient qu'une sur-approxima-tion des régions dangereuses et inatteignables.2.3.2 Réduction de l'espace d'étatsPour utiliser ces algorithmes a�n d'analyserde �vrais� programmes parallèles (par exemple,et c'est naturel, des threads JAVA) on peutfaire comme on a dit plus haut: on commencepar abstraire la coordination des processus: lestemps locaux sont alors des éléments d'un treillisabstrait (environnement, trace séquentielle etc.).On calcule ensuite par l'algorithme de M. Rauss-en les traces essentielles. Ensuite on calcule la sé-mantique collectrice (abstraite) uniquement surces traces. C'est donc un procédé de réductionde l'espace d'états. En fait, on peut tenter defaire encore mieux; on peut maintenir en mêmetemps l'abstraction de la coordination avec lasémantique collectrice abstraite (sorte de par-titionnement dynamique). Je n'ai pas pour lemoment eu le temps de tester ces idées, maisj'espère pouvoir le faire dans un avenir proche.2.4 Systèmes distribués tol-érants aux pannesCommençons par prendre un exemple simple,traité en détail dans [Gou97], et dont les pre-mières idées ont été décrites dans [Gou96b] puis
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Shared Memory

Processes

WRITEWRITE
READ

P u,v,r... u’,v’,r’... P’

x x’Fig. 2.22 � Une machine distribuée simple à mé-moire partagée.ont été exposées de façon plus générale dans[Gou96a].On suppose que l'on a une machine distri-buée à deux processeurs P et P 0 (que l'on a re-présentée à la �gure 2.22) qui communiquentparlecture et écriture dans une mémoire partagée.Par exemple, le processeur P (respectivementP 0) peut écrire, par l'action scan, dans une va-riable locale u (respectivement u0) la valeur conte-nue dans une variable x (respectivement x0). Ppeut aussi copier x et x0 dans sa mémoire lo-cale, par une action update, respectivement dansu et v (et pour P 0 dans u0 et v0). Chaque pro-cesseur peut exécuter également une instructioncase et toutes les opérations arithmétiques etboucles qui font qu'ils peuvent calculer locale-ment n'importe quelle fonction partielle récur-sive. Cette machine est en ce qui nous concerne,complètement équivalente à une machine à mé-moire partagée avec lecture écriture atomiques.Une telle machine a la propriété que tout cal-cul est fait �sans-attente�, c'est à dire qu'il n'ya aucune synchronisation entre les processeurs(que l'on identi�era à leurs processus séquentielsrespectifs). Cela implique que cette machine esten quelque sorte tolérante aux pannes au sensoù si l'un des deux processeurs plante et s'arrêtedonc de calculer, l'autre peut continuer de cal-culer, avec les données partielles qu'il possède.Une application importante est, encore unefois, le cas d'une base de données distribuée.Supposons que nos transactions, qui se déroulentdans des guichets très éloignés les uns des autres,veuillent modi�er la même variable, mais en luidonnant des valeurs di�érentes. C'est par exemp-le le cas de deux clients voulant réserver la mêmeplace sur le même avion, la variable étant le nomde la place, et la valeur étant le nom du passager.La question est: peut-on trouver un protocolequi, étant donné une architecture de la base dedonnées distribuées (gérant les places d'avions),assure que seul un des deux clients aura le billetsouhaité, alors que l'autre saura de façon cer-taine qu'il n'a pas la place? C'est un cas particu-lier du problème fondamental appelé consensus:

on veut que les deux processus (ou transactions)se mettent d'accord sur une valeur commune (lenom de la personne qui prend e�ectivement laplace). Ce n'est un vrai problème que si on sup-pose qu'il peut y avoir une panne réseau, ou quel'une des deux transactions peut planter à toutmoment, sans en avertir l'autre.C'est évidemment un problème de calculabi-lité. Dans le cas de deux processeurs, cela a étécomplètement résolu dans [FLP85]: il n'est paspossible de résoudre le problème du consensussans-attente sur notre simple petite machine.Un cas plus général, quand on considère nprocesseurs avec n > 2, est la t-résilience (avec1 � t � n� 1); on suppose maintenant que jus-qu'à t parmi les n processeurs peuvent planter àtout moment. Plus généralement, on peut aussiconsidérer des architectures de machines distri-buées plus réelles, avec des objets partagés pluscomplexes que des simples variables scalaires,par exemple des �les ou des piles, ou communi-quant par passage de messages, bloquant ou nonbloquant. Le problème du consensus t-résilientest donc plus subtil: les processus s'exécutantsur les n processeurs doivent être aussi peu cou-plés que possible pour que même si t processus�anchent, les autres puissent terminer avec lamême valeur, qui doit être une des valeurs dedépart de l'un des n processeurs7 .Si le résultat avec deux processus est assezancien, et utilise des techniques de théorie desgraphes, il a fallu attendre jusqu'à assez récem-ment pour avoir une caractérisation de ce quipeut être calculé sur notre machine simple avecn processeurs, n quelconque. Cela a été réaliséen utilisant des techniques de topologie algé-brique combinatoire (des ensembles simpliciaux).C'est en fait encore une fois en partie un pro-blème d'homotopie orienté comme je vais expli-quer un peu plus bas.Le principal argument (�similarity chain�) de[FLP85] peut se comprendre comme un résul-tat de connexité. Si on représente les états lo-caux de chaque processeur Pi (i = 1; 2), à unmoment donné de l'exécution du programme,par un point (Pi; xi) (xi étant la valeur à cemoment donné de la variable privée de Pi), etles états globaux du système par un segment(non-orienté) liant les deux états locaux qui lescomposent, alors il est facile de voir que la sé-mantique des scan/update impose que les états7Une bonne référence pour avoir une idée des nom-breux protocoles existant dans le domaine est le livre[Lyn96].
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∆

∆

∆Fig. 2.23 � La fonction de décision pour leconsensus binaire, des états globaux initiauxvers les �naux.
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1,111

1,0112,111

0,111

0,101

2,101

1,110 0,110Fig. 2.24 � Le complexe de protocole dans lecas de trois processus synchrones e�ectuant uneétape.globaux atteignables à partir d'un état globalinitial, forment un graphe connexe. Il n'y a pasmoyen qu'un programme sur une telle architec-ture casse la connectivité. Cela implique que leconsensus ne peut pas être implémenté sur unetelle machine, car il faudrait pour cela atteindre,depuis l'état global ((P1; 0); (P2; 1)) deux étatsglobaux disconnectés ((P1; 0); (P2; 0)) et ((P1; 1);(P2; 1)) comme on l'a dessiné à la �gure 2.23.D'autres travaux ont généralisé la preuve de[FLP85] à plus de deux processeurs. On trouvedans [BMZ88] une caractérisation de la classede problèmes que l'on peut résoudre dans unsystème qui fonctionne par passage de messagesnon-bloquants dans le cas d'une panne au maxi-mum (1-résilience). C'est la dernière généralisa-tion que je connaisse qui utilise des techniquesde théorie des graphes.La conjecture [Cha90] que le problème del'accord sur un ensemble de k valeurs (�k-setagreement�8) ne peut pas être implémenté danscertains systèmes asynchrones a �nalement étéprouvée dans trois papiers de façon indépen-dante, [BG93], [SZ93] et [HS93].L'idée de base de [HS93] est de généraliser8C'est une forme de consensus faible dans laquelletout ce qui est requis est que les processusqui ne plantentpas arrivent �nalement à se mettre d'accord en un temps�ni sur un sous-ensemble de au plus k valeurs parmitoutes les valeurs d'entrée des n processus de départ.

les représentations du type de celles de la �gure2.23 en utilisant des ensembles simpliciaux aulieu des graphes (qui ne sont que des cas parti-culiers).Les ensembles simpliciaux sont formés de poi-nts, segments, et également de triangles, tétra-èdres, simplexes en toute dimension, collés lesuns aux autres le long de leurs faces. La forma-lisation est tout à fait similaire à celle des en-sembles cubiques que l'on a vu auparavant (onpourra se reporter à [May67] et [GZ67]). Dansnotre cas, un simplexe de dimension n repré-sente un état global, à un moment de l'exécu-tion, de n processus. Les points sont toujoursdes paires nom du processus et état local. En-core une fois, étant donné un état global initial,la sémantique des opérations de la machine dis-tribuée étudiée est dé�nie par les états globauxatteignables, au cours du temps. Par exemple, la�gure 2.24 représente l'ensemble simplicial, ap-pelé par M. Herlihy et ses collaborateurs, com-plexe de protocole (�protocol complex�) aprèszéro (à gauche) et une (à droite) étape de com-munication, sur une machine distribuée synchro-ne (avec une horloge globale) communiquantparmessages, qui donc envoie les états locaux dechaque processus (en tout 3) à chaque autre, àchaque étape. L'ensemble simplicial à droite estconstitué par exemple de points isolés corres-pondants aux états locaux d'un des trois pro-cessus, les deux autres étant morts, le trianglecentral correspondant à l'état global où tous lesprocessus sont encore vivants, et ont bien euconnaissance des messages envoyés par leurs al-ter ego.On peut montrer que s'il existe une fonctionsimpliciale de ce complexe de protocole vers uncertain ensemble d'états globaux (organisés nonplus en graphe mais en ensemble simplicial), res-pectant la spéci�cation du problème que l'onveut résoudre, alors il existe un protocole sans-attente satisfaisant à cette spéci�cation. Ce typede méthode nous permet également de discuternon plus seulement de la calculabilité sur cer-taines architectures parallèles, mais aussi de lacomplexité de calcul, c'est-à-dire sur une archi-tecture à passage de messages, du nombre mini-mal de messages à échanger, où sur une architec-ture à mémoire partagée, du nombre de lecturesécritures nécessaires.On peut reformuler ces arguments, au moinsdans un cas simple, comme suit. Prenons l'exem-ple d'un programme Prog composé des deux



34 CHAPITRE 2. ANALYSE STATIQUE DE PROGRAMMES PARALLÈLESprocessus suivants s'exécutant en parallèle,P = update;scan;case (u; v) of(x; y0) : u = x0;update;default : updateP 0 = update;scan;case (u; v) of(x; y0) : v = y;update;default : updateOn a principalement les trois ordonnance-ment possibles suivants, car les seules actionspouvant interagir sont scan et update.(i) Supposons que l'action scan de P se ter-mine avant que l'action update de P 0 nedémarre: P ne connaît pas y donc P choi-sit d'écrire x. Prog termine dans l'état glo-bal ((P; x); (P 0; y)).(ii) Cas symétrique:Prog termine dans l'état ((P; x0); (P 0; y0)).(iii) L'action scan de P vient après l'actionupdate de P 0 et l'action scan de P 0 vientaprès l'action update P . Prog termine da-ns l'état ((P; x0); (P 0; y)).On voit bien que chacun des trois ordonnan-cements possibles correspond à un ordonnan-cement des opérations scan et update unique-ment.Si on représente la commutationde deux tran-sitions par une 2-transition, et la non-commutat-ion, par l'absence de 2-transition, comme on l'adéjà fait pour les processus PV, on retrouve nostrois ordonnancements comme étant les trois di-chemins modulo dihomotopie de la partie gau-che de la �gure 2.26. Cela revient à identi�erle �ot de programme de notre langage asyn-chrone avec celui d'un programme avec séma-phores, pour lequel la paire (scan, update) estremplacée par une interaction entre des actionsP et V . C'est une bonne abstraction, quand onne s'intéresse qu'aux e�ets de l'historique descommunications (voir �gure 2.25).On a maintenant deux types de con�gura-tions9 de trous dans un carré, quand on exa-mine les classes de dihomotopie des dichemins,comme on le voit à la �gure 2.26.Dans la première con�guration, il y a troisordonnancements possibles (c'est-à-dire classes9Il ne peut pas y avoir de recouvrement entre les trousproduits par la sémantique ici.
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updateFig. 2.25 � L'analogue en termes de PV de scanet update.
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P

P’Fig. 2.26 � Les deux con�gurations possibles detrous.de dichemins), alors que dans la deuxième con�-guration, il y a quatre ordonnancements pos-sibles. Si on veut connaîre l'ensemble des or-donnancements possibles dans des cas plus com-plexes, comme celui de la �gure 2.27, on obtientune structure de type arbre (aussi représentée àla �gure 2.27).En fait, on peut facilement décrire un sur-ensemble des ordonnancements possibles, en tou-te situation.Formellement, deux trous sont �comparables�s'il existe un dichemin de l'état �nal du premiertrous vers l'état initial du deuxième trou. Cette�comparaison� est un ordre partiel, et n'importequelle linéarisation de cet ordre partiel (obtenueen déformant la con�guration relative des trous)
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4 5Fig. 2.27 � Une situation plus générale.
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H2 H2 H2 H25Fig. 2.28 � Le �type de dihomotopie� d'unechaîne de trous.
(P,x)

(P,x’)

(P,x)

(P’,y’)

(P’,y)

(P’,y’)Fig. 2.29 � Subdivision d'un segment en troissegments.nous donne un sur-ensemble des ordonnance-ments possibles. Il su�t de remarquer mainte-nant qu'une chaîne de trous a exactement com-me �type de dihomotopie�, celui d'un arbre bi-naire (voir �gure 2.28).A chaque feuille de cet arbre, on peut asso-cier un segment comme suit:� Un point d'un de ces segments est n'im-porte quel état local, c'est-à-dire (P; x) ou(P 0; x0),� Un segment entre (P; x) et (P 0; x0) repré-sente l'état global des deux processus.Une feuille de l'arbre correspond à un desordonnancements possibles, et ne peut aboutirqu'à un unique état global, c'est-à-dire à un seg-ment.Par exemple, le programme Prog dé�ni plushaut prend un segment (l'état global de départ)et l'amène sur trois segments, comme on le repré-sente à la �gure 2.29. C'est un cas particulierd'un phénomène plus général. Dans la séman-tique du langage scan/update, si on se déplaced'une feuille de l'arbre binaire au suivant (degauche à droite par exemple), on doit toujourspartager un point des deux segments (un pointP ou P 0), donc le graphe que l'on peut atteindreà partir d'un segment doit toujours être connexe.Cela implique le résultat plus formel suivant:soit fe1; : : : ; ekg l'ensemble des états globauxterminaux d'un programme à partir de l'étatglobal initial e = ((P; u); (P 0; v0)). Alors le grap-he engendré par l'identi�cation des états locaux,comme plus haut, à partir des ses états globaux,vus commedes segments, est un graphe connexe.De fait, il y a une réciproque à ce résultat, et il

est possible, comme on l'explique en détail dans[Gou96a], étant donné une spéci�cation d'unefonction distribuée à calculer respectant l'hypo-thèse plus haut, de trouver un protocole écritdans notre langage, l'implémentant (comme celaa été expliqué également et pour la première foisdans [HS94]).Cela démontre en particulier ce que l'on avaita�rmé au début de cette section, à savoir que leconsensus sans-attente ne peut se résoudre surnotre machine simple. En démarrant par l'étatglobal ((P; 0); (P 0; 1)) les résultats que l'on veutpouvoir obtenir sont f((P; 0); (P 0; 0)); ((P; 1); (P 0; 1))g qui ne forment pas un graphe connexe.Il existe bien évidemment des résultats plusintéressants que celui-là dans la littérature. Sij'ai une bonne intuition du lien entre les tra-vaux de M. Herlihy et ses collaborateurs dansle cas général, il reste des trous dans la forma-lisation, car de part et d'autre, la théorie n'estpas tout à fait assez mûre. Le projet GOODSs'il voit �nalement le jour, répondra j'espère àces manques. Dans [HS93] est prouvé égalementle fait que le problème de l'accord sur k valeurs(�k-set agreement�) sur une machine à mémoirepartagée avec lecture/écriture atomique requiertau moins bf=kc + 1 étapes (où chaque proces-sus commence par lire puis écrire), où f est lenombre de processus qui peuvent planter (c'estdonc la f-résilience dont on parle ici).La tâche de renommage (les processus doivents'accorder entre eux pour se donner des noms,dans un plus petit ensemble de noms que l'ensem-ble de nom d'origine), d'abord proposée dans[ABND+90] a été �nalement résolue dans [HS93].Il y a un protocole sans-attente pour le problèmedu renommage dans certains systèmes asynchro-nes si l'espace de choix de noms est su�samentgrand. C'était déjà connu pour 2n+ 1 noms ouplus quand on a n+1 processus asynchrones, eton savait également qu'il n'y en avait pas si onne disposait pas d'au moins n+2 noms. M. Her-lihy et N. Shavit (voir aussi [HR95] et [HR00])ont ra�né ces résultats en montrant qu'il n'yavait pas non plus de solution avec un espacede nom de cardinalité inférieure strictement à2n+ 1.Plus généralement, les types des données par-tagées importent pour les résultats de calculabi-lité dans une architecture à mémoire partagée.On sait depuis assez longtemps (L. Lamport)que le consensus pour deux processus peut serésoudre avec lecture, écriture atomique et une�le (FIFO), ou avec une opération test&set ato-



36 CHAPITRE 2. ANALYSE STATIQUE DE PROGRAMMES PARALLÈLESmique.Il est donc naturel de dé�nir ce que M. Her-lihy a appelé le nombre de consensus (�consen-sus number�) d'un type de données partagées,comme étant le nombre maximal de processusasynchrones (ayant de toutes façons la lecture,écriture atomique au moins) pour lequel il existeun protocole sans-attente pour résoudre le consen-sus. On sait par exemple que,� les registres atomiques (lecture, écritureatomiques) ont le nombre de consensus 1,� les variables permettant d'e�ectuer test&s-et et fetch&add, les �les et piles ont pournombre de consensus 2,� L'a�ectation simultanée atomique à n re-gistres a pour nombre 2n� 2,� les registres load-locked, store-conditionalet compare-and-swap ont pour nombre deconsensus 1.Cela motive l'introduction du problème en-core plus général suivant. On dit qu'un type dedonnées partagées est un objet (m; j)-consensuels'il permet à n'importe quel ensemble de m pro-cessus de résoudre le problème d'accord sur jvaleurs. M. Herlihy et S. Rajsbaum dans [HR94](voir aussi [BG93]) ont prouvé qu'il est impos-sible d'implémenter un objet (n+1; k)-consensuelen utilisant des objets tous (m; j)-consensuels sin=k > m=j.On peut trouver beaucoup de résultats danscette optique dans [Jay93], [Jay97] et [Sch97].En particulier [Jay97] identi�e un problème quipeut apparaître assez étrange dans un premiertemps, qui est que cette �hiérarchie� des objetsn'en est en fait pas une. Il est en e�et possibled'implémenter un objet de nombre de consensusk en utilisant plusieurs autres types de donnéesdi�érents de nombre de consensus tous stricte-ment inférieurs à kDe fait, cela est dû à des interactions sub-tiles entre les di�érents types de données. Pourmoi, c'est exactement le même problème d'in-teraction que l'exemple de la �gure 1.7. Mon es-poir est que la classi�cation plus systématiquedes ordonnancements d'actions dans des archi-tectures distribuées complexes doit permettre declassi�er plus �nement la calculabilité et com-plexité des protocoles distribués tolérants auxpannes, en s'abstrayant de la contrainte néces-saire jusqu'à présent, de devoir utiliser des mo-dèles des systèmes distribués trop simples (quipermettent sans étude �ne, de déterminer l'ense-mble des états atteignables à tout instant, c'est-à-dire permettant d'étudier le problème en par-

tant du complexe de protocole).



Chapitre 3Projets en cours3.1 Analyseurs statiques3.1.1 Analyseur de points mortsJ'ai écrit, alors que j'étais au CNRS, une li-brairie générale en C de manipulation de HDA.Les HDA y sont représentés par des matricesd'incidence; un HDA R est dé�ni par des 4-uplets (pour tout n)(S0n�1; S1n�1; R0n; R1n)Rin est la matrice (creuse) dont les lignes Rin(x)sont indicées par les n-rectangles x et contiennentles bords début (si i = 0) et �n (si i = 1) dex. Sin�1 est la matrice de �co-incidence� dontles lignes Sin�1(y) sont indicées par les faces yet sont constituées par les n-rectangles dont lesbords début (pour i = 0) ou �n (pour i = 1)contiennent y. Algorithmiquement, les lignes etles colonnes des matrices creuses sont des listesordonnées doublement chaînées.Au départ, cette librairie avait été dévelop-pée pour faire des calculs homologiques d'ordon-nancement, comme ceux exposés dans [Gou95b]et [Gou95a] (en utilisant des algorithmes de cal-culs de relations de dépendances linéaires ra-pides, comme ceux utilisés en cryptographie).De fait, je ne l'ai utilisé pour l'instant que pourtester l'idée de la section 2.1.1 pour le calcul despoints morts, qui est le parcours exhaustif queje décris plus bas.On suppose pour le calcul des points mortsque l'on maintient une liste F de rectangles in-terdits. L'analyseur implémente la sémantiquenaïve complète des termes PV de la section 2.1.1.A cause de la présence de termes récursifs, ilfaut véri�er à la création des n-rectangles et deses faces, qu'ils n'ont pas déjà été créés. Un algo-rithme rapide de recherche d'état, basé sur unefonction de hachage particulière, permet d'attei-ndre des performances honorables. Il faut éga-

lement remarquer que l'on ne crée que les facesdes n-rectangles qui sont nécessaires à la séman-tique (c'est-à-dire qui sépare au moins deux n-rectangles distincts).On calcule ensuite très naïvement (un peucomme on ferait en model-checking, sans algo-rithme de réduction de l'espace d'états) le sous-ensembleD de l'ensemble d'états ascendants d'unensemble S donné d'états, tels que tous leursdescendants atteignent S (et seulement S) aubout d'un temps �ni.On suppose que S est organisé en une pileFIFO q. On peut e�ectuer les opérations empty?,enq (pour mettre un nouvel élément dans q) etdeq (pour enlever un élément de q).On associe également à chaque n-rectanglex un entier mx, initialisé lors de la constructiondu HDA, tel que.� Pour tout n-rectangle x de S, l'entier mxest initialisé à 0,� Pour tout autre n-rectangle, mx est initia-lisé à son nombre de successeurs distincts.Alors, le multi-ensemble Px des n-rectanglesparents d'un n-rectangle x donné est l'union (�m-erge�) des listes S1n�1(y) pour tous les y 2 R0n(x).L'algorithme pour calculer D est comme suit. Dest vide au début, puis,(1) Si empty? alors on s'arrête,(2) On décrémente mz de un pour tous lesz 2 Pdeq,(3) Si un de ces mz atteint 0, alors on ra-joute z à D et on fait enq(z),(4) On boucle en (1).Pour le deuxième algorithme de détection depoints morts, celui de la section 2.1.2, j'ai éga-lement écrit une librairie C pour manipuler desunions �nies de n-rectangles, alors que j'étaisinvité pour un mois à l'Université d'Aalborg.J'en ai également pro�té pour interfacer l'analy-seur avec geomview qui est un outil de visualisa-37



38 CHAPITRE 3. PROJETS EN COURStion de formes géométriques assez performant.A l'époque, j'avais décidé de prototyper rapi-dement, et de représenter les n-rectangles pardes listes de n intervalles. Les régions, c'est-à-dire les unions �nies de n-rectangles, sont repré-sentées par des listes de n-rectangles. Pour lesbesoins de l'algorithme, j'ai aussi du dé�nir lesn-rectangles étiquetés (par une région), et lesrégions étiquetées (listes de n-rectangles étique-tés). Le prototype de 1997 peut être essayé, àtravers une petite interface CGI1 que l'on trou-vera à l'adresse,www.dmi.ens.fr/�goubault/analyse.htmlL'algorithme de détection de points mortsmaintient à tout instant une suite pile de ré-gions étiquetées, telle que,� pile[0] contient l'ensemble des hyper-rec-tangles formant la région interdite,� pile[1] contient l'intersection d'exactem-ent deux régions distinctes de pile[0],� etc.,� pile[n-1] contient l'intersection d'exact-ement n régions distinctes de pile[0].A�n de calculer l'e�et de l'ajout d'un nouvelhyperrectangle S, le programme d'analyse ap-pelle la procédure complete(S,;)2.complete(S,l)if S is included into a X in pile[0]returnfor i=n-2 to 0 by -1 dopile[i+1]=intersection(pile[i]\l,S)pile[0]=union(pile[0],S)for all X in pile[n-1] dopile[n-1]=pile[n-1]\Xderive(X)derive(X) s'occupe d'inférer une nouvelleportion de la région dangereuse à partir d'uneintersection X of n hyperrectangles interdits X1,...,Xn:derive(X)for all i doyi=max({Xj(i) / j=1,...,n}\{X(i)})Y=[y1,X(1)]x...x[yn,X(n)]if Y is not included in one of the Xjcomplete(Y,(X1,...,Xn))A l'époque, le code écrit en C avait fait l'ob-jet de quelques benchmarks. Compilé avec gcc-O2 sur une Ultra Sparc 170E avec 496 Mbytes1Grâce à l'aide de Régis Cridlig.2Cela fait l'objet d'une explication détaillée dans[FGR98b].

de mémoire vive, 924 Mbytes de cache, j'ai ob-tenu les résultats suivants, en comparaison avecl'analyse naïve (publiés dans [FGR98a]).Les performances de la méthode naïve surde simples petits exemples sont résumées dansle tableau suivant (P est le nom du programme,dim sa dimension, c'est-à-dire le nombre de pro-cessus en parallèle, #fbd est le nombre de n-rectangles interdits e�ectivement représentés, ts est le temps pour représenter le HDA, en se-condes, t uns est le temps mis pour en déduirela région dangereuse, #uns est le nombre de n-rectangles dangereux trouvés par l'algorithme):P dim #fbd t s t uns #unsex 2 14 0 0 3s2 2 16 0.01 0 15s3 3 290 0.18 .01 4s3' 3 80 0.64 0.02 0l 3 158 0.08 0 03p 3 32 0 0 14p 4 190 0.09 0 15p 5 1048 0.82 0.02 16p 6 5482 5.82 0.13 17p 7 27668 42.35 0.86 116p 16 NA NA NA 132p 32 NA NA NA 164p 64 NA NA NA 1128p 128 NA NA NA 1Les processus 3p à 128p sont les n philo-sophes avec n valant de 3 à 128. l est l'exemplede Lipsky et Papadimitriou (�gure 2.9), s3 ets3' ceux de la �gure 2.8 (et s2 en est une ver-sion bidimensionnelle), et ex est celui de la �-gure 2.5.NA veut dire que l'analyseur prenait tropde temps ou même s'arrêtait sans pouvoir plustrouver de mémoire supplémentaire. On voit qu'au delà de sept processus, même simples, en pa-rallèle, la méthode n'est plus pratiquable.Quant à la deuxième méthode:



3.1. ANALYSEURS STATIQUES 39P dim #fbd t s t uns #unsex 2 4 0.02 0 3s2 2 6 0.02 0 15s3 3 18 0.01 0 4s3' 3 6 0.03 0 0l 3 6 0.02 0 03p 3 3 0.02 0 14p 4 4 0.03 0 15p 5 5 0.03 0 16p 6 6 0.03 0 17p 7 7 0.04 0 116p 16 16 0.03 0.03 132p 32 32 0.03 0.42 164p 64 64 0.04 1.52 1128p 128 128 0.10 26.49 1On arrive assez facilement à 128 processusen parallèle. Mais on peut faire beaucoup mieux:avec l'implémentationde l'époque, on perd beau-coup de temps dans la recherche d'intersectionsd'hyperrectangles, alors qu'il existe de bien meil-leures méthodes, étudiées essentiellement en ima-gerie.3.1.2 Amélioration de l'implémen-tationJ'ai décrit les premières idées d'améliorationdans [FGR98b]. Deux étudiants de l'ENSTA enstage au CEA, I. Aparici et S. Morezuelas, enont implémenté l'essentiel, mais il reste encorequelques éléments d'interface avant de pouvoirtester le gain pratique de la méthode. Je re-prends pour l'essentiel les explications de [AM99]et de [FGR98b].L'idée est de trouver une meilleure représen-tation d'ensemble de n-rectangles (inspirée de[SW82], [KO93] et de [PS93]). Plusieurs optionsse présentent:� Arbre m-aire de recherche,� Arbre d'intervalle (�Interval Tree�),� Méthode conduisant à un problème du type�Dominance Merge�,� Arbre de Segments Statique (�Segment Tr-ee�),� Arbre de Segments Dynamique (�DynamicSegment Tree�).On a assez vite abandonné les algorithmesà base d'arbre m-aire ou les problèmes de typeDominance Merge car la complexité des opéra-tions élémentaires était trop importante. On n'aretenu par la suite que les arbres de segments etd'intervalles.De fait, les arbres d'intervalles et les arbres

de segments se ressemblent beaucoup. La di�é-rence entre les versions dynamiques et statiquesest que dans la version statique, il faut déciderune fois pour toute l'intervallemaximal représen-table dans chaque coordonnée. On va poser pourtoute la suite de la section d=nombre de pro-cessus et n=nombre d'hyperrectangles interdits.Pour illustrer ces méthodes, on se reportera àl'exemple en 2 dimensions de la �gure 3.2.Un arbre d'intervalles est une structure dedonnées dont le squelette est un arbre binaire(appelé structure primaire), dé�ni statiquementpour un ensemble donné de points (les extrêmesdes intervalles) et qui stocke un nombre indéter-miné d'intervalles. Chaque n÷ud de l'arbre a undiscriminant (qui est la demi-somme du n÷udplus à droite de son sous-arbre gauche et du plusà gauche de son sous-arbre droit). Il lui est aussiassocié deux listes où on met les extrêmes desintervalles qui contiennent le discriminant (voir[PS93], section 8.8.1).On a commencé par vouloir utiliser des arbresd'intervalles pour garder en mémoire les coor-données des hyperrectangles de la région inter-dite en chaque dimension. Dans la �gure 3.1 ona représenté le stockage pour la coordonnée xcorrespondant au problème de la �gure 3.2.Puis on s'est tourné vers les arbres de seg-ments, très proches, qui ont l'avantage d'avoirune version dynamique connue [KO93]. Un arbrede segments est encore une fois un arbre bi-naire; chacun de ses n÷uds contient un inter-valle. L'union des intervalles des deux �ls d'unn÷ud est égal à l'intervalle du n÷ud père. Chaq-ue n÷ud possède également une liste de seg-ments. L'insertion d'un segment dans un arbrede segments se fait comme suit: si le segmentcoïncide avec l'intervalle du n÷ud, on rajouteson nom à la liste du n÷ud. S'il est plus grand,il y a une erreur. S'il est plus petit, on insèredans le �ls de gauche l'intersection entre l'in-tervalle du �ls et le segment à insérer, tout engardant le même nom, et de même avec celui dedroite. Le résultat est que chaque n÷ud contientle nom du segment si et seulement si l'intervalledu n÷ud est contenu dans le segment mais pascelui du père du n÷ud. Evidemment, seuls lessegments dont les bornes coïncident avec cellesd'un intervalle d'une feuille de l'arbre peuventêtre insérés. C'est un problème qui peut être ré-solu avec la version dynamique. Dans la �gure3.3 on peut voir la façon dont on stocke les in-tervalles dans l'axe X de l'exemple de la �gure



40 CHAPITRE 3. PROJETS EN COURS3.2.On peut montrer qu'alors la complexité d'ins-ertion d'un hyperrectangle dans une collectionde d arbres d'intervalles est de l'ordre deO((2d)log(2n)) = O((2n)d)L'arbre de segments dynamique a pour struc-ture sous-jacente un arbre Rouge-Noir. Les arbr-es Rouge-Noir permettent la scission et la conca-ténation, nécessaires pour incorporer des nou-veaux extrema dans les feuilles en même tempsque l'arbre reste équilibré. Pourtant, le besoinde faire des rotations fait que la structure sous-jacente n'est pas tout à fait un arbre de seg-ment mais un arbre de segments faible, en cesens que pour tout intervalle A, pour tout che-min allant de la racine à une feuille contenuedans A, il doit y avoir un n÷ud et un seul quicontienne A. Dans un arbre de segments on re-trouve cette condition mais en plus le n÷ud doitêtre le plus près possible de la racine. Ainsi,avant chaque rotation, les intervalles contenusdans les n÷uds à déplacer sont transférés à leurs�ls. Dans la �gure 3.4, on voit un exemple de ro-tation à gauche.Un arbre de segments dynamique fait aussiappel à un dictionnaire pour e�acer les inter-valles et à une structure Union-Copy. L'apparte-nance d'un ensemble d'intervalles à un n÷udpourrait se faire sous forme de listes. Pourtantcette structure est très peu rapide pour les opé-rations d'union et de copie, qui sont très im-portantes dans notre arbre. C'est pour cela quecette appartenance est matérialisée avec une str-ucture beaucoup plus adaptée: l'Union-Copy quiest composée de deux sous-structures de typeUnion-Find, qui peuvent être implémentées deplusieurs façons (celle de [Tar72], mais on a unpeu mieux pour l'Union-Copy, voir [Pou90]).
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