
S�emantiqueetAnalysedeProgrammes Parall�elesEric GoubaultCEA/LETI/DEIN/SLA Groupe S�ecurit�e du Logiciel1Plan� Propri�et�es de programmes parall�eles� Complexit�e de la s�emantique par entrelacements� Complexit�e intrins�eque de la preuve de propri�et�es de programmesparall�eles - exemples� Moyens s�emantiques de r�eduction de la complexit�e, dans les \bonscas"?� S�emantiques du \vrai parall�elisme"� \Process Graphs"� Algorithmes de d�etection de points morts� Propri�et�es plus �nes du comportement
Rappels { Syst�emes de transitionsD�e�nition 1 Un syst�eme de transitions est une structure(S; i; L; Tran)� S ensemble d'�etats et i �etat initial,� L ensemble d'�etiquettes, et� Tran � S � L� S la relation de transition3Exemple
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Cat�egorieOn en fait une cat�egorie avec pour morphismes les simulations (GlynnWinskel et al.).Un syst�eme de transition T1 simule un syst�eme de transitions T0 �a lacondition que si T0 peut e�ectuer une action a dans un certain contexte,alors T1 peut e�ectuer a �egalement dans un contexte similaire.Un morphisme f : T0 ! T1 de�nit la fa�con dont les �etats et les transi-tions de T0 sont reli�es aux �etats et transitions de T1.5MorphismesD�e�nition 2 Soit T0 = (S0; i0; L0; T ran0) et T1 = (S1; i1; L1; T ran1)deux syst�emes de transition. Un morphisme f : T0 ! T1 est uncouple f = (�; �) o�u,� � : S0 ! S1,� � : L0 ! L1 est tel que �(i0) = i1 et(s; a; s0) 2 Tran0 ) (�(s); �(a); �(s0)) 2 Tran1R�ef�erence: d�e�nition di��erente de celle de G. Winskel et al. (pas demorphismes \partiels").

Morphismes partielsLes morphismes partiels permettent �a T1 de ne pas e�ectuer d'actionquand T0 le fait.D�e�nition 3 Soient T0 = (S0; i0; L0; T ran0) et T1 = (S1; i1; L1,Tran1)deux syst�emes de transition. Un morphisme partiel f : T0 ! T1est un couple f = (�; �) o�u,� � : S0 ! S1,� � : L0 ! L1 est une fonction partielle. (�; �) est tel que-- �(i0) = i1,-- (s; a; s0) 2 Tran0 et �(a) est d�e�ni implique (�(s); �(a);�(s0)) 2 Tran1. Sinon, si �(a) n'est pas d�e�ni alors�(s) = �(s0). 7Transitions silencieusesOn compl�ete un syst�eme de transition T = (S; i; L; Tran) en T� =(S�; i�; L�; T ran�),� S� = S,� i� = i,� L� = L [ f�g,� Tran� = Tran [ f(s; �; s)=s 2 Sg.6 8 20 et 27 f�evrier 1998
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Total f’ 9Produits Cart�esienSoient deux syst�emes de transitions T0 = (S0; i0; L0; T ran0) et T1 =(S1; i1; L1; T ran1). Leur produit est T0� T1 = (S; i; L; Tran) avec,� S = S0 � S1 et i = (i0; i1). Soient �0 : S0 � S1 ! S0 et�1 : S0 � S1 ! S1 les projections canoniques,� L = L0��L1 = f(a; �)=a 2 L0g[f(�; b)=b 2 L1g[f(a; b)=a 2L0; b 2 L1g avec des projections canoniques �0 et �1,� (s; a; s0) 2 Tran� ssi (�0(s); �0(a); �0(s0)) 2 Tran0� et (�1(s),�1(a),�1(s0)) 2 Tran1�
Autres Constructions cat�egoriquesLe coproduit de deux syst�emes de transitions T0 = (S0; i0; L0; T ran0)et T1 = (S1; i1; L1; T ran1) est T0 � T1 = (S; i; L; Tran) avec,� S = (S0 [ S1)=fi0 = i1), et i = i0 = i1,� L = L0 [ L1,� Tran = Tran1 [ Tran2. 11Produits Synchronis�esUn cas particulier: produit �br�e suivant.R�ef�erence plus g�en�erale: Arnold et M.Nivat.Soient T0 = (S0; i0; L0; T ran0) et T1 = (S1; i1; L1; T ran1) deux sys-t�emes de transition. Leur produit synchronis�e (�a la CSP) est T =(S; i; L; Tran) avec,10 12 20 et 27 f�evrier 1998



D�efinition� S = S0 � S1, i = (i0; i1),� L = L0 � L1,� ((s; t); a; (u; v)) 2 Tran ssi-- a 2 L0 \ L1 et (s; a; u) 2 Tran0 et (t; a; v) 2 Tran1,-- a 2 L0nL1 et (s; a; u) 2 Tran0 et v = t,-- a 2 L1nL0 et u = s et (t; a; v) 2 Tran1.13S�emantique de processus parall�eles� Automate pour chaque processus s�equentiel,� produit synchronis�e correspondant aux di��erentes primitives decommunications utilis�ees.Les �etats globaux du syst�eme de transition r�esultant P sont donc des n-uplets (n=nombre de processus communicants) s = (s1; : : : ; sn) avecsi �etat local du processus Pi.Jusqu'�a une exponentielle de plus par rapport au cas s�equentiel!
Equivalence \atteignabilit�e", \point mort"� Un �etat (global) s 2 S est atteignable ssi il existe un cheminde i vers s (i.e. une suite de transitions (i; a1; s1) 2 Tran,(s1; a2; s2) 2 Tran, : : : , (sn�1; an; sn = s) 2 Tran),� Un point mort est un �etat global s tel qu'il n'existe aucun a 2 Lni s0 2 S avec (s; a; s0) 2 Tran.15EquivalenceSoit un �etat global s = (s1; : : : ; sn) de P . On veut d�eterminer s'il estatteignable.Ajouter �a chaque Pi une transition (si; �i; stopi). Le produit synchro-nis�e des automates modi��es est appel�e PM .Alors s0 = (stop1; : : : ; stopn) est un point mort pour PM ssi s estatteignable.14 16 20 et 27 f�evrier 1998



Equivalence \atteignabilit�e locale, \point mort"� Un �etat local l est un sous-ensemble de [iSi, tel que 81 � i � n,j l \ Si j� 1,� l est atteignable ssi il existe un �etat global s = (s1; : : : ; sn) telque l � fs1; : : : ; sng. 17EquivalenceSoit Pl l'ensemble des processus qui ont un �etat dans l. Soit P:l soncompl�ementaire.Pour chaque Pi dans P:l on rajoute une transition (si; �i; stopi) �a un�etat si de chaque cycle dans le graphe de Pi.Pour chaque Pi 2 Pl, on rajoute des transitions (si; �; stopi) (poursi 2 l) et (stopi; �j; stopi) pour tout j tel que Pj 2 P:l.
EquivalenceLe nouveau produit synchronis�e forme l'automate PM 0.Proposition 1 Un �etat local l de P est atteignable ssi il existe unpoint mort s0 dans PM 0 tel que 8i avec Pi 2 Pl, stopi 2 s0.R�ef�erence: P. Godefroid et P. Wolper (CAV'90).19Equivalence \suret�e", \points mort"� 	 peut ^etre repr�esent�e par un automate �ni A	 clos par pr�e�xes,� Comme A	 est clos par pr�e�xes, A:	 est un automate avec unseul �etat d'acceptation (que l'on nomme X)18 20 20 et 27 f�evrier 1998



EquivalenceUne fois A:	 construit, on a,Proposition 2 le probl�eme de la v�eri�cation de la propri�et�e 	pour l'automate P produit des automates Ai (1 � i � n) est �equiv-alent au probl�eme d'atteignabilit�e locale de l'�etat X du produit desAi avec A:	.Corollaire 1 Le probl�eme de v�eri�cation de l'invariant 	 est �equiv-alent au probl�eme de trouver un point mort21Complexit�e?Dans la s�emantique des traces, ou la s�emantique par entrelacements,l'ex�ecution parall�ele de deux actions a et b est repr�esent�ee par,
b

b a

aLa preuve de propri�et�e se fait essentiellement en consid�erant tous leschemins possibles d'ex�ecution (que ce soit par m�ethodes �a la Hoare[ preuves de non-interf�erences etc. ], ou par model-checking, ou paranalyse statique etc.).

D�etection de points morts classiquesOn calcule les ascendants de l'�etat initial par it�eration sur le syst�emede transition.On ne conserve que les �etats (globaux) qui ne sont pas descendants(imm�ediats) des �etats parcourus.On arr^ete quand on n'a plus aucune transition �a ex�ecuter.23Exemple
Nombre de chemins exponentiel en le nombre d'�etats des processus.Que faire? Cette complexit�e est-elle intrins�eque au parall�elisme?22 24 20 et 27 f�evrier 1998



Coordination de ProcessusPetit mod�ele intuitif: une sp�eci�cation de contr^ole de processusW est,� X , un ensemble d'objets de contr^ole de processus:-- S: ensemble de synchronisation (\^"),-- P : ensemble de processus (\petites bo^�tes"),-- D: ensemble de d�ecisions (\_"), comprenant les d�ecisions determinaison (ensemble Dt).� Trig � X �X : ensemble de d�eclencheurs (\!"),� Sup : X * V : fonction de d�ecomposition (\bo^�tes"). Soit Ql'image de la fonction partielle Sup (l'ensemble de tous les nomsde groupes) et A = V nQ l'ensemble des actions atomiques,� I � X contient les objets initiaux.25Exemple
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Exemple r�e�elFORK/WAIT- processus p�ere et �ls sont les m^emes syntaxiquement - d�eterminentqui ils sont �a l'ex�ecution,- synchronisation en �n de calcul par WAITmain(argc,argv){ ...if ((pid=fork())==0) then { fils }else { pere;pid est process id fils }...} V
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Exemple { La machine PVMLa machine PVM est une collection de machines r�eelles sur un m^emer�eseau sur lesquelles un d�emon pvmd3 tourne:� pvmd3 est un processus UNIX qui contr^ole les processus utilisa-teurs au sein d'une application PVM et qui coordonne les commu-nications entre les machines qui composent la machine PVM� un d�emon pvmd3 par ordinateur et par utilisateur de la machinePVM qui maintient la con�guration globale et locale de la machinePVM� chaque machine (et architecture) doit avoir son propre pvmd329La machine PVMLa librairie PVM permet de communiquer avec ces d�emons pvmd3pour,� cr�eer et d�etruire des processus,� g�erer des tampons de communication, envoyer, recevoir (point �apoint ou par broadcast) des messages (de fa�con synchrone ou asyn-chrone),� synchroniser des processus (par barri�eres de synchronisation)� conna^�tre l'�etat de la con�guration de la machine PVM et pour lamodi�er (dynamiquement)
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p31pvm spawnAppel PVM simpli��e,int numt,etid[n];numt=pvm_spawn(``programme'',NULL,PvmTaskDefault,NULL,n,&etid[0]);Permet de lancer n t^aches PVM ex�cutant le code ``programme''Le tid de chacune des t^aches est rang�e dans une entr�ee du tableauetidRenvoie numt <= n le nombre de t^ache(s) e�ectivement lanc�ee(s)30 32 20 et 27 f�evrier 1998



Les groupes de processusUn groupe est un ensemble de processus,� auquel on peut ajouter ou enlever dynamiquement de nouveauxmembres (pvm joingroup, pvm lvgroup),� dans lequel on peut g�erer des processus individuels (pvm getinst,pvm gettid),� dont on peut synchroniser tous les membres (pvm barrier),� auquels on peut \broadcaster" un message (pvm bcast) ou r�epar-tir un ensemble de donn�ees (pvm scatter etc.)� qui peuvent ex�ecuter une m^eme op�eration sur leurs donn�ees locales(pvm reduce). 33pvm joingroupint inum;inum=pvm_joingroup(char *group);� Permet d'ajouter la t^ache qui a appel�e pvm joingroup au groupequi a pour nom la cha^�ne de caract�eres group.� Renvoie son num�ero \d'instance" dans le groupe. C'est un num�erod'ordre entier commen�cant �a 0 et s'incr�ementant �a chaque nouveaumembre.� Erreur si inum < 0.

pvm lvgroupint info;info=pvm_lvgroup(char *group);� Retire le processus appelant du groupe group.� Erreur si info < 0. 35Sp�ecification du contr^olePar une repr�esentation de tous les groupes possibles,
p1 pn.....p2(GROUPES)34 36 20 et 27 f�evrier 1998



pvm barrierint info;info=pvm_barrier(char *group,int count);� Bloque le processus ex�ecutant pvm barrier jusqu'�a ce que countmembres du groupe group se soient �egalement bloqu�es.� Permet de synchroniser tout un groupe. count permet de g�ererle fait que d'autres processus ont pu s'ajouter au groupe pendantl'attente.� Erreur si info < 0. 37Sp�ecification du contr^ole
V

p1 pn.....p2

(BARRIERE)

(GROUPE)
Probl�eme du d�emarrage d'un processusY a t-il une suite d'�ev�enements qui conduit �a l'ex�ecution d'un processusp?Th�eor�eme 1 Le probl�eme du d�emarrage d'un processus pour lessp�eci�cations de contr^ole de processus sans d�ecomposition (domainede d�e�nition de Sup est vide) est NP-complet.R�ef�erence: \On the Complexity of Some Veri�cation Problems in Pro-cess Control Speci�cations", A. H. M. ter Hofstede et M. E. Orlowska,Technical Report, Faculty of Information Technology, Queensland Uni-versity of Technology, Number FIT-TR-97-02, 29 avril 1997.39PreuvePar transformation en temps polynomial du probl�eme SAT en le prob-l�eme du d�emarrage d'un processus.Soit K une instance du probl�eme SAT. Soit u une variable bool�eenneapparaissant dans K .A u on associe les objets X = fDu; u;~ug, o�u Du est une d�ecisioninitiale, et les d�eclencheurs Trig = f(Du; u); (Du;~u)g.A chaque literal x, on associe un processus de nom x.38 40 20 et 27 f�evrier 1998



PreuveOn construit les d�eclencheurs de telle fa�con que pour toute clause C deK telle que ~x 2 C , un d�eclencheur existe de x au processus de nom< ~x; C >.Les synchronisateurs sont construits de telle fa�con que pour toute clauseC de K , on ait un synchronisateur SC avec comme entr�ee tous les pro-cessus avec un nom de la forme < x; C >. En�n tout synchronisateurSC a un d�eclencheur de sortie �a un processus de nom K .41K = A ^ B ^ C = (p _ :q _ r) ^ (p _ :r) ^ (q _ :r)
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Fin de la d�emonstrationAlors, \K" peut ^etre d�emarr�e ssi K n'est pas satis�able.La transformation e�ectu�ee est polynomiale. Donc le probl�eme du d�e-marrage est au moins NP-di�cile.D'autre part, le probl�eme n'est pas dans NP car la v�eri�cation d'unsc�enario d'�ex�ecution peut ^etre faite en temps polynomial. A remarquerque la d�ecomposition n'est jamais utilis�ee.43Probl�eme de TerminaisonC'est d�eterminer si il existe une ex�ecution partant d'un objet initial,qui arrive sur une d�ecision de terminaison.Th�eor�eme 2 Le probl�eme de la terminaison est DSPACE(exp)-di�cile42 44 20 et 27 f�evrier 1998



PreuvePar r�eduction au probl�eme d'atteignabilit�e dans les r�eseaux de P�etrig�en�eraux.Corollaire: Le probl�eme de terminaison g�en�eralis�e: depuis tout �etat at-teignable, est-il possible d'atteindre un �etat terminal? est DSPACE(exp)-di�cile. 45Points MortsTh�eor�eme 3 Le probl�eme de savoir si une sp�eci�cation de con-tr^ole de processus sans d�ecomposition n'a pas de point mort estDSPACE(exp)-di�cilePar transformation au probl�eme d'atteignabilit�e dans les r�eseaux deP�etri: trouver un point mort c'est d�eterminer si un des marquagesatteignables est un point mort, c'est donc un cas particulier du probl�emed'atteignabilit�e.

CorollairesCorollaire 1: Le probl�eme de savoir si un objet x peut ^etre d�emarr�e etque ce processus peut se retrouver en un point mort est DSPACE(exp)-di�cileCorollaire 2: Le probl�eme du \livelock": c'est �a dire qu'il existe un �etat,ni point-mort, ni terminal dans lequel aucune action atomique ne peut^etre e�ectu�ee, est DSPACE(exp)-di�cile47Faire mieux?Par des s�emantiques du \vrai parall�elisme", peut on arriver �a des calculssimples au moins dans le cas de processus tr�es asynchrones?En e�et on a tendance �a identi�er la complexit�e d'un probl�eme d'analyseavec la complexit�e des coordinations (synchronisations) et non avec cellede l'asynchronie.Les syst�emes de transitions cumulent les di�cult�esEvidemment, cas le pire inchang�e! Mais �eventuellement bon comporte-ment dans des sous-cas int�eressants.46 48 20 et 27 f�evrier 1998



Les traces de Mazurkiewicz g�en�eralis�eesD�e�nition 4 Un language de traces g�en�eralis�e est un triplet (M; I; L)o�u,� L ensemble de symboles,� M � L�,� I : M ! 2L�L est une fonction qui associe �a chaque s 2 Mune relation Is � L� L. 49Suitetel que, si on d�e�nit �= comme la plus petite relation d'�equivalence surL� telle que sabu �= sbau si aIsb, et,� pour tous s 2 M , Is est sym�etrique et irr�e
exive,� (I est coh�erente) s �= s0 implique Is = Is0,� (M est I-ferm�e) aIsb implique sab 2 M ,� (I est coh�erente)(i) aIsb et aIsbc et cIsab implique aIscb,(ii) aIsc et cIsb implique (aIsb ssi aIscb).
MorphismesD�e�nition 5 Soient (M; I; L) et (M 0; I 0; L0) deux langages de traceg�en�eralis�es. Une fonction partielle � : L ! L0 est un morphismede (M; I; L) vers (M 0; I 0; L0) ssi,� � preserve les mots: s 2 M implique ��(s) 2 M 0,� � respecte la relation d'ind�ependance:aIsb et �(a), �(b) de�nis implique �(a)I 0��(s)�(b) o�u �� est uneextension de � sur les mots d�e�nie comme suit,-- ��(�) = �,-- ��(sa) = 8>>>><>>>>: ��(s)�(a) si �(a) est de�ni��(s) sinon51D�etection de Points Morts induiteSoit t = (s; a; s0) 2 Tran avec s = (s1; : : : ; sn) et s0 = (s01; : : : ; s0n)une transition du syst�emede transition produit synchronis�e vu pr�ec�edem-ment. On d�e�nit,� son pr�e-ensemble �t = fsi 2 s=(si; a; s0i) 2 Tranig,� son post-ensemble t� = fs0i 2 s0=(si; a; s0i) 2 Tranig,� sa proximit�e �t� = �t [ t�.50 52 20 et 27 f�evrier 1998



Equivalence de transitionsDeux transitions globales t1 = (s1; a1; s01) et t2 = (s2; a2; s02) sont�equivalentes (�=) ssi�t1 = �t2 ^ t1� = t2 � ^a1 = a2Soit Tr=Tran/�=. 53Relation de d�ependanceOn d�e�nit la relation de d�ependance entre transitions D par(t1; t2) 2 D , �t1 � \ � t2� 6= ;Cela permet de d�e�nir une relation d'ind�ependance I et un langage detraces de Mazurkiewicz pour le syst�eme parall�ele.La th�eorie des langages de trace assure que la consid�eration d'un repr�esen-tant par classe d'�equivalence de traces modulo I su�t �a trouver lespoints morts.

Principe de l'algorithme� On parcourt toujours les �etats globaux mais en ne suivant quecertains des chemins. Le principe de s�election est,� Quand plusieurs transitions ind�ependantes peuvent ^etre ex�ecut�ees�a partir d'un �etat, on n'ex�ecute qu'une d'entre elles (au hasard)� Quand les transitions que l'on peut ex�ecuter �a partir d'un �etatsont d�ependantes, leurs ex�ecutions peuvent amener �a des tracesdi��erentes. Pour g�erer cela on maintient un \sleep set" qui est unensemble de transitions associ�e �a chaque �etat que l'on a atteintdurant le parcours des �etats. C'est l'ensemble des transitions quel'on pouvait ex�ecuter depuis un �etat mais que l'on n'a pas choisid'ex�ecuter durant le parcours. On les ex�ecutera plus tard55Syst�emes de transition asynchroneD�e�nition 6 Un syst�eme de transition asynchrone est un quintu-plet (S,i,E,I,Tran),� (S,i,E,Tran) est un syst�eme de transition,� I � E �E est une relation sym�etrique irr�e
exive (la relationd'\ind�ependance") telle que,(1) e 2 E ) 9s; s0 2 S; (s; e; s0) 2 Tran(2) (s; e; s0) 2 Tran ^ (s; e; s00) 2 Tran) s0 = s00(3) e1Ie2^(s; e1; s1) 2 Tran^(s; e2; s2) 2 Tran) 9u; (s1; e2; u) 2Tran ^ (s2; e1; u) 2 Tran(4) e1Ie2^(s; e1; s1) 2 Tran^(s1; e2; u) 2 Tran) 9s2; (s; e2; s2) 2Tran ^ (s2; e1; u) 2 Tran54 56 20 et 27 f�evrier 1998
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MorphismesCe sont les morphismes de syst�emes de transition f pr�eservant la rela-tion d'ind�ependance: aIb) f (a)I 0f (b)59Automates de traceD�e�nition 7 Un automate de trace est un triplet A = (E;Q; T ),� E est un alphabet \parall�ele", c'est �a dire un ensemble d'�ev�ene{ments sur lequel on a une relation binaire sym�etrique, irre
ex-ive kE appel�ee relation de parall�elisme� Q ensemble d'�etats,� T � Q� (E [ f�g)� Q ensemble de transitions.58 60 20 et 27 f�evrier 1998



Automates de TraceTout cela est soumis aux conditions suivantes,� q �! r ssi q = r,� si q a! r et q a! r0 alors r = r0 (similaire �a la condition (2) dessyst�emes de transition asynchrones),� pour tous les �etats q et �ev�enements a, b, si akEb, q a! r etq b! s alors pour un �etat p il existe des transitions s a! p etr b! p (similaire �a la condition (3) des syst�emes de transitionasynchrones). 61Equivalence par permutation et r�esidus
a b

b a

Permutation

a b

a\bb\a

Strong confluence

residuesId�ee similaire!

Syst�eme de transition concurrentD�e�nition 8 Un syst�eme de transition concurrent (CTS) est unestructure (G; "),� G = (O;A; dom; cod; id) est un graphe \avec identit�es" c.a.d.,-- O ensemble d'�etats,-- A ensemble de transitions,-- dom : A! O relie les transitions �a leurs �etats initiaux,-- cod : A! O relie les transitions �a leurs �etats �naux,-- id : O ! A relie chaque s 2 O �a une transition sp�eciale(les transitions \*" des syst�emes de transition standards)ids telle que dom(ids) = s et cod(ids) = s.63Suite� ": Coin(G#)! A# est l'op�eration r�esidu qui v�eri�e,-- G# est le graphe augment�e (O#; A#; dom; cod; id) avec,� O# = O [ f
g (
 n'appartient pas �a O),� A# = A [ f!q=q 2 O#g, dom(!q) = q, cod(!q) = 
.-- Coin(X) (o�u X est un graphe) est l'ensemble des transitionscoinitiales, c.a.d. l'ensemble des couples (t; u) de transitionst, u de X qui ont les m^emes �etats de d�epart.62 64 20 et 27 f�evrier 1998



soumis aux conditions suivantes,(1) pour tout t 2 A# et u 2 A#,(a) dom(t " u) = cod(u),(b) cod(t " u) = cod(u " t).(2) pour tout t : q ! r 2 A#,(a) idq " t = idr,(b) t " idq = t,(c) t " t = idr.(3) pour toutes transitions coinitiales t, u, v dans A#, (v " t) " (u "t) = (v " u) " (t " u) (l'\axiome du cube")(4) pour toutes transitions coinitiales t, u dans A#, si t " u et u " tsont toutes les deux des identit�es alors t = u.65L'axiome du cube
u

t

v

v ut    u

v    t

u    t

(v    t)    (u    t)

=(v    u)    (t    u)

MorphismesD�e�nition 9 Un morphisme de syst�emes de transition concurrentest une paire de fonctions � = (�O; �A) : (O;A; dom; cod; id; ") !(O0; A0; dom0; cod0; id0; "0) telle que,� �O : O ! O0 et �A : A ! A0 sont des fonctions avec dom0 ��A = �O � dom, cod0 � �A = �O � cod et �A � id = id0 � �O� Si t, u sont des transitions propres ch�erentes de C alors �(t "u) = �(t) "0 �(u). 67Syst�emes de transitions avec ind�ependanceD�e�nition 10 Un syst�eme de transition avec independance estune structure (S,sI,L, Tran,I) avec (S; sI; L; Tran) un syst�emede transition et I � Tran2 une relation irre
exive et sym�etriquetelle que(i) (s; a; s0) � (s; a; s00) ) s = s00 (condition (2) des syst�emes detransition asynchrones),(ii) (s; a; s0)I(s; b; s00) ) 9u (s; a; s0)I(s0; b; u) ^ (s; b; s00)I(s00; a; u)(condition (3) des syst�emes de transition asynchrones),(iii) (s; a; s0)I(s0; b; u)) 9s00(s; a; s0)I(s; b; s00) ^ (s; b; s00)I(s00; a; u)(condition (4) des syst�emes de transition asynchrones),(iv) (s; a; s0) � (s00; a; u)I(w; b; w0)) (s; a; s0)I(w; b; w0).66 68 20 et 27 f�evrier 1998



Suiteo�u � est la plus petite equivalence sur les transitions contenant larelation R d�e�nie par,(s; a; s0)R(s00; a; u), 8>>>>>>>>><>>>>>>>>>: (s; a; s0)I(s; b; s00) et(s; a; s0)I(s0; b; u) et(s; b; s00)I(s00; a; u)69MorphismesCe sont des paires de fonctions (�; �) qui forment des morphismes desyst�emes de transition plus,� (s; a; s0) 2 Tran) (�(s); �(a); �(s0)) 2 Tran0� (s; a; s0)I(s; b; s0)) (�(s); �(a); �(s0))I(�(s); �(b); �(s0))
R�eseaux de P�etriD�e�nition 11 Un r�eseau de P�etri N = (P; T; pre; post) est com-pos�e de,� P ensemble de places,� T ensemble de transitions,� pre : T ! ~P est la fonction de pr�e-condition, o�u ~P estl'ensemble des multi-ensembles de P ,� post : T ! ~P est la fonction de post-condition.On appelle marquage tout multi-ensemble de places71Relation de transition induiteLa fonction de pr�e-condition d�ecrit comment les transitions \consom-ment" les ressources et la fonction de post-condition montre commentles transitions \cr�eent" des nouvelles resources.Cela permet de d�e�nit une relation de transition entre les marquages.SiM etM 0 sont deux marquages d'un r�eseauN , et t est une transitionde N on �ecrit M [tiM 0 pour \t fait une transition de M �a M 0" ssi9M 00 2 ~M;M = M 00 + pre(t) et post(t) +M 00 = M 070 72 20 et 27 f�evrier 1998



Exemple: Exclusion Mutuelle entre a et b
ba 73Exemple: Ex�ecution parall�ele de a et de b

a b
Calculs de Points morts induitsR�ef�erence: A. Valmari (A stubborn attack on state explosion). Oupr�esentation traduite en termes de syst�emes de transitions (en partic-ulier par P. Godefroid).Id�ee:D�e�nition 12 Un sous-ensemble T de l'ensemble des transitionsex�ecutables �a partir d'un �etat s est \persistant" ssi toutes les tran-sitions qui ne sont pas dans T et qui sont ex�ecutables �a partir des ou atteignables �a partir de s par des transitions qui ne sont pasdans T , sont ind�ependantes avec toutes les transitions de T .75Calculs induitsOn peut alors faire une recherche d'�etats menant aux points mortscomme suit: On explore it�erativement �a partir d'un �etat les transitionsqui sont dans un ensemble T avec,� T est un ensemble persistant,� T 6= ; d�es qu'il existe au moins une transition �a ex�ecuter �a partirde s.Crit�eres le plus souvent syntaxiques pour trouver les ensembles persis-tants (en m�emoire partag�ee par exemple, on regarde les variables quepeuvent modi�er, ou dont d�epend chaque processus).74 76 20 et 27 f�evrier 1998



Autres calculs induitsR�ef�erence: S. Melzer et S. Romer (Deadlock Checking using Net Un-foldings). Beaucoup d'autres: : : 77Structures d'�ev�enementsD�e�nition 13 Une structure d'�ev�enements premi�ere est une struc-ture (E;�;#) o�u E est un ensemble d'�ev�enements partiellement or-donn�e par � appel�e relation de d�ependance causale et o�u # � E�Eest une relation sym�etrique irre
exive, la relation de con
it satis-faisant,� fe0=e0 � eg est �ni (axiome des \causes �nies"),� e#e0 and e0 � e00 implique e#e00 (le con
it est h�er�editaire).
MorphismesD�e�nition 14 Soit S = fE;�;#g et S0 = fE0;�0;#0g des struc-tures d'�ev�enements premi�eres. Un morphisme de structures d'�ev�ene{ments de S vers S0 est une fonction partielle f : E ! E0 telle que,� si f (e) est d�e�nie alors fe0=e0 � f (e)g � f (fe00=e00 � eg,� si f (e0) et f (e1) sont tous les deux d�e�nis f (e0)#f (e1) ouf (e0) = f (e1) implique e0#e1 ou e0 = e1.79Ensemble de configurationsSoit (E;�;#) une structure d'�ev�enements. D(E;�;#) est l'ensembledes con�gurations de E, sous-ensembles x � E de E qui sont,� sans con
it: pour tous e; e0 2 x, e n'est pas en con
it avec e0,� ferm�es vers le bas: pour tous e; e0, e 2 x et e0 � e implique e0 2 x78 80 20 et 27 f�evrier 1998



Relation avec les syst�emes de transitionSoit e 2 E et c 2 D(E;�;#) alors e est permis en la con�guration c,ce que l'on �ecrit par c ` e si,(i) e 62 c,(ii) fe0=e0 � e ^ e0 6= eg � c,(iii) e0 2 E and e0#e implique e0 62 cLes con�gurations �nies sont des traces quand on ordonne ses �el�ementsavec la d�ependance causale. fe1 < e2 < : : : < eng est une garantiepour c ssi fe1; : : : ; ei�1g ` ei pour i = 1; : : : ; n. On �ecrit aussi lesgaranties comme des cha^�nes e1 : : : en.81Exemple: un interrupteur parall�ele
0

1

b

battery

bulbswitch

switch

Exemple: les configurations correspondantes

{0} {1}

{0,b} {1,b}

{0,1,b}

{0,1}

083Propri�et�es cat�egoriquesR�ef�erence: Voir G. Winskel et al. (Models of Concurrency, Handbookin Logic in Computer Science, Vol.3).Avec ces d�e�nitions, il est possible d'avoir des alg�ebres de mod�eles avecdes �equivalents pour les produits synchronis�es etc.82 84 20 et 27 f�evrier 1998



Graphes de processus
Forbidden

Pa Va

Pa

Va

x
1

x
2

\image continue": xi = temps localR�ef�erence: A l'origine, E.W. Dijkstra.85Exclusion mutuelleProbl�eme: Comp�etition entre n processus pour une ressourceSeul un processus Pi acc�ede �a un moment donn�e �a la ressource R
P P
1 2

R
Vers une solution:� R est muni d'un drapeau d (=0,1),� Chaque Pi voulant acc�eder �a R fait un test-and-setATOMIQUE sur d� Si Pi veut lib�erer R alors il met d �a 087Probl�emeUn des processus peut bloquer l'acc�es �a tous les autres ind�e�niment(famine).

P  :
1

R R

?R
P   :286 88 20 et 27 f�evrier 1998



Une solutionS�emaphore:� R est muni d'une �le d'attente f et d'un compteur s (initialis�e �a1),� Un processus Pi voulant acc�eder �a R fait l'op�eration P sur R,-- s := s� 1,-- Si s < 0 alors mettre i en queue de f ,-- Sinon continuer l'ex�ecution de Pi� Un processus Pi voulant lib�erer R fait l'op�eration V sur R-- s := s+ 1,-- Si s � 0 alors prendre j en t^ete de f et continuer l'ex�ecution dePj 89Exemple:Processus P1, P2 et P3 dont le code est P(R);R:=R+1;V(R)Instruction: s: f:- 1 []P(R) (P1) 0 []P(R) (P2) -1 [P2]R:=R+1 (P1) - -V(R) (P1) 0 []R:=R+1 (P2) - -V(R) (P2) 1 []

VerrouUn s�emaphore initialis�e �a un s'appelle un verrouSEMAPHORE MUTEX;INTEGER X;MUTEX:=1;X:=2;A: P(MUTEX);X:=X+1;V(MUTEX);B: P(MUTEX)X:=2*X;V(MUTEX) 91G�en�eralisationComp�etition entre n processus Pi pour m ressources Rj
P P
1 2

R
1

P
3

R
290 92 20 et 27 f�evrier 1998



Probl�emeInterblocage� P1 a besoin de R1 pour continuer son calcul et produire R2� P2 a besoin de R2 pour produire R193Encore des graphes de processus
Pb   Pa         Vb        Pc         Va  Vc

Pa

Pb

Va

Vb

T1

T2

transaction

transaction

A

B

C

T1 T2 TN Transactions

B: T1 gets a and b before T2

C: deadlock

Shared Memory

Forbidden
A: T2 gets a and b before T1

V x = release x

P x = lock x

En dimension sup�erieure

T3

T2

T1

Pa Va

Va

Pa

Pb
Vb 95G�en�eralisation { HDA

a b

ab

2 processes, 1 processor

cubical complex

bicomplex

2 processes, 3 processors 3 processes, 3 processors

R�ef�erence: V. Pratt, R. van Glabbeek, J. Gunawardena, R. Cridlig, E.Goubault94 96 20 et 27 f�evrier 1998



D�etection de Points MortsOn consid�ere une base de donn�ee centralis�ee et un nombre �ni de trans-actions de la forme, T = �j Pa.Tj Va.Ttoutes en parall�ele. 97ExempleExemple de s�emantique g�eom�etrique: T1 j T2 avec T1 = PaPbVbVa etT2 = PbPaVaVb Unsafe Un-reachable(0,0) Pa Pb Vb VaPbPaVaVbT2 T1����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������� ��������������������������������� (1,1)-6

ExempleUne r�egion "Unsafe" repr�esente un endroit depuis lequel il est impossi-ble de rejoindre l'�etat �nal (1,1).Le point le plus haut de cette r�egion, de coordonn�ees (Pb; Pa) est unpoint mort.De m^eme il n'y a aucun chemin de l'�etat initial (0; 0) vers aucun �etatde la r�egion marqu�ee "Unreachable".99HDA { formalisation� Mod�ele bas�e sur l'aglom�eration de points, segments, carr�es, : : : ,hypercubes,� les \collages" sont sp�eci��es par des op�erateurs bords: d0, l'op�erateurbord \d�ebut" et d1 l'op�erateur bord \�n" (g�en�eralisation de ceuxpour les automates standards).98 100 20 et 27 f�evrier 1998



Dimension unOn consid�ere un segment, 0 I >1l'objet de dimension un I a comme bord d�ebut d0(I) = 0, et commebord �n d1(I) = 1. 101Dimension 2(0; 0) a>(0; 1)b_ A b0_(1; 0) a0>(1; 1)L'objet de dimension 2 \interieur du carr�e" A a deux bords d�ebut �al'ordre pr�es que l'on se �xe sur fa; bg, d00(A) = a et d01(A) = b commede l'�etat (0; 0) on peut faire a et b. De m^eme il a deux bords �nd10(A) = a0 car d11(A) = b0. On remarque que l'on ad0(d01(A)) = (0; 0) = d0(d00(A))d1(d01(A)) = (1; 0) = d0(d10(A))
Dimension 3Cela se g�en�eralise ais�ement au cube.(0; 0; 0) b -(1; 0; 0)@@@@a @@@@R @@@@@@@@Rc ? (0; 1; 0) -(1; 1; 0)? ?(0; 0; 1) -(1; 0; 1) ?@@@@@@@@R @@@@@@@@R(0; 1; 1) -(1; 1; 1)103Le cubeSoient A, B et C les faces (respectivement)((0; 0; 0); (1; 0; 0); (0; 0; 1); (1; 0; 1))((0; 0; 0); (0; 1; 0); (0; 0; 1); (0; 1; 1))((0; 0; 0); (1; 0; 0); (0; 1; 0); (1; 1; 0))Soient A0, B0 et C 0 les faces parall�eles �a A, B et C respectivement.On a d00(D) = A, d01(D) = B, d02(D) = C et d10(D) = A0, d11(D) = B0,d12(D) = C 0. Alors d00(A) = b, d01(A) = c, d00(B) = a, d01(A) = c,d00(C) = a, d01(C) = b. On veri�e que d0i (d0j(D)) = d0j�1(d0i (D)) pourtous les i < j.102 104 20 et 27 f�evrier 1998



G�en�eralisationG�en�eralisation de ces relations aux hypercubes.On amalgame avec des relations sur les bords:
M0 HDA M

β

γ

δ

ε

ζ

a

b

c

d

c’

d’

C

M1 M2

α

a
β

b

γ

δ

c’d

c

C

ε
d’

ζ

a b c d c’ d’ C

α α γ γ δ ε c

- - - - - - d

β γ ε δ ζ ζ c’

- - - - - - d’

Boundary functions

α

=

=

=

=

d

d

0

0

1

0

d

d

0

1

1

1 105Exemple plus g�en�eralOn d�e�nit un petit langage \PV":Procd = � j Pa:Procd j V a:ProcdProcd + Procd j Y
S�emantiqueUn environnement � : O ! IN est une fonction dont la valeur pour unobjet a repr�esente le nombre de fois que a peut toujours ^etre acc�ed�epar les processus.Un n-rectangle (�etat du programme) est une paire (C; �) avec� C �element du langage,� � contexte.La collection des faces de chaque n-rectangle est separ�ee en n facesd�epart, d0i (A) et n faces �n, d1i (A)La relation d'ordre temporel est donn�ee par la relation \avoir une d1-face �egale �a une d0-face". 107S�emantique de (Pa:V a j Pa:V a)

Pa         Va

Pa

Va

A B C

D E

F G H

A B C

D E

F G H

d  (A)

d  (A)

d  (A)=d  (B)

d  (A)=d  (D)0

1

1
1 1

0 1

0

0

0

0
0

(c)
(d)

=c

=d106 108 20 et 27 f�evrier 1998



Autre exemple
109S�emantique g�en�eraleDeux phases:1): arbre syntaxique de chaque processus commence par une composi-tion s�equentielle de P et de V avec un autre terme.Ces processus sont: Xi = Qiai:Yi, 1 � i � k, o�u Qi est P ou V ,ai 2 O et Yi est un processus. La s�emantique de X1 j � � � j Xk dansl'environnement � est [[X1 j � � � j Xk]]�.

Premi�ere phaseSi pour tout a 2 O, �(a) � 0,[[X1 j � � � j Xk]]� = (X1 j � � � j Xk; �) + [[Y1 j X2 j � � � j Xk]]�1 + � � �+[[X1 j � � � j Xk�1 j Yk]]�ko�u �i, 1 � i � k tel que �i(b) = �(b) pour tout b 2 O, b 6= ai, et�i(ai) = �(ai)� 1 si Qi = P ou �i(ai) = �(ai) + 1 si Qi = V . Si il ya un a 2 O, �(a) < 0,[[X1 j � � � j Xk]]� = [[Y1 j X2 j � � � j Xk]]�1+� � �+[[X1 j � � � j Xk�1 j Yk]]�kavec les m^emes environnements �i, 1 � i � k.111Deuxi�eme phase(Elimination des variables de processus)[[X1 j � � � j Y:Yi j � � � j Xk]]� = [[X1 j � � � j ProcY :Yi j � � � j Xk]]�(Elimination de plus)[[X1 j � � � j Yi + Zi j � � � j Xk]]� = [[X1 j � � � j Yi j � � � j Xk]]�+i[[X1 j � � � j Zi j � � � j Xk]]�Le plus de l'equation ici est une union en collant la face (X1 j � � � j Yi j� � �Xk; �; i) avec la face (X1 j � � � j Zi j � � �Xk; �; i).110 112 20 et 27 f�evrier 1998



Complexit�e de la repr�esentation
113Plus formellement(Ik)0 = fjk; 0 � j � kg(Ik)1 = f[j � 1k ; jk ]; 1 � j � kgdonc, Ik a k + 1 0-rectangles et k 1-rectangles.Soit (Ik)n le n-rectangle k-subdivis�e.Soit tk;ni le nombre de i-rectangles dans (Ik)n, alorstk;ni = Cni ki(k + 1)n�io�u Cni = n!i!(n�i)!

Autre r�esultatSoit Sk;ni la classe des sous-complexes connexes g�en�er�es par des n-rectangles de (Ik)n tels que quelque soient deux n-rectangles t1 and t2,on a t1 \ t2 = t1 = t2 ou t1 \ t2 = ; ou dim(t1 \ t2) = i. (barri�eres desynchronisation).Pour des r�esultats asymptotiques on consid�ere plut^ot Sk;ni construit �apartir de (I1)n 115Autre R�esultatSoit rni;j le ratio du nombre tni;j de j-rectangles de X 2 Sni par tni;nPour 0 � j � i; Cnj � rni;j � Cij2i�j(2n�in!i! � 1)Pour i + 1 � j � n; rni;j = Cnj 2n�j114 116 20 et 27 f�evrier 1998



CadreSoit I l'intervalle unit�e, et In = I1 � � � � � In le cube unit�e.On appelle R = [a1; b1]�� � �� [an; bn] un n-rectangle, et on consid�ereun ensemble F = Sr1Ri de n-rectangles Ri = [ai1; bi1]� � � � � [ain; bin].L'int�erieur �F de F est la \zone interdite" de In; son compl�ement estX = Inn �F . On suppose 0 = (0; : : : ; 0) 62 F , et 1 = (1; : : : ; 1) 62 F:117Premi�eres d�efinitionsD�e�nition 15 � 1. Un chemin continu � : I ! In est appel�e unchemin orient�e si toutes ses compositions �i = pri � � : I ! I; 1 �i � n; sont croissantes : t1 � t2 ( �i(t1) � �i(t2); 1 � i � n.� 2. Un point y 2 X = Inn �F est dans le futur J+(x) d'un pointx 2 X si il existe un chemin orient�e � : I ! X avec �(0) = x et�(1) = y. Le pass�e J�(x) est d�e�ni de fa�con similaire.� 3. Un futur imm�ediat J+0 (x) de x 2 X est de la forme J+(x) \([x1; x1 + "]� � � � � [xn; xn + "]) o�u " < minfaij � xj > 0; bij � xj >0; 0 � i � r; 0 � j � ng.

Premi�eres d�efinitions� 4. Un point x 2 Inn �F est appel�e admissible, si 1 2 J+(x); etunsafe sinon.� 5. Soit A(F ) � In la region admissible contenant tous les pointsadmissibles de X, et U(F ) � In la region dangereuse contenant tousles points dangereux de X.� 6. Un point x 2 X est un point mort ssi J+(x) = fxg.119Premier AlgorithmePour trouver les deadlocks, on part de la r�egion interdite puis on com-pl�ete par les n-rectangles dont toutes les faces sont coll�ees �a cette r�egion.R�ef�erence: pour cet algorithme et le suivant, L. Fajstrup, E. Goubaultet M. Raussen.118 120 20 et 27 f�evrier 1998



Complexit�eProposition 3 Pour un terme pur avec n transactions (r�egioninterdite F = Sr1Ri), la complexit�e dans le cas le pire d'un telparcours est de l'ordre de nV ol(F ) + �r1V ol(Ri).121S�emantique dualeNouvelle s�emantique pour PV:Soit T = X1 j � � � j Xn un terme pur tel que tous ses sous-termessont purs. Xi(j) est la j�eme lettre de la cha^�ne Xi. On suppose que lalongueur des cha^�nes Xi (1 � i � n) sont les entiers li, on a[k1; r1]� � � � � [kn; rn] 2 [[X1 j � � � j Xn]]2s'il y a une partition de f1; � � � ; ng en U [ V avec card(U) = s(a) + 1pour un objet a avec,Xi(ki) = Pa,Xi(ri) = V a pour i 2 U et kj = 0,rj = lj avec j 2 V .

Deuxi�eme algorithmeSoit R = [a1; b1] � � � � � [an; bn] un n-rectangle. Son bord @(R) sed�ecompose en,� le bord inf�erieur @�(R) := fx 2 Rj8j : xj < bj ; 9j : xj = ajg;� le bord sup�erieur @+(R) := fx 2 Rj8j : xj > aj; 9j : xj = bjg;� le bord interm�ediaire @�(R) := fx 2 Rj9j1; j2 : xj1 = aj1; xj2 =bj2g.Soit �F� In la r�egion interdite et soit X = Inn �F . On va supposerdans la suite la propri�et�e:Si �Ri1 \ �Ri2 6= ;; alors ai1j = ai2j ) ai1j = 0 et bi1j = bi2j ) bi1j =1; 1 � j � n: 123Extension du mod�eleOn change un peu le mod�ele (pour des raisons purement math�ema-tiques) @+(In) de In dans la r�egion interdite. Soit ~I = [0; 2] et In � ~In.Soit Ri = [0; 2]i�1 � [1; 2] � [0; 2]n�i; 1 � i � n, et en changeantles indices de n, Rn+1; : : : ; Rn+r sont les n-rectangles utilis�es dans lemod�ele pr�ec�edent F avec si bij = 1, on pose bi+nj = 2. Alors Sn1 Ri =~Inn �In, et ~F = F [ SRi = Sn+ri=1 Ri:R1R2O 1 212 ~I2. "Fq q122 124 20 et 27 f�evrier 1998



Propri�et�esLe bord @F � F se d�ecompose en @F = @�F [ @+F [ @�F avec@F = (Si @Ri)n �F , @�F = (Si @�Ri)n �F , @+F = (Si @+Ri)n �F et@�F = (Si @�Ri)n �F .Quand on examine un chemin orient�e partant de x 2 X , on peutne faire attention qu'aux points x 2 @�F , comme il n'y a aucuneobstruction locale en les autres points:Lemma 1 Pour x = (x1; : : : ; xn) 2 (X n @�F ), le futur J+(x)contient un c^one complet [x1; x1+ "]� � � � � [xn; xn+ "] avec " > 0.� 125Stratification du bordPour les points x 2 @�F , la structure du futur imm�ediat J+0 (x) peut^etre expliqu�ee en terme de ce que l'on appelle une strati�cation dubord :Soit Ri = [ai1; bi1]� � � � � [ain; bin], et pour tous les ensembles d'indicesJ = fi1; : : : ; ikg � f1; : : : ; n+ rg on d�e�nitRJ = Ri1 \ � � � \ Rikc.a.d., RJ = [aJ1 ; bJ1 ] � � � � � [aJn; bJn]avec aJj = maxfaijji 2 Jg et bJj = minfbij ji 2 Jg.
StratesCet ensemble est un n�rectangle sauf s'il est vide (si akj > blj avec1 � j � n et k; l 2 J).A J on associe @�RJ = @�Ri1 \ � � � \ @�Riket la strate du bord (in @�F )@J�F = RJ \ @�F = @�RJn �F :127f-ad�equationUn ensemble d'indices ; 6= J � f1; : : : ; n + rg est f-ad�equat (f pourfutur) si @J�F 6= ;, c.a.d., RJ 6= ; et aJ 62 �F .Lemma 2 Si I �6= J sont tous les deux f-ad�equats, alors @J�F �6=@I�F ; c.a.d., pour tout i 2 J il y a au moins une coordonn�ee telleque aJj = aij � akj pour tout k 2 J: �126 128 20 et 27 f�evrier 1998



Stratification induiteEn particulier on obtient la strati�cation de bord@�F = [J f-ad�equat @J�FChaque sous-ensemble f-ad�equat ; 6= J � f1; : : : ; n + rg vient avecune partition pJ de l'ensemble f1; : : : ; ng:pJ (i) = fjj1 � j � n; aJj = aijg:Donc, j 2 pJ(i) ssi aij = aJj = maxfakj jk 2 Jg:129R�esultatLemma 3 � 1. Quelquesoit l'ensemble f-ad�equat ; 6= J � f1; : : : ;n+ rg, pJ est en fait une partition de f1; : : : ; ng, c.a.d.,� pJ (i) 6= ; 8i 2 J ;� pJ (i1) \ pJ (i2) = ; pour i1 6= i2;� Si2I pJ (i) = f1; : : : ; ng.� 2. La strati�cation de @�F peut ^etre d�ecrite comme suit:x 2 @J�F , 8i 2 J 9j 2 pJ(i) : xj = aJj = aij:Donc,x 2 @J�F ssi xj est minimal dans RJ pour au moins un j 2 pJ (i):
Preuve1. Pour tout j; 0 � j � n il y a un unique i 2 J tel que aij = aJj .2. Un point x = (x1; : : : ; xn) est contenu dans @�Ri ssi xj = aijpour au moins un 1 � j � n.131Description du futur localProposition 4 Soit x 2 @J�F . Alors J+0 (x) � @J�F :y = (y1; : : : ; yn) 2 J+0 (x)): 8i 2 J 9j 2 pJ(i) : xj = yj = aij:Preuve. Un point y > x avec "+xj > yj > aij pour tout j 2 pJ(i)est contenu dans �Ri� �F . �130 132 20 et 27 f�evrier 1998



Points MortsLes points morts sont les points x 2 @�F avec J+(x) = J+0 (x) = fxg.Proposition 5 Un point x 2 @�F est un point mort ssi x 6=1 et il existe un ensemble d'indices f-ad�equat �a n �el�ements J =fi1; : : : ; ing; et x = aJ = [aJ1 ; : : : ; aJn] = min(Ri1 \ � � � \Rin). Dansce cas, @J�(F ) est constitu�e de l'unique point faJg:133PreuveOn a,1. jJ j = n) 8ik 2 J : jpJ (ik)j = 1;2. jJ j < n) 9ik 2 J : jpJ (ik)j > 1:Dans le cas 1., le lemme 3.2 nous dit que @J�F est soit vide soitl'ensemble contenant uniquement l'�el�ement x = aJ . Dans ce derniercas, par la Proposition plus haut, le futur imm�ediat J+0 (x) � @J�F =fxg, c.a.d., x est un point mort.

PreuveDans le cas 2., soit x 2 @J�F pour J = fi1; : : : ; ikg et k < n. Alorsx 62 @�Ri pour i 62 J .Supposons que f1; 2g � pJ (s) et que x1 = aJ1 . Alors pour un " > 0,le segment de x = [aJ1 ; x2; : : : ; xn] �a [aJ1 ; x2+ "; x3; : : : ; xn] > x n'estpas contenu dans l'int�erieur d'un des Ri de F .Il est en fait contenu dans le futur imm�ediat J+0 (x) � @J�(F ), et doncx ne peut pas ^etre un point mort. 135Absence de points mortsCorollaire 2 Une r�egion interdite F = Sn+r1 Ri � In a un compl�e-ment X = In nF sans point mort ssi pour tout ensemble d'indicesJ = fi1; : : : ; ing avec jJ j = nRJ = Ri1 \ � � � \ Rin = ; ou RJ = f1g ou minRJ 2 �F : �134 136 20 et 27 f�evrier 1998



Description de la r�egion dangereuseSoit J = fi1; : : : ; ing � f1; : : : ; n+ rg un ensemble d'indices �a n �el�e-ments avec @J�(F ) = fa = (aJ1 ; : : : ; aJn) = (ai11 ; : : : ; ainn ) = minRJ ; g,c.a.d., a est un point mort. Pour tout 1 � j � n, on prend gaJj qui estle \deuxi�eme plus grand" des aikj , c.a.d.,gaJj = aisj with aikj � aisj < aJj pour aikj 6= aJj :On associe �a a le n-rectangle Ua = [ gaJ1 ; aJ1 ]� � � � � [ gaJn; aJn].137PropositionProposition 6 Le n� rectangleUa n @�(Ua) =] gaJ1 ; aJ1 ] � � � � ] gaJn; aJn]demi-ouvert est dangereux, c.a.d., tout chemin orient�e dams Ind'un point x 2 (Ua n @�(Ua)) va entrer dans �F .
PreuvePreuve. Tout chemin orient�e commen�cant dans Ua rencontre �Ua\ �F ou quitte Ua par @+(Ua).Dans le dernier cas, Il contient un �el�ement b = [b1; : : : ; bi; : : : ; bn] avecbj > gaJj pour tout j, et de plus, bi > aJi = aisi pour un is 2 J .En particulier, b 2 �Ris� �F . �139Algorithme de calcul de la r�egion dangereuse� Trouver l'ensembleD des points morts deX et pour tous les pointsmorts a 2 D, le n-rectangle dangereux Ua.� Soit F1 = F [ Sa2DUa.� Trouver l'ensemble D1 des points morts de X1 = X nF1 � X , etpour tous les points morts a 2 D1, le n-rectangle dangereux Ua.� Soit F2 = F1 [ Sa2D1Ua etc.138 140 20 et 27 f�evrier 1998



Exemple
Trois it�erations au lieu de 26 (pour le \premier" algorithme).141Impl�ementation� L'impl�ementation utilise une pile: pile[0],...,pile[n-1] (n�etant la dimension du probl�eme).� Pour calculer l'e�et d'un ajout d'un n-rectangle S le programmeappelle la proc�edure complete(S,;). Elle appelle une fonctionauxiliaire derive.� L'union de la r�egion interdite et de la r�egion dangereuse se retrouvedans pile[0].

\Complete"complete(S,l)Si S est inclus dans un X de pile[0] returnfor i=n-2 to 0 by -1 dopile[i+1]=intersection(pile[i]\l,S)pile[0]=union(pile[0],S)for all X in pile[n-1] dopile[n-1]=pile[n-1]\Xderive(X) 143\Derive"derive(X)for all i doyi=max({Xj(i) / j=1,...,n}\{X(i)})Y=[y1,X(1)]x...x[yn,X(n)]Si Y n'est pas inclus dans un des Xjcomplete(Y,(X1,...,Xn))142 144 20 et 27 f�evrier 1998



Complexit�e de l'algorithme� Soit n le nombre de processus et r le nombre de n-rectangles.� pile n�ecessite le calcul de S(r; n) = Pni=1Cri intersections, cha-cune d'entre elles n�ecessitant n coordonn�ees.� Pour trouver les points morts on doit comparer (n coordonn�ees de)au plus Crn �el�ements non-vides de pile[n] avec les r �el�ements depile[0].� Le pire cas peut donc ^etre estim�e �a S(r; n) � 2r pour tout n, etS(r; n) � nCrn pour r > 2n 145Exemple/* 3 philosophers ``3phil'' */A=Pa.Pb.Va.VbB=Pb.Pc.Vb.VcC=Pc.Pa.Vc.Va

R�esultat(P(b).V(a).V(b)|P(c).V(b).V(c)|P(a).V(c).V(a),[c,0][b,0][a,0])147Exemple/* 5 philosophers ``5phil'' */A=Pa.Pb.Va.VbB=Pb.Pc.Vb.VcC=Pc.Pd.Vc.VdD=Pd.Pe.Vd.VeE=Pe.Pa.Ve.Va146 148 20 et 27 f�evrier 1998



R�esultat(P(b).V(a).V(b)|P(c).V(b).V(c)|P(d).V(c).V(d)|P(e).V(d).V(e)|P(a).V(e).V(a),[e,0][d,0][c,0][b,0][a,0])149Exemple/* ``example'' */A=Pa.Pb.Vb.Pc.Va.Pd.Vd.VcB=Pb.Pd.Vb.Pa.Va.Pc.Vc.Vd

R�esultat(P(b).V(b).P(c).V(a).P(d).V(d).V(c)|P(d).V(b).P(a).V(a).P(c).V(c).V(d),[d,1][c,1][b,0][a,0])+(P(b).V(b).P(c).V(a).P(d).V(d).V(c)|V(b).P(a).V(a).P(c).V(c).V(d),[d,0][c,1][b,0][a,0])+(P(b).V(b).P(c).V(a).P(d).V(d).V(c)|P(a).V(a).P(c).V(c).V(d),[d,0][c,1][b,1][a,0])+(V(b).P(c).V(a).P(d).V(d).V(c)|P(a).V(a).P(c).V(c).V(d),[d,0][c,1][b,0][a,0])+(P(c).V(a).P(d).V(d).V(c)|V(b).P(a).V(a).P(c).V(c).V(d),[d,0][c,1][b,0][a,0])+(P(c).V(a).P(d).V(d).V(c)|P(a).V(a).P(c).V(c).V(d),[d,0][c,1][b,1][a,0])+151Suite...(V(a).P(d).V(d).V(c)|V(b).P(a).V(a).P(c).V(c).V(d),[d,0][c,0][b,0][a,0])+(V(a).P(d).V(d).V(c)|P(a).V(a).P(c).V(c).V(d),[d,0][c,0][b,1][a,0])+(P(d).V(d).V(c)|V(b).P(a).V(a).P(c).V(c).V(d),[d,0][c,0][b,0][a,1])+(P(d).V(d).V(c)|P(a).V(a).P(c).V(c).V(d),[d,0][c,0][b,1][a,1])+(V(a).P(d).V(d).V(c)|P(c).V(c).V(d),[d,0][c,0][b,1][a,0])+(P(d).V(d).V(c)|V(a).P(c).V(c).V(d),[d,0][c,0][b,1][a,0])+(P(d).V(d).V(c)|P(c).V(c).V(d),[d,0][c,0][b,1][a,1])150 152 20 et 27 f�evrier 1998



Exemple/* ``lipsky'' */A=Px.Py.Pz.Vx.Pw.Vz.Vy.VwB=Pu.Pv.Px.Vu.Pz.Vv.Vx.VzC=Py.Pw.Vy.Pu.Vw.Pv.Vu.Vv 153R�esultat

Exemple/* ``stair2'' */A=Pa.Pb.Va.Pc.Vb.Pd.Vc.Pe.Vd.Pf.Ve.VfB=Pf.Pe.Vf.Pd.Ve.Pc.Vd.Pb.Vc.Pa.Vb.Va
155Exemple/* ``stair3'' */A=Pa.Pb.Va.Pc.Vb.Pd.Vc.Pe.Vd.Pf.Ve.VfB=Pf.Pe.Vf.Pd.Ve.Pc.Vd.Pb.Vc.Pa.Vb.VaC=Pf.Pe.Vf.Pd.Ve.Pc.Vd.Pb.Vc.Pa.Vb.Va

154 156 20 et 27 f�evrier 1998



Et les invariants?Il faut examiner les propri�et�es du mod�ele (produit synchronis�e?).On va lister les principales propri�et�es d'un de ces mod�eles157D�efinitionD�e�nition 16 Un HDA semi-r�egulier est une collection d'ensemblesMn (n 2 IN) et de fonctionsMn d0id1j>>Mn�1pour tout n 2 IN et 0 � i; j � n�1, telles que dki � dlj = dlj�1 � dki(i < j; k; l = 0; 1) et 8n;mn 6= m; Mn \Mm = 0.Les �el�ements x de Mn (dimx = n) sont appel�es des n-transitions (ou�etats si n = 0).

MorphismesD�e�nition 17 Soient M et N deux HDA semi-r�eguliers, et f unefamille fn : Mn ! Nn de fonctions. f est un morphisme de HDAsemi-r�eguliers ssi fn � d0i = d0i � fn+1fn � d1i = d1i � fn+1pour tout n 2 IN.Cela d�e�nit la cat�egprie �sr de HDA semi-r�eguliers.159TroncationFoncteur troncation Tn : �sr ! �nsr de�ni par, Tn(M)m = Mm ssim � n et Tn(M)m = ; si m > n.Son e�et est de restreindre l'ex�ecution �a n processeurs.158 160 20 et 27 f�evrier 1998



CheminsD�e�nition 18 Un chemin dans un HDA semi-r�egulier M est p =(p0; : : : ; pn) tel que p0 et pn sont des �etats et8k; 0 < k < n; 9j; pk = 8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>: d1j(pk�1) (i)ou;pk = d0j(pk+1) (ii)161Exemple
A
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a

b
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p
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p =
1

p =
3

Propri�et�es cat�egoriquesProposition 7 �sr est un topos �el�ementaire. Il est complet co-complet.Preuve. Soit � la cat�egorie libre dont les objets sont [n], o�u n 2 IN,et dont les morphismes sont engendr�es par[n] �0i�1j>> [n � 1]pour tout n 2 IN� et 0 � i; j � n � 1, tels que163Preuve�ki �lj = �lj�1�ki (i < j)Maintenant, la cat�egorie �Set des foncteurs de � vers Set (les mor-phismes sont les transformations naturelles) est isomorphe �a �sr. C'estdonc un topos �el�ementaire. Elle est compl�ete et co-compl�ete parce-queSet est compl�ete et co-compl�ete. �162 164 20 et 27 f�evrier 1998



Description combinatoireSoit D[n] le HDA semi-r�egulier Hom�([n]; :).D�e�nition 19 Un n-cube singulier d'un HDA M est un mor-phisme � : D[n] !M . 165Un lemme pr�eparatoireLemma 4 L'ensemble des n-cubes singuliers d'un HDA semi-r�egulierM est en correspondance bi-univoque avec Mn. L'unique n-cubesingulier correspondant �a un n-cube x 2 Mn est appel�e �x : D[n] !M . C'est l'unique n-cube singulier � tel que �(Id[n]) = x.Preuve. Par le lemme de Yoneda. �sr isomorphe �a la categorie defoncteurs de � dans Set. Donc D[n] sont les foncteurs repr�esentableset Nat(D[n];M) �= M([n]), o�uM est un foncteur de � vers Set. Celase traduit en �sr(D[n];M) �= Mn. �
Une proposition pr�eparatoireProposition 8 Soit M un HDA semi-r�egulier. Le diagrammesuivant est co-cartesien (pour n 2 IN),ax2Mn+1 _D[n+1] `x2Mn+1 _�x>Tn(M)�_ �_ax2Mn+1D[n+1] `x2Mn+1 �x>Tn+1(M)o�u _D[n+1] = Tn(D[n+1]) et _�x = �xj _D[n+1].167PreuvePreuve. Il su�t de prover que le diagramme suivant (dans la cate-gorie des ensembles) est co-cartesien pour tout p � n+ 1,ax2Mn+1( _D[n+1])p `x2Mn+1( _�x)p >(Tn(M))p�_ �_ax2Mn+1(D[n+1])p `x2Mn+1(�x)p>(Tn+1(M))pcomme les co-limites (donc les pushouts) sont calcul�ees point par pointdans une cat�egorie de foncteurs dans Set.166 168 20 et 27 f�evrier 1998



PreuvePour tout p < n + 1, les inclusions sont en fait des bijections, et lediagramme est alors co-cartesien de mani�ere �evidente.Pour p = n + 1, le compl�ement de `x2Mn+1 ( _D[n+1])p dans `x2Mn+1(D[n+1])p est l'ensemble des copies de cubes Id[n+1], une pour chaquecube de Mn+1. Cela signi�e que la fonction `x2Mn+1 (�x)p induit unebijection du compl�ement de `x2Mn+1 ( _D[n+1])p dans le compl�ementde (Tn(M))p. Cela implique que le diagramme est co-cartesien pourp = n + 1 �egalement. � 169SignificationAller du squelette de dimension n au squelette de dimension n+1 c'est:� rajouter des relations d'ind�ependance,� ou de fa�con duale, supprimer des exclusions mutuelles.Cf. les syst�emes de transition asynchrones etc.
Constructions cat�egoriquesLe produit cartesien de deux HDA semi-r�eguliersF;G est le HDA semi-r�egulier F �G avec (F �G)n = Fn � Gnd�k[F � G] = d�k[F ]� d�k[G]C'est le produit compl�etement synchronis�e des deux automates.171CoproduitLe coproduit de deux HDA F;G est(FaG)n = Fn [Gnd�k[FaG](x) = 8>>>><>>>>: d�i [F ](x) si x 2 Fnd�k[G](x) si x 2 GnC'est l'op�erateur choix non-d�eterministe.170 172 20 et 27 f�evrier 1998



Foncteur HomL'adjoint �a droite ) du produit cart�esien est,G) H([n]) = Nat(D[n] � G;H)et pour f 2 G) H([n]),G) H(��k)(f ) :D[n�1] � G >H(u; v) >f (u � ��k; v)(Nat est l'ensemble des transformations naturelles). Donc,(G) H)n = ff : D[n] � G! H=f morphismegd�k[G) H ](f ) :D[n�1] �G >H(u; v) >f (u � ��k; v)173Exemple
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Exemple
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l lProduit cart�esien et produit �br�e. 175Exemple
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(a->b)Espace de fonction \synchrone"174 176 20 et 27 f�evrier 1998



Autres propri�et�esProposition 9 �sr est une cat�egorie monoidale ferm�ee.Sch�ema de preuve. On construit F 
G pour repr�esenter la com-position parall�ele sans interf�erence,(F 
 G)n = [i+k=nFi �Gket pour x 2 Fi; y 2 Gk,d�k[F 
G](x; y) = (d�k[F ](x); y) sik � i � 1d�k[F 
 G](x; y) = (x; d�k�i[G](y)) sik > i� 1177Exemple� � � 
 �^ ^a 
 b = ����� 
 b ����� I@@@@ a
 �@@@@� 
 � 
 
 a
 b � 
 
I@@@@a
 
 @@@@ ���� � 
 b������ 
 

Fl�eche lin�eaireLe produit tensoriel a un adjoint �a droite car il commute avec les col-imites qui est encore donn�e par le lemme de Yoneda. C'est(G |� H)n = ff : D[n]
 G! H=f est un morphismeget pour f 2 (G|� H)n;d�k[G|� H ](f ) :D[n�1] 
G >H(u; v) >f (u � ��k; v)Dans G|� H on a les fonctions qui cr�eent d'autres processus (commepvm spawn). 179ExempleDans � � �^ ^ ^a |� a 
 b� � 
Il y a par exemple une 1-transition \spawn l'action b"�x:x
 
 �x:x
 b>�x:x
 �178 180 20 et 27 f�evrier 1998



Propri�et�es finesSur les traces en g�en�eral et non plus uniquement sur les �etats.Quelle complexit�e? 181Deux propri�et�es classiques� Le probl�eme d'inclusion des ensembles de traces,� Le probl�eme de simulation (et son inverse la relation d'impl�ementation):Est-ce qu'un automate simule ou est simul�e par un autre auto-mate?R�ef�erence: D. Harel, O. Kupferman et M. Y. Vardi (On the Complexityof Verifying Concurrent Transition Systems).

R�esultats� Dans ce qui suit F veut dire que l'on consid�ere des syst�emes detransition �equitables, C veut dire que l'on consid�ere des syst�emesparall�eles (r�esultats pour CCS ou CSP), J repr�esente l'union descomplexit�es,� les 
�eches pleines repr�esentent un bond d'une exponentielle dansles classes de complexit�e,� les 
�eches hachur�ees repr�esentent le passage d'une classe de com-plexit�e en espace �a la m^eme classe de complexit�e en temps,� les lignes en pointill�e repr�esentent le passage d'une classe de com-plexit�e en temps vers la classe de complexit�e en espace qu'ellecontient. 183R�esultats
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Inclusion de traces Simulations (existence de morphisme)
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Transactions parall�eles (suite)Transactions parall�eles dans une base de donn�ee, on prot�ege chaqueacc�es par des LOCK.Probl�eme:P: LOCK A,BA:=B+1;UNLOCK A,BLOCK BB:=3;UNLOCK B Q: LOCK BB:=B+2;UNLOCK BLOCK A,BA:=2*B;UNLOCK A,B185TracesEn partant des valeurs initiales A=0, B=0,P: A=1P: B=3Q: B=5-Q: A=10- P: A=1Q: B=2P: B=3-Q: A=6- P: A=1Q: B=2Q: A=4-P: B=3- Q: B=2P: A=3Q: A=4-P: B=3- Q: B=2P: A=3P: B=3-Q: A=6- Q: B=2Q: A=6P: A=3-P: B=3-
Probl�emeSeules la premi�ere (avec r�esultat A=10, B=5) et la derni�ere trace (avecr�esultat A=3, B=3) sont correctes. Les autres traces sont des inter-f�erences non souhait�ees:On veut que toutes les traces d'e�ecution donnent le m^eme r�esultatqu'une trace s�equentielle, i.e. que P puis Q ou Q puis P dans leurstotalit�e. C'est la propri�et�e de s�equentialisation.Une solution - 2-phase lockingPour tout processus P voulant acc�eder �a la base de donn�ee, on fait tousles LOCK, le corps du processus, puis tous les UNLOCK187ExempleP: LOCK A;LOCK B;A:=B+1;B:=3;UNLOCK B;UNLOCK A; Q: LOCK A;LOCK B;B:=2;A:=2*B;UNLOCK B;UNLOCK A;186 188 20 et 27 f�evrier 1998



Homotopie� Un chemin est une fonction continue � : I = [0; 1]! Rn,� Deux chemins �; � sont homotopes ssi il existe une fonction con-tinue F : I � I ! Rn telle que F (x; 0) = �(x) et F (x; 1) = �(x)et F (0; t) = F (0; 0) = F (1; 0) et F (1; t) = F (1; 0) = F (1; 1).189FaitTh�eor�eme 4 Deux chemins croissants (traces) homotopes acc�e-dent aux objets dans le m^eme ordre.Corollaire 3 Deux traces homotopes d�ecrivent les m^emes modi�-cations sur les objets partag�es.

Exemple

PA  PB VB VA PB VB

PB

VB

PA
PB

VB

VA

1912-phase lockingTh�eor�eme 5 Le 2-phase locking est s�equentialisable (donc cor-rect).190 192 20 et 27 f�evrier 1998



Preuve de J. GunawardenaSch�ema de preuve. La condition de 2-phase locking implique qu'ilexiste pour chaque transaction Ti, 1 � i � n un nombre ci 2 I tel queci soit un temps local entre tous les LOCK et tous les UNLOCK.Alors on peut voir que (c1; � � � ; cn) est dans le centre de la r�egioninterdite.En e�et, soit a un objet partag�e par les transactions Tj , j 2 S �f1; � � � ; ng, le n-rectangle de coin inf a et de coin sup b avec,193Preuveak = 8>>>><>>>>: 0 si k 62 SLOCKa sinon et bk = 8>>>><>>>>: 1 si k 62 SUNLOCKa sinonest contenu dans chaque n-rectangle interdit pour l'objet a. c =(c1; � � � ; cn) est inclus dans chacun de ces n-rectangles de fa�con �evi-dente. De plus pour tout point p de la r�egion interdite F , le segment[c; p] est inclus dans F . F est \�etoil�ee".Parce que F est �etoil�ee, la projection radiale de centre c sur les bordsde In est une homotopie qui envoie toutes les traces qui ne vont pasdans des points morts sur un chemin s�equentiel.Un argument suppl�ementaire permet de transformer ces chemins (nonforc�ement croissants) en des vraies traces s�equentielles.
Homotopie et s�equentialisation

b

c

d

b

aa a

c

c

d

b

PROPERTIES

ac ~ ca             a, c confluent (asynchronous)

ad ~ da             a, d confluent (independent)

a < c  or  c < b

b < d  or  d < b

a < b  and  c < d195OrdonnanceursOn peut s'int�eresser ensuite aux \ordonnanceurs" g�en�eraux et �a leurscalculs approxim�es.Applications �a la s�equentialisation, aux protocoles de syst�emes dis-tribu�es tol�erants aux pannes, �a l'exclusion mutuelle etc.R�ef�erence: E. Goubault (Schedulers as abstract interpretations of HDA)194 196 20 et 27 f�evrier 1998



Classes d'homotopie
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Calcul approxim�e avec de l'homologie.197En dimension sup�erieure
α

β

p
p

2
1

X

Y
a b

c

Y = three faces below and in front

         (b or c) < (a or b or c)

         (a or b) < (a or b or c)

X = three faces above and behindSi le 3-cube est plein alors X peut ^etre d�eform�e en Y\X et Y sont 2-processeurs �equivalent"198 20 et 27 f�evrier 1998


