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Sémantiques du “vrai parallélisme”
“Process Graphs”
Algorithmes de détection de points morts

Propriétés plus fines du comportement

RAPPELS — SYSTEMES DE TRANSITIONS

Définition 1 Un systeme de transitions est une structure
(S,4, L, Tran)
o S ensemble d’états et 1 état initial,
o L ensemble d’étiquettes, et

o I'ran C S x L x S la relation de transition

EXEMPLE
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CATEGORIE

On en fait une catégorie avec pour morphismes les simulations (Glynn

Winskel et al.).

Un systeme de transition 77 simule un systeme de transitions 73 a la
condition que s1 T peut effectuer une action @ dans un certain contexte,
alors TY peut effectuer a également dans un contexte similaire.

Un morphisme f : Ty — T definit la facon dont les états et les transi-
tions de Tiy sont reliés aux états et transitions de T7.

MORPHISMES

Définition 2 Soit Ty = (Sy, ig, Lo, Trang) et T = (51,41, L1, Trany)

deur systémes de transition. Un morphisme [ Ty — T est un

couple f = (o, \) ot,
o0 5)— 5,
o \: Lg— Ly est tel que o(ip) =17 et
(s,a,5") € Trang = (o(s), Ma),o(s')) € Trany

Référence: définition différente de celle de G. Winskel et al. (pas de
morphismes “partiels”).

MORPHISMES PARTIELS

Les morphismes partiels permettent a 1’ de ne pas effectuer d’action
quand Ty le fait.
Définition 3 Soient Ty = (Sg, ig, Lg, Trang) et T1 = (S1, 41, L1, Tran
deur systemes de transition. Un morphisme partiel f Ty — T}
est un couple f = (o, \) o,
o0 5)— 5,
o \: Ly — Ly est une fonction partielle. (o, \) est tel que
- U(iO) = il;
- (s,a,5') € Trang et Na) est défini implique (o(s), \a),

o(s')) € Trany. Sinon, si A a) nest pas défini alors
o(s)=o(s).

TRANSITIONS SILENCIEUSES

On compleéte un systeme de transition T = (5,7, L, Tran) en Ty =

(S, 15, L, Trany),

[ ] S* - S,
[ ] Z* :ij
[} L* :LU{*}7

e T'rany = Tran U {(s,*,s)/s € S}.
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EXEMPLE

Partial f e ——

Tota f’

PRODUITS CARTESIEN

Soient deux systemes de transitions Ty = (Sg, ig, Lg, Trang) et T} =
(S1,41, L1, Trany). Leur produit est Ty x T = (5,4, L, T'ran) avec,
oS = Sy x Syeti = (ig,i1). Soient py : Sy x S; — Sy et
p1 Sy x S7 — 57 les projections canoniques,
o L=Lyx«Ly={(a,x)/a € Lo} U{(x,b)/b € L1} U{(a,b)/a €
Ly, b € L1} avec des projections canoniques 7y et 7y,
o (s,a,8') € Trany ssi (po(s), mo(a), po(s')) € Trang. et (p1(s),
m(a),p1(s")) € Tranyy

AUTRES CONSTRUCTIONS CATEGORIQUES

Le coproduit de deux systemes de transitions Ty = (Sg, ig, Lo, Trang)
et T1 = (51,11, L1, Trany) est Ty & T = (S, 14, L, T'ran) avec,

o S =(SpUSy)/Hig=11) eti=ig=iy,
o L =1gU Ly,
o T'ran ="Trany UTrans.

PRODUITS SYNCHRONISES

Un cas particulier: produit fibré suivant.
Référence plus générale: Arnold et M.Nivat.
Soient Ty = (Su, 49, Lo, Trang) et T = (S, 41, L1, Trany) deux sys-

temes de transition. Leur produit synchronisé (a la CSP) est T =
(S,4, L, Tran) avec,
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DEFINITION

o 5= So X 51, 1= (io,il),

o L= Lyx L,

e ((s,1),a,(u,v)) € Tran ssi
-a € LogNLyet(s,a,u) € Tranget (t,a,v) € Trany,
- a € Lo\Lq et (s,a,u) € Trang et v =1,
-a € Li\Lyetu=set(t,a,v) € Trany.

SEMANTIQUE DE PROCESSUS PARALLELES

e Automate pour chaque processus séquentiel,

e produit synchronisé correspondant aux différentes primitives de
communications utilisées.

Les états globaux du systeme de transition résultant P sont donc des n-
uplets (n=nombre de processus communicants) s = (s1,... ,sp) avec

s; état local du processus P;.

Jusqu’a une exponentielle de plus par rapport au cas séquentiel!

EQUIVALENCE “ATTEIGNABILITE”, “POINT MORT”

e Un état (global) s € S est atteignable ssi il existe un chemin
de ¢ vers s (i.e. une suite de transitions (¢,a1,s1) € Tran,
(s1,a9,s9) € Tran, ..., (Sp—1,an, sp = s) € Tran),

e Un point mort est un état global s tel qu’il n’existe aucun a € L
ni s’ € S avec (s,a,s') € Tran.

EQUIVALENCE

Soit un état global s = (s1,...,s,) de P. On veut déterminer s'il est

atteignable.

Ajouter a chaque P; une transition (s;, §;, stop;). Le produit synchro-
nisé des automates modifiés est appelé Py;.

Alors s' = (stopy,. ..

atteignable.

, stopp) est un point mort pour Py ssi s est
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EQUIVALENCE “ATTEIGNABILITE LOCALE, “POINT MORT”

e Un état local [ est un sous-ensemble de U;S;, tel que V1 <1 < n,

1N S|,
o [ est atteignable ssi il existe un état global s = (s1,...,sp) tel
que l C{s1,...,sn}.

EQUIVALENCE

Soit Pj 'ensemble des processus qui ont un état dans [. Soit P—; son
complémentaire.

Pour chaque P; dans P_; on rajoute une transition (s;,d;, stop;) & un
état s; de chaque cycle dans le graphe de P;.

Pour chaque P; € P, on rajoute des transitions (s;, §, stop;) (pour
s; € 1) et (stop;,d}, stop;) pour tout j tel que P; € Py,

EQUIVALENCE

Le nouveau produit synchronisé forme I'automate P .

Proposition 1 Un état local | de P est atteignable ssi il existe un
point mort ' dans Py tel que Vi avec P; € Py, stop; € s'.

Référence: P. Godefroid et P. Wolper (CAV’90).

EQUIVALENCE “SURETE”, “POINTS MORT”

e U peut étre représenté par un automate fini Ay clos par préfixes,

e Comme Ay est clos par préfixes, A_y est un automate avec un
seul état d’acceptation (que I'on nomme X))
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EQUIVALENCE

Une fois A_y construit, on a,

Proposition 2 le probléme de la vérification de la propriété U
pour Uautomate P produit des automates A; (1 <i < n) est équiv-
alent au probleme d’atteignabilité locale de ’état X du produit des
A; avee A_y.

Corollaire 1 Le probléme de vérification de Uinvariant ¥ est équiv-
alent au probleme de trouver un point mort

COMPLEXITE?

Dans la sémantique des traces, ou la sémantique par entrelacements,
I'exécution parallele de deux actions a et b est représentée par,

La preuve de propriété se fait essentiellement en considérant tous les
chemins possibles d’exécution (que ce soit par méthodes & la Hoare
[ preuves de non-interférences etc. |, ou par model-checking, ou par
analyse statique etc.).

DETECTION DE POINTS MORTS CLASSIQUES

On calcule les ascendants de I'état initial par itération sur le systeme
de transition.

On ne conserve que les états (globaux) qui ne sont pas descendants
(immédiats) des états parcourus.

On arréte quand on n’a plus aucune transition a exécuter.

EXEMPLE

Nombre de chemins exponentiel en le nombre d’états des processus.

Que faire? Cette complexité est-elle intrinseque au parallélisme?
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COORDINATION DE PROCESSUS

Petit modele intuitif: une spécification de controle de processus W est,
e X un ensemble d’objets de controle de processus:
- S: ensemble de synchronisation (“A”),

- P: ensemble de processus (“petites boites”),

- D: ensemble de décisions (“V”), comprenant les décisions de
terminaison (ensemble D).

e T'rig C X x X: ensemble de déclencheurs (“—"),

e Sup : X — V. fonction de décomposition (“boites”). Soit @
I'image de la fonction partielle Sup (I'ensemble de tous les noms
de groupes) et A = V\@Q 'ensemble des actions atomiques,

o /| C X contient les objets initiaux.

25

EXEMPLE
Y
A pl
B p2 C lp3
d1(v =] sl

EXEMPLE REEL

FORK/WAIT

- processus pere et fils sont les mémes syntaxiquement - déterminent
qui ils sont a 'exécution,

- synchronisation en fin de calcul par WAIT

main(argc,argv)

{

if ((pid=fork())==0) then { fils }
else { pere;pid est process id fils }

EXEMPLE REEL

COBEGIN/COEND

- mise en parallele de n processus
- synchronisation en fin de calcul par COEND

pl p2 | ... pn

28 20 et 27 février 1998



EXEMPLE — LA MACHINE PVM

La machine PVM est une collection de machines réelles sur un meéme
réseau sur lesquelles un démon pvmd3 tourne:

e pvmd3 est un processus UNIX qui controle les processus utilisa-
teurs au sein d'une application PVM et qui coordonne les commu-
nications entre les machines qui composent la machine PVM

e un démon pvmd3 par ordinateur et par utilisateur de la machine
PVM qui maintient la configuration globale et locale de la machine

PVM

e chaque machine (et architecture) doit avoir son propre pvmd3

LA MACHINE PVM

La librairie PVM permet de communiquer avec ces démons pvmd3
pour,

e créer et détruire des processus,

e gérer des tampons de communication, envoyer, recevoir (point &
point ou par broadcast) des messages (de fagon synchrone ou asyn-
chrone),

e synchroniser des processus (par barrieres de synchronisation)

e connaitre I’état de la configuration de la machine PVM et pour la
modifier (dynamiquement)

PARALLEL VIRTUAL MACHINE

e S
rr] [CIIT] LT 1 [T
AN b

p: processus utilisateur

P: processeur

PVM_SPAWN

Appel PVM simplifié,

int numt,etid[n];
numt=pvm_spawn (‘ ‘programme’’ ,NULL,PvmTaskDefault,NULL,
n,&etid[0]) ;

Permet de lancer n taches PVM ex¢utant le code ¢ ‘programme’’

Le tid de chacune des taches est rangé dans une entrée du tableau
etid

Renvoie numt <= n le nombre de tache(s) effectivement lancée(s)
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LES GROUPES DE PROCESSUS

Un groupe est un ensemble de processus,

e auquel on peut ajouter ou enlever dynamiquement de nouveaux
membres (pvm_joingroup, pvm lvgroup),

e dans lequel on peut gérer des processus individuels (pvm getinst,
pvm gettid),
e dont on peut synchroniser tous les membres (pvm barrier),

e auquels on peut “broadcaster” un message (pvm bcast) ou répar-
tir un ensemble de données (pvm_scatter etc.)

e qui peuvent exécuter une méme opération sur leurs données locales
(pvm_reduce).

PVM_JOINGROUP

int inum;
inum=pvm_joingroup(char *group) ;
e Permet d’ajouter la tache qui a appelé pvm_joingroup au groupe
qui a pour nom la chaine de caracteres group.

e Renvoie son numéro “d’instance” dans le groupe. C’est un numéro
d’ordre entier commencant a 0 et s’incrémentant a chaque nouveau
membre.

e Lrreur si inum < 0.

PVM_LVGROUP

int info;
info=pvm_lvgroup (char *group);

e Retire le processus appelant du groupe group.

e Lrreur si info < 0.

SPECIFICATION DU CONTROLE

Par une représentation de tous les groupes possibles,

(GROUPES) pl p2 || ... pn

36 20 et 27 février 1998



PVM_BARRIER

int info;
info=pvm_barrier(char *group,int count);

e Bloque le processus exécutant pvm barrier jusqu’a ce que count
membres du groupe group se soient également bloqués.

e Permet de synchroniser tout un groupe. count permet de gérer
le fait que d’autres processus ont pu s’ajouter au groupe pendant
'attente.

e Lrreur si info < 0.

PROBLEME DU DEMARRAGE D’UN PROCESSUS

Y a t-il une suite d’événements qui conduit a I’exécution d’un processus
p?
Théoréme 1 Le probleme du démarrage d’un processus pour les

spécifications de controle de processus sans décomposition (domaine
de définition de Sup est vide) est NP-complet.

Référence: “On the Complexity of Some Verification Problems in Pro-
cess Control Specifications”, A. H. M. ter Hofstede et M. E. Orlowska,
Technical Report, Faculty of Information Technology, Queensland Uni-
versity of Technology, Number FIT-TR-97-02, 29 avril 1997.

SPECIFICATION DU CONTROLE

(GROUPE) pl

p2 | ... pn

PREUVE

Par transformation en temps polynomial du probleme SAT en le prob-
leme du démarrage d’'un processus.

Soit K une instance du probleme SAT. Soit v une variable booléenne
apparaissant dans K .

A w on associe les objets X = {Dy,u, u}, ou Dy est une décision
initiale, et les déclencheurs Trig = {(Dy, u), (Dy, u)}.

A chaque literal z, on associe un processus de nom .
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PREUVE

On construit les déclencheurs de telle facon que pour toute clause C' de
K telle que "z € C', un déclencheur existe de x au processus de nom
< Tz, O >,

Les synchronisateurs sont construits de telle facon que pour toute clause
(' de K, on ait un synchronisateur S avec comme entrée tous les pro-
cessus avec un nom de la forme < x, C' >. Enfin tout synchronisateur
S¢ a un déclencheur de sortie a un processus de nom K.

41

K=AABAC=(pV=gVr)A(pV-r)A(gV-r)

42

FIN DE LA DEMONSTRATION

Alors, “K7 peut étre démarré ssi K n’est pas satisfiable.

La transformation effectuée est polynomiale. Donc le probleme du dé-
marrage est au moins NP-difficile.

D’autre part, le probleme n’est pas dans NP car la vérification d’un
scénario d’éxécution peut étre faite en temps polynomial. A remarquer
que la décomposition n’est jamais utilisée.

43

PROBLEME DE TERMINAISON

C’est déterminer si 1l existe une exécution partant d'un objet initial,
qui arrive sur une décision de terminaison.

Théoréme 2 Le probléme de la terminaison est DSPACE(exp)-
difficile
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PREUVE

Par réduction au probleme d’atteignabilité dans les réseaux de Pétri
généraux.

Corollaire: Le probleme de terminaison généralisé: depuis tout état at-

teignable, est-il possible d’atteindre un état terminal? est DSPACE(exp)-
difficile.

45

PoiNTs MORTS

Théoréme 3 Le probleme de savoir si une spécification de con-
trole de processus sans décomposition n’a pas de point mort est

DSPACE(exp)-difficile

Par transformation au probleme d’atteignabilité dans les réseaux de
Pétri: trouver un point mort c’est déterminer si un des marquages
atteignables est un point mort, ¢’est donc un cas particulier du probleme
d’atteignabilité.

46

COROLLAIRES

Corollaire 1: Le probleme de savoir si un objet x peut étre démarré et

que ce processus peut se retrouver en un point mort est DSPACE(exp)-

difficile

Corollaire 2: Le probleme du “livelock”: c’est a dire qu’il existe un état,

ni point-mort, ni terminal dans lequel aucune action atomique ne peut

étre effectuée, est DSPACE(exp)-difficile

47

FAIRE MIEUX?

Par des sémantiques du “vrai parallélisme” , peut on arriver a des calculs
simples au moins dans le cas de processus tres asynchrones?

En effet on a tendance a identifier la complexité d’un probleme d’analyse
avec la complexité des coordinations (synchronisations) et non avec celle
de 'asynchronie.

Les systemes de transitions cumulent les difficultés

Evidemment, cas le pire inchangé! Mais éventuellement bon comporte-
ment dans des sous-cas intéressants.
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LES TRACES DE MAZURKIEWICZ GENERALISEES

Définition 4 Un language de traces généralisé est un triplet (M, I, L)

ou,

o L ensemble de symboles,
o M C L*,

o [ M — 2L%L ¢st une fonction qui associe & chaque s € M
une relation I C L x L.

49

SUITE

tel que, si on définit = comme la plus petite relation d’équivalence sur
L* telle que sabu = sbau si algh, et,

e pour tous s € M, I est symétrique et irréflexive,
e (I est cohérente) s = s’ implique I = I,
o (M est [-fermé) algb implique sab € M,
o ([ est cohérente)
(1) alsh et alge et clgqb implique algcb,
(ii) alsc et ¢lsb implique (alsh ssi alsb).

MORPHISMES

Définition 5 Soient (M, I, L) et (M’ I', L") deux langages de trace
généralisés. Une fonction partielle N : L — L' est un morphisme
de (M, 1,L) vers (M', I' L) ssi,
o )\ preserve les mots: s € M implique \*(s) € M’,
o )\ respecte la relation dindépendance:
alsh et Ma), \(b) definis implique )\(a)]&*@)\(b) ot \* est une
extension de A sur les mots définie comme suit,
- N(e) =€,
~ \e(sa) = N (s)Ma) st Aa) est defini

A*(s) sinon

DETECTION DE POINTS MORTS INDUITE

Soit t = (s,a,s') € Tran avec s = (s1,... ,sp) et s = (s],...,3s})
une transition du systeme de transition produit synchronisé vu précédem-
ment. On définit,

e son pré-ensemble —t = {s; € s/(s;,a,s.) € Tran;},
e son post-ensemble t— = {s} € s'/(s;, a,s}) € Tran;},

e sa proximité —t— = —t U {—.
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EQUIVALENCE DE TRANSITIONS

Deux transitions globales ¢; = (s1,a1,s]) et t9 = (s9, a9, s5) sont

équivalentes (=) ssi
—ti1 ==l At1— =19 — Aay =ay

Soit Tr=Tran/=.

RELATION DE DEPENDANCE

On définit la relation de dépendance entre transitions D par

(t1,t9) € D& —t] — N —t9— # ()

Cela permet de définir une relation d’'indépendance I et un langage de
traces de Mazurkiewicz pour le systeme parallele.

La théorie des langages de trace assure que la considération d’un représen-
tant par classe d’équivalence de traces modulo I suffit a trouver les
points morts.

PRINCIPE DE L’ALGORITHME

e On parcourt toujours les états globaux mais en ne suivant que
certains des chemins. Le principe de sélection est,

e Quand plusieurs transitions indépendantes peuvent étre exécutées
a partir d’un état, on n’exécute qu'une d’entre elles (au hasard)

e Quand les transitions que 'on peut exécuter a partir d'un état
sont dépendantes, leurs exécutions peuvent amener a des traces
différentes. Pour gérer cela on maintient un “sleep set” qui est un
ensemble de transitions associé a chaque état que 'on a atteint
durant le parcours des états. C’est I’ensemble des transitions que
I'on pouvait exécuter depuis un état mais que 'on n’a pas choisi
d’exécuter durant le parcours. On les exécutera plus tard

55

SYSTEMES DE TRANSITION ASYNCHRONE

Définition 6 Un systéme de transition asynchrone est un quintu-
plet (S,i,E, 1 Tran),
o (S,i,E,Tran) est un systéme de transition,
o [ C E x E est une relation symétrique irréflexive (la relation
d’“indépendance”) telle que,
(1) e€ F = 3s,5 € S, (s,e,5') € Tran
(2) (s,e,s') € Tran A (s,e,s") € Tran = s’ = s
(3) e1leaN(s,eq,s1) € TranA(s, ey, s9) € Tran = Ju, (s1, €9, u)
Tran A (s, e1,u) € Tran
(4) erleaN(s,eq,s1) € TranA(sy,er,u) € Tran = Iss, (s, €9, $9)
Tran A (s, e1,u) € Tran

"
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CONDITION (3) MORPHISMES

Ce sont les morphismes de systemes de transition f préservant la rela-

gle, AN i .
&/ S tion d’indépendance:
Sl S Sl ’ \ 52
e e, e e alb = f(a)[’f(b)
S S

AUTOMATES DE TRACE

CONDITION (4)

Définition 7 Un automate de trace est un triplet A =(E,Q,T),

o I est un alphabet “parallele”, c¢’est a dire un ensemble d’événe—
ments sur lequel on a une relation binaire symétrique, 1rreflez-
we ||g appelée relation de parallélisme

o () ensemble d’états,

s s o ' CQx(EU{e}) xQ ensemble de transitions.
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AUTOMATES DE TRACE

Tout cela est soumis aux conditions suivantes,
o g Srssig=r,
esiqg L retqgSy alorsr =1 (similaire & la condition (2) des
systemes de transition asynchrones),
e pour tous les états ¢ et événements a, b, si a||gh, ¢ > r et
q b s alors pour un état p il existe des transitions s % p et

r b (similaire a la condition (3) des systemes de transition
asynchrones).

EQUIVALENCE PAR PERMUTATION ET RESIDUS

ba aAb  reqidues

Permutation

Strong confluence

[dée similaire!

SYSTEME DE TRANSITION CONCURRENT

Définition 8 Un systéme de transition concurrent (CTS) est une
structure (G, 1),
o G = (0, A,dom,cod,id) est un graphe “avec identités” c.a.d.,
- O ensemble d’étals,
- A ensemble de transitions,
- dom : A — O relie les transitions a leurs états mnitiauz,
- cod : A — O relie les transitions a leurs états finauz,

-ud O = A relie chaque s € O a une transition spéciale
(les transitions “*” des systémes de transition standards)
ids telle que dom(ids) = s el cod(ids) = s.

SUITE

o 1: Coin(G#) — A¥ est lopération résidu qui vérifie,
- G# est le graphe augmenté (O%, A*_ dom, cod, id) avec,
« OF =0 U {Q} (Q n’appartient pas a O),
« AT = AU {w,/q € O}, dom(wy) = q, cod(wy) = Q.
- Coin(X) (ot X est un graphe) est I'ensemble des transitions

coinitiales, c.a.d. 'ensemble des couples (¢, u) de transitions
t, u de X qui ont les mémes états de départ.
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soumis aux conditions suivantes,

(1) pour tout t € A¥ et u € AT,
(a) dom(t 1 u) = cod(u),
(b) cod(t T u) = cod(u 1T 1).

(2) pour tout t : ¢ — r € A7,
(a) idg Tt =1idy,
(b) t T udy =1,
(¢) t 1t =1id,.

(3) pour toutes transitions coinitiales ¢, u, v dans A7, (vt (u?
)= (vTu)t (t1 u) (I'axiome du cube”)

(4) pour toutes transitions coinitiales ¢, u dans A#, sitTuetutt
sont toutes les deux des identités alors ¢ = wu.

L’AXIOME DU CUBE

04 u by
U A (t Au)

MORPHISMES

Définition 9 Un morphisme de systémes de transition concurrent
est une paire de fonctions p = (pp,pa) - (O, A,dom, cod,id, T) —
(O', A dom/, cod’,id',1') telle que,
¢ p0: 0 — 0 etpy: A— A sont des fonctions avec dom' o
pa=poodom, cod opy=pyocod el pyoid=ridopgy

e Sit, u sont des transitions propres chérentes de C' alors p(t 1

u) = p(t) 1 plu).

SYSTEMES DE TRANSITIONS AVEC INDEPENDANCE

Définition 10 Un systeme de transition avec independance est

une structure (S,s'.L, Tran,I) avee (S,s’, L, Tran) un systéme

de transition et [ C Tran® une relation irreflevive et symétrique

telle que

(i) (s,a,5) ~ (s,a,5") = s = 5" (condition (2) des systémes de
transition asynchrones),

(i1) (s,a,s)(s,b,s") = Fu(s,a,s) (s b,u) A (s,b,s")I(s" a,u)
(condition (3) des systémes de transition asynchrones),

(i) (s,a,sNVI(s',b,u) = 3" (s,a,s")(s,b,s") A (5,0, 5" I(s" a,u)
(condition (/) des systémes de transition asynchrones),

(iv) (s,a,5") ~ (" a,u)l(w,b,w') = (s,a, s")[(w, b, w').
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SUITE

ou ~ est la plus petite equivalence sur les transitions contenant la
relation R définie par,

MORPHISMES

Ce sont des paires de fonctions (o, A) qui forment des morphismes de
systemes de transition plus,

e (s,a,s') € Tran = (o(s), Ma),o(s")) € Tran’

e (s,a,s)I(3,b,5) = (c(s), \Ma), (s (o(3), A\(b), o(5))

70

RESEAUX DE PETRI

Définition 11 Un réseau de Pélri N = (P,T, pre, post) est com-
posé de,

o PP ensemble de places,
o 1" ensemble de transitions,

e pre : T = P est la fonction de pré-condition, ot P est
l'ensemble des multi-ensembles de P,

e post : T — P est la fonction de post-condition.

On appelle marquage tout multi-ensemble de places

71

RELATION DE TRANSITION INDUITE

La fonction de pré-condition décrit comment les transitions “consom-
ment” les ressources et la fonction de post-condition montre comment
les transitions “créent” des nouvelles resources.

Cela permet de définit une relation de transition entre les marquages.

Si M et M’ sont deux marquages d'un réseau N, et ¢ est une transition
de N on écrit M[t)M’ pour “t fait une transition de M a M"” ssi

AM" € M, M = M" + pre(t) et post(t) + M" = M’
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EXEMPLE: EXCLUSION MUTUELLE ENTRE a ET b

73

CALCULS DE POINTS MORTS INDUITS

Référence: A. Valmari (A stubborn attack on state explosion). Ou

présentation traduite en termes de systémes de transitions (en partic-

ulier par P. Godefroid).

Idée:

Définition 12 Un sous-ensemble T de ’ensemble des transitions
exécutables a partir d’un état s est “persistant” ssi toutes les tran-

sittons qui ne sont pas dans T et qui sont exécutables a partir de
s ou atteignables a partir de s par des transitions qui ne sont pas
dans T, sont indépendantes avec toutes les transitions de T'.

75

EXEMPLE: EXECUTION PARALLELE DE a ET DE b

74

CALCULS INDUITS

On peut alors faire une recherche d’états menant aux points morts
comme suit: On explore itérativement a partir d’un état les transitions
qui sont dans un ensemble T avec,

o T’ est un ensemble persistant,

o T # () des qu’il existe au moins une transition a exécuter a partir
de s.

Criteres le plus souvent syntaxiques pour trouver les ensembles persis-
tants (en mémoire partagée par exemple, on regarde les variables que
peuvent modifier, ou dont dépend chaque processus).
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AUTRES CALCULS INDUITS

Référence: S. Melzer et S. Romer (Deadlock Checking using Net Un-
foldings). Beaucoup d’autres. ..

STRUCTURES D'EVENEMENTS

Définition 13 Une structure d’ événements premiere est une struc-
ture (£, <, #) ou E est un ensemble d’événements partiellement or-
donné par < appelé relation de dépendance causale et ou # C E x F

est une relation symétrique rreflexive, la relation de conflit satis-
faisant,

o {¢//e] <e} est fini (axiome des “causes finies”),

o efte! and ' < €' implique e#te’ (le conflit est héréditaire).

78

MORPHISMES

Définition 14 Soit S = {E, <, #} et ' ={F <", #'} des struc-
tures d’événements premieres. Un morphisme de structures d’événe—
ments de S vers S’ est une fonction partielle f + E — E' telle que,

o si f(e) est définie alors {€'/e' < f(e)} C f({e /" < e},

o si f(eg) et f(er) sont tous les deux définis f(eg)#f(e1) ou
fleq) = fle1) implique epfte; ou eg = ey.

79

ENSEMBLE DE CONFIGURATIONS

Soit (K, <, #) une structure d’événements. D(F, <, #) est 'ensemble
des configurations de I/, sous-ensembles x C F de E qui sont,

e sans conflit: pour tous e, e’ € z, e n’est pas en conflit avec €/

3

e fermés vers le bas: pour tous e, e’, e € z et ¢/ < e impliquee’ € =
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RELATION AVEC LES SYSTEMES DE TRANSITION

Soit e € E et ¢ € D(E, <, #) alors e est permis en la configuration ¢,
ce que 'on écrit par ¢ F e si,
(ege,
(i) {e//e <ene #e} Coe,
(iii) € € E and e'#te implique ¢’ ¢ ¢
Les configurations finies sont des traces quand on ordonne ses éléments

avec la dépendance causale. {e] < eg < ... < ey} est une garantie
pour ¢ ssi {eq,...,e;_1} F e pouri = 1,... ,n. On écrit aussi les

garanties comme des chaines e ... ep.

EXEMPLE: UN INTERRUPTEUR PARALLELE

switch 0 bulb

switch 1

battery

EXEMPLE: LES CONFIGURATIONS CORRESPONDANTES

{0,1,b}

{0,b} {1,b}

{0} {1}

PROPRIETES CATEGORIQUES

Référence: Voir G. Winskel et al. (Models of Concurrency, Handbook

in Logic in Computer Science, Vol.3).

Avec ces définitions, il est possible d’avoir des algebres de modeles avec
des équivalents pour les produits synchronisés etc.
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GRAPHES DE PROCESSUS

Forbidden

“Image continue”: x; = temps local
Référence: A Torigine, E.W. Dijkstra.

VERS UNE SOLUTION:

e R est muni d’un drapeau d (=0,1),

e Chaque P; voulant accéder a R fait un test-and-set

ATOMIQUE sur d

e Si P; veut libérer R alors il met d a0

EXCLUSION MUTUELLE

Probléme: Compétition entre n processus pour une ressource

Seul un processus P; accéde a un moment donné a la ressource R

PROBLEME

Un des processus peut bloquer 'acces a tous les autres indéfiniment

(famine).

P I T

1

R

88
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UNE SOLUTION

Sémaphore:
e R est muni d’une file d’attente f et d’'un compteur s (initialisé &
1),
e Un processus P; voulant accéder a R fait 'opération P sur R,
-s5:1=5—1,
- Si s < 0 alors mettre ¢ en queue de f,

- Sinon continuer I'exécution de F;

e Un processus P; voulant libérer R fait 'opération V' sur R

-s=s54+1,
- Si s > 0 alors prendre j en téte de f et continuer I'exécution de
P.
J

EXEMPLE:

Processus P, Py et Py dont le code est P(R) ;R:=R+1;V(R)

Instruction: s: [
- I
PRR) (P) O [
P(R) (Py) -1 [Py]
Ri=R+1 (P)) - -
VR (P) 0
Ri=R+1 (P) - -
VR) (Py) 1

VERROU
Un sémaphore initialisé a un s’appelle un verrou

SEMAPHORE MUTEX;

INTEGER X;
MUTEX:=1;
X:=2;
A:
P(MUTEX) ;
X:=X+1;
V(MUTEX) ;
B:
P (MUTEX)
X:=2%X;
V(MUTEX)

GENERALISATION

Compétition entre n processus F; pour m ressources R

7/ \\A‘e

92

20 et 27 février 1998



PROBLEME

Interblocage
e P a besoin de Ry pour continuer son calcul et produire Ry

e P a besoin de Ry pour produire R

ENCORE DES GRAPHES DE PROCESSUS

transaction T2

P x =lock x

var V x =releasex

Forbi
orbidden A: T2getsaand b before T1

B: Tlgetsaand b before T2

C: deadlock

T
F—
Pb Pa Vb Pc Va Vc transaction T1

Transactions
| & Shared Memory

EN DIMENSION SUPERIEURE

T1 !
| - =
! T3
Va T
Pa T g
Vb _ e
Pb >
f f
Pa Va T2
95
GENERALISATION — HDA
2 processes, 1 processor 2 processes, 3 processors 3 processes, 3 processors

‘ cubical complex
\# bicomplex

Référence: V. Pratt, R. van Glabbeek, J. Gunawardena, R. Cridlig, E.

Goubault
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DETECTION DE POINTS MORTS

On considere une base de donnée centralisée et un nombre fini de trans-
actions de la forme,

T = ¢
| Pa.T
| Va.T
toutes en parallele.
EXEMPLE

Exemple de sémantique géométrique: T | Ty avec T = Pa PV Vy et
Ty = PPV,

7
.
%

I —
b\ Pa Pb Vb Va

T1

EXEMPLE

Une région ” Unsafe” représente un endroit depuis lequel il est impossi-
ble de rejoindre 1’état final (1,1).

Le point le plus haut de cette région, de coordonnées (Pb, Pa) est un
point mort.

De méme il n’y a aucun chemin de 1’état initial (0,0) vers aucun état
de la région marquée ” Unreachable” .

HDA — FORMALISATION

e Modele basé sur 'aglomération de points, segments, carrés, . . . hyper

e les “collages” sont spécifiés par des opérateurs bords: d°, Popérateur
bord “début” et d' I'opérateur bord “fin” (généralisation de ceux
pour les automates standards).
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DIMENSION UN

On considere un segment,

0 $ 1
I'objet de dimension un I a comme bord début d’(1) = 0, et comme
bord fin d!'(1) =

DIMENSION 2

(0,0)—"> (0, 1)
b A b

/
(1,0)- "> (1,1)
L’objet de dimension 2 “interieur du carré” A a deux bords début a
Pordre pres que l'on se fixe sur {a,b}, d3(A) = a et d{(A) = b comme
de 1'état (0,0) on peut faire @ et b. De méme il a deux bords fin
db(A) = d car di(A) =¥, On remarque que l'on a

d’(d}(A)) = (0,0) = d’(d5(A))
d'(d}(A)) = (1.0) = d’(d5(4))

DIMENSION 3

Cela se généralise aisément au cube.

(0,0,0) (1,0,0)
\(0 1,0 ALO)

(0,0,1) (1,(‘) 1)
\(0 1,1 Am)

LE CUBE

Soient A, B et C les faces (respectivement)
((0,0,0),(1,0,0),(0,0,1),(1,0,1))
((0,0,0),(0,1,0),(0,0,1),(0,1, 1))
((0,0,0),(1,0,0),(0,1,0),(1,1,0))

Soient A’, B' et C' les faces paralleles & A, B et C' respectivement.

Onad)(D) = A,d)(D) = B,d}(D) = Cetdi(D)=A" dl(D) =B
d5(D) = €. Alors dj(A) = b, d)(A) = ¢, d}(B) = a, d}(A) = ¢,
d3(C) = a, dY(C) = b. On verifie que d?(dg(D)) = d?_l(dg(D)) pour

tous les 2 < 7.
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GENERALISATION

Généralisation de ces relations aux hypercubes.

On amalgame avec des relations sur les bords:
Mo My My ! B HDA M

><C(
X >

Xy ——=

a|b|c|d|c|d

a|aly |y |0]|¢

Xe —=

0
d

0
1

QD

g T

a

I
I
i
I
I
I
I
I
I
I
I
I
d ! .
Xg —= ! Boundary functions €
I
I
I
I
I
I
I
I
I
i
I

1 n 1 1
alalale|o

(S

Bly|e|8]T|C
0 P

Q

-

EXEMPLE PLUS GENERAL

On définit un petit langage “PV":

Procg = € | Pa.Procy | Va.Procy
Procg+ Procg | Y

106

SEMANTIQUE

Un environnement p : O — IN est une fonction dont la valeur pour un
objet a représente le nombre de fois que a peut toujours étre accédé

par les processus.
Un n-rectangle (état du programme) est une paire (C p) avec

e (' élement du langage,

® p contexte.

La collection des faces de chaque n-rectangle est separée en n faces

départ, dY(A) et

n faces fin, d} (A)

La relation d’ordre temporel est donnée par la relation “avoir une d*-

face égale a une

dY-face” .

107

SEMANTIQUE DE (Pa.Va | Pa.Va)

O—=m-—=2I

d (A)=d §B) =c
o (A)=d {D) =d

108
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AUTRE EXEMPLE

SEMANTIQUE GENERALE

Deux phases:

1): arbre syntaxique de chaque processus commence par une composi-
tion séquentielle de P et de V' avec un autre terme.

Ces processus sont: X; = Qa;.Y;, 1 <1 < k, ou Q; est P ou V,
a; € O et Yj est un processus. La sémantique de X | --- | X}, dans
'environnement p est [ X7 | -+ | Xz]p.

PREMIERE PHASE

Si pour tout @ € O, p(a) > 0,

[Xo |- | Xelp= (X0 [ [ Xpop)+ 1 [ X | oo | Xpdor + -+
[Xo |- | Xe—1 | Yalox

ol p;, 1 < i < k tel que pi(b) = p(b) pour tout b € O, b # ay, et

pila;) = pla;) — 151 Q; = P ou pi(a;) = pla;) + 151 Q; = V. Siiily

auna € O, pla) <0,

[Xo |- I Xelp =D [ Xo |- [ Xpdort - 4[X0 |- | Xy | Yalon

avec les mémes environnements p;, 1 <1 < k.

DEUXIEME PHASE

(Elimination des variables de processus)

[Xo - VY- Xglp =TXa |- | Proey Y| - | Xplp
(Elimination de plus)
Xol- Yt Zi| - P Xgde = TX0 |- YR |- | Xt
Xl 1 Zil - 1 X
Le plus de I'equation ici est une union en collant la face (X1 | --- | Y; |

<o Xp,p, i) avec laface (Xq | -+ | Z; | -+ Xy, p, 0).
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COMPLEXITE DE LA REPRESENTATION

PLUS FORMELLEMENT

(Fo=1{1. 0< i< k)
= 1<y

donc, Fak+1 O-rectangles et k 1-rectangles.
Soit (I*)" le n-rectangle k-subdivisé.

Soit tf’n le nombre de i-rectangles dans (7¥)", alors

N e

NPT n!
ou ¢ = A(n—i)!

114

AUTRE RESULTAT

Soit Slk’n la classe des sous-complexes connexes générés par des n-
rectangles de (]k)n tels que quelque soient deux n-rectangles ¢1 and 9,
onat) Nty =11 =ty outy Nty =0 oudim(ty Nty) = 1. (barrieres de
synchronisation).

Pour des résultats asymptotiques on considere plutot Slk’n construit a
partir de (1°9)"

AUTRE RESULTAT

Soit 1’ le ratio du nombre #7'; de j-rectangles de X' € S} par ¢,

AP !
Pour 0< j < i, O} < vy < 27 (20— 1)

Pourt:+1< 5 < n, rﬁj = C]nQn_j
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CADRE

Soit [ l'intervalle unité, et I" = I} x --- X I, le cube unité.

On appelle R = [a1,b1] X - - - X [ap, bp] un n-rectangle, et on considere
un ensemble F' = U] R" de n-rectangles R' = [a],b]] X - -+ X [a},, b}, ].

L’intérieur }% de I est la “zone interdite” de I"™; son complément est

X:[n\}%. On suppose 0 = (0,...,0) € F et 1 =(1,...,1) & F.

117

PREMIERES DEFINITIONS

e /. Un point x € 1™\ [ est appelé admissible, si 1 € JT(z); et
unsafe sinon.

e 5. Soit A(F) C I la region admissible contenant tous les points
admissibles de X, et U(I") C 1" la region dangereuse contenant tous
les points dangereuxr de X.

e 6. Un point x € X est un point mort ssi J*(z) = {z}.

PREMIERES DEFINITIONS

Définition 15 e 1. Un chemin continu o : I — I" est appelé un
chemin orienté si toutes ses compositions a; = prjoa : I = I, 1 <
i < n, sont croissantes : 1] < 9 < (1) < a4(t), 1 <1< n.

e 2 Unpointy € X = 1™\ [ est dans le futur J*(z) d'un point
x € X siil existe un chemin orienté o : [ — X avec a(0) = x et
a(l) =y. Le passé J~(x) est défini de facon similaire.

e 3. Un futur immédiat Jif (z) de @ € X est de la forme JT(z) N
(w1, 21 +e] X -+ - X [wp, 2p +¢]) ot € < min{aj — ;> 0,bf —x; >
0,0<i<r0<j<n}

118

PREMIER ALGORITHME

Pour trouver les deadlocks, on part de la région interdite puis on com-
plete par les n-rectangles dont toutes les faces sont collées a cette région.

-
-
[
|
-
.
|

Référence: pour cet algorithme et le suivant, .. Fajstrup, E. Goubault

et M. Raussen.

120 20 et 27 février 1998



COMPLEXITE

Proposition 3 Pour un terme pur avec n transactions (région
interdite F' = W[ R;), la complexité dans le cas le pire d’un tel

parcours est de Uordre de nVol(F)+ X1Vol(R;).

SEMANTIQUE DUALE

Nouvelle sémantique pour PV:

Soit T" = X1 | -+ | Xy un terme pur tel que tous ses sous-termes
sont purs. X;(j) est la jeme lettre de la chaine X;. On suppose que la
longueur des chaines X; (1 <7 < n) sont les entiers /;, on a

[Fror) x - X [k ra] € [Xo |-+ | Xalo
s'il y a une partition de {1,--+ ,n} en UUV avec card(U) = s(a)+1
pour un objet a avec, X;(k;) = Pa, X;(r;) = Vapouri € Uetk; =0,
rj=ljavecj €V.

122

DEUXIEME ALGORITHME

Soit R = [a1,b1] X -+ X [an,by] un n-rectangle. Son bord J(R) se
décompose en,

o le bord inférieur O—(R) == {x € R|Vy : x; <b;, j: x; = a;};

o le bord supérieur 0+(R) = {x € R|Vj : v; > a;, 351 x; = b;};
o le bord intermédiaire O+(R) = {x € R|3j, jo : x5, = a;,, vj, =
by} . .

Soit F'C I"™ la région interdite et soit X = I™\ F. On va supposer
dansola suitg la propriété:

Si R ﬂ R24# (), alors a;l = a;'Q = a;l =0et b;l = b;'Q = b;l =
1, 1<)7<n.

EXTENSION DU MODELE

On change un peu le modele (pour des raisons purement mathéma-
tiques) O+ (I1™) de I™ dans la région interdite. Soit I = [0,2]et I C I™.
Soit R = [0,2]~! x [1,2] x [0,2]"7%, 1 < i < n, et en changeant
les indices de n, R""1, ..., R"" sont les n-rectangles utilisés dans le

modele précédent F' avec si bg» = 1, on pose b§+n = 2. Alors UV} R' =

[\ I" et F=FUUR =R,
9 2
I

o
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PROPRIETES

Le bord OF C F se décompose en OF = 0_F U 04 F U 0L F avec
OF = (;OR)\ F, 0_F = (5 0_R)\ I, 0.F = (1;04R)\ [ et
O+ F = (y;0£RY\ F.

Quand on examine un chemin orienté partant de x € X, on peut
ne faire attention qu’aux points x € J_F, comme il n'y a aucune
obstruction locale en les autres points:

zp) € (X \ O_F), le futur JT(x)
X [@p, Ty + €] avec € > 0.

Lemma 1 Pour x = (zy,...,
contient un coéne complet [x1, 1 +¢] x ---

a

STRATIFICATION DU BORD

Pour les points x € O_F | la structure du futur immédiat Ji (x) peut
étre expliquée en terme de ce que l'on appelle une stratification du

bord:

Soit R' = [a!,b}] x - x [al,, b)), et pour tous les ensembles d'indices
J={i1,...,i} C{1,...,n+r} on définit
R = RYNO...AR%

c.a.d.

3

RJ = [aljvblj] XX [ar{vbr{]

avec aj] = max{aﬂi € J} et 3] = min{bﬂi € J}.

126

STRATES

Cet ensemble est un n—rectangle sauf s’il est vide (si aé‘; > bé avec

1<j<netkleld).

A J on associe ' '
O_R =0_R'n-- - NO_R%
et la strate du bord (in O_F)

o’F=R'no_F=0_R)\F.

127

F-ADEQUATION

Un ensemble d'indices § # J C {1,...,n+r} est f-adéquat (f pour
futur) si 07 F # 0, cad., R # 0 et a’ Q’}%
Lemma 2 Si [ % J sont tous les deux f-adéquats, alors o F %

@iF; c.a.d., pour tout 1 € J il y a au moins une coordonnée telle

que a}] = aé > aé‘; pour tout k € J. O
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STRATIFICATION INDUITE

En particulier on obtient la stratification de bord

o_F = y LR
J fradéquat

Chaque sous-ensemble f-adéquat ) # J C {1,...,n + r} vient avec

une partition p’ de ensemble {1,...,n}:
p’(i) = {jl1 < j <, af = al}.
Done, j € p’(i) ssi aé = a}] = max{aﬂk € J}.

129

PREUVE

1. Pourtoutj,OgjSnilyaununiqueiEJtelqueaéza

2. Un point X = (z1,..., ) est contenu dans d_ R’ ssi T = a

pour au moins un 1 < 3 < n.

J
5

L
J

RESULTAT

Lemma 3 e [. Quelquesoit Uensemble f-adéquat § # J C {1,.

n+rty, pl est en fait une partition de {1,...,n}, c.a.d.,

o /(i) # 0 VieJ;

o p/(i1) N p/(ia) = 0 pour iy # iy;

° Uie]pj(i) ={1,...,n}.
e 2. La stratification de O_I" peut étre décrite comme suit:
i

I _ 4

xed!FevViel 3jepli)oy=a] =d)

Donc,

x € 37 F ssi x; est minimal dans R’ pour au moins un j € p‘](i).

Y

DESCRIPTION DU FUTUR LOCAL

Proposition 4 Soit x € 97F. Alors Jjf (x) c 97 F:

: . I/ '
y=i....ym) €SI (x) = Vi€ JIj€p(i) aj=y;=aj
Preuve. Unpomty > xavecetz; > y; > ag» pour tout 5 € pj(i)

o .
est contenu dans RZC}%.

a
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PoiNTs MORTS

Les points morts sont les points x € d_ I avec J*(x) = Ji (x) = {x}.

Proposition 5 Un point x € O_F est un point mort ssi X #
1 et il existe un ensemble d'indices f-adéquat a n éléments J =
{it,....in}, et x=2a’ =[af,... af] = min(RLN---N R™). Dans
ce cas, DL (F) est constitué de Punique point {a”}.

PREUVE
On a,
L[ =n=Viped: |p/lip)]=1
2. || <n=3FipeJ: ij(ik)| > 1.

Dans le cas 1., le lemme 3.2 nous dit que 07 F est soit vide soit
I’ensemble contenant uniquement 1'élément x = a’. Dans ce dernier
cas, par la Proposition plus haut, le futur immeédiat JJ(X) colr =
{x}, c.a.d., x est un point mort.

134

PREUVE

Dans le cas 2., soit x € 7 I pour J = {iy,..
X € 0—R" pour i & J.

S ipt et k< n. Alors

Supposons que {1,2} C p/(s) et que 21 = af. Alors pour un & > 0,
le segment de x = [a{, x5, ..., 2p] & [a{, 9 +e,13,..., 0y > x nest
pas contenu dans l'intérieur d'un des R' de I

Il est en fait contenu dans le futur immédiat J3 (x) € 97(F), et donc
X ne peut pas étre un point mort.

ABSENCE DE POINTS MORTS

Corollaire 2 Une région interdite F = " RY C I a un complé-
ment X = "\ F' sans poinl mort ssi pour tout ensemble d’indices

J = {iy,..
R'=Rin.--nR" =0 ou R = {1} ou min R’ €[ .

S in} avee [J| =n
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DESCRIPTION DE LA REGION DANGEREUSE

Soit J = {i1,...,in} C{1,...,n+r} un ensemble d’indices a n élé-
ments avec 97 (F) = {a = (af,...,a]) = (a],..., alp) = HlinRJ, |3

c.a.d., a est un point mort. Pour tout 1 < 5 < n, on prend ajj qui est

(3N 1
le “deuxieme plus grand” des ajk, ca.d.

3

s U ls J U J
aj =aj with aff <af <aj pour ay #a].

x [ai, ad].

n>=-n

On associe & a le n-rectangle Un = [af, a{] x - --

137

PROPOSITION

Proposition 6 Le n — rectangle

Ua\ 0-(Ua) =laf,af] x - -Jaj a}]

n»

demi-ouvert est dangereux, c.a.d., tout chemin orienté dams I"
O

d’un point x € (Ua \ 0—(Ua)) va entrer dans ['.

138

PREUVE

O
Preuve. Tout chemin orienté commencant dans Uy rencontre Uy
O
N [ ou quitte Uy par 04+(Uy).
Dans le dernier cas, Il contient un élément b = [by,...,b;, ..., bp] avec

by > ajj pour tout j, et de plus, b; > af = a;® pour un is € J.

o.
En particulier, b ERZSC}%. O

ALGORITHME DE CALCUL DE LA REGION DANGEREUSE

e Trouver I'ensemble D des points morts de X et pour tous les points
morts a € D, le n-rectangle dangereux Uy.

o Soit f] = "' U uyep Ua.

e Trouver 'ensemble D des points morts de X1 = X \ F| C X, et
pour tous les points morts a € Dy, le n-rectangle dangereux Usy.

e Soit Fy = F1 Uuaep, Ua etc.
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EXEMPLE “COMPLETE”

complete(S,1)
Si S est inclus dans un X de pile[0] return
for i=n-2 to 0 by -1 do
pile[i+1]=intersection(pile[i]\1,S)
pile[0]=union(pile[0],S)

Trois itérations au lieu de 26 (pour le “premier” algorithme). for all X in pile[n-1] do
pile[n-1]=pile[n-1]\X
derive (X)
IMPLEMENTATION
“DERIVE”
e L'implémentation utilise une pile: pile[0],...,pile[n-1] (n
étant la dimension du probleme).
e Pour calculer l'effet d'un ajout d’un n-rectangle S’ le programme derive (X) )
for all 1 do

appelle la procédure complete(S,()). Elle appelle une fonction
auxiliaire derive.

yi=max({Xj (1) / j=1,...,n}\M{X@@})

. L . - Y=[y1,X(1)]1x...x[yn,X(n)]
e [union de la région interdite et de la région dangereuse se retrouve Si Y n’est pas inclus dans un des Xj

dans pile[0]. complete (Y, (X1,...,Xn))
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COMPLEXITE DE L’ALGORITHME

e Soit n le nombre de processus et r le nombre de n-rectangles.

e pile nécessite le calcul de S(r,n) = =l C} intersections, cha-
cune d’entre elles nécessitant n coordonnées.
e Pour trouver les points morts on doit comparer (n coordonnées de)

au plus €}, éléments non-vides de pile[n] avec les r éléments de
pile[0].

e Le pire cas peut donc étre estimé a S(r,n) < 2" pour tout n, et
S(r,n) < nC}, pour r > 2n

EXEMPLE

/* 3 philosophers ‘‘3phil’’ =/
A=Pa.Pb.Va.Vb
B=Pb.Pc.Vb.Vc
C=Pc.Pa.Vc.Va

146

RESULTAT

(P(b).V(a).V(b)IP(c).V(b).V(c)|P(a).V(c).V(a),
[c,0][b,0][a,0])

147

EXEMPLE

/* 5 philosophers ‘‘5phil’’ =/
A=Pa.Pb.Va.Vb
B=Pb.Pc.Vb.Vc
C=Pc.Pd.Vc.Vd
D=Pd.Pe.Vd.Ve
E=Pe.Pa.Ve.Va
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RESULTAT

(P(b).V(a).V(b) IP(c).V(b) .V(c) IP(d).V(c).V(d) I
P(e).V(d).V(e) IP(a).V(e).V(a),[e,0][d,0][c,0][b,0][a,0])

EXEMPLE

/* ‘‘example’’ x/
A=Pa.Pb.Vb.Pc.Va.Pd.Vd.Vc
B=Pb.Pd.Vb.Pa.Va.Pc.Vc.Vd

(P(b).

(P(b)

(P(b)

(V(b)

(P(c)

(P(c)

RESULTAT

V(b) .P(c).V(a) .P(d) .V(d) .V(c) IP(d) .V(b) .P(a).
V(a) .P(c).V(c).V(d),[d,1]1[c,1]1[b,0][a,0])+

.V(b).P(c).V(a).P(d).V(d).V(c) |V(b).P(a).V(a).

P(c).V(c).V(d),[d,0][c,1]1[b,0][a,0])+

.V(b).P(c).V(a).P(d).V(d).V(c)|P(a).V(a).P(c).

V(c).V(d),[d,0][c,11[b,1][a,0])+

.P(c).V(a).P(d).V(d) .V(c) IP(a) .V(a) .P(c) .V(c).

V(d),[d,0][c,11[b,0][a,0])+

V(@) .P(d).V(d) .V(c) IV(b) .P(a) .V(a) .P(c).V(c).

V(d),[d,0][c,11[b,0][a,0])+

V(a).P(d).V(d) .V(c) IP(a) .V(a) .P(c) .V(c).V(d),

[d,0][c,1]1[b,1][a,0])+

(V(a)
(V(a)
(P(D)
(P(D)
(V(a)

(P(d)
(P(d)

SUITE...

P(d).V(d) . V() IV(b) .P(a) .V(a) .P(c).V(c).V(d),

[d,0][c,0][b,0][a,0])+

.P(d).V(d).V(c) |IP(a).V(a).P(c).V(c).V(d),

[d,0][c,0][b,1][a,0])+

V() . V() IV(b) .P(a) .V(a) .P(c) .V(c).V(d),

[d,0][c,0][b,0][a,1])+

V(d) .V(c) IP(a) .V(a) .P(c) .V(c) .V(d), [d,0][c,0]

[b,1][a,1])+

P(d) V() . V() IP(c).V(c).V(d),[d,0][c,0][b,1][a,0])
V(d) . V(e) IV(a) .P(c).V(c).V(d),[d,0][c,0][b,1][a,0])
V(). V(c) IP(c).V(c).V(d),[d,0][c,0][b,11[a,1])
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EXEMPLE

/x ‘lipsky’’ =/

A=Px.Py.Pz.Vx.Pw.Vz.Vy.Vw
B=Pu.Pv.Px.Vu.Pz.Vv.Vx.Vz
C=Py.Pw.Vy.Pu.Vw.Pv.Vu.Vv

RESULTAT

154

EXEMPLE

/*x ‘‘stair2’’ */
A=Pa .Pb.Va.Pc.Vb.Pd.Vc.Pe.Vd.Pf.Ve.VE
B=Pf.Pe.Vf.Pd.Ve.Pc.Vd.Pb.Vc.Pa.Vb.Va

EXEMPLE

/* ‘‘stair3’’ *x/

A=Pa.Pb.Va.Pc.Vb.Pd.Vc.Pe.Vd.Pf.Ve.VE
B=Pf.Pe.Vf.Pd.Ve.Pc.Vd.Pb.Vc.Pa.Vb.Va
C=Pf.Pe.Vf.Pd.Ve.Pc.Vd.Pb.Vc.Pa.Vb.Va
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ET LES INVARIANTS?

Il faut examiner les propriétés du modele (produit synchronisé?).

On va lister les principales propriétés d'un de ces modeles

157

DEFINITION

Définition 16 Un HDA semi-régulier est une collection d’ensembles
My (n € IN) et de fonctions

Y
A
My, ——=M,_4

1
dy

pour toutn € N et 0 <2,7 < n—1, telles que df/’odé' = dé_lodf”
(i <,k 01=0,1) et Vn,mn #m, My 0 My, =0.

Les éléments « de My, (dimz = n) sont appelés des n-transitions (ou
états si n = 0).

158

MORPHISMES

Définition 17 Soient M et N deux HDA semi-réguliers, et f une
famalle fp : My — Ny de fonctions. [ est un morphisme de HDA

semi-réquliers ssi

and? :d? 0 fn+1
fnodi=dj o fo
pour tout n € IN.

Cela définit la catégprie Ty de HDA semi-réguliers.

TRONCATION

Foncteur troncation Ty, : Tg, — TU, defini par, Tp(M )y = My, ssi
m < net Tp(M)m=0sim>n.

Son effet est de restreindre I'exécution a n processeurs.
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CHEMINS

Définition 18 Un chemin dans un HDA semi-régulier M est p =
(pg, .- ,pn) tel que py et py sont des états et

!d}(pk—ﬁ (2)
Vk,0< k <n,3y,pr =1 ou,
pi = d(p41) (i)

EXEMPLE

162

PROPRIETES CATEGORIQUES

Proposition 7 T, est un topos élémentaire. Il est complet co-
complet.

PREUVE. Soit O la catégorie libre dont les objets sont [n], ot n € IN,
et dont les morphismes sont engendrés par

5
] —=n —1]
3

pour tout n € IN* et 0 < 4,5 < n — 1, tels que

PREUVE

358 = oot <)
Maintenant, la catégorie OSet des foncteurs de O vers Set (les mor-
phismes sont les transformations naturelles) est isomorphe & Tgp. C’est
donc un topos élémentaire. Elle est complete et co-complete parce-que
Set est complete et co-complete. O
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DESCRIPTION COMBINATOIRE

Soit D) le HDA semi-régulier Homp([n], .).

Définition 19 Un n-cube singulier d’un HDA M est un mor-
phisme o : D[n] — M.

UN LEMME PREPARATOIRE

Lemma 4 L’ensemble des n-cubes singuliers d’un HDA semi-réqulier
M est en correspondance bi-univoque avec My. L’unique n-cube
singulier correspondant a un n-cube x € My, est appelé oy - D[n] —
M. C’est 'unique n-cube singulier o tel que O'([d[n]) =7z.
PREUVE. Par le lemme de Yoneda. Tg, isomorphe a la categorie de
foncteurs de O dans Set. Donc D ] sont les foncteurs représentables

et Nat(Dp,y, M) = M([n]), ot M est un foncteur de O vers Set. Cela
se traduit en TST(D[ M)y=M,. O

n]’

166

UNE PROPOSITION PREPARATOIRE

Proposition 8 Soit M un HDA semi-régulier. Le diagramme
suivant est co-cartesien (pour n € IN),
Hre M, 4 Oz

>
IE]\H4n+1 D[n—H] TH(M)

§$ Qi
HeeM, 4 O
n D

velh 1] >Tn41(M)

ou D[n—H] = Tn(D[n—i-l]) et op = UI|D[n+1]'

167

PREUVE

PREUVE. Il suffit de prover que le diagramme suivant (dans la cate-
gorie des ensembles) est co-cartesien pour tout p < n + 1,

. HIEALHJ(dI)p
Ieﬁ%Hd([ﬁn+1pp (Tn(M))p
- -

i UxeA4n+1(UI)p l
Ieﬁ%Hd([ﬁn+1pp (Tn1(M))p

comme les co-limites (donc les pushouts) sont calculées point par point
dans une catégorie de foncteurs dans Set.
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PREUVE

Pour tout p < mn + 1, les inclusions sont en fait des bijections, et le
diagramme est alors co-cartesien de maniere évidente.

P = 1,1 lément d D d
our p = n + 1, le complément de el 1 ( [n—l—l])p ans xe]\u@ﬂ

(D[n+1])p est I'ensemble des copies de cubes ]d[n+1], une pour chaque

cube de M, 4. Cela signifie que la fonction 1 (0)p induit une

) r€Mp4q

bijection du complément de il (D[n—irl])p dans le complément

rE€Mp41
de (Tn(M))p. Cela implique que le diagramme est co-cartesien pour

p=n-+1 également. O

CONSTRUCTIONS CATEGORIQUES

Le produit cartesien de deux HDA semi-réguliers F, GG est le HDA semi-
régulier F' x (G avec

di[F x G = di[F] x di[G]

C’est le produit completement synchronisé des deux automates.

SIGNIFICATION

Aller du squelette de dimension n au squelette de dimension n+ 1 c’est:
e rajouter des relations d’indépendance,
e ou de facon duale, supprimer des exclusions mutuelles.

Cf. les systemes de transition asynchrones etc.

COPRODUIT

Le coproduit de deux HDA F, G est

| ds[F)(x) six € Iy
| dLG)(z) six € Gy

C’est l'opérateur choix non-déterministe.

di.[Fud|(z)
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FoNcTEUR HoMm

[adjoint a droite = du produit cartésien est,
G = H([n]) = Nat(D[n] x G, H)
et pour f € G = H([n]),
G = H(6p)(f) Dy x G——>H1
(u,v)———= f(u o b}, v)
(Nat est 'ensemble des transformations naturelles). Donc,
(G=H),={[: Dy x G = H/f morphisme}
di.|G' = HI(f) Dy x G——>H1
(u,v)——= f(u o b}, v)

(b.a)
b b
X B a X B /
(ad) S (aa)

EXEMPLE

Produit cartésien et produit fibré.

EXEMPLE
a a a
—_— —_— —_— a
+ - + =
_— _— _— b
b b b

Coproduit et somme amalgamée

174

EXEMPLE

=> = (a>b)

Espace de fonction “synchrone”
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AUTRES PROPRIETES FLECHE LINEAIRE

Le produit tensoriel a un adjoint a droite car il commute avec les col-

] . imites qui est encore donné par le lemme de Yoneda. C’est
SCHEMA DE PREUVE. On construit ' @ G pour représenter la com- .
position parallele sans interférence, (G —o H)p =1/ D[n] © G —= H/[ est un morphisme;

(F @ G)p = Uy pen Fi x G et pour f € (G —o H)p,dj[G —o H|(f) D@ G—-—=>H
(u,v)——> f(uodf,v)
Dans ¢ —o H on a les fonctions qui créent d’autres processus (comme

Proposition 9 T, est une catégorie monoidale fermée.

et pour z € Fj,y € Gy,
dIF © Gz, y) = (d5[F)(x), ) sik <i—1
G[F © G, ) = (o, d§_i[G)(y) sik > i —1

pvm spawn).

177

EXEMPLE

EXEMPLE

Dans

)
B 9 B 6 ,
GT ®bT —0@b X@M GT ﬂa/r o
)| L s o o v

7 oa®b a®y Il y a par exemple une 1-transition “spawn l'action b”
Ar.x @b
a @y a @b Ax.x@’yL)\x.x@(s

oy
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PROPRIETES FINES

Sur les traces en général et non plus uniquement sur les états.

Quelle complexité?

DEUX PROPRIETES CLASSIQUES

e Le probleme d'inclusion des ensembles de traces,

e Le probleme de simulation (et son inverse la relation d’implémentation ):
Est-ce qu’un automate simule ou est simulé par un autre auto-
mate?

Référence: D. Harel, O. Kupferman et M. Y. Vardi (On the Complexity
of Verifying Concurrent Transition Systems).
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RESULTATS

Dans ce qui suit F' veut dire que 1'on considere des systemes de
transition équitables, C' veut dire que I'on considere des systemes
paralleles (résultats pour CCS ou CSP), J représente I'union des
complexités,

les fleches pleines représentent un bond d’une exponentielle dans
les classes de complexité,

les fleches hachurées représentent le passage d'une classe de com-
plexité en espace a la méme classe de complexité en temps,

les lignes en pointillé représentent le passage d’'une classe de com-
plexité en temps vers la classe de complexité en espace qu’elle

contient.
RESULTATS
Inclusion de traces Simulations (existence de morphisme)
EXPSPACE EXPSPACE EXPTIME EXPSPACE
N JFC N JFC
PSPACE PSPACE EXPTIME T EXPTIME
EC N FC
Fy PTIME ) T JFl
J PSPACE U~ |-y PSPACE .
PSPACE NPT PTIME N
Q=== F- 0 F-

NLOGSPACE NLOGSPACE PTIME PTIME
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TRANSACTIONS PARALLELES (SUITE)

Transactions paralleles dans une base de donnée, on protege chaque
acces par des LOCK.

Probleme:

P: LOCK A,B Q: LOCK B
A:=B+1; B:=B+2;
UNLOCK A,B UNLOCK B
LOCK B LOCK A,B
B:=3; A:=2%B;
UNLOCK B UNLOCK A,B

TRACES

En partant des valeurs initiales A=0, B=0,

P: A=1 P: A=1 P: A=1 Q: B=2 Q: B=2 Q: B=2
P: B=3 Q: B=2 Q: B=2 P: A=3 P: A=3 Q: A=6
Q: B=b- P: B=3- Q: A=4- Q: A=4- P: B=3- P:. A=3-
Q: A=10- Q: A=6- P: B=3- P: B=3- (Q: A=6- P: B=3-

186

PROBLEME

Seules la premiere (avec résultat A=10, B=5) et la derniere trace (avec
résultat A=3, B=3) sont correctes. Les autres traces sont des inter-
férences non souhaitées:

On veut que toutes les traces d’eécution donnent le méme résultat
qu’une trace séquentielle, 1.e. que P puis Q ou Q puis P dans leurs
totalité. C’est la propriété de séquentialisation.

Une solution - 2-phase locking

Pour tout processus P voulant accéder a la base de donnée, on fait tous

les LOCK, le corps du processus, puis tous les UNLOCK

187

EXEMPLE
P: Q:
LOCK A; LOCK A;
LOCK B; LOCK B;
A:.=B+1; B:=2;
B:=3; A:=2%B;
UNLOCK B; UNLOCK B;

UNLOCK A; UNLOCK A;
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HoMmoTOPIE

e Un chemin est une fonction continue o : [ = [0, 1] = R",

e Deux chemins «, # sont homotopes ssi 1l existe une fonction con-
tinue I : [ x [ — R" telle que F(,0) = a(z) et F(z,1) = B(x)
et F'(0,t) = F(0,0) = F(1,0) et F'(1,t) = F(1,0) = F(1,1).

Farr

Théoréme 4 Deux chemins croissants (lraces) homotopes acce-
dent auzx objets dans le méme ordre.

Corollaire 3 Deux traces homotopes décrivent les mémes modifi-
cations sur les objets partagés.

EXEMPLE

VA

VB

g -

PA |

VB |

wl /L] ]
— T ] L
PA PB VB VA PB VB

2-PHASE LOCKING

Théoréme 5 Le 2-phase locking est séquentialisable (donc cor-

rect).

192
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PREUVE DE J. GUNAWARDENA

SCHEMA DE PREUVE. La condition de 2-phase locking implique qu'il
existe pour chaque transaction 7}, 1 < ¢ < n un nombre ¢; € I tel que
¢; soit un temps local entre tous les LOCK et tous les UNLOCK.

Alors on peut voir que (¢, -+ ,cp) est dans le centre de la région
interdite.

En effet, soit @ un objet partagé par les transactions T, j € S C

{1,--+,n}, le n-rectangle de coin inf @ et de coin sup b avec,
PREUVE
0 sik &S 1 sik &S
%=1 LOCKa sinon et by =

UNLOCKa sinon

est contenu dans chaque n-rectangle interdit pour l'objet a. ¢ =
(¢1,+-+ ,cp) est inclus dans chacun de ces n-rectangles de fagon évi-
dente. De plus pour tout point p de la région interdite I le segment
[c, p] est inclus dans F'. F est “étoilée”.

Parce que I est étoilée, la projection radiale de centre ¢ sur les bords
de I™ est une homotopie qui envoie toutes les traces qui ne vont pas
dans des points morts sur un chemin séquentiel.

Un argument supplémentaire permet de transformer ces chemins (non
forcément croissants) en des vraies traces séquentielles.
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HOMOTOPIE ET SEQUENTIALISATION

PROPERTIES
b b b ac~ca a, c confluent (asynchronous)
C
,,,,,,,,,,,,,,,,,, ad ~da a, d confluent (independent)

a<cor c<b

b<dor d<b

a<b and c<d

ORDONNANCEURS

On peut s’intéresser ensuite aux “ordonnanceurs” généraux et a leurs
calculs approximés.

Applications a la séquentialisation, aux protocoles de systemes dis-
tribués tolérants aux pannes, a I'exclusion mutuelle etc.

Référence: E. Goubault (Schedulers as abstract interpretations of HDA)

196 20 et 27 février 1998



CLASSES D’HOMOTOPIE

Calcul approximé avec de I'homologie.

197

EN DIMENSION SUPERIEURE

n | X = threefaces above and behind
L= P (aor b)y<(aorborc)

a / Y =threefacesbelow and in front
/ (borc)<(aor borc)

Si le 3-cube est plein alors X peut étre déforméen Y
“X et Y sont 2-processeurs équivalent”
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