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1 Courbes paramétrées

-
i, 7).
Définition 1.0.1 Soient f et g deux fonctions définies et continues respec-
tiwement sur les intervalles Dy et Dy de R. Soit t une variable réelle.

Pour t appartenant a Dy N Dy, l'ensemble des points M de coordonnées
z=f(t)
y=g(t)

On se placera toujours dans un repere orthonormal (O, i ,

(f(t),g(t)) définit une courbe dont I’équation paramétrique est {

La variable t est le parametre.
L’ensemble Dy N'D, est 'ensemble de définition.

Exercice 1.0.1 Quel est ’ensemble de définition de la courbe définie par
r=+t+1
y=+1—t"

Pour tracer la courbe, on cherche ’ensemble des valeurs du parametre par
lesquels on obtient toute la courbe :

— Si les fonctions f et g sont paires ou impaires, on peut restreindre
I’ensemble de définition pour tracer la courbe, et utiliser ensuite une
symétrie pour finir le tracé

— ¢i les fonction f et g sont périodiques, on peut restreindre ’ensemble de
définition pour tracer la courbe, et utiliser ensuite une symétrie pour
finir le tracé

Cet ensemble s’appelle [’ensemble d’étude.

Exercice 1.0.2 Quel est I'ensemble d’étude de la courbe définie par
Exercice 1.0.3 Quel est I’'ensemble d’étude de la courbe définie par
Exercice 1.0.4 Quel est ’ensemble d’étude de la courbe définie par
Exercice 1.0.5 Quel est ’ensemble d’étude de la courbe définie par

Exercice 1.0.6 Quel est I’'ensemble d’étude de la courbe définie par
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1.1 Equation cartésienne, équation paramétrique, équation
polaire

Définition 1.1.1 Etant donnée une fonction f : R? — R, on appelle courbe
d’équation cartésienne f(x,y) = 0 l'ensemble des points M(z,y) dont les
coordonnées vérifient cette équation

Exemple 1.1.1 Le cercle de centre C(a,b) et de rayon R admet (x — a)® +
(y — b)*> = R? comme équation cartésienne.

Remarque 1.1.1 Une équation cartésienne n’est pas forcément de la forme

y = f(r).

Une courbe dont on a la représentation parametrée ne peut pas forcément
s’écrire sous la forme d’une équation cartésienne y = f(z) car a deux valeurs
différentes du parametre peuvent correspondre plusieurs points de méme abs-
cisse.

Néanmoins, en éliminant le parametre ¢ entre x et y, on peut obtenir une
équation de la forme f(x,y) = 0.

Définition 1.1.2 On peut également repérer un point M dans le plan en
utilisant sa distance a Uorigine O p(0) et l'angle 6 formé par les droites OM
et Oz. Ses coordonnées polaires sont alors (0, p(0)).

On peut facilement ramener une équation polaire a une équation parametrée
x = p(0)cosb, y = p(h)sinb.

Certaines courbes ont une équation simple en coordonnées polaires : par
exemple, la courbe définie par p() = 3 cos 20 :




1.1.1 La droite

Soit un vecteur @ et un point A. L’ensemble des points M de 'espace
tels que W =tu, avec t € R, est la droite de vecteur directeur w passant
par A. A chaque valeur du parametre ¢ correspond un point unique de la
droite. Réciproquement, a chaque point M de la droite correspond une va-
leur unique du parametre ¢.

Si le vecteur U a pour coordonnées (ar, B) et le point A a pour coordonnées
z(t) =at+ x4

y(t) = Bt +ya

Le vecteur u n’est pas unique, ni le point A donc I'équation paramétrique
d’une droite n’est pas unique.

(xa,ya) alors la droite est défini par {

Proposition 1.1.1 Soit la droite (D) d’équation ax + by + ¢ = 0.

1. Sia #0, on peut prendre o(t) =bt =3 comme parametrisation.
y(t) = —at
. x(t) = bt
2. 5ia =0 etb# 0, on peut prendre { y(t) = —at — ¢ comme pa-

rametrisation.

Exercice 1.1.1 Donner une équation paramétrique et une équation cartésienne

de la droite D passant par A(1, —2) et dirigée par le vecteur w (1,2).

Exercice 1.1.2 Donner une équation paramétrique et une équation cartésienne

de la droite D passant par A(—3,4) et dirigée par le vecteur w (0, 1).

Exercice 1.1.3 Donner une équation paramétrique et une équation cartésienne

de la droite D passant par A(0,1) et dirigée par le vecteur o (—1,1).

Exercice 1.1.4 Donner une équation paramétrique et une équation cartésienne

de la droite D passant par A(2, —1) et ayant comme vecteur normal 7’ (3, 2).

x(t) =143t

Exercice 1.1.5 Soit D la droite d’équation paramétrique { y(t) = —1+1 °

Donner une équation cartésienne de cette droite.

Exercice 1.1.6 Soit D la droite d’équation cartésienne 2z 4+ 3y + 1 = 0.
Donner une équation paramétrique de cette droite.



1.1.2 Le cercle

Un cercle est une figure géométrique plane, constituée des points situés
a égale distance d'un point nommé centre. La valeur de cette distance est le
rayon du cercle. La surface délimitée par un cercle est un disque.

Proposition 1.1.2 Soient a,b et R réels. Tout systeme d’équation parameétrique
de la forme

{x:a—i-Rcost e o, 2]

y=0b+ Rsint

représente un cercle de centre (a,b) et de rayon R.
Une équation cartésienne du cercle de centre (a,b) et de rayon R est (v —

a)?+ (y — b)* = R~

Exercice 1.1.7 Donner une équation parametrique et une équation cartésienne
du cercle de rayon 2 et de centre (1,2).

Définition 1.1.3 On appelle corde un segment de droite dont les extrémités
se trouvent sur le cercle.

Un arc est une portion de cercle délimitée par deux points.

On appelle rayon un segment de droite joignant le centre du cercle a un point
du cercle. La longueur d’un rayon est évidemment le rayon r du cercle.

Un diametre est une corde passant par le centre; c’est un segment de droite
qui délimate le disque en deux parts de surfaces égales. Le diamétre est com-
posé de deux rayons colinéaires; sa longueur est 2r.




1.1.3 L’ellipse

L’ellipse est une courbe plane qui fait partie de la famille des coniques. Elle
est obtenue par l'intersection d’un plan avec un cone de révolution lorsque
ce plan traverse de part en part le cone. Le cercle est alors un cas particulier
de P'ellipse(plan de coupe perpendiculaire).

Les ellipses sont des coniques particulieres. Les coniques forment une fa-
mille de courbes planes résultant de l'intersection d’un plan avec un cone de

révolution :

parabole -
point

droites sécantes

hyperbole

ellipse cercle

coniques propres coniques dégénérées

On peut définir les ellipse de plusieurs manieres. Par exemple :

Définition 1.1.4 Soient F et F' deuz points distincts du plan. On appelle
ellipse de foyers F' et F', l'ensemble des points M du plan vérifiant la pro-

priété suivante :

d(M,F)+d(M,F) =2a = 2V + 0% avec a € R*™ b e RT™



oty 2a est la longueur du grand aze, 2¢ = d(F, F'), et 2b est la longueur du
petit axe (perpendiculaire au grand aze).

Blue line length: (6.174) Blue line length—— (1.864)
Red line length: (3.826) Red line length————— (8.136)
Total length: (10.00) Total length: (10.00)

Proposition 1.1.3 Soient a et b réels. Tout systeme d’équation parameétrique
de la forme

T =acost
y = bsint

représente une ellipse de centre O, d’axes (O, 7) et (0,7) et de longueur
de demi-axes respectives a et b.
Une équation cartésienne (%)2 + (%)2 =1.

1.1.4 La cycloide

z(t) = R(t—sint)

y(t) = R(1— cost) est ap-

Définition 1.1.5 La courbe définie par {
pelée cycloide.

Imaginons qu’un cercle de rayon R roule sans glisser le long d’une droite d.
La cycloide est la courbe décrite par un point A de ce cercle au cours de ce
roulement (par exemple la courbe décrite par la valve de la chambre a air de
la roue d’une bicyclette).

D

Cette courbe est tres importante dans 1’étude des trajectoires :




Question
§ Je veux descendre une pente le pius vite possible
§ Quelle est la piste la plus rapide ?
§ La régularité de la droite ou
une courbe qui impose une vitesse plus rapide au départ?

B

La pente en ligne droite | Le quart de cercle | Autre 2

et aussi étonnant que cela puisse paraitre :

Réponse
§ C'estla CYCLOIDE
§ C'estla courbe de descente la plus rapide pour aller de A 2B, oudea
aC. etc.

Avec en prime, le fait que
§ Quel que soit le point de départ (1, 2, 3 ...). on artive en bas en méme
temps

On peut également considérer le déplacement d’un point a l'intérieur du
cercle mais les équations sont plus complexes.



1.1.5 L’astroide

Définition 1.1.6 Soit a un réel positif. La courbe d’équation parametrique

t — 3 t , .
{ 58 B Z(sj?r??’t est appelée astroide.

a

Cette courbe est engendrée par un point M d’un cercle de rayon r roulant
sans glisser a l'intérieur d'un cercle de rayon 3r :

Elle admet pour équation cartésienne |z|%/3+|y|?/3 = a*? ou (22 +y*—a?)> +
27a%2%y? = 0.



1.1.6 Courbes de Lissajous

Définition 1.1.7 Soient a,b et m,n des réels positifs. Les courbes d’équation
x(t) = asin(mt)

y(t) = bcos(nt) sont appelées courbe de Lissajous.

parameétrique {

Ces courbes sont notamment obtenues sur un oscilloscope utilisé en mode
XY, on applique sur entrée X la tension X (t) = Acos(w,t) et sur 'entrée
Y la tension Y (t) = B cos(w,t — j). La courbe résultante est une courbe de
Lissajous.

L’allure de ces courbes change suivant les valeurs de m et n. Elles sont tou-
jours inscrites dans un rectangle car —a <z < aet —b <y <b.

Si le quotient ™ est rationnel, la coube se ferme car les périodes %” et 27“ ont
un multiple commun (la courbe est alors périodique).

Figures de Lissajous “es de Lissajous

BB = L]

£ @ Y - P}u‘

X = A.cos{wl.t) X = h.cos(wl.t)

¥ = A.cos{w?.t - g) ¥ = A.cos{e2.t - g}

res de Lissajous

EIEIC]

X = A.cos{wl.t) X = A.cos(wl.t)

¥ = Ricos{w2.t - 4} ¥ = A.cos{w2.t - 4

10



res de Lissajous

[ , i ires de Lissajous
el L] EEIC] g

=z i Fhi

X = A.cos(wl.t)

¥ = A.cos(w2.t — ¢)

1.2 Tangente et Points stationnaires

Définition 1.2.1 Soit My(tg) € C. On dit que C admet une tangente en
My si et seulement si la droite (MoM) avec M = M (t) a une limite quand
M — M, c’est-a-dire quand t — tq.

Cette droite est alors la tangente a C en M.

On parlera de demi-tangente s’il existe une limite a droite et une limite a
gauche.

Cela revient a dire que si les fonctions f et g sont dérivables en tq telles que
(f'(to), g (to)) # (0,0) alors le vecteur (f (to), g (to)) est le vecteur directeur
de la tangente en My(ty) a la courbe C.Dans ce cas, le point M(ty) est un
point ordinaire. Une représentation de la tangente est alors donnée par

{ = f(to) + [ (to) (t = to)
y = g(to) + g (to)(t — to)

11



Définition 1.2.2 Soit C la courbe définie par { v =f(t) . Soit ty tel que

y = g(t)

f'(to) = g (to) = 0. Le point M(ty) est dit stationnaire ou singulier.

Exercice 1.2.1 Etudier les points stationnaires de la courbe paramétrée par
{ x(t) = sint

cos?
y(t) = 2—costt

Exercice 1.2.2 Etudier les points stationnaires de la courbe paramétrée par
x(t) = (1 4+ cost)sin2t
y(t) = cos 2t

Exercice 1.2.3 Etudier les points stationnaires de la courbe de Lissajous
x(t) = cos(6t)

sulvante : { y(t) _ sin(3t)

Exercice 1.2.4 On considere une courbe de Lissajous donnée par { Zj(t) :

Quelles sont ces tangentes aux points t =0, ¢t = F et t = 57

Si ty est un point singulier, le vecteur (f (t), g (o)) est nul. Il faut donc
trouver un autre vecteur pour définir la tangente :

Définition 1.2.3 Soit p tel que (z'(to),y ( )) = (2" (to),y (to)) = --- =
(2@ D(to), y®V(to)) = (0,0), et (P (to),y® (to)) # (0,0). La tangente i C
en M(to) est la droite qui passe par M (ty) et qui a comme vecteur directeur
(2P (to), y (t0)).

Exercice 1.2.5 On considere une cycloide de rayon 1. Quelles sont les tan-
gentes a la courbe aux points t =7, ¢t =F et t =07

Exercice 1.2.6 On considere une astroide. Quelles sont les tangentes a la
courbe aux points t =m, t =S et t =07

Position de la courbe par rapport a la tangente, nature des points
stationnaires
On peut étudier la position de la courbe C par rapport a la tangente : on
définit

p = min{p € N*/(z?(t),y® (to)) # (0,0)}

12
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et
g =min{q € N’;p/(I(Q) (to), ¥V (to)) et (2P (to),y?)(to)) ne sont pas colinéaires}

On a plusieurs cas possibles :

1. Si p est pair et g impair, la courbe C traverse la tangente en M (o).
C’est un point de rebroussement de premiére espéce.

2. Si p est pair et ¢ pair, la courbe C ne traverse pas la tangente en M ().
C’est un point de rebroussement de deuxrieme espéce.

3. Si p est impair et ¢ impair, la courbe C traverse la tangente en M (¢o).
C’est un point d’inflexion.

4. Si p est impair et ¢ pair, la courbe C touche la tangente en M (ty). C’est
un méplat ou un point ordinaire.

p pair et ¢ impair p pair et g pair
point de rebroussement de lere espece | point de rebroussement de 2eme espece

A
i J\-I
] - h ‘R\/l/

p impair et ¢ impair p impair et ¢ pair
point d’inflexion point ordinaire

[
|, m d

ol
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Exercice 1.2.7 Quels sont les points singuliers de la courbe définie par

r=—t 4+t
y="= '
Vous préciserez leur nature et ’équation de la tangente en ces points.

Exercice 1.2.8 Quels sont les points singuliers de la courbe définie par

x =t o
y=t"+1t°

Vous préciserez leur nature et ’équation de la tangente en ces points.

Exercice 1.2.9 Quels sont les points singuliers de la courbe définie par

x =1t o
y:t3+t5

Vous préciserez leur nature et I’équation de la tangente en ces points.

1.3 Points multiples

Il existe d’autres points remarquables dans une courbe :

Définition 1.3.1 Sl existe t; # to tels que M(t,) = M(ty), on dit que
M (t;) est un point multiple

Exercice 1.3.1 Quels sont les points multiples de la courbe définie par
{ x(t) = cos(3t)

0
y(1) = sin(2t) pour t € [0, 27] 7

Exercice 1. Quels sont les points multiples de la courbe définie par
2
2

{ x(t) =
y(t) =t
Exercice 1.3.3 Quels sont les points multiples de la courbe définie par

{025ttt loan

3.2
2
L
+ 2

1.4 Branches infinies

Définition 1.4.1 La courbe C présente une branche infinie si au moins une
de ses coordonnées tend vers l'infini quand t tend vers to € RU {do00}.

On a plusieurs cas possibles :

14



1. limz(t) =1l € Ret tlintly(t) =+00:
—10

t—to
C admet la droite d’équation x = [ comme asymptote verticale.

2. limz(t) = oo et tlir?y(t) =leR:
—1l0

t—to
C admet la droite d’équation y = | comme asymptote horizontale.

3. limz(t) = £oo et tlir?y(t) =+00:
—10

t—to
T t
on étudie lim 23 .
t—to x(t)

(a) Si tll% % = +o00 alors C admet une branche parabolique dans la
direction Oy.

(b) Si thig % = 0 alors C admet une branche parabolique dans la
direction Ozx.

(c) Si tlir?% = a # 0, on étudie la fonction y — ax :
—1lo

i. Si 1thr?y(zf) —az(t) = b € R alors C admet la droite d’équation
—10

y = ax + b comme asymptote et la position de C par rapport
a cette droite dépend du signe de y — ax — b (on peut utiliser
un développement limité pour le trouver).

ii. Si tlir?y(t) —ax(t) = £oo alors C admet une branche parabo-
—10
lique dans la direction de la droite d’équation y = ax.

iii. Si y(t) — ax(t) n’admet pas de limite en f;, on ne sait pas
conclure.

(d) Si % n’admet pas de limite en ¢y, on ne peut pas conclure sur la
nature de I’arc infini.

Exercice 1.4.1 Etudier les branches infinies de la courbe paramétrée par
{ z(t)=t+1
y(t) =t + 53

Exercice 1.4.2 Etudier les branches infinies de la courbe paramétrée par

x(t) = tgl;jl
y(t) = 25

15



1.5 Tableau de variation

Lorsque 'on a déterminé la nature des points singuliers et des branches
infinies, il reste a étudier les variations des fonctions f(t) et g(¢). Cela permet
de placer les points remarquables (les point singuliers et les points ou la
tangente est parallele a I'un des axes de coordonnées.). Il faut donc un double
tableau de variation, prenant en compte les variations de z(t) et de y(t) :

x(t) =t —sint
y(t) =1—cost -
Son domaine d’étude est [0,2r] (on compléte ensuite par translation). On a
x'(t) =1 —cost et y (t) = sint. Dot le tableau de variation suivant :

Exemple 1.5.1 L’équation paramétrique d’une cycloide de rayon 1 est {

t 0 s 2T
@) [0 + 2 + 0
Yyt |0 + 0 — 0
z(t) |0 7 J 2w
y(t) [0 7 2 N\, 0

On complete la courbe par symétrie, il faut faire attention a l'effet des
symétries sur les croissances des fonctions x(t) et y(t) : par une symétrie
d’axe Oz, la croissance de x(t) est inversée, et par une symétrie d’axe Oy
c’est la croissance de y(t) qui est inversée.

Exercice 1.5.1 Quel est le tableau de variation d’une astroide ?

Exercice 1.5.2 On considere une courbe de Lissajous donnée par o(t) = C.OS<3t) )
y(t) = sin(2t)

Quel est son tableau de variation ?

Chaque courbe est orientée suivant le sens croissant de ¢. Deux courbes iden-
tiques peuvent avoir deux équations paramétriques différentes, et deux ta-
bleaux de variations différents. Il faut pouvoir retrouver I'orientation d’une
courbe.

Exercice 1.5.3 Nous avons une courbe paramétrée P, donnée par (z,y) =
(f(t),g(t)), pour t € [1,9]. Voici les tableaux de variation des deux fonctions.
Parmi les courbes suivantes, laquelle correspond a P ?

16



| e _ i | T
y=g(t) \\ /"”

w BN & D ; )
Exercice 1.5.4 Nous avons une courbe paramétrée P, donnée par (z,y) =

(f(t),g(t)), pour t € [3,9]. Voici les tableaux de variation des deux fonctions.
Parmi les courbes suivantes, laquelle correspond a P ?

t |3 6 7 g 9
I \t o
g0 /’ \'L

R

Exercice 1.5.5 Nous avons une courbe paramétrée P, donnée par (x,y) =
(f(t),g(t)), pourt € [1,10]. Voici les tableaux de variation des deux fonctions.
Parmi les courbes suivantes, laquelle correspond a P 7

ﬁt‘m T _ ,/"’ T~
\r=gio) /”’ \\‘\‘

17



Exercice 1.5.6 Nous avons une courbe paramétrée P, donnée par (z,y) =
(f(t),g(t)), pourt € [1,10]. Voici les tableaux de variation des deux fonctions.

L = i 10

x=flt) \\‘ ”/
=g / \\\ /

Dans ce dessin de la courbe, le point rouge correspond a une valeur t = t.
A quel intervalle appartient ¢, : [5,6], [6,7], [7,9] ou [9,10] ?

18



2 Solutions

Solution 1.0.1 Si on pose f(t) = Vt+1 et g(t) = V1—t, on a Dy =
[—1,4+o00] et Dy =] — 00, 1] d’out Dy N D, = [—1,1].

Solution 1.0.2 La fonction f est périodique de période 7 et la fonction g est
périodique de période %“ alors la période de la courbe est de 2w. De plus,
x(t+m) = z(t) et y(t + 7) = —y(t) donc la portion de la courbe [r,27]
s’obtient a partir de cella paramétrée par [0, 7| par une symétrie par rapport

a l'axe Oz. L’ensemble détude est [0, 7|.

1.5

Solution 1.0.5 La fonction f est périodique de période 7 et la fonction g

est périodique de période 7 alors la période de la courbe est de m. De plus
z(t+ %) = —x(t) et y(t + 5) = —y(t) et Uensemble détude est [0, Z[.

05 1
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Solution 1.0.4 Ona x(t) = z(7) et y(t) = —y(%
a l'ensemble [—1,1]\{0}. De plus x(—t) = —a(
peut se restrelndre a I'ensemble |0, 1].

) donc on peut se restreindre
t) et y(—t) = —y(t) donc on

Solution 1.0.5 Les fonctions sont périodiques, de période 2w donc on peut
réduire I'intervalle a [0, 27] ou [—m, 7.

La fonction x(t) est paire, et la fonction y(¢) est impaire, donc on peut réduire
I'intervalle d’étude a [0, 7] ou [— Une symétrie d’axe Ox nous permettra
de compléter la courbe.

On a z(m —t) = —z(t) et y(m — t) = y(t) donc on peut réduire I'intervalle a
[0, Z]. Une symétrie d’axe Oy nous permettra de compléter la courbe.

On a z(5 —t) = y(t) et y(5 —t) = z(t) donc on peut réduire I'intervalle
d’étude a [0, 7]. Une symétrie d’axe x = y nous permettra de compléter la
courbe.

275]

Solution 1.0.6 On a z(t + 2m) = x(t) et y(t + 2m) = y(t) + 7. On peut donc
réduire 'intervalle d’étude a un intervalle de longueur 27 et on completera
la courbe par une translation de vecteur kﬂ'?, keZ.

On a z(—t) = z(t) et y(—t) = —y(t) donc on peut réduire I'intervalle d’étude
a [0, 7]

z(t)=t+1

y(t)y=2t -2 -

En éliminant le ¢, on obtient une équation cartésienne : y = 2(x — 1) — 2 =
2z — 4.

Solution 1.1.1 Une équation paramétrique est {

: ) : o z(t) = —3
Solution 1.1.2 Une équation paramétrique est )
1 P 1 { y(t) =t+4
On obtient une équation cartésienne : x = —3.
Solution 1.1.3 Une équation paramétrique est o(t) =~
- d P d y(t)=t+1"
En éliminant le £, on obtient une équation cartésienne : y = —x + 1.

Solution 1.1.4 Un vecteur perpendiculaire au vecteur normal sera un vecteur
directeur de cette courbe. Soit W = (2, —3) ce vecteur perpendiculaire & 7.

=2t42
Une équation paramétrique est { 553 _ _tS—:_ B
En éliminant le ¢, on obtient une équation cartésienne : y = —3(”7_2) —-1=
-3
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Solution 1.1.6 On a y = =2&=1 = 25 _ % En posant z(t) = 3t et on a
y(t) = =2t — 3.

Solution 1.1.7 Une équation cartésienne est (z — 1)2 + (y — 2)? = 4.
) : s z(t) =1+ 2cost

Une équation parametrique est { y(t) = 2+ 2sint

Solution 1.2.1 Ces fonctions sont périodiques, de période 27. On fait donc

I'étude sur [0, 27].

o x'(t) = cost
na / _ cos(t) sin(t)(—44cos(t))
Yy (t) - (—2+-cos(z))?

rt)=0&at= T + km,k € Z. En ces points y'(t) = 0, cela correspond
donc aux points singuliers. I y en a deux sur I'intervalle [0,27] : ¢t = T et
t= 37“ Cela correspond aux points (1,0) et (—1,0) qui sont donc les points
singuliers.

Voici la courbe de cette fonction :

05 1

Solution 1.2.2 Ces fonctions sont périodiques, de période 27. On fait donc
I'étude sur [0, 27].

z'(t) = —sin(t)? + cos(t) + cos(t)?
On a { y (t) = —2sin(2t)
y(t) =0« 2:k‘ﬂk‘eZ(:)t—k”keZIlya4p01ntsdans[027r[:
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0,%,m, 3?” Il n'y a quen 7 que z' (t) = 0, cela correspond donc au seul point
singulier qui est (0, 1).

Voici la courbe de cette fonction :

Solution 1.2.3 Ces fonctions sont périodiques, de période 27. On fait donc
I'étude sur [0, 27

r' (t) = —6sin(6t)
Ona { Y () = 3 cos(3t)
x'(t):0<:>t:%’T,kGZety()—Oﬁt—%—kk—”kGZ Iy a trois
valeurs de ¢ qui correspondent : ¢ = £, t = J et ¢ = 5” . Cela correpond aux
points (—1,1) et (—1,—1).

Solution 1.2.4 On a 2'(t) = —3sin3t et y (t) = 2cos(2t).
Ent=0,onaz(0)=0ety (0) =2 donc une tangente parallele a 'axe Oy.
Comme x(O) =1, c’est la droite d’équation x = 1.

Ent=72 onaxz (%)= ‘[ et ¥ (2) = 0 donc une tangente parallele a I'axe
Ox. Comme y(% ) =1,c est la dr01te d’équation y = 1.

Ent=Z onaxz(f)=0ety (%) =—1donc une tangente parallele a I'axe
Oy. Comme x(3) = —1, cest la droite d’équation z = —1.

: x(t) =t —sint
Solution 1.2.5 Ona{ y(t) = 1— cost
Donc, z'(t) = 1 — cost,y (t) = sint.

En 7, ona ' (1) = 2,9 (7) = 0. Le vecteur directeur de la tangente est donc
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(2,0), c’est la droite parallele a 'axe Ox. On a y(7) = 2, c’est donc la droite
d’équation y = 2.

En 2, onaxz (%) =1y (%) = 1. Le vecteur directeur de la tangente est
donc (1,1). Comme z(3) = § — 1 et y(5) = 1. C'est la droite d’équation
y=x—45+2.

En 0,on a2 (0) = 0,4 (0) = 0. Il faut calculer les dérivées secondes : 2" (t) =
sint,y" (t) = cost, donc " (0) = 0,y (0) = 1. C’est donc une droite de
vecteur de vecteur directeur (0, 1), ¢’est-a-dire une droite parallie a l'axe Oy.
Comme z(0) = 0, c’est I'axe Oy.

‘ z(t) = acos®t
Solution 1.2.6 On a { y(t) = asint
Donc, z'(t) = —3acos? tsint,y (t) = 3asin®t cost.

Ent=mt=2ett=0onaz(t)=y(t) =0 I faut donc considérer
les dérivées secondes. On a " (t) = 6acos(t)sin(t)?> — 3acos(t)® et y' (t) =
—3asin(t)? + 6acos(t)?sin(t) En 7, on a 2" (1) = 3a,y" (1) = 0. Le vecteur
directeur de la tangente est donc (3a, 0), c’est une droite parallele a 1’axe Ox.
On a y(m) = 0, c’est donc la droite d’équation y = 0.

En 2, onaz (3) =0,y (5) = —3a. Le vecteur directeur de la tangente est
donc (0, —3a), c’est une droite parallele a 'axe Oy. On a z(7) = 0, c’est donc
la droite d’équation z = 0.

En 0, on a 2" (0) = —3a,y" (0) = 0. Le vecteur directeur de la tangente est
donc (3a,0), c’est une droite parallele a 'axe Ox. On a y(7) = 0, c’est donc

la droite d’équation y = 0.

Solution 1.2.7 Le seul point singulier correspond au parametre ¢ = 0. On a

(t) = =3t2 + 413 et y (t) = 3¢
(0)=0ety(0)=0

’(t) = —6t+12t> et y (t) = 6t
"0)=0ety (0)=0

t) = —6+24t et y (t) =

(

(0) = —6 ety (0) =
@) ) =
)

i

3 B _8_8_B_8_8_

"

2@ (t) = 24 et yW(¢

6
0
s 0

(
(0) = 24 et y@(0) =
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On a donc p = 3 et ¢ = 4, c’est un point ordinaire.

6
(0,0). C’est donc la droite d’équation y = —zx.

. —6 .
Le vecteur directeur de la tangente est ( ) et elle passe par le point

Solution 1.2.8 Le seul point singulier correspond au parametre ¢ = 0. On a

z(t) =2t ety (t) = 2t + 3¢t
2 (0)=0ety (0)=0

' (t)=2ety (t)=2+6t
2 (0)=2ety (0)=2
g'(t)=0ety (t)=6

2 (0)=0ety (0)=6

On a donc p = 2 et ¢ = 3, c’est un point de rebroussement de premiere
espece.

Le vecteur directeur de la tangente est ( ; ) et elle passe par le point (0, 0).

C’est donc la droite d’équation y = x.

Solution 1.2.9 Le seul point singulier correspond au parametre ¢ = 0. On a

X
2 (0)=0ety (0)=0
z' (1) =6t ety (1) = 6t + 20¢°
2 (0)=0ety (0)=0
2 (t)=6ety (t) =6+ 60t>
2 (0)=6ety (0)=6
W) =0ety" (t) = 120t
2 (0) =0 et y@(0) =0
2O (t) =0 et y©® (1) = 120
(
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On a donc p = 3 et ¢ = 5, c’est un point d’inflexion.

Le vecteur directeur de la tangente est ( ) et elle passe par le point (0, 0).

6

C’est donc la droite d’équation y = x.

Solution 1.3.1 On cherche tq,t5 tels que t1,ty € [0,27], t1 # to et

sin(2t1) = sin(2t) 2y = 2y + 2o OU 2y = 7 — 2y + 2y PO P R2 €L

o [ =t BT outy =ty + 2
t1:t2+k27rout1:§—t2—|—k27r

N tl—tgz%Tmout1+t2:2kT”r
tl—tQZkQWOUt1+t2:%+k2ﬂ'

{ cos(3ty) = cos(3ts) - { 3t; = 3ty + 2k m ou 3ty = —3ty + 2k

pour ki, ky € Z

pour ki, ky € Z

On cherche donc les solutions des quatre systémes suivants :

t—ty = 21T

{tl—t2=k27r pour ki, ky € Z (1)
(B o, wuwkher ®
{24__2227: pour ki, ks € Z (3)
{iiﬁijﬁm pour k1, ky € Z (4)

Comme on cherche des solutions dans [0, 27|, ’écart entre t; et ¢y ne peut
pas dépasser 27 et leur somme ne peut pas dépasser 4.

Pour résoudre (1), on cherche 0 < k; <2 et 0 < ky < 1 tels que %le = I”T”)
Il n’y a pas de solution.

Pour (2), plusieurs couples (kq, ks) peuvent correspondre. Il faut que 0 <
k1 <3et 0 < ky <3.On considere donc les couples (ki, k2) = (0,1) ou (0, 2)
ou (0,3) ou (1,0) ou (1,1) ou (1,2) ou (1,3) ou (2,0) ou (2,1) ou (2,2) ou
(2,3) ou (3,0) ou (3,1) ou (3,2). Parmi ceux-¢i, seuls ceux qui nous donnent
t1,ta € [0,27] avec t; # t; nous intéresse. Cela nous donne les solutions
suivantes :

1. (tl,tQ) = (113—271—, % avec (l{fl,]{?g) = (]_, ].)
2. (b, ty) = (22, 17) avec (ky, k) = (1,2)
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3. (t1,t2) = (2=, X)) avec (ki, ky) = (2,1).

12 7 12

4. (tl,tg) = (213—;, %) avec (kl,kz) = (2, 2)

Pour (3), plusieurs couples (kq, ko) peuvent correspondre. Il faut que 0 <
k1 <5 et 0 < ky <1 On considere donc les couples (k1, k2) = (0,1) ou (1,0)
ou (1,1) ou (2,0) ou (2,1) ou (3,0) ou (3,1) ou (4,0) ou (4,1) ou (5,0) ou
(5,1). Parmi ceux-¢i, seuls ceux qui nous donnent tq,ts € [0, 27] avec t; # to
nous intéresse. Cela nous donne les solutions suivantes :

1. (thtg) = (7—7T E) avec (k’l,k’g) = (2, 1)

676
2. (t1,t2) = (3, %) avec (ki, ko) = (3,1)
3. (tl,tg) = (HTTF, %) avec (kl,kg) = (4, 1)

(4) ne nous donne pas de solution.
Les points multiples correspondent donc aux couples (¢1, t2) suivant : (12, 5%),

(55,55, (5. 3%), (BF. 5), (5. 5), (5.3), (4, %F). Les points multiples

sont donc (—*/5 1, (—ﬁ -1, (L5 ) (—\/757— ), (07\/73)7 (0,0), (0,_\/73)'

1
272 27 2 22
On retrouve bien les 7 points de la figure :
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Solution 1.3.2 On cherche t; # t5 tels que

B+2=t+2
5
B-f=f -2 =2t
< {tQ—tzzi 22_ ﬁ
t+ty =2
= {fzi itz

tity = 1 tity = —1
< {t1+t2_2 Ou{t1+t2_—2

o [B=u on { 2= 0
2 -2t +1=0 2+2t,—1=0

On résoud t2 — 2t; +1 = 0 et t; + 2t; — 1 = 0. La premicre equation nous
donne t; = 1, ce qui nous donnerait aussi ¢, = 1, c¢’est donc impossible. La
deuxieme équation nous donne t; = —1+ V2 et donc ty = —1—+/2. Le point
double est donc M(t1) = (5,6).

Solution 1.3.3 On cherche tq, 15 tels que t1,ty € [0,27], t1 # to et
cos(ty) = cos(ts) ty =ty +2kimou t; = —ty + 2k
{gmmg:ﬂm@@) <~ {3m=3@+2bwwﬂh=w—3@+2bw
ty =ty + 2kymou ty = —ty + 2k
{tlzty+%?cmty:§—ty+¥%
{ ty —ty = 2kym ou ty + to = 2k

th—ty =227 outy +1t, =1+ 2er

pour ki, ky € Z
pour ki, ke € Z

pour ki, ky € Z

On cherche donc les solutions des quatre systemes suivants :

ty —ty =2k

{ tl tQ _ 2k217r pour ki, ko € Z (5)
11—l = 75—
b=ty =2k pour ki, ke € Z (6)

t1+t2:§+2k727r

th +1ty =2k
{ti—tz:ﬁw pour ki, ks € Z (7)

3
t1+t2:2]€171'
_ o 2kyr DOUr ki Ky €Z (8)
th+lo=35+ =5
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En procédant comme dans l’exemple (1.3.1), on trouve que les points mul-
tiples sont (%, —1).

27 2

Solution 1.4.1 x(t) et y(t) tendent vers oo si t — o0 ou t — 0. On étudie
ces deux cas :

1.

Ona lim z(t) = oo et tlirin y(t) = £o00. On étudie donc le rapport :

t—=+o0
tlirin % = 1. On a donc une direction asymptotique de pente 1. On
, . . . o . 1 1
étudie alors y(t) — x(t) : tgglooy(t) —x(t) = tlgrnooﬁ — 7 =0et donc la

droite d’équation y = x est asymptote.

En étudiant le signe de y(t) — x(t) quand ¢ — +o00, on remarque que
c’est positif lorsque t — —oo et négatif lorsque ¢t — +oo (% est

négligeable devant —%) La courbe est donc au dessous de 'asymptote
lorsque t — 400 et que dessus lorsque t — —00).

. On a lim z(t) = +o00 et ligliy(t) = +00. On étudie donc le rapport :
t—

t—0*t

oyt
Jm ) =

la direction Oy.

+o00. La courbe admet donc une branche parabolique dans

Solution 1.4.2 x(t) et y(t) tendent vers £oosit — +too,out — lout — —1.
On étudie ces trois cas :

1.

% =1t + 1 donc 1tligcn % = 4o00. La courbe admet une branche para-

bolique dans la direction Oy.

1imix(t) =to0 et limiy(t) = 1. La courbe admet donc une asymptote
t—1 t—1

d’équation y = 1. De plus, la fonction y est décroissante au voisinage
de —1 (y'(t) < 0 au voisinage de t = —1) donc la branche infinie est
au dessus de I'asymptote lorsque ¢t — 17 et en dessous de 'asymptote
lorsque t — t™.

On a % =1t+1 donc lg}r{% =2.Onay(t)—2x(t) = —2t3§2t11_2) = i%gl

D’ou Pn%y(t) — 2x(t) = 1 et la courbe admet une asymptote oblique

d’équation y = 2x + 1 lorsque t — 1. Le signe de y(t) — 2z(t) — 1 est
celui de tgt_sl — 1. Cette fonction est croissante au voisinage de 1 donc
la branche infinie est en dessous de 'asymptote lorsque ¢t — 17 et en

dessus lorsque t — 1.
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Solution 1.5.1 L’équation paramétrique d’une astro”ide est{ ggg Z CCLLZIOI?;:
Son domaine d’étude est [0,7] (on complete ensuite par symétrie). On a
7' (t) = —3acos’tsint et y (t) = 3asin®tcost. Dot le tableau de variation
suivant :
t |0 5 T
)0 — 0 — 0
y®Hl0 + 0 — 0
z(t) la \, 0 N\, —a
y() [0~ a N\ 0
En completant le tableau, on obtient
t |0 7 T 37” 2m
7®)[0 — 0 — 0 + 0 + 0
y®|0 + 0 — 0 — 0 + 0
z(t)la \, 0 N, —a /S 0 J a
y®) 10 S a N\, 0 N\, —a /0

Solution 1.5.2 Son domaine d’étude est [0, ] (on complete ensuite par symétrie).
On a z'(t) = —3sin(3t) et y'(t) = 2cos(2t). D’oit le tableau de variation sui-

vant :

(20 [T S S

z(t)|0 — - 0 + 3

yt) |2 + 0 - - -2

) [1 N\, =2 N\, -1 / 0

y®) [0 /1 N ¥ N0

En completant le tableau, on obtient

t |0 i 3 2 T e m
2|0 — - 0 + 3 + 0 - -0
vyt |2 + 0 - - -2 - - 0 + 2
) |1 N —F N -1 2 0 /1 N RN ]
y [0 /1 N % N 0 N\ - N -1 0
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et

| v E 2 = v 2
z(t)| 0 + + 0 - -3 — 0 + + 0
vyl 2 + 0 - - -2 - - 0 + 2
x| -1 2 1N, 0 N\, -1 g -2
y(t) | 0 /1 N YN 0 N, =% N, -1 0

Solution 1.5.3 la fonction xz(t)

I1 faut maintenant départager les courbes C et D.

varie trois fois, cela élimine rapidement les
courbes A et B pour lesquelles z(t) ne change qu’une fois de croissance.

Sur la courbe C, le premier brin en bas a gauche correspond a z(t) croissante
et y(t) croissante, et le deuxieme brin (en bas a droite correspond a z(t)
décroissante et y(t) croissante. Aucune de ces possibilités ne concorde avec

le tableau proposé.

Sur la courbe D, le premier brin en haut a gauche correspond a x(t) croissante
et y(t) décroissante, cela ne convient pas non plus. Par contre le deuxiéme
brin correspond a xz(t) décroissante et y(t) décroissante. Si I’on poursuit la
courbe dans ce sens la, on constate qu’elle correpond au tableau de variation.

La bonne réponse est donc D.

Solution 1.5.4 La bonne réponse est B.

Solution 1.5.5 La bonne réponse est D.

Solution 1.5.6 La bonne réponse est [5,6].
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