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Résumé

Cette these présente une étude de la complexité algorithmique de la véri-
fication automatique de propriétés pour les systemes dynamiques continus et
hybrides.

Dans un premier temps nous étudions la décidabilité de la vérification auto-
matique de propriétés des systemes dynamiques a espace continu : nous prouvons
tout d’abord I'indécidabilité du probleme de la stabilité des systemes dynamiques
linéaires seuillés, puis nous étudions la frontiere entre décidabilité et indécidabilité
pour les systemes de basses dimensions en discutant ’existence d’un algorithme
pour décider la mortalité des matrices deux par deux.

Dans un second temps, nous étudions la représentation des polyedres par leurs
sommets : nous proposons plusieurs représentations pour les polyedres orthogo-
naux et prouvons que ces représentations permettent une réalisation efficace des
algorithmes classiques de vérification automatique. Nous généralisons ensuite ces
représentations aux polyedres manipulés par les algorithmes de vérification de
propriétés des automates temporisés.

Dans un troisieme temps, nous présentons une caractérisation complete de la
puissance de calcul d'une classe particuliere de systemes dynamiques a espace
et a temps continus : nous prouvons que la puissance de calcul des systemes
dynamiques définis par une équation différentielle constante par morceaux se
relie aux classes de langages de la hiérarchie hyperarithmétique.
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Introduction

On peut distinguer deux grands types de systéemes dynamiques : les systemes
a temps discret et les systemes a temps continu [53]. Les trajectoires des pre-
miers correspondent aux itérations d’une fonction, les trajectoires des seconds
correspondent aux solutions d'une équation différentielle. On dit qu'un systeme
est hybride lorsqu’il mélange a la fois une dynamique continue et des transitions
discretes.

Ce document présente une étude de la complexité algorithmique des systemes
dynamiques qui se situe a la frontiere de deux grandes communautés scientifiques :
la communauté de la vérification et la communauté des modeles réels.

Les membres de la communauté de la vérification cherchent a proposer des
méthodes qui permettent de garantir qu'un systéme donné vérifie une propriété
donnée. Puisque les systemes dynamiques ou hybrides permettent de modéliser
la plupart des systemes de la vie réelle, ils interviennent naturellement dans ce
contexte. Par exemple, la position/altitude d’un avion peut se modéliser par une
certaine équation différentielle. Vérifier que I'avion reste a une altitude positive
se ramene a vérifier que les solutions de cette équation différentielle restent dans
un certain sous-ensemble de 'espace du systeme dynamique.

Les membres de la communauté des modeles réels cherchent, quant a eux, a
étudier les propriétés calculatoires des modeles de calcul algébriques sur les réels,
c’est-a-dire a caractériser la puissance des modeles de calcul ou, contrairement a
ce que 'on fait dans ’analyse récursive, on mesure la complexité des problemes en
termes du nombre d’opérations arithmétiques nécessaires a leur résolution, sans
se préoccuper de la facon avec laquelle les réels sont représentés : voir par exemple
le modele des machines de Blum Shub et Smale [14, 59]. Dans ce contexte, les
systemes dynamiques ou hybrides peuvent étre considérés comme des modeles de
calcul algébriques particuliers : voir [9, 23, 44].

L’étude générale de la vérification de propriétés pour les systemes dynamiques
et hybrides a tres vite mené la communauté de la vérification a découvrir que les
systemes dynamiques et hybrides peuvent simuler les machines de Turing [5, 6, 9,
63]. Presque simultanément, dans la seconde communauté, Moore prouvait que
I’'on peut simuler toute machine de Turing par un systeme dynamique a fonction
de transition affine par morceaux [60, 61] et Siegelmann et Sontag découvraient
que les réseaux de neurones ont une puissance de calcul supérieure aux machines
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de Turing [79, 81, 82]. Du point de vue de la vérification, ces résultats sont
négatifs puisqu’ils impliquent I'indécidabilité de la vérification de propriétés pour
les systémes dynamiques et hybrides [5, 6, 9, 63]. Mais, du point de vue des
modeles réels, ces résultats sont positifs et surprenants, puisqu’ils prouvent que
les modeles de calcul algébriques sur les réels ont une puissance supérieure a
celle des machines de Turing [79, 81, 82]. Il convient donc de ce point de vue de
chercher a caractériser leur puissance.

Le travail présenté dans cette these peut s’interpréter selon la problématique
de chacune des deux communautés précédentes :

Du point de vue de la vérification automatique, cette these contribue a prou-
ver que la plupart des propriétés pour les systemes hybrides sont indécidables.
Elle propose des représentations des polyedres qui peuvent étre utilisées dans les
algorithmes ou les semi-algorithmes classiques de vérification. Elle prouve que la
vérification automatique de propriétés pour les systemes hybrides est un probleme
tres difficile : la vérification de propriétés d'un systeme hybride défini par une
équation différentielle constante par morceaux de dimension d est Y x-complet si
d=2k+3,k>0et X r,-complet si d =2k+4,k > 0. Autrement dit, pour des
systemes tres simples comme les systemes a dérivée constante par morceaux de
dimension 4, il n’y a aucun espoir de construire un algorithme de vérification, ni
méme aucun semi-algorithme.

Du point de vue des modeles réels, cette these contribue a prouver que les
systemes dynamiques a description rationnelle ont une puissance de calcul égale
a celle des machines de Turing lorsqu’ils sont a temps discret, et une puissance
de calcul supérieure aux machines de Turing lorsqu’ils sont a temps continu. Elle
discute la puissance de calcul des systemes de faibles dimensions. Elle caractérise
la puissance de calcul d'une classe particuliere de systemes dynamiques a temps
continu : elle prouve que les systemes a dérivée constante par morceaux semi-
reconnaissent précisément X _x en dimension d = 2k + 3,k > 0, et X ;1 en
dimension d = 2k + 4,k > 0.

Nous utiliserons le plan suivant : dans les chapitres 1 et 2, nous introduisons
les concepts nécessaires a la compréhension de ce document.

Ainsi, dans le chapitre 1, nous précisons ce que nous appellerons une machine
de Turing, nous introduisons les hiérarchies arithmétiques et hyperarithmétiques
et certaines de leurs propriétés et nous présentons I'analyse récursive et les ma-
chines de Blum Shub et Smale.

Dans le chapitre 2, nous introduisons les systemes dynamiques a temps discret,
puis les systéemes dynamiques a temps continu. Nous définissons les systemes
affines par morceaux, les systemes linéaires commutés, les réseaux de neurones et
les systemes a dérivée constante par morceaux. Nous discutons enfin I'existence
et I'unicité des trajectoires dans les systemes a dérivée constante par morceaux.

Dans le chapitre 3, nous étudions la décidabilité de la vérification automatique
de propriétés pour les systemes dynamiques : nous rappelons qu’il est connu qu’il
n’est pas possible de vérifier les propriétés locales des systemes dynamiques. Nous
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répondons a une question de Sontag [83] en prouvant que cela reste vrai pour les
propriétés globales des systemes dynamiques en prouvant qu’il n’est pas possible
de décider si un systeme affine par morceaux ou un réseau de neurones est stable.

Dans le chapitre 4, nous étudions la frontiere entre décidabilité et indécidabi-
lité pour les systemes de basses dimensions : nous rappelons que le probleme de
Iatteignabilité est indécidable pour les systemes affines par morceaux de dimen-
sion 2, mais que l’'on ne sait pas si le probleme est décidable pour les systemes
de dimension 1. Nous étudions le probleme de la controlabilité des systemes li-
néaires commutés de dimension 2 : nous prouvons que ce probleme est exactement
le probleme de la mortalité des matrices 2 x 2, que ce dernier probleme se relie
au nombre minimal de regles rendant le probleme de la correspondance de Post
indécidable, qu’il est indécidable dans le modele des machines de Blum Shub et
Smale, qu’il est par contre Turing-décidable pour 2 matrices 2 x 2, et qu’il se
relie au probleme de I’égalité des coefficients étudié par [48], au probleme du zéro
en haut dans un coin étudié par [29, 54] et au probleme de I'atteignabilité pour
les systemes affines par morceaux de dimension 1. Enfin, nous prouvons que les
problemes de la stabilité sont indécidables pour les systemes affines par morceaux
continus de dimension 4 et pour les systemes affines par morceaux discontinus de
dimension 2.

Les chapitres 5 et 6, motivés par le fait que la plupart des méthodes algorith-
miques de vérification manipulent des polyedres, s’intéressent a la représentation
des polyedres orthogonaux et temporisés.

Dans le chapitre 5, nous étudions la représentation des polyedres orthogonaux
par leurs sommets. Nous proposons trois représentations : la représentation par les
couleurs, la représentation par les voisinages et la représentation par les sommets
extrémes. Nous prouvons la validité de ces trois représentations pour les polyedres
convexes et non-convexes de dimension quelconque. Nous prouvons que ’on peut,
lorsque la dimension d est fixée, et lorsque n est le nombre de sommets, déterminer
la couleur d'un point en temps O(n?) pour la représentation par les couleurs et en
temps O(nlogn) pour les deux autres représentations. Enfin, nous proposons des
algorithmes pour effectuer des comparaisons entre polyedres, pour détecter les
faces d'un polyedre, ou pour réaliser des opérations booléennes entre polyedres
avec ces représentations.

Dans le chapitre 6, nous étudions la représentation des polyedres temporisés,
c’est-a-dire la représentation des polyedres manipulés par les algorithmes de vé-
rification sur les automates temporisés. Nous proposons deux représentations : la
représentation par les simplexes de la boite et la représentation par les simplexes
du voisinage, valides pour les polyedres convexes et non-convexes de dimension
quelconque. Nous prouvons que l'on peut, lorsque la dimension d est fixée, et
lorsque n est le nombre de sommets du polyedre, déterminer la couleur d’un point
en temps O(n?) pour la représentation par les simplexes de la boite, et en temps
O(nlogn) pour la représentation par les simplexes du voisinage. Nous proposons
ensuite des algorithmes pour réaliser des comparaisons entre polyedres, pour réa-
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liser 'opération “passage du temps”, ou pour réaliser des opérations booléennes
entre polyedres avec ces représentations.

Les chapitres 7 et 8 concernent quant a eux l'étude de la puissance des mo-
deles de calcul & temps continu : ces chapitres présentent une extension de [8] en
donnant une caractérisation complete de la puissance de calcul des systemes a
dérivée constante par morceaux.

Dans le chapitre 7, grace au paradoxe de Zénon, c’est-a-dire grace au fait
que 'on peut réaliser un nombre non-borné d’opérations en un temps fini, nous
prouvons que les systemes a dérivée constante par morceaux peuvent reconnaitre
des langages de la hiérarchie hyperarithmétique.

Dans le chapitre 8, nous prolongeons ces résultats en caractérisant la puissance
de calcul des systemes a dérivée constante par morceaux. Nous caractérisons leur
puissance comme Xk en dimension d = 2k+3,k > 0, et Xk, en dimension d =
2k+4,k > 0. Autrement dit, nous prouvons que la vérification de propriétés pour
un systeme a dérivée constante par morceaux de dimension d est X _x-complet si
d=2k+3,k>0,et X r,-complet si d =2k + 4,k > 0.

Enfin, nous terminons par une discussion sur les résultats obtenus.



CHAPITRE
Modeles de calcul

1.1 Introduction

Ce chapitre a pour objectif de rappeler les modeles proposés par la littérature
pour calculer sur les entiers ou sur les réels.

Tous les modeles de calcul sur les entiers se ramenent au modele de la machine
de Turing. C’est pourquoi nous ne parlerons que de ce modele pour les entiers.
Par contre, il existe deux grandes approches pour calculer sur les réels : 'analyse
récursive et les machines de Blum Shub et Smale. Nous évoquons chacune de
ces approches : dans la section 1.2, nous précisons ce que nous appellerons une
machine de Turing et nous introduisons les hiérarchies arithmétiques et hyper-
arithmétiques. Dans la section 1.3, nous introduisons les modeles de calcul utilisés
pour calculer sur les réels : 'analyse récursive et les machines de Blum Shub et
Smale.

1.2 Machines de Turing

1.2.1 Machines classiques

Lorsque Y est un alphabet fini, nous écrirons ¥* pour I’ensemble des mots
finis sur 'alphabet ¥ et >“ pour I'ensemble des mots infinis sur 'alphabet .
Dans tout le reste de ce document, nous considérerons que 'on a ¥* C ¥“, en
identifiant tout mot fini w € ¥* avec le mot infini w#*“, ou # désigne une lettre
particuliere de X utilisée comme délimiteur.

Lorsque w € ¥“ est un mot et k est un entier, w[k] désignera la kéme lettre
de w. e désignera le mot vide. Nous supposerons fixé un codage des entiers sur
I’alphabet . Nous noterons par n ’écriture sur ’alphabet ¥ d’un entier n. Nous
noterons par <, > une fonction récursive bijective de ¥* x ¥* vers X*.

Une machine de Turing [40] est une machine abstraite de calcul déterministe
avec un nombre fini d’états internes @ = {0,1,...,m — 1} et un nombre fini k
de rubans. Chacun des rubans peut étre vu comme une suite indexée par Z de
symboles d’un alphabet fini 3. En fonction de son état interne et des symboles
sur les rubans aux index 0, la machine peut effectuer les opérations suivantes :
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remplacer le symbole d’un ruban a I'index 0 par un nouveau symbole, déplacer
un ruban vers la droite (chaque symbole a l'index ¢ du ruban est dorénavant a
I'index i + 1), déplacer un ruban vers la gauche (chaque symbole a l'index i du
ruban est dorénavant a l'index i — 1) ou changer son état interne en un nouvel
état interne. Les instructions d'une machine de Turing sont donc des 3k + 2-uplets
de la forme [l, s1,b1, D1, ..., Sk, b, Di, '], ou | € @Q représente 'état interne de la
machine, s; représente le symbole sur le ruban j a I'index 0, b; le symbole a écrire
sur le ruban j a la place de s;, D; le déplacement du ruban j a effectuer, et I’ le
nouvel état interne.

La donnée des rubans et d'un état interne est appelée une configuration de
la machine. Un ruban peut étre vu comme deux mots infinis : le premier mot est
constitué des symboles d’index positifs ou nuls; le second mot est constitué des
symboles d’'index négatifs. Par conséquent, I'espace des configurations peut étre
considéré comme (3¢ x X¢)* x Q.

Une configuration en laquelle aucun uplet ne s’applique est dite terminale.
Lorsqu’une configuration n’est pas terminale, on suppose qu’'un unique uplet s’ap-
plique a cette configuration, et on appelle configuration successeur immédiate la
configuration obtenue en appliquant le uplet. On appelle relation successeur, et
on note F*, la fermeture transitive de la relation successeur immeédiate . Une
configuration est dite mortelle si elle possede une configuration terminale comme
configuration successeur.

On dit qu’'une machine de Turing accepte un mot w € ¥ si la configuration

(w,e,...,e, m — 1) est mortelle. On dit qu'une machine de Turing accepte un
mot w € 3 avec w' € X¥ comme ruban si la configuration (w' €, ... €,0) est
une configuration successeur de la configuration (w,e€,...,e,m —1).

On dit qu’une machine de Turing semi-reconnait un langage L C ¥* | si
L coincide avec 'ensemble des mots w € »* acceptés par la machine. On dit
qu'un langage L C X* est récursivement énumérable s’il est semi-reconnu par
une machine de Turing, et on dit qu’il est récursif si en outre son complément
est récursivement énumérable.

On dit qu’une machine de Turing calcule une fonction partielle fy; @ Y1 x Yo X

XY, = ¥ ou Yy, Ys, .. Y € {X¢ X%} si pour tout wy € Yi,...,w, € Y

tels que f(wq, ..., wy) soit défini, la configuration (f(w), €, wq, €, ... wg,€,0) est
configuration successeur de la configuration (wy, €, ws, €, ..., wg, €,m — 1).

On dit qu’une machine de Turing calcule une fonction partielle fy; = Y1 x Yo X
ox Y, = X ou Yy, Y, Y, € {39 5%} siopour tout wy € Yi,...,wi € Y
tels que f(wy,...,w;) = w’ soit défini et pour tout entier n € N la configura-
tion (w'[n], €, waq, €, ..., wg, € 0) est configuration successeur de la configuration
(nH#wy, €, wa, €, ..., wg, €,m — 1).
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1.2.2 Machines avec oracle

Un oracle est un langage X C ¥*. Supposons fixé un ordre récursif sur les
mots de ¥*. Un oracle peut se coder par le mot infini

p(X) =wwy. . wg. ..

ou w; € {1,0} indique I'appartenance du iieme mot de ¥* a X.

Une machine de Turing avec oracle a k rubans [40] est une machine de Turing
a k + 1 rubans telle que le £+ leme ruban soit accessible en lecture uniquement.
Les instructions d’une machine de Turing avec oracle sont donc des 3k + 4-uplets
de la forme [I, s1,b1, D1, ..., Sk, bk, Di, Skr1, Der1, '], ou I € @ représente I'état
interne de la machine, s; représente le symbole sur le ruban j a I'index 0, b; le
symbole a écrire sur le ruban j a la place de s;, D; le déplacement du ruban j a
effectuer, et I’ le nouvel état interne.

Soit X C X* un langage. La machine est dite avec X comme oracle si le
k + 1éme ruban contient le mot infini p(X). Lorsque l'oracle X C ¥* est fixé,
une configuration de la machine peut étre vue comme dans la section précédente
comme un élément de (X« x ¥¢)* x Q puisque la valeur du k& + 1éme ruban est
constante. Les définitions d’acceptation, de langage semi-reconnu et de fonction
calculée sont alors identiques a celles de la section précédente. On parlera de lan-
gage X-récursivement énumérable ou X -récursif pour préciser que la machine
semi-reconnait ou reconnait le langage avec le langage X comme oracle.

On remarquera qu’une machine de Turing sans oracle est exactement une
machine de Turing avec ’ensemble vide comme oracle.

Puisque les programmes des machines de Turing avec oracle sont finis, il est
possible de les numéroter. M,, désignera la neme machine de Turing avec oracle,
WX désignera le langage reconnu par la machine M, avec X comme oracle et
W, désignera le langage reconnu par la machine M,, avec I’ensemble vide comme
oracle. De méme ¢X désignera la fonction de ¥* vers ¥* calculée par M,, avec X
comme oracle et ¢, désignera la fonction de ¥* vers ¥* calculée par la machine
M, avec 'ensemble vide comme oracle.

1.2.3 Hiérarchie arithmétique

La démonstration classique (voir [40] par exemple) de l'existence d’un lan-
gage récursivement énumérable non-récursif consiste a prouver que le probleme
d’arrét des machines de Turing est récursivement énumérable non-récursif. Si )
désigne ce probleme, on peut alors se poser naturellement la question de savoir
s'il existe un langage ()V-récursivement énumérable non-()(")-récursif. La réponse
est simple : le probleme de I'arrét des machines de Turing avec oracle OV est
PM_récursivement énumérable non-0M-récursif.

On peut alors continuer : pour tout entier k appelons 1 le probleme d’arrét
des machines de Turing avec oracle }*). Formellement : 01 = {@7ju € NAT €

k+1
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Wg(k)}. Pour tout entier k, §*+Y est ()¥)-récursivement énumérable non-f)*)-
récursif.

Si 'on considere alors les langages qui sont récursivement énumérables dans
les 0®), k € N on obtient la hiérarchie suivante :

Définition 1.1 (Hiérarchie arithmétique [64, 68]) >, est la classe des lan-
gages récursivement énumeérables.

Pour tout entier k > 1, Y11 est la classe des langages récursivement énumeé-
rables dans O*).

Cette hiérarchie est stricte puisque ) € X9 et %) ¢ ¥} pour tout k > 1.
En outre, pour tout entier k, §*) est un langage E%—complet pour la réduction
"many-one” : cf. [64, 68].

Il est remarquable que la hiérarchie arithmétique possede aussi une caracté-
risation logique appelée correspondance de Tarski-Kuratowskicorrespondance de
Tarski-Kuratowski :

Proposition 1.1 (Caractérisation logique [68]) Soit R un langage définis-
sable a partir de relations récursives par une formule prénexe existentielle du
premier ordre avec n alternances de quantificateurs. Alors R € ¥,41.

Réciproquement, tout langage R € 3,11 est définissable par une formule du
premier ordre de ce type.

En outre la dépendance en les index des relations récursives est uniforme : si
le langage R est défini a aide des relations récursives Ry, ..., Ry, alors il existe
une fonction récursive h : N¥ — N telle que pour tout ni,...,ny, si la machine
de Turing numéro n; reconnait pleinement R;, alors la machine de Turing avec
oracle )™+ de numéro h(ni,...,n;) reconnait pleinement le langage R.

Par exemple le langage L = {u|W,, est un langage récursif} constitué des en-
tiers u € N tels que la machine de Turing de numéro u s’arréte sur toute entrée
est dans Yo car L s’écrit L ={u|qy e NVez e £* (x e W, & x & W,)}.

Il est aussi possible de relativiser la hiérarchie arithmétique a un oracle X C >*
arbitraire : on pose X (@ = X et pour k£ > 1 on définit X *+1) comme le probleme
de l'arrét des machines de Turing avec oracle X :

X*D = fglu e NAuw e WXy

Définition 1.2 (Hiérarchie arithmétique relative a X [64, 68]) Soit X C
>* un langage.
— B est la classe des langages X -récursivement énumérables.
— Pour tout entier k > 1, ¥5,, est la classe des langages récursivement énu-
mérables dans X*).

On a évidemment 22 = Y pour tout entier k. La caractérisation logique de
la correspondance de Tarski-Kuratowski se relativise alors en :



1.2. MACHINES DE TURING 9

Proposition 1.2 (Caractérisation logique [68]) Soit X C ¥* un langage.

Soit R un langage définissable a partir de relations X -récursives par une for-
mule préneze existentielle du premier ordre avec n alternances de quantificateurs.
Alors R € ;.

Réciproquement, tout langage R € Y.\, est définissable par une formule du
premier ordre de ce type.

En outre la dépendance en X et en les index des relations récursives est uni-
forme : si le langage R est défini a l'aide des relations X -récursives Ry, ..., Ry,
alors il existe une fonction récursive h : N¥ — N, telle que pour tout X C ¥,
et pour tout ny,...,nk, st la machine de Turing avec oracle X de numéro n; re-
connait pleinement R;, alors la machine de Turing avec oracle X ™Y de numéro
h(ni,...,ng) reconnait pleinement le langage R.

1.2.4 Hiérarchie hyperarithmétique

Une fois construite la hiérarchie arithmétique, se pose naturellement la ques-
tion de l'existence d’un langage non-arithmétique. La réponse est simple : pour
tout X C X%, le langage X&) = {< w,v > |u € N,v € X} construit par dia-
gonalisation des classes de la hiérarchie arithmétique n’est pas dans la hiérarchie
arithmétique relative a X.

On peut alors considérer le probleme X @+ de I’arrét des machines de Turing
avec ce langage comme oracle, puis le probleme X @2 de I’arrét des machines
de Turing avec X “*1) comme oracle, etc. ... On peut alors ensuite considérer une
diagonalisation X “?) des langages précédents, puis le probleme X @2+ de I’arrét
des machines de Turing avec cette diagonalisation comme oracle, puis X “?+2),
ete. . ..

En répétant ce principe, on obtient une extension naturelle de la hiérarchie
arithmétique aux ordinaux. Toutefois, I’extension aux ordinaux quelconques pose
probleme, et il faut se restreindre aux ordinaux récursifs : voir [68].

Ordinaux récursifs

Formellement, un ordinal est dit récursif si ’admet une notation dans le sens
suivant : rappelons que ¢, désigne la fonction calculée par la neme machine de
Turing.

Définition 1.3 (Systéme de notation [68]) On appelle systéme de notation
une fonction partielle vs de N vers un segment des nombres ordinaux telle que :

1. il existe une fonction partielle récursive ks : N — {0, 1,2} telle que :
— vg(x) = 0 implique ks(x) =0
— vg(x) est un ordinal successeur implique kq(x) =1
— vg(x) est un ordinal limite implique kq(x) = 2.
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2. il existe une fonction partielle récursive ps : N — N telle que vs(x) est un
ordinal successeur implique (ps(x) défini et vs(z) = vs(ps(z)) + 1)

3. il existe une fonction partielle récursive q; : N — N telle que vs(x) est un
ordinal limite implique (qs(x) défini et ¢q (z) totale et {vs(dg ) (n))}o2, est
une suite croissante d’ordinaux de limite v4(x)).

Définition 1.4 (Ordinaux récursifs [68]) Un ordinal o est dit récursif sl
existe un systeme de notation qui lui associe une notation.

On est alors amené a distinguer le systeme de notation suivant :

Définition 1.5 (Systéme de notation O [68]) Le systéeme de notation O est
le systeme de notation défini comme suit :
— nous définissons a la fois vo et un ordre partiel <o sur O :
L’ordinal O regoit l’entier 1 comme notation.
Supposons que tous les ordinaux < 7 aient recu une notation et supposons
que 'ordre partiel <o ait été défini sur ces notations.

1. Siv=F+1 est un ordinal successeur, alors pour toute notation x de
B, Uordinal v regoit la notation 2. En outre, on définit z <o 2% pour
tout z tel que z = x ou tel que z <o x ait été déja défina.

2. Sty est un ordinal limite, alors 'ordinal v regoit la notation 3.5Y pour
tout y € N tel que {¢,(n)}>2, soit une suite de notations d’une suite
croissante d’ordinaux de limite v avec pour tout i,j € N, ¢,(i) <o
®y(j). En outre, on définit z <o 3.5Y pour tous les z tels qu’il existe
n € N avec z <g ¢y(n).

— la fonction ko est définie par ko(1) = 0, ko(2%) = 1, ko(3.5Y) = 2 pour
tout x,y € N.

— la fonction po est définie par po(2*) = x pour tout x € N.

— la fonction qo est définie par qo(3.5Y) =y pour tout y € N.

Ce systeme possede 'avantage d’étre mazimal en le sens suivant :

Proposition 1.3 ([68]) Tout ordinal récursif posséde une notation dans le sys-
teme O.

En outre, pour ce systeme il existe une fonction récursive +4 addition sur les
ordinaux récursifs qui prolonge ’addition sur les ordinaux :

Proposition 1.4 (Addition sur les ordinaux [68]) Il eziste une fonction par-
tielle récursive +¢ : N x N — N telle que pour toute notation dans le systeme O
x d’un ordinal récursif a et pour toute notation y dans le systeme O d’un ordinal
récursif (3,

— X 4oy est une notation dans le systeme O de 'ordinal o + 3

-siy#1, xr<gx+o0vy.
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Définition de la hiérarchie hyperarithmétique

Nous sommes préts a définir formellement la hiérarchie hyperarithmétique.
Le principe est le suivant : en un ordinal successeur v = 8 + 1, on définit X
comme le probléme de I'arrét des machines de Turing avec oracle X (®. En un
ordinal limite v, on définit X comme une diagonalisation des X(® pour a < 7.
Formellement :

Définition 1.6 (Langage X(2)) Soit X C X* un langage et z une notation
dans le systeme O d’un ordinal récursif.

Le langage X®) C X* est défini par :

- X =X siz=1

- X ={ujue NATe WX} siz=2°

- X®) ={<uv>ueN A u<g35 A veXW}siz=35

La propriété suivante est prouvée dans [68] :

Proposition 1.5 ([68]) Soient z, et zo deux notations dans le systéme O d’un
meéme ordinal récursif.

Tout ensemble XV -récursivement énumérable est X %) -récursivement énu-
mérable.

La hiérarchie hyperarithmétique est alors définie par :

Définition 1.7 (Hiérarchie hyperarithmétique [68]) Soit X C X* un lan-
gage et soit o un ordinal récursif.
Pour a < w, XX est définie comme la classe X de la hiérarchie arithmétique.
Pour a > w, soit y une notation de o dans le systéeme O. LX est définie
comme la classe des langages X W) —récursivement énumérables.

Nous noterons ¥, pour X2.

Un exemple naturel de langage hyperarithmétique est le langage qui code
toutes les formules arithmétiques logiques du premier ordre qui sont vraies. Ce
langage est dans X, : voir [68].

On observera qu’il est encore possible d’étendre cette hiérarchie. En effet, en
utilisant des quantifications du second ordre, il est possible de construire une
nouvelle hiérarchie appelée la hiérarchie analytique : voir [64, 68]. Elle se relie a
la hiérarchie hyperarithmétique par le résultat suivant : Al est égal & 'union des
classes ¥, de la hiérarchie hyperarithmétique pour « ordinal récursif : cf. [64, 68].
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1.2.5 Propriétés

Nous présentons maintenant les propriétés de la hiérarchie hyperarithmétique
que nous utiliserons dans le chapitre 8. Nous noterons u <y v pour u <g v ou
u = v. Lorsque z est une notation dans le systeme O d’un ordinal a;, nous noterons
a=|z|.

Définition 1.8 Nous dirons qu’une fonction récursive h : N — N est une suite
croissante récursive de notations d’ordinaux dans le systeme O si h(n) est une
notation dans le systéme O pour tout n € N et si on a h(n) <o h(n + 1) pour
tout n € N.

h est une fonction des entiers vers les notations des ordinaux récursifs dans
le systeme O et si.

Nous appellerons limite de cette suite la notation z* dans le systeme O de
Uordinal récursif suppen|h(n)| qui vérifie h(n) <o z* pour tout n.

Il est prouvé dans [68] qu’a partir d’un langage X ®, il est possible de calculer
uniformément sur les index tous les langages X ") pour 2 <q z :

Proposition 1.6 (Restriction d’oracle [68]) Il existe une fonction récursive
restric : N3 — N telle que pour tout entier n, pour tout oracle X C X*, pour
toute notation z dans le systeme O d’un ordinal récursif, pour toute notation z’
dans le systeme O avec 2’ <y z, on ait :

WX =W

n restric(n,z’,z)

Le résultat suivant sur la composition des oracles est aussi prouvé dans [68] :

Proposition 1.7 (Composition d’oracles [68]) Soit X C X* un langage. Soit
x une notation dans le systeme O d’un ordinal récursif et Y C ¥* un langage
X @) _récursivement énumérable. Soit y une notation dans le systéme O d’un or-
dinal récursif et Z C * un langage YW -récursivement énumérable.

Alors Z est X@ov) _récursivement énumérable.

En outre la dépendance en x,y, X et'Y est uniforme : il existe une fonction

partielle récursive h : N* — N telle que pour tout x,y,m,n € N et pour tout
Xco, Y =WX" et Z2=WY" implique Z = W)g(m+°y)

h m7n7x7y) :

Enfin nous utiliserons le théoreme du point fixe :

Proposition 1.8 (Théoréme du point fixe [64, 68]) Soit k > 0 un entier.
Soit f : NF*1 — N une fonction récursive a k + 1 variables.
1l existe une fonction g a k wvariables telle que pour tout ny,...,n, € N et
pour tout oracle X C X*, on ait :
X _ X
W k) Wf

g(ni,...,n (g(n1yeeyni )1 yeeesng)
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1.3 Modeles réels

Nous discutons maintenant les modeles de calcul sur les réels. Dans la section
1.3.1 nous présentons le modele de l'analyse récursive. Dans la section 1.3.2,
nous présentons le modele des machines de Blum Shub et Smale. Observons qu’il
existe d’autres modeles de fonctions calculables : voir par exemple les travaux de

62, 69, 78].

1.3.1 Analyse récursive

L’analyse récursive considere que les machines qui manipulent des réels le
font via leurs représentations. Elle suppose fixée une représentation des réels par
des mots infinis. Une fonction réelle est alors dite calculable si une machine de
Turing peut calculer une représentation du résultat de la fonction a partir de
représentations des arguments de la fonction.

Nous adoptons la présentation proposée par Weihrauch dans [85] : un systeme
de codage d'un ensemble M est une notation ou une représentation de ’ensemble
M : une mnotation de M est une fonction surjective (éventuellement partielle)
pu o X*¥ — M ; une représentation est une fonction surjective (éventuellement
partielle) pys @ 2¢ — M.

En particulier, on peut considérer py : 2* — N la notation de N qui représente
un entier n par son écriture binaire m et pg : X* — Q la notation de Q qui
représente un rationnel par sa fraction simplifiée.

On peut aussi considérer la représentation suivante des réels :

Définition 1.9 (Représentation pr) La représentation pgr : 3¥ — R de R
consiste a représenter un réel x par un mot infini p € X¢ avec p = HuoHu1# . ..
tel que

1. ug,uy,... € dom(pg) sont des codages de rationnels
2. Vk Vi, j >k |po(ui) — poluy)| < 27°
3. & =lm; . po(u;).

D’autres représentations sont possibles pour les réels. Mais nous renvoyons
notre lecteur a [85] pour une discussion des équivalences qui existent entre les
représentations et pour une argumentation visant a prouver que cette représen-
tation est une “bonne représentation”.

On dit alors qu'une fonction ou un réel est calculable s’il vérifie :

Définition 1.10 (Fonctions et réels calculables) — Un réelx est dit cal-
culable sl existe une fonction f : ¥* — X% calculable par une machine de
Turing avec pr(f(€)) = x.
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— Une fonction partielle F' : Xy x ... x Xy — Xo, avec pour i € {0,...,k}
X; € {N,R}, est dite calculable si et seulement s’il existe une fonction f
calculable par une machine de Turing telle que

Flpx,(y1), -+ (px(Wr))) = pxo (F (Y15 - -, y))
lorsque F(px,(v1),-- -, px,(Yr)) existe.

Un des résultats importants vérifiés par ce modele est le suivant :

Proposition 1.9 Une fonction F : R¥ — R calculable est nécessairement conti-
nue.

La plupart des fonctions usuelles comme les fonctions somme, exponentielle,
logarithme, sinus, etc. . .sont calculables dans ce modele. Toutefois, en accord avec
la proposition précédente, les fonctions discontinues comme les fonctions “signes”
ne sont pas calculables.

Nous renvoyons notre lecteur a [85] pour une introduction plus détaillée et
pour de nombreuses références.

1.3.2 Modele de Blum Shub et Smale

Le modele de Blum Shub et Smale [14] considére quant a lui des machines
qui réalisent des opérations exactes en précision non-bornée. Nous adoptons une
présentation inspirée de celle utilisée pour présenter les machines de Turing.

Une machine BSS [14] est une machine abstraite de calcul déterministe avec
un nombre fini d’états internes @ = {0,1,...,m—1} et un ruban infini. Ce ruban
peut étre vu comme une suite indexée par Z de nombres réels. En fonction de
son état interne et du signe du réel sur le ruban a l'index 0, la machine peut
effectuer les opérations suivantes : déplacer le ruban vers la droite (chaque réel
a I'index ¢ du ruban est dorénavant a l'index i + 1), déplacer un ruban vers la
gauche (chaque réel a I'index 7 du ruban est dorénavant a 'index ¢ — 1), changer
son état interne en un nouvel état interne, ou remplacer le réel du ruban d’index
0 par k, par —xo, par k.zg, par o + r1, ou par xg * r; ol zo et x; désignent
respectivement les valeurs des réels du ruban d’index 0 et 1, et k£ désigne une
constante du programme : voir [14] pour une description plus formelle.

Les programmes des machines BSS sont constitués d’un nombre fini de telles
instructions. Posons R® = U;cyR?. Un langage réel est une partie de R*. Un lan-
gage réel L C R est dit BSS-récursivement énumérable s’il existe une machine
BSS telle que L coincide avec I'ensemble des mots y € R*> tels que M partant
dans I’état interne m — 1 et avec le ruban 0“y0¥ arrive ultimement dans une
configuration ou plus aucune instruction ne s’applique. L est dit BSS-récursif si
le complémentaire de L dans R est aussi BSS-récursivement énumérable.
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Dans ce modele, la fonction signe est calculable. Les fonctions polynomiales
et polynomiales par morceaux sont facilement calculables. Mais les fonctions ex-
ponentielles, logarithmes, sinus, etc...ne sont pas calculables.

Rappelons quun ensemble S C R",n € N, est appelé un ensemble semi-
algébrique de base s’il existe un nombre fini de polynomes a n variables py, po,
s Prys Phs - D, tels que S séerive S = {(x1,...,2,) | pi(@1,...,70) >
ON . APy (T1, . 20) > OA D (21, .. 20) = 0A .o AD] (21, .., 2,) = O}, et
qu'un ensemble S C R" n € N, est dit semi-algébrique s’il s’écrit comme une
union finie d’ensembles semi-algébriques de base.

Nous utiliserons dans le chapitre 4 le résultat suivant prouvé dans [14] :

Proposition 1.10 ([14]) Soit L C R*> un langage réel BSS-récursivement énu-
mérable. L s’écrit comme une union dénombrable d’ensembles semi-algébriques.

Nous renvoyons notre lecteur a [59] pour une synthese des résultats connus
dans ce modele, ou a [16, 27] pour des tentatives de comparaison de ce modele
avec le modele de 'analyse récursive.
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CHAPITRE
Systemes dynamiques

et hybrides

2.1 Introduction

Ce chapitre a pour objectif de définir formellement les classes de systemes
dynamiques et hybrides qui seront utilisées dans le reste du document.

Les systemes dynamiques que nous étudierons seront tous a espace continu.
La section 2.2 introduit les systemes a temps discret. La section 2.3 introduit
les systemes a temps continu. Enfin la section 2.4 précise comment les systemes
dynamiques peuvent étre vus comme des modeles de calcul.

Nous appelons polyédre de R? tout sous-ensemble de R? qui s’écrit comme
une union finie d’intersections finies entre demi-espaces ouverts ou fermés. For-
mellement :

Définition 2.1 (Polyeédre) Un demi-espace rationnel S de R? est un sous-
ensemble de R? qui admet une équation du type S = {(z1,...,1q)|larz1 + ... +
agxqtb} pour # € {<, <} et pour certains nombres rationnels aq, ..., aq et b.
Un polyedre convexe rationnel de R? est une intersection finie entre demi-
espaces rationnels.
Un polyedre rationnel de R est une union finie de polyédres convexes ra-
tionnels de RY.

Nous considérons donc que les polyedres dégénérés sont des polyedres parti-
culiers : par exemple, un ensemble réduit a un point de coordonnées rationnelles,
ou une droite joignant deux points de coordonnées rationnelles sont pour nous
des polyedres de R¢.

Définition 2.2 (Dimension affine d’un polyedre) Un polyedre P est de di-
mension affine d’ si P est inclus dans un sous-espace affine de dimension d’', et
si P n’est pas inclus dans un sous-espace affine de dimension d' — 1.

Une fonction affine ou lindaire sera dite rationnelle si elle vérifie :

Définition 2.3 (Fonction affine ou linéaire rationnelle) Une fonction li-
néaire rationnelle de R? vers RY est une fonction du type x — Az ou A est
une matrice d” x d a coefficients rationnels.

17
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Une fonction affine rationnelle de RY vers RY est une fonction du type x —
Ax + b ou A est une matrice d’ X d a coefficients rationnels et b est un vecteur
d' x 1 a coefficients rationnels.

Enfin, une fonction sera dite constante par morceaux, ou affine par morceauz
si elle est constante ou affine sur un nombre fini de polyedres :

Définition 2.4 (Fonction affine ou constante par morceaux) Une fonction
f: R4 = R est dite affine par morceaux si l'on peut partitionner lespace R?
en un nombre fini de polyédres rationnels tels que f soit affine rationnelle sur
chacun des polyédres.

Une fonction f : R — RY est dite constante par morceaux si l’on peut
partitionner l’espace R? en un nombre fini de polyédres rationnels tels que f soit
constante rationnelle sur chacun des polyedres.

2.2 Systemes dynamiques a temps discret

Nous introduisons maintenant les systemes dynamiques a temps discret.

2.2.1 Définitions

Traditionnellement, on définit un systéme dynamique a temps discret sur R¢
de la fagon suivante :

Définition 2.5 (Systéme dynamique a temps discret) Nous appelons sys-
teme dynamique & temps discret un couple (X, f) ou X C R? et f est une fonction
de X vers X. L’ensemble X est appelé 1'espace du systeme et [’entier d est appelé
la dimension du systeme.

Soit g € X un point de ’espace. La trajectoire du systeme partant de xq est
la suite des itérés de f en xg : c’est-a-dire la suite a valeur dans X définie par
xiv1 = f(z;) pour tout i € N.

Il est aussi possible d’autoriser I'intervention d’un controle extérieur :

Définition 2.6 (Systéme dynamique contrélé) Nous appelons systeme dy-
namique A temps discret controlé un triplet (X,Y,f) ot X C R4 Y est un
ensemble, et f est une fonction de X XY wvers X. L’ensemble X est appelé 1es-
pace du systeme, [’ensemble Y est appelé 1'espace du controle, et ['entier d est
appelé la dimension du systeme. Un controle du systeme est une fonction u de
N vers Y.

Soit o € X un point de l’espace et u: N — 'Y un controle. La trajectoire du
systeme partant de xy pour le controle u est la suite a valeur dans X définie par
Tiv1 = f(xi,u(i)) pour tout i € N.
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Nous étudierons les classes suivantes de systemes a temps discret : les systemes
affines par morceaux, les réseaux de neurones et les systemes linéaires commutés.
Nous présentons maintenant chacun de ces systemes.

2.2.2 Systemes affines par morceaux

Formellement, un systeme affine par morceaux se définit par (voir [45] par
exemple) :

Définition 2.7 (Systéme affine par morceaux) Un systéme affine par mor-
ceaux est un systéeme dynamique o temps discret (R f) ot f est une fonction
affine par morceau.

Le systeme est dit continu si la fonction f est continue.

Par exemple, le systéeme dynamique (R, f) défini par

—4x siz <0
fio—< o+1 size|0,1]
1/242/2 sixz>1

est un systeme affine par morceaux de dimension 1 dont toutes les trajectoires
convergent vers le point 1.

2.2.3 Systemes linéaires commutés

Un systeme linéaire commuté se définit par (voir [13] par exemple) :

Définition 2.8 (Systéme linéaire commuté) Un systeme linéaire commuté
est un systeme dynamique (RLY, f) a temps discret controlé tel que Y s’écrive
Y ={1,2,...,k}, pour k € N, et tel que pour tout w € {1,...,k}, f(.,u) soit
une fonction linéaire rationnelle.

Par exemple, le systeme dynamique (R, {1,2}, f) a temps discret controlé dé-
fini par f(z,1) = z/2, f(z,2) = 3z est un systeme linéaire commuté de dimension
1.

2.2.4 Reéseaux de neurones

Les réseaux de neurones sont des systemes qui sont tres utilisés pour résoudre
des problemes de classification ou pour les problemes qui nécessitent un appren-
tissage : voir [25] par exemple pour une introduction.

Un réseau de neurones peut étre vu comme un systeme dynamique a temps
discret avec une fonction de transition du type f(x) = o(Az + b) : la matrice A
correspond aux poids des connexions du réseau, le vecteur b correspond aux seuils
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en chacun des neurones du réseau, et o correspond a la fonction de transition du
réseau. Traditionnellement, on utilise une fonction de transition o “sigmoide”
comme la fonction arc tangente : voir [25].

Dans ce document, nous n’autoriserons pas des fonctions de transition aussi
générales. Nous nous limiterons aux fonctions de transition linéaires seuillées.
Ainsi, un réseau de neurones sera pour nous défini par (voir [82] pour une res-
triction similaire) :

Définition 2.9 (Réseau de neurones) Soit 0 : R — R la fonction continue
définie par
1 lorsque x > 1
o:x— < x lorsque |z| <1
—1 lorsque x < —1

Lorsque x = (z1,...,xq) est un point de R, on notera o(x) pour (o(xy),...,0(xy)).
Une o-fonction de R? vers RY est une fonction f : R* — R¥ du type z +—
o(Azx+0b) ou A est une matrice d' X d a coefficients rationnels, et b est un vecteur
d' x 1 a coefficients rationnels.

Un réseau de neurones est un systéme dynamique a temps discret (R?, f) ou
f est une o-fonction.

Observons qu’un réseau de neurones est un systeme affine par morceaux par-
ticulier.

2.3 Systemes dynamiques a temps continu

2.3.1 Définitions

Nous définissons un systéme dynamique a temps continu sur R% comme un
couple (X, f) ot X C R?et f: X — R? définit les trajectoires du systéme par
I'équation différentielle & = f(z).

Cependant, on suppose généralement la fonction f lipschitizienne ou continue :
supposer la fonction f continue permet de garantir I'existence des trajectoires,
et supposer la fonction f lipschitizienne permet en outre de garantir 'unicité des
trajectoires : voir [30] par exemple.

Nous ne supposons pas que la fonction f est nécessairement continue. Ainsi,
pour nous, un systeme dynamique a temps continu est :

Définition 2.10 (Systéme dynamique a temps continu) Nous appelons sys-
teme dynamique & temps continu un couple (X, f) o X C R? et f est une fonc-
tion de X vers R%. L’ensemble X est appelé I'espace du systeme et entier d est
appelé la dimension du systeme.

Soit g € X un point de l’espace. Une trajectoire du systeme partant de xq
est une solution ¢ de l’équation différentielle © = f(z) dans le sens suivant :
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1. ¢ est une fonction continue de I vers X ou I est un intervalle non vide du

type
I=[0,¢[, I =1[0,#] oul=]0,00]
2. ¢(0) =z

3. ¢ est dérivable a droite sur I

4. &4(t) = f(o(t)) pour tout t € [0,t*] si I = [0,t*[ (resp. I = [0,t*]) et pour
tout t € [0,00[ st [ = [0,00[ : ¢}(t) désigne la dérivée a droite de @ en t.

2.3.2 Systemes a dérivée constante par morceaux

Dans ce document, nous étudierons longuement les systemes a dérivée constante
par morceaux. Un systéme a dérivée constante par morceaux (DCPM) se définit
par :

fig :pcdUn systeme DCPM de dimension 2

Définition 2.11 (Systeme DCPM) Un systeme a dérivée constante par mor-
ceaux

(DCPM) est un systeme dynamique a temps continu (R%, f) ot f est une fonction
constante par morceaut.

En d’autres termes, un systeme DCPM est obtenu en partitionnant I'espace
R? en un nombre fini de régions polyédrales et en fixant un wvecteur pente pour
chacune des régions. Les trajectoires du systeme sont des lignes brisées joignant
les frontieres des régions suivant les pentes : observez I'exemple de la figure ?7.
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2.3.3 Existence et unicité des trajectoires

Etudions un peu plus 'existence et 'unicité des trajectoires dans les systemes
dynamiques a temps continu. Commencons par discuter le domaine des trajec-
toires maximales dans les systemes dynamiques a temps continu génériques :

Proposition 2.1 (Domaine des trajectoires maximales) Soit (RY, f) un sys-
teme dynamique a temps continu tel que la fonction f soit bornée.

Soit ¢ une trajectoire maximale du systéeme : ¢’est-a-dire une trajectoire qui
ne s’étend pas en une trajectoire définie sur un intervalle plus grand.

Alors

— soit ¢ est définie sur I =R : on dit que la trajectoire continue a jamais

— soit ¢ est définie sur un intervalle fermé du type I = [0,t*], et il n'y a

aucune trajectoire qui parte du point ¢(t*).

Preuve: Supposons que ¢ soit définie sur un intervalle de type I = [0, ¢*[.
Puisque la fonction f est bornée, par le théoreme des accroissements finis, I'image
par ¢ de toute suite de Cauchy de I est une suite de Cauchy. Puisque R? est un
espace complet, lim;_+¢(t) doit exister. & se prolonge donc en une fonction
continue définie sur I = [0, ¢*] qui vaut ¢(t) sur [0,t*[ et lim;_=p(t) en t*. Cette
fonction est, par définition, une trajectoire du systeme, et donc ¢ n’est pas maxi-
male.

Maintenant, lorsque ¢ est définie sur I = [0, ¢*], il est clair que, s’il existe une
trajectoire partant de ¢(t*), alors ¢ peut s’étendre en une trajectoire définie sur
un intervalle plus grand. O

Discutons maintenant 'unicité des trajectoires pour les systemes dynamiques
a temps continu génériques :

Proposition 2.2 (Existence et unicité des trajectoires) Soit (R%, f) un sys-
teme dynamique a temps continu avec existence et unicité locale des trajectoires :
c’est-a-dire tel qu’en tout point x € R?

1. il existe une trajectoire partant du point x

2. si ¢ et ¢ sont des trajectoires partant de x, alors il existe € > 0 tel que pour

tout t € [0, €], o(t) = ¢'(t).

Alors par tout point de l’espace passe exactement une solution maximale.

Preuve: Soient ¢ : I — R% et ¢/ : I' — R? deux trajectoires maximales
partant du point x. Supposons I’ C [ sans perte de généralité. Il suffit de prouver
que teup = Supyernp{t|o(t) = ¢(t')} est la borne supérieure de I'. Les fonctions
¢ et ¢ étant continues, on doit avoir ¢(ts,) = ¢ (tsup). Or si ts,, n'était pas la
borne supérieure de I’, en appliquant I'hypothese au point ¢(tg.,), il existerait
€ > 0 avec ¢(t) = ¢'(t) pour t € [tsup, tsup + €] €t la trajectoire ¢’ ne serait pas
maximale. O

Si I'on particularise ces résultats aux systéemes a dérivée constante par mor-
ceaux, on est amené a faire la remarque suivante :
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Observation 2.1 (Existence et unicité locale pour les systéemes DCPM)
Soit H = (R4, f) un systéme DCPM.

Il existe une trajectoire partant d’un point x € R? si et seulement si le point
x est tel qu’il existe € > 0 avec f(x') = f(x) pour tout point x' du segment
[z, 2 + ef(x)] de R,

En outre, lorsque tel est le cas, il y a unicité locale des trajectoires : si ¢ et ¢’
sont des trajectoires partant de x, alors il existe € > 0 tel que pour tout t € [0, €]

on ait ¢(t) = o(t').
Posons alors :

Définition 2.12 (Points et systémes bien définis) Soit H un systéme DCPM
de dimension d.

Un point x € R? de l’espace de H = (RY, f) est dit bien défini sl existe € > 0
tel que f(x') = f(x) pour tout z' du segment [x,x + ef(x)] de RZ

On note BienDefini(H) l’ensemble des points x € RY de l’espace du systéme
qui sont bien définis. Le systéme H est dit bien défini s’il vérifie BienDe fini(H) =
X.

On obtient alors :

Corollaire 2.1 Soit H = (R%, f) un systtme DCPM de dimension d.
Soit ¢ une trajectoire mazimale de H.
Alors
— soit ¢ continue a jamais
— soit ¢ est définie sur un intervalle fermé du type I = [0,t*] et ¢(t*) est un
point qui n’est pas bien défini.

Et :

Corollaire 2.2 Soit H = (R4, f) un systéme DCPM de dimension d bien défini.
Alors par tout point de ’espace de H passe exactement une trajectoire maximale
et cette trajectoire mazximale continue a jamais.

Notons que 'on peut faire la remarque suivante :

Observation 2.2 Soit H = (R?, f) un systéme DCPM de dimension d.
L’ensemble BienDefini(H) est un polyédre rationnel calculable.
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Entrée acceptée

Entrée rejetée

Entrée non-acceptée

2.4 Systemes dynamiques en tant que modeles
de calcul

Dans le chapitre 7 et dans le chapitre 8 nous considérerons les systemes dy-
namiques comme des modeles de calcul et nous chercherons a caractériser leur
puissance de calcul. Nous le ferons de la fagon suivante : tout d’abord, nous fixons
un moyen de coder un mot sur un alphabet fini ¥ comme un point de R

fig :excalExemples de calculs par un systeme DCPM

Définition 2.13 (Encodage =) Supposons que l'on se fixe ’alphabet fini ¥ =
{0,1}.

On appelle Z : ¥ — [0,1] la fonction définie par Z(p) = Y7 (2a;)/(4)"*!
lorsque le mot p s’écrit p = aqas ... avec chacun des a; € Y.

Nous définissons alors : voir la figure ?7.

Définition 2.14 (Calcul par un systéme dynamique [9, 23, 44]) Soit (R?, f)
un systéme dynamique & temps discret ou continu. Soient x° et x' deux points de
Iespace. On suppose que x° et ' sont des points fizes du systéme.

Soit w € ¥ un mot sur l'alphabet ¥. Un calcul du systeme sur w est une
trajectoire du systéme partant du point de coordonnées (E(w),0,...,0). Le calcul
est dit acceptant s’il atteint le point x*. Le calcul est dit rejetant s’il atteint le
point z°.

Un langage L C X* est dit semi-reconnu par le systeme si L coincide avec
I’ensemble des mots w € ¥* tels que le calcul du systéme sur cette entrée soit
acceptant.



2.4. SYSTEMES DYNAMIQUES EN TANT QUE MODELES DE CALCUL25

Un langage est dit (pleinement-)reconnu par le systéme si en outre pour tout
w e X, wé¢ L, le calcul du systéme sur w est rejetant.

Le point z' est appelé le point d’acceptation du systéme. Le point 20 est
appelé le point de rejet du systéme. Le segment [0,1] x {0}471 est appelé le port
d’encodage du systeme.

En d’autres termes, une entrée w € >* d’un calcul est encodée par un point
rationnel de 'espace, et est dite acceptée (respectivement refusée) si et seulement
si la trajectoire partant de ce point atteint le point d’acceptation (respectivement
le point de rejet).

Bien entendu, il se peut qu'une entrée soit ni acceptée ni refusée : cela corres-
pond au fait que la machine calcule sans s’arréter (voir la figure 77).
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CHAPITRE
Indécidabilité de la vé-

rification pour les des
systemes dynamiques

3.1 Introduction

Ce chapitre s’intéresse a la décidabilité des propriétés d’atteignabilité, de
controlabilité, et de stabilité pour chacune des classes de systemes dynamiques
introduites dans le chapitre 2. Il prouve que chacune de ces propriétés est indéci-
dable. En particulier, il prouve I'indécidabilité des problemes de la stabilité pour
les réseaux de neurones et répond a une conjecture exprimée a plusieurs reprises
dans la littérature : voir [12, 83].

Le plan de ce chapitre est le suivant : dans la section 3.2, nous étudions la
décidabilité du probleme de l'atteignabilité. Dans la section 3.3, nous étudions
la décidabilité du probleme de la controlabilité. Enfin, dans la section 3.4, nous
étudions la décidabilité des problemes de la stabilité.

Nous renvoyons notre lecteur au chapitre 2 pour les définitions précises des
systemes dynamiques étudiés.

3.2 Probleme de 'atteignabilité

Commencons par discuter le probleme de l'atteignabilité : étant donné un
sous-ensemble R C R?, nous dirons quune trajectoire x;1; = f(x;) d'un systéme
a temps discret (X, f) atteint R s'il existe ¢ty € N avec x4, € R. Etant donné un
sous-ensemble R C RY, nous dirons qu'une trajectoire ¢ d’un systéme a temps
continu (X, f) atteint R s'il existe ty dans le domaine de ¢ avec ¢(ty) € R.
L origine désigne le point de R¢ de coordonnées (0, ..., 0) dans la base canonique.

Définition 3.1 (Probleme de ’atteignabilité) On appelle probleme de I’at-
teignabilité pour une classe C de systemes dynamiques a temps discret ou continu
le probleme de décision suivant :

— Instance : un systéme dynamique de la classe C, un point xo € Q7.

— Question : la trajectoire partant de xo atteint-elle [’origine ¢

27
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3.2.1 Résultats

Le probleme de l'atteignabilité pour chacune des classes de systemes dyna-
miques a temps discret introduites dans le chapitre 2 est indécidable. En effet,
les résultats suivants sont prouvés dans [45, 61, 82].

Théoréme 3.1 (Systémes a temps discret [45, 61, 82]) Les problemes de l’at-
teignabilité

— pour les systemes affines par morceaux

— pour les systémes continus affines par morceaus

— pour les réseaur de neurones
sont indécidables.

Pour les systemes dynamiques a temps continu, le probleme reste indécidable.
En effet, le résultat suivant est prouvé dans [9].

Théoréme 3.2 (Systémes a temps continu [9]) Le probléeme de [’atteignabi-
lité pour les systémes DCPM bien définis est indécidable.

Nous discutons maintenant les preuves de chacun des résultats du théoreme
3.1. Le théoreme 3.2 sera prouvé dans le chapitre 7.

3.2.2 Systemes affines par morceaux

Commencons par I'indécidabilité du probleme de I’atteignabilité pour les sys-
temes affines par morceaux. Elle découle immédiatement du résultat suivant de
simulation d’'une machine de Turing par une fonction affine par morceaux :

Lemme 3.1 (Simulation d’une machine de Turing) Soit M une machine
de Turing a un ruban. Soit C' =X x X¥ x Q) l’espace de ses configurations.

Alors il existe une fonction affine par morceauz gy : R? — R? et une fonction
d’encodage v : C' — [0,1]2, avec v(X* x ¥* x Q) C Q?, telles que le diagramme
sutvant commute :

c . ¢

RQ gm RQ

(c’est-a-dire telles que gp(v(c)) = v(c) pour toutes configurations c,c’ € C
avec ¢k ).

Preuve: Comme nous 'avons fait dans le chapitre 1, nous pouvons supposer
que l'alphabet ¥ s’écrit ¥ = {0,1,...,n— 1}, que 'ensemble @ des états internes
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de la machine M s’écrit @ = {0,1,...,m — 1} et que 0 est 'unique état interne
accepteur de la machine M.
Définissons v : C' — [0, 1% par v(p1,p2,q) = (¢/m + z1/m, x) avec

[e.e]

ri= Y (2a])/(2n)""!
5=0
si p; € B¢ s'éerit p; = alala?. .. avec les al € X. Pour tout o, 3 € ¥,q € Q,
définissons le sous-ensemble B, g, par Ba g, = [¢/m+ (2a)/(2mn), q/m+ (2a +
1)/(2mn))] x [(208)/(2n), (268 + 1)/(2n)]. Par définition de v, une configuration
du type (ap}, Bpy, q) avec py,py, € ¥¥, ¢ € @, a pour image par v un point de
B, g 4. Par conséquent le méme quintuplet de la machine de Turing M s’applique
a toutes les configurations qui sont envoyées par v dans un meéme pavé B, 4.
Un tel quintuplet a pour effet de remplacer le symbole o d’index 0 du ruban
par un nouveau symbole ', de déplacer le ruban vers la droite ou vers la gauche et
de changer I’état interne ¢ en un nouvel état interne ¢’ : nous définissons alors gy,
sur la boite B, s, par ga(q/m+ x1/m,x2) = (¢'/m + 2 /m, x}) ot z} = axy + b,
xh = cx9 + d avec :
—a=2n,b=—2a,c=1/(2n),d = (2a’)/(2n) si le ruban est déplacé vers la
gauche.
—a=1/(2n),b = (28)/(2n) + 2(«/ — @)/(2n)?,c = 2n,d = —203 si le ruban
est déplacé vers la droite.
On a alors gy (v(c)) = v(c) pour tout ¢, € C avec ¢ - ¢. O

3.2.3 Systemes continus affines par morceaux et réseaux
de neurones

Passons maintenant a la preuve de l'indécidabilité du probleme de 'attei-
gnabilité pour les systemes continus affines par morceaux et pour les réseaux de
neurones.

Puisqu’un réseau de neurones est un systéeme continu affine par morceaux
particulier, il nous suffit de prouver 'indécidabilité du probleme de ’atteignabilité
pour les réseaux de neurones.

Rappelons que nous appelons o-fonction une fonction du type x — o(Az+0) :
voir la définition 2.9. Nous appellerons o*-fonction une fonction qui s’écrit comme
la composée d’'un nombre fini de o-fonctions.

Il est facile de voir que prouver I'indécidabilité du probleme de 'atteignabilité
pour les réseaux de neurones est équivalent a prouver l'indécidabilité du probleme
de I'atteignabilité pour les systémes affines & temps discret du type (R?, f) ol f
est une o*-fonction. Or I'indécidabilité de ce dernier probleme découle immédia-
tement de 1’observation suivante et de son corollaire.
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Observation 3.1 Soit P une union finie de pavés fermés disjoints de R?. Soit
f: P — [—1,1] une fonction affine par morceauz, affine sur chacun des pavés de
P.

Alors il existe une o*-fonction g : R> — R? égale a f sur P.

Preuve: Lorsque € est un réel positif et a un réel, observons que la fonction
ht(x,a) = o(1 4+ 2/e(x — a))) vaut 1 si & > a et —1 si z < a — €. La fonction
h:(x,a) = hf(—z,—a) vaut 1 si x < a et —1 si # > a + €. Ecrivons alors
P = U B; avec B; = [a},b}] x [a?,b?]. Soit d la distance euclidienne qui sépare
les deux boites les plus proches I'une de 'autre. La o*-fonction y; définie par

Xi(J:l?xQ) = hil-(h;m(‘xlv azl) + h;/Q(xh bzl) + h;r/2($2’ a?) + h;/Q(x27 b?)a 4)

vaut 1 sur B; et 0 sur les Bj, j # 4. Il suffit alors de définir ¢g par

n

g(z1,22) = U(ZU(U(U(fi(ﬂfl,iﬂz))) +2xi(z1,22) —2) +n—1)

=1

ou f; désigne la fonction affine égale a f sur B;. O

Corollaire 3.1 On peut supposer que la fonction gy; dans ’énoncé du lemme
3.1 est une o*-fonction.

Preuve: La fonction affine par morceaux g,, construite dans la preuve du
lemme 3.1 est affine sur un nombre fini de pavés fermés disjoints : ces pavés
sont les B, 34. Elle peut donc s’étendre en une o*-fonction hors de ces pavés par
I’observation précédente. O

3.3 Probleme de la controlabilité

Nous nous intéressons maintenant au probleme de la controlabilité :

Définition 3.2 (Probléme de la controélabilité) On appelle probleme de la
controlabilité pour une classe C de systemes dynamiques a temps discret controlés
le probleme de décision suivant :
— Instance : un systéeme dynamique (R%,Y, f) de la classe C.
— Question : Existe-t’il un controle u : N — Y tel que pour tout xy € R?, la
trajectoire partant de xo pour le controle u atteint l’origine ¢

De nouveau ce probleme est indécidable :

Théoréeme 3.3 (Systémes linéaires commutés) Le probléeme de la controla-
bilité pour les systemes linéaires commutés est indécidable.
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Ce résultat découle clairement de la proposition suivante prouvée par Paterson
en 1970 dans [65] :

Proposition 3.1 ([65]) Le probléme de décision suivant est indécidable :

— Instance : un ensemble fini F = { Ay, ..., Ay} de matrices 3x3 a coefficients
entiers.
— Question : existe-t’il un entier k et des entiers iy, ... iy € {1,...,m} véri-

fiant l’équation matricielle A;, ... A;, =07

Nous discuterons ce probleme plus longuement dans le chapitre 4.

3.4 Problémes de la stabilité

Nous nous intéressons maintenant a la décidabilité des problemes de la stabi-
lité :

Définition 3.3 (Problémes de la stabilité) On appelle problemes de la sta-
bilité pour une classe C de systemes dynamiques a temps discret ou continu les
problemes de décision suivants :
— Instance : un systéeme dynamique de la classe C.
~ Probléme de la convergence globale : est-il vrai que pour tout o € R?
la trajectoire partant de xo converge vers l'origine ¢
— Probléme de la mortalité : est-il vrai que pour tout o € R? la trajectoire
partant de xq atteint ['origine ¢
— Probleme de la stabilité globale asymptotique : le systeme est-il glo-
balement asymptotiquement stable ¢ Un systeme est dit localement asymp-
totiquement stable [84] si pour tout voisinage U de l'origine, il existe un
autre voisinage V' de l'origine tel que pour tout xo € V', la trajectoire partant
de xo converge vers l'origine sans quitter U. Un systeme est dit globale-
ment asymptotiquement stable s’il est globalement convergent (pour tout
xo € R? la trajectoire partant de xy converge vers lorigine) et s’il est loca-
lement asymptotiquement stable [84].

3.4.1 Résultats

Dans le reste de ce chapitre, nous prouvons les résultats suivants :

Théoréme 3.4 (Systéemes a temps discret) Les problémes de
— la convergence globale
— la mortalité
— la stabilité globale asymptotique
pour
— les systemes affines par morceaux
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— les systémes continus affines par morceaux
— les réseauxr de neurones
sont indécidables.

En particulier, nous résolvons une conjecture exprimée a plusieurs reprise dans
la littérature (voir [12, 83]) sur 'indécidabilité du probleme de la stabilité pour
les réseaux de neurones.

Une version préliminaire de ce travail (restreinte aux réseaux de neurones a
fonction d’activation discontinue) a mené lieu a la soumission [10] cosignée avec
Vincent Blondel, Pascal Koiran, Christos Papadimitriou et John Tsitsiklis. Les
résultats présentés ici constituent une extension de ces résultats au probleme
original.

3.4.2 Principe de la preuve

Nous avons vu dans le lemme 3.1 qu’il était possible de simuler une machine de
Turing par une fonction affine par morceaux. La premiere étape de notre preuve
consiste a montrer que ’on peut simuler une machine de Turing par une fonction
affine par morceaux dans un sens plus fort que celui du lemme 3.1.

La seconde étape consiste a utiliser un résultat prouvé par Hooper [39], qui
stipule qu’il n’est pas possible de déterminer algorithmiquement si une machine
de Turing s’arréte sur toute configuration, pour en déduire qu’il n’est pas possible
de décider si un systéme dynamique (R3, f) posséde une trajectoire qui reste dans
le sous-ensemble {0} x R2.

Enfin la troisieme et derniere étape consiste a réduire ce dernier probleme aux
problemes de la stabilité pour les réseaux de neurones.

Nous détaillons maintenant chacune de ces étapes.

3.4.3 Simulation d’une machine de Turing

La premiere étape consiste donc a renforcer le lemme 3.1. Nous avons besoin
de prouver le résultat suivant (intuitivement, dans ce lemme v’ est 'inverse de
la fonction v du lemme 3.1 dans le sens ou v/(v(c)) = ¢ pour toute configura-
tion ¢, N est I'image de v, N'' correspond & un sous-ensemble de [0,1]> qui
code des configurations correctes, N!  correspond au sous-ensemble de N des
configurations non-terminales) ;

acc

Lemme 3.2 Soit M une machine de Turing a un ruban. Soit C' = X% X X x Q)
I’espace de ses configurations.

Alors il existe une o*-fonction gy : R? — R2, une fonction d’encodage v’ :
0,1)> — C, et des sous-ensembles N> C N'* C [0,1]%, N,.. C N tels que les
conditions suivantes soient vérifiées :

1. guN>®) C N> et V(N>) =C.
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2. N2... (respectivement N'*) est un produit cartésien de deuz unions finies
d’intervalles fermés de R. N2, . est a une distance strictement positive du
point de coordonnées (0,0) dans R2.

3. Pour x € N'', la cconfiguration v'(x) de M est non-terminale si et seule-
ment si v € N

—acc*

4. Le diagramme suivant commute :

',

c — (C
Nt 2L,00,1)2

(c’est-a-dire V' (x) & v/ (g () pour tout x € N*).

Preuve: Considérons les notations et fonctions v et g, de la preuve du lemme
3.1. Comme mentionné dans le corollaire 3.1, nous pouvons supposer que la fonc-
tion gjs est une o*-fonction.

Nous voulons définir v/ : [0, 1]> — C de telle sorte que v/(v(c)) = ¢ pour tout
¢ € C. Nous le faisons de la fagon suivante : on définit pop : [0,1] x N — X par

k silexistel e Net ke X
Lo (2k) (2k+1)]
(2n)J (2n)J+17 (2n)i+l

pop(z,j) = tels que  —
0 sinon

Observons que pour z; = Z;’;O(Qag)/(Zn)j“, on a pop(x;,j) = al pour tout
j € N. On définit alors v/ : [0,1]* — C par v/ (y1/m,y2) = (p1, e, int(y1)),
ot p; = adala?... avec les al définis par al = pop(fract(y;),j) : int et fract
désignent respectivement la partie entiere et la partie fractionnaire. On a bien
V'(v(c)) = ¢ pour tout ¢ € C.

Définissons N'! comme I'union des boites B, 5, pour a, 3 € ¥, q € Q. Définis-
sons N, comme 'union des boites B, s, pour , 8 € ¥ et pour g € @ différent
de I’état interne acceptant 0 de M.

On a bien alors v/(z) F v/(ga(z)) pour tout x € N,

Posons N> = v(C). On a bien gy (N>°) C N et puisque /(v(c)) = ¢, on a
bien v/(N*°) = C. 0 € @ étant supposé étre un état interne acceptant, le point de
coordonnées (0,0) n’appartient pas a A%, . et est donc & une distance strictement
positive de cet ensemble. O

3.4.4 Résultat de Hooper

Nous utilisons maintenant le résultat prouvé par Hooper [39] pour en déduire
qu’il n’est pas possible de décider si un systeme dynamique (R3, f) possede une
trajectoire qui reste dans le sous-ensemble {0} x RZ.

Le résultat précis prouvé par Hooper en 1966 est le suivant (voir [39]) :
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Théoreme 3.5 ([39]) Le probléme de décision suivant est indécidable :
— Instance : Une machine de Turing M.
— Question : M posséde-t’elle une configuration non mortelle ?

En d’autres termes, il n’est pas possible de déterminer algorithmiquement si
une machine de Turing s’arréte sur toute configuration.

Remarquons que ce résultat et le lemme 3.2 suffisent pour prouver 'indécida-
bilité des problemes de la stabilité pour les systemes affines par morceaux lorsque
I’on ne leur impose pas d’étre continus. En effet :

Corollaire 3.2 Les problemes de
— la convergence globale
— la mortalité
— la stabilité globale asymptotique
pour les systemes discontinus affines par morceaux de dimension 2 sont indéci-

dables.

Preuve: Nous réduisons tout d’abord le probleme du théoreme 3.5 au pro-
bleme de la mortalité. Supposons qu'une machine de Turing M soit donnée. No-
tons gj, la fonction discontinue affine par morceaux égale a la fonction gy du
lemme 3.2 sur M, et égale a 0 ailleurs. Nous affirmons que la machine de Tu-
ring M possede une configuration non mortelle si et seulement si la fonction g},
possede une trajectoire non mortelle : c¢’est-a-dire si et seulement s’il existe une
suite x;41 = g), () avec x; # 0 pour tout ¢ € N.

Supposons qu’'une telle trajectoire existe. Puisque ¢}, est nulle en dehors de
M., nous avons x; € N2 pour tout ¢ € N. Par le diagramme commutatif du
lemme 3.2, la suite ¢; = /() est une suite de configurations consécutives de M.
Par la condition 3 du lemme 3.2, aucune des configurations ¢; n’est terminale. La
configuration c¢q est donc non mortelle.

Réciproquement, supposons que M possede une configuration non mortelle :
il existe une suite infinie de configurations non-terminales avec ¢;;1 - ¢;. Par la
condition 1 du lemme 3.2, il existe xg € N> avec /() = ¢p. Nous affirmons que
la trajectoire x; 1 = ¢4,(x;) est non mortelle : en effet, puisque gy (N°) C N,
nous avons x; € N pour tout ¢, et par le diagramme commutatif, nous obtenons
V'(z¢) = ¢ pour tout t. La configuration ¢; étant non-terminale pour tout ¢, la
condition 3 du lemme 3.2 nous dit que z; € N2, pour tout ¢ et la condition 2
du lemme 3.2 nous dit que z; ne saurait s’annuler.

L’indécidabilité des problemes de la convergence globale et de la stabilité
globale asymptotique découle des remarques suivantes : d’une part, par ce qui
précede, une trajectoire non mortelle de g, ne converge pas vers 0 puisqu’elle reste
dans A & distance positive de l'origine. D’autre part, toute trajectoire mortelle
de ¢, satisfait x; = 0 a partir d’un certain moment, puisque 0 est un point fixe
de ¢4;. En d’autres termes, pour le systeme dynamique (R?, ¢},) les propriétés
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de mortalité, de convergence globale et de stabilité globale asymptotique sont
équivalentes. O

Maintenant, lorsque ’on impose aux systemes dynamiques d’étre a fonction de
transition continue, le théoreme 3.5 n’est pas suffisant pour prouver directement
I'indécidabilité des problemes de la stabilité mais il permet de prouver qu’il n’est
pas possible de décider si un systéme dynamique (R?, f) posseéde une trajectoire
qui reste dans le sous-ensemble {0} x R

Avant cela, nous avons besoin d’un résultat technique :

Observation 3.2 Soit P un sous-ensemble de R? qui s’écrit comme un produit
cartésien de deuxr unions finies d’intervalles fermés de R.

Alors il existe une o*-fonction Zp : R?> — R telle que, pour tout x,

— six € P alors Zp(x) =0

~-six & P, alors Zp(x) > 0.

Preuve: Comme dans 'observation 3.1, lorsque € est un réel positif, et a un
réel, appelons h} (z,a) la fonction définie par hl(x,a) = o(1 + 2/e(x — a))) et
h (x,a) la fonction définie par h (z,a) = h}(—z, —a).

Soit I un intervalle ouvert du type I =|a, b[. La fonction x(x) = —hzz_a)/Z(x, b)—
h@—a) /2(1, a) vaut O pour x ¢ I et une valeur strictement positive pour = € I.

Soit I un intervalle ouvert du type I =]a, oo|. La fonction x;(x) = 1+h{ (z,a+
1) vaut 0 pour z ¢ I et une valeur strictement positive pour x € I.

Soit I un intervalle ouvert du type I =] — 00, a|. La fonction y,;(x) = 1 +
hi(z,a — 1) vaut 0 pour = & I et une valeur strictement positive pour = € I.

Lorsque J = U}, I; est une union finie d’intervalles fermés de R, le complé-
mentaire J¢ de J dans R s’écrit comme une union finie d’intervalles ouverts :
posons J¢ = U, I;. Définissons la fonction Z; par Z;(z) = Y ., xz,(x). Cette

fonction est nulle pour x € J et possede une valeur strictement positive pour
x & J.
Maintenant si P s’écrit P = J; X Jo il suffit d’écrire Zp(x1,x2) = o(Zy, (1) +
Z5,(x2)). 0
Nous sommes préts a prouver qu’il n’est pas possible de décider si un systeme

dynamique (R3, f) posséde une trajectoire qui reste dans le sous-ensemble {0} x
R? :

Lemme 3.3 Le probleme de décision suivant est indécidable :
— Instance : un systéeme dynamique (R, f) ou f est une o*-fonction.
— Question : le systéme posséde-t’il une trajectoire xyy1 = f(xy) qui appar-
tienne a {0} x R? pour tout t ?

Preuve: Nous réduisons le probleme du théoreme 3.5 a ce probleme.
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Supposons qu’une machine de Turing M soit donnée. Considérons la o*-
fonction f : R® — R3 définie par

f (@1, 22, 25) = ( 0(0(Zun,,, (22, 73)) )

9M(9€27 953)

ot les fonctions gur, N2,
servation 3.2 pour P = N1 .

Pour éviter certains problemes de notations, nous écrirons (z!,...,z%) les
composantes d'un point = de R?.

Nous prouvons que le systeme (R3, f) posséde une trajectoire z;,; = f(xy)
avec z; = 0 pour tout ¢ si et seulement si la machine de Turing M possede une
configuration non mortelle.

Supposons que le systeme possede une telle trajectoire. Puisque Zy1 , et
donc aussi o(o(Zyz, ), est strictement positive en dehors de N, cela signifie
que pour tout ¢ > 0, on doit avoir (22,23) € N!,... En utilisant le diagramme
commutatif du lemme 3.2, cela signifie que v/(z?,2}), t € N, est une suite de
configurations successives de M. Par la condition 3 du lemme 3.2 aucune de ces
configurations n’est terminale : c’est-a-dire ¢y = v/(23,3) est une configuration
non mortelle de M.

Réciproquement, supposons que M possede une configuration non mortelle :
il existe une suite infinie de configurations non-terminales avec ¢; - ¢;1. Par la
condition 1 du lemme 3.2, il existe un point (z2, z3) € N tel que v/(23, z3) = co.
Considérons la suite définie par (z7,,,2},,) = gm(z},2}) pour tout ¢. Puisque
g (N®) C N nous avons (22, z3) € N> pour tout ¢ > 0. La configuration c;
n’étant pas terminale, par la propriété 4 du lemme 3.2 nous avons (22, z3) € N2 .

pour tout ¢ > 0. Ceci implique précisément que la suite z; = (0,22, 23), t € N,
est une trajectoire de (R3, f). O

et Zy1,  sont définies dans les lemmes 3.2 et I'ob-

3.4.5 Reéduction aux problemes de la stabilité

Nous en arrivons maintenant a la troisieme et derniere étape de notre preuve
qui consiste a réduire le probleme du lemme 3.3 aux problemes de la stabilité.

Rappelons qu’une o-fonction est une fonction du type xz — o(Az + b) : voir
la définition 2.9. Nous dirons qu’une telle fonction est une og-fonction si b est le
vecteur nul : c’est-a-dire si la fonction est la composée de o et d'une application
linéaire. Nous appellerons o(-fonction une fonction qui s’écrit comme la composée
d’un nombre fini de op-fonctions.

Commencons par le point technique suivant :

fig :fLa fonction f(z) = 0(20(z) — o(2x))

Lemme 3.4 [l existe deux o}-fonctions Abs, Sel de R* dans R telles que :
— Pour tout e € [0,1] :
— Pour z € [-1,0], on a Abs(z,e) = 0.
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) f(z)
1
—1 E 0 1 T

— Pour z € 0,1], on a Abs(z,e) € [0, 1].
— Pour z=1, on a Abs(1,e) = e.
— Pour tout e € [—-1,1] :

- Sel(0,e) = 0.
- Sel(1,e) =e.
- Sel(—1,e) =e.

Preuve: Sil'on pose f(x) = 0(20(z)—0(2z)), on peut vérifier que Abs(z,e) =
f(z/2+¢€/2) et Sel(z,e) = 0(2f(3z/4 4 e¢/4) — z) sont solutions : voir la figure
77?. O

Maintenant, la construction suivante est celle qui nous permettra de réduire
le probleme indécidable du lemme 3.3 aux problemes de la stabilité :

Lemme 3.5 Il existe une ojj-fonction Stab: R x [0,1] — R telle que le systéme
dynamique controlé (R?, [0, 1], Stab) vérifie la propriété suivante : toute trajectoire
zip1 = Stab(z, ep), t € N, du systéme partant d’un point zy € [—1,1] pour un
contréle e, : N — [0,1] est dans 'un des trois cas exclusifs suivants :
— La suite z; est constante de valeur 1. Ce cas ne se produit que si zg = 1 et
st ep = 0 pour tout t.
— La suite z; est constante de valeur —1. Ce cas ne se produit que si zg = —1
et si e = 0 pour tout t.
— La suite z; est ultimement nulle : il existe ty tel que z; = 0 pour tout t > t.

Preuve: Remarque 1 : la fonction f(x) = 0(20(x) — o (2z)) possede les points
fixes instables —1 et 1 et toute suite du type x¢1 = f(z:) avec xy & {—1,1}
atteint ultimement le point fixe stable 0 : voir la figure ?7?.

Remarque 2 : posons F(z,e) = f(z — Abs(z,e)/2). Pour tout e € [0,1], z €
[—1,1] on a F(z,e) = f(z) pour z < 0, et 0 < F(z,e) < f(z) pour z > 0 : en
effet pour z < 0 on a Abs(z,e) = 0 et pour z > 0, la fonction f est croissante et
ona—1/2<z— Abs(z,e)/2 < z avec f(—1/2) =0.
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Remarque 3 : posons Stab(z,e) = F(—F(—z,¢),e). Alors 0 < Stab(z,e) <
f(f(2)) pour z > 0 et f(f(z)) < Stab(z,e) < 0 pour z < 0 : en effet, lorsque z
est positif, on a —F(—z,e) = —f(—2) = f(z) > 0 d’ou l'on tire 0 < Stab(z,e) <
f(f(2)), et lorsque z est négatif, ona 0 > —F(—z,e) > —f(—z) = f(z), d’ou 'on
tire Stab(z,e) = f(—=F(—z,e)) > f(f(2)) en utilisant la croissance de la fonction
f.

Remarque 4 : z € {—1,1}, e € [0,1] et Stab(z,e) € {—1,1} implique e =
0 : on a d'une part Stab(l,e) = F(—F(—1,e),e) = F(—f(—1),e) = F(l,e) =
f(1— Abs(l,e)/2) = f(1 —e/2) et d’autre part Stab(—1,¢e) = F(—F(1,¢),e) =
f(=F(l,e)) = f(—=f(1—e/2)) = —f(f(1—e/2)). La fonction f prenant les valeurs
{—1,1} seulement en —1 et 1, les deux cas se rameénent a f(1 —e/2) € {—1,1}.
Puisque la fonction f est positive sur [1/2,1], seul le cas f(1 —e/2) = f(1) =1
est possible. La fonction f étant strictement croissante sur [1/2, 1] ce cas implique
e=0.

En utilisant les remarques précédentes, nous prouvons maintenant que la fonc-
tion Stab est solution : par la remarque 3 et la remarque 1, il est clair que s’il
existe un ¢ avec |z;| < 1, alors la suite z; est ultimement nulle.

Supposons maintenant que |z;| = 1 pour tout ¢ > 0. La remarque 4 implique
que l'on doive avoir e; = 0 pour tout t. En observant que Stab(1,0) = 1 et que
Stab(—1,0) = —1, cela signifie que la suite z; est la suite constante z; = z5. On a
alors zgp € {—1,1} et e; = 0 pour tout t. O

Nous en déduisons alors le résultat suivant :

Lemme 3.6 Les problemes de
— la convergence globale
— la mortalité
— la stabilité globale asymptotique
pour les systémes dynamiques du type (R*) f) ot f est une o}j-fonction sont in-

décidables.

Preuve: Nous réduisons tout d’abord le probleme du lemme 3.3 au probleme
de la mortalité pour ces systemes.

Supposons quun systéme dynamique (R?, f) olt f est une o*-fonction soit
donné. La fonction f, en tant que o*-fonction, s’écrit f = fro fr_10...0f1, ol les
f; = o(Ajx + b;) sont des o-fonctions. Puisque l'on a o(o(x)) = o(x) pour tout
x, quitte a composer la fonction f a gauche par des fonctions o, nous supposer
Pentier k supérieur ou égal a 5.

Définissons f': R* — R* par f' = fiof;_jo...0ff ou fi(z,2) = o(A;z+b;z)
(z est un vecteur de R3 et z est un réel dans cette définition) de telle sorte que
lon ait f(x) = f'(z,1).

Posons 0¥ = g et 0"t = g0 pour tout entier n. Considérons le systeme
dynamique (R?, f”) ou f” est la of-fonction définie par :

n+1
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" _ [ Sel(oW(2), f'(x,2))
fiw2) = ( Stab(o®9) (z), o+~ (a1)) >

pour x = (z', 2%, 2%) e R3 et 2 € R.

Nous prétendons que (X", f”) posséde une trajectoire non mortelle (c’est-a-
dire qui n’atteint pas lorigine) si et seulement si (R3, f) posseéde une trajectoire
Ti41 = f(z¢) ol la premiere composante z;} de z; vérifie z; = 0 pour tout ¢.

Supposons que (R3, f) posséde une trajectoire x4 = f(z;) avec x; = 0 pour
tout t. La trajectoire (x4, 1) est une trajectoire de (R?*, f”) car on a

(Sel(c™ (1), f'(24,1)), Stab(c*=9) (1), o k=5 (2:})))
= (Sel(1, f'(z¢, 1)), Stab(1,z}))
Ef(l’t), 1)

Cette trajectoire est non mortelle puisque sa derniere composante reste toujours
égale a 1.

Réciproquement, supposons que (R‘i, 1 2/ possede une trajectoire 7, | = j; /’ ()
non mortelle. Notons z} = (z,', 2,2, 2,3, x,1). Par le lemme 3.5, la suite z,* est
soit constante de valeur 1, soit constante de valeur —1, soit ultimement nulle. Le

. . . . "
dernier cas ne peut pas se produire car s'il existe ¢ tel que x,* = 0, on a

= (Sello™(0), f'(a/", 2, 2}%)), Stab(o*)(0), 0 *) (277))
= (Sel(0, f/(x]t, 2,2, 2}%)), Stab(0, o) (z]1)))
= (0,0)

La suite z,* est donc constante de valeur 1 ou —1, et par le lemme 3.5, on sait
que pour que cela se produise, il faut que x,;* = 0 pour tout ¢. On peut supposer
sans perte de généralité que ac;"L = 1 pour tout ¢ (sinon il suffit de considérer la
suite —z} en lieu et place de z} qui est aussi une trajectoire de (X", f”) puisque
la fonction f”, en tant que oj-fonction, est nécessairement impaire.). Le systeme
(R3, f) possede la trajectoire 2, = (z"!,2"2,2"%) avec x} = 0 pour tout ¢ : en
effet, 2,1 = Sel(o™ (z"), f'(zy,2"*)) = Sel(1, f'(x4,1)) = f'(z,1) = flzy) et
x} = 2" est nul pour tout ¢ > 0.

L’indécidabilité des problemes de la convergence globale et de la stabilité glo-
bale asymptotique découle des remarques suivantes : d'une part, par ce qui pré-
cede une trajectoire non mortelle de (R?*, f”) ne converge pas vers 0 puisque sa
derniere composante reste dans {—1,1}. D’autre part, toute trajectoire mortelle
de (R*, f") satisfait 2y = 0 & partir d’un certain moment, puisque l'origine est un
point fixe de f”. En d’autres termes, pour le systéme dynamique (R*, ), les pro-
priétés de mortalité, de convergence globale et de stabilité globale asymptotique
sont équivalentes.

([

Nous obtenons alors le résultat principal de cette section :



40 CHAPITRE 3. INDECIDABILITE DE LA VERIFICATION

Théoréme 3.6 (Systemes a temps discret) Les problémes de
— la convergence globale
— la mortalité
— la stabilité globale asymptotique
pour
— les systemes affines par morceaux
— les systemes continus affines par morceaux
— les réseaux de neurones
sont indécidables.

Preuve: L’indécidabilité de ces problemes pour les systemes (continus) affines
par morceaux est clairement le lemme précédent.

Il nous reste a montrer I'indécidabilité des problemes de la stabilité pour les
réseaux de neurones : nous réduisons les problemes du lemme 3.6 aux problemes
équivalents pour les réseaux de neurones.

Soit (R%, f) un systéme dynamique ol f est une op-fonction. f : R* — R, en
tant que of-fonction s’écrit f = fro fy_10...0 f1, ol les fonctions f;(x) = o(A;x)
sont des op-fonctions de R% dans R%-1, pour des entiers dy, ds, . .., d; avec dy =
d, = 4.

Considérons le réseau de neurones (R?, f') avec d = dy +dy + ... + dj et la
fonction f’ définie par f'(z) = o(Ax) ou :

0O 0 ... 0 Ay
A 0 ... 0 0
A=1]1 0 A 0 0
: : 0 0
0 0 ... A,_1 O

Ce réseau de neurones simule clairement les itérations de la fonction f.

Supposons que (X', f') soit mortel (respectivement globalement convergent,
globalement asymptotiquement stable). Alors (R*, f) I’est aussi : en effet, lorsque
Tip1 = f(z¢) est une trajectoire de (R?, f) alors la suite (x, fi(x¢), ..., fr_10...0
fi(z¢)) est une suite extraite d'une trajectoire de (X', f’).

Supposons que (R*, f) soit mortel (respectivement globalement convergent,
globalement asymptotiquement stable). Alors (X', ') I'est aussi : lorsque z}; =

f'(;) est une trajectoire de (X', f'), écrivons z} = (y},...,yF), ott chacun des ¢’
est dans R%-1. La suite y}, t € N s’annule ultimement (respectivement converge
vers 0) car pour chaque ty € {0,...,d — 1}, la suite ¢ — y, ., est une trajec-

toire de (X, f). Pour j > 1, chacune des suites y/, t € N, gannule ultimement
(respectivement converge vers 0) car y; est 'image de y; par la fonction continue
fj—10...0 fi qui envoie O sur 0. O



CHAPITRE
Problemes en basses di-

mensions

4.1 Introduction

Ce chapitre étudie la décidabilité des problemes de D'atteignabilité, de la
controlabilité et de la stabilité pour les systemes dynamiques de basses dimen-
sions. Il précise la frontiere connue entre décidabilité et indécidabilité pour les
systemes de faibles dimensions. Dans la section 4.2, nous discutons le probleme
de I'atteignabilité. Dans la section 4.3, nous étudions plus longuement le probleme
de la controlabilité. Enfin, dans la section 4.4, nous discutons les problemes de la
stabilité.

4.2 Probleme de I'atteignabilité

Nous nous intéressons maintenant au probleme de 'atteignabilité : dans la
section 4.2.1 nous rappelons les résultats connus dans la littérature, puis dans
la section 4.2.2 nous discutons le probleme de I'atteignabilité pour les systemes
affines par morceaux de dimension 1.

4.2.1 Résultats connus

Dans cette section, nous rappelons les résultats connus dans la littérature
pour chacun des systemes dynamiques introduits dans le chapitre 2 : c’est-a-dire
pour les systemes affines par morceaux, pour les réseaux de neurones et pour les
systemes DCPM.

Commencons par les systemes affines par morceaux. Le probleme de 'attei-
gnabilité est indécidable pour les systemes affines par morceaux de dimension 2.
En effet, la preuve du théoreme 3.1 présentée dans le chapitre précédent permet
d’affirmer :

Théoréme 4.1 (Systémes affines par morceaux [45]) Les problémes de [’at-
teignabilité

— pour les systémes affines par morceauzr de dimension 2

— pour les systémes continus affines par morceauxr de dimension 2

41
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sont indécidables.

Toutefois, on ne connait pas la réponse a la question suivante (voir la section
4.2.2 ou [44, 45] pour une discussion) :

Probleme 4.1 Le probleme de [atteignabilité pour les systemes affines par mor-
ceaux de dimension 1 est-il décidable ?

Pour les réseaux de neurones, la meilleure borne connue est le résultat suivant
présenté dans [45] :

Théoréme 4.2 (Réseaux de neurones [45]) Le probleme de ’atteignabilité pour
les réseaux de neurones de dimension 96 est indécidable.

Toutefois, on ne connait pas la réponse a la question suivante :

Probleme 4.2 Le probleme de latteignabilité pour les réseauzr de neurones de
dimension 95 est-il décidable ¢

Notons que si ’on autorise les réseaux de neurones d’ordre supérieur, on sait
prouver que la dimension 25 suffit : voir [41]. Si on utilise des neurones affines-
commutés, on peut prouver que la dimension 9 suffit : voir [56].

Pour les systemes DCPM, on sait précisément caractériser les dimensions pour
lesquelles le probleme de 'atteignabilité est indécidable. En effet, les résultats
suivants sont prouvés dans [9] :

Théoréeme 4.3 ([9]) Le probleme de ['atteignabilité pour les systémes DCPM
bien définis est

— décidable en dimension d < 2

— indécidable en dimension d > 3.

4.2.2 Probleme de ’atteignabilité en dimension 1

Nous discutons maintenant brievement le probleme 4.1 : c¢’est-a-dire la déci-
dabilité du probleme de 'atteignabilité pour les systemes affines par morceaux
de dimension 1.

Mentionnons tout d’abord qu’il a été prouvé dans [44] qu’il n’était pas pos-
sible de simuler une machine de Turing par une fonction affine par morceaux de
dimension 1. Mais la notion de simulation utilisée dans [44] est tres forte et ce
résultat n’implique en rien la décidabilité du probleme 4.1 : voir [44].

Le probleme 4.1 peut aussi se formuler de la fagon suivante :

Probleme 4.3 (Equivalent au probléeme 4.1) Le probléme de décision sui-
vant est-il décidable ?
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— Instance : une fonction affine par morceauxr de dimension 1.
— Question : la trajectoire du systéme dynamique (R, f) partant de 0 atteint-
elle le point 1.

Mais notre méconnaissance des problemes 4.1 et 4.3 est tres grande car nous
ne savons meéme pas répondre a la question suivante : appelons fonction affine a
deuz morceauz une fonction affine par morceaux de R dans R affine sur | — oo, u]
et affine sur Ju, +oo[ pour un rationnel u € Q.

Probleme 4.4 Le probleme de décision suivant est-il décidable ?
— Instance : une fonction affine a deur morceauz.
— Question : la trajectoire du systéme dynamique (R, f) partant de 0 atteint-
elle le point 1 ¢

4.3 Probleme de la controlabilité

Nous étudions maintenant le probleme de la controlabilité des systemes li-
néaires commutés en basses dimensions.

Le travail présenté dans cette section est le fruit d’une collaboration avec
Michael S. Branicky qui a mené a la soumission [21] et & la présentation [22] dans
un livre de problemes ouverts.

4.3.1 Probléme de la mortalité

Dans le chapitre 3, nous avons prouvé le résultat suivant :

Théoreme 4.4 Le probleme de la controlabilité pour les systémes linéaires com-
mutés de dimension 3 est indécidable.

Le probleme de la controlabilité pour les systemes linéaires commutés de di-
mension 1 est facilement décidable. Mais pour la dimension 2 le probleme est
ouvert :

Probleme 4.5 Le probléeme de la controlabilité des systemes linéaires commutés
de dimension 2 est-il décidable ¢

Formulons autrement ce probléme : un ensemble fini F = {A;,... A,,} de
matrices d X d est dit mortel s’il existe un entier k£ > 1 et des entiers iy, ...,
dans {1,2,...,m} tels que A;, ... A;, = 0. Le probleme 4.5 peut se reformuler de
la facon suivante :

Probleme 4.6 (équivalent au probleme 4.5) Le probléeme de décision Mortg(2)
suivant est-il décidable ?
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— Instance : un ensemble fini F' de matrices 2 X 2 a coefficients rationnels.
— Question : F est-il mortel ¢

La question de la décidabilité éventuelle de Morty(2) a regu beaucoup d’in-
térét dans la littérature : voir par exemple [48, 49] pour des discussions et des
références. Historiquement, cette question a été soulevée pour la premiere fois
par [75] en les termes suivants “construire un algorithme qui, étant donné un
ensemble fini H de transformations linéaires non-singulieres du plan complexe et
des droites L et M contenant 1’origine, détermine s’il existe une composition des
applications de H qui envoie L sur M ?”. Mais, a ce jour, aucune preuve de la
décidabilité de Mortg(2) ou de son indécidabilité n’a été produite.

Observons que dans cette section nous étudierons exclusivement ce probleme,
mais que plusieurs autres problemes matriciels ont été prouvés indécidables dans
la littérature, que ces résultats concernent tous des ensembles de matrices 3 x 3
(voir [29, 47] par exemple), mais que leur décidabilité /indécidabilité pour les ma-
trices 2 X 2 est a chaque fois laissée sans réponse : voir [29]. Ces autres problemes
incluent par exemple la question de savoir si le semi-groupe généré par un en-
semble fini de matrices contient une matrice avec un zéro dans le coin en haut a
droite [54] ou la question de savoir si le semi-groupe généré par un ensemble fini
de matrices est libre [37].

Afin de pouvoir étudier les liens qui existent entre le nombre de matrices et
leur dimension, Morty(d) et Morty(d, m) désigneront les problémes suivants :

Définition 4.1 (Problémes Morty(d) et Mortg(d,m)) Soit K € {N,R}.
Le probleme Morty(d) désigne le probléme de décision suivant :
— Instance : un ensemble fini F' de matrices d X d a coefficients dans K.
~ Question : F est-il mortel ¢
Le probleme Morty(d, m) désigne le probléeme de décision suivant :
— Instance : un ensemble fini F constitué de m matrices d X d a coefficients
dans K.

~ Question : F est-il mortel ¢

Le plan du reste de la section 4.3 est le suivant : dans la section 4.3.2, nous
étudions les liens qui existent entre le nombre de matrices et leur dimension :
nous prouvons que les problemes Morty(3,9) et Mort(27,2) sont indécidables.

Dans la section 4.3.3, nous étudions la décidabilité du probleme lorsqu’on le
restreint a deux matrices : nous prouvons que Mortg(2,2) est décidable mais que
Mortg(2,2) est indécidable pour le modele de Blum Shub et Smale.

Dans la section 4.3.4, nous relions les problemes 4.5 et 4.6 a d’autres pro-
blemes de la littérature : nous relions ces problemes au probleme de 1’égalité des
coefficients, au probleme du zéro en haut a gauche, et aux problemes de la section
4.2.
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4.3.2 Liens entre dimension et nombre de matrices

Nous étudions maintenant les liens qui existent entre le nombre de matrices
et la dimension des matrices : nous prouvons que Mortgy(3,9) et Mort(27,2) sont
indécidables.

Le principe consiste a revenir sur la preuve de la proposition 3.1 présentée
dans [65]. En effet, en modifiant cette preuve on peut obtenir :

Proposition 4.1 Supposons que le probleme de la correspondance de Post soit
indécidable avec p régles. Alors le probleme Mortg(3,p + 2) est indécidable.

Preuve: Le probleme de la correspondance de Post (PCP) est le probleme de
décision suivant :

— Instance : un ensemble fini de couples de mots {< U;,V; > |[i=1...p}

— Question : existe-t’il une suite non vide d’indices i1, 7o, . . . , i, dans {1,2, ..., p}

telle que U; U;, ... U, = Vi, Vi, ... Vi 7

La preuve de [65] prouve que si le probleme de la correspondance de Post
est indécidable avec p régles alors le probleme Mortg(3,2p + 2) est indécidable :
[65] prouve d’une part que pour toute instance {< U;,V; > |i = 1...p} de
PCP on peut construire un ensemble de matrices a coefficients rationnels F' =
{8, 7, W(U;,V;),W(U,,1V;) pour j = 1,...,p} qui soit mortel si et seulement s’il
existe des entiers iy, is, ..., dans {1,2,...,p} tels que SW(U;,, 1V; )W (U,,, Vi,)
WU, V)T = 0 et que, d’autre part, les matrices de F' sont telles que
SW (U, 1Vy,) W(Usy, Viy) ... W (U;,,, Vi, )T = 0 si et seulement si U;,U,, ... U;, =
Vi,Vi, ... Vi, @ cf. [65].

Remplagons le probléeme de la correspondance de Post (PCP) par le probleme
modifié de la correspondance de Post (MPCP!) [40]. Ce probléme est le suivant :
— Instance : un ensemble fini de couples de mots {< U;,V; > |[i=1...p}

— Question : existe-t’il une suite non vide d’indices iy, . . ., iy dans {1,2,...,p}

telle que U1U,, ... U, = ViV, ...V, 7

Supposons que le probleme PCP soit indécidable avec p regles. Puisque PCP
peut se résoudre par p appels au probleme MPCP, le probleme MPCP est aussi in-
décidable avec p regles. Or le probleme MPCP a p regles se réduit a Mortg(3, p+
2). En effet, puisque dans le probleme MPCP il n’y a qu’'une chaine initiale, on
peut remplacer les matrices S et les matrices Wy, 1y, de 'ensemble F' du para-
graphe précédent par I'unique matrice SWy, 1y, : par les résultats du paragraphe
précédent, I'ensemble de matrices F' = {T, ST/VUl,m, Wy, v, pour j =1,...,p}
est mortel si et seulement §'il existe des entiers s, ..., dans {1,2,...,p} tels
que SW(Uy, 1V))W(U,,,Vi,) ... W(U,,,V;,)T = 0. Or, cela réduit le probleme
MPCP au probleme Mortg(3,p + 2), puisque nous savons que cela se produit si

'La différence entre le probleme de Post et le probleme modifié de Post est que dans ce
dernier on impose a la solution de commencer par le premier couple.
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et seulement si {< U;,V; > |i = 1...p} est une instance positive de MPCP. Par

conséquent, le probleme Mortg(3,p + 2) est indécidable. O
On ne connait pas le nombre minimal p de regles rendant le probleme PCP

indécidable, mais on sait cependant que p est un entier entre 3 et 7 : voir [57].

Il nous suffit maintenant d’utiliser le résultat suivant prouvé dans [11] et dans
29] :

Lemme 4.1 [11, 29] Soient n > 2,m > 1 deux entiers.
Si le probleme Mortg(d, m) est indécidable, alors le probléme Mortgy(dm,2)
est indécidable.

Pour obtenir :

Corollaire 4.1 Les problemes suivants sont indécidables :
— Mortg(3,9).
—- Mortg(27,2).

4.3.3 Cas de deux matrices 2 x 2

Nous revenons maintenant au cas des matrices 2 X 2 en rapport avec les
problemes 4.5 et 4.6. Nous prouvons dans un premier temps que le probleme
Mortg(2,2) est BSS-indécidable. Puis nous prouverons que Mortg(2, 2) est Turing-
décidable.

Pour cela, nous utiliserons la remarque suivante a plusieurs reprises :

Lemme 4.2 Une ensemble fini F = {Ay,..., A} de matrices 2 x 2 est mortel
si et seulement s’il existe un entier k > 1 et des entiers iy, ..., 1 € {1,...,m}

tels que A;, ... A;, =0 et
1. rang(A;,)) =2 pour 1 < j <k

i

2. rang(A;;) <2 pour j € {1,k}.

Preuve: Seul le sens direct nécessite une preuve. Supposons que ’ensemble
F' soit mortel. Il existe un produit nul 4;, ... A;, = 0 tel que £ > 1 soit minimal.
Supposons k > 2 car sinon 'assertion est immédiate. Les matrices A;, et A;,
de ce produit sont non-singulieres car sinon en multipliant le produit par leur(s)
inverse(s) on obtiendrait un produit nul de longueur inférieure.

Soit j le plus petit entier supérieur a 1 tel que rang(A;;) < 2. Puisque
Ay oo Ay, = 0, le produit A;, ... A;; ;1 envoie 'image I de A;; ... A, vers 0. Or [
est aussi 'image de A;; et est de dimension 1 : en effet, premierement I est claire-
ment inclus dans I'image de A;,, deuxiemement, par définition de £, I ne saurait
étre de dimension 0, et troisiemement puisque rang(A;;) < 2 la dimension de
I'image de Aij est au plus 1. On en déduit que 'on doit avoir A;, ... Aij_lAij =0
ce qui implique 7 = k d’une part, et ’assertion d’autre part. O
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BSS-indécidabilité du probleme de la mortalité

Nous prouvons maintenant que Mortg(2,2) est indécidable dans le modele de
Blum Shub et Smale.
Nous commencons par le résultat préliminaire suivant :

Lemme 4.3 Soient a,b,\ € R des réels avec a®> + b* # 0,\ # 0. Soit 6 un
argument du nombre complexe a + ib. La paire de matrices F'(a,b,\) = {A1, A}

avec
a —b -1
a=(.") = (0t)

est mortelle si et seulement s’il existe un entier n € N tel que A = tan(nf).

Preuve: Par le lemme 4.2, F(a,b, \) est mortel si et seulement s’il existe
un entier n € N tel que A3 ATA; = 0. Cela est vrai si et seulement s’il existe
une puissance neme de A; qui envoie 'image de A, vers son noyau. Puisque
Im(A2) =< (1,0) >, Ker(Ay) =< (1,)) >, et puisque A; est la composée d'une
homothétie et d'une rotation d’angle 6, cela se produit si et seulement s’il existe
un entier n € N tel que A = tan(n#). O

La preuve des assertions suivantes est élémentaire :

Lemme 4.4 Soit 6 un réel. Soit E(0) le sous-ensemble de R défini par
E(0) = {\| il existe un entier n € N avec X\ = tan(nf)}

1. E(0) est dense dans R si et seulement si 0/7 & Q.

2. 1l existe deux nombres rationnels a,b € Q tels que l'argument 6 du nombre
complexe a+ib vérifie /7 & Q : par exemple a = 1 et b = 2 (voir le lemme
4.5 plus loin).

3. Lorsque 0/ & Q, le complément E°(0) de E(0) dans R posséde un nombre
non dénombrable de composantes connexes : en effet, tout point de E°(0)
est sa propre composante connexe.

Nous pouvons alors énoncer :

Théoréme 4.5 Le probléme Mortg(2,2) n'est pas BSS-décidable : le probléeme
Mortg(2,2) est BSS-récursivement énumérable mais n’est pas BSS-récursif.

Preuve: Le probleme est clairement BSS-récursivement énumérable.

Si les matrices sont représentées par leurs coefficients, I'espace des instances du
probléme Mortg(2,2) peut étre considéré comme ’espace R®. Notons Pos C R®
(respectivement Neg C R®) le sous-ensemble des instances positives. En utilisant
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la proposition 1.10 du chapitre 1, il nous suffit de montrer que Neg n’est pas une
union dénombrable d’ensembles semi-algébriques.

Soit a,b € Q avec a + ib = pe??, §/7 ¢ Q comme dans le lemme 4.4. Soit
v : R — R® la fonction qui envoie A € R vers la paire de matrices F(a,b, \). Par
définition de 7, 'image I'm., de 7 est un sous-ensemble algébrique de R® et y réalise
un homéomorphisme entre R et Im,. Par le lemme 4.3, on a v~ *(Pos) = E(f)
et v71(Neg) = E¢(0). Puisque la fonction v réalise un homéomorphisme, E¢(6)
et Y(E°(#)) = Neg N Im., doivent posséder le méme nombre de composantes
connexes. En 'occurrence, par la remarque 3 du lemme 4.4, ils doivent posséder
un nombre non dénombrable de composantes connexes.

Or supposons par ’absurde que 1’on puisse écrire Neg = U;enS; avec chacun
des ensembles S; semi-algébrique. On a alors NegNIm., = U;en(Im,N.S;). Chacun
des ensembles (Im, N S;) est un ensemble semi-algébrique puisqu’il est égal & une
intersection entre un ensemble algébrique et un ensemble semi-algébrique. Puis-
qu'un ensemble semi-algébrique possede un nombre fini de composantes connexes,
NegNIm., doit posséder un nombre dénombrable de composantes connexes. Ceci
est en contradiction avec le paragraphe précédent. a

On obtient immédiatement :

Corollaire 4.2 Le probleme Mortg(n, m) pourn > 2,m > 2 est BSS-récursivement
énumérable non BSS-récursif.

Notons toutefois qu’il est facile de déduire des preuves de la section suivante
que :

Théoréme 4.6 Le probleme Mortg(2,2) restreint aux matrices a valeurs propres
réelles est BSS-récursif.

Interprétons le résultat du théoreme 4.5 et du corollaire 4.2 : il n’est pas pos-
sible de décider si un ensemble de matrices est mortel en utilisant uniquement
des opérations arithmétiques. Mais, cependant, cela ne signifie pas que ce pro-
bléeme ne puisse pas étre décidé lorsque 'on autorise d’autres opérations que les
opérations arithmétiques ou lorsqu’on autorise 1'utilisation de considérations sur
I’anneau K des coefficients.

Ainsi dans la sous-section qui suit, nous prouvons que le probleme Mortg(2,2)
est Turing-décidable :

Turing-décidabilité du probleme Morty(2,2)

Nous prouvons maintenant que le probleme Mortg(2,2) est Turing-récursif.
Pour cela, nous avons besoin du résultat suivant extrait de la preuve de [77].

Lemme 4.5 ([77]) Le probléme de décision suivant est décidable :
— Instance :
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— un rationnel p € [—1,1]
— un rationnel ¢ € [—1,1].
— Question : existe-t'il € R et un entier n € N avec cos(0) = p et cos(nf) =
q?
En outre, pour p ¢ {0,1/2}, il y a au plus un nombre fini de tels n et on peut
les calculer effectivement.

Preuve: Nous recopions ici la preuve de [77] dans le but de faire comprendre
a notre lecteur ou se cachent les arguments qui permettent de prouver la Turing-
décidabilité du probleme Morty(2,2), et qui ne permettent pas de prouver la
BSS-décidabilité du probleme Mortg(2,2).

Ecrivons p = r/s, ¢ = u/v ou r, s,u,v sont des entiers vérifiant pged(r,s) =
pged(u, v) = 1. La décidabilité du probleme lorsque p = 0 ou lorsque p = 1/2 est
triviale. Supposons maintenant p # 0 et p # 1/2. cos(nf) est un polynéme en
cos(f) a coefficients entiers. Sil s’écrit cos(n) = p,(r/s), alors s"p,(r/s) est un
entier ¢, qui vérifie I’équation de récurrence :

21 — §2Cn = Cnyo (4.1)

avec ¢; = 1 et ¢ = 2r? — s% (cette a, = sin(nz) et b, = cos(nzx), cette
récurrence se déduit facilement de a,.1 = a1b, + bian, b1 = bib, — ara,).

Supposons que s ne soit pas une puissance de 2. Ecrivons s = 2%, v = 24V
avec b > 1 et b’ > 1 impairs. Nous cherchons un entier n tel que ¢,/(2°"b") =
u/(2¢V). Nous avons pged(c,,b™) = 1 pour tout n € N : en effet si un entier
impair d divise simultanément s et c¢,, alors, puisque pgcd(r,s) = 1, l'assertion
d|cp_1,d|cp s, ..., d|cy implique d|r?, et donc d = 1. Par conséquent un entier n
candidat doit vérifier b’ = b". Puisque b # 1, il y a au plus un entier n candidat
et cet entier est calculable.

Supposons maintenant que s soit une puissance de 2. Ecrivons s = 2%, k > 1
(rappelons que nous avons supposé r/s # 1/2). Ecrivons chacun des ¢, sous la
forme ¢,, = 2 v, oll v, est un entier impair. La récurrence 4.1 devient

Qg ) — 2Ry = DAnszg, o (4.2)

Nous montrons d’abord qu’il existe un entier n avec \,, + 1 < 2k + A\,,_1 : si
ce n’était pas le cas, nous aurions toujours A\, + 1 > 2k + \,_; de telle sorte que
An+1>2(n—1)k+ \. Puisque |cos(nf)| < 1, nous avons kn > A, qui implique
kn > 2(n — 1)k + Ay — 1 pour tout n € N. Ceci est clairement impossible.

Soit ng le plus petit entier tel que \,,11 < 2k + A,, : no peut se calculer
effectivement en testant pour les entiers n croissants. Nous avons A\, 12 = Apgt1+
1, Mgz + 1 = Apoq1 + 2 < A1 + 2k. Nous en déduisons que pour tout entier
h >0, Agt+2+4h = Angt14+n + 1. Par conséquent, si I'on pose ny = ng + 1, nous
avons A\, +p = A, + h pour tout entier positif A.
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Retournons maintenant a la question de 'existence d'un n € N avec cos(nf) =
u/v. Puisque cos(f) a un dénominateur puissance de 2, l'entier v doit étre une
puissance de 2. Supposons v = 2™. Il peut se produire qu’il existe une solution
pour n < ny. Pour n > ny, une solution n = ny + h doit vérifier cos((n; + h)0)
= U, yp2 it J2RMAR) — 4 jom done k(ny + h) — Ay, — h = m, ou encore h =
(m+ X\, —kny)/(k—1). C’est-a-dire que le seul entier n candidat supérieur a n;
est ny + (m+ A\, — kny)/(k — 1). Il existe donc au total au plus ny + 2 entiers
candidats et ces entiers sont calculables. a

Muni du résultat précédent, nous sommes préts a prouver que le probleme
Morty(2,2) est décidable (on observera que ce résultat a déja été énoncé dans la
littérature, mais que la preuve est soit absente [29], soit incomplete [74]) :

Théoréme 4.7 Le probléeme Mortgy(2,2) est décidable.

Preuve: Soit F' = {A;, Ay} deux matrices 2 x 2 a coeflicients rationnels.
Supposons, sans perte de généralité, que le rang de A, soit supérieur au rang
de A;. Si A; est de rang 2, alors les deux matrices sont non-singulieres et F' est
immortel par le lemme 4.2. Si A; est de rang 0 alors F' est mortel. Si les deux
matrices ont pour rang 1, par le lemme 4.2, il suffit de tester si I'un des produits
A% A1A2, A2A17 A% est nul.

Il reste donc uniquement le cas ou As est non-singuliere et ou A; est de rang
1. Dans ce cas, le lemme 4.2 nous dit que F' est mortel si et seulement s’il existe
un entier n € N avec

A ATA, =0 (4.3)

Nous voulons vérifier ceci algébriquement en utilisant la forme de Jordan de
chacune des matrices 4; et A,. Ecrivons :

Ay =Pl P, Ay = Pyl o Py

0
Jl:(g 0)’
A0 Al
JQ—(OM) ou (0)\>.

avec P; et P inversibles. La valeur propre k, égale a la trace de A; est ration-
nelle. Les valeurs propres A, 4 de J5 sont les racines, éventuellement complexes,
du polynome caractéristique de la matrice A,. L’équation 4.3 se réécrit sous la
forme

et

Pr PPy IR PP P =0

ou, puisque la matrice P; est non-singuliere, sous la forme
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L PJ3P ' =0

P:Rg1:<fg)

avec

Maintenant, apres substitution de P, P~! et de J, le probléme se ramene,
lorsque J, est de la premiere forme a l'existence d’un entier n € N vérifiant
(ps)A" — (gr)u™ = 0, et lorsque Jy est de la seconde forme a l'existence d'un
entier n € N vérifiant (ps — ¢r)\" — (rp)n = 0.

Supposons que A, soit de la seconde forme. Dans ce cas, la valeur propre A,
égale a la trace de Ay divisée par 2, est un rationnel. Les coefficients k., p, q,r, s
sont donc rationnels et facilement calculables. Tester s’il existe un entier n tel que
(ps — qr)\™ — rpn = 0 ne pose pas de probleme particulier : on peut par exemple
calculer numériquement une approximation a 1/2 pres des solutions réelles de
I'équation (ps — qr)\* — (rp)x = 0 de fagon a en déduire les entiers n candidats.

Supposons maintenant que A, soit de la premiere forme. Nous voulons tester
Iexistence d’un entier n tel que psA™ — qru™ = 0. Observons que 'on doit avoir
A # 0 et p # 0 puisque A, est de rang 2. Les valeurs propres A, i et les coefficients
p,q,T,s peuvent étre complexes mais sont des éléments calculables de Q(\) :
ils s’écrivent sous la forme a + Ab pour des rationnels a,b € Q calculables. En
calculant dans Q(\), les cas ps = 0 ou gr = 0 sont triviaux. Supposons maintenant
ps # 0 et qr # 0. Le probleme se ramene a 'existence d’un entier n tel que
(A )™ = (pq)/(rs). On doit avoir |A/u|™ = |pq|/|rs|. Lorsque |A/u| # 1, n doit
nécessairement, valoir |pq|/(|rs|log|A/p|) et il suffit de calculer numériquement
une approximation a 1/2 pres de cette quantité réelle pour obtenir au plus 2
entiers candidats, puis en calculant dans Q(\) de vérifier si ces candidats sont
bien solutions. Lorsque [A/u| =1 et A et u sont réels, on a nécessairement A =
ou A = —p. Dans les deux cas, en calculant dans Q()), le probléme est trivial.
Lorsque |A/u| =1 et |pg|/|rs| # 1 le probléme n’admet pas de solution.

Il reste donc uniquement le cas ou A et p sont deux racines complexes conju-
guées et (pq)/(rs) est un complexe de module 1. Il est facile d’observer que puisque
A est racine du polynome caractéristique de Ay a coefficients rationnels, A est un
complexe de partie réelle rationnelle facile a calculer. Par conséquent, les com-
plexes A/ et (pq)/(rs), du type a + \b avec a,b € Q calculables, ont aussi leurs
parties réelles respectives p’ et ¢’ rationnelles et calculables. Si ’on note 6 un ar-
gument du nombre complexe A/ de module 1, un entier n solution doit vérifier
cos(nf) = ¢'. Lorsque p’ = 1/2, on a M/ = 1/2 +iv/2/2 et n+— (\/p)" est une
suite périodique de période 6 : il suffit de vérifier 'équation (A/p)™ = (pq)/(rs)
pour n = 0,1,...,5. Un raisonnement similaire permet d’écarter le cas p’ = 0.
Enfin, lorsque p’ # 1/2, le lemme 4.5 nous dit qu’il y a au plus un nombre fini
d’entiers n vérifiant cos(nfl) = ¢’ et que ceux-ci sont calculables. Il suffit de vérifier
s’ils sont effectivement solutions de 1'équation (A/u)" = (pq)/(rs). O
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Nous venons de montrer que Mortg(2,2) était décidable. Nous ne savons pas
ce qu'il en est de Mortg(2,3). Nos résultats sur la décidabilité des problemes 4.5
et 4.6 s’arrétent donc au théoreme précédent.

Nous ne savons donc pas prouver que le probleme 4.5 est décidable ni prouver
qu’il est indécidable. Toutefois dans la section qui suit, nous allons prouver que
ce probleme peut se relier a d’autres problemes ouverts de la littérature.

4.3.4 Formulations équivalentes

Dans cette section, nous prouvons que les problemes 4.5 et 4.6 peuvent se relier
a d’autres problemes ouverts de la littérature. En effet, nous allons montrer qu’ils
se relient au probleme de I'égalité des coefficients étudié dans [48], au probleme
du zéro dans un coin étudié dans [54, 29] et enfin aux problemes de la section 4.2.
Lorsque C' est une matrice, C; ; désignera le jeme coefficient de la ieme ligne de

C.

Probleme de 1’égalité des coefficients

Nous commengons par prouver que le probleme 4.6 se relie au probleme de
I'égalité des coefficients. Nous étendons par la les résultats de [48].

I1 nous suffit de présenter la variation suivante du théoreme 2 de [48] (par
rapport au théoréeme 2 de [48] nous n’imposons pas a F' de contenir uniquement
des matrices non-singulieres) :

Lemme 4.6 Soit F' un ensemble fini de matrices 2 X2 a coefficients rationnels. 1l
existe un entier k > 1 et des entiers i1, ..., tels que A;, ... A;, soit une matrice
C vérifiant Coq = Coo si et seulement si l'ensemble fini F' constitué de F et de

la matrice
0 1
(g )

Preuve: Il est facile de vérifier que la matrice H est telle que, pour toute
matrice C, on ait HCH = 0 si et seulement si Cy; = Cy5. Cela prouve le sens
direct.

Réciproquement, par le lemme 4.2, si F' est mortel alors il existe des indices
i1, ..., 0 tels que Ay ... Ay = 0avec A;; # H pour 1 < j <k, et rang(4;;) < 2
pour j € {1,k}. Si A;, = A,;, = H, alors la remarque du paragraphe précédent
implique que A;, ... A;,_, est une matrice C' vérifiant Cy; = Cy. Si A;; # H et
A;, # H alors A;, ... A, est un produit de matrices de F' égal a la matrice nulle
et la matrice nulle O vérifie bien Oy; = Os2. Enfin les cas restants découlent
de l'observation que, pour toute matrice C, I’équation HC' = 0 (respectivement
CH = 0) implique Cy; = C 5. a

est mortel.
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Nous pouvons alors relier les problemes 4.5 et 4.6 au probleme de 'égalité des
coefficients (ce résultat constitue une extension aux matrices non-singulieres de

[48]) -

Théoréme 4.8 (Egalité des coefficients) Les problémes 4.5 et 4.6 sont équi-
valents au probleme de décision suivant :

— Instance : un ensemble fini F = { Ay, ..., Ay} de matrices 2x2 a coefficients
rationnels.

— Question : existe-t’il un entier k > 1 et des entiers iq,...,1 tels que
A;, ... Ay, soit une matrice C vérifiant Cyy = Coo ?

et au probleme de décision suivant :

— Instance : un ensemble fini F = { Ay, ..., A, } de matrices 2x2 a coefficients
rationnels non-singuliéres.

— Question : existe-t’il un entier k > 1 et des entiers iy,...,1; tels que
A;, ... Ay, soit une matrice C vérifiant Cyy = Coo ?

Preuve: Le second probleme se réduit facilement au premier puisqu’il en est
un cas particulier. Réciproquement, le premier probleme se réduit au probleme 4.6
par le lemme 4.6 et [48] prouve que le probléme 4.6 se réduit au second probleme.
O

Probléeme du zéro en haut a gauche

Nous étudions maintenant les liens qui existent entre les problemes 4.5 et 4.6
avec le probleme du zéro dans un coin présenté dans [29].

Il est connu que le probleme de savoir si le semi-groupe généré par un ensemble
fini de matrices carrées 3 x 3 inversibles contient un élément avec un zéro en haut a
droite est indécidable [54, 29]. Mais la décidabilité du probleme pour les matrices
2 x 2 est un probléme ouvert : voir [29].

Nous prouvons que ce probléeme peut se relier au probleme 4.6 par :

Théoréme 4.9 (Zéro en haut a gauche) Les problémes 4.5 et 4.6 sont équi-
valents au probleme de décision suivant :

— Instance : un ensemble fini F = { Ay, ..., A, } de matrices 2x2 a coefficients
rationnels.

— Question : existe-t’il un entier k > 1 et des entiers iy,...,1; tels que
A;, ... Ay, soit une matrice C vérifiant C1; =07

et au probleme de décision suivant :

— Instance : un ensemble fini F = { Ay, ..., A, } de matrices 2x2 a coefficients
rationnels non-singuliéres.

— Question : existe-t’il un entier k > 1 et des entiers iy,...,1 tels que
A, .. A;, soit une matrice C' vérifiant Ch 1 =0 %
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Preuve: Il est facile de vérifier que, pour toute matrice C, si I'on pose

0 1
(1)
et C"=PCP~", ona C]; =0 siet seulement si Cy; = Cho.
Par conséquent chacun des deux problemes est équivalent au probleme corres-

pondant du théoréme 4.8 par conjugaison des matrices de F' par P ou par P~
O

Probléemes de D’atteignabilité pour les systemes affines par morceaux
de dimension 1

Nous prouvons maintenant que les problemes 4.5 et 4.6 se relient au probleme
de T'atteignabilité pour les systemes affines par morceaux de dimension 1 étudié
dans la section 4.2.

Nous allons utiliser pour cela la restriction du probléeme 4.6 aux matrices
triangulaires inférieures. En effet, il a été proposé dans [48] de restreindre les
problemes précédents aux matrices triangulaires inférieures. La motivation étant
le fait que la preuve de la proposition 3.1 de [65] prouve aussi I'indécidabilité
du probleme de I’égalité des coefficients pour les matrices 3 x 3 triangulaires
inférieures a coefficients rationnels.

Il s’avere que le probleme Mortg(2) restreint aux matrices triangulaires infé-
rieures est facilement décidable [48] : déterminer si un ensemble fini F' de matrices
triangulaires inférieures est mortel est équivalent a tester I'existence de deux ma-
trices A, B de F telles que A;; = 0 et By = 0. Le probleme du zéro en haut a
gauche est lui aussi trivial.

Par contre, la question suivante est ouverte : voir [48].

Probleme 4.7 (Matrices triangulaires inférieures [48]) Le probleme de dé-
ciston suivant est-il décidable ?

— Instance : un ensemble fini F' = { Ay, ..., Ay} de matrices 2x2 a coefficients
rationnels triangulaires inférieures non-singulieres.

— Question : existe-t’il un entier k > 1 et des entiers iy,...,1 tels que
A;, ... Ay, soit une matrice C vérifiant Cyy = Coo ?

Ce probleme nous permet de relier les problemes 4.5 et 4.6 au probleme de
'atteignabilité pour les systemes affines par morceaux de la section 4.2 (voir en
particulier le probleme 4.3 de la section 4.2) :

Théoreme 4.10 Le probleme 4.7 est équivalent au probleme de la décidabilité
du probléeme de décision suivant :
— Instance : un ensemble fini F' = {fi,..., fm} de fonctions affines ration-
nelles non-constantes de dimension 1.
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— Question : existe-t'il une composition f; o fi,o...0 f; de ces fonctions qui
envoie le point 0 sur le point 1 7

Preuve: Appelons probléme de la composition ce probleme. Soit un ensemble
fini FF = {Ay,..., A, } de matrices triangulaires inférieures non-singulieres. Sans
perte de généralité, nous pouvons nous ramener au cas ou chacune des matrices
A € F vérifie Ay 5 = 1: en effet, puisque chacune des matrices A € F' est supposée
non-singuliére, on a Ass # 0, et remplacer la matrice A par A/As> dans F ne
change pas la mortalité de ’ensemble F'.

Le probleme 4.7 se réduit alors au probleme de la composition pour F’' =
{fi..o i fmf o fi @ — A; 2+ Ay, ¢ il suffit de remarquer que dans tout
produit C' = A, ... A;, de matrices triangulaires inférieures avec Aiﬂ‘w =1lona
Cog=1et Co1 = fi, 0 fip ... fi,(0).

Réciproquement le probleme de la composition se réduit au probleme 4.7 :
lorsqu'un ensemble fini F' = {f1,..., fin} de fonctions affines rationnelles non-

constantes est donné, si chacune des fonctions f; s’écrit f; : x — a;x + b;, il suffit
de considérer F' = {A;,..., A,,} avec

et de remarquer que, dans tout produit C' = A;, ... A;, de matrices de ce type,

on a 0272 =1et 0271 = fil o) fig c. flk(o) O

4.4 Problemes de la stabilité

Nous passons maintenant a I’étude de la décidabilité des problemes de la sta-
bilité en basses dimensions. Dans la section 4.4.1, nous discutons les problemes
de la stabilité pour les systemes affines par morceaux discontinus de basses di-
mensions. Dans la section 4.4.2, nous discutons les mémes problemes pour les
systemes affines par morceaux continus.

4.4.1 Cas discontinu

Intéressons-nous aux problemes de la stabilité pour les systéemes affines par
morceaux discontinus. Nous avons prouvé le résultat suivant dans le chapitre 3 :

Théoreme 4.11 Les problémes de

— la convergence globale

— la mortalité

— la stabilité globale asymptotique
pour les systémes discontinus affines par morceaux de dimension 2 sont indéci-
dables.
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Cependant, nous ne savons pas répondre a la question suivante :

Probleme 4.8 Les problémes de

— la convergence globale

— la mortalité

— la stabilité globale asymptotique
pour les systemes discontinus affines par morceaux de dimension 1 sont-ils déci-
dables ¢

4.4.2 Cas continu

Intéressons-nous maintenant aux problemes de la stabilité pour les systemes
affines par morceaux continus. Nous avons établi le résultat suivant dans le cha-
pitre 3 :

Théoreme 4.12 Les problémes de
— la convergence globale
— la mortalité
— la stabilité globale asymptotique
pour les systemes continus affines par morceaux de dimension 4 sont indécidables.

Le résultat suivant a été prouvé par Koiran et Tsitsiklis dans notre soumission
[10].

Théoréme 4.13 ([10]) Les problémes de
— la convergence globale
— la mortalité
— la stabilité globale asymptotique
pour les systémes continus affines par morceaux de dimension 1 sont décidables.

Toutefois, nous ne savons pas répondre a la question suivante.

Probleme 4.9 Les problemes de

— la convergence globale

— la mortalité

— la stabilité globale asymptotique
pour les systémes continus affines par morceauxr de dimension d = 2 ou d = 3
sont-ils décidables ¢



CHAPITRE
Représentation des po-

lyedres orthogonaux

5.1 Introduction

Ce chapitre étudie la représentation des polyedres orthogonaux par leurs som-
mets : dans le reste de cette section, nous discutons la motivation de cette étude.
Dans la section 5.2, nous introduisons les trois représentations que nous étudie-
rons : la représentation par les couleurs, la représentation par les voisinages, et
la représentation par les sommets extrémes et nous prouvons la validité de ces
représentations. Dans la section 5.3, nous proposons pour ces représentations des
algorithmes pour détecter les faces d’'un polyedre, pour effectuer des comparai-
sons entre polyedres et pour réaliser des opérations booléennes entre polyedres.
Enfin, dans la section 5.4, nous discutons les résultats obtenus.

Nous discutons maintenant les raisons qui nous ont amenés a nous intéresser
a la représentation des polyedres.

5.1.1 Vérification automatique de propriétés

Les systemes hybrides ont été introduits pour modéliser les systemes ou un
programme discret interagit avec un environnement continu : par exemple, les cen-
trales nucléaires, les usines chimiques, ou les systemes gérés par de I'informatique
embarquée comme les avions ou les métros automatisés. Il est donc important
de posséder des outils qui permettent de garantir que ces systemes fonctionnent
correctement.

Malheureusement, par les résultats d’indécidabilité du chapitre 3, il n'y a
aucun espoir de concevoir un algorithme général qui prendrait en entrée un sys-
teme dynamique quelconque et qui déciderait si ce systeme vérifie une propriété
arbitraire.

Pour contourner ce probleme, une premiere solution consiste a restreindre la
classe des systemes dynamiques et hybrides étudiés : par exemple, le probleme
de T'atteignabilité est décidable pour les automates temporisés [4, 7] ou pour
certaines classes particulieres de systemes hybrides linéaires : voir [17, 36, 38, 43,
58].

Une deuxieme solution consiste a accepter que les algorithmes puissent diver-

57
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ger dans certains cas, c’est-a-dire a utiliser des semi-algorithmes au lieu d’algo-
rithmes. Ces semi-algorithmes fonctionnent alors généralement en calculant 1’en-
semble des points atteints par les trajectoires des systemes. On peut distinguer
deux grands types de méthodes pour calculer cet ensemble : les méthodes pure-
ment algorithmiques et les méthodes déductives. Les premieres fonctionnent sans
intervention de l'utilisateur. Les secondes demandent a l'utilisateur de proposer
un ensemble ou une famille d’ensembles qu’il pense solution, et se contentent de
vérifier que cet ensemble est correct ou se contentent de déterminer un ensemble
de la famille qui est solution.

Dans la catégorie des méthodes déductives, on peut ranger la méthode de
Iellipsoide [51], les méthodes qui fonctionnent grace a 1’élimination des quantifi-
cateurs [42], ou celles qui fonctionnent en utilisant les méthodes de la théorie du
controle comme les fonctions de Liapunov : voir [26, 53].

Dans la catégorie des méthodes purement algorithmiques, on peut ranger les
méthodes pour les systémes linéaires de [5, 6, 63], la méthode “Face-Lifting” de
[33, 50, 35], ou les méthodes de I’analyse numérique : voir [76, 28]. On peut aussi
ranger dans cette catégorie les programmes d’analyse qualitative automatisée des
systemes dynamiques : voir [71, 72, 73]

La plupart des méthodes purement algorithmiques requierent la manipulation
de polyedres : les méthodes de [5, 6, 63] manipulent des polyedres quelconques,
[35] manipule des polyedres produits cartésiens de polygones, [33] manipule des
polyedres orthogonaux, et [7] manipule des polyedres unions de simplexes.

Il s’avere que la manipulation de polyedres non nécessairement convexes est
tres cotteuse en temps. Si I'on veut manipuler des polyedres convexes, il est
important de posséder des représentations efficaces de ces polyedres. C’est ce qui
a motivé le travail présenté dans ce chapitre et dans le suivant.

Ce chapitre a pour objet I’'étude de la représentation des polyedres orthogo-
naux manipulés par [33]. Le chapitre 6 généralisera nos résultats aux polyedres
unions de simplexes manipulés par [7].

5.1.2 Représentations usuelles des polyedres

La représentation des polyedres non-convexes n’est pas un probléme nou-
veau : voir [15, 34]. Classiquement les polyedres sont représentés soit comme une
union de polyedres convexes (représentations par énumération), soit par une suite
d’opérations booléennes entre polyedres convexes (représentations CSG, représen-
tations par octree), soit par une description de leur topologie (représentations par
le graphe d’ajacence entre sommets, faces, arétes) : voir [55] par exemple.

Toutes ces représentations ont 'avantage de permettre de déterminer tres
facilement ’appartenance d’'un point donné a un polyedre. Toutefois elles ne sont
pas adaptées aux opérations requises par les algorithmes comme ceux de [7, 33].
En effet, dans ces algorithmes, on a besoin d’effectuer de nombreux tests de
comparaisons et d’opérations booléennes entre polyedres et de savoir détecter
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les faces des polyedres. Pour les représentations par énumération, comme pour
les représentations CSG, tester si deux polyedres sont égaux est un probleme
tres difficile : tester si deux unions d’hyperrectangles sont égales est un probleme
co-NP-complet [34]. Tl en est de méme pour la détection des faces des polyedres
pour ces représentations. Pour les représentations par octree le test d’égalité entre
polyedres est trivial, mais le probleme de la détection des faces reste difficile. Enfin
les représentations topologiques ne sont pas non plus adaptées en raison de la
difficulté de la gestion des opérations booléennes lorsque la dimension augmente.

Dans ce chapitre, nous proposons de représenter les polyedres orthogonaux
par leurs sommets. Nous proposons plusieurs représentations et nous prouvons
que ces représentations conviennent parfaitement aux algorithmes de [33], dans
le sens o1, il existe des algorithmes relativement efficaces de détection des faces,
de comparaison et de réalisation d’opérations booléennes entre polyedres.

Au moment méme de I’écriture de la version finale de ce document, nous avons
découvert que nos résultats avaient de fortes similitudes avec ceux publiés tres
récemment par Aguilera dans sa these : voir [1, 2, 3]. Dans sa these, Aguilera
prouve qu'un polyedre orthogonal peut se représenter par ses sommets extrémes.
Toutefois le résultat n’est prouvé que pour les dimensions 1, 2 et 3. Dans ce
chapitre, nous prouvons qu’'un polyedre orthogonal peut se représenter par ses
sommets extrémes mais en dimension quelconque. Notre point de vue, plus al-
gébrique que le point de vue géométrique de [1], nous permet de donner une
définition de sommet extréme qui coincide avec celle de [1] en dimension 1,2 et 3,
mais qui est valide en dimension quelconque. En outre nos preuves sont basées sur
des arguments purement combinatoires. Nous renvoyons toutefois notre lecteur
a [1] pour un développement beaucoup plus important que le nétre de la com-
plexité “pratique” des algorithmes, et pour de nombreux exemples d’applications
des représentations des polyedres par leurs sommets.

Le travail présenté dans ce chapitre est le fruit d'une collaboration avec Oded
Maler et Amir Pnueli qui a mené lieu a la publication [24].

5.2 Représentation des polyedres orthogonaux

Dans cette section, nous définissons les représentations que nous étudierons :
dans la section 5.2.1, nous définissons les représentations que nous proposons.
Dans les sections 5.2.2, 5.2.3, et 5.2.4, nous prouvons la validité de ces représen-
tations.

5.2.1 Définitions

Nous introduisons quelques définitions : un polyedre orthogonal est une union
finie d’hyperrectangles bornés de pleines dimensions a coefficients rationnels. Au-
trement dit, a un changement de coordonnées pres, un polyedre orthogonal peut
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se définir comme :

Définition 5.1 (Polyédre orthogonal) Une boite élémentaire est un sous-
ensemble de X = (R*)? de la forme B =[xy, 21+ 1] X [x9, 20 + 1] X ... [wg, 24 + 1]
avec x; € N pour tout i. Le point x = (x1,...,x4) est appelé le coin canonique
de la boite.

Un polyedre orthogonal P est une union de boites élémentaires.

fig :exampleUn polyedre orthogonal de dimension 2

Nous dénoterons par G(X) I’ensemble des polyedres orthogonaux. Puisqu’il
y a clairement correspondance entre les boites élémentaires et leurs coins cano-
niques, un polyedre orthogonal sera aussi vu comme un sous-ensemble de N
Nous appellerons fonction couleur la fonction ¢ : N — {0,1} qui vaut 1 en x si
et seulement si la boite de coin canonique x est incluse dans P : un point x sera
dit noir ou blanc suivant la valeur de ¢(x).

Remarque. G(X) n’est pas close par les opérations booléennes contrairement
4 2N Sil'on veut que G(X) soit une algebre booléenne on doit redéfinir la complé-
ment de A comme cl(—A) et 'intersection de A et de B comme cl(int(A)Nint(B)),
ou — est le complément standard et cl et int désignent ’adhérence et I'intérieur.
C’est ce que nous ferons implicitement dans la suite. Avec ces définitions, on peut
vérifier que l'algebre sur G(X) est isomorphe a I’algebre sur N7,

Les définitions suivantes capturent la signification intuitive de face et de som-
met : lorsque F' est un sous-ensemble d’un sous-espace affine H, notons rcy(F')
son adhérence dans la topologie induite sur H.

Définition 5.2 (Hyperplans, Faces, Sommets) — Lorsque x € N% est un
point de l’espace et lorsque i € {1,...,d} est une direction, le i-prédécesseur
de x, désigne le point X'~ = (x1,..., 21,0 — 1, Tis1,...,2q). Le point x

est dit i-traversé si ¢(x) # c(x'7).
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— Lorsque z est un entier quelconque et lorsque i € {1,...,d} est une direc-
tion, le i-hyperplan H,; . désigne U'hyperplan d’équation x; = z. La face
F, . désigne le sous-ensemble de 'H; . défini par

Fi.=rcew, Ax=(21,...,2i-1,2,%iq1, ..., 2q)|X est i-traversé}

— Une aréte est une intersection non vide entre (d — 1) faces distinctes. Elle
est dite une i-aréte si elle est dans la direction i, c’est-a-dire si elle est du
type MjziFj ..

— Un point x est un sommet sl s’écrit comme l’intersection non vide de d
faces distinctes.

Nous aurons besoin de la notion de voisinage : voir la figure 5.1.

Direction 2

Direction 1

F1G. 5.1 — Les voisinages positifs et négatifs d’un point x en dimension 2 : N'(x) =

{a,b,c,d}, N'T(x) = {a,b}, N7 (x) = {c,d}, N*"(x) = {a,d}, N'"(x) = {b, c}

Définition 5.3 (Voisinage) Le voisinage du point x € N¢, dénoté par N (x),
est ensemble {x1 — 1,21} X ... x {zg— 1,24} : c’est-a-dire les 2¢ sommets de la

boite d’extrémités x — (1,...,1) et x.
Le i-voisinage positif de x € N?, dénoté par Nt (x), est I’ensemble {x, —
1,1’1} X ... X {xi,1 — 1,.’131',1} X {Qfl} X {:L’Hl — 1,.1'Z'+1} X ... X {.ﬁCd — 1,.Z'd} N

c’est-a-dire les 2971 sommets de N'(x) du coté positif de H,; .,

Le i-voisinage négatif de x € N, dénoté par N~ (x), est ’ensemble {x; —
Lz x.oooxd{wig — Lo g x{a;— 1} x {win — Lz} x oo x{og — 1,24} -
c’est-a-dire les 2971 sommets de N'(x) du coté négatif de H; .

Afin d’alléger les notations, lorsque N7 et N désigneront des sous-ensembles
de N? identiques & une translation de vecteur v prés, nous écrirons c(N7) = c¢(N>)
pour signifier ¢(x) = ¢(x + v) pour tout x € Nj. Nous écrirons ¢(N7) # ¢(N3)
sinon.

Une représentation de G(X) est une fonction surjective d'un ensemble d’objets
syntaxiques 7 vers G(X) : c’est-a-dire une fonction qui & un objet syntaxique
associe au plus un polyedre et telle que chaque polyedre ait au moins une écriture
syntaxique. Une représentation est dite canonique lorsque cette fonction est
injective : c’est-a-dire lorsqu’un polyedre admet une unique représentation.

Nous nous intéresserons aux représentations suivantes :
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1. La représentation par les couleurs représente un polyedre orthogonal par
I’ensemble
{(x,¢(x))| x est un sommet du polyedre}

Ainsi, dans cette représentation, un polyedre est représenté par la liste
de ses sommets avec pour chaque sommet les informations suivantes : ses
coordonnées et la couleur de sa boite associée.

2. La représentation par les voisinages consiste a représenter un polyedre
orthogonal par ’ensemble

{(x,c¢(N(x)))| x est un sommet du polyedre}

Ainsi, dans cette représentation, un polyedre est représenté par la liste de
ses sommets avec pour chaque sommet : ses coordonnées et la couleur des
boites dans son voisinage.

3. Un sommet x est dit extréme si le voisinage N (x) de x posséde un nombre
impair de boites de couleur noire : voir la figure 5.2. La représentation par
les sommets extrémes consiste a représenter un polyedre orthogonal par
I’ensemble

{x| x est un sommet extréme du polyedre}

Ainsi, dans cette représentation, un polyedre est représenté par la liste de
ses sommets extrémes avec leurs coordonnées : cette représentation a été
proposée par [1] pour les dimensions 1, 2 et 3.

On remarquera que la liste des sommets d’un polyedre ne suffit pas a le re-
présenter sans ambiguités : voir la figure 5.2.

@ ) @ )
A B
¢ ) @ . )
> D) )
C D
) D)

F1G. 5.2 — Deux polyedres orthogonaux distincts mais avec les mémes sommets.
En chacun des sommets, on a représenté par un disque coloré la couleur de la
boite associée. Les sommets A, B, C et D sont les seuls sommets qui ne sont pas
extrémes

Nous prouvons maintenant que chacune des représentations précédentes est
valide. Pour cela, il nous suffit de décrire pour chacune de ces représentations un
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algorithme qui résout le probléme de l'appartenance', c’est-a-dire un algorithme
qui prend en entrée un polyedre P et un point x et retourne ¢(x).

5.2.2 Validité de la représentation par les couleurs.

On tire immédiatement des définitions de sommet et de face : voir la figure
5.3.

F1G. 5.3 — Illustration du lemme 5.1 : un point x n’est pas un sommet si et seule-
ment s'il existe une direction i € {1,...,d} telle que c(N*(x)) = (N (x)).
Mlustration du lemme 5.2 : lorsqu’il existe une direction j avec c(N7T(x)—{x}) =

(N7~ (x) — {x77}), alors ¢(x) = c(x’7)

Lemme 5.1 1. Un pointx € N? est sur une i-face ssi c(N(x)) # c¢(N*(x)).

2. Un point x n'est pas un sommet ssi 3i € {1,...,d} t.q. c(NTH(x)) =
(N (x)).

On peut alors en déduire le résultat suivant (voir la figure 5.3) :

Lemme 5.2 (Couleur d’un non-sommet) Soient x un point non-sommet et
J une direction telle que c(N7*(x) — {x}) = ¢(N?7(x) — {x!7}). Alors c(x) =
c(x?7).

Preuve: Puisque x n’est pas un sommet, il existe une direction ¢ telle que,
pour tout x' € N (x), ¢(x’) = ¢(x'*7). Si j = i nous avons terminé et ¢(x) =
¢(x?7). Sinon, nous avons en particulier ¢((x™") ™) = ¢(x/7) et ¢(x"7) = ¢(x).

Par hypothese nous avons c¢((x%)™7) = ¢(x'~) d’oll nous tirons ¢(x) = ¢(x7). O
Ceci nous permet de prouver la validité de la représentation par les couleurs :

Théoréme 5.1 (Représentation par les couleurs) La représentation par les
couleurs
est une représentation correcte et canonique des polyedres orthogonauz.

'Le probleme de I'appartenance est aussi appelé probleme de la classification d’un point
vis-a-vis d’un polyedre [1].
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Preuve: Puisque la canonicité est évidente, il suffit de prouver que la repré-
sentation est valide. Or 'algorithme récursif suivant détermine la couleur d’un
point x :

Algorithme Couleur_du_point(x):

1. Si x est un sommet alors retourner sa couleur c¢(x)
en utilisant la représentation du polyédre.
2. Si x posséde une coordonnée négative retourner c(x) = bla
3. Sinon
3.1 Pour chacun des points y € N(x)— {x}
Appeler Couleur_du_point(y)
pour déterminer récursivement la couleur de y.
3.2 Rechercher une direction j telle que
(N (x) — {x}) = (NI~ (x) — {x97}).

3.3 Retourner ¢(x) = c¢(x/7).

L’algorithme termine toujours car il définit la couleur d’'un point x en fonction
des couleurs de points inférieurs dans l’ordre partiel canonique sur N%. D’autre
part, il est valide, puisque lorsque x n’est pas un sommet, par ’assertion 3 du
lemme 5.1, il existe une direction j telle que ¢(N7*(x)—{x}) = ¢c(N?~ (x)—{x'"})
et, par le lemme 5.2, pour une telle direction, on a nécessairement c(x) = c(x’7).
O

On peut améliorer 'algorithme ci-dessus si 'on veut réduire sa complexité :
on peut modifier 'algorithme de telle sorte qu’il stocke la couleur des points dont
il a déja déterminé la couleur. Il fonctionne alors en temps majoré par O(Nd2?) et
en espace N ot N est le nombre de points de la grille N? entre (0, ...,0) et x. On
peut remplacer la grille N? par la grille induite par le polyédre de telle sorte que
N soit de l'ordre de n?, ot n est le nombre de sommets : si 'on appelle i-échelle
I’ensemble des iemes coordonnées des sommets du polyedre, la grille induite par
le polyedre est définie comme le produit cartésien des i-échelles : voir la figure
??. La grille induite se construit facilement en temps O(dn?). On obtient alors
une complexité majorée par O(n?d2¢).

fig :ind-gridUn polyedre et sa grille induite
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5.2.3 Validité de la représentation par les voisinages.

Le théoreme 5.1 prouve clairement que la représentation par les voisinages
est une représentation correcte et canonique des polyedres orthogonaux puisque
cette derniere contient plus d’informations que la représentation par les couleurs.

Nous allons montrer que, lorsque la dimension d est fixée, la représentation
par les voisinages est meilleure que la représentation par les couleurs puisqu’elle
permet de résoudre le probleme de l'appartenance en un temps de l'ordre de
O(nlog(n)).

L’idée est d’effectuer d — 1 projections orthogonales judicieuses afin de réduire
le probleme au cas trivial de la dimension 1.

Nous commencons par définir ce que nous appelons une section : voir la figure
??

ol
x|
x|

P \71_11 (P) jl—t_xl (P)
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fig :sliceUn polyedre et ses 1-sections positives et négatives

Définition 5.4 (i-section) Soient un polyédre orthogonal P, un entier z, et
i € {l,...,d} une direction. La i-section positive de P en z , dénotée par \ZJ;(P),
est le polyedre orthogonal de dimension d — 1 obtenu en intersectant P avec
Uhyperplan H; .ye, pour € > 0 tres petit.

Intéressons-nous au calcul des i-sections positives. Des définitions et résultats
précédents on peut facilement tirer :

Observation 5.1 Soient P un polyédre et P = \ZJ;(P) une 1-section positive de
P.

Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. Le point X = (x1,...,74_1) de P est un sommet.

2. Le i-voisinage positif du point x = (x1,...,T; 1,2, %;,...,Tq_1) de P vérifie
Vj 4, N (x) NN (x)) # eV (x) DA~ (x).

3. Le point x* = (21, ..., 2, 1,2+ €,%4,...,24_1) de P, pour e > 0 tres petit,

appartient a une i-aréte.
Le point 2 de I'observation précédente nous invite a définir : voir la figure 5.4.

Définition 5.5 (Voisinage de sommet en dimension d — 1) Le i-voisinage
positif d’un point x sera dit voisinage de sommet en dimension d — 1 sl vé-
rifie la condition 2 de l'observation précédente : c’est-a-dire s’il vérifie Vj # 1,
(N (x) NNTF(x)) # (N7 (x) N N7 (x))

Le i-voisinage négatif d’un point x sera dit voisinage de sommet en dimension

d—1 s’il vérifie Vj # i, c(N=(x) NNIH(x)) # (N~ (x) N N7~ (x))

Appelons sommet i-prédécesseur d’un point x un sommet que I’on rencontre
en partant de x et en se déplacant dans la direction ¢ décroissante : en d’autres
termes, un sommet du type (z1,...,7;_1,2,Tit1,-.-,2q) avec z < x;. Appelons
premier sommet i-prédécesseur d’un point X, noté x ¢, le premier, quand il existe,
de ces sommets que I'on rencontre.

Lemme 5.3 (Sommet d’une section) Soient P un polyédre et P = J;*(P)
une 1-section positive de P.

Un point X = (x1,...,0q_1) est un sommet du polyédre P si et seulement si le
point X = (x1,...,Ti 1,2, ..., 2Tq) de P posséde un sommet i-prédécesseur et
le i-voisinage positif de y = x " est un voisinage de sommet en dimension d — 1.

Lorsque tel est le cas, le voisinage du sommet X dans P est égal au i-voisinage
positif du sommety = x—* dans P.
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Preuve: Par I'observation précédente X est un sommet de P si et seulement

si le i-voisinage positif de x = (z1,...,2;-1,2,%;,...,Tq_1) st un voisinage de
sommet en dimension d — 1.

Supposons que tel soit le cas. Il existe un pointy = (1, ..., % 1,2, Tit1,---,Tq)
tel que

c(N™(y)) = ¢c(NT(x)) et ¢(NTy) # ¢(N*(y)) avec Pentier z maximal avec
cette propriété. Les points z entre y et x doivent vérifier c(N*(z)) = c(N"(z))
et ne peuvent donc pas étre des sommets. Maintenant, puisque c(N*(y)) =
c(N*(x)), le i-voisinage positif de y est un voisinage de sommet en dimension
d — 1. De la définition méme de cette propriété et du fait que l'on doive avoir

c(NTy) # (N (y)) on en déduit que Vi € {1,...,d} c(NF(y)) # c(N*(y)),
c’est-a-dire que le point y est le sommet de P qui s’écrit y = x—".
Réciproquement, supposons y = x~ existe et que le i-voisinage positif de
y soit un voisinage de sommet en dimension d — 1. Supposons x # y car sinon
il n’y a rien & prouver. On doit avoir ¢c(N"(y)) = ¢(N"(x)) puisque sinon,
par un raisonnement symétrique a celui utilisé dans le paragraphe précédent, y
admettrait un sommet i-successeur entre y et x. Donc le i-voisinage positif de x
doit aussi étre un voisinage de sommet en dimension d — 1. a
On en déduit que l'on peut facilement calculer les sections d’un polyedre

donné : voir la figure 5.4.

Proposition 5.1 (Calcul des sections) FEtant donné un polyédre orthogonal
P, une direction i et un entier z, on peut calculer en temps O(nd(logn+24)) une
représentation par les voisinages de P = J;(P) a partir d’une représentation
par les voisinages de P.

Preuve: Par le lemme précédent, il suffit d’utiliser I’algorithme suivant (1’étape
2, équivalente a un tri des sommets se réalise en O(ndlogn), I'étape 3.1 se
réalise en temps O(d2?), et donc lalgorithme s’exécute au total en moins de
O(nd(logn + 2%)) étapes) :

Algorithme Calcul_Section(P,i,z):

1. Faire P=10.
2. Déterminer les sommets de P qui sont sommets i-prédécessefrs
de points de 1’hyperplan H, .
3. Pour chacun de ces sommets X = (x1,...,2q)
3.1 Si le voisinage ¢-positif du point est un voisinage
de sommet en dimension d—1, alors ajouter le couple
(X, Nt (x)) &a P avec X = (T1,...,Ti_1,Tit1,---,Tq)-

4. Retourner P.
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P Tlay (P)

Fi1c. 5.4 — Illustration de la proposition 5.1 : pour calculer la 1-section positive
de P en z = x1, il suffit de déterminer les sommets de P qui sont 1-prédécesseurs
de points de H; ,, (ceux marqués ici d’un triangle ou d'un carré), et de ne garder
que ceux qui ont leurs i-voisinages positifs voisinage de sommet en dimension
d — 1 (ceux marqués ici d'un triangle)
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(I
Cela nous permet de prouver que pour la représentation par les voisinages, on
peut déterminer la couleur d’un point x en temps O(n logn) lorsque la dimension
d est fixée :

Théoreme 5.2 FEn utilisant la représentation par les voisinages, on peut déter-
miner la couleur d’un point x en temps O(nd*(logn + 2%)) ot n est le nombre de
sommets du polyédre.

Preuve: Clairement déterminer la couleur du point x = (z1,...,24) d'un
polyedre P de dimension d est équivalent a déterminer la couleur du point X =
(Z1,.. ., i1, Tiy1, ..., xq) du polyedre P = J (P) de dimension d — 1. En
répétant ce principe d — 1 fois, le probleme se réduit au cas trivial de la dimension
1. O

5.2.4 Validité de la représentation par les sommets ex-
trémes

Rappelons la définition d’un point extréme :

Définition 5.6 (Point extréme) Un point x est dit extréme si N (x) posséde
un nombre impair de boites de couleur noire.

Cette définition coincide avec celle de [1] en dimension 1,2,3 : ceci peut se
vérifier par exemple par I’étude exhaustive des configurations en un sommet pré-
sentée dans [1].

Nous avons la propriété remarquable suivante :

Lemme 5.4 Un point extréme est nécessairement un sommet.

Preuve: Nous prouvons cette assertion par récurrence sur la dimension. En
dimension 1 ’assertion est facile a vérifier. Supposons d > 1. Fixons une direction
i arbitraire. Puisque N (x) posséde un nombre impair de boites noires, ceci doit
étre aussi le cas pour N*(x) ou pour N~ (x). Donc, par hypothese de récurrence,
N (x) ou N~ (x) doit étre un voisinage de sommet en dimension d — 1. Dans
tous les cas, on tire facilement des définitions que l'on doit avoir ¢(N7T(x)) #
c(N7~(x)) pour tout j # i. D’autre part, on doit avoir ¢(N"T(x)) # c(N*(x)),
puisque sinon il y aurait un nombre pair de boites noires dans N (x). O

Lorsque x € N est un point et i € {1,...,d} est une direction, nous noterons
par 7" (x) la parité du nombre de boites élémentaires de couleur noire dans le
i-voisinage positif de x. Nous noterons par 7~ (x) la parité du nombre de boites
élémentaires de couleur noire dans le i-voisinage négatif de x.

Nous prouvons :
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Lemme 5.5 Soient x = (x1,...,2%-1,2,Tiy1,...,2q) un point et i € {1,...,d}
une direction. Soit y = ((x)"7)~" le premier sommet i-prédécesseur strict de X.
Alors = (x) = 7" (y).

Preuve: Le lemme 5.4 prouve que si I'on a 7 (x) = 1 alors le i-voisinage
positif de x'~ est voisinage de sommet en dimension d — 1. Par le lemme 5.3, on
a alors N~ (x) = N (y).

Réciproquement, le lemme 5.4 implique que si 'on a 7" (y) = 1 alors le i-
voisinage positif de y est un voisinage de sommet en dimension d — 1. Par le

lemme 5.3, on a alors N~ (x) = N (y). O
Remarque. Lorsque 7' (x) = 7" (y) = 0, on a pas nécessairement N~ (x) =
N (y).

On déduit alors :

Lemme 5.6 Soient P un polyédre et P = ‘ZJ;(P) une i-section positive de P.

Un point X = (x1,...,T4_1) est un sommet extréme de P si et seulement si le
point X = (T1,...,Ti_1,2, %4, ..., %q) de P possede un nombre impair de sommets
i-prédécesseurs extrémes.

Preuve: Observons tout d’abord que le point x est extréme si et seulement
si m7(x) # 7 (x). Nous prouvons le lemme par récurrence sur le nombre de
i-sommets prédécesseurs de x. Supposons que x ne possede pas de sommet -
prédécesseur. Dans ce cas, 7' (x) = 0 et 7'7(x) = 1 si et seulement si le point
x est extréme. Supposons le lemme vrai pour n — 1 i-sommets prédécesseurs
stricts. Supposons que le point x possede les sommets i-prédécesseurs stricts
y', ..., y" Par hypothese d’induction, 7' (y™) est égal & la parité du nombre
de sommets extrémes parmi les sommets y!,...,y". Par le lemme précédent,
7 (y") = 77 (x), et nous avons x non-extréme si 7' (x) = 7' (x) = 7 (y"), et
x extréme si 77 (x) # 7' (x) = 7" (y™). Dans tous les cas, 7' (x) correspond a
la parité du nombre des sommets i-prédécesseurs de x. a

On obtient alors (voir la figure 5.5) :

Proposition 5.2 (Calcul des sections) FEtant donné un polyédre orthogonal
P, une direction i et un entier z, on peut calculer en temps O(ndlogn) une
représentation par les sommets extrémes de P = j;;(P) a partir d’une représen-
tation par les sommets extrémes de P.

Preuve: Il suffit, par le lemme précédent, de déterminer les points de H; . qui
possedent un nombre impair de sommets extrémes i-prédécesseurs. Cela peut se
réaliser en temps O(ndlogn) en triant convenablement les sommets puis en les
parcourant. O

Et :

Théoreme 5.3 FEn utilisant la représentation par les sommets extrémes, on peut
déterminer la couleur d’un point x d’un polyédre a n-sommets en temps O(nd*logn).



5.2. REPRESENTATION DES POLYEDRES ORTHOGONAUX 71

I x X
_____ ____|_________________
[
3 i
|
T1
p I, (P)

Fi1G. 5.5 — llustration de la proposition 5.2 : pour calculer la 1-section positive de
P en z = x4, il suffit de déterminer les points de H; ,, qui possedent un nombre
impair de sommets extrémes 1-prédécesseurs
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Preuve: Il suffit d’'utiliser le principe de la preuve du théoreme 5.2 en utilisant
I’algorithme précédent pour calculer les sections successives. O

5.3 Algorithmes sur les polyedres orthogonaux

Nous présentons maintenant des algorithmes pour comparer deux polyedres,
pour détecter les faces d'un polyedre, ou pour effectuer des opérations booléennes
entre polyedres.

Discutons toutefois la complexité d'un changement de représentation : on peut
calculer la représentation par les sommets extrémes d’un polyedre a partir de sa
représentation par les voisinages en testant si chacun des sommets est extréme :
c’est-a-dire en temps O(n2%).

On peut calculer la représentation par les voisinages d’un polyedre a partir de
sa représentation par les couleurs en effectuant n2¢ calculs de couleurs : c’est-a-
dire en temps O(n?*1d44). Par conséquent, on peut calculer la représentation par
les sommets extrémes d’un polyedre a partir de sa représentation par les couleurs
en temps O(n2? + nd+1d4?) = O(n®*1d4?).

Les autres conversions entre représentations ne nécessitent aucun calcul.

5.3.1 Tests d’égalité

Puisque les représentations étudiées sont canoniques, tester 'égalité entre
deux polyedres est un probleme trivial :

Proposition 5.3 Pour tester si deuz polyedres sont égaux, il suffit de comparer
leurs représentations.

5.3.2 Détection des faces

Le probléme de la détection des faces est le suivant : étant donnés une repré-
sentation d’un polyedre orthogonal P, une direction ¢ et un entier z, calculer une
représentation de la face F; ..

Soient N un sous-ensemble de N? et i une direction. Nous noterons ¢;(N) le
résultat de I'opération suivante sur les couleurs des boites de N : la couleur de
chaque boite y € N est changée en la couleur blanche si ¢(y) = ¢(y'") et en la
couleur noire si c(y) # c(y*).

Il est facile de déduire des définitions :

Observation 5.2 (Sommets des faces) Soient P un polyédre et F;, une i-
face de P.

AlorsX = (21, ...,24-1) est un sommet de F; ., si et seulement le voisinage de
X = (T1,...,0i_1,2,Ti, ..., Tq) VErifie Vj # 1 c;(NT(x) NNIT(x)) # c;(N(x)N
NI~ (x)).
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Lorsque tel est le cas :
1. x est un sommet de P

2. le voisinage de X est donné par c;(N*(x)).

Théoréme 5.4 (Détection des faces) En utilisant la représentation par les
voisinages, le probléme de la détection des faces peut étre résolu en temps O(nd2?).

Preuve: Pour calculer la face F; , il suffit de parcourir les sommets de P qui
appartiennent a H; . et de tester si leurs voisinages vérifient la formule logique
de I'observation 5.2. O

Remarquons qu’il est facile de modifier la condition testée en chaque sommet
si 'on veut calculer les faces orientées.

Si I'on ne veut pas orienter les faces, le probleme est encore plus facile avec la
représentation par les sommets extrémes :

Lemme 5.7 Soient P un polyédre et P = F;, une face de P.
Alors X = (x1,...,24-1) est un sommet extréme de F; , si et seulement si le
point X = (X1, ..., Ti_1,2,Ti, ..., xq) est un sommet extréme de P.

Preuve: Le voisinage du point X dans P est donné par c;(N*(x)). Puisque
'opération qui définit ¢;(N(x)) & partir de N*(x) ne modifie pas la parité du
nombre de boites noires, la parité du nombre de boites noires dans le voisinage
du point X dans P est égale a celle du nombre de boites noires dans N (x). O

Théoréeme 5.5 (Détection des faces) En utilisant la représentation par les
sommets extrémes, le probléme de la détection des faces peut étre résolu en temps

O(n).

Preuve: Pour calculer la face F;, il suffit de retourner les sommets de la
représentation de P qui appartiennent a H, .. O

5.3.3 Opérations booléennes

Nous discutons maintenant la réalisation des opérations booléennes entre po-
lyedres.

Calculer le complément d’un polyedre est facile pour les trois représentations.
Nous décrivons maintenant comment effectuer une intersection booléenne entre
deux polyedres. Par les lois de Morgan, cela donnera le moyen de réaliser aussi
une union entre polyedres pour ces représentations.

Apres intersection de deux polyedres, certains sommets disparaissent et d’autres
apparaissent : voir la figure 7?. Cependant tout point n’est pas candidat pour étre
un sommet de l'intersection :

fig :boollntersection entre deux polyedres
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-
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l Py P NP

Lemme 5.8 Un point x est un sommet de Py N Py, seulement si, pour toute
direction i, X est sur une i-face de Py ou sur une i-face de Ps.

Preuve: Sinon il y aurait une direction i telle que ¢(N"(x)) = ¢(N~(x)) a
la fois dans P; et dans Ps, cela resterait le cas apres intersection. O

Lorsque y = (y1,...,%a) et ¥y = (y},...,,) sont deux points de R¢, nous
écrivons y <y’ pour signifier y; < y; pour toute i. Nous dénotons par maz(y,y’)
le point z = (z1, ..., 24) défini par z; = maz(y;, y;) pour tout 7.

Lemme 5.9 Soit x = (21,...,x4) un point d’un polyédre P. Soit I [’ensemble
des directions i telles que x soit sur une i-face. St I # (), alors il existe un sommet
y = (y1,-.-,yq) de P tel que y < x et tel que y; = x; pour tout i € I.

Preuve: Nous prouvons 'assertion par récurrence sur k = d — |I| ou |I| est
la cardinalité de I. Lorsque k = 0, l'assertion est triviale. Supposons k& > 1.
Soit ¢ une direction n’appartenant pas a I. On doit avoir N (x) = N~ (x). Soit
y' = (x1,...,%_1,2,%i,...,14) le point avec z maximal tel que Nt (y') = N~ (x)
et Nt (y') # N (y'). De Nt (x) = N7 (x) = N (y’), on déduit que, pour
tout j € I, y’ appartient & une j-face. De N*(y’) # N~ (y’), on déduit que y’
appartient a une i-face. Il suffit alors d’appliquer ’hypothese de récurrence a y’ :
il existe un sommet y <y’ < x avec y; = y; = x; pour tout j € I. O

On obtient alors :

Lemme 5.10 Soit x un sommet de Py N Py, qui n’est ni un sommet de Py ni un
sommet de P,. Alors il existe un sommet y' de P, et un sommet y* de P, tels
que x = max(y!, y?).

Preuve: Soit I; I'ensemble des directions ¢ telles que x soit sur une i-face
de P; et soit I I'ensemble des directions ¢ telles que x soit sur une i-face de
P,. Par le lemme 5.9 il existe un sommet y' de P, et un sommet y? de P, tels
que, pour tout j € {1,2}, on ait y? < x et yf = x; des que @ € ;. De I'égalité
L Ul, = {1,2,...,d} donnée par le lemme 5.8, on déduit que I'on doit avoir
x = mazx(y',y?). O

Nous obtenons (voir la figure 5.6) :
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P,

Fi1G. 5.6 — Illustration du théoreme 5.6 : pour calculer I'intersection de deux
polyedres P; et P, il suffit de calculer le voisinage des points marqués dune
Croix

Théoréme 5.6 (Opérations booléennes) L ’intersection et l'union de deuz po-
lyedres orthogonaux avec respectivement ny et ny sommets peuvent étre calculées
en utilisant la représentation par les sommets extrémes en temps O(nnyd?2%(n, +

’fLQ))

Preuve: Les candidats pour étre des sommets de P; N P, sont les points du
sous-ensemble suivant (S(P;) désigne I’ensemble des sommets de P;) :

M(P,Py) = S(P)US(P)U{x:3y' € S(P)3y* € S(P)x = max(y',y*)}

Il suffit pour chaque point de cet ensemble de calculer son voisinage dans P;
(complexité= 2¢ calculs de couleurs), de calculer son voisinage dans P, (com-
plexité= 2¢ calculs de couleurs), d’intersecter les voisinages (complexité = 2%) et
de ne garder le point que si le voisinage obtenu compte un nombre impair de
boites noires (complexité = 24).

Si l'on trie convenablement une fois pour toutes les sommets de P; et de
Ps, le calcul des sommets qui sont les sommets i-prédécesseurs d'un point d’un
hyperplan donné se fait en temps linéaire. Déterminer la couleur d’un point de P;
peut alors se réaliser en temps O(n;d?). 11 suffit d’observer que la cardinalité de
M (Py, P;) est majorée par ny + ng + nyng pour obtenir la complexité annoncée.
O

Remarque. On peut aussi calculer I'intersection ou I'union de deux polyedres
récursivement section par section. C’est la méthode utilisée par [1] en dimension
1, 2 et 3.
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5.4 Discussion

Dans ce chapitre, nous avons donc proposé trois représentations des polyedres
orthogonaux par leurs sommets : la représentation par les couleurs, la représen-
tation par les voisinages et la représentation par les sommets extrémes.

Nous avons présenté des algorithmes pour résoudre le probleme de ’apparte-
nance, pour comparer les polyedres, pour détecter les faces des polyedres, et pour
réaliser des opérations booléennes entre polyedres. Nous avons en outre donné des
bornes supérieures sur la complexité au pire cas de chacun de ces algorithmes.

Les algorithmes décrits dans ce document ont été implémentés dans une ap-
plication “jouet” qui permet de manipuler des polyedres orthogonaux aléatoires
de dimension quelconque.

Les algorithmes sont en cours d’intégration dans le systeme décrit dans [33].
Mais 'avancement de ce travail ne nous permet pas de donner ici des mesures
significatives de la performance des algorithmes sur des exemples réels de vérifi-
cation.



CHAPITRE
Représentation des po-

lyedres temporisés

6.1 Introduction

Dans [7], Alur et Dill ont introduit les automates temporisés : un automate
temporisé est un automate muni de variables qui croissent a vitesse 1 et qui
peuvent étre remises a zéro par des transitions discretes. Les automates tempo-
risés s’averent étre de tres puissants outils de modélisation tres utilisés pratique-
ment : voir toutes les références de la synthese [4]. Alur et Dill ont prouvé que
le probleme de I'atteignabilité est décidable pour ces systemes : en effet, tout
automate temporisé possede un nombre fini de classes de bissimulation et, par
conséquent, I’étude des trajectoires d’un automate temporisé se ramene a 1’étude
du graphe fini de ses classes de bissimulation, appelé graphe des régions : voir
[7].

Les classes de bissimulation des automates temporisés sont des polyedres qui
s’écrivent comme des unions finies de simplexes d'un type particulier. C’est pour-
quoi, les algorithmes sur les automates temporisés ont besoin de manipuler de
tels polyedres : ces algorithmes ont besoin de savoir comparer ces polyedres, de
savoir réaliser des opérations booléennes entre ces polyedres, et de savoir réaliser
une opération particuliere appelée passage du temps : voir [4]. Puisque ces opéra-
tions sont tres cotiteuses pour les polyedres non-convexes avec les représentations
usuelles, les algorithmes se restreignent généralement aux polyedres convexes et
les représentent alors par des matrices de différences bornées : voir la synthese
[4].

Dans ce chapitre, nous proposons plusieurs représentations pour une sous-
classe de ces polyedres, que nous appelons les polyédres temporisés : ces poly-
edres correspondent aux classes de bissimulation des automates temporisés ou
I'on interdit les conditions de transition strictes. Nous prouvons la validité de
ces représentations pour les polyedres temporisés convexes et non-convexes de
dimension quelconque. Nous proposons en outre des algorithmes qui permettent
de réaliser des tests d’égalité, des opérations booléennes et 'opération “passage
du temps” pour ces représentations.

Le plan de ce chapitre est le suivant : dans la section 6.2, nous introduisons
les polyedres temporisés et les deux représentations que nous étudierons : la

7
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représentation par les simplexes de la boite et la représentation par les simplexes
du voisinage. Dans la section 6.3, nous introduisons quelques définitions. Dans les
sections 6.4 et 6.5, nous prouvons la validité de ces représentations. Enfin, dans
la section 6.6, nous décrivons comment ’on peut réaliser des tests d’égalité, des
opérations booléennes, ou réaliser 'opération “passage du temps” en utilisant ces
représentations.

6.2 Polyedres temporisés
Nous allons maintenant définir précisément ce que nous appelons un polyedre

temporisé : lorsque x est un réel, nous écrirons < x > pour la partie fractionnaire
du réel x. Formellement : voir 'exemple de la figure ?77?.

fig :exampletUn polyedre temporisé de dimension 2

Définition 6.1 (Polyédre temporisé) — Une boite élémentaire est un sous-
ensemble de X = (RT)¢ de la forme B = [x1, x1+1] X [v9, zo+1]X. .. [T4, Ta+
1] avec x; € N pour tout i. Le point x = (x1,...,24) est appelé le coin ca-

nonique de la boite.
— Un simplexe élémentaire est un sous-ensemble de X = (RT) qui s’écrit
comme l’intersection d’une boite élémentaire et d’un sous-ensemble du type

{x| < 2o1) ><< To) > << To) >}

pour une permutation o de {1,2,...,d}.
— Un polyedre temporisé P est une union finie de simplexes élémentaires.
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Nous dénoterons par G(X) l’ensemble des polyedres temporisés. Un poly-
edre temporisé sera aussi vu comme un sous-ensemble de X = N7 x II, ot II
désigne I'ensemble des permutations de {1,...,d} : (x,0) dénotera le simplexe
élémentaire inclus dans la boite élémentaire de coin canonique x correspondant
a la permutation ¢. Comme dans le chapitre précédent, nous désignerons par
c: X — {0,1} la fonction couleur, et nous supposerons redéfinies les opérations

booléennes de telle sorte que I'algebre sur G(X) soit isomorphe a I'algebre sur
2%,

(1,2,3) (1,3,2) (2,1,3)

SN 7l
VN W N
N/ AN

N\

(2,3,1) (3,1,2) (3,2,1)

Fi1G. 6.1 — Les 6 simplexes d'une boite élémentaire de dimension 3 avec leurs
permutations associées

Nous présentons maintenant quelques remarques générales sur la géométrie
des polyedres temporisés : voir la figure 6.1.

Observation 6.1 En dimension d :
1. Une boite élémentaire contient d! simplexes élémentaires.

2. Un point x € N? appartient a (d+1)! simplexes élémentaires : ces simplezes
sont les simplexes (y, o) tels que

To(i pour j < k
Yoii) = { v

To) — 1 sinon

pour k € {0,1,...,d} et o € IL.

3. Chaque simpleze élémentaire (y, o)
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(a) est convexe

(b) posséde d + 1 sommets : ces sommets sont des sommets de la boite
élémentaire de coin canonique'y

(c) possede d(d+ 1)/2 arétes

(d) posséde d+1 faces : ces faces ont pour supports les hyperplans d’équa-

toNs To(1) = Yo(1)s To(d) = Yo(d) T L, €t Ty — Yo (i) = To(itl) — Yo(it1)
ie{1,2...,d—1}.

On peut facilement se convaincre que les définitions suivantes capturent la
signification intuitive de face et de sommet : comme dans le chapitre précédent,
lorsque F' est un sous-ensemble d’un sous-espace affine H, rcy (F') désigne 1'adhé-
rence de F' dans la topologie induite sur H.

Définition 6.2 (Hyperplans et faces) Soit P un polyédre temporisé. Soit z
un entier quelconque et soient i et j deux entiers distincts de {1,...,d}.
Hyperplans :
~ Hij. désigne I’hyperplan d’équation x; — x; = z.
~ H, . désigne ’hyperplan d’équation x; = z.
Faces :
~ La face F; ;. désigne le sous-ensemble de H, ;. défini par Fy ;. = rey, , {(x,0) |
le simpleze (x,0) posséde H; ;. comme face et est de couleur différente de
son symétrique par cet hyperplan}.
~ La face F;; désigne le sous-ensemble de H; . défini par F; . = rey, {(x,0) |
le simpleze (x,0) posséde H;, comme face et est de couleur différente de
son symétrique par cet hyperplan}.
— Une face est soit une i, j-face (c’est-a-dire une face F; ;. ), soit une i-face
(¢’est-a-dire une face F; ).
Arétes et sommets :
— Une aréte est une intersection entre faces de dimension affine 1.
— Un sommet est une intersection entre faces de dimension affine 0.

Nous présentons maintenant les représentations que nous étudierons : il est
naturel de définir les notions suivantes de voisinages : voir la figure 6.2.

Définition 6.3 (Voisinage-boite et voisinage-simplexe) Soitx € N un point.
Le voisinage-boite du point x est constitué des d! simplexes inclus dans la
boite élémentaire de coin canonique X.
Le voisinage-simplexe du point x est constitué des (d+ 1)! simplexes élémen-
taires qui contiennent X.

Nous nous intéresserons aux représentations suivantes :



6.3. PRELIMINAIRES 81

e C
|—1 d

F1a. 6.2 — Le voisinage-boite et le voisinage-simplexe d'un point x en dimension
2 : le voisinage-boite est constitué des simplexes a et b; le voisinage-simplexe est
constitué des simplexes a, b, ¢, d, e, f

1. La représentation par les simplezes de la boite (généralisation de la repré-
sentation par les couleurs du chapitre précédent) : un polyedre temporisé
est représenté par la liste des sommets du polyedre avec pour chaque som-
met x du polyedre les informations suivantes : les coordonnées de x et la
couleur de chacun des simplexes du voisinage-boite de x.

2. La représentation par les simplezes du voisinage (généralisation de la repré-
sentation par les voisinages du chapitre précédent) : un polyedre temporisé
est représenté par la liste des sommets du polyedre avec pour chaque som-
met x du polyedre les informations suivantes : les coordonnées de x et la
couleur de chacun des simplexes du voisinage-simplexe de x.

Observons que nous ne possédons pas de généralisation satisfaisante de la re-
présentation par les sommets extrémes du chapitre précédent : en effet, les argu-
ments de parité utilisés dans le chapitre précédent ne semblent pas se généraliser
tres facilement au cadre des polyedres temporisés.

6.3 Préliminaires

Avant de prouver la validité des représentations précédentes, nous introduisons
quelques définitions
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6.3.1 Notation (x,0,k)

Afin de noter aisément les simplexes du voisinage-simplexe d’un point donné,
nous représenterons de la fagon suivante les simplexes du voisinage-simplexe d’un
point x : observez la figure 6.3 (et le point 2 de 'observation 6.1).

(x,(1,2),2)
(x,(2,1),1) (x,(2,1),2)
(X7<]‘72)7O> (X’(]"Q)’l)

(x,(2,1),0)

FiG. 6.3 — Notation des simplexes du voisinage-simplexe du point x

Définition 6.4 (Notation (x,0,k)) Lorsque 0 < k < d est un entier et o est
une permutation, (x,0,k) dénotera le simplexe élémentaire (y,o) du voisinage-
simplexe de x défini par

Yoy = To(f) pour j < k
o(7) To) — 1 sinon

6.3.2 i-voisinages et 7, j-voisinages

Nous utiliserons la terminologie suivante : voir la figure 6.4.

Définition 6.5 (i-voisinage et i, j-voisinage) Soient x € N¢ un point et i €
{1,...,d} une direction.
— Le i-voisinage de X est le sous-ensemble du voisinage-simplexe de x consti-
tué des simplexes dont l'une des faces est supportée par Uhyperplan H; 4, .
— Le i-voisinage positif (resp. i-voisinage négatif) de x est constitué des
simplexes du i-voisinage de X qui sont inclus dans le demi-espace d’équation
Yi > x; (resp. yi < xy).
Soient x € N un point eti,j € {1,...,d}, i < j, deux directions.
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1-voisinage 2-voisinage 1, 2-voisinage

Fic. 6.4 — Figure de gauche (resp. du milieu, de droite) : les simplexes du 1-
voisinage positif (resp. 2-voisinage positif, 1, 2-voisinage positif) de x sont grisés;
les simplexes du 1-voisinage négatif (resp. 2-voisinage négatif, 1, 2-voisinage né-
gatif) de x sont hachurés

— Le 1, j-voisinage de x est le sous-ensemble du voisinage-simplexe de x
constitué des simplexes dont 'une des faces est supportée par l’hyperplan
Hi,j,xi—xj .

— Le i, j-voisinage positif (resp. i, j-voisinage négatif) de x est constitué des
simplexes du i, j-voisinage de X qui sont inclus dans le demi-espace d’équa-
tion y; —y; > x; — x; (esp. y; — y; < 1 — ;).

1T
X |
\l/ i
1
1-prédécesseur 2-prédécesseur 1, 2-prédécesseur

Fic. 6.5 — Figure de gauche (resp. du milieu, de droite) : le simplexe 1-
prédécesseur (resp. 2-prédécesseur, 1,2-prédécesseur) de chacun des simplexes
du voisinage 1-positif (resp. 2-positif, 1, 2-positif) de x est indiqué par une fleche

On peut alors définir : voir la figure 6.5.

Définition 6.6 (Simplexe i et i, j-prédécesseur) Soit x € N¢ un point et
soit une direction i € {1,...,d}. Soit (x,0,k) un simpleze du i-voisinage po-
sitif de x.

Le simplexe i-prédécesseur de (x, 0, k), noté (x,0,k)™", est le symétrique du
simpleze (x,0,k) par rapport a Uhyperplan H; ;.

Soient x € N¢ un point et i,5 € {1,...,d} deuz directions avec i < j. Soit
(x,0,k) un simpleze du i, j-voisinage positif de x.
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Le simplexe i, j-prédécesseur de (x,0, k), noté (x,0,k)™% est le symétrique
du simplexe (x,0,k) par rapport a Uhyperplan H; j oo, -

6.3.3 R-voisinages

Nous définissons maintenant la notion de R-voisinage, lorsque R € {0, 1}% est
un vecteur non nul.

R=(0,1) R=(1,1) R =(1,0)

F1G. 6.6 — Les simplexes du R-voisinage positif (resp. négatif) de x sont grisés
(resp. hachurés) pour les directions R = (0,1), R = (1,1) et R = (1,0)

Définition 6.7 (R-voisinage ) Soient x = (z1,...,74) € N un point et R €
{0,1}¢ un vecteur non nul.

— Le point R-prédécesseur du point x, noté par x 1, est le point de coordon-
nées x = (z; — Ry,..., x4 — Ry).

— Le R-voisinage négatif du point x, noté NB=(x), est constitué des simplezes
qui sont a la fois dans le voisinage-simplere de x et dans le voisinage-
simplexe de x~ 1.

— Le R-voisinage positif du point x, noté N'B(x), est constitué des simplezes
qui sont a la fois dans le voisinage-simplere de x et dans le voisinage-

simpleze du point dont x est le R-prédécesseur.
Nous pouvons alors définir : observez la figure 6.7.

Définition 6.8 (Simplexe R-prédécesseur) Soient (x,0,k) un simplexe du
voisinage-simpleze de x et R € {0,1}% un vecteur non nul.

Le simplexe R-prédécesseur du simpleze (x,0,k), noté (x,0,k)~ 1, est le sim-
pleze du R-voisinage négatif de x qui peut étre joint a partir du simplexe (x, 0, k)
par un segment de vecteur directeur —R sans quitter le voisinage-simplexe de X :
voir la figure 6.7.

Nous utiliserons la caractérisation suivante :
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X | X

V N | -
A

4 1A

(-/ X X 1U v

R=1(0,1) R=(

Fi1G. 6.7 — Le simplexe R-prédécesseur de chacun des simplexes du voisinage-

simplexe de x est indiqué par une fleche, pour les directions R = (0,1), R = (1,1)
et R=(1,0)

1,1) R = (1,0)

Lemme 6.1 Le simplexe R-prédécesseur d’un simplere (x,0,k) est donné par
I’algorithme suivant :

Algorithme Simplexe — R — predecesseur_de (x,0,k)

1. S’il existe une direction i, avec R; =1, telle que (x,0,k)
appartienne au i-voisinage positif de x, alors
calculer récursivement le simplexe R-predecesseur de (x,0,f)
par (x,0,k) T = Simplere — R — predecesseur_de((x, o, k)™).

2. 8’il existe deux directions i <j, avec R; =1, R; =0, tellls
que (x,0,k) appartienne au i,j-voisinage positif de x, alor
calculer récursivement le simplexe R-prédécesseur de (x,0,§)
par (x,0,k) = Simplere — R — predecesseur_de((x, o, k)™7).

3. Sinon, retourner (x,0,k) car (x,0,k) est son
propre simplexe R-prédécesseur.

Preuve: S’il existe une direction i avec R; = 1 telle que (x,0,k) soit un
simplexe du i-voisinage positif de x, alors tout segment de vecteur directeur R qui
joint (x,0,k)~" & son simplexe R-prédécesseur peut se prolonger en un segment
partant du simplexe (x,0, k). Par conséquent, (x,0,k) et (x,0,k)"" ont méme
simplexe R-prédécesseur. Un raisonnement similaire prouve que, s’il existe deux
directions i < j avec R; = 1, R; = 0 telles que (x,0,k) soit un simplexe du
i, j-voisinage positif de x, alors (x,0,k) et (x,0,k)™ ont méme simplexe R-
prédécesseur. Enfin, si 'on n’est pas dans 'un des deux cas précédents, il est
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facile de vérifier que le simplexe (x, 0, k) est nécessairement un simplexe du R-
voisinage négatif de x, et donc qu’il est son propre simplexe R-prédécesseur. O

6.4 Représentation par les simplexes de la boite

Nous prouvons maintenant que la représentation par les simplexes de la boite
est une représentation valide des polyedres temporisés. Nous allons, pour cela,
généraliser les arguments du chapitre précédent pour la représentation par les
voisinages.

On tire immédiatement des définitions le résultat suivant :

Lemme 6.2 Un point x € N¢ appartient a une i-face si et seulement s’il existe

un simpleze (x, 0, k) dui-voisinage positif de x tel que c((x,0,k)) # c((x,0,k)™").
Un point x € N? appartient a une i, j-face si et seulement s’il existe un sim-

plexe (x,0,k) du i, j-voisinage positif de x tel que c((x,0,k)) # c((x,0,k)~59).

Utilisons la terminologie suivante :

Définition 6.9 (Point R-invariant) Soient x € N un point et R € {0,1}% un
vecteur non nul.

Le point x est dit R-invariant si son voisinage-simplexe est invariant par
passage au R-prédécesseur : c’est-a-dire, si l'on a c(x,0,k) = c((x,0,k) 1) pour
tout o € 11, 0 < k < d.

On obtient alors : voir la figure 6.8.

Fi1G. 6.8 — Illustration du lemme 6.3 : un point x non-sommet est R-invariant
pour un certain vecteur R € {0,1}% non nul : considérez R = (1, 1) pour la figure
de gauche, R = (0,1) pour la figure du milieu, et R = (1,0) pour la figure de
droite

Lemme 6.3 (Généralisation du lemme 5.1) Un point x n’est pas un som-
met si et seulement s’il est R-invariant pour un certain vecteur R € {0,1}¢ non
nul.
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Preuve: Supposons que x ne soit pas un sommet. L’intersection de toutes les
faces Fi ., et Fjj.,—.; est de dimension affine supérieure ou égale a 1 et doit donc
au moins contenir un segment. Vue la forme des équations des hyperplans H; ; .
et H; . qui supportent les faces Fj ., et Fj ., ;, on peut supposer ce segment du
type [x,x ®] pour un certain vecteur R € {0,1}? non nul. On a nécessairement
X € Fjo,—2; des que R; = 1 et R; = 0 puisque le segment doit étre contenu dans
la face Fijz;—e;- De méme, on a x ¢ F,,, des que R, = 1 puisque le segment
doit étre contenu dans la face Fj,,. Maintenant, par le lemme 6.1, le simplexe
R-prédécesseur de tout simplexe (x, 0, k) s’obtient en partant de (x,0,k) et en
itérant soit des passages aux simplexe i-prédécesseur pour des directions ¢ avec
R; = 1, soit des passages au simplexe i, j-prédécesseur pour des directions i < j
avec R; = 1 et R; = 0. Par le lemme 6.2, ces opérations préservent les couleurs.

Réciproquement, supposons que le point x soit R-invariant pour un certain
vecteur R € {0,1}% non nul. Soit i une direction telle que R; = 1. On doit
avoir x ¢ Fj,, car sinon, par le lemme 6.2, il existerait un simplexe (x,0,k)
du i-voisinage positif de x tel que ¢((x,0,k)™") # c(x, 0,k) : on obtiendrait une
contradiction car l'algorithme du lemme 6.1 prouve que ces deux simplexes ont
méme simplexe R-prédécesseur. Un raisonnement similaire prouve que 'on doit
avoir X € Fjj ., des que R; = 1 et R; = 0. Vues les équations des hyperplans
H. ;. et H;., ceci implique que le segment [x %, x| doit appartenir & chacune des
faces F;;, et a chacune des faces Fj j ., .,. Par conséquent la dimension affine de
I'intersection de toutes les faces F; ,, et Fi jw;—«; €st au moins égale a un. O

Le lemme 5.2 du chapitre précédent se généralise alors en :

Lemme 6.4 (Généralisation du lemme 5.2) Soient x un point non-sommet
et R € {0,1}* un vecteur non nul. Supposons c(x,o,k) = c((x,0,k)~ ") pour
tout o €1, 0 < k < d.

Alors le point x est R'-invariant.

Preuve: Puisque x n’est pas un sommet, x est R-invariant pour un certain
vecteur R € {0, 1} non nul. Soit (x, o, k) un simplexe tel que k = d. En utilisant le
lemme 6.1, il est facile de vérifier quun tel simplexe vérifie (((x, o, k)~ #)~f)~F =
((x, 0, k) =)~ T suffit alors d’écrire ¢(x, o, k)=c((x, 0, k) %) = ¢(((x, 0, k) ")~ F)
= c((((x,0,k) ") 7F) ) = e((x,0,k) ")) = c(x,0,k)77). O

Nous pouvons alors prouver la validité de la représentation par les simplexes
de la boite (observons qu'un simplexe (x, 0, k) appartient au voisinage-boite de
x si et seulement si k = d) :

Théoréme 6.1 (Représentation par les simplexes de la boite) La représen-
tation par les simplexes de la boite est une représentation correcte et canonique
des polyedres temporisés.

Preuve: Pour calculer la couleur des simplexes du voisinage-boite d’un point
x, il suffit d’utiliser I’algorithme suivant : voir la figure 6.9.
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Algorithme Couleur_des_simplexes_de_la_boite_de(x):

1. Si le point X est un sommet alors retourner la couleur d
chacun des simplexes (X,0), 0 € II, en utilisant
la représentation du polyédre.
2. Si x a une coordonnée négative, alors retourner
c(x,0) = blanc pour tout o € II.
3. Sinon
3.1 Pour chacune des boites élémentaires y € N¢, y #fx
voisines de celle de x, appeler récursivement
Couleur_des_simplexes_de_la_boite_de(y) pour détermine
la couleur des simplexes de la boite élémentaire de
3.2 Rechercher un vecteur R € {0,1}? non nul tel que
c(y,o,k) =c((y,o,k)™%) pour tout c €I,0< k<d.
3.3 Retourner c(x,0) = ¢((x,0) ) pour tout ¢ € II.

F1G. 6.9 — Illustration de l'algorithme du théoreme 6.1. Si I'on sait que le point
X n’est pas un sommet, et si I’'on a déterminé récursivement la couleur de chacun
des simplexes non-marqués d'un point d’interrogation, alors on peut déterminer
la couleur des simplexes du voisinage-boite de x.

Si l'on utilise des techniques similaires a celles discutées dans le chapitre pré-
cédent, la procédure précédente s’effectue en moins de O(2%d(d!)n?) étapes, c’est-
a-dire en moins de O(n?) étapes lorsque la dimension d est fixée.



6.5. REPRESENTATION PAR LES SIMPLEXES DU VOISINAGE 89

6.5 Représentation par les simplexes du voisi-
nage

Nous allons maintenant prouver que la représentation par les simplexes du
voisinage permet de déterminer la couleur d'un simplexe en temps O(nlogn)
lorsque la dimension d est fixée. Le principe consiste a généraliser les arguments
que nous avions utilisés dans le chapitre précédent pour la représentation par les
voisinages.

Contrairement a ce qui se passe pour les polyedres orthogonaux, lorsque I'on
intersecte un polyedre temporisé avec un hyperplan H; ., on n’obtient pas tou-
jours un polyedre temporisé. Il nous faut donc définir la notion de section plus
subtilement : voir la figure 6.10.

N NN W™ N

T '-77,:;1 (P)

F1G. 6.10 — Un polyedre temporisé de dimension 2, les simplexes des i-voisinages
positifs des points de H; ., et la 1-section positive en z du polyedre.

Définition 6.10 (i-section) Soient P un polyedre temporisé, z un entier, i €
{1,...,d} une direction et x un point.

La i-section positive en z de P, dénotée par le;(P), est le polyedre temporisé
de dimension d — 1 obtenu en projetant orthogonalement sur H; . les simplexes
des i-voisinages positifs des points de 'H, ..

11 est alors facile d’établir :
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Observation 6.2 (Généralisation de ’observation 5.1) Soit P un polyedre.
Soit P = J".(P) une i-section positive de P.
Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. Le point X = (x1,...,74_1) de P est un sommet

2. Le i-voisinage positif du point x = (x1,...,T;-1,2,%;,...,Tq—1) de P vérifie
lassertion : pour tout vecteur R’ € {0,1}% non nul tel que R, = 0, il
existe un simpleze (x,0,k) du i-voisinage positif de x vérifiant c(x,0,k) #
c((x,0,k)~1).

Comme dans le chapitre précédent, nous définissons :

Définition 6.11 (Voisinage de sommet en dimension d-1) Le i—voisinage
positif d’un point x € N? sera dit voisinage de sommet en dimension d — 1
sl vérifie la condition 2 de l'observation précédente : c’est-a-dire si, pour tout
vecteur R’ € {0,1}% non nul tel que R, = 0, il existe un simpleze (x,0,k) du
i-voisinage de x vérifiant c(x, 0, k) # c((x,0,k)~%).

Nous voulons maintenant généraliser le lemme 5.3 du chapitre précédent. Ceci
est plus problématique : en effet, nous sommes obligés de faire les remarques
suivantes que 'on tire facilement des définitions : voir la figure 6.11.

Observation 6.3 Soient y € N¢ un point, i € {1,...,d} une direction, et R €
{0,1}¢ un vecteur avec R; = 1.
Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. Le point y 4+ €R, pour € > 0 tres petit, appartient a une aréte de direction
R.

2. Le R-voisinage positif de y vérifie la condition suivante : si [’on appelle
y' le point fictif dont les coordonnées seraient données par y' =y + R
et dont le voisinage-simplexe serait donné par N~ f(y') = N (y) et par
c((x,0,k)) = c((x,0,k)™%) pour tout autre simplexe, alors le i-voisinage
positif de'y’ est un voisinage de sommet en dimension d — 1.

On a aussi besoin du résultat suivant qui se déduit immédiatement des défi-
nitions : observez la figure 6.11.

Observation 6.4 Soienty € N un point et R € {0,1}? un vecteur avec R; = 1.
Supposons que le point y vérifie ['une des deuz assertions équivalentes de l’obser-
vation précédente.

Siy n’est pas un sommet, alorsy est R-invariant.

Nous appellerons sommet R-prédécesseur d'un point x € N un sommet
que l'on rencontre en partant de x et en se déplacant dans la direction —R : en
d’autres termes, un sommet y de la forme y = x — Ra pour « € N, a > 1.
Appelons premier sommet R-prédécesseur du point x, noté x %, le premier de
ces sommets que 1’on rencontre.

Nous pouvons alors généraliser le lemme 5.3 du chapitre précédent par :
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y +€eR

F1G. 6.11 — Illustration de 'observation 6.3 pour R = (1,1) : le point y + €R
appartient a une aréte dans la direction R si et seulement si le i-voisinage positif
du point fictif y’ est voisinage de sommet en dimension d — 1 : voir la définition
6.11
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Lemme 6.5 (Généralisation du lemme 5.3) Soient P un polyédre et P =
J..(P) une i-section positive de P.

Un point X = (x1,...,24_1) est un sommet de P si et seulement si au moins
l'une des deux conditions suivantes est vérifiée :

1. Le point x = (1,...,T; 1,2,%;,...,2q) est un sommet de P tel que son
1-voisinage positif soit un voisinage de sommet en dimension d — 1.

2. Il existe un vecteur R € {0,1}% avec R; = 1 tel que x posséde un pre-
mier sommet R-prédécesseur y = x— 1 qui vérifie 'une des deux assertions
équivalentes de l’observation 6.3.

Preuve: Par 'observation 6.2, X est un sommet de P si et seulement si le
i-voisinage positif du point x = (z1,...,2;1,2,24,...,T4) est un voisinage de
sommet en dimension d — 1.

Nous prouvons maintenant le sens direct. Si x est un sommet, il n’y a rien a
prouver. Sinon, X est R-invariant pour un certain vecteur R € {0, 1}d non nul.
On doit avoir R; = 1 pour ne pas contredire le point 2 de 'observation 6.2. Soit
y = x—aR le point, avec a € N, a > 0 minimal, tel que y ne soit pas R-invariant.
Les points z # y entre x et y sont R-invariants. On en déduit, d'une part que ces
points ne sont donc pas des sommets, et que d’autre part, le i-voisinage positif de
y + R est égal a celui de x. Puisque y + R est R-invariant, y vérifie I’assertion 2
de 'observation 6.3. Puisque y n’est pas R-invariant, on déduit de 1’observation
6.4 que y est le sommet qui s’écrit y = x .

Réciproquement, supposons que X ne soit pas un sommet, et qu’il existe un
vecteur R € {0,1}¢, R; = 1 tel que si 'on pose y = x~ %, alors y vérifie I'une des
deux assertions équivalentes de 1’observation 6.3. Par un raisonnement similaire
au paragraphe précédent, les sommets entre y et x, y compris x doivent étre R-
invariants puisque sinon il existerait un sommet entre y et x. y + R et x doivent
donc avoir méme i-voisinage positif. Par conséquent, le i-voisinage positif de x
doit étre un voisinage de sommet en dimension d — 1. O

Comme nous 'avons fait dans le chapitre précédent, nous en déduisons main-
tenant qu’il est possible de calculer les sections d'un polyedre temporisé donné :

Proposition 6.1 (Calcul des sections) Supposons la dimension d fizée.
Etant donné un polyedre temporisé P, une direction i et un entier z, on peut

calculer en temps O(nlog(n)) une représentation par les simplexes du voisinage

de P = L’];;(P) a partir d’une représentation par les simplexes du voisinage de

P.

Preuve: C’est une généralisation facile de la proposition 5.1 : les sommets
de P sont, d'une part les sommets de P de H,. dont le i-voisinage positif est
voisinage de sommet en dimension d — 1, et d’autre part les points de H; . qui
possedent un premier sommet R-prédécesseur qui vérifie la condition du point 2
de l'observation 6.3, pour un certain vecteur R € {0,1}% R; = 1. O
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On peut alors obtenir le résultat attendu : 'existence d’un algorithme qui
calcule la couleur d'un point donné en temps O(nlogn) :

Théoreme 6.2 Supposons la dimension d fixée.

En utilisant la représentation par les simplexes du voisinage, on peut déter-
miner la couleur d’un simplexe (x,0) en temps O(nlogn) ot n est le nombre de
sommets du polyedre.

Preuve: Déterminer la couleur du simplexe (x,0) d'un polyedre P de di-
mension d est équivalent a déterminer la couleur de sa projection sur Hg(l)@d(l)
dans le polyedre P = \7;21)’% (1)(P) de dimension d — 1. Si I'on répete ce principe
d — 1-fois le probleme se réduit au cas trivial de la dimension 1. O

Il n’a pas échappé a notre lecteur que la complexité dépend non linéairement
de la dimension : lorsque 1'on prend en compte la dimension d, la complexité de
I’algorithme précédent est en O(n(d?2?logn+4%(d+1)!)). Cette complexité peut
sembler inacceptable. Mais observons, d’une part qu'une boite élémentaire pos-
sede un nombre de simplexes élémentaire qui dépend factoriellement de la dimen-
sion, et d’autre part, que les méthodes usuelles de représentation des polyedres
temporisés (diagrammes de décisions binaires, matrices de différences bornées :
voir [4]) se limitent aux polyedres convexes.

6.6 Algorithmes sur les polyedres

Nous présentons maintenant comment on peut implémenter les opérations re-
quises par les algorithmes de vérification et de synthese sur les automates tempo-
risés : tests de comparaisons et opérations booléennes entre polyedres temporisés,
et opération “passage du temps” : voir [4].

6.6.1 Tests de comparaison

Puisque les représentations étudiées sont canoniques, tester si deux polyedres
sont égaux est un probleme trivial : il suffit de comparer les représentations des
deux polyedres.

6.6.2 Détection des faces

Comme dans le chapitre précédent pour les polyedres orthogonaux, il est facile
de prouver que les sommets des faces des polyedres temporisés sont nécessaire-
ment des sommets du polyedre. Par conséquent, pour détecter les faces d’un
polyedre temporisé, il suffit de parcourir les sommets et d’examiner leurs voisi-
nages.
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6.6.3 Opérations booléennes

Comme dans le chapitre précédent pour les polyedres orthogonaux, il est facile
de prouver qu’il n'y a qu'un nombre fini de points candidats pour étre sommets
d’une intersection entre deux polyedres temporisés. Par conséquent, pour calculer
I'intersection de deux polyedres temporisés, il suffit de calculer les voisinages de
chacun des candidats et de ne garder que les candidats qui sont bien des sommets.

6.6.4 Passage du temps

L’opération “passage du temps” requise par les algorithmes sur les automates
temporisés (voir [4, 7]) peut se traiter avec une technique similaire : il n’y a
qu'un nombre fini de points candidats pour étre sommets du polyedre résultat. Il
suffit de calculer les voisinages de chacun des candidats, et de ne garder que les
candidats qui sont effectivement des sommets.

6.7 Implémentation

Dans ce chapitre, nous avons proposé des schémas de représentation pour
les polyedres temporisés. Nous avons décrit ou esquissé des algorithmes qui per-
mettent leur utilisation pratique dans les méthodes de la vérification.

Ces résultats sont a I'heure actuel purement théoriques. En effet, les algo-
rithmes présentés dans ce chapitre n’ont pas été implémentés a ce jour.

Nous espérons pouvoir mesurer la performance pratiques des algorithmes dans
un futur proche.



CHAPITRE
Programmation  avec

des systemes DCPM

7.1 Introduction

La puissance de calcul des systemes dynamiques a temps discret a été étudiée
intensément ces derniéres années : voir par exemple [23, 44, 45, 46, 60, 81]. Il a été
prouvé que ces systemes ont une puissance de calcul égale a celle des machines de
Turing lorsqu’ils admettent une description rationnelle [23, 60, 61, 80], et égale
aux classes de complexité non-uniformes dans le cas contraire [23, 31, 32, 81].

La puissance de calcul des systemes dynamiques a temps continu est beau-
coup moins connue. Plusieurs modeles de machines de calcul a temps continu ont
été proposés : Shannon a introduit en 1941 le “General Purpose Analog Com-
puter” [78] qui est capable de réaliser des additions, des multiplications et des
intégrations de fonctions arbitraires. En 1993, Rubel a proposé une extension de
ce modele appelée “Extended Analog Computer”[69] qui est capable de passer a la
limite ou de résoudre certaines équations aux limites. Il existe des caractérisations
mathématiques des fonctions calculables dans ces modeles mais ces caractérisa-

tions ne permettent pas de comparer la puissance de calcul de ces modeles avec
celle des machines de Turing : voir [52, 62, 66, 69, 78|.

Récemment, Moore a introduit une “Théorie de la récursivité pour les calculs
sur les réels” [62] et a proposé des premiers résultats de comparaison entre la
puissance de calcul des systemes a temps continu et la puissance de calcul des
machines de Turing. Asarin et Maler ont présenté dans [8] des résultats similaires
pour les systemes DCPM. Toutefois tous ces résultats ne donnent que des bornes
inférieures sur la puissance de calcul des systemes a temps continu et ne présentent
pas de caractérisation de la puissance de calcul des systemes étudiés.

Dans ce chapitre et le suivant, nous présentons une caractérisation complete
de la puissance de calcul des systemes DCPM étudiés par [8]. Nous prouvons que
la puissance de ces systemes se relie aux classes de langages de la hiérarchie hyper-
arithmétique : les langages semi-reconnus par les systemes DCPM en dimension
d =2k + 3, k > 0, sont exactement les langages du w*eme niveau de la hiérar-
chie hyperarithmétique. Les langages semi-reconnus par les systemes DCPM en
dimension d = 2k + 4, k > 0, sont exactement les langages du w” + léme niveau
de la hiérarchie hyperarithmétique.

95
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Du point de vue de la vérification automatique, nos résultats impliquent qu’il
existe des systemes DCPM de dimension 4 pour lesquels le probleme de ’at-
teignabilité ne peut étre résolu par aucun algorithme ni méme par aucun semi-
algorithme. Ce résultat met en évidence les limites des techniques classiques de
vérification automatique de propriétés, méme si 'on se restreint a des systemes
tres simples.

Du point de vue des modeles réels, nous présentons une caractérisation com-
plete de la puissance de calcul des systemes DCPM. C’est, a notre connaissance,
la premiere fois qu’une telle caractérisation est donnée pour une classe de sys-
témes/machines & temps continu.

Dans ce chapitre, nous prouvons que l'on peut reconnaitre des langages hy-
perarithmétiques avec des systemes DCPM. Dans le chapitre suivant nous prou-
verons que tout ensemble reconnu par un systeme DCPM est hyperarithmétique.
Les résultats présentés dans ces deux chapitres ont donné lieu aux publications
(19, 20, 18].

Le plan de ce chapitre est le suivant : dans la section 7.2, nous prouvons le
théoreme 3.2 du chapitre 3. Autrement dit, nous prouvons que I'on peut simuler
une machine de Turing par un systeme DCPM. Dans la section 7.3, nous prouvons
que tout langage du second niveau de la hiérarchie arithmétique est semi-reconnu
par un systeme DCPM de dimension 4. Dans la section 7.4, nous prouvons que
tout langage de la hiérarchie arithmétique peut étre reconnu en dimension 5.
Nous généralisons ensuite ce résultat de facon a prouver que, pour k£ > 0, tout
langage du w*eme niveau de la hiérarchie hyperarithmétique est semi-reconnu par
un systeme DCPM de dimension 2k 4 3 et que tout langage du w* + 1éme niveau
est semi-reconnu par un systeme DCPM de dimension 2k + 4.

Rappelons que les systemes DCPM ont été définis dans le chapitre 2.

7.2 Simulation d’une machine de Turing

Dans cette section, nous prouvons le théoreme 3.2 du chapitre 3. En d’autres
termes, nous prouvons que toute machine de Turing peut étre simulée par un
systeme DCPM.

Nous allons utiliser pour cela le lemme 3.1 prouvé dans le chapitre 3. Re-
formulons le résultat que nous avions obtenu : nous appelons pavé de R¢ tout
produit cartésien de d intervalles ouverts ou fermés de R.

Observation 7.1 (Reformulation du lemme 3.1) Soit M wune machine de
Turing a un ruban. Soit C' = 3% x X¥ x ) l'espace de ses configurations.

1l existe

— une fonction gy : [0,1]* — [0,1]? du type suivant :

1. gy est affine par morceauz sur des pavés : il existe un nombre fini de
pavés inclus dans [0,1)% sur lesquels gar est affine
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2. sur chacun de ces pavés, g est du type g : x +— (Ajx1 + B1, Ay + [F2)
avec A, Ay € QF, 81,32 € Q
— une fonction d’encodage v : C' — [0,1)* telle que :
1. v(Z* x ¥ x Q) C Q?

2. il existe une constante By € Q telle que v(wy, ws, q) € [0, Bar] x [0,1]
si et seulement si q est un état interne acceptant de M

telles que le diagramme suivant commute :

c -, ¢

(0,12 -2 [0,1]?

(c’est-a-dire telles que gp(v(c)) = v(c) pour toutes configurations c,c’ € C
vérifiant c = ).

Pour prouver le théoreme 3.2, nous allons prouver dans un premier temps
que les fonctions du type de la fonction g, de l'observation précédente sont
calculables par un systeme DCPM, puis dans un second temps que l'on peut
simuler les itérations d’une fonction par un systeme DCPM.

Dans la section 7.2.1 nous précisons formellement ce que nous appelons une
fonction DCPM-calculable et nous prouvons que les fonctions du type x +— Ax+
sont DCPM-calculables. Dans la section 7.2.2 nous discutons la possibilité de
construire des chemins dans les systemes DCPM et nous en déduisons que la
fonction gy, est DCPM-calculable. Nous en déduisons alors le théoreme 3.2. Dans
la section 7.2.3 nous discutons la dimension des systemes DCPM impliqués.

Dans ce chapitre, ey, ..., eq désigneront les vecteurs de la base canonique de
R? et 0 désignera le point de coordonnées (0, ..., 0) dans cette base.

7.2.1 Notion de fonction DCPM-calculable

Dans cette sous-section, nous définissons ce que nous appelons une fonction
DCPM-calculable. Rappelons que les systemes DCPM ont été introduits dans le
chapitre 2. Nous utiliserons a vrai dire uniquement des systemes DCPM bornés
dans ce chapitre. C’est-a-dire des systemes définis par :

Définition 7.1 (Systeme DCPM borné) Un systeme a dérivée constante
par morceaux (DCPM) borné est un systéme dynamique a temps continu (X, f)
ot f 1 X — R? est une fonction constante par morceaur et X est un polyédre
rationnel borné de R,

Nous définissons alors la notion de port d’un systeme DCPM borné comme :
observez la figure 7.1.
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Définition 7.2 (Port d’un systeme DCPM) Soit H = (X, f) un systeme
DCPM borné de dimension d. Soit p un entier avec p < d.

Un port de dimension p de H est la donnée d’un polyédre P borné de di-
mension p inclus dans la frontiere de X, et d’une base affine orthonormale B de

P.

(1,A)
(0,1) Port de sortie
Port d’entrée ST
)/ Tl (2, x4+ 5)
(0,2) f-----> ’
(0,0) (1,0)
(2,5)

Fi1G. 7.1 — Un systeme DCPM borné de dimension 2 qui calcule la fonction g :
0,1] — [B,A+ 0], g : x — Ax + 3. Le port d’entrée est défini par la base (0, e2)
et le polyedre d’équation {0} x [0,1] dans la base canonique de R%. Le port de
sortie est défini par la base (0/,e5) o O est le point de coordonnées 0/ = (2,0)
et par le polyedre d’équation {2} x [3, A + (] dans la base canonique de R?

Nous pouvons alors définir ce que nous appelons une fonction DCPM-calculable :
voir la figure 7.1.

Définition 7.3 (Fonction DCPM-calculable) Une fonction (éventuellement
partielle) g d’un polyédre borné S de dimension p vers un polyédre borné S de
dimension q est dite DCPM-calculable en dimension d si :

— 1l existe un systétme DCPM H = (X, f) bien défini* borné de dimension d.

— il existe un port (Py, By) de H de dimension p.

— il existe un port (P, By) de H de dimension q.

tels que, pour tout x appartenant au domaine de f, la trajectoire de H partant
du point du polyedre P, de coordonnées x dans la base By atteint a un temps fini
le polyédre Py au point de coordonnées g(x) dans la base Bs.

1Cest-a-dire tel que pour tout point z € X il existe € > 0 avec f(z') = f(z) pour tout a’
du segment [z, 7 + ef(x)] N X de R? : voir la définition 2.12 du chapitre 2.
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Par exemple, la figure 7.1 montre que la fonction x — Az + § est DCPM
calculable :

Lemme 7.1 (Réalisation de x — Az + 3) Soient A € Q1,5 € Q deux constantes.
La fonction g : x € [0,1] — Az + 3 est DCPM-calculable en dimension 2.

Preuve: 1l suffit d’utiliser le systeme DCPM de dimension 2 représenté sur
la figure 7.1. Formellement, la fonction ¢ est calculée par le systeme DCPM
H = (X, f) de dimension 2 défini par

(0,1) si0<azy < <1
) 1=A1) si0<a <1, 21 <23 <14 (A—1)xq, (21,22) # (1,0)
J(1,22) = (6,1) sil<ay <2, B(r;—1) <z <A+ Gz — 1)
(8,1) si (z1,22) = (1,0)

En plongeant ce systeme en dimension p on obtient aussi :

Corollaire 7.1 (Réalisation de z; — \z; + ) Soient A € Qt et § € Q deux
constantes et 1 < i < p deux entiers.

La fonction g : (x1,...,2,) € [0,1]P — (21,..., %1, \x; + B, Tig1, ..., Tp) est
DCPM-calculable en dimension p + 1.

Preuve: Si H = (X, f) est le systeme DCPM du lemme 7.1 qui calcule
x € [0,1] — Az + (3, alors le systeme DCPM défini par H' = (X', f') avec
X = [0, 1]i_1 x X X [0, 1]p—i et f/(ZL'l, e ,(L’p+1) = (0, R ,0, f(l’l, IZ‘_H), 07 e ,0)
calcule g. O

7.2.2 Construction de chemins et conséquences

Apres ces définitions et premiers exemples de fonctions DCPM-calculables,
nous discutons maintenant la possibilité d’ajouter a un systeme DCPM des che-
mins.

La remarque de base est la suivante : étant donné un systeme DCPM borné
H et deux ports (Py, By) et (P, By) de H de mémes dimensions, on peut ajouter
a H un chemin de (P, By) vers (P, By). Clest-a-dire, on peut ajouter a H
des régions telles que toute trajectoire partant d’un point du polyedre P; de
coordonnées = dans la base B; atteigne a un temps borné le polyedre P, en le
point de coordonnées x dans la base By : voir la figure 7.2.

En observant la figure 7.2 ou la figure 7.3, il est facile de se convaincre intui-
tivement de ce fait. Si ’on veut étre formel, le résultat est le suivant :
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P, P, P,

Pl Pl Pl ///

F1a. 7.2 — Réalisation d’un chemin entre un port d-dimensionnel (P, By) et un
port d-dimensionnel (P,, By) pour d = 1,2,3

Lemme 7.2 (Ajout d’un chemin a un systéme DCPM) Soit H = (X, f)
un systeme DCPM borné de dimension d. Soient (Py, By) et (Pa, By) deuz ports
de dimension p de H avec p < d.

Supposons que le complémentaire du polyédre X dans R? posséde une unique
composante connexe. Supposons que X privé de Py et de Py soit un sous-ensemble
fermé de R?.

Alors il est possible d’ajouter au systéeme DCPM H des régions bornées telles
que toute trajectoire partant d’un point du polyédre Py de coordonnées (x4, ..., x,)
dans la base By atteigne a un temps borné le point du polyédre P, de méme
coordonnées dans la base By : voir la figure 7.2.

Preuve: Puisqu'un sous-ensemble connexe de R? est connexe par arc (voir
[67]) il existe un arc totalement inclus dans le complémentaire de X privé de Py
et de P, qui joint un sommet v; du polyedre P; a un sommet vy du polyedre Ps.
Par la preuve méme de la connexité par arc de RY, on peut supposer cet arc égal
a une ligne brisée [67]. En ajoutant éventuellement p régions de sommet vy et p
régions de sommet v, comme sur la figure 7.3, on peut réaliser une contraction
dans le voisinage de P;, annulée par une dilatation dans le voisinage de P, de
facon a rester arbitrairement proche de la ligne brisée. Il suffit alors de construire
des régions qui obligent les trajectoires a suivre cette ligne brisée comme sur les
figures 7.2 et 7.3. O

En utilisant ce résultat, nous sommes préts a montrer que l’ensemble des
fonctions DCPM-calculables est clos par composition : voir la figure 7.4 ou la
représentation symbolique de la figure 7.5.

Lemme 7.3 (Cloéture par composition) Soit g : [0,1]? — [0, 1] une fonction
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P,

P1 Pl

P,

F1G. 7.3 — Preuve du lemme 7.2 : on réalise un chemin entre un port (P, B;) et
un port (P, By) par 'ajout de régions qui obligent les trajectoires a suivre une
ligne brisée qui joint deux sommets des polyedres P, et P,. En insérant p régions
pres de P; qui réalisent une contraction, et p régions pres de P, qui annulent cette
contraction on peut rendre le chemin arbitrairement proche de la ligne brisée

Port de sortie

v

s
s

Port d’entrée

Port de sortie

Port d’entrée

Port de sortie

b4
7
H2 N
N
N
7/
7/
7/
7/
7/
7
\
. \
Chemin \
/7

Port d’entrée

Fic. 7.4 — A partir d’'un systeme DCPM H; calculant une fonction g et d’'un
systeme DCPM H; calculant une fonction ¢’, on peut construire un systeme

DCPM qui calcule ¢’ o g
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DCPM-calculable en dimension d. Soit g' : [0,1]9 — [0, 1]" une fonction DCPM-
calculable en dimension d'.

Alors la fonction composée ¢' o g : [0,1]P — [0,1]" est DCPM-calculable en
dimension mazx(d,d').

Preuve: Il suffit de construire un systeme DCPM borné qui contient une copie
du systeme DCPM qui calcule g, une copie du systeme DCPM qui calcule ¢, et
un chemin qui relie le port de sortie du premier au port d’entrée du second : voir
la figure 7.4 ou la figure 7.5. O

Port de sortie
Port de sortie

:
|
|
Z | < i
|
|
|
|

Port d’entrée H,
_________________________ (i;éepnin
Port de sortie H,

Port d’entrée

|
|
|
:
|
H> '
i <C/hevnin
|
|
|
|

Port d’entrée

FiG. 7.5 — Représentation symbolique du systeme DCPM qui calcule la composée
de deux fonctions DCPM-calculables

En utilisant le corollaire 7.1, on obtient alors :

Corollaire 7.2 (Réalisation de = — Az + B ) Soient Ay,...,\, € QT, 1,...,0, €
Q des constantes.

La fonction g : (x1,...,2,) € [0,1]7 — (Ax1+ B, .., Nz + By - - Aoy + Bp)
est DCPM-calculable en dimension p + 1.

De la possibilité de construire des chemins, on peut aussi obtenir aussi la
cloture par définition par morceaux des fonctions DCMP-calculables : voir la
figure 7.6 ou la représentation symbolique de la figure 7.7.

Lemme 7.4 (Cloture par définition par deux morceaux) Soit un signe de
comparaison # € {<,<}. Soit f € Q une constante, et soient 1 < i < p deux
entiers.

Soient gy : [0,1]P — Sy et go : [0,1]7 — Sy deux fonctions DCPM-calculables
en dimension d. Soit q la dimension du polyedre S1 M Ss.
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Port de sortie Port de sortie

|
|
|
/ \
H ! / \ // A
1 | , X \
| Lhemin  Chemin |
| / A
|

\

Port d’entrée / / \

____________________ L
Port de sortie ' \
AN

Port d’entrée

Port d’entrée

Fic. 7.6 — A partir d'un systeme DCPM H; calculant une fonction ¢; et d'un
systeme DCPM H, calculant une fonction go, on peut construire un systeme
DCPM qui calcule la fonction égale a g; pour x1 < (3 (respectivement x; < [3) et
égale a go sinon

Alors, la fonction

g:ael0,1 — { gi(x)  si it

g2(x)  sinon
est DCPM-calculable en dimension maz(d,q+ 2).

Preuve: Nous construisons un systeme DCPM borné H de dimension maz(d, g+
2) qui calcule g comme sur les figures 7.6 et 7.7. Formellement, nous obtenons
ce systeme par la suite d’opérations suivante : tout d’abord, nous insérons dans
H une copie H; du systeme DCPM qui calcule g;, une copie Hy du systeme
DCPM qui calcule go, un port d’entrée (P, B) de dimension p, un port de sortie
(P, B') de dimension égale au maximum des dimensions de S; et de Sy. Appelons
P le sous-ensemble des points du polyedre P dont les coordonnées (x, ..., z,)
dans la base B vérifient z;#3. Appelons P~ le complémentaire de P™ dans P.
Pour i € {1,2}, désignons par (P;, B;) le port de sortie de H;. Appelons P;" le
sous-ensemble des points du polyedre P; dont les coordonnées z dans la base B;
vérifient x € S;N Sy, et appelons P, le complémentaire de P;" dans P;. De méme,
appelons P'* le sous-ensemble des points du polyedre P’ dont les coordonnées
dans la base B’ vérifient = € S; N S,, et appelons P~ le complémentaire de P'*
dans P’. Nous ajoutons & H un chemin du port (P*, B) vers le port d’entrée de
Hy, un chemin du port (P, B) vers le port d’entrée de Hs, un chemin du port
(P, By) vers le port (P, B'), un chemin du port (P, , By) vers le port (P'~, B'),
un chemin du port (P;", By) vers le port (P'*, B'), et enfin un chemin du port
(P, By) vers le port (P*, B'). 0
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| Port de sortie
Port de sortie |

|

o, | .

! Chemin Chemin
Port d’entrée |

|

H, H,

Port de sortie

I
I
:
I
Hy |
I
I
I
I

Chémin

Port d’entrée
Port d’entrée

F1G. 7.7 — Représentation symbolique du systeme DCPM défini par morceaux a
partir de deux systemes DCPM H; et H,

Remarque. La raison qui explique que nous avons supposé la dimension de
H supérieure a q + 2 dans la preuve précédente est la suivante : tous les chemins
que nous construisons ont des destinations disjointes deux a deux a l’exception
des deux derniers chemins qui ont pour destination commune le polyedre P'*. Si
la dimension de H était inférieure a ¢+ 1, 'ajout de I'avant dernier chemin du port
(P;r, By) vers le port (P'*, B') aurait rendu impossible 'ajout du dernier chemin
du port (P, By) vers le port (P'+, B') puisque le port (P'*, B') n’existerait plus :
voir la figure 7.8 a gauche pour ¢ = 2. Par contre, en dimension ¢+ 2 le probleme
n’apparait pas : voir la figure 7.8 a droite pour ¢ = 1.

r .
Py
P+
9
: +

Fi1Gc. 7.8 — Illustration de la nécessité d'une dimension supérieure a g + 2 dans la
preuve du lemme 7.4

On obtient alors :
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Corollaire 7.3 (Cloture par définition par morceaux) Soient 1 < p < d
deuz entiers. Soient Jy, Jo, ..., J, des pavés de [0,1]P disjoints deur a deux.
Soient g1, ..., g, des fonctions DCPM-calculables en dimension d du type g; :
0,1]? — S; pour des polyédres S;.
La fonction
g:x€0,1]P — gi(x) sizel;

définie par morceauz a partir des fonctions g; est DCPM-calculable en dimension
max(d,q+2), ot q est le maximum des dimensions des intersections deuz a deux
des polyedres S;.

Preuve: Une telle fonction g s’écrit facilement comme la composition d’un
nombre fini d’homothéties de rapports positifs et de fonctions définies a partir
des fonctions g; a I'aide du lemme 7.4. O

Du corollaire 7.1 et de la forme de la fonction g); donnée par 1’observation
7.1, on déduit :

Corollaire 7.4 La fonction gy associée a une machine de Turing M par [’ob-
servation 7.1 est DCPM-calculable.

Nous sommes préts a prouver le théoreme 3.2, c¢’est-a-dire a prouver que toute
machine de Turing est simulable par un systeme DCPM :

Théoréeme 7.1 ([9]) Soit M une machine de Turing.
1l existe un systéeme DCPM H bien défini qui simule M.

Port
d’entrée

Port
de sortie

F1a. 7.9 — Représentation symbolique du systeme DCPM qui simule une machine
de Turing M a partir du systeme DCPM qui calcule sa fonction de transition g,

Preuve: Il suffit de construire comme sur la figure 7.9 un systeme DCPM H
qui itere la fonction g, jusqu’a atteindre une configuration acceptante, c’est-a-
dire, avec les notations de l'observation 7.1, jusqu’a atteindre un point du sous-
ensemble [0, Gy x [0, 1]. Formellement, nous obtenons le systeme DCPM H par
la suite d’opérations suivante : tout d’abord, nous insérons dans H une copie H;
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du systeme DCPM qui calcule gy, et trois ports (P, B), (P',B’) et (P",B") de
dimension 2. Appelons P}, le sous-ensemble de P’ constitué des points dont
les coordonnées (1, x2) dans la base B’ vérifient x; < (). Notons P/, Accepte 1€
complémentaire de P}, dans P. Nous ajoutons un chemin de (P}...., B)
vers le port de sortie (P”, B"), un chemin de (P’ 4 ..., B') vers le port d’entrée
de Hj, un chemin du port de sortie de H; vers le port (P’, B’) et un chemin du

port d’entrée (P, B) vers le port (P, B'). O

7.2.3 Dimension des systémes simulant une machine de
Turing.

Dans cette section, nous discutons la dimension des systemes DCPM qui si-
mulent les machines de Turing. Par la remarque page 104, la dimension du sys-
teme DCPM H construit dans la preuve du théoreme 7.1 vaut maz(d,p + 2) ou
d est la dimension nécessaire pour calculer g,; et p est la dimension de l'inter-
section de l'image de g, avec le port d’entrée. Par le corollaire 7.3, nous avons
d = maz(3,q+2) ou q est la dimension des intersections deux a deux des images
par gy des pavés sur lesquels gy est affine. Le systeme DCPM H est donc de
dimension maz(3,q + 2,p + 2).

Ceci nous amene a distinguer les cas ou les entiers p et ¢ sont inférieurs a
1 du cas général ou ils peuvent valoir 2. En revenant a la définition méme de
la fonction gy, on est assuré qu'une machine de Turing qui vérifie la définition
suivante vérifie p < 1et ¢ < 1.

Définition 7.4 (Machine de Turing réguliére [9]) Une machine de Turing
(respectivement avec oracle) M est dite réguliere si :

1. pour toute paire de configurations (w1, ws,q), (Wi, wy, q") de M, sil’on note
(w1, ws,q) et (w’l,u_;é,q’) leurs configurations successeurs immédiates res-
pectives, alors ¢ = q' implique wy = wh = € (€ désigne le mot vide).

2. Si l'on note qy U'état interne initial de la machine, M ne posséde aucune

configuration (wy,ws,q) qui ait pour configuration successeur une configu-
. !/ / / !/
ration (Wi, wh,q") avec ¢ = qo.

Récapitulons alors le résultat obtenu :

Théoréme 7.2 (Reformulation du théoréme 7.1 [9]) Toute machine de Tu-
ring M est simulable par un systeme DCPM bien défini

— de dimension 4 dans le cas général.

— de dimension 3 si M est réguliere.

Observons qu’il n’est pas restrictif de supposer les machines de Turing régu-
lieres :
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Observation 7.2 ([9]) Toute machine de Turing (respectivement avec oracle)
M est simulable par une machine de Turing (respectivement avec oracle) régu-
liere.

Preuve: 1l suffit de considérer une machine de Turing M’ qui simule M, mais
qui, a chaque fois que M effectue une transition non réguliere d’un état interne
g vers un état interne ¢, marque le ruban de fagon a mémoriser la position de la
téte de lecture, déplace sa téte de lecture vers la gauche tant que possible de fagon
a atteindre une configuration du type (w,e€,q¢”), w € ¥, ¢” € @, puis transite
dans 1'état ¢, et déplace a nouveau sa téte de lecture vers la droite jusqu’a la
remettre a la position marquée. O

Corollaire 7.5 Soit L € ¥* un langage de X;.
L est semi-reconnu par un systeme DCPM de dimension 3.

Preuve: Soit M une machine de Turing réguliere a un ruban d’alphabet
Y = {0,1} qui semi-reconnait L. Supposons, sans perte de généralité, que M
possede une unique configuration acceptante. Le systeme DCPM donné par le
théoreme 7.1 qui simule M semi-reconnait L : le point d’acceptation est choisi
comme le point du port de sortie qui encode la configuration acceptante de M.
O

7.3 Ascension de la hiérarchie arithmétique

Dans cette section, nous prouvons que tout langage du second niveau de la
hiérarchie arithmétique est semi-reconnu par un systeme DCPM de dimension 4.

Pour ceci, nous allons utiliser le principe de la construction de Asarin et Maler
8] mais en réduisant® la dimension des systémes utilisés.

Le plan de cette section est le suivant : dans la section 7.3.1, nous exposons le
principe de la construction de Asarin et Maler. Dans la section 7.3.2, nous défi-
nissons ce que nous appelons un systeme DCPM homogene. Dans la section 7.3.3,
nous prouvons qu’il est possible de construire un systeme DCPM homogene qui a
pour effet de réaliser un “trou d’espace/temps”. Dans la section 7.3.4, nous en dé-
duisons que le probleme de I'arrét des machines de Turing est pleinement reconnu
par un systeme DCPM de dimension 4. Dans la section 7.3.5, nous prouvons que
tout langage du second niveau de la hiérarchie arithmétique est semi-reconnu par
un systeme DCPM de dimension 4. Enfin, dans la section 7.3.6, nous présentons
une légere extension de ce résultat.

2La preuve présentée dans [8] prouve que tout langage de X;, est reconnu par un systéme
DCPM de dimension 5k + 1.
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7.3.1 Principe de la construction

Dans cette sous-section, nous présentons le principe de la construction que
nous allons utiliser.

Le principe se base sur la remarque élémentaire suivante : a partir d'un sys-
teme DCPM H borné de dimension d, on peut construire un systeme DCPM H
borné de dimension d + 1 qui est construit comme une “pyramide” de H. Nous
appelons ce systeme H [’homogénéisation de H. Formellement :

/\\/

H

Fic. 7.10 — A partir d’un systeme DCPM H borné de dimension d, on peut
construire un systeme DCPM H borné de dimension d + 1 construit comme une
“pyramide” de H

Définition 7.5 (Homogénéisation d’un systeme DCPM) Soit H = (X, f)
un systeme DCPM borné de dimension d.

L’ homogénéisation de H, notée H, est le systtme DCPM (X, f) borné de
dimension d + 1 défini par (voir la figure 7.10) :

- X ={(x1,...,24:1)|0 < xgy1 <1 et (v1/Tge1,- -, Ta/Tar1) € X}

- [z, .. xa1) = (f(21/Ta51, ..., Ta/Tas1),0)

Considérons maintenant I’homogénéisation H d'un systeme H de dimension
d. Considérons une section de H par 'hyperplan z4.1 = 2, pour 0 < z < 1 :
voir la figure 7.11. On obtient un systeme DCPM H, de dimension d qui possede
la propriété remarquable suivante : les régions de ce systeme sont obtenues en
appliquant une homothétie de rapport z aux régions de H, mais les vecteurs
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Section "rgiq = 27
+

F1G. 7.11 — Homogénéisation H d'un systeme DCPM H et ses sections par les
hyperplans d’équations z; =1et 4 =2 pour 0 < 2 < 1

pentes de ce systeme sont donnés par les vecteurs pentes de H. En d’autres
termes, ce systeme est obtenu en contractant ’espace, mais sans contracter les
vitesses : voir la figure 7.11.

Considérons maintenant une trajectoire ¢ du systeme DCPM H qui part d'un
port d’entrée (P, B) et qui atteint un port de sortie (P’, B'). L’homothétique ¢ de
rapport z de la trajectoire ¢ est une trajectoire de H, qui part de 'homothétique
du port d’entrée (P, B) vers 'homothétique du port de sortie (P’, B). ¢ réalise
les mémes “opérations” que ¢ puisque ¢ traverse les (homothétiques des) mémes
régions que ¢.

Toutefois, supposons que le calcul de ¢ prend un temps t. Puisque 'espace
a été dilaté d’un rapport z sans changer les vitesses, ¢ prend un temps égal au
produit de ¢ par z. En d’autres termes, ¢ réalise les mémes opérations que ¢ mais
1/z fois plus vite!

Formellement :

Observation 7.3 Soit H un systeme DCPM de dimension d qui calcule en temps
t une fonction g : [0,1)P — [0, 1]9.

Alors H calcule la fonction partielle g : [0, 1]P*1 — [0, 1]9+! définie pour 0 <
Tpr1 < 1 par

?(9317 cee 7xp+1) = (9(331/3717+1> cee 7$p/xp+l)/xp+l7 35p+1)

en temps t/xpi .
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Considérons maintenant 1’effet d’une division par deux de toutes les variables.
Cette opération a pour conséquence d’accélérer virtuellement le temps d’un fac-
teur 2 puisqu'un calcul de ¢ ou de ¢ qui prenait un temps ¢ prend maintenant un
temps t/2. Appelons ¢ passer a travers un trou d’espace/temps” le fait de diviser
toutes les variables par deux.

Il est alors possible de simuler un nombre infini d’opérations en temps fini : en
effet, il suffit par exemple d’effectuer la premiere opération, de passer a travers un
trou d’espace/temps, d’effectuer la seconde opération, de passer a travers un trou
d’espace/temps, et ainsi de suite. On a alors simulé un nombre infini d’opérations
en le temps fini 2 = Z]O'io 1/27 en utilisant le paradoze de Zénon, c’est-a-dire en
utilisant le fait que 'on peut effectuer une infinité d’opérations discretes en un
temps fini.

C’est ce principe que nous allons utiliser pour reconnaitre pleinement des
langages non-récursifs a 1’aide de systemes DCPM.

7.3.2 Terminologie

Avant de prouver formellement que tout langage du second niveau de la hié-
rarchie arithmétique est semi-reconnu par un systeme DCPM de dimension 4,
nous introduisons quelques définitions. Nous dirons qu'un polyedre est homogene
s’il vérifie :

Définition 7.6 (Polyédre homogene) Un polyédre P C R est dit homo-
gene sl existe un polyedre P inclus dans [’hyperplan d’équation x4, = 1 tel
que

P={(z1,...,2411)|0 < zg01 <1 et (x1/Tat1,...,%a/Tas1) € P}

Nous dirons que le polyédre_ﬁ est [’ homogénéisation du polyedre P. Nous
appellerons P la projection de P.

Un systeme DCPM sera alors dit homogeéne s’il vérifie :

Définition 7.7 (Systeme DCPM homogeéne) Un systéme DCPM H est dit
homogene si chacune de ses régions est homogeéne.

Remarque. L’homogénéisation d'un systeme DCPM est toujours un systeme
DCPM homogene. Toutefois un systeme DCPM homogene n’est pas nécessaire-
ment ’homogénéisation d’un systeme DCPM. En effet, dans un systeme DCPM
homogene, il est possible que les vecteurs pentes ne soient pas paralleles a 1'hy-
perplan d’équation x4, = 1. Le systeme DCPM de la figure 7.12 en est une
illustration.

De méme, nous dirons qu'un port (P, B) est homogéne s'il peut s’écrire
comme 'homogénéisation d’un port d’'un systeme DCPM. Formellement :
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Définition 7.8 Un port (P, B) de dimension p+ 1 de H est dit homogene si
d’une part le polyédre P est homogeéne et si d’autre part la base B = (b1, b, . ce bp+1)

est telle que B = (by, by, ..., b,) soit une base affine de la projection P de P.
Le port (P, B) est appelé la projection du port (P, B).

7.3.3 Réalisation d’un trou d’espace/temps

)

Nous prouvons maintenant qu’il est possible de réaliser un “ trou d’espace/temps” :
¢’est-a-dire un systeme homogene qui a pour effet de diviser toutes les variables
par deux.

La premiere étape pour réaliser un “trou d’espace/temps” est de savoir construire
un systeme homogene qui divise la variable x4, par deux :

(1,0,1)

(0,0,1) (0,1,1)

(0,0,0)

Fic. 7.12 — Un systeme DCPM homogene de dimension 2 qui calcule la fonction
g: (1'1, ._'['3) = (l’l,$3/2) en temps T3

Observation 7.4 (Réalisation de x4y < x441/2) Soit d un entier.
1l existe un systeme DCPM homogéne borné de dimension d+1 qui calcule la
fonction g : [0,1]% — [0,1]¢ définie par

[ (l‘l, ... 7xd—17$d+1) = (l‘l, ... 7$d—17$d+1/2)

en temps Tq41-
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Preuve: Le systeme DCPM H = (X, f) défini par
X ={(z1,...,2441)|0 < 441 < 1,0 < x; /2401 < 1l pouri=12 ... d}

et f(x)=(0,...,0,1,—1/2) pour tout # € X est solution : voir la figure 7.12. O
Nous appellerons chemin homogéne un chemin obtenu de la fagon suivante :

Définition 7.9 (Chemin homogene) Soit H un systéme DCPM homogéne de
dimension d + 1. Soient (Py, By) et (P, By) deuz ports homogénes de H de di-
mension p + 1.

Nous appelons chemin homogene entre (Py, By) et (Py, By) I’homogénéisation
d’un chemin dans Uhyperplan d’équation xq.q = 1 entre la projection (Py, By) de
(Py, By) et la projection (Py, By) de (Py, By).

L’intérét d’un tel chemin est donné par la remarque suivante qui découle
immédiatement de 1’observation 7.3 :

Observation 7.5 Un chemin homogéne entre deux ports homogénes (Pr, By) et
(Py, By) de dimension p+1 d’un systétme DCPM homogéne de dimension d+1 est
un cheman tel qu’il existe une constante k > 0 telle que toute trajectoire partant
du point du polyédre P, de coordonnées (1,...,2p41) dans la base By atteint le
point du polyédre Py de coordonnées (xy,...,x,:1) dans la base By a un temps
inférieur a kxpi.

Nous pouvons alors prouver qu’il est possible de construire un systeme DCPM
qui réalise un “trou d’espace/temps” : voir la figure ?7.
fig :trouRéalisation d’un trou d’espace/temps

Lemme 7.5 (Réalisation d’un trou d’espace/temps) Soit d un entier.

Il existe un systeme DCPM homogéne borné H = (X, f) de dimension d + 1
qui calcule en temps proportionnel a x4.1 la fonction partielle g : [0,1]% — [0,1]¢
définie par

g:(T1, e Ta1, 1) = (01/2, 000, 0a-1/2,2a41/2)
pour 0 < zgr1 < 1,0 <x;/xgs1 <1.

Preuve: Nous savons que la fonction g; : [0, 1]47! — [0, 1]%  quia (21, ..., Ta_1)
associe (z1/2,...,x4-1/2) est DCPM-calculable en dimension d : voir le corollaire
7.1. Soient H; le systeme DCPM de dimension d qui la calcule et H; I'homogé-
néisation de H;. Soit H, le systeme DCPM de dimension d + 1 de I'observation
7.4 qui calcule g1 : (x1,...,2q-1,Zas1) — (T1,- .., Ta_1,Tqr1/2). 1l suffit de com-
poser H, avec H, comme sur la figure ?? pour obtenir un systeme DCPM H de
dimension d + 1 qui vérifie les assertions du lemme. Formellement, nous obtenons
H par la suite d’opérations suivante : nous insérons dans H une copie du systeme
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I
,117d+1 — $d+1/2/
/

1 — x1/2
l'2<—1'2/2 h
Tq $d_1/2

Poxt d’entyée

de Sortie



114 CHAPITRE 7. PROGRAMMATION AVEC DES SYSTEMES DCPM

DCPM H, une copie du systéme DCPM H,, un port d’entrée homogene (P, B)
de dimension d, un port de sortie homogene (P’, B’) de dimension d, un chemin
homogene entre (P, B) et le port d’entrée de H;, un chemin homogene entre le
port de sortie de H; et le port d’entrée de H, et un chemin entre le port de sortie
de H, et le port de sortie (P’, B') : voir la figure ??. O

Il est bien entendu aussi possible de réaliser un “ trou d’espace/temps inverse”
c’est a dire un systeme qui multiplie toutes les variables par deux :

Lemme 7.6 (Réalisation d’un trou d’espace/temps inverse) Soitd un en-
tier.

Il existe un systéeme DCPM homogéne borné H = (X, f) de dimension d + 1
qui calcule en temps proportionnel a xq4.q la fonction partielle g : [0,1]% — [0,1]%
définie par

g: (21, a_1, Tap1) — (221, .., 2041, 22441)

pour 0 < x441 < 1/2, 0 < x;/xge1 < 1.

Preuve: La preuve est similaire a celle du lemme précédent a la différence
pres que les chemins homogenes du port de sortie de H; vers le port d’entrée de
H, et du port de sortie de H, vers le port (P’, B’) sont remplacés par des chemins
homogenes du port de sortie de H; vers le port de sortie de Hs et du port d’entrée
de H, vers le port (P’, B'). O

7.3.4 Reconnaissance du probleme de ’arrét en dimension
4

Nous allons maintenant utiliser les observations précédentes pour construire
un systeme DCPM de dimension 4 qui reconnait pleinement le probleme de I'arrét
des machines de Turing en temps fini.

Le principe est le suivant : le probleme de I'arrét des machines de Turing
est un langage semi-reconnu par une machine de Turing M. Pour reconnaitre
pleinement L, nous allons modifier le systeme DCPM du théoreme 7.1 qui simule
M de fagon a introduire le “trou d’espace/temps” de la section précédente pour
accélérer les calculs.

fig :whileborneSimulation d’une machine de Turing en temps fini

Formellement, nous prouvons le résultat suivant : rappelons que la fonction
= est la fonction de codage de ’ensemble des mots finis ou infinis sur 1'alphabet
¥ = {0, 1} vers 'ensemble R des réels définie dans le chapitre 2.

Lemme 7.7 Soit M une machine de Turing régquliere a un ruban d’alphabet
¥ =4{0,1}.
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Il existe un systéme DCPM homogéne H de dimension 4 qui calcule une fonc-
tion partielle g : [0,1]* — [0, 1]? telle que

=(w) (0,0) st w n’est pas accepté par M

Z(w =

g: (—=,xqy1) — (2;5:;31, L) si M oaccepte w au temps n € N
Td+1

avec w' € ¥ comme ruban
pour tout mot w € X et pour tout 0 < x4y < 1.

Preuve: Il suffit de considérer le systeme DCPM H représenté sur la figure ??
(comparez cette figure a la figure 7.9). Formellement : soit g la fonction DCPM-
calculable associée & M par l'observation 7.1. Nous construisons H par la suite
d’opérations suivante : tout d’abord, nous insérons dans H I’homogénéisation
H, du systtme DCPM qui calcule gj;. Nous insérons aussi le systeme DCPM
H, du lemme 7.5 qui réalise un “trou d’espace/temps”. Nous ajoutons un port
homogene (P, B) de dimension 2, et deux ports homogenes (P, B), (P”, B") de
dimension 3. Appelons Paccepte le sous-ensemble de P’ constitué des points dont
les coordonnées (1, 2, v3) dans la base B’ vérifient 21 /x5 < ;. Notons

/
—Accepte

le complémentaire de Paccepte dans P’. Nous ajoutons un chemin homogene de
(Pheceepter B') vers le port de sortie (P”, B”), un chemin homogene de (P’ Accepte: B)
vers le port d’entrée de Hy, un chemin homogene du port de sortie de H; vers le
port d’entrée de Hs, un chemin homogene du port de sortie de H, vers (P, B)
et enfin un chemin homogene du port d’entrée (P, B) vers le port (F’,E’) : voir
la figure 77.
Discutons maintenant les propriétés du systeme H que nous venons de construire :
solent w € X¥ un mot et 0 < x4y < 1 un réel. Si le mot (w) est accepté par la
=(w

machine M au temps n, la trajectoire de H partant de (m,xdﬂ) simulera le

calcul de M sur w, traversera n fois le systeme DCPM H, et atteindra ultimement
le port de sortie (P”, B”) au point de coordonnées (;Sjl, “etl) dans la base B”.

Maintenant si w n’appartient pas a L, M n’acceptera jamais w. Par consé-
quent, le calcul de H correspondant a w traversa une infinité de fois le systeme
DCPM H,. Puisque chaque traversée de ce systeme a pour effet de diviser toutes
les variables par deux le calcul convergera vers le point z° = (0,...,0). Or chaque
traversée du systeme H, a aussi pour effet de réduire d’un facteur deux le temps
nécessaire pour calculer I'itération suivante de la fonction gp;. Si I'on note ¢ le
temps nécessaire lorsque w4, vaut 1, la trajectoire sera en z° = (0,...,0) au
temps to(1 +1/2+ ...+ 1/2% +...) = 2y, c’est-a-dire & un temps fini. O

Nous pouvons alors prouver que le probleme de 'arrét des machines de Turing
est pleinement reconnu par un systeme DCPM de dimension 4 :

Théoreme 7.3 Soit L le probleme de l'arrét des machines de Turing ou tout
autre langage récursivement énumérable.

Alors L est pleinement reconnu par un systeme DCPM bien défini de dimen-
sion 4.
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Fic. 7.13 — Modification du systeme sur le segment A de fagon a reconnaitre le
probleme de I'arrét des machines de Turing
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Preuve: L est semi-reconnu par une machine de Turing M que nous pouvons
supposer réguliere et avec une unique configuration acceptante. Considérons le
systeme H construit dans le lemme précédent pour cette machine de Turing M.
Soit z° le point de coordonnées (0, ...,0). Soit z! le point de la projection du
polyedre P” qui encode I'unique configuration acceptante de M. L’homogénéisa-
tion de la région réduite au point z; est un segment A. Nous modifions le vecteur
pente des trajectoires de H sur A : sur le segment A ouvert en x°, nous fixons
le vecteur pente au vecteur z%z! : voir la figure 7.13. Le systéeme DCPM obtenu
reconnait pleinement le langage L avec la projection du port (P, B) comme port
d’encodage et les points 2° et 2! comme points d’acceptation et de rejet. ]

7.3.5 Ascension d’un niveau

Nous allons maintenant prouver que tous les langages du second niveau de la
hiérarchie arithmétique sont semi-reconnus par un systeme DCPM de dimension
4.

Pour ceci, nous allons utiliser la construction présentée dans le lemme 7.7 ou
sur la figure ?7?7. Toutefois, la construction présentée dans ce lemme ou sur cette
figure offre 'inconvénient de retourner un résultat qui dépend du nombre n de
passages a travers le “trou d’espace/temps” du systéme. Nous allons commencer
par prouver que 'on peut se passer de cette dépendance en annulant 'effet des
passages a travers les trous d’espace/temps : observez la figure ?7.

Port d’entrée

Port de sortie

fig :whilebornecstLe systeme DCPM du lemme 7.8
Nous nous basons pour cela sur ’'observation suivante :
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Observation 7.6 Soit M une machine de Turing (respectivement avec oracle
X C ).

Il existe deur machines de Turing M T et M | (respectivement avec oracle
X ) réguliéres a un ruban d’alphabet > = {0,1} telles que, pour tout mot w € ¥¥
accepté par M, si l'on note w' € X le ruban avec lequel M accepte,

- M | accepte w avec w comme ruban

— M 1 accepte w avec w' comme ruban

-~ M | et M T acceptent w en exactement le méme temps.

Preuve: Soit w € ¥* un mot accepté par M. M accepte ce mot avec un cer-
tain mot w’ € ¥ comme ruban. Puisqu’en temps fini M ne peut modifier qu'un
nombre fini et calculable de cases de son ruban, il existe des préfixes calculables
wy € ¥ et wy € ¥* de w et de w' respectivement, tels que wy et w) soient de
méme longueur, et tels que w et w’ s’écrive w = wyws et w' = wjws pour un
méme suffixe wy € 3.

Soit M’ une machine de Turing (respectivement avec oracle X') réguliere a un
ruban qui accepte tout mot w € X accepté par M mais avec wy#w)#ws comme
ruban : # désigne une lettre de ’alphabet utilisée comme délimiteur.

11 suffit de construire M 1 comme la machine M’ & laquelle sont ajoutées des
instructions qui transforment le ruban w; #w|#w, en wjw, de la fagon suivante :
le préfixe wy#w)# est balayé successivement de gauche a droite et de droite a
gauche. Chaque balayage supprime le caractere le plus a droite de w;. Lorsqu’il ne
reste plus de caractere dans wy, un dernier balayage supprime les deux symboles
# restants.

I1 suffit de construire M | comme la machine M’ a laquelle sont ajoutées des
instructions qui transforme le ruban w#w]#w, en wiw, de la fagon suivante :
le préfixe wy#w)# est balayé successivement de gauche a droite et de droite a
gauche. Chaque balayage supprime le caractere le plus a droite de w]. Lorsqu’il ne
reste plus de caractere dans w}, un dernier balayage supprime les deux symboles
# restants. O

Nous en déduisons : voir la figure ?7.

Lemme 7.8 Soit M une machine de Turing réquliere a un ruban d’alphabet
¥ =4{0,1}.

Il existe un systéme DCPM homogéne H de dimension 4 qui calcule une fonc-
tion partielle g : [0,1]* — [0, 1] telle que

g: (E(w)>$d+1) AN { EOE

Td+1

0) st w n’est pas accepté par M
w

,Tar1) st M accepte w avec w' € ¥¥ comme ruban

pour tout mot w € X¥ et pour tout 0 < x4y < 1.

Preuve: Notons M T et M | les machines de Turing régulieres associées a M
par l'observation précédente. Soit H; le systeme obtenu en appliquant le lemme
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7.7 & la machine M |. Soit H, le systeme obtenu en appliquant le lemme 7.7 &
la machine M T mais en remplacant le trou d’espace/temps par un trou d’es-
pace/temps inverse. Il suffit de relier ces deux systémes par un chemin homogene
pour obtenir un systeme DCPM solution : voir la figure ?77. a

Nous sommes alors préts a prouver que tous les langages de ¥, sont semi-
reconnus par un systeme DCPM de dimension 4 :

fig :sigmadeuxSysteme DCPM qui semi-reconnait un langage de 3o

Théoréme 7.4 (Semi-reconnaissance de X5) Tout langage L de X5 est semi-
reconnu par un systeme DCPM bien défini de dimension 4.

Preuve: Soit L un langage deYs. Notons par <,> une fonction récursive
bijective de X* x N — X*. Il existe un langage récursivement énumérable L’ tel
que L s’écrive L = {w € ¥*|3n € N < w,n >€ L'} : voir [64] ou [68]. Soit M
une machine de Turing qui semi-reconnait L’. Nous pouvons supposer sans perte
de généralité que M accepte en retournant son entrée. Soit H le systeme DCPM
qui lui correspond par le lemme 7.8. Soit H; le systeme DCPM de dimension 3
qui simule la machine de Turing qui transforme un mot w € ¥* en < w,0 >, et
soit Hy le systeme DCPM de dimension 3 qui simule la machine de Turing qui
transforme < w,n > en < w,n + 1 > pour tout n € N. L est semi-reconnu par le
systeme DCPM H de dimension 4 représenté sur la figure 7?7. Formellement H
est obtenu en prenant une copie des systemes H, H; et H,, en insérant deux ports
(P,B) et (P', B') de dimension 1, en ajoutant un chemin du port (P, B) vers le
port d’entrée de Hy, un chemin du port de sortie de Hy vers (P, B'), un chemin
de (P', B') vers la projection du port d’entrée de H, un chemin de la projection
du port de sortie de H vers le port d’entrée de Hs et enfin un chemin du port de
sortie de Hy vers (P’, B'). Le point d’acceptation x! du systéme est le point de
coordonnées (0,0) dans les bases associées aux ports homogenes de H : voir la
figure 77. O
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7.3.6 Généralisation aux dimensions supérieures

Dans cette sous-section nous présentons une légere extension du théoreme 7.4.
Nous introduisons pour ceci la terminologie suivante : nous dirons qu’'une machine
de Turing avec oracle est DCPM-simulable en dimension d s’il existe 1’équivalent
de I'observation 7.1 pour cette machine. Formellement :

Définition 7.10 (Machine DCPM-simulable) Soit M une machine de Tu-
ring a un ruban avec oracle X C ¥* . Soit C' = X% x ¥ x Q l'espace de ses
configurations.
M est dite DCPM-simulable en dimension d s’il existe
— une fonction gy : [0,1]*> — [0,1]> DCPM-calculable en dimension d
— une fonction d’encodage v : C' — [0,1)* telle que :
1. v(Z* x ¥* x Q) C Q?
2. il existe une constante By € Q telle que v(wy,ws, q) € [0, Bar] % [0, 1]
st et seulement si q est un état interne acceptant de M.

telles que le diagramme suivant commute :

c -, ¢

(0,12 -2 [0,1]?

(c’est-a-dire telles que gy (v(c)) = v(c) pour toutes configurations ¢,c’ € C
avec ¢k ).

Le lemme 7.8 se généralise alors en :

Lemme 7.9 Soit X C ¥* un langage. Soit d > 3 un entier tel que toute ma-
chine de Turing avec oracle X soit DCPM-simulable en dimension d. Soit M une
machine de Turing avec oracle X régquliére a un ruban d’alphabet ¥ = {0, 1}.

Il existe un systéme DCPM homogéne H de dimension d + 1 qui calcule une
fonction partielle g : [0,1]* — [0,1]? telle que

0 G ) e { EO

Td+1

0) st w n’est pas accepté par M
w

,Tar1) st M accepte w avec w' € X¥ comme ruban

pour tout mot w € X¥ et pour tout 0 < xg441 < 1.

Preuve: La preuve est identique a celle du lemme 7.8 si ce n’est que les
fonctions gar) et gary ne sont pas données directement par I'observation 7.1 mais
en utilisant la définition précédente.

Toutefois, pour palier au fait que la définition précédente ne précise pas que
le temps de calcul d’une fonction g, est indépendant de la machine M et donc
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qu’a priori les temps de calculs utilisés pour calculer gys| et garp peuvent différer,
on peut utiliser I'astuce suivante : lorsque M est une machine avec oracle X, les
machines M | et M T données par 'observation 7.6 sont construites de telle sorte
qu’il existe une méme machine M’ avec oracle X et des machines M; et M, sans
oracle telles que M | s’écrive comme la composée de M’ et de M et telles que
M 7T s’écrive comme la composée de M’ et de M. On peut alors remplacer le
systeme H; de la preuve du lemme 7.8 par la composition des systeémes DCPM
donnés par le lemme 7.7 appliqué a gy puis a ga, |, et remplacé le systeme H,
de la preuve du lemme 7.8 par la composition des systemes DCPM donnés par
le lemme 7.7 appliqué a gy puis a gas. Il est alors facile de vérifier que les
temps de calculs utilisés pour calculer gy et gy doivent alors nécessairement
coincider. O
Le théoreme 7.4 se généralise alors immédiatement en :

Théoreme 7.5 Soit X C X* un langage. Soit d > 3 un entier tel que toute
machine de Turing avec oracle X soit DCPM-simulable en dimension d.

Alors tout langage L de Y2 est semi-reconnu par un systéme DCPM bien
défini de dimension d + 1.

7.4 Ascension de la hiérarchie hyperarithmétique

Dans cette section, nous généralisons les constructions de la section précédente
pour prouver que tout langage de la hiérarchie arithmétique peut étre reconnu
par un systeme DCPM de dimension 5. Puis nous généralisons nos résultats pour
prouver que, pour k > 0, tout langage du w”éme niveau de la hiérarchie hyper-
arithmétique est semi-reconnu par un systeme DCPM de dimension 2k + 3 et que
tout langage du w”* + léme niveau est semi-reconnu par un systéme DCPM de
dimension 2k + 4.

Le plan de cette section est le suivant : dans la section 7.4.1, nous décrivons
le principe de la construction que nous allons utiliser. Dans la section 7.4.2, nous
prouvons que tous les langages de la hiérarchie arithmétique peuvent étre reconnus
en dimension 5. Enfin, dans la section 7.4.3, nous généralisons ce résultat aux
systemes DCPM de dimensions supérieures.

7.4.1 Principe général

Le principe de la construction est le suivant : supposons que nous ayons un
systtme DCPM H = (X, f) homogene de dimension d + 1. Soit R une région
particuliere de ce systeme.

Considérons le systeme DCPM H' = (X', f') de dimension d + 2 défini par

X'=X x[0,1]
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f/($1 T4 2) _ { (Z(l’la ... ,Id+1),0) si (ZL’l,. .. ,ZL’d+1) gE et Tg42 c [O, 1]
s Tay (f(x1,...,2451),1) si(xq,...,2411) € Ret 2410 € [0,1]

Soit ¢ = (¢1,...,das2) une trajectoire de H'. Notons ¢ = (¢y,..., dgr1).
Lorsque la projection ¢ de ¢ n’est pas dans la région R, la composante ¢qs
de la trajectoire ¢ selon 'axe de coordonnées 4.5 reste inchangée. Lorsque la
projection ¢ de la trajectoire ¢ est dans la région R, ¢4.0 augmente & la vitesse
1 : voir la figure ?7.

Direction 1,2,...,d+ 1

N\ Direction d -+ 2

fig :dimbPrincipe de la construction

Supposons maintenant que le systeme H est construit de telle sorte que toutes
les trajectoires de H convergent vers le point de coordonnées (0, ..., 0). Toutes les
trajectoires de H' qui ne quittent pas X x [0, 1] convergent alors vers le polyedre de
R¥*2 d’équation {0}4*! x [0, 1] dans la base canonique de R4*2. Une trajectoire
¢ partant du point de coordonnées (z1,...,24:1,0) converge vers le point de
coordonnées z* = (0,...,0,2%,,) ot x},, est la somme totale des temps pendant
lesquels la projection ¢ de ¢ appartenait a la région R : en d’autres termes, le
systeme H' calcule la fonction qui & (z,0), x € R4 associe le temps total passé

dans la région R par la trajectoire ¢ de H partant de z.

Nous allons utiliser ce principe pour construire un systeme DCPM de dimen-
sion 5 qui prenne en entrée un point réel codant un langage X C X* et qui
converge alors vers le point réel qui code le probleme de I'arrét des machines de
Turing avec oracle X.

Grace a ce systeme, il sera alors facile de reconnaitre tous les langages de la
hiérarchie arithmétique : si I'on pose ©) = @, pour calculer pour k > 0, le codage
du probleme @*+1) de l'arrét des machines de Turing avec oracle ), il suffira
d’itérer k fois ce systeme sur le codage de I’ensemble vide.
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7.4.2 Reconnaissance de la hiérarchie arithmétique en di-
mension 5

Dans cette section, nous utilisons le principe exposé dans la section précédente
pour prouver formellement que tout langage de la hiérarchie arithmétique est
semi-reconnu par un systeme DCPM de dimension 5.

Observons tout d’abord qu’il est facile de généraliser 1’observation 7.6 en :

Observation 7.7 Soit h : ¥ — N une fonction partielle récursive et soit M
une machine de Turing (respectivement avec oracle X C ¥*).

Il eziste deur machines de Turing M T et M | (respectivement avec oracle
X ) réguliéres a un ruban d’alphabet ¥ = {0,1} telles que, pour tout mot w € X%
a la fois accepté par M et dans le domaine de h, si l'on note w' € ¥ le ruban
avec lequel M accepte,

— M | accepte w avec w comme ruban.

— M 1 accepte w avec w' comme ruban.

-~ M | et M T acceptent w en des temps tyr et tary tels que

tMi = tMT + h(w)

Preuve: Soit M’ une machine de Turing (respectivement avec oracle X) régu-
liere & un ruban qui accepte tout mot w € X accepté par M avec #"()/2=2q, Hw! #w,
comme ruban : # désigne une lettre de 'alphabet utilisée comme délimiteur et
wy, wy, we désignent les mots associés au mot w comme dans la preuve de 1'ob-
servation 7.6.

Il suffit de construire M T comme la machine M’ a laquelle sont ajoutées
des instructions qui transforment le ruban #")/2=2q #w' #w, en wiw, de la
facon suivante : le préfixe #()/2=2, #' # est balayé successivement de gauche
a droite et de droite a gauche. Chaque balayage supprime le caractere le plus a
droite de w;. Lorsqu’il ne reste plus de caractere dans wy, un dernier balayage
supprime les h(w)/2 symboles # restants.

11 suffit de construire M | comme la machine M’ & laquelle sont ajoutées des
instructions qui transforme le ruban #"")/2=2w, #w! #wy en wyw, de la facon
suivante : le préfixe #M®w,#w|# est balayé successivement de gauche a droite
et de droite a gauche. Chaque balayage supprime le caractere le plus a droite de
w}. Lorsqu'il ne reste plus de caractere dans wj, les h(w)/2 symboles # restants
sont parcourus une fois de gauche a droite et de droite a gauche sans étre modifiés.
Enfin un dernier balayage supprime les h(w)/2 symboles # restants. O

Maintenant si I'on utilise ces machines M | et M T dans la preuve du lemme
7.8 au lieu des machines de I'observation 7.6, on obtient immédiatement : voir la
figure 77 page ?77.

Lemme 7.10 Soient h : ¥“ — N une fonction partielle récursive et M une
machine de Turing réguliere a un ruban d’alphabet ¥ = {0, 1}.
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1l existe un systeme DCPM homogéne de dimension 4 qui calcule une fonction
partielle g : [0,1]2 — [0, 1]? telle que

(0,0) st w n'est pas accepté par M
(E(w) ) ou si w n'est pas dans le domaine de h
(/= — =(w' ,
g Tar, Ot (zh(w(;in : xd+112h<w)) st M accepte w au temps n € N

avec w’ € X% comme ruban.

pour tout mot w € X¥ et pour tout 0 < xg4e1 < 1.
En outre, il existe une constante k > 0 telle que pour tout w € X% et pour
tout 0 < xgr1 < 1 cette fonction soit calculée en temps inférieur a kxgyq.

Nous allons utiliser la région R construite comme 1’homogénéisation de la
région particuliere R suivante :

Observation 7.8 (Région R) Soit d un entier.

1l existe un systéme DCPM homogéne borné R de dimension d réduit a une
seule région qui calcule la fonction identité de [0,1]P~" dans [0,1]P~' en temps
exactement 1.

Preuve: Il suffit de poser R = (X, f) avec X = [0,1]? et f(z) = (0,...,0,1)

pour tout x € X. O
Nous obtenons alors : voir la figure ?7.

Wy

fig :hyperarithmLe systéeme construit dans le lemme 7.11

Lemme 7.11 Soit r: 3 x N — N une fonction récursive.
1l existe un systéeme DCPM homogéne borné de dimension 5 qui calcule une
fonction partielle g : [0,1] — [0, 1] telle que

— = 1
g(_(w)) = Z or(w,5)
§=0
pour tout mot w € ¥ tel que cette série soit définie, convergente et de limite

dans [0, 1].
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Preuve: Posons r(w,—1) = 0. Notons [ : ¥ x N — N la fonction partielle
récursive définie par l(w,n) = r(w,n) — r(w,n — 1) pour tout w € X“ et pour
tout n € N.

Soit, My une machine de Turing qui accepte tout mot w € 3¢ avec 04 (w, 0)#w
comme ruban : # désigne une lettre de 'alphabet 3 utilisée comme délimiteur et
7 désigne I’écriture sur I’alphabet 3 de I’entier n pour tout n € N.

Soit M une machine de Turing qui accepte tout mot du type n#tn/#w avec
le mot n + 1#I(w,n + 1)#w comme ruban, pour tout n,n’ € N, w € ¥,

Soit A : ¥¥ — N une fonction partielle récursive qui a tout mot du type
n#tn/#w associe n’, pour tout n,n’ € N, w € ¥¥.

Nous commencons par construire un systéeme DCPM homogene H = (X, f)
de dimension 4 de la facon suivante : nous insérons dans H un systeme DCPM
Hy qui simule la machine de Turing My, le systeme DCPM H; obtenu par le
lemme 7.10 pour la machine M précédente et pour la fonction h précédente.
Nous ajoutons 1’homogénéisation R du systeme DCPM R de I'observation 7.8.
Nous insérons un port (P, B) de dimension 1 et un port homogene (P’, B') de
dimension 2. Nous ajoutons un chemin homogene du port d’entrée (P, B) vers
le port d’entrée de Hy, un chemin homogene du port de sortie de Hy vers la
projection du port (P’, B’), un chemin homogene du port (P’, B’) vers le port
d’entrée de H;, un chemin homogene du port de sortie de H; vers le port d’entrée
de R, un chemin homogene du port de sortie de R vers (P', B') : voir la figure
??

Soit w € ¥* un mot. La trajectoire partant du point du port d’entrée (P, B)
de coordonnées (Z(w), 1) dans la base B passe a travers H, puis alternative-
ment & travers H, et & travers R : voir la figure ??. Par construction, le néme
passage par le port d’entrée de H; se fait au point dont les coordonnées sont
(E(w')/2rwn=2) 1/2r(wn=2)) dans la base associée & ce port ot w’ = n — 14 (w,n — 1)#w.
Le néme passage par le port de sortie de H; ou par les ports d’entrée et de sortie
de R se font aux points dont les coordonnées sont (Z(w")/2r(wn=1 1 /orwn=1))
dans les bases associées a ces ports ot w” = n#l(w, n)#w.

Supposons que le mot w € ¥ soit tel que la série Z;io ﬁ soit définie

et convergente. Cela implique que la suite qui a 5 € N associe 270(+]) converge
vers 0. La trajectoire correspondante & w converge donc dans R* vers le point de
coordonnées (0,...,0).
Construisons maintenant le systeme DCPM H' = (X', f') de dimension 5 en
posant
X'=X x[0,1]
P, Tase) = { (f(z1,.. o 2a41),0)  si(z1,. .., Ta41) € R et 2440 € [0, 1]

(?(i[)l, ce 7$d+1)7 1) si ($1, e 7xd+1) < E et Td+2 € [O, 1]
La composante selon le heme axe de coordonnées d’une trajectoire partant

du point de P x {0} correspondant au mot w reste inchangée sauf lorsque la

projection sur R* de la trajectoire appartient & R. Or au néme passage a travers R



7.4. ASCENSION DE LA HIERARCHIE HYPERARITHMETIQUE 127

elle augmente a vitesse 1 pendant un temps égal a 1/ or(wn=1) Elle converge donc
vers le point de coordonnées (0, ..., 0, g(w)) du polyedre d’équation {0} x [0, 1]
dans la base canonique de R°. O

Nous avons vu dans le chapitre 1 qu’il était possible de coder un langage
L C ¥* par un mot infini :

Définition 7.11 (Codage p) Soit ¥ un alphabet.
Le codage p des parties de ¥* vers 3 est défini pour tout L C ¥* par :

p(L) = wws ... wy ...
ot w; € {1,0} indique l’appartenance du i iéme mot de ¥* a L.

Du lemme 7.11 nous obtenons alors :

Corollaire 7.6 (Réalisation de L — L") Il existe un systéme DCPM de di-
mension 5 qui calcule une fonction partielle g : [0,1] — [0, 1] telle que

(p(L)) = E(p(LM))

pour tout langage L C X%, ot, L'V désigne le probléeme de Uarrét des machines de
Turing avec oracle L, c’est-a-dire le langage

[1]

g:

LW = {Glu e NAT e WEY

Preuve: Il est facile de construire une fonction récursive r : 3 x N — N telle
que pour tout L C X*, Z(p(LW)) = > e O 0

Maintenant puisqu’il est possible d’obtenir le codage du probleme L) & partir
du codage de L, pour tout langage L C X* arbitraire, en itérant ce systeme, il
est facile de simuler toute machine de Turing avec oracle )“) = {< @ v > |u €
N,v € X},

Si 'on veut étre formel, il nous faut modifier le corollaire 7.6 en (dans toute
la suite de ce chapitre # désigne une lettre de 'alphabet X utilisable comme
délimiteur et <, > désigne une fonction récursive bijective de ¥* x ¥* — ¥*) :

Corollaire 7.7 (Réalisation de L — L") Il existe un systéme DCPM de di-
mension 5 qui calcule une fonction partielle g : [0,1] — [0, 1] telle que

g : E(w#p(L)) — E(w#p(LD))

pour tout mot w € X*, et pour tout langage L C ¥*, ou LV désigne le probléme
de l’arrét des machines de Turing avec oracle L.

On obtient alors :
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Lemme 7.12 (Réalisation de L — L™) Il existe un systtme DCPM de di-
mension 5 qui calcule une fonction partielle g : [0,1] — [0, 1] telle que

g E(w#u#p(L)) — E(wp(L™))

pour tout mot w € X*, pour tout entier u € N et pour tout langage L C ¥*, o,
pour tout entier u € N, LU+t désigne le probléme de Uarrét des machines de
Turing avec oracle L.

Preuve: Soit My une machine de Turing qui transforme tout mot du type
wH#HuH#p(L) en le mot < w,u > #p(L) pour tout w € ¥* u € N, L C 3*. Soit M
une machine qui transforme tout mot du type < w,m > #p(L) en < w,n — 1 >
#p(L) pour tout w € ¥* u € N, L C ¥*. Soit M; une machine qui transforme
tout mot du type < w,0 > #p(L) en w#p(L) pour tout w € ¥*,u € N, L C 3*.

Le systeme DCPM de dimension 5 est alors construit de telle sorte que qu’il
simule My, qu’il itere ensuite la composition de la simulation de la machine M avec
le systeme DCPM du corollaire 7.7 jusqu’a obtenir une configuration qui encode
un mot du type < w,0 > #p(L). Lorsqu’une telle configuration est atteinte, le
systeme simule alors la machine M; sur cette configuration. O

En construisant une fonction r : ¥ x N — N adéquate et en utilisant le
lemme 7.11 on a alors facilement :

Lemme 7.13 (Codage de I’ensemble vide) Il existe un systéme DCPM de
dimension 5 qui calcule une fonction partielle g : [0,1] — [0,1] telle que g :
E(w) — Z(w#p(0)) pour tout mot w € X*.

De méme si 'on utilise la proposition 1.6 du chapitre 1 on a :

Lemme 7.14 (Codage de X a partir de X™) [l existe un systétme DCPM
de dimension 5 qui calcule une fonction partielle g : [0,1] — [0,1] telle que
g : E(wH#Hu#p(L™)) — Z(w#p(L)) pour tout mot w € X*, pour tout entier
u € N et pour tout langage L C ¥*.

On obtient alors : rappelons que le systeme O de notation des ordinaux ré-
cursifs a été introduit dans le chapitre 1.

Théoréme 7.6 Soit z une notation dans le systéme O de 'ordinal w.
Toute machine de Turing avec oracle )?) est DCPM-simulable en dimension

D.

Preuve: Une machine de Turing M avec oracle )*) est une machine de Turing
classique si ce n’est qu’elle peut se déplacer sur son second ruban pour répondre
a des questions du type “est ce que le mot v est dans le langage 0™ ?” : voir le
chapitre 1.



7.4. ASCENSION DE LA HIERARCHIE HYPERARITHMETIQUE 129

I1 suffit de construire un systeme DCPM de dimension 5 qui utilise les fonctions
des lemmes 7.12, 7.13 et 7.14 pour simuler la machine M de la fagon suivante :
sur un mot w € ¥*, le systeme commence par appeler la fonction du lemme 7.13
pour obtenir le mot infini w#p(0). Le systéme simule alors la machine M sur w
tant que celle-ci ne fait pas appel a son oracle. Lorsque M fait appel a son oracle
et pose une question du type v € 0®?, M encode dans un mot w’ son état actuel
et la valeur de u et de v, appelle la fonction du lemme 7.12 sur le mot infini
w'#u#p() de facon & obtenir le mot infini w'#p(0™), lit alors la veme lettre
de 0™ pour déterminer si v est un mot de (¥, puis appelle alors la fonction du
lemme 7.14 sur le mot w'#u#0™ de facon a revenir dans I'état w'#(0 et pouvoir
poursuivre la simulation de M. O

On obtient alors :

Corollaire 7.8 (Reconnaissance de ¥, en dimension 5) Soit L un langage
de X,.
L est semi-reconnu par un systeme DCPM de dimension 5.

7.4.3 Généralisation aux dimensions supérieures

Nous généralisons maintenant nos résultats aux systemes DCPM de dimen-
sions supérieures.
Le lemme 7.11 se généralise facilement en :

Lemme 7.15 Soit d > 3 un entier.

Soit v+ ¥¥ x N — N wune fonction calculable en dimension d dans le sens
suivant : il existe une fonction gy : [0,1] — [0, 1]> DCPM-calculable en dimension
d, une constante By € Q telle que, pour tout w € ¥*, n € N, w' € 3¢, si ['on
note ng le plus petit entier n tel que la néme itération de gy sur Z(wHFnH#uw')
soit dans [0, Bar] % [0,1], alors ¢y (E(w#Hn#w')) = (E(w#Hr(w,n)#uw’)).

Alors il existe un systeme DCPM homogene borné de dimension d + 2 qui
calcule une fonction partielle g : [0,1] — [0, 1] telle que

9EwW) =Y 5o

j=0

pour tout mot w € ¥ tel que cette série soit définie, convergente et de limite
dans [0, 1].

Les corollaires 7.6 et 7.7 se généralisent alors immédiatement en :

Corollaire 7.9 (Réalisation de L — L(“’k)) Soient d > 3 et k > 1 deuzx en-
tiers.
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Supposons que, pour toute notation z dans le systéme O de lordinal w*, il
existe un systeme DCPM de dimension d qui calcule une fonction partielle g :
0,1] — [0, 1] telle que

g : E(w#u#p(L)) — E(wp(L™))

pour tout mot w € X*, pour tout langage L C X* et pour toute notation u <g z
dans le systeme 0. .

Soit z une notation dans le systeme O de 'ordinal w*. Il existe un systéme
DCPM de dimension d + 2 qui calcule une fonction partielle g : [0,1] — [0, 1]
telle que

g : E(w#p(L)) — E(wip(LP))

pour tout w € X* et pour tout langage L C X*.

Le lemme 7.12 se généralise en :

k+1

Lemme 7.16 (Réalisation de L — L«
tiers.

Supposons que, pour toute notation z dans le systéme O de Uordinal w*, il
existe un systeme DCPM de dimension d qui calcule une fonction partielle g :

[0,1] — [0, 1] telle que

“)) Soient d > 3 et k > 1 deux en-

g E(w#u#p(L)) — E(w#p(L™))

pour tout mot w € X*, pour tout langage L C X* et pour toute notation u <g z
dans le systeme O.

Soit 2" une notation dans le systeme O de ordinal w". Il existe un systéme
DCPM de dimension d + 2 qui calcule une fonction partielle g : [0,1] — [0, 1]
telle que

k+1

g E(w#u#tp(L)) — E(wH#p(L™))
pour tout mot w € X*, pour tout langage L C X* et pour toute notation u <q 2’
dans le systeme O.

Le théoreme 7.6 se généralise alors en :

Proposition 7.1 Soient d > 3 et k > 1 deux entiers.

Supposons que, pour toute notation z dans le systéme O de lordinal w*, il
existe un systeme DCPM de dimension d qui calcule une fonction partielle g :
[0,1] — [0, 1] telle que

g : E(w#u#p(L)) — E(w#p(L™))

pour tout mot w € X*, pour tout langage L C ¥* et pour toute notation u <g z
dans le systeme 0.

Soit z une notation dans le systéme O de l'ordinal w**'. Toute machine de
Turing avec oracle 0*) est DCPM-simulable en dimension d + 2.
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Nous obtenons alors :

Théoréme 7.7 (Puissance de calcul des systémes DCPM) Soit k > 0 un
entier.

1. Tout langage L de XF est semi-reconnu par un systéeme DCPM bien défini
de dimension 2k + 3.

2. Tout langage L de ¥k, est semi-reconnu par un systeme DCPM bien défini
de dimension 2k + 4.

Preuve: Les assertions pour £ = 0 sont données par le corollaire 7.5 et par le
théoreme 7.4.

Le lemme 7.16 prouve par récurrence sur k que pour toute notation z dans
le systeme O de l'ordinal w*, il existe un systétme DCPM de dimension 2k + 3
qui calcule une fonction partielle g : [0,1] — [0, 1] telle que g : Z(w#u#p(L)) —
E(w#p(L™)) pour tout mot w € ¥*, pour tout langage L C X* et pour toute
notation u <g z dans le systeme 0. Les assertions pour k£ > 1 découlent alors du
théoreme 7.5 et de la proposition 7.1. O
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CHAPITRE
Bornes sur la puissance

des systemes DCPM

8.1 Introduction

Dans le chapitre 7, nous avons prouvé que les systemes DCPM pouvaient
reconnaitre certains langages de la hiérarchie hyperarithmétique. En particulier,
dans le théoreme 7.7, nous avons prouvé que, pour tout entier £ > 0, tout langage
de ¥ pouvait étre semi-reconnu par un systeme DCPM de dimension 2k + 3, et
que tout langage de X, pouvait étre semi-reconnu par un systeme DCPM de
dimension 2k + 4.

Dans ce chapitre nous prouvons que ces résultats sont optimaux : nous prou-
vons que tout langage semi-reconnu par un systeme DCPM de dimension 2k + 3
est dans Y » et que tout langage semi-reconnu par un systeme DCPM de dimen-
sion 2k + 4 est dans X k1.

Nous obtenons ainsi une caractérisation complete de la puissance de calcul
des systemes DCPM en fonction de leurs dimensions.

Le plan de ce chapitre est le suivant : dans la section 8.2, nous présentons une
premiere majoration de la puissance de calcul des systemes DCPM en prouvant
que tout langage semi-reconnu par un systeme DCPM est dans la hiérarchie hy-
perarithmétique. Dans la section 8.3, nous affinons ce résultat en prouvant que
tout langage semi-reconnu par un systeme DCPM de dimension 3 est récursive-
ment énumérable. Enfin, dans la section 8.4, nous caractérisons la puissance de
calcul des systemes DCPM de dimensions arbitraires.

8.2 Premiere majoration

8.2.1 Principe

Dans la section 8.2.2, nous introduisons deux notions de temps : le temps
continu qui correspond a la notion de temps du chapitre précédent, et le temps
discret qui correspond au nombre de transitions discretes effectuées par la tra-
jectoire. Dans la section 8.2.3, nous montrons que ’on peut associer a tout point
de 'espace d’un systeme DCPM une dimension que nous appelons  dimension
locale. Dans la section 8.2.4, nous utilisons cette notion pour majorer le temps

133
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discret d’une trajectoire de temps continu fini. Dans les sections 8.2.5 et 8.2.6,
nous en déduisons que tout langage reconnu ou semi-reconnu par un systeme
DCPM est dans la hiérarchie hyperarithmétique.

8.2.2 Temps discret et temps continu

Nous introduisons maintenant les deux notions de temps que nous allons uti-
liser : le temps discret et le temps continu.

(-1,-1) <0,N1/2>

~

/ S o
// T~
~
4 PRI N
~
/ ~
’ Vs (:L'/Q,O) T (l‘,O)
7 / - ~ ~
/ ~ \\ ~
< 7
N N N7 P
N N 4 7
N N 4 -
N~ P

(17_1)\\\ / (171)

Fi1Gc. 8.1 — Paradoxe de Zénon : une trajectoire de temps continu 5 et de temps
discret w entre le point (z,0) et le point (0, 0)

Le temps continu correspond a la notion de temps utilisée dans le chapitre
précédent :

Définition 8.1 (Temps continu) Soit H un systeme DCPM et soit ¢ une tra-
jectoire de H définie sur un intervalle I.
La trajectoire ¢ est dite de temps continu fini si I est un intervalle fermé

borné. Le temps continu de la trajectoire est défini comme le réel t, — tg si [
s’écrit I = [to,t*].

Remarque. Rappelons que toute trajectoire définie sur un intervalle semi-
ouvert a droite borné s’étend en une trajectoire définie sur I’adhérence de 'inter-
valle : voir la proposition 2.1 du chapitre 2.

Le temps discret correspond quant a lui intuitivement au nombre de tran-
sitions discretes effectuées par la trajectoire : voir la figure 8.1. Pour le définir
proprement, il nous faut passer par ’observation suivante :

Observation 8.1 Soient H un systeme DCPM et ¢ une trajectoire de H définie
sur un intervalle du type I = [to,t*] ou I = [ty, o0l
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Soit Ty Uensemble constitué des temps t € I en lesquels ¢ n’est pas dérivable
a gauche ou en lesquels la valeur de la dérivée a gauche de ¢ différe de la valeur
de sa dérivée a droite.

T, est un ensemble bien ordonné.

Preuve: Rappelons quun ensemble est bien ordonné si toute partie non vide
de I'ensemble possede un plus petit élément. Soit J une partie de Ty. Puisque
J est un sous-ensemble minoré de R nous pouvons considérer I'infimum ¢ de J.
A ce temps t, la dérivée a droite ¢q(t) de ¢ doit vérifier ¢q(t) = f(¢(¢)). I doit
exister un € > 0 tel que ¢(t') appartienne au segment [¢(t), d(t) + f(¢(t))] pour
tout ¢ € [t,t + €|. L’intervalle ¢, ¢ + €| ne contient alors aucun point de J. Par
conséquent, ¢ est un minimum de J. O

Le temps discret se définit alors par :

Définition 8.2 (Temps discret) Le temps discret de la trajectoire ¢ est défini
comme ordinal 1somorphe a l’ensemble bien ordonné Ty.

Pour tout ordinal § inférieur a cet ordinal, nous pouvons aussi légitimement
parler de la position de la trajectoire au temps discret  :

Définition 8.3 (Position & un temps discret 3) Soit « le temps discret de
la trajectoire ¢. Soit 3 un ordinal vérifiant § < a si I = [tg,00] et § < « si
1= [to,t*]

Nous appelons temps continu de ¢ au temps discret 3 le réel tz tel que Ty
restreint a l'intervalle [0,15] soit isomorphe a l'ordinal 3. Nous appelons position
de ¢ au temps discret 3 le point xg défini par x5 = ¢(tg).

Des définitions et de la continuité de ¢ on tire immédiatement :

Observation 8.2 Supposons que (3 soit un ordinal limite.
Alors :
— tg est le suprémum des t, pour v < f3
— xg est la limite des x, pour v < 3.

8.2.3 Dimension locale

Dans cette section, nous prouvons que l'on peut associer a tout point de
I’espace d'un systeme DCPM une dimension que nous appelons dimension locale.

Nous fixons une distance sur R : nous choisissons la distance du maximum.
Nous notons par dist cette distance. Pour z € R et pour € > 0, nous notons
B(z, €) la boule de centre x et de rayon e, ¢’est-a-dire ’ensemble des points y € R?
tels que dist(y,z) < e.

Commencons par I'observation suivante : voir la figure 8.2.
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Fic. 8.2 — Illustration de 1'observation 8.3 : a gauche un systeme DCPM ; a droite
les régions de ce systeme qui intersectent un voisinage de x* assez petit

Observation 8.3 Soit =* un point de l’espace d’un systéme DCPM H = (X, f)
de dimension d.

Il existe € > O tel que toute région de H qui intersecte la boule B(x*, €) posséde
le point x* dans son adhérence.

Preuve: 11 suffit de prendre e = d/2 ou d est la distance qui sépare z* des
régions de H qui ne contiennent pas le point x* dans leurs adhérences. O

Intéressons-nous maintenant a la dimension de l'intersection des adhérences
des régions qui intersectent cette boule. Si d” dénote cette dimension, nous défi-
nissons la  dimension locale du point x* comme l'entier d — d”. Formellement :
voir la figure 8.3.

1 2 3

Fi1G. 8.3 — Des points de dimension locale 1,2 et 3 dans un systeme DCPM de
dimension 3
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Définition 8.4 (Dimension locale) Soit x* un point de l’espace d’un systéme
DCPM H = (X, f) de dimension d.

Appelons Ay« Uintersection des adhérences des régions de H qui intersectent
la boule B(x*,€) de l'observation précédente.

La dimension locale d' du point x* est définie comme ['entier d — d" ou d”
est la dimension du polyédre A .

Cette définition est motivée par 'observation suivante : voir la figure 8.4.

FiG. 8.4 — Si 2* est dimension locale d’, alors les trajectoires sont localement
données par un systeme DCPM de dimension d’

Observation 8.4 (Etude locale en un point) Soit z* un point de l’espace d’un
systeme DCPM H = (X, f) de dimension d. Soit B(z*,€) la boule donnée par
lobservation 8.3. Soit A« le polyédre de la définition précédente. Supposons que
la dimension locale d' du point x* vérifie d < d. Appelons P« le sous-espace
affine de dimension d' orthogonal en x* au polyédre A,«. Soit ¢ une trajectoire
de H, définie sur un intervalle I, telle que ¢(t) € B(x*,€) pour tout t € I.

Alors la projection orthogonale de ¢ sur Py« est une trajectoire d’un systéme
DCPM de dimension d'.

Preuve: Notons p I'application qui, & tout point z de R?, associe sa projec-
tion orthogonale sur P,«. Puisque toute région qui intersecte B(x*,€) contient le
polyedre A« dans son adhérence, deux points de B(z*, €) qui ont méme image
par p ont méme image par f. Par conséquent, la projection p(¢) de ¢ est une tra-
jectoire du systeme DCPM H' = (X', f') défini par X' = p(V') et f'(p(z)) = f(z)
pour tout x € X’ : voir la figure 8.4. O
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8.2.4 Lien entre temps discret et temps continu

L’étude des systemes DCPM planaires effectuée dans [9] prouve le résultat
suivant : voir I'exemple de la figure 8.1.

Lemme 8.1 ([9]) Toute trajectoire de temps continu fini d’un systéme DCPM
H = (X, f) de dimension 2 posséde un temps discret Ty < w.

Lorsque Ty vaut w, la trajectoire est convergente vers un point x* du systéme
DCPM qui est

1. soit un point qui n’est pas bien défini : voir la définition 2.12 du chapitre 2.

2. soit un point tel que f(z*) = 0.
Nous utilisons alors ce résultat pour prouver :

Théoreme 8.1 Toute trajectoire de temps continu fini d’un systéme DCPM de
dimension d posséde un temps discret Ty qui vérifie

~Ty<wsid=2.

- Ty <wtl sid>2.

Preuve: Nous prouvons le théoreme par récurrence sur la dimension d. Le cas
d = 2 est le lemme précédent prouvé dans [9] en utilisant le théoreme de Jordan.

Supposons maintenant que le théoréme soit vrai pour toute dimension d’ < d.
Supposons par l'absurde que H possede une trajectoire ¢ de temps continu fini
et de temps discret Ty > w?!. Pour tout ordinal 3 < Ty dénotons par x et par
ts la position et le temps continu de la trajectoire au temps discret 3.

Considérons z* = x a1 et t* =t a-1. Nommons B(z*,€) la boule donnée par
'observation 8.3. Puisque la fonction ¢ est continue, il existe un réel t° < t* avec
é(t) € B(x*,€) pour tout t € [t°, ¢*]. Puisque t* est le suprémum des #,,4-2;, pour
i € N, nous pouvons supposer t du type ¢ a-2;, pour ig € N.

Considérons alors ' = a-2(;,+1) et t* = tya-=2(;,41). Nommons B(z*,¢') la
boule donnée par I'observation 8.3 pour le point z*'. Puisque ¢ est continue, il
existe un réel t° < 1 < t* avec ¢(t) € B(z*',¢) N B(x*, €) pour tout t € [t t*].
Puisque t* est le suprémum des ¢,4-2;,, -3, ¢ € N, nous pouvons supposer ' du
type tya-2;,4a-3;, pour i € N.

Toutes les régions du systeme DCPM H qui intersectent B(z*',€') N B(z*, €)
contiennent chacune les points z* et 2*’ dans leurs adhérences. Puisque les régions
d’un systeme DCPM sont convexes, chacune de ces régions doit aussi contenir le
segment [z*, 2*'] dans son adhérence. Par conséquent, la dimension locale d’ de
x* doit étre inférieure & d — 1. Considérons alors la restriction de la trajectoire ¢
a l'intervalle [t!,#*']. Cette trajectoire est de temps discret w?=2. Par I'observation
8.4 appliquée au point z*', la projection de cette trajectoire sur un certain sous-
espace affine P de dimension d’ doit étre une trajectoire d'un systeme DCPM
de dimension d'. Puisque d’ < d — 1 et puisque cette trajectoire ¢’ est de temps
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<
4

discret w?2 nous obtenons une contradiction avec I’hypothese de récurrence sauf
sid=3.

fig :pliagemodiflllustration du cas d = 3

Supposons alors d = 3. La projection de la trajectoire sur le sous-espace affine
P est une trajectoire d'un systeme DCPM de dimension 2 de temps discret w.
Par le lemme 8.1, sa limite 2*’ doit nécessairement étre un point fixe du systéme
DCPM défini sur P. Cela signifie que le vecteur pente en z*' du systéme DCPM
original de dimension 3 doit nécessairement étre colinéaire au vecteur x*z*' :
voir la figure ?7?. Puisqu’aux temps t* < t < t* la trajectoire doit rester dans
la boule B(x*,€), ce vecteur est nécessairement dans la méme direction que le
vecteur z*z*'. Par conséquent, il doit exister t*' < t? < Lud—2(ip4+1)+1 < t* avec
¢(t?) = x*. Larestriction de la trajectoire ¢ & I'intervalle [t?, £*] est une trajectoire
de temps continu fini et de méme temps discret que ¢. Si 'on reprend l'étude
précédente en remplacant ¢ par cette nouvelle trajectoire, on obtient qu’il doit
exister 2 < t3 < t* avec ¢(1?) = z*. Puisque 'on a ¢(t%) = ¢(t3) la trajectoire ¢
doit étre cyclique : pour tout ¢ € [t2,¢3] et pour tout n € N tel que t + n(t3 — t?)
appartienne & I on doit avoir ¢(t + n(t® — %)) = ¢(t). Par conséquent, si a est le
temps discret de la restriction de la trajectoire ¢ a U'intervalle [t2,t3] et si ng est
le plus petit entier tel que ¢ + ng(t3 — ¢?) n’appartienne plus a I'intervalle borné
I, alors le temps discret de ¢ doit étre inférieur & w=2(ig + 1) + 1 + angy. Nous
obtenons une contradiction car « est par définition tel que o < w?. O

Observons que les bornes présentées dans le théoreme précédent sont opti-
males. En effet, pour toute dimension d et pour tout ordinal o < w1, il est facile
de construire un systeme DCPM qui possede une trajectoire de temps continu
fini et de temps discret « : observez la figure 8.5 pour d = 2.
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w w w

Fi1G. 8.5 — Pour tout p € N, on peut construire un systeme DCPM de dimension
3 avec une trajectoire de temps continu fini et de temps discret wp

8.2.5 Modeéle de calcul

Nous allons maintenant en déduire que tout langage semi-reconnu par un
systeme DCPM est dans la hiérarchie hyperarithmétique.

Avant cela, nous allons préciser le modele de calcul que nous utiliserons. Nous
allons utiliser un modele analogue a celui de I'analyse récursive introduit dans
le chapitre 1. Toutefois, puisque les systemes DCPM peuvent effectuer des com-
paraisons a 0 et que ces opérations ne sont pas décidables dans le modele de
I’analyse récursive, nous n’allons pas utiliser la représentation classique pr des
réels par une suite de Cauchy convergente (voir la définition 1.9 du chapitre 1)
mais une représentation ad hoc. En effet, nous définissons :

Définition 8.5 (Langage [z]) Soit d > 1 un entier. Supposons que l’on se fize
un codage des polyédres rationnels de R? sur les mots de X*. Soit  un point de
R<. Nous notons [z] le langage constitué des mots w € X* qui codent un polyédre
rationnel P de RY contenant x.

Nous utiliserons alors les représentations suivantes :

Définition 8.6 (Représentations) Soitd > 1 un entier. Soit p la fonction des
parties de ¥ vers X¥ qui associe a un langage X C X* le mot infini p(X) =
wiwsy . .. Wy . .. ot w; € {1,0} indique Uappartenance du iieme mot de ¥* ¢ X :
voir le chapitre 1.
— La représentation pga : X — R? de R? consiste a représenter un point x
de RY par le mot infini p([z]).
— pn : XF — N désigne la notation qui représente un entier n par son écriture
n sur l’alphabet 3.
— pyx 1 XF — X désigne la fonction identité.

Une fonction sera alors dite calculable si elle ’est pour ces représentations.
C’est-a-dire si :
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Définition 8.7 (Fonctions calculables) Une fonction partielle F': X X ... X
Xy — Xo, avee X; € {S*,N,R?} pour i € {0,...,k}, est dite calculable si et
seulement s’il existe une fonction f calculable par une machine de Turing telle
que

Flpx, (1), -+ (oxi () = pxo (F (915 -5 yn)
lorsque F(px, (Y1), -, (px,(yr))) existe.

Ce modele permet d’avoir le résultat suivant qui n’est pas vrai avec la repré-
sentation classique des réels de I’analyse récursive :

Observation 8.5 (Fonction successeur) Soit H un systéme DCPM de di-
mension d.

La fonction Succ : R? — R? qui a un point v € R? associe la position au
temps discret 1 de la trajectoire partant de x au temps 0 est calculable.

En outre, il existe une fonction récursive succ : N — N telle que pour X C ¥*
et pour tout n € N, si machine de Turing avec oracle X de numéro n reconnait [x],
alors la machine de Turing avec oracle X de numéro succ(n) reconnait [Succ(z)).

Nous introduisons la notation suivante :

Définition 8.8 (Langage [f]) Supposons fixée une fonction récursive bijective
<,> de N x ¥* vers ¥*. Soit f : N — R une fonction. Nous notons [f] le
langage constitué des mots de X* du type < n,w > tels que n est un entier et w
code un polyédre rationnel P contenant f(n).

8.2.6 Résultat de majoration

Nous pouvons maintenant majorer la puissance de calcul des systemes DCPM.
Le principe consiste simplement a prouver que le résultat du théoreme 8.1 se
traduit directement, via I’observation 8.2, en le fait que tout langage semi-reconnu
par un systeme DCPM de dimension d est dans le w? 2éme niveau de la hiérarchie
hyperarithmétique.

Dans le reste de ce chapitre, par abus de notation, nous ne distinguerons pas
les entiers de leurs notations dans le systeme O : ainsi, lorsque n est un entier,
nous noterons abusivement X ™ pour le langage X*) ot z est la notation de
I’entier n dans le systeme O.

Nous observons tout d’abord :

Observation 8.6 (Définition de la limite) Soit f : N — R? une fonction.

Il existe une formule du premier ordre définie a l'aide de la relation [f] et
de relations récursives qui est vraie si et seulement si la suite f(n), n € N est
convergente.
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Lorsque la suite est convergente, si f* dénote sa limite, alors le langage [f*]
est définissable par une formule du premier ordre a partir de la relation [f] et de
relations récursives.

Ces formules sont équivalentes a des formules existentielles de moins de 3
alternances de quantificateurs.

Preuve: La suite f(n), n € N, est convergente si et seulement si elle est
de Cauchy, c’est-a-dire si et seulement si Vny; dng dP Vng Vng ng > ng,ng >
ny — f(ns) € P, f(n4) € P,diam(P) < 1/ny, ol ny,ng, n3, ny sont des entiers, P
est polyedre rationnel et diam(P) désigne le diametre de P. De méme, [f*] est
définissable par une formule du premier ordre a ’aide du langage [f] et de relations
récursives : tester si f* appartient a un polyedre rationnel P est équivalent a
tester chacune des inégalités qui définissent le polyedre : pour vérifier par exemple
a1x1 + ... + agxq > 0 il suffit d’écrire Ing Yny ny > ny — f(ng) € P(1/ny), ou
P(1/ny) est le polyedre constitué des points (z1,...,24) avec a1x1 +. .. + aqxq >
1/7’L1 . (Il

Nous déduisons alors de la proposition 1.2 du chapitre 1 :

Corollaire 8.1 [l existe une fonction récursive lim : N — N telle que, pour tout
oracle X C X* et pour tout entier u, si la machine de Turing avec oracle X de
numéro n reconnait pleinement [f] et si la suite f(n), n € N, est convergente,
alors la machine de Turing numéro lim(u) avec oracle X® reconnait pleinement

le langage [f*].
Et aussi :

Lemme 8.2 (Reconnaissance de [f*]) Soit f: N — R? une fonction conver-
gente vers f*. Soit X C ¥X* un oracle. Supposons qu’il existe une fonction ré-
cursive g1 : N — N et une suite croissante récursive go : N — N de notations
dans le systeme O telles que pour tout entier n, la machine de Turing de numéro
g1(n) avec oracle X92™) reconnaisse le langage [f(n)]. Soit z la notation dans
le systeme O définie par z = z* +¢ 4 ou z* est la limite de la suite go : voir la
définition 1.8 du chapitre 1.

Alors le langage [f*] est X -récursif. En outre la dépendance en f, X et en
les index de g1 et de gy est uniforme : il existe une fonction récursive limite :
N? — N telle que pour tout X C X*, pour toute fonction f : N — RY convergente,
pour tout ny,ny € N, st ny est le numéro de la machine de Turing qui calcule
g1 et si no est le numéro de la machine de Turing qui calcule go, et si pour tout
n la machine de Turing de numéro gi(n) avec oracle X92(") reconnait [f(n)],
alors limite(ny,ny) est le numéro de la machine de Turing avec oracle X ) qui
reconnait pleinement [f*].

Preuve: [f] est X *")-récursif par la proposition 1.6 du chapitre 1. Il suffit
alors d’utiliser le corollaire 8.1 et la proposition 1.7 du chapitre 1. O
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Nous pouvons alors prouver : comme dans le chapitre 1, MX dénote la machine
de Turing avec oracle X de numéro n.

Proposition 8.1 Soit H un systeme DCPM de dimension d.

Notons ® : ¥* x N — R? la fonction qui ¢ un mot w € ¥* et a une notation z
dans le systeme O d’un ordinal récursif B associe la position au temps discret [3,
lorsqu’elle existe, du calcul de H sur le mot w : voir la définition 2.14 du chapitre
2.

Alors il existe une fonction récursive p : ¥*xN? — N et une fonction récursive
q: N — N telles que pour tout w € ¥*, pour toute notation z dans le systéme O,
et pour toute notation u <y z dans le systeme O d’un ordinal récursif 3 on ait

Mg?((fu(,zzj,)z) = [(I)(wvu)]

Preuve: Notons <, > une fonction récursive bijective de N? dans N. Pour
tout entier e € N, notons ¢. : N — N la fonction calculée par la machine de
Turing numéro e et notons p, : N> — N et ¢. : N — N les fonctions définies par
(< U,z >) = pe(u, 2) et ge(z) = ¢e(2) pour tout u,z € N.

Supposons qu’'un entier e et un mot w soient fixés. Définissons les fonctions
partielles p: N2 — Net ¢g: N — N par :

— Pour z = u = 1 posons ¢(z) = 1 et p(u, z) = m ou m est le numéro d’une

machine de Turing telle que M,, reconnaisse [®(w, 1)].
— Pour z = 2% posons ¢(z) = ¢.(x).
— Lorsque u # z posons p(u, 2) = pe(u, ).
— Lorsque u = z, posons p(u, z) = succ(pe(x,x)) ou succ est la fonction
récursive de 1’observation 8.5.

— Pour z = 3.5Y, soit z* la limite de la suite g.(¢,(n)), n € N lorsque cette
suite est une suite croissante récursive de notations dans le systeme O.
Posons alors ¢(z) = z* +, 4.

— Lorsque u # z, posons p(u, z) = restric(p.(u,u), g.(u), q(z)) ou restric
est la fonction récursive de la proposition 1.6 du chapitre 1.

— Lorsque u = z, si ny désigne le numéro de la machine de Turing qui
calcule la fonction qui a n € N associe p.(¢,(n),¢,(n)) et ny désigne
le numéro de la machine de Turing qui calcule la fonction qui a n € N
associe ge(¢,(n)), posons p(u, z) = limite(ny, ny) ou limite est la fonction
récursive du lemme 8.2.

La fonction ¢ est une fonction partielle récursive et le numéro de la machine
de Turing qui la calcule dépend uniformément de e. En d’autres termes, il existe
une fonction récursive r : N — N avec ¢ = ¢,(¢) pour tout e. Appliquons alors le
théoreme du point fixe, c’est-a-dire la proposition 1.8 du chapitre 1 : il existe un
entier e tel que I'on ait ¢. = @y (c).

Définissons ¢ : N — N par ¢(< u,z >) = p(u, z) pour tout u, z. La fonction
1 est une fonction partielle récursive, et le numéro de la machine de Turing qui
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la calcule dépend uniformément de e et de w. En d’autres termes, il existe une
fonction récursive 7’ : 3* x N — N telle que ¢ = ¢p(u). Appliquons alors le
théoreme du point fixe c’est-a-dire la proposition 1.8 du chapitre 1 : il existe une
fonction récursive g : ¥* — N telle que ¢g(y) = @pr(w,g(w)) POUr tout w € X*.
Il suffit alors de choisir p : ¥* x N> — N comme la fonction qui a w,u, z
associe py(w)(u, 2) et ¢ : N — N comme la fonction qui a z associe g.(z). O
On obtient :

Théoreme 8.2 Soit L C X* un langage semi-reconnu par un systeme DCPM de
dimension d.
Alors L est dans la hiérarchie hyperarithmétique : L appartient a X ,a—2.

Preuve: Par le théoreme 8.1, toute trajectoire de temps continu fini d’un
systeme DCPM de dimension d possede un temps discret inférieur a w?'. Fixons
alors une notation z dans le systeme O de l'ordinal w? !. La proposition précé-
dente nous dit qu’il existe une fonction récursive p’ : ¥* — N et une notation 2z’
dans le systeme O d’un ordinal récursif tels que pour tout w € ¥* et pour toute

notation u <y z dans le systeme O d’un ordinal récursif 3, la machine M}?’((Zl;),u)
reconnaisse le langage [zg] ol [x5] est la position au temps discret 5 du calcul du
systeme DCPM sur le mot w. Le langage L est donc semi-reconnu par la machine
de Turing avec oracle )*) qui vérifie pour toutes les notations v <, z dans le
systeme O d'un ordinal 3 < w? ! si le point d’acceptation du systeme DCPM
est atteint au temps discret . Il suffit alors de remarquer que 2z’ = ¢(z) est par

construction une notation de 'ordinal w? 2. O

8.3 Etude des systemes DCPM de dimension 3

Nous allons maintenant améliorer les bornes données par le théoreme 8.2 en
observant géométriquement de plus pres ce qui peut se passer en chaque di-
mension : dans cette section nous prouvons que tout ensemble semi-reconnu en
dimension 3 est récursivement énumérable.

8.3.1 Signature des trajectoires

Nous allons tout d’abord prouver que la signature d’une trajectoire de temps
continu fini de temps discret w d'un systeme DCPM de dimension 3 est néces-
sairement de signature ultimement périodique : rappelons que la signature d’une
trajectoire est la suite des régions traversées par la trajectoire.

Ce résultat découle du fait que la sphere de R? vérifie le théoréeme de Jordan
et donc que dans le voisinage d'un point de dimension locale 3 on peut appliquer
les arguments de [9].

Pour éviter d’avoir a reprendre un a un les arguments de [9], nous allons nous
ramener a un cadre étudié par [9]. En effet, les auteurs de [9] mentionnent que
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leurs résultats s’étendent a la classe suivante de systemes dynamiques a temps
continu :

Définition 8.9 (Pseudo-systeme DCPM [9]) Un pseudo-systeme DCPM pla-
naire est un systéme dynamique H = (X, f) a temps continu tel que

1. X =R%

2. La fonction f est bornée sur X.

3. L’espace X peut se partitionner en un nombre fini de régions connexes.
4

. Pour toute droite A de R?, si l’on appelle I, . .., I, la partition de A induite
par la partition de X, chacun des segments I, ..., I, ne peut étre traversé
que dans une unique direction.

Remarque. Un systeme DCPM de dimension 2 est un pseudo-systeme
DCPM planaire.
Le résultat suivant est alors prouvé dans [9] :

Lemme 8.3 (Trajectoires d’un pseudo-systeme DCPM planaire [9]) Soit
H = (X, f) un pseudo-systeme DCPM planaire.

Toute trajectoire de H posséde une signature ultimement cyclique du type
Ri...Ry(Rpi1 ... Rpig)”
pour p,q € N.
Nous prouvons alors :

Proposition 8.2 Soit H = (X, f) un systétme DCPM de dimension d. Soit ¢
une trajectoire de temps continu fini et de temps discret w telle que la position
atteinte par la trajectoire au temps discret w soit de dimension locale d' < 3.

Alors la signature de ¢ est ultimement cyclique du type Ry ... Ry(Rpt1 ... Rpyq)®
pour p,q € N.

fig :balldim3Illustration de la preuve de la proposition 8.2

Preuve: Par 'observation 8.4, nous pouvons supposer d = d'. Le cas d =
d’ = 2 découle immédiatement du lemme précédent. Supposons donc d = d' = 3.
Notons z* la position atteinte par la trajectoire au temps discret w. Soit B(x*, €)
la boule donnée par I'observation 8.3. Puisque la fonction ¢ est continue, il existe
un temps t° < t* avec ¢(t) € B(x*, ¢) pour tout t € [t° #*]. Soit S la sphere
centrée en x* de rayon e. Appelons 0 la projection centrale de R3 — {z*} sur la
sphere S : voir la figure 77.

La remarque essentielle est la suivante : puisque toute région qui intersecte
B(xz*,€) contient le point z* dans son adhérence, deux points x et ' de B(z*, €)
de méme image par 6 ont méme image par f. Par conséquent, l'image par 6 de
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la restriction de la trajectoire ¢ a [t°, ¢*[ est une trajectoire d’un certain systeme
dynamique sur la sphere S : voir la figure ?7.

Pour nous ramener au lemme 8.3 nous allons ajouter un difféomorphisme
entre la sphere S et un plan P comme sur la figure ??. Soit N un point! de S
non atteint par I’ image par 6 de la restriction de ¢ a [t°, ¢*[. Soient P le plan
orthogonal au segment [z*, N] en z* et ¢ la projection stéréographique qui envoie
S —{N} sur P. L’image par 106 de la restriction de ¢ a [t°, t*[ est une trajectoire
d’un pseudo-systeme DCPM planaire sur P. Par conséquent, elle doit avoir une
signature ultimement périodique du type Ry ...R,(Rpi1... Ryiq)? et ceci doit
étre aussi le cas pour ¢. O

8.3.2 Décidabilité d’une convergence cyclique

Nous venons de prouver que toute trajectoire convergente vers un point de
dimension locale 3 a une signature cyclique. Nous allons maintenant prouver qu’il
est possible de calculer la limite d'une trajectoire de signature cyclique. Nous en
déduirons ensuite qu’il est possible de simuler toutes les trajectoires d’'un systeme
DCPM de dimension 3.

Nous avons besoin des résultats suivants faciles a établir :

Observation 8.7 Le probléme de décision suivant est décidable?

1Un tel point existe car sinon #(¢) réaliserait un homéomorphisme entre un intervalle de R
et la sphere S et il est connu que la sphere de R? est isomorphe & aucun segment de R : voir
[70].

2Lorsque P(I4, ..., I}) est un probléme de décision dont les instances peuvent étre des réels,
des mots ou des entiers, le probleme P est dit décidable si la fonction caractéristique de cette
propriété est calculable dans le sens de la définition 8.7.
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— Instance : un point o € R?, une matrice A 2 x 2 a coefficients rationnels.
— Question : la suite définie par x,.1 = Ax, pour tout n € N converge-t’elle
vers 0 ¢

Observation 8.8 Lorsque xg, A est une instance positive de l’observation 8.7, la
Série
Yoo Atz est nécessairement convergente et de limite calculable.

Observation 8.9 Les problemes de décision suivants sont décidables :
— Instance :
— Une instance positive xo, A de l'observation 8.7.
— Un polyédre rationnel Q).
— Question 1 : Existe-t’il un entier n tel que l'on ait A"xq € Q ¢
~ Question 2 : Existe-t’il un entier n tel que U'on ait > | A'zg € Q ?

Nous pouvons alors prouver :

Lemme 8.4 Soit H = (X, f) un systéme DCPM de dimension d.

Soit d' < 3 un entier.

Le probleme de décision suivant est décidable :

— Instance :
— un point xy € R3
— un nombre fini de régions Ry,..., R, de H.

— Question : La trajectoire ¢ partant de xo au temps 0 vérifie-t’elle simulta-
nément les assertions suivantes ¢

1. 1l existe un réel t* > 0 et un point z* = ¢(t*) de dimension locale d'
tel que la restriction de ¢ a lintervalle [0,t*] soit de temps discret w.

2. La restriction de ¢ a Uintervalle [0,t*[ a pour signature (Ry, ..., R,)*.

3. ¢(t) € B(x*,€) pour tout t € [0,t*] ou B(x*,€) dénote la boule donnée
par l’observation 8.3 pour le point x*.

En outre, la fonction qui a une instance xo, Ry, ..., R, positive de ce probléme
associe x* est calculable.

Preuve: Soit A lintersection des adhérences des régions R;. Le point z*,
s’il existe, doit nécessairement appartenir & A et la dimension da de A doit
vérifier dp > d — d'. Posons dy = d — da — 1. Soit H un hyperplan affine de
R? contenant zy et A. Fixons une base B = (z, €1, ...,¢eq) de R? telle que Ba =
(x,e1,...,eq4,) soit une base affine de A et By = (x,€1,...,€4,,Cap+2, - ,€d)
soit une base affine de H. Lorsque la signature de la trajectoire partant d’un
point x de H débute par (Ry,...,R,), notons x© la prochaine intersection de
la trajectoire avec H. Puisque chacune des régions R; contient le polyedre A
dans son adhérence, un raisonnement similaire a 1’'observation 8.4 montre qu’il



148 CHAPITRE 8. BORNES SUR LA PUISSANCE DES SYSTEMES DCPM

doit exister une application linéaire rationnelle calculable A : R% — R% et des
applications linéaires rationnelles calculables B, ..., By, : R% — R telles que
'on ait pour tout pour tout z € H (:z:;id/A, oxy) = AlTg_a, -, Ta) €t pour
tout 1 < i < da @ = 27 + Bi(@a—ay, -, Ta) OU (T1,..., Tdp, Tant2,---,Tq) et
(@, 2, T o, Ty ) sont les coordonnées de z et de 2 dans la base By.
Si xy a pour coordonnées (yi, ..., Ydn, Yda+1, - - - Ya) dans cette base, la suite des
itérés de A en (yd_d/A ,---,Yq) doit étre convergente. Lorsque tel est le cas, le
point z* ne peut étre que le point de A de coordonnées (7, ... ,ajj}A) dans la base
Ba avec x} =y + 3oy BiA (Ya—ay, - - -, ya). Maintenant, le sous-ensemble Q des
points z de H tels que la trajectoire partant de x ne débute pas par Ry,..., R,
ou quitte la boule B(z*,¢€) avant d’atteindre x* est un polyedre calculable.

Le probleme se ramene a décider si la suite des itérés de A en (yd_d/A )
est convergente, et a tester si la suite définie par x;1; = x] pour tout 7 atteint le
polyedre (). Ces problemes sont décidables par les observations précédentes. O

8.3.3 Résultat de majoration

Nous pouvons alors prouver :

Théoreme 8.3 Tout langage L C ¥* semi-reconnu par un systeme DCPM de
dimension 3 est récursivement énumérable.

Preuve: Appelons BienDefini(H) le sous-ensemble des points de l'espace
du systeme DCPM qui sont bien définis : voir la définition 2.12 du chapitre 2.
Rappelons que ce sous-ensemble est un polyedre. Nous pouvons supposer sans
perte de généralité que ce polyedre est une région du systeme DCPM. Le langage
L est semi-reconnu par la machine de Turing M suivante : en un mot w € X*,
M pose i =0, xg = (E(w),0,...,0) et détermine la région Ry qui contient x.
Ensuite, M évolue de la facon suivante.

1. M accepte si la trajectoire partant de x; atteint le point d’acceptation du
systeme DCPM a un temps discret inférieur ou égal a 1.

2. M s’arréte sans accepter si la trajectoire partant de x; atteint un point du
complémentaire de BienDefini(H) a un temps discret inférieur ou égal a
1.

3. Sinon M incrémente i et définit x;,; comme la position au temps discret 1
de la trajectoire partant de x; au temps 0. M définit R;,; comme la région
qui contient x;,1.

4. M vérifie 81l existe un entier 1 < p < i avec R, = R;y1. Si tel est le cas,
M utilise I'algorithme qui décide le probleme du lemme 8.4 pour l'instance
donnée par le point x;41 et par les régions R,,..., R;. Si cet algorithme
répond positivement, M effectue les opérations suivantes :
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(a) Soit z* le point calculable donné par le lemme 8.4 pour cette instance
et soit B(z*,¢€) la boule donnée par 1'observation 8.3 pour ce point.

(b) Si x* est le point d’acceptation du systeme DCPM, M accepte.

(c) Sinon, si B(z*,€) ne contient pas le point d’acceptation du systeme,
M pose 1 =0, xg = x* et définit Ry comme la région qui contient z*

5. M retourne dans I'étape 1.

Chacune des positions x; = ¢(t;) calculées par 1'algorithme est une position
atteinte par le calcul ¢ du systeme DCPM sur le mot w. Il suffit de prouver
que la suite croissante t;, i € N, n’est pas majorée. Supposons par 1’absurde que
t* = sup;enti soit fini. Posons z* = ¢(t*). Soit B(z* ¢) la boule donnée par
I'observation 8.3. Le point z* doit étre de dimension locale d = 2 ou 3. Par
continuité de ¢ et par la proposition 8.2, il doit exister tY < t* tel que la signature
de la restriction de ¢ & [t°,¢*] soit périodique et tel que l'on ait ¢(t) € B(z*,¢)
pour tout ¢t € [t°, ¢*]. Par définition de ¢*, nous pouvons supposer t° = t;, pour
iop € N. Nous obtenons une contradiction car nous avons alors nécessairement
(b(ti0+1> =zx*et tio + 2 > t*. O

8.4 Etude des systemes DCPM de dimension d

Nous étudions maintenant les systemes DCPM de dimension quelconque. Dans
la section 8.4.1, nous introduisons la notion d’ échantillonnage d’une trajectoire.
Dans la section 8.4.2, nous prouvons qu’il est possible a partir d'un échantillon-
nage de dimension d’ de construire un échantillonnage de dimension d’ + 1. Dans
la section 8.4.3, nous améliorons ce résultat en prouvant qu’il est possible a partir
d’un échantillonnage de dimension d’ de construire un échantillonnage de dimen-
sion d’ + 2. Enfin dans la section 8.4.4, nous en déduisons une caractérisation de
la puissance de calcul des systemes DCPM.

8.4.1 Echantillonnage d’une trajectoire

La construction effectuée dans la preuve du théoreme 8.3 nous invite a poser
la définition suivante :

Définition 8.10 (Echantillonnage d’un systéeme DCPM) Soit H un sys-
teme DCPM de dimension d. Notons P le sous-ensemble des mots de ¥* qui
codent un polyedre rationnel.

Nous appelons échantillonnage de H une fonction Echant : R¥xRxP xN —
R? x R telle que pour tout point x de RY, pour tout ty € R et pour tout polyédre
rationnel @), lorsque xq, tg et () sont fixés on a les propriétés suivantes :

1. Echant,, 9(0) = (zo, o).
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2. Pour tout n € N, Echanty, +, o(n) s’écrit (x,,t,) ot x, est un point atteint
au temps t, par la trajectoire ¢ partant de xy au temps tg.
3. La suite (t,)nen vérifie :
— ty, < tni1 pour tout n s’il n’existe pas d’entier ny avec x,, € Q)
— by < tpy1 pour n < ng et t, =t,, pour tout n > ngy sing est le plus petit
entier avec Tp, € Q.

L’échantillonnage est dit Zénon en xg, ty, Q) si la suite (t,)nen correspondante
est magorée. Dans ce cas, puisque toute trajectoire définie sur un intervalle semi-
ouvert s’étend en une trajectoire définie sur l’adhérence de cet intervalle (voir la
proposition 2.1 du chapitre 2), on peut supposer ¢ définie en t* = suppent,. On
définit alors la limite de 1’échantillonnage en g, ty, Q) comme le couple (xz*,t*)
avec t* = suppent, et z* = ¢(t*).

Nous définissons alors :

Définition 8.11 (Dimension d’un échantillonnage) Soient H un systéme DCPM
de dimension d et d' un entier.
Un échantillonnage de H est dit de dimension d’ si pour tout point xq, pour
tout réel toy et pour tout polyedre (Q 'une des deux conditions suivantes est véri-
fiée :
1. l’échantillonnage n’est pas Zénon en xg,tg, Q
2. Uéchantillonnage est Zénon en xg, to, @ et la limite (x*,t*) de I’échantillon-
nage en xo, to, QQ est telle que x* soit de dimension locale supérieure ou égale
ad+1.
On a alors :

Proposition 8.3 Soit H un systeme DCPM de dimension d.
1l existe un échantillonnage de H de dimension 3 qui est calculable.

Preuve: Etant donné 7o € R? t; € R et Q € P considérons I’algorithme
donné par le théoreme 8.3 qui part avec g = 0 et tg = 0 mais ou le point
d’acceptation est remplacé par le polyedre (). La suite des positions calculées par
I’algorithme donne un échantillonnage de H. Le raisonnement a la fin de la preuve
du théoreme 8.3 prouve que lorsque celui-ci est Zénon, il ne saurait converger vers
un point de dimension locale inférieure ou égale a 3. a

8.4.2 Itération d’un échantillonnage

Nous prouvons maintenant qu’il est possible a partir d’'un échantillonnage de
dimension d’ de construire un échantillonnage de dimension d’ + 1. Le principe
consiste simplement a prouver que I’échantillonnage obtenu en itérant des pas-
sages a la limite sur un échantillonnage donné est un échantillonnage de dimension
strictement supérieure.

Formellement, nous définissons :



84. ETUDE DES SYSTEMES DCPM DE DIMENSION D 151

Définition 8.12 (Itération d’un échantillonnage) Soient H un systéme DCPM
de dimension d et Echant : R x R x P x N — R? x R un échantillonnage de H.
Nous appelons itération de cette échantillonnage [’échantillonnage Iter : R%x
R x P x N — R? xR défini pour tout point xy € R?, pour tout ty € R, pour tout
polyédre rationnel () et pour tout entier n par :
- ]termo,th(O) = (I()?to)
— Iteryy1.0(n+1) est la limite de léchantillonnage Echant en (Itery, ., 0(n)), Q
si ’échantillonnage Echant est Zénon en (Itery,, o(n)), Q.
= Iteryyu0,0(n + 1) = Echant rer,, ,, o(n),@) (1) sinon.

I est clair que l'itération d’un échantillonnage est un échantillonnage.

Nous prouvons maintenant que, lorsque Echant est de dimension d’, alors Iter
est de dimension d’ + 1. Nous allons étudier pour cela la dimension locale de la
limite d’une suite de points de dimension locale fixée.

Commencons par la remarque élémentaire suivante :

Observation 8.10 Soit z* un point de l’espace d’un systeme DCPM de dimen-
sion d. Soient B(x*,€) et Ay la boule et le polyedre de la définition 8.4 pour ce
point. Notons par d' la dimension locale de x*.

Alors :

— Tout point de B(x*,€) est de dimension locale inférieure ou égale a d’.

— Les points de B(x*,¢€) de dimension locale d' sont exactement les points de
Ay N B(x*e).

Nous prouvons maintenant :

Lemme 8.5 Soit x* un point de l'espace d’un systeme DCPM H = (X, f) de
dimension d. Supposons que la dimension locale d' de x* vérifie d < d. Notons
B(x* €), Pp et Ay la boule, le sous-espace affine et le polyédre définis dans
l’observation 8.4. Soit ¢ une trajectoire de H définie sur un intervalle I avec
o(t) € B(z*,€) pour tout t € I. Supposons qu’il existe t' < t* dans I tels que
o(th) et ¢(t?) aient méme projection orthogonale sur Py«

Alors la tmjectoireﬂ(b est ultimement cyclique dans le sens suivant : si [’on

note § le vecteur ¢(t1)p(t2) alors pour tout t € [t', %] et pour tout entier n € N
tel que t + n(t? —t') appartienne a I on a ¢(t + n(t? —t')) = ¢(t) + nd.

Preuve: Il suffit d’utiliser I'observation 8.4 en remarquant que lorsque ¢’ est
une trajectoire d'un systeme DCPM H' = (X', f') de dimension d' qui vérifie
&' (tY) = ¢'(t*) pour des temps t' < 2, alors pour tout ¢ € [t!,#?] et pour tout
entier n € Non a ¢'(t + n(t? — t')) = ¢/(¢). O

On en déduit alors :
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Lemme 8.6 (Limite de points de dimension locale d') Soit H un systéme
DCPM de dimension d. Soit ¢ une trajectoire de H de temps continu fini. Soit
a le temps discret de ¢. Supposons que « soit un ordinal limite qui s’écrive
o = supien[;. Supposons qu’il existe un entier d' tel que pour tout i la position
atteinte par la trajectoire au temps discret (3; soit de dimension locale supérieure
ou €gale a d'.

Alors la position atteinte par la trajectoire au temps discret o est de dimension
locale supérieure ou égale a d' + 1.

Preuve: Pour tout § < «a notons x3 = ¢(tg) la position atteinte par la
trajectoire au temps discret 3. Posons x* = z, et t* = t,. Soit B(z*,€) la boule
donnée par 'observation 8.3 pour le point x*. Par continuité de ¢ il doit exister
t° < t* tel que l'on ait ¢(t) € B(z*, €) pour tout ¢t € [t° ¢*]. Puisque ¢* est
le suprémum des tg,, i € N, nous pouvons supposer t? = tg,, pour ig € N.
L’observation 8.10 nous dit que la dimension locale d” du point z* doit étre
supérieure ou égale a la dimension locale de chacun des xg, pour i > 3. On a
donc nécessairement d” > d’. Supposons maintenant par I’absurde que l'on ait
d" = d'. Chacun des xg, pour i > iy doit étre de dimension locale d'. Sil’on appelle
A+ le polyedre de la définition 8.4, 'observation 8.10 nous dit que chacun des zg,,
pour @ > ig doit appartenir au polyedre A, .. On peut alors utiliser I’'observation
8.5 au point z* avec t! = t;, et avec t* défini comme l'infimum des temps ¢ > t!
pour lesquels ¢(t) € Ay« : chacun des tg, pour i > i, doit alors s’écrire sous la
forme t! +n;(t* — t') pour un certain entier n; € N avec t* +n;(t> —t') € I. Nous
obtenons une contradiction car la suite tg, est supposée strictement croissante
et il y a au plus un nombre fini de points du type t' + n(t? — t'), n € N, dans
I'intervalle borné I. O

Corollaire 8.2 (Dimension de l’itération) Soit H un systéme DCPM de di-
mension d. Soit Echant un échantillonnage de H de dimension d'.

Alors Uitération de cet échantillonnage est un échantillonnage de dimension
d+1.

Preuve: Dénotons par Iter : R x R x P x N — R? x R litération de
I’échantillonnage Echant. Si Iter est Zénon en xg,ty, () alors I’échantillonnage
Echant doit étre Zénon en Itery,  o(n),Q pour tout n. Par conséquent, pour
tout n, Itery,.q(n + 1) doit s'écrire sous la forme (x,11,%,41) avec z,4;1 de
dimension locale supérieure ou égale a d’ + 1. Par le lemme 8.6, la limite de
I’échantillonnage Iter en xg, to, () doit donc s’écrire sous la forme (z*,t*) avec z*
de dimension locale supérieure ou égale a d’ + 2. O

8.4.3 Suppression des cycles

Nous allons maintenant améliorer ce résultat en prouvant, qu’a partir d'un
échantillonnage de dimension d’, il est aussi possible de construire un échantillon-
nage de dimension d’ + 2. Le principe consiste a observer de plus pres ce qui se
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passe lorsqu’une suite de points de dimension locale d’ converge vers un point de
dimension locale d’ + 1.

Rappelons que dist dénote la distance du maximum. Nous commencons par
la remarque suivante : observez ’exemple de la figure 8.1.

Observation 8.11 Soit H = (X, f) un systeme DCPM de dimension d et soit ¢
une trajectoire de H, définie sur un intervalle I, telle qu’il existe un point x* € X
et deux réels t' < t* dans I avec :

1. dist(¢(t?), z*) < dist(p(t), z*)
2. ¢(t) € B(x*,€) pour tout t € [t',¢?]

ot B(z*,€) est la boule donnée par l'observation 8.3.
Alors la trajectoire ¢ atteint le point z* au temps t* = t' + Z;io N (t? — )
ot X est le réel donné par dist(¢(t?), x*) = Mdist(p(th), z*).

Posons alors la définition suivante :

Définition 8.13 (Probleme Cycle) Soit H = (X, f) un systéeme DCPM de
dimension d.
Le probleme Cycle est le probleme de décision suivant :
— Instance :
— Un point z* € Q<.
— Un point x' et un réel t'.
— Un point 2% et un réel t* tel que la trajectoire ¢ partant de ' au temps
t! atteigne le point ¥ au temps t* et vérifie ¢(t) € B(z*,€) pour tout
t € [t',#?] ou B(x*,€) désigne la boule donnée par 'observation 8.3 pour
le point x*.
Notons P« et A« le sous-espace affine et le polyédre définis dans [’obser-
vation 8.4 pour le point x*. Notons p la projection orthogonale de R® sur
P
— Question : Les assertions suivantes sont-elles simultanément vérifiées ¢

1. dist(p(z?),p(z*)) < dist(p(z"), p(z*))

2. la droite définie par les deux points x' et 2% intersecte Ay« en un point

Z*

3. z* appartient a B(z*,€).

Lorsqu’une instance positive T = x* x',t!, 2% t* est donnée, le point z* est
appelé le point limite correspondant a I'instance Z et le réel t* défini par t* = t' +
Do N (P —t1), avec le réel A donné par dist(p(x?),p(x*)) = Mdist(p(z'), p(z¥)),
est appelé le temps limite correspondant a l'instance 7.

On a alors : voir la figure 77.
fig :limitelllustration du corollaire 8.3
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Corollaire 8.3 Soit x* un point de l’espace d’un systétme DCPM H = (X, f)
de dimension d. Supposons que la dimension locale d' de x* vérifie d < d. Soit
B(z*,€) la boule donnée par l'observation 8.3. Soit ¢ une trajectoire de H définie
sur un intervalle I et deuz réels t* < t* dans I avec ¢(t) € B(x* €) pour tout
t € [t', %] tels que Uinstance du probléme Cycle donnée par x*, ¢(t'), t, ¢(t?), 2
sott positive.

Alors la trajectoire ¢ atteint le point z* au temps t* ou z* et t* sont respec-
tivement le point limite et le temps limite de la définition 8.13 pour linstance

x*, oY)t o (12), 12

Preuve: Ce n’est rien d’autre qu'une traduction de 'observation 8.11 via
I’observation 8.4. O
Maintenant on peut observer :

Observation 8.12 Soit * un point de l’espace d’un systeme DCPM de dimen-
sion d. Soit B(x*,€) la boule donnée par l'observation 8.8 pour ce point.

Si a* est de dimension locale d, alors 'ensemble des points de B(x*,€) de di-
mension locale d—1 est constitué d’un nombre fini de segments ouverts contenant
chacun le point x* dans leurs adhérences.

On déduit alors 'extension suivante du lemme 8.6 :

Lemme 8.7 (Limite de points de dimension locale d') Soit H un systéme
DCPM de dimension d. Soit ¢ une trajectoire de H de temps continu fini et «
son temps discret. Pour tout 8 < «, notons xg = ¢(tg) la position atteinte par la
trajectoire au temps discret 3. Supposons que « soit un ordinal limite qui s écrive
o = sup;enf; et supposons qu’il existe un entier d' tel que pour tout i la position
atteinte par la trajectoire au temps discret §3; soit de dimension locale supérieure
ou égale a d'.

Alors la position atteinte par la trajectoire au temps discret « est de dimension
locale d” supérieure ou égale a d'+1. En outre, si d” vaut d'+1, alors il doit exister
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un point rationnel x € Q¢ et deux entiers i < i’ tels que x,zp,,ts,, Tg,, tg consti-
tuent une instance positive du probléme Cycle. Dans ce cas, x, ettz sont donnés
par le point limite et le temps limite correspondant a l'instance x,xg,,t,, 25, , g :
voir la définition 8.15.

Preuve: Posons x* = z, et t* = t,. Nous savons par le lemme 8.6 que la
dimension locale d” de z* doit vérifier d’ > d’' + 1. Supposons d” = d’ + 1. 1l doit
exister un entier ¢, tel que zg, soit de dimension locale d’ pour tout i > i, car sinon
nous pourrions extraire de la suite zg, une suite croissante de points de dimension
locale supérieure ou égale a d’ + 1 et nous obtiendrions une contradiction avec le
lemme 8.6 appliqué a cette suite. Soit B(z*, €) la boule donnée par 1'observation
8.3. Par continuité de ¢, il doit exister t° < t* avec ¢(t) € B(x*,¢) pour tout
t € [t%t]. Puisque t* s'écrit t* = supjents,, nous pouvons supposer t’ = g,
pour i; > ig. Soient P« et A, le sous-espace affine et le polyedre définis dans
I'observation 8.4. Appelons p la projection orthogonale de R¢ sur P,.. Nommons
H,- le systeme DCPM de dimension d” sur P, construit par 1'observation 8.4.
Chacun des points p(xg,) pour ¢ > 4; doit étre un point de dimension locale d’
dans H,-. L’observation 8.12 nous dit que chacun des points p(zg,) pour i > iy
doit appartenir & un nombre fini de segments de P, contenant p(z*) dans leurs
adhérences. Puisque ces segments sont en nombre fini et qu’il y a un nombre
infini de points p(xg,) pour ¢ > iy, il doit exister deux entiers i; < ¢ < i tels que
p(zp,) et p(zp,) appartiennent a un méme segment. Nous pouvons supposer sans
perte de généralité que dist(p(z*), p(zs,)) < dist(p(x*),p(xg,)). Soit x un point
rationnel quelconque de A,« N B(x*,€). L'instance donnée par x, xg,, ts,, Tg,,ts
est alors une instance positive du probleme Cycle. Par le lemme 8.7, le point z*
et le temps t* sont alors nécessairement donnés par le point limite et le temps
limite correspondant a cette instance : voir la définition 8.13. O

Cela nous invite a étendre la notion d’itération d’un échantillonnage en :

Définition 8.14 (Itération sans-cycle d’un échantillonnage) Soit Echant :
RYxRxP xN — R? xR un échantillonnage d’un systétme DCPM de dimension
d.

Nous appelons itération sans-cycle de cet échantillonnage [’échantillonnage
SsCycle : REx R x P x N — R? x R défini pour tout xy € R?, pour tout ty € R,
pour tout polyédre rationnel Q) et pour tout entier n par (Iter dénote litération
de l’échantillonnage Echant) :

1. SsCycley, 1,,0(0) = (20, to)

2. SsCycley, 1,.0(n+1) est le couple (x*,t*) de la définition 8.13 pour linstance
v, (SsC’yclexO’tO’Q(n)),(]ter(gscydezo,tw(n)jQuB(yye)c)(n’)) s’il existe un point
y € Q7 et un entier n' < n tels que cette instance soit une instance positive
du probleme C'ycle, ou B(y, €)¢ désigne le complémentaire de la boule B(y, €)
donnée par ['observation 8.3 pour le point y.
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8. SsCycleyy io,0(n + 1) = Iter(sscyce,, 1 0m),@) (1) sinon.
On a alors :

Corollaire 8.4 (Dimension de l’itération sans-cycle) Soit H un systéme DCPM
de dimension d. Soit un échantillonnage de H de dimension d' pour 1 < d < d.

L’itération sans-cycle de cet échantillonnage est un échantillonnage de H de
dimension d' + 2.

8.4.4 Résultat de majoration

En partant de I’échantillonnage de la proposition 8.3 et en itérant I’application
qui a un échantillonnage associe son itération sans-cycle on obtient immédiate-
ment :

Corollaire 8.5 Soient H un systeme DCPM de dimension d et k > 0 un entier.
1l existe un échantillonnage de H de dimension 3k + 2.

Nous allons maintenant majorer la puissance de calcul des systemes DCPM
en prouvant que I’échantillonnage du corollaire précédent est calculable avec un
oracle du w*éme niveau de la hiérarchie hyperarithmétique.

Nous proposons la généralisation naturelle suivante de la définition 8.8 :

Définition 8.15 (Langage [f]) Supposons fizée une fonction récursive bijective
<,,> de P x N x X% vers ©*. Soit f: P x N — R? une fonction.

Nous notons [f] le langage constitué des mots de ¥.* du type < Q,n,w > tels
que w code un polyédre rationnel P de RY contenant f(Q,n).

Pour tout entier k, nous notons [f|x le langage constitué des mots de ¥* du
type < Q,n,w > tels que n soit un entier inférieur ou égal a k et tels que w code
un polyédre rationnel P de R? contenant f(Q,n).

Définition 8.16 (Langage [f](x)) Soit f : RIxRxP xN — R xR une fonc-
tion. Lorsque x,t sont donnés, notons fz1 la fonction définie par f,1(Q,n) =

f(z,t,Q,n) pour tout Q,n.
Pour tout (z,t) € R nous notons [f](z,t) pour le langage [f(4).

Pour tout (z,t) € R et pour tout entier k mnous notons [f](x,t) pour le
langage [f(z1)k-

La définition 8.12 montre facilement que l'on a :

Observation 8.13 Soient H un systéeme DCPM de dimension d et Echant :
RYx R x P x N — R? x R un échantillonnage de H. Appelons Iter l'itération
de cet échantillonnage.
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Il existe une formule fivze Fy du premier ordre telle que pour tout x, € R?,
to € R, Q € P, n €N, le langage [Itery, +,.o(n+ 1)] soit défini par la formule Fy
a partir de relations récursives et du langage [Echant](Itery, ,.o(n)).

Cette formule I est équivalente a une formule existentielle du premier ordre
de moins de 3 alternances de quantificateurs.

La proposition 1.2 donne alors :

Corollaire 8.6 Il existe une fonction récursive g1 : N — N telle que pour tout
oracle X C X* et pour tout entier u, st la machine de Turing avec oracle X
de numéro u reconnait pleinement [Echant|(Itery,, o(n)), alors la machine de
Turing de numéro g,(u) avec oracle X reconnait pleinement [Iter,, ,.q(n+1)]

Lorsque u est une notation dans le systeme O d’un ordinal récursif, notons
|u| I'ordinal dénoté par u. De la proposition 1.7 on déduit :

Corollaire 8.7 Soit z une notation dans le systeme O d’un ordinal récursif.

1l existe une fonction récursive go : NxN — N et une fonction récursive gz des
entiers vers les notations dans le systeme O telles que, pour tout oracle X C ¥*,
pour tout ro € R%, pour tout ty € R, pour tout entier n et pour tout entier
u, si la machine de Turing avec oracle X?) de numéro u reconnait pleinement
[Echant](xo,ty), alors la machine de Turing numéro ga(n,u) avec oracle X (93(™)
reconnait pleinement [Iter],(xo,to).

La fonction g3 vérifie |gs(n)| = (|z| + 4)n pour tout n.

La définition 8.14 montre que l'on a :

Observation 8.14 Soient H un systeme DCPM de dimension d et Echant :
R? xR x P x N — R? x R un échantillonnage de H. Appelons Iter litération
de cet échantillonnage et SsCycle l'itération sans-cycle de cet échantillonnage.

Il existe une formule fivze Fy du premier ordre telle que pour tout xy € R?,
to € R, Q € P, n €N, le langage [SsCycley, 1, o(n+1)] soit défini par la formule
Fy a partir de relations récursives et du langage [Iter],(SsCycley, 1o.0(1)).

Cette formule Fy est équivalente a une formule existentielle de moins de 3
alternances de quantificateurs.

La proposition 1.2 du chapitre 1 donne alors :

Corollaire 8.8 [l existe une fonction récursive g4 : N — N telle que, pour
tout oracle X C X%, pour tout xy € R?, pour tout ty € R et pour tout entier
u, st la machine de Turing avec oracle X de numéro u reconnait pleinement
[Iter],[SsCycley, 1,0(n)], alors la machine de Turing numéro gs(u) avec oracle
X@ reconnait pleinement [SsCycley, 1.0(n + 1)]

Par la proposition 1.7 du chapitre 1 on déduit :
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Corollaire 8.9 Soit z une notation dans le systeme O d’un ordinal récursif.

1l existe une fonction récursive g5 : N — N et une notation 2’ dans le systéme
O d’un ordinal récursif telles que, pour tout oracle X C ¥*, pour tout x, € RY,
pour tout ty € R, pour tout entier n et pour tout entier w, si la machine de
Turing avec oracle X ) de numéro u reconnait pleinement [Echant](z, o), alors
la machine de Turing de numéro gs(u) avec oracle X reconnait pleinement
[SsCyclel](zo, to).

La notation 2" vérifie |2'| = (|z| + 4)w.

Par une récurrence immédiate sur k, le corollaire précédent montre que les
échantillonnages construits dans le corollaire 8.5 sont tels que :

Corollaire 8.10 Soient H un systéeme DCPM de dimension d et k > 0 un entier.

1l existe un échantillonnage Echant de H de dimension 3 + 2k, une fonction
récursive g : N — N et une notation z dans le systéme O de 'ordinal récursif w*
tels que, pour tout oracle X C X%, pour tout vq € R, pour tout ty € R, pour tout
entier n et pour tout entier u, st la machine de Turing avec oracle X de numéro
u reconnail pleinement [(xo,to)], alors la machine de Turing de numéro g(u) avec
oracle X reconnait pleinement |[Echant](zo,to).

D’ou nous déduisons :

Théoreme 8.4 Soit L un langage semi-reconnu par un systeme DCPM de di-
mension d = 3 + 2k pour k > 0.

Alors L est dans X .

Soit L un langage semi-reconnu par un systeme DCPM de dimension d =
4 + 2k pour k > 0.

Alors L est dans X 1.

Preuve: Soit Echant : R4xRxP xN — R?xR I’échantillonnage de dimension
3+ 2k du corollaire précédent. Soit z! le point d’acceptation du systeme DCPM.
Soit z la notation dans le systéme O de l'ordinal w® et g : N — N la fonction
récursive du corollaire précédent pour cet entier k.

Supposons d = 3 + 2k. Le langage L est semi-reconnu par la machine avec
oracle )**) qui sur un mot w € ¥*, calcule le numéro u d'une machine de Turing
qui reconnait le langage [z,,] défini par z,, = (£(w),0,...,0), puis simule alors la
machine de Turing avec oracle }*) de numéro g(u) de facon a tester s'il existe un
entier n avec Echant(z,,0,z",n) = z'.

Supposons d = 4 + 2k. Etant donné un mot w € ¥*, une machine de Turing
avec oracle )*) peut reconnaitre pleinement le langage [Echant](z.,, 0) : il lui suffit
comme dans le paragraphe précédent de calculer le numéro u d’une machine de
Turing qui reconnait le langage [x,] puis de simuler la machine de Turing avec
oracle 0®) de numéro g(u). En utilisant la proposition 1.2, il nous suffit de prouver
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qu’il existe une formule existentielle fixe du premier ordre avec une alternance de
quantificateurs, définie a I’aide de la relation [Echant]|(x,,0), qui soit vraie si et
seulement si w appartient a L.

Il suffit d’écrire qu’'un mot w appartient a L si et seulement s’il existe un
entier n tel que 'on ait Echant(z,,0,z',n) = x' ou sl existe deux rationnels
t® < ¢!, un entier ny et un point de coordonnées rationnelles z*, choisi parmi une
liste finie de points & coordonnées rationnelles, tels que 'on ait ¢,, < t' pour tout
n et t, € B(z*, €) pour tout n > ny.

En effet, le mot w appartient a L si et seulement s’il existe un entier n tel que
I'on ait Echant(r,,0,2',n) = z' ou si Péchantillonnage Echant est Zénon en
Zw, 0, 2! et converge vers un point z* de dimension locale d tel que la trajectoire
partant de ce point atteigne le point z!. L’échantillonnage est Zénon en x,,, 0, z*
si et seulement s’il existe un rationnel t' avec t, < t' pour tout n. Il y a un
nombre fini de points de dimension locale d dans un systeme de dimension d
et ceux-ci ont des coordonnées rationnelles. Maintenant étant donné un de ces
points z* de dimension locale d, si I'on appelle B(z* ¢) la boule donnée par
I’observation 8.3, ’échantillonnage Echant converge vers x* si et seulement s’il
existe un rationnel t° < ¢! et un entier ng tel que l'on a t, € B(z*,€) pour tout
n > ng : il est clair que si la trajectoire converge vers x* alors cette propriété doit
étre vérifide. Réciproquement lorsqu’il existe un rationnel t° < ¢! et un entier ny
tel que l'on ait ¢, € B(z*, €) pour tout n > ng, on déduit que I’échantillonnage
ne peut converger que vers un point de B(z*, €), qui ne peut étre que le point z*
puisque ’échantillonnage est de dimension 2k + 3 et puisque x* est le seul point
de dimension locale d = 2k + 3 dans B(x*¢). O

Du théoreme 7.7 du chapitre précédent nous déduisons :

Corollaire 8.11 Les langages semi-reconnus par les systemes DCPM de dimen-
sion d sont exactement les langages de

- Yk pourd=2k+3, k> 0.

— Ykyq pourd =2k +4, k> 0.
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Conclusion

Dans cette these, nous avons présenté une étude de la complexité algorith-
mique des systemes dynamiques a espace continu. Nous nous sommes particu-
lierement intéressés aux classes suivantes de systemes dynamiques : les systemes
affines par morceaux, les systemes linéaires commutés, les réseaux de neurones et
les systemes a dérivée constante par morceaux (DCPM). Apres avoir introduit
formellement chacune de ces classes, nous avons caractérisé les propriétés qui
permettent de garantir I'existence et 1'unicité des trajectoires dans un systeme
DCPM. Cette caractérisation, nouvelle a notre connaissance, permet de légitimer
formellement les systemes DCPM tels que proposés dans [9].

Nous nous sommes ensuite intéressés a la décidabilité de la vérification auto-
matique de propriétés pour les systemes dynamiques. Lorsque nous avons débuté
ce travail, il était connu que ces systemes pouvaient simuler les machines de Tu-
ring [9, 45, 60, 61, 80]. Par conséquent, il était clair que toute propriété locale
de ces systemes, comme les propriétés d’atteignabilité, était indécidable pour ces
systemes. Toutefois, la décidabilité de propriétés globales comme les propriétés
de stabilité était une question ouverte, mentionnée a plusieurs reprises dans la
littérature : voir [12, 83]. Dans cette these, nous avons répondu a cette question
en prouvant que l'on ne peut pas décider la stabilité des systemes dynamiques.
Plus précisément, nous avons proposé trois formulations possibles de la stabi-
lité (mortalité, stabilité globale et stabilité globale asymptotique), et nous avons
prouvé, que pour chacune de ces notions, il n’est pas possible de décider si un
systeme dynamique affine par morceaux ou un réseau de neurones est stable.

Nous avons ensuite étudié la frontiere entre décidabilité et indécidabilité pour
les systemes dynamiques de basses dimensions, en présentant une synthese des
résultats connus a ce jour. Nous avons mis en évidence que la décidabilité du
probleme de I'atteignabilité pour les systemes affines par morceaux de dimension
1, de la controlabilité pour les systemes linéaires commutés de dimension 2, ou
de la stabilité pour les systemes affines par morceaux continus (resp. discontinus)
de dimension 2 et 3 (resp. 1) est une question ouverte. Nous avons en particulier
développé plus longuement le probleme de la contrélabilité des systemes linéaires
commutés de dimension 2 : nous avons prouvé que ce probleme est exactement
le probléeme de la mortalité des matrices 2 x 2, probleme qui est ouvert depuis de
nombreuses années [75]. Nous avons dressé un panorama des résultats connus sur
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ce probléeme et proposé quelques extensions : nous avons prouvé que le probleme
de la mortalité pour 9 matrices 3 X 3 ou pour 2 matrices 27 x 27 est indécidable, et
que le nombre de matrices rendant le probleme de la mortalité pour les matrices
3 x 3 indécidable se relie au nombre de regles rendant le probleme de la correspon-
dance de Post indécidable. Nous avons prouvé 'indécidabilité dans le modele de
Blum Shub et Smale du probleme pour les matrices réelles 2 x 2, et la décidabilité
du probleme pour 2 matrices 2 X 2 pour la calculabilité classique. Par conséquent,
nous avons prouvé que le probleme de la mortalité pour les matrices 2 X 2 ne peut
étre résolu en utilisant uniquement des opérations arithmétiques, et donc releve
de la théorie des nombres. Nous avons ensuite souligné la difficulté de ce probleme
en prouvant qu’il est équivalent a d’autres problemes mentionnés comme ouverts
dans la littérature, comme le probleme de I’égalité des coefficients étudié par [48],
ou le probleme du zéro en haut dans un coin étudié par [29, 54]. Nous 'avons en
outre relié au probleme de I'atteignabilité pour les systemes affines par morceaux
de dimension 1.

Motivés par le fait que la plupart des méthodes algorithmiques de vérifica-
tion manipulent des polyedres, nous avons étudié la représentation des polyedres
orthogonaux et temporisés par leurs sommets.

Nous avons proposé trois représentations des polyedres orthogonaux : repré-
sentation par les couleurs, représentation par les voisinages, et représentation par
les sommets extrémes. Nous avons prouvé la validité de ces représentations pour
les polyedres convexes et non-convexes de dimension quelconque. En particulier,
notre représentation par les sommets extrémes est une extension a la dimension
quelconque de la représentation proposée par Aguilera et Ayala dans [1, 2, 3]
pour les dimensions 1, 2 et 3. Nous avons prouvé que, lorsque la dimension d
est fixée, et lorsque n est le nombre de sommets, on peut déterminer la couleur
d’un point en temps O(n?) pour la représentation par les couleurs et en temps
O(nlogn) pour les deux autres représentations. Nous avons en outre proposé des
algorithmes pour réaliser les opérations spécifiques requises par les algorithmes
de vérification : comparaisons entre polyedres, détections des faces d’un polyedre,
opérations booléennes entre polyedres.

Nous avons ensuite généralisé ces représentations aux polyedres temporisés.
Nous avons proposé deux représentations : la représentation par les simplexes de
la boite et la représentation par les simplexes du voisinages. Nous avons prouvé
que ces représentations, valides pour les polyedres convexes et non-convexes de
dimension quelconque, permettent, lorsque la dimension d est fixée, et lorsque n
est le nombre de sommets du polyedre, de déterminer la couleur d’un point en
temps O(n?) pour la représentation par les simplexes de la boite, et en temps
O(nlogn) pour la représentation par les simplexes du voisinage. Nous avons en-
suite esquissé des algorithmes pour réaliser les opérations spécifiques requises par
les algorithmes de vérification sur ces polyedres : comparaisons entre polyedres,
opérations “passage du temps”, opérations booléennes entre polyedres.

Nous nous sommes ensuite intéressés a l’étude de la puissance de calcul des
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modeles a temps continu, par 'intermédiaire d'une caractérisation de la puissance
de calcul des systemes a dérivée constante par morceaux. Nous avons caractérisé
la puissance de calcul des systemes a dérivée constante par morceaux de dimension
d comme X lorsque d = 2k 4+ 3,k > 0, et X%, lorsque d = 2k + 4,k > 0.

Cherchons maintenant a interpréter tous ces résultats : du point de vue de
la vérification, nos résultats, exception faite des résultats des chapitres 5 et 6,
sont essentiellement négatifs. En effet, nos résultats impliquent que la vérifica-
tion de la plupart des propriétés des systemes dynamiques mene a des problemes
indécidables, méme pour des systemes de tres basses dimensions. Par exemple,
il n’est pas possible de décider si un systeme affine par morceaux est stable,
méme en dimension 2. En outre, nos résultats montrent que ces problemes indé-
cidables sont relativement hauts dans les hiérarchies arithmétiques et hyperarith-
métiques : la vérification de propriétés pour un systeme a dérivée constante par
morceaux de dimension d est X x-complet si d = 2k + 3,k > 0, et X -complet
sid=2k+ 4,k > 0. Autrement dit, par exemple, vérifier une propriété d’un
systeme a dérivée constante par morceaux de dimension 5 est plus difficile que de
vérifier la satisfaction d’une formule arithmétique arbitraire, ou encore, vérifier
une proprié¢té d'un systeme a dérivée constante par morceaux de dimension 4 ne
peut étre résolu par aucun algorithme ni méme par aucun semi-algorithme.

D’un point de vue plus pratique, nous avons proposé des représentations des
polyedres orthogonaux et temporisés qui doivent permettre des implémentations
efficaces des méthodes algorithmiques de vérification.

Du point de vue des modeles réels, nos résultats contribuent a mettre en
évidence la non-trivialité des propriétés calculatoires des systemes dynamiques
et hybrides. Les résultats du chapitre 3 prouvent que les systemes dynamiques
ont une puissance supérieure au calculable. Les résultats du chapitre 4 prouvent
que cela reste vrai méme pour des systemes de tres basses dimensions, et que la
question de savoir si cela est le cas pour les dimensions 1 ou 2 est un probleme
tres difficile. Enfin, les résultats des chapitres 7 et 8 ont permis d’obtenir, pour
la premiere fois a notre connaissance, une comparaison entre la puissance de
calcul des modeles a temps continu et la puissance des machines de Turing. En
I’occurrence, nous avons caractérisé la puissance de calcul des systemes a dérivée
constante par morceaux comme 2 en dimension d = 2k+ 3,k > 0, et X x| en
dimension d = 2k + 4,k > 0.

Il serait important de poursuivre nos travaux de différentes fagons : notre
preuve de l'indécidabilité des problemes de la stabilité posent les questions sui-
vantes : les problemes de la stabilité sont-ils indécidables pour les réseaux de
neurones de dimension fixée? Les problemes de la stabilité sont-ils indécidables
pour des réseaux de neurones dont les matrices ne contiennent que des coeffi-
cients dans {—1,0,1} 7 Nos preuves utilisent 1’équivalence des problemes de la
mortalité, de la stabilité globale et de la stabilité globale asymptotique pour les
systemes construits dans nos réductions. Pour quelles classes de matrices ce cas
se produit-il 7
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Au niveau de I’étude de la décidabilité de la vérification de propriétés pour les
systemes de basses dimensions, il pourrait étre intéressant de poursuivre I'étude
des liens qui existent entre les différents problemes. En particulier, existe-t’il un
lien entre le probleme de la stabilité en dimension 1 pour les systemes affines par
morceaux et le probleme de la mortalité pour les matrices 2 x 27

Pour les représentations des polyedres orthogonaux, il reste bien entendu a
insérer dans les outils de [33] les algorithmes proposés, actuellement utilisables
uniquement dans une application jouet qui manipule des polyedres aléatoires.
Il reste aussi a évaluer en pratique la pertinence de ces représentations sur des
exemples réels de vérification.

Pour les polyedres temporisés, il reste, la aussi bien entendu, a implémenter
les algorithmes. Toutefois, nous ne sommes pas encore totalement convaincus
qu’il n’est pas possible de construire une représentation qui soit le pendant de la
représentation par les sommets extrémes pour les polyedres orthogonaux. Peut-on
construire une telle représentation ?

En ce qui concerne notre étude de la puissance de calcul des systemes a dé-
rivée constante par morceaux, nous pensons qu’il est peut étre envisageable de
construire une théorie de la récursivité pour les fonctions DCPM-calculables simi-
laire a celle qui existe pour les fonctions récursives : il est connu que les fonctions
récursives sont les fonctions engendrées par composition, récursion primitive, et
mu-récursion a partir des fonctions de base [64, 68|. En effet, le chapitre 7 construit
des fonctions DCPM-calculables en utilisant uniquement des compositions, des
définitions par cas, des homogénéisations a partir de certaines fonctions de base
affines et le chapitre 8 semble prouver que toute fonction DCPM-calculable est de
ce type. Une telle théorie de la récursivité permettrait de relier nos résultats a la
théorie proposée par Moore dans [62]. Pour atteindre ce but, une autre solution
peut étre d’étudier le lien qui existe entre les constructions que nous utilisons
pour contracter un nombre transfini d’étapes discretes en un temps borné et
celles utilisées par Moore pour contracter un calcul continu en un temps borné :
voir [62]. L’intérét serait d’obtenir a long terme une théorie générale des calculs
a temps continu qui engloberait toutes les machines “raisonnables” de calcul a
temps continu.
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