Chapitre 3

Théorie des calculs pour les systemes
a temps continu

Ce chapitre correspond & une traduction (avec une légere adaptation) d’un chapitre d’un livre, signé en
collaboration avec Manuel Campagnolo, qui paraitra chez Springer Verlag “New Computational Paradigms”.
Il s’agit d’un survol, issu de nombreuses discussions et d’échanges de points de vue avec Manuel, sur la théorie
des calculs pour les systemes a temps continu.

Nous présentons les théories des calculs des systéemes a temps continu. Ces théories permettent a la fois
de comprendre la difficulté des questions relatives aux systéemes dynamiques a temps continu, et a la fois de
comprendre la puissance des modeles analogiques a temps continu.

Nous résumons les résultats obtenus a ce jour, avec de nombreux pointeurs sur la littérature.

3.1 Introduction

Comme nous 'avons vu dans les chapitres 1 et 2, les systémes dynamiques a temps continu apparaissent
immédiatement des que l'on tente de modéliser des systemes qui évoluent sur un espace continu avec un
temps continu. Ils peuvent méme apparaitre comme la description naturelle de systemes a espace ou a temps
discret. C’est une approche courante dans des domaines comme la biologie, la physique ou la chimie, oli une
grande population d’agents (comme des molécules ou des individus) est abstraite en des quantités réelles,
qui peuvent étre des proportions ou des données thermodynamiques [Hirsch et al., 2003], [Murray, 2002].

Il y a plusieurs approches qui ont mené a des théories pour les calculs a temps continu. Nous allons explorer
en profondeur deux approches. La premiere, que nous nommerons inspirée par les machines analogiques a
temps continu, possede ses racines dans les modeles de machines analogiques naturelles ou artificielles. La
seconde, que nous nommerons inspirée par les théories des systémes a temps continu, est d’un spectre plus
large. Elle est issue de la recherche sur les systemes a temps continu d’un point de vue de la calculabilité ou de
la complexité. Les systemes hybrides, les automates temporisés, ou les résultats de I’analyse récursive a propos
de la calculabilité des solutions d’équations différentielles en sont par exemple des sources d’inspiration.

Un large domaine de problemes reliés aux théories des calculs a temps continu est couvert par ces
deux approches, dans des domaines comme la vérification (voir par exemple [Asarin et al., 1995]), la théo-
rie du controle (voir par exemple [Branicky, 1995b]), la conception de circuits intégrés (voir par exemple
[Mills et al., 2005]), les réseaux de neurones (voir par exemple [Orponen, 1997]) ou la théorie des calculs sur
les réels (voir par exemple [Moore, 1996]).

A ses débuts, la théorie des calculs a temps continu se focalisait principalement sur les machines ana-
logiques. Déterminer quels systémes peuvent réellement étres considérés comme des modeles de calculs est
une question passionnante et intrigante, reliée la question philosophique de ce qu’est ou ce que n’est pas une
machine programmable, ce qui en dehors du cadre de ce chapitre.



Néanmoins, une bonne part des toutes premieres machines construites sont considérées comme des ma-
chines analogiques programmables. Cela inclut le célebre Differential Analyser, construit pour la premiere
fois sous la supervision de Vannevar Bush au MIT en 1931 [Bush, 1931], mais aussi le Finance Phalograph
de Bill Phillips, et en dans un certain sens le planimetre d’Hermann en 1814, la Pascaline de Pascal en 1642,
et méme le mécanisme d’Anticytheére de -87 avant JC : voir [Coward, 2006]. Les modeles de calculs & temps
continu incluent aussi les réseaux de neurones formels, et plus généralement les systeémes qui peuvent étres
construits en utilisant de ’électronique analogique. Puisque les modeles continus apparaissent dés que 1’on
cherche a modéliser des grandes populations, nous pouvons spéculer qu’ils joueront un réle prédominant
comme modeles des systémes massivement paralleles comme 1'Internet [Papadimitriou, 2001] dans Pavenir :
voir aussi le chapitre 2.

Le premier vrai modeéle d’une machine & temps continu universelle est dii & Shannon [Shannon, 1941],
qui I'a introduite comme un modeéle du Differential Analyzer. Les années 50 et 60 ont donné lieu a la
naissance d’une littérature importante sur la programmation de telles machines'. Il y a aussi une littérature
relativement importante sur comment utiliser ces machines analogiques pour la résolution de problemes
discrets ou continus : voir par exemple [Vergis et al., 1986] et ses références. Cependant, la plupart de cette
littérature est maintenant relativement peu pertinente, étant donnés les développements actuels de notre
compréhension de la complexité et de la calculabilité.

La recherche sur les réseaux de neurones artificiels, bien qu’a ce jour essentiellement tournée vers les
modeles a temps discret, a entrainé un changement de perspective, en raison des nombreuses relations
établies avec les concepts modernes de la théorie de la calculabilité ou de la complexité [Orponen, 1997],
[Orponen, 1994]. Une autre ligne de travaux a été motivée par les systémes hybrides, en relation avec des ques-
tions sur la difficulté de leur vérification ou de leur théorie du contréle : voir par exemple [Branicky, 1995b],
[Asarin et al., 1995].

Les années récentes ont aussi vu un intérét pour d’autres alternatives aux machines digitales classiques.
Cela inclut les modeles a espace continu et a temps discret comme les réseaux de neurones artificiels
[Orponen, 1997], les modeles optiques [Woods and Naughton, 2005], les machines basées sur des signaux
[Durand-Lose, 2005] et le modele de Blum Shub et Smale [Blum et al., 1998]. Plus généralement, cela in-
clue les modeles non classiques et plus ou moins réalistes ou futuristes comme les modeles d’automates
cellulaires exotiques [Grigorieff and Margenstern, 2004], les calculs moléculaires ou naturels [Head, 1987],
[Adleman, 1994], [Lipton, 1995], [Paun, 2002], les calculs par trous noirs [Hogarth, 1992], les calculs quan-
tiques [Deutsch, 1985], [Gruska, 1997], [Shor, 1994], [Kieu, 2004].

Dans un sens, les modeles a temps discret sont relativement bien connus et compris grace a la these
de Church, qui affirme que tous les modeles raisonnables suffisamment puissant sont équivalents. Pour les
systemes a temps continu, la situation est loin d’étre aussi claire, et il n’y a pas eu autant d’efforts pour
tenter d’unifier les concepts, bien que certains résultats récents établissent 1’équivalence entre des modeles
apparemment distincts [Graga and Costa, 2003], [Graga, 2004], [Graga et al., 2005], et [Bournez et al., 2006],
et laissent envisager qu’une théorie unifiée des calculs a temps continu est possible dans le futur.

Ce texte peut étre considéré comme une mise a jour du survol de Orponen en 1997 [Orponen, 1997].
Comme I’écrit Orponen a la fin de son introduction, nous pouvons toujours dire que l'effet de 'imprécision
ou du bruit sur les calculs analogiques est loin d’étre compris, et qu'une théorie de la complexité robuste pour
les modeles a temps continu a toujours a étre réellement inventée. Cependant, nous le verrons, de nombreux
progres ont été obtenus dans ces directions dans la derniere décade.

Ce chapitre est organisé comme suit. Dans la section 3.2, nous rappelons les modeles & temps continu
principaux. Dans les sections 3.3 et 3.4, nous discutons respectivement de la calculabilité et de la complexité
des calculs a temps continu. Dans ces sections, nous nous focalisons principalement sur les systémes & temps
continu. Dans la section 3.5, nous nous intéressons aux effets des imprécisions et du bruit sur les calculs
analogiques. Finalement, la section 3.6, est une conclusion avec des pistes et des directions pour des recherches
futures dans le domaine des calculs a temps continu.

IVoir par exemple le tres instructif Analog Computer Museum de Doug Coward sur Internet [Coward, 2006], et toute sa
bibliographie. Observons que cette littérature réveéle un art relativement oublié de la programmation des machines & temps
continu, qui n’a rien & envier a la programmation actuelle



3.2 Modeles a temps continu

Avec a lesprit une perspective historique, nous soulignons dans cette section plusieurs classes majeures
de modeles a temps continu qui ont mené a des intéréts pour ce domaine de recherche. Ces modeles illustrent
aussi des concepts comme les dynamiques continues, ou les entrées et les sorties.

3.2.1 Modeles inspirés par des machines analogiques
Le General Purpose Analog Computer de Shannon

La machine a temps continu probablement la plus connue est le Differential Analyzer, construit au MIT
pour la premiere fois sous la supervision de Vannevar Bush [Bush, 1931] en 1931. L’idée d’assembler des
périphériques réalisant des intégrations pour résoudre des équations différentielles peut étre attribuée a
Lord Kelvin en 1876 [Thomson, 1876]. Des machines mécaniques?, et plus tard des Differential Analyzer
électroniques ont été intensivement utilisés pour résoudre différentes équations différentielles provenant de
problémes d’ingénierie : voir par exemple [Bowles, 1996], ou plus généralement [Williams, 1996] pour des
comptes-rendus historiques. A partir des années 1960, et I'invention du transistor, les analyseurs différentiels
ont été progressivement écartés en faveur de la technologie digitale.

La premiere étude théorique des capacités de calcul des machines universelles & temps continu est due
& Shannon. Shannon a proposé en 1941 [Shannon, 1941] le General Purpose Analog Computer (GPAC)
comme un modele théorique du Differential Analyzer de Vannevar Bush. Le modele raffiné ensuite dans la
série d’articles [Pour-El, 1974], [Lipshitz and Rubel, 1987], [Graga and Costa, 2003], [Graga, 2004], consiste
simplement en des familles de circuits construits & partir des unités de base de la figure 3.1. En général, tous les
types d’interconnexions ne sont pas autorisés, puisque cela conduirait a des comportements indésirables : par
exemple, & des sorties non uniques. Pour plus de détails et de discussions, se référer a [Graga and Costa, 2003]
et [Graga, 2002].
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F1G. 3.1 — Les éléments de base d’'un GPAC.

Shannon, dans son article original, mentionne déja que les GPAC sait générer les polynomes, la fonc-
tion exponentielle, les fonctions trigonométriques, et leurs inverses. Plus généralement, Shannon prétend
dans [Shannon, 1941] qu’une fonction est générée par un GPAC si et seulement si elle est différentiellement
algébrique, c’est-a-dire si elle satisfait une équation différentielle algébrique de la forme

p (t,y, Y, y(")> =0,

ou p est un polynéme non nul en toutes ses variables. Par conséquent, si I’on note que la fonction Gamma
[(z) = [;°t* ‘e~'dt ou la fonction Zeta de Riemann ((x) = "3 7= n’est pas différentiellement algébrique
[Rubel, 1989], il en suit que la fonction Gamma et la fonction Zeta sont des exemples de fonctions qui ne
peuvent pas étres générées par un GPAC.

2Et aussi en MECANO : voir [Bowles, 1996].



Cependant, la preuve de Shannon qui relie les fonctions générées par un GPAC avec les fonctions
différentiellement algébriques est incompléte (comme montré et partiellement corrigé par [Pour-El, 1974],
[Lipshitz and Rubel, 1987]). Pour la classe de GPAC plus robuste considérée dans [Graga and Costa, 2003],
la propriété plus forte suivante est vérifiée : une fonction scalaire f : R — R est générée par un GPAC si et
seulement si elle est composante d’une solution d’un systéme y’ = p(t,y) ou p est un vecteur de polynémes
(elle est projection d’une solution d’un probleme de Cauchy polynomial selon la terminologie du chapitre 1).
Une fonction f: R — R” est dite générée par un GPAC si et seulement si ses composantes le sont.

La fonction I' est en fait bien calculable par un GPAC, si une notion de calcul inspirée par celle qui
est présente en analyse récursive est considérée [Graga, 2004]. Les fonctions GPAC calculables dans ce sens
correspondent précisément aux fonctions calculables sur les réels : voir [Bournez et al., 2006] ou le chapitre
4.

D’autres extensions du modele original de GPAC de Shannon ont été considérées : en particulier Ru-
bel a considéré dans [Rubel, 1993] le Extended Analog Computer (EAC), ou des opérations pour résoudre
des probléemes aux bornes, ou pour prendre certaines limites infinies, ont été ajoutées. Nous renvoyons a
[Mills, 1995] et & [Mills et al., 2005] pour la description d’implémentations électroniques du EAC de Rubel.

n=ys & u0)=
I J vs ys=-y & y3(0) =

t [
=

Fia. 3.2 — Génération de cos et sin par un GPAC : la version circuit est a gauche, et la version équation
différentielle a droite. On a y; = cos, Yy = sin, y3 = —sin.

Plus généralement, une discussion des circuits analogiques constitués de blocs élémentaires a été présentée
récemment dans [Tucker and Zucker, 2007]. Cet article montre que la spécification équationnelle de tels
circuits, ainsi que leur sémantique, peuvent étre données en termes de points fixes d’opérateurs sur I’espace
des flots continus. Avec de bonnes hypothéses, ces opérateurs sont contractants et une extension du théoreme
du point fixe de Banach pour les espaces métriques permet de garantir I'existence et I'unicité du point fixe.
En outre, ce point fixe peut étre prouvé continu et concrétement calculable lorsque les blocs élémentaires le
sont.

Modeles de réseaux de Hopfield

Un autre modele a temps continu bien connu est le modele de réseaux de neurones artificiels proposé
par John Hopfield en 1984 dans [Hopfield, 1984], qui peut s’implémenter avec des composants électroniques
simples [Hopfield, 1984], ou par des périphériques optiques [Stoll and Lee, 1988].

Un réseau symétrique de Hopfield est constitué d’un nombre fini, disons n d’unités de calcul simple, ou
neurones. L’architecture du réseau est donnée par un réseau (non orienté) dont les noeuds sont les neurones,
et dont les arétes sont étiquetées par des poids, les poids synaptiques. On peut supposer le graphe complet
en remplagant I’absence d’une connexion par une aréte de poids nul.

L’état de chaque neurone 4 au temps ¢ est donné par une valeur réelle u;(t). En partant d’un certain état
initial uy € R”, la dynamique globale du réseau est définie par un systeme d’équations différentielles

C’iu;(t) = ZWL]'VJ‘ - Uz/Rz + Ii,
J

ou V; = o(u;), o est une fonction saturante telle que o(u) = atanu + 3, W; ; = W;; est le poids de l'aréte
entre i et j, et C;, I;, R; sont des constantes [Hopfield, 1984].
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Hopfield a montré dans [Hopfield, 1984], par un argument de fonction de Lyapunov, que de tels systémes
sont globalement asymptotiquement stables, i.e. de n’importe quel état initial, le systéme converge vers un
état stable. En effet, si 'on considére par exemple la fonction énergie [Hopfield, 1984]

Vi
E= _% SN Wi+ R%/o o (V)dV + > LV,
j i v i

%

La fonction E est bornée et sa dérivée est négative. Par conséquent, ’évolution de ’état global du systeme
est un déplacement dans 'espace des états & la recherche d’un minimum (qui peut étre local) de E.

Ce comportement de convergence a été exploité par Hopfield pour de nombreuses applications, telles que
des mémoires associatives, ou pour résoudre certains problemes de décision comme le probleme du voyageur
de commerce [Hopfield, 1984], [Hopfield and Tank, 1985].

De tels réseaux sont en fait appelés réseaux de Hopfield en raison de leur analogie avec la version discrete
du modele introduite par le méme auteur plus tot. Cependant, la convergence de la dynamique continue
peut aussi étre vue comme une conséquence des résultats antérieurs de [Cohen and Grossberg, 1983] qui
s’appliquent a des classes plus générales de systéemes dynamiques.

Une borne inférieure exponentielle sur le temps de convergence des réseaux de Hopfield a temps continu
en fonction de leur dimension a été obtenue dans [Sima and Orponen, 2003a]. De tels réseaux symétriques
a temps continus peuvent simuler tout réseau de neurone récurrent a temps discret a états binaires, comme
cela a été prouvé dans [Orponen and Sima, 2000], [Sfma and Orponen, 2003b].

Réseaux de neurones a décharges

Selon [Maass, 1997b], si l'on classifie les modeles de réseaux de neurones artificiels en fonction de leur
fonction d’activation et leur dynamique, on peut considérer qu’il y a trois générations. La premiere gé-
nération, avec des fonctions d’activation discontinues, inclue les perceptrons multicouches, les réseaux de
Hopfield symétriques & temps discret, et les machines de Boltzmann (voir par exemple [Abdi, 1994] pour
une introduction & tous ces modeles). Dans cette génération, les sorties sont digitales. La seconde génération
n’utilise pas des fonctions a seuil pour calculer les sorties, mais des fonctions d’activation continues. Elle
inclut les réseaux de neurones sigmoidaux récurrents, ou les réseaux de fonctions a bases radiales, ou encore
les réseaux de Hopfield a temps continu. Maintenant, les entrées et les sorties deviennent analogiques. La
troisiéme génération, qui augmente encore le niveau de réalisme biologique [Maass and Bishop, 1998], est
basée sur des neurones a décharges, et encode ses variables dans des différences temporelles entre pulsations.
Cette troisieme génération peut exhiber des dynamiques a temps continu.

Parmi les modeles mathématiques des neurones a décharges, les propriétés calculatoires du modele qui
suit ont été relativement bien étudiées. Un réseau de neurones & décharges est donné par un graphe orienté
fini. A chaque noeud v (neurone) du graphe est associée une fonction 4 seuil 6, : R — RU{oo}, et & chaque
aréte (u,v) (synapse) est associée une fonction de réponse €, , : Rt — R et une fonction de poids wy, .

Pour un neurone v qui n’est pas un neurone d’entrée, on définit son ensemble F,, de temps de décharges
récursivement. Le premier élément de F, est inf{t|P,(t) > 6,(0)}, et pour tout s € F,, le prochain plus
grand élément de F, est inf{t|t > s and P,(t) > 6,(t — s)} ou

Po) =0+ > wyu(s)euslt—s).

u seF,,s<t

Le 0 ci-dessus, ici pour garantir que P, est bien défini méme si F, = () pour tout u avec w, , # 0, peut étre
remplacé par une fonction de biais. Des hypotheses inspirées par la biologie meénent & des restrictions sur les
fonctions de réponses et de biais autorisées : voir [Maass, 1997b], [Maass, 1999], [Natschldger and Maass, 2002],
ou [Maass, 2002], [Maass, 2003], pour des discussions sur le modele.

L’étude de la puissance de calculs de tels réseaux a été initiée par [Maass, 1996a] selon plusieurs variantes.
Des extensions bruitées du modele ont été considérées dans [Maass, 1996b], [Maass, 1997a], ou encore dans
Particle [Maass and Natschliger, 2000]. Un apergu des résultats de complexité obtenus peut étre trouvé dans



le survol [Sima and Orponen, 2003c]. Des restrictions motivées par 'implémentation matérielle des réseaux
ont aussi été étudiées dans [Maass and Ruf, 1999].

Fonctions R-récursives

Moore a proposé dans [Moore, 1996] une théorie des fonctions récursives, définie en analogie avec la
théorie de la récursivité classique, et qui correspond a un ordinateur conceptuel analogique en temps continu.
Comme nous le verrons, ce modele a temps continu a en particulier la capacité de résoudre des équations
différentielles, de facon similaire & un intégrateur analogique idéal dans un GPAC. Une discussion générale
des discussions derriere la théorie des fonctions R-récursives peut étre trouvée dans [Mycka and Costa, 2005].

Une algebre de fonctions
[Bl, BQ, eeey 017 OQ, ]

est le plus petit ensemble qui contient des fonctions de base { By, Ba, ...} et qui est clos par certaines opérations
{01, 05, ...}, qui prennent une ou plusieurs fonctions dans la classe et en crée une nouvelle. Bien que des
algebres de fonctions aient été définies dans le contexte de la théorie de la récursivité sur les entiers, et
alent été largement utilisées pour caractériser des classes de complexité ou de calculabilité [Clote, 1998], elles
permettent aussi de définir des classes de fonctions a valeurs réelles.

Les fonctions R-récursives ont été définies pour la premiere fois dans [Moore, 1996]. Elles sont données par
'algebre de fonctions M = [0, 1, U; comp, int, minim],? ot U est I’ensemble des fonctions projection U, (Z) = ;,
comp est la composition, int est une opération qui étant données les fonctions f et g retourne la solution du
probleme de Cauchy h(Z,0) = f(Z) et 9yh(Z,y) = g(Z, y, h) et minim retourne la plus petite racine p, f(Z, y)
d’une fonction f donnée. Moore considere aussi I’algebre plus faible Z = [0,1, —1, U; comp, int] et affirme son
équivalence avec la classe des fonctions unaires générées par GPAC [Moore, 1996].

Beaucoup d’ensembles non-récursivement énumeérables sont R-récursifs. Puisque minim est 'opération
dans M qui donne lieu a des fonctions non-calculables, une question naturelle est de savoir si minim peut se
remplacer par une autre opération de I'analyse mathématique. Cela a été fait dans [Mycka and Costa, 2004]
ol minim est remplacé par ’opération lim, qui retourne la limite en 'infini des fonctions de 'algebre. Ces au-
teurs stratifient [0, 1, —1, U; comp, int, lim] selon le nombre d’opérateur (n) utilisé dans les limites imbriquées,
et relie la n-hiérarchie résultante avec les hiérarchies arithmétiques et analytiques. Dans [Loff et al., 2007a],
il est prouvé que la n-hiérarchie ne s’effondre pas (voir aussi [Loff, 2007]), ce qui implique que les limites
infinies et les intégrations du premier ordre ne sont pas des opérations interchangeables [Loff et al., 2007b].

L’algebre Z contient seulement des fonctions analytiques et n’est pas close par itération, comme prouvé
dans [Campagnolo et al., 2000]. Cependant, si une extension 6 réelle suffisemment lisse de la fonction de
Heaviside est incluse parmi les fonctions de base de Z, alors Z + 6 contient des extensions aux réels de toutes
les fonctions primitives récursives.

La cloture des fragments de Z + 6 = [0,1,—1,0,U;comp,int] par des opérations comme les produits
bornés, les sommes bornées et des récursions bornées, a été étudiée dans la these [Campagnolo, 2001] ainsi
que dans les articles [Campagnolo et al., 2002], [Campagnolo, 2002], [Campagnolo, 2004].

En particulier, plusieurs auteurs ont étudié lalgebre de fonctions £ = [0,1,—1,7,6,U; comp,Ll] ol
Popérateur LI est seulement capable de résoudre des équations différenielles linéaires (i.e., il restreint int
au cas Oyh(Z,y) = g(Z,y) h(Z,y)). La classe £ contient des extensions aux réels de toutes les fonctions
élémentaires, [Campagnolo et al., 2002].

Plutot que de se demander quelles fonctions sur N possedent des extensions a R dans une algebre de
fonctions donnée, Bournez et Hainry considerent les classes de fonctions sur R calculables en analyse récur-
sive, et les caractérisent precisément en termes d’algebres de fonctions. Cela a été fait pour les fonctions
élémentairement calculables dans [Bournez and Hainry, 2005], qui sont caractérisées comme L clos par un
schéma limite restreint. Cela a été étendu pour obtenir une caractérisation de la classe complete des fonctions
calculables sur les réels [Bournez and Hainry, 2006], en ajoutant un schéma de minimisation restreint. Ces

3Nous considérons que I’opérateur int préserve analycité (voir [Campagnolo et al., 2000], [Campagnolo, 2002]).
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résultats fournissent des caractérisations syntaxiques des fonctions calculables dans le cadre continu, ce qui
est nettement plus naturel que les machines de Turing d’ordre supérieur de I’analyse récursive.

Une approche plus générale pour la complexité structurelle des classes réelles récursives, développée dans
[Campagnolo and Ojakian, 2007], est basée sur la notion d’approximation. Cette notion a été utilisée pour
étendre des des résultats de complexité de N vers R, et en particulier pour caractériser L.

D’une fagon assez surprenante, tous ces résultats indiquent que des modeles distincts de calculs sur les
réels (analyse récursive, et fonctions réelles récursives) peuvent se relier de fagon élégante.

3.2.2 Modeles inspirés par les théories de systemes a temps continu
Systémes hybrides

Un nombre croissant de systéemes démontrent une certaine combinaison de comportements continus et
discrets. L’investigation de ces systémes a donné lieu a des nouveaux résultats en rapport avec la théorie des
calculs a temps continu.

De nombreux modeles existent (voir par exemple la série de colloques Hybrid Systems Computation and
Control ou la tentative de comparaison des modéles de [Branicky, 1995a]), mais on peut dire que les systémes
hybrides? sont essentiellement modélisés soit comme des équations différentielles avec des membres droits
discontinus, ou par des équations différentielles avec des variables continues et discretes, ou par des automates
hybrides. Un automate hybride est un automate d’états finis étendu avec des variables. Son évolution est
donnée par des transitions discrétes gardées entre les états (places) de automate, qui peuvent remettre & zéro
certaines variables, et par la dynamique d’évolution de chacune des variables dans les places. Les propriétés
typiques des systemes hybrides qui sont considérées dans la littérature sont les propriétés d’atteignabilité,
de stabilité ou de controlabilité.

En relation avec I’approche par des équations différentielles, Branicky a prouvé dans [Branicky, 1995b]
que tout modele de systéeme hybride qui peut implémenter une horloge et les équations différentielles géné-
riques peut simuler les machines de Turing. Asarin, Maler et Pnueli ont montré dans [Asarin et al., 1995] que
les équations différentielles constantes par morceaux peuvent simuler les machines de Turing dans R3, alors
que le probleme de l'atteignabilité pour ces systémes est décidable en dimension d < 2 [Asarin et al., 1995].
Les équations différentielles constantes par morceaux, comme beaucoup de modeles de systémes hybrides,
font montre de ce que 'on appelle le phénomene de Zénon : un nombre non-fini de transitions discretes peut
avoir lieu en temps fini. Cela a été utilisé dans [Asarin and Maler, 1998] pour prouver que les ensembles
arithmétiques peuvent étres reconnus en temps fini par ces systemes. Leur puissance de calculs exacte a
été caractérisée en termes de leurs dimensions dans [Bournez, 1999a] et dans [Bournez, 1999b]. Les argu-
ments de [Asarin et al., 1995] basés sur le théoreme de Jordan pour prouver la décidabilité des équations
différentielles constantes par morceaux planaires ont été généralisés pour prouver la décidabilité des équa-
tions polynomiales planaires [Ceraens and Viksna, 1996] et des systémes d’inclusions différentielles planaires
[Asarin et al., 2001].

Il y a une littérature importante & propos de ’approche de modélisation par automates hybrides visant a
déterminer la frontiere entre décidabilité et non-décidabilité pour les propriétés d’atteignabilité, en fonction
des types de dynamiques, des gardes et des remises a zéros autorisées. Les propriétés d’atteignabilité sont
connues pour étres décidables pour les automates temporisés [Alur and Dill, 1990]. Cela a été généralisé
par la suite aux automates multitaux [Alur et al., 1995], & des classes spécifiques d’automates temporisés
mise & jour [Bouyer et al., 2000a], [Bouyer et al., 2000b], ou encore aux automates rectangulaires initialisés
dans [Henzinger et al., 1998], [Puri and Varaiya, 1994], & chaque fois en utilisant un argument basé sur une
bissimulation finie, similaire dans esprit & celui de [Alur and Dill, 1990]. Il y a une multitude de résul-
tats d’indécidabilité, la plupart se basant sur la simulation de machines a deux compteur de Minsky. Par
exemple, le probleme de I'atteignabilité est semi-décidable mais non-décidable pour les automates hybrides
linéaires [Alur et al., 1995], [Nicollin et al., 1993]. Le méme probléme est connu pour étre indécidable pour

4“Hybride” est ici en référence au fait que les systémes mélangent des évolutions discréetes et continues. Cela différe de la
littérature historique sur les calculs analogiques, ou “hybride” fait souvent référence aux machines qui mélangent des composants
analogiques et digitaux.



les automates rectangulaires avec au moins 5 horloges et une variable & deux taux [Henzinger et al., 1998],
pour les automates temporisés avec deux horloges biaisées [Alur et al., 1995]. Pour des discussions, voir aussi
[Asarin and Schneider, 2002]. Se référer a [Blondel and Tsitsiklis, 1999], [Collins and van Schuppen, 2004]
ou & [Blondel and Tsitsiklis, 2000] pour d’autres propriétés que I'atteignabilité (par exemple la stabilité ou
Pobservabilité).

Les sytemes hybrides o-minimaux sont des systémes hybrides initialisés dont les ensembles et flots asso-
ciés sont définissables dans une théorie o-minimale. Ces sytémes possedent toujours des bissimulations finies
[Lafferriere and Pappas, 2000]. Cette notion et ce résultat peuvent s’étendrent & une classe plus générale de
systémes o-minimaux “non-déterministes” [Brihaye and Michaux, 2005], pour laquelle le probléme de 1’at-
teignabilité est indécidable dans le modele de Turing, ainsi que dans le modele de calculs de Blum Shub
et Smale [Brihaye, 2006]. Des bornes supérieures ont été obtenues sur la taille des bissiumations finies pour
les systemes hybrides Pfaffiens [Korovina and Vorobjov, 2004] [Korovina and Vorobjov, 2006] en utilisant les
techniques d’encodage par mots introduite dans [Brihaye and Michaux, 2005].

Théorie des automates

Il y a eu plusieurs tentatives d’étendre la théorie des automates classiques discrete au temps continu :
cela est parfois appelé le programme général de Trakhtenbrot [Trakhtenbrot, 1995].

La premiere approche est reliée aux automates temporisés qui peuvent étre vus comme des reconnaisseurs
de langages [Alur and Dill, 1994]. De nombreux problémes de décision spécifiques ont été considérés pour les
automates temporisés : voir [Alur and Madhusudan, 2004], [Tripakis, 2003], [Finkel, 2005]. Les langages tem-
porisés réguliers sont connus pour étre clos par intersection, union, renommage mais non par complémenta-
tion. Le probleme de 'appartenance, et le probleme du vide sont décidables, alors que les problemes de ’inclu-
sion et de l'universalité sont indécidables. Leur cléture par mélange a été étudiée dans [Finkel, 2006]. Plusieurs
variantes du théoréme de Kleene ont été établies dans [Asarin et al., 1997], ou encore dans [Asarin, 1998],
[Bouyer and Petit, 1999], [Asarin et al., 2002], [Bouyer and Petit, 2002], [Asarin and Dima, 2002]. Il y a eu
des tentatives d’établir des lemmes de la pompe [Beauquier, 1998]. Un survol, avec discussions et problemes
ouverts reliés & cette approche peut étre trouvé dans [Asarin, 2004].

Une théorie des automates indépendante et alternative a été développée par Trakhtenbrot et Rabinovich
[Rabinovich and Trakhtenbrot, 1997], [Trakhtenbrot, 1999], [Rabinovich, 2003]. Ici les automates ne sont pas
considérés comme des reconnaisseurs de langages, mais comme calculant des opérateurs sur des signaux. Un
signal est une fonction des réels positifs ou nuls vers un alphabet fini (’ensemble des états des canaux).
La théorie des automates est étendue au temps continu, et il est argumenté que le comportement des péri-
phériques finis est régi par les fonctions rétrospectives & mémoire finie. Elles sont prouvées insensibles a la
vitesse, i.e. indépendantes par dilatation de ’axe du temps. Des propriétés de cloture des opérateurs sur les
signaux sont établies, et la représentation des fonctions rétrospectives a mémoire finie par des diagrammes
de transitions finis (transducteurs) est discutée. Voir aussi [Francisco, 2002] pour une présentation détaillée
de la théorie de Trakhtenbrot et Rabinovich, et pour des discussions sur la représentation des fonctions
rétrospectives a mémoire finie par des circuits.

Finalement, une autre approche indépendante est considérée dans article [Ruohonen, 2004], ot une
hiérarchie dans 'esprit de celle de Chomsky est établie pour des familles d’ensembles de fonctions continues
par morceaux. Des équations différentielles, associées & des structures de mémoire spécifiques, sont utilisées
pour reconnaitre des ensembles de fonctions. Ruohonen montre que la hiérarchie résultante n’est pas triviale,
et établi des propriétés de cloture et d’inclusions entre classes.

Autres modeles de calculs

En addition aux deux grandes approches précédentes, il y a un certain nombre d’autres modeles de calculs
qui ont mené a des développements de la théorie des systéemes a temps continus.

La question de savoir si la théorie de la relativité générale d’Einstein admet des équations d’espace-temps
qui permettent & un observateur de voir une éternité en un temps fini a été répondue par 'affirmative dans
[Hogarth, 1992]. La question de savoir si cela implique qu’en principe des hyper-calculs peuvent étre effec-
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tués a été investiguée dans [Earman and Norton, 1993], [Hogarth, 1996], [Hogarth, 1994], [Hogarth, 2006],
[Etesi and Németi, 2002], [Németi and Andréka, 2006], [Németi and David, 2006], et [Welch, 2006].

Certains modeles inspirés par des machines ne sont pas clairement discrets ou analogiques. Par exemple,
la puissance des mécanismes planaires constitués de barres rigides contraintes a évoluer dans un plan et
jointes a leurs extrémités par des rivets a attiré beaucoup d’attention en Angleterre et en France dans la
fin du 19ieme siecle, et dans les années 1940 en Russie. Un théoréme attribué® a Kempke [Kempe, 1876] dit
qu’ils sont capables de calculer toutes les fonctions algébriques : voir par exemple [Artobolevskii, 1964] ou
[Svoboda, 1948].

3.3 Equations différentielles et propriétés

La plupart des modeles a temps continu décrits plus haut ont une dynamique continue décrite par des
équations différentielles. Dans le GPAC de Shannon et dans les réseaux de Hopfield, 'entrée d’un calcul
correspond a la condition initiale, alors que la sortie est respectivement, ’évolution temporelle ou ’état
d’équilibre atteint du systéeme. D’autres modeles sont des reconnaisseurs de langages. L’entrée est a nouveau
une condition initiale, ou un contréle initial, et la sortie est déterminée par une région acceptante dans
I'espace des états du systeme.

Tous ces systemes tombent par conséquent dans le cadre des systemes dynamiques a temps continu. Plus
généralement, tout modele de calcul peut étre vu comme un systeme dynamique.

Cette section vise a rappeler quelques résultats fondamentaux & propos des systemes dynamiques et des
équations différentielles, et nous discuterons comment les différents modeles peuvent étres comparés dans ce
cadre général.

3.3.1 Systemes dynamiques et équations différentielles

Considérons que nous travaillons dans R™. Soit f : E — R", ou £ C R" est ouvert. Une équation
différentielle (ordinaire) est donnée par ' = f(y) et une solution est une fonction différentiabley : I C R — F
qui satisfait ’équation.

Pour tout = € E, le théoréme fondamental d’existence et d’unicité (voir par exemple [Hirsch et al., 2003])
pour les équations différentielles affirme que si f est Lipschitz sur E, i.e. 8’il existe K tel que || f(y1)—f(y2)|] <
klly1 — y2|| pour tout yy,y2 € E, alors la solution du probléme de Cauchy

v =1rfy), ylt) ==z (3.1)

existe et est unique sur un certain intervalle d’existence maximal I C R. Dans la terminologie des systemes
dynamiques, y(t) est nommée une trajectoire, R™ 1’espace des phases, et la fonction ¢(¢,z), qui donne la
position y(t) de la solution au temps ¢ avec la condition initiale z, est appelée le flot. Nous appelons orbite
le graphe de y dans R”.

En particulier, si f est continiment différentiable sur E, alors les hypotheéses du théoreme d’existence
unicité sont satisfaites [Hirsch et al., 2003]. La plupart de la théorie mathématique a été développée dans ce
cas, mais elle peut s’étendre a conditions plus faibles. En particulier, si f est supposée seulement continue,
alors 'unicité est perdue, mais l'existence est garantie : voir par exemple [Coddington and Levinson, 1972].
Si f est autorisée a étre discontinue, alors la notion de solution nécessite d’étre raffinée. L’approche la plus
célebre est celle de Fillipov [Filippov, 1988]. Certains modeles de systémes hybrides utilisent des notions
ad hoc (et distinctes) de solutions. Par exemple, une solution d’une équation différentielle constante par
morceaux dans [Asarin et al., 1995] est une fonction continue dont la dérivée & droite satisfait 'équation.

De facon tres générale, un systéeme dynamique peut se définir comme ’action d’un sous-groupe 7 sur un
espace X, i.e. par une fonction (un flot) ¢ : 7 x X — X qui satisfait les deux équations suivantes

5Le théoréme est tres souvent attribué & Kempke [Artobolevskii, 1964], [Svoboda, 1948], méme si apparemment il n’a jamais
prouvé cela exactement.




o(t, d(s,z)) = P(t + s, ). (3.3)

Il est bien connu que les sous-groupes de 7 de R sont soit denses dans R ou isomorphes aux entiers. Dans
le premier cas, le temps est dit continu, dans le second discret.

Puisque les flots obtenus par des problemes de Cauchy de la forme (3.1) satisfont ces équations, ils
correspondent a des systemes dynamiques & espace et temps continus particuliers. Pas tous les systemes
dynamiques a espace et temps continus peuvent étre mis sous la forme d’une équation différentielle, mais
les problemes de Cauchy de la forme (3.1) sont suffisamment généraux pour couvrir une tres large classe de
tels systémes. En particulier, si ¢ est continiment différentiable, alors ¢’ = f(y), avec f(y) = %¢(t7y)|t=0,
décrit la dynamique du systeme.

Pour les systémes a temps discret, nous pouvons supposer sans perte de généralités que 7 correspond
aux entiers. L’analogue du probléme de Cauchy (3.1) pour les systémes & temps discret est une équation de
récurrence du type

Yer1 = f(w), Yo = . (3.4)

Un systeme dynamique dont I’espace est discret et qui évolue avec un temps discret est qualifié de digital,
sinon d’analogique. Une classification de plusieurs modeles de calculs en fonction de la nature de leur espace
et de leur temps peut étre trouvée dans la figure 3.3.1.

Etats Discrets Continus
Temps
Discret Machines de Turing [Turing, 1936] Réseaux de neurones [Hopfield, 1984] & temps discret
Lambda calcul [Church, 1936] Réseaux de neurones de [Siegelmann and Sontag, 1994]
Fonctions récursives [Kleene, 1936] Systémes PCD de [Asarin et al., 1995]
Systemes de Post [Post, 1946] Machines de Blum Shub Smale [Blum et al., 1989]
Automates cellulaires Machines optiques de [Woods and Naughton, 2005
Automates a piles Machines & signaux de [Durand-Lose, 2005]
Automates d’états finis Reconnaisseurs dynamiques de [Moore, 1998a]
Continu Modele BDE [Dee and Ghil, 1984] [Shannon, 1941] GPAC

Réseaux de neurones de [Hopfield, 1984] & temps continu
Systemes hybrides de [Branicky, 1995b]
Systemes PCD de [Asarin et al., 1995]

Automates temporisés [Alur and Dill, 1990]
Fonctions R-récursives [Moore, 1996]

Fia. 3.3 — Une classification de certains modeles de calculs, en fonction de leur espace et de leur temps.

3.3.2 Systemes dissipatifs et non-dissipatifs

Un point z* de 'espace des états est appelé un point d’équilibre si f(x*) = 0. Si le systéme est en z*
il le restera. Il est dit stable si, pour tout voisinage U de z*, il y a un voisinage W de x* dans U tel que
toute solution partant d’un point  de W est définie et est dans U pour tout temps ¢ > 0. Le point est
asymptotiquement stable si, en addition des propriétés ci-dessus, on a limy(t) = z* [Hirsch et al., 2003].

Des conditions locales sur la différentielle D f(x*) de f en 2* sont bien connues. Si en un point d’équilibre
x* toutes les valeurs propres de D f(z*) possedent des parties réelles strictement négatives, alors x* est
asymptotiquement stable, et en outre les solutions dans le voisinage approchent z* exponentiellement. Dans
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ce cas, * est nommé un point source. En outre, il est connu que dans un point stable d’équilibre x*, aucune
valeur propre de D f(z*) ne peut avoir une partie réelle strictement positive [Hirsch et al., 2003].

En pratique, le théoréme de stabilité de Lyapunov s’applique de fagon plus large (méme si 2* n’est pas un
point source). Il affirme que s'il existe une fonction continue V' définie sur un voisinage de z*, différentiable
(sauf peut étre en x*) avec V(z*) = 0, V(x) > 0 pour = # z*, et dV(z)/dt < 0 pour = # z* alors z*
est stable. Si en outre on a aussi dV (z)/dt < 0 pour x # x*, alors z* est asymptotiquement stable : voir
[Hirsch et al., 2003].

Si la fonction V' satisfait ces conditions en tout point, alors le systeme est globalement asymptotiquement
stable : quel que soit le point initial x, les trajectoires convergeront ultimement vers les minimaux locaux
de V. Dans ce contexte, la fonction de Lyapunov V' peut s’interpréter comme une énergie, et ses minimaux
correspondent a des attracteurs du systeme dynamique. Ils constituent des sous-ensembles bornés de I’espace
des phases vers lesquels toute région de conditions initiales de volume non-vide converge lorsque le temps
croit.

Un systeme dynamique est dit dissipatif si le volume d’un ensemble dans ’espace des phases décroit sous
I'action du flot. Les systemes dissipatifs sont caractérisés par des attracteurs. Par opposition, un systeéme
dynamique est dit conservatif si ce volume est conservé. Par exemple, tous les systémes hamiltoniens sont
conservatifs en raison du théoreme de Liouville [Arnold, 1989]. Les systémes dynamiques conservatifs ne
peuvent étres globalement asymptotiquement stables [Arnold, 1989].

3.3.3 Calculabilité des solutions des équations différentielles

Nous revoyons maintenant certains résultats sur la calculabilité au sens de I’analyse récursive (voir par
exemple [Weihrauch, 2000]) des solutions d’une équation différentielle.

En général, étant donnée une fonction calculable f, on peut chercher a comprendre si la solution du
probléme de Cauchy (3.1) est aussi calculable dans le sens de 'analyse récursive. Si on impose que la solution
du probleme de Cauchy est unique, alors cette solution est calculable. Formellement, si f est calculable sur
[0,1] x [-1,1] et ¢ = f(t,y), y(0) = 0 posséde une solution unique sur [0,5], 0 < b < 1, alors la solution y
est calculable sur [0, )] [Pour-El and Richards, 1979].

Cela est vrai pour les problemes de Cauchy n-dimensionnels, si I'unicité des solutions est toujours parmi
les hypotheses [Ruohonen, 1996].

Cependant, la calculabilité des solutions est perdue dés que 'unicité des solutions est relachée, méme en
dimension 1. En effet, [Pour-El and Richards, 1979] montrent qu’il existe une fonction calculable f (méme
calculable en temps polynomial) f : [0,1] x [-1,1] — R, telle que I'équation y' = f(¢,y), avec y(0) = 0,
possede des solutions non-uniques, mais aucune des solutions n’est calculable sur tout intervalle de temps
fermé.

Des phénomenes similaires ont lieu pour d’autres équations naturelles : ’équation d’onde en dimension 3
(qui est une équation différentielle partielle), avec des données initiales calculables, peut avoir une solution
unique qui est calculable nulle part® [Pour-El and Richards, 1981], [Pour-El and Zhong, 1997]. Observons
que, méme si f est supposée calculable et analytique, et la solution est unique, il peut se produire que l'inter-
valle maximal (o, 3) d’existence de la solution soit non-calculable [Graga et al., 2006]. La méme question est
ouverte pour f polynomiale. Ces auteurs montrent, cependant que si f et f’ sont calculables, alors la solution
du probleme de Cauchy y' = f(y,t), y(0) = x, pour z calculable, est calculable sur son intervalle maximal
d’existence. Se référer a [Pour-El and Richards, 1989], [Ko, 1983] pour plus de résultats d’indécidabilité, et
aussi a [Ko, 1983], [Ko, 1991] pour des considérations de complexité, et pas seulement de calculabilité.

3.3.4 Indécidabilité statique

Comme cela est observé dans [Asarin, 1995] ou dans [Ruohonen, 1997b], il est facile, mais souvent pas
trés informatif, d’obtenir des résultats d’indécidabilité avec des systémes dynamiques a temps continu.

6Cependant, dans tous ces cas, les problemes étudiés sont mal posés : soit la solution est non unique, ou elle est in-
stable. L’ajout de conditions naturelles visant a régulariser et éviter que le probléme soit mal posé méne & la calculabilité
[Weihrauch and Zhong, 2002].
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A titre d’illustration, rappelons I’exemple suivant tiré de [Ruohonen, 1997b], qui discute le probleéme de
la détection d’évenements (étant donnée une équation différentielle y' = f(¢,y), avec une valeur initiale y(0),

décider si une certaine condition g,(t,y(t),y'(t)) = 0,5 =1,--- , k se produit & un temps ¢ dans un intervalle
donné T), fixons n’importe quelle machine de Turing universelle M. La suite fg, f1,- - de rationnels définie
par

fn:

27" si M s’arréte en m étapes sur 'entrée n
0 si M ne s’arréte pas sur I’entrée n

n’est pas une suite calculable de rationnels, mais est une suite calculable de réels, selon la nomenclature de

[Pour-El and Richards, 1989]. Maintenant, la détection de I’événement y(t) = 0 pour ’équation différentielle

y' =0, étant donnés n, et la valeur initiale y(0) = f,, est indécidable parce que f,, = 0 est indécidable.
Une autre modification peut étre obtenue comme suit. Considérons la fonction lisse

—tan? rz

g(x) = fl_;c+1/2je )

qui est calculable sur [0, 00). La détection de I’évenement y;(¢t) = 0 pour le probleme de Cauchy
{ vio= gly) -1
o = 0

avec y1(0) =1, y2(0) = n, olt n est un entier positif ou nul est alors indécidable sur [0, 1].
Beaucoup des résultats d’indécidabilité fournis par ’analyse récursive sont d’une certaine fagon dans cet
esprit [Asarin, 1995].

3.3.5 Indécidabilité dynamique

Pour pouvoir discuter de fagon plus profonde la calculabilité par des équations différentielles, nous nous
focalisons maintenant sur des équations différentielles qui encodent les transitions d’une machine de Turing
plutot que le résultat de tout un calcul directement”. Typiquement, on part d’une fonction calculable (simple)
injective qui code chaque configuration d’une machine de Turing M par un point de R". Soit x le codage de
la, configuration initiale de M. On recherche alors une fonction f : E C R**! — R” telle que la solution de
y'(t) = f(y,t), avec y(0) = z, au temps T € N, donne le codage de la configuration de M aprés T étapes.
Nous verrons, dans le reste de cette section, que f peut étre restreinte & étre de basse dimension, a étre lisse
ou analytique, ou a étre définie sur un domaine compact.

Plutot que de formuler la propriété plus haut comme une simulation d’une machine de Turing, on peut
le formuler en termes de résultat d’atteignabilité. Etant donné un probleme de Cauchy donné par f et z, et
une région A C R"™, on s’intéresse a décider s’il existe un ¢ > 0 tel que y(t) € A, i.e., si le flot partant de
x atteint A. Il est clair que si f simule une machine de Turing dans le sens précédent, alors le probleme de
Patteignabilité pour cette classe de systémes est indécidable (considérer A comme le codage des configurations
d’arrét de M). Par conséquent, I’atteignabilité est une autre fagcon d’étudier la calculabilité des équations
différentielles, et un résultat négatif est souvent la conséquence d’un résultat de simulation de machines de
Turing. De fagon similaire, I'indécidabilité de la détection d’évenements est une conséquence de résultats de
simulation de machines de Turing.

La calculabilité des ensembles invariants ou atteignables a été étudiée par [Collins, 2005] pour les systemes
dynamiques généraux & temps continu, et dans [Collins and Lygeros, 2005] pour les systémes hybrides.

En général, interpréter les machines de Turing comme des systemes dynamiques procure une signifi-
cation physique a la machine de Turing qui n’est pas donnée par la vision classique de von Neumann
[Campagnolo, 2001]. Cela montre aussi que nombre de caractéristiques qualitatives des systémes dynamiques
(analogiques ou non-analogiques), par exemple les questions relatives aux bassins d’attractions, aux compor-
tements chaotiques ou méme périodiques, ne sont pas calculables [Moore, 1990]. Réciproquement, cela améne
dans le cadre des machines de Turing et de la calculabilité en général de nombreuses questions traditionnelle-
ment associées aux systemes dynamiques. Cela inclut par exemple les relations entre 'universalité et le chaos

7Cela est nommé indécidabilité dynamique par [Ruohonen, 1993].
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[Asarin, 1995],des conditions nécessaires pour 'universalité [Delvenne et al., 2004], la compréhension de la
frontiére du chaos [Legenstein and Maass, 2007], la calculabilité de I’entropie [Koiran, 2001], et les relations
avec la propriété de shadowing [Hoyrup, 2006]. On observera que les machines de Turing sont présentées
comme des systémes dynamiques déja dans [Minsky, 1967].

3.3.6 Plongement de machines de Turing en temps continu

Le plongement des machines de Turing dans les systemes dynamiques a temps continu est souvent réalisé
en deux étapes. Les machines de Turing sont tout d’abord plongées dans des systémes dynamiques & espace
continu et & temps discret, et les systemes obtenus sont ensuite plongés dans des systemes a temps et espace
continus.

La premiere étape peut étre réalisée en basses dimensions avec des dynamiques simples : les articles
[Moore, 1990], [Ruohonen, 1993], [Branicky, 1995b], et [Ruohonen, 1997b] considerent des systemes dyna-
miques généraux, larticle [Koiran et al., 1994] considére des fonctions affines définies par morceaux, l'article
[Siegelmann and Sontag, 1995] des réseaux de neurones sigmoidaux linéaires seuillés, [Koiran and Moore, 1999]
des fonctions analytiques en forme close undimensionnelles, qui peuvent étre robustes [Graga et al., 2005], et
Particle [Kurganskyy and Potapov, 2005] des fonctions unidimensionnelles restreintes définies par morceaux.

zg z3
z1\ x4\ @

F1G. 3.4 — Discrétisation par stroboscope (& gauche) et par une section de Poincaré (a droite) d’un systéeme
dynamique a temps continu.

Pour la deuxiéme étape, 'astuce usuelle est de construire un systeme dynamique a temps et espace continu
dont une discrétisation correspond au systéme dynamique & espace continu qui réalise le plongement.

Il existe plusieurs fagons classiques de discrétiser un systeme a temps et espace continu : voir la figure
3.3.6. Une fagon est d’utiliser un stroboscope virtuel : le flot z; = ¢(¢, x), lorsque ¢ est restreint aux entiers,
définit les trajectoires d’'un systéme dynamique & temps discret. Une autre possibilité est via 1'utilisation
d’une section de Poincaré : la suite x; des intersections des trajectoires avec (par exemple) une hypersurface
peut fournir le flot d’un systéme dynamique & temps discret : voir [Hirsch et al., 2003].

L’opération inverse, appelée suspension, est généralement réalisée en étendant et en rendant lisses les
équations, et requiert généralement le recours a des équations en dimension supérieure.

Cela explique pourquoi les machines de Turing sont simulées par des systémes dynamiques a temps continu
lisses de dimension 3 dans [Moore, 1990], [Moore, 1991], [Branicky, 1995b] ou par des équations différentielles
constantes par morceaux de dimension 3 dans [Asarin et al., 1995], alors que l'on sait les simuler par des
fonctions affines par morceaux de dimension seulement 2 en temps discret [Koiran et al., 1994]. Il est connu
que les équations différentielles constantes par morceaux de dimension 2 ne peuvent pas® simuler les machines
de Turing arbitraires [Asarin et al., 1995], alors que la question de savoir si les fonctions affines par morceaux
de dimension 1 peuvent simuler les machines de Turing arbitraires est ouverte.

8Voir aussi les généralisations de ce résultat dans [Ceraens and Viksna, 1996] et [Asarin et al., 2001].
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D’autres simulations de machines de Turing par des dynamiques a temps continu incluent la simula-
tion robuste avec des équations différentielles polynomiales de [Graga et al., 2005] et [Graga et al., 2007]. Ce
résultat constitue une version améliorée de la simulation des machines de Turing par des fonctions réelles ré-
cursives de [Campagnolo et al., 2000], ot il est montré que des classes de fonctions lisses mais non-analytiques
sont closes par itérations. Observons que, bien que la solution d’une équation différentielle polynomiale soit
calculable sur son domaine maximal d’existence (voir la section 3.3.3), les résultats de simulation montrent
que le probleme de 'atteignabilité est indécidable pour les équations différentielles polynomiales.

En addition des machines de Turing, d’autres modeles discrets peuvent étre simulés par des équations
différentielles. La simulation de machines a 2 compteurs peut se réaliser en dimension 2 et méme en dimension
1 au prix d’équations différentielles discontinues [Ruohonen, 1997b]. La simulation d’automates cellulaires
peut étre réalisée par des équations différentielles partielles & I’aide de fonctions C*° [Omohundro, 1984].

Observons que les calculs réversibles des machines de Turing (ou des machines & compteurs, ou & re-
gistres) peuvent étre simulés par des équations différentielles ordinaires avec des solutions uniques en arriére
(backward-unique) [Ruohonen, 1993].

Les systémes dynamiques a temps continu peuvent a leur tour étre plongés dans d’autres systémes a
temps continu. Par exemple, [Maass et al., 2007] prouve qu’une large classe S,, de systémes d’équations
différentielles sont universelles pour les calculs analogiques sur les entrées qui dépendent du temps dans
le sens suivant : un systéme de cette classe peut répondre & une entrée externe u(t) par la dynamique de
toute équation différentielle ordinaire d’ordre n de la forme 2™ (t) = G(z(t),2'(t),--- , 2"V (t)) + u(t),
si une fonction de retour sans mémoire et une fonction de lecture convenables sont ajoutées. Comme les
équations différentielles ordinaires d’ordre n peuvent simuler les machines de Turing, les systemes de .S,, ont
la puissance d’une machine de Turing universelle. Mais puisque G est arbitraire, les systemes de .S,, peuvent
en fait simuler toute réponse continue et dynamique a une fonction d’entrée. En outre, ce résultat est valide
pour le cas ol les entrées et les sorties sont supposées bornées.

3.3.7 Une discussion

Une technique clé pour plonger ’évolution temporelle d’une machine de Turing dans un flot est d’utiliser
des “horloges continues” comme dans ? [Branicky, 1995b].

L’idée est de partir d’une fonction f : R — R, qui préserve les entiers, et de construire 1’équation
différentielle sur R?

v = c(f(r(y2)) — y1)0(sin(2mys))
vy = c(r(y1) — y2)*0(—sin(2mys))
y3 = L

Ici r(z) est I'analogue d’une fonction entiere : r(z) = n pour x € [n —1/4,n+ 1/4] pour un entier n, et 6(z)
vaut 0 pour z < 0, exp(—1/z) pour x > 0, et ¢ est une constante bien choisie.

La variable y; sert uniquement & fournir la variable temps ¢. Supposons y;(0) = y2(0) = z. Pour ¢t €
[0,1/2], ¥4 = 0, et donc yo est gardé fixé a x. Maintenant, si f(x) = z, il est clair que y; sera gardé fixé a
x. Si f(x) # x, alors y1(¢t) approchera f(x) sur cet intervalle de temps, et en se référant aux calculs dans
[Campagnolo, 2001], si ¢ est choisi suffisamment grand, on peut étre str que |y1(1/2) — f(z)| < 1/4. Par
conséquent, nous aurons r(y1(1/2)) = f(z). Maintenant, pour ¢ € [1/2,1], les rdles sont inversés y; = 0,
et donc y; est gardé fixé a la valeur de f(x). La variable yo approche f(z), et nous aurons r(yz(1)) =
f(z). L’équation a un comportement similaire pour tous les intervalles qui suivent de la forme [n,n + 1/2],
[n+1/2,n+1], et donc & tout temps entier ¢, fI1(x) = r(y1(t)). 1° [Loff et al., 2007a] propose une construction
similaire qui retourne fIl4)(z) pour tout ¢ € R.

En d’autres termes, la construction plus haut transforme une fonction sur R en une équation différentielle
(en dimension supérieure) qui simule ses itérations. Cependant, pour faire cela, nous avons eu besoin de
O(sin(27ys)) qui sert d’horloge. A la base, le systeme dynamique & temps continu obtenu a une “senteur

9Branicky attribue Iidée d’un calcul en deux phases & [Brockett, 1989] et [Brockett, 1991]. Une astuce similaire est pré-
sente dans [Ruohonen, 1993]. Nous ne suivons pas en fait larticle original [Branicky, 1995b] mais sa présentation dans
[Campagnolo, 2001].

10 #[t](z) dénote la teme itération de f sur z.
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hybride”. Méme si le flot est lisse (i.e. est C'°°) par rapport au temps, orbite n’admet pas de tangente en
tout point puisque y; et ys sont alternativement constants.

On peut chercher & dépasser cette restriction en se limitant aux simulations de machines de Turing
par des flots et des fonctions analytiques. Bien qu’il soit connu que les fonctions analytiques sur des
domaines non bornés peuvent simuler la fonction de transition de n’importe quelle machine de Turing
[Koiran and Moore, 1999], ce n’est que trés récemment qu’il a été montré que les machines de Turing
peuvent étres simulées par des flots analytiques (et méme polynomiaux) sur des domaines non bornés
[Graga et al., 2005]. 11 serait désirable d’étendre ce type de résultats aux domaines compacts. Cependant,
il est conjecturé dans [Moore, 1998b] que cela n’est pas possible, i.e. qu’aucune fonction analytique sur un
domaine fini dimensionnel compact peut simuler une machine de Turing arbitraire via un codage des entrées
et des sorties raisonnable.

3.3.8 Contractions du temps et de ’espace

Les machines de Turing sont simulées par les équations différentielles en temps réel : par exemple, dans
les constructions évoquées plus haut, I’état y(T') au temps T € N encode la configuration de la machine de
Turing apres T étapes. Cependant, puisque les systémes a temps continu peuvent exhiber des phénomenes de
contractions d’espace et de temps, des machines de Turing accélérantes'! [Davies, 2001], [Copeland, 1998],
[Copeland, 2002] et méme des machines de Turing avec oracles peuvent étres simulées en des temps arbitrai-
rement courts.

En effet, en suivant la présentation de [Ruohonen, 1993], dénotons un systéme & temps continu par un
triplet (F,n, A), ou F défini I'équation différentielle y' = F(y) sur R™, avec 'ensemble acceptant A : une
entrée x est acceptée si et seulement si la trajectoire partant avec la condition initiale z atteint A.

Une telle machine peut étre accélérée : la substitution ¢ = e* — 1 par exemple change la machine M =
(Fyn,A) en ((G,1),n+1,A x R) ol

dg _

D = Glg(u),u) = Flg(w)e" and g(u) = y(e" — 1),

ce qui donne une accélération du temps exponentielle. Observons que les dérivées de la solution par rapport
a la nouvelle variable temporelle u sont exponentiellement plus grandes.

La substitution ¢ = tan(mu/2) méne & une accélération temporelle infinie, i.e. compresse tout calcul,
méme infini, en un calcul sur 'intervalle de temps fini 0 < v < 1. Maintenant, les dérivées vont vers l'infini
lors du calcul.

Pour obtenir une contraction de 1’espace, remplagons I'état y(¢) de la machine M = (F, n, A) par r(t) =
y(t)et. Cela donne une machine dont I’espace est exponentiellement réduit ((H,1),m + 1, Hy) ou

dr ot
i H(r(t),t) = F(r(t)e')e " —r(t)
et

Hy = {(e"'q,t)|qg € A and t > 0}.

Bien entendu, cette transformation réduit exponentiellement la distance entre les trajectoires, ce qui impose
une précision supplémentaire pour les distinguer.

Des résultats de dureté pour les niveaux des hiérarchies arithmétiques et analytiques pour plusieurs
problemes de décisions pour les systemes a temps continu sont déduits de constructions similaires dans
[Ruohonen, 1993], [Ruohonen, 1994], [Moore, 1996], ou dans [Asarin and Maler, 1998]. Des résultats de com-
plétude, tout comme une caractérisation exacte du pouvoir de reconnaissance des équations différentielles
constantes par morceaux en fonction de leur dimension sont obtenus dans [Bournez, 1999a], [Bournez, 1999b].
Observons que de tels phénomenes sont des instances du phénomeéne dit de Zénon dans la littérature des
systémes hybrides [Alur and Dill, 1990] [Asarin and Maler, 1998].

HDes possibilités similaires de simulation des machines de Turing accélérantes en mécanique quantique sont discutées dans
[Calude and Pavlov, 2002].
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Il peut étre remarqué que les constructions précédentes fournissent des résultats d’indécidabilité seule-
ment pour des fonctions sur des domaines infinis ou semi-ouverts, puisque les entiers positifs ou nuls, qui
correspondent aux temps entiers des machines de Turing sont envoyés sur les intervalles de la forme [0, 1).
Une construction par l'analyse a été développée dans [Ruohonen, 1997a] pour montrer qu’une compression
temporelle est possible sur un domaine compact de la forme [0, 1], avec une fonction G continue, et bornée
sur [0, 1] mais non-différentiable. Il en suit que le probleme de la détection d’évenements est indécidable
méme pour les fonctions continues sur un domaine compact [Ruohonen, 1997a].

L’indécidabilité est écartée, cependant, si la fonction G est suffisamment lisse sur [0, 1] (disons C1), si
a la fois G et les conditions initiales sont calculables, et si une condition d’acception suffisamment robuste
est considérée. En effet, des problemes comme la détection d’évenements deviennent décidables, puisque le
systéme peut étre simulé effectivement [Ruohonen, 1997a].

Plutot que de plonger des machines de Turing dans des systémes dynamiques continus, il est naturel
de se demander s’il y aurait une meilleure notion de calcul et de complexité pour les systéemes dynamiques
provenant de modeles de notre monde physique. Nous nous penchons sur cette question dans la section qui
suit.

3.4 Vers une théorie de la complexité

Nous discutons maintenant un certain nombre de vues sur la complexité des systemes dynamiques conti-
nus. Nous considérons des systemes généraux et la question de la difficulté de simuler des systémes a temps
continu par un modele digital. Nous nous focalisons alors sur les systemes dissipatifs, ou les trajectoires
convergent vers des attracteurs. En particulier, nous discutons I'idée que le temps de calcul devrait étre le
temps naturel de I’équation différentielle. Finalement, nous présentons des résultats de complexité pour des
systeémes a temps continu plus généraux qui correspondent a des classes de fonctions réelles récursives.

3.4.1 Systemes généraux

Dans [Vergis et al., 1986], les auteurs se demandent si les machines analogiques peuvent étre plus efficaces
que les machines digitales. Vergis et al. postulent la validité de la these de Church forte pour les modeles
analogiques, qui instanciée sur ces modeles, clame que le temps requis par un ordinateur digital pour simuler
un machine analogique est borné par une fonction polynomiale des ressources utilisées par la machine ana-
logique. Vergis et al. prétendent que la these de Church forte est prouvable pour les systémes dynamiques a
temps continu définis par une équation différentielle y' = f(y) Lipchitzienne.

Les ressources utilisées par un ordinateur analogique incluent l'intervalle temporel d’opération, disons
[0,T], la taille du systéme, qui peut étre mesurée par maxcjo,7]||y(t)||, tout comme une borne sur les
dérivées de y. Par exemple, le poids, le temps d’opération, et les forces appliquées sont toutes des ressources
utilisées par une particule décrite en mécanique Newtonienne [Vergis et al., 1986].

L’affirmation plus haute nécessite de préciser ce que 'on entend par “simulation”. Dans [Vergis et al., 1986],
il est considéré que le probleme de Cauchy 3’ = f(y), y(0) = x est simulé si, étant donné une précision &, on
peut calculer une approximation de y(7T") avec une erreur au plus . En utilisant la méthode d’Euler, et en
supposant que les erreurs d’arrondis sont majorées par o, la borne totale sur I’erreur est donnée par
h o
(D) - w3l < 3 |5 + 5| - 1), (5.5)
ou ¥y est 'approximation apres N étapes, h est le pas utilisé, A la constante de Lipchitz pour f sur [0, 77,
et R = max{||ly”(t)||,t € [0,T]} . De cette borne (3.5), Vergis et al. concluent que le nombre N d’étapes
nécessaires pour simuler le systéeme par la méthode d’Euler est polynomial en R et % IIs utilisent ce fait
pour affirmer que la these de Church forte est valide pour les équations différentielles Lipchitziennes.

Cependant, N est exponentiel en T, et T correspond au temps d’opération de la machine analogique
modélisée. Cela rend les arguments de [Vergis et al., 1986] pas totalement convaincants, comme cela est
souligné par exemple explicitement dans [Orponen, 1997].
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Plus récemment, Smith a discuté dans [Smith, 2006] si des phénomenes d’hypercalculs sont possibles
avec le probleme des n corps en mécanique. En particulier, il a montré que cette dépendance exponentielle
en T peut étre éliminée. Comme le fait observé Smith, toutes les méthodes classiques numériques d’ordre
fixe pour résoudre les équations différentielles souffrent du méme probleme de dépendance exponentielle
en T. Cependant, en considérant une combinaison de méthodes de Runge-Kutta avec des ordres qui varient
linéairement en T, il est effectivement possible de construire une méthode qui requiert un nombre d’étapes N
polynomial en T', dés que la valeur absolue de chaque composante de f, y et la valeur absolue de chacune des
dérivées partielles de f par rapport a chacun de ses arguments, ayant un degré total de différentiation k, est
en (KT)9®) [Smith, 2006]. Les implications pour la these de Church forte sont discutées dans [Smith, 2006]
et dans [Bournez, 2006] (voir aussi I’annexe A).

La méme question peut étre étudiée dans le cadre de I'analyse récursive. Lorsque f : [0,1]x[—1,1] — R est
calculable en temps polynomial, et satisfait une forme faible de la condition de Lipchitz, I’(unique) solution
y sur [0,1] du probleme de Cauchy y' = f(¢,y), y(0) = 0 est toujours calculable en espace polynomial
[Ko, 1983]. Cependant, résoudre une équation différentielle en temps polynomial avec cette condition faible
de Lipchitz est essentiellement aussi difficile que de résoudre un probleme PSPACE-complet, puisqu’il existe
une fonction f calculable en temps polynomial, qui satisfait cette condition, pour laquelle la solution y n’est
pas calculable en temps polynomial sauf si P = PSPACE [Ko, 1983], [Ko, 1991].

Les résultats de Ko ne sont pas directement comparables aux bornes polynomiales de Smith. En analyse
récursive, Pentrée est le nombre de bits de précision. Si la borne sur 'erreur d’approximation de y(t) est
mesurée en bits, i.e. si ¢ = 279, alors le nombre d’étapes N requis dans [Smith, 2006] est exponentiel en d.

Si f est analytique, alors la solution de y' = f(y) est aussi analytique. Dans ce cas, les méthodes par pas
peuvent étres évitées. C'est I'approche suivie dans [Miiller and Moiske, 1993], ou il est prouvé que si f est
analytique et calculable en temps polynomial alors la solution est calculable en temps polynomial.

En résumé, bien que la these de Church forte soit vérifiée pour les équations différentielles analytiques
dans ce sens, elle n’a pas été completement établie pour les systémes généraux d’équations différentielles
Lipchitziennes. La possibilité de calculs hyper-polynomiaux par des équations différentielles ne peut pas étre
écartée, au moins dans le principe a ce jour. Pour des discussions informelles sur la these de Church en
relation avec les systémes analogiques, voir aussi [Aaronson, 2005] et [MacLennan, 2001].

Plusieurs auteurs ont montré que certains problémes de décision ou d’optimisation (par exemple la
connectivité de graphes, la programmation linéaire) peuvent étre résolus par des systémes dynamiques spé-
cifiques. Des exemples et des références peuvent étres trouvés dans [Vergis et al., 1986], [Brockett, 1991],
[Faybusovich, 1991a], [Helmke and Moore, 1994], et [Ben-Hur et al., 2002].

3.4.2 Systemes dissipatifs

Nous nous focalisons maintenant sur les systémes dissipatifs, en présentant deux approches. La premiere
concerne essentiellement les réseaux de neurones formels, comme les réseaux de Hopfield. Elle se base sur
les notions de la complexité de circuits, et mene a des bornes inférieures sur la complexité de tels réseaux.
La seconde concerne les phénomenes de convergence vers les attracteurs, et considere les fonctions d’énergie
comme des fagons de mesurer la complexité des processus & temps continu.

Lorsque l'on considere des systemes dissipatifs, comme les réseaux de neurones de Hopfield, 'approche
suivante pour définir une théorie de la complexité devient naturelle. On consideére des familles (C},)nen de
systemes a temps continu, chaque C,, pour une certaine longueur d’entrée n > 0. Etant donnée une entrée
(digitale) w € {0,1}*, on considere I’évolution du systeme C,, sur (un certain codage de) entrée w, ou n
est la longueur de w. Elle va finir ultimement par converger vers un état stable, qui sera considéré comme le
résultat du calcul.

Cette notion de calcul, inspirée par les circuits, est la plus courante dans la littérature qui concerne la
théorie de la complexité des réseaux de neurones : voir par exemple le survol [Sl’ma and Orponen, 2003c].
Dans ce cadre, les réseaux symétriques a temps continu de Hopfield avec une fonction d’activation linéaire
seuillée peuvent simuler les réseaux de neurones récurrents binaires a temps discret arbitraires, avec un
surcofit au plus linéaire [Orponen and Sima, 2000], [Sima and Orponen, 2003b).
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On peut penser que cela va contre I'intuition, puisque de tels réseaux symétriques, qui sont contraints par
une fonction d’énergie de Lyapunov, peuvent seulement exhiber des phénomenes de convergence, et donc ne
peuvent méme pas réaliser un simple bit alternant. Cependant, la convergence des systemes a temps continu
peut étre exponentiellement longue en la taille du systeme [Sl’ma and Orponen, 2003a], et donc la simulation
est réalisée en utilisant un sous-réseau qui fournit 2" pulsations d’horloge avant de converger.

Les langages reconnus par des familles de réseaux de Hopfield & temps discret ont été prouvés dans
[Orponen, 1996] comme correspondant a la classe de complexité (non uniforme) PSPACE /poly pour des
poids d’interconnexions arbitraires, et P/poly pour des poids de tailles polynomialement bornées. Par consé-
quent, les familles de réseaux de Hopfield symétriques a temps continu ont au moins cette puissance. Ces
bornes inférieures peuvent ne pas étre optimales, puisque des bornes supérieures pour les dynamiques a temps
continu ne sont pas connues [Sfma and Orponen, 2003b], [Sfma and Orponen, 2003c].

Intéressons nous maintenant aux systemes dissipatifs avec une fonction de Lyapunov E.

Gori et Meer [Gori and Meer, 2002] considérent un modele de calcul qui a la capacité de trouver les
minimisateurs (i.e. les points de minimum local ou global) de E. Pour éviter que la complexité d’un probléeme
soit cachée dans la description de F, cette fonction doit étre facile & calculer. Dans ce cadre, un probleme II
est considéré comme facile s’il existe une fonction E unimodale (i. e. tous les minimisateurs de F sont des
minimisateurs globaux) telle que la solution de II puisse étre obtenue facilement a partir du minimum global
de F.

Plus précisément, Gori et Meer font l'investigation dans [Gori and Meer, 2002] d’un modgle ot un pro-
bleme T sur les réels est considéré comme résolu s’il existe une famille (E,), : R" x R%™ — R de fonctions
d’énergie, donnée par une famille uniforme de programmes en droite ligne (straight line programe) (¢ est un
polynome fixe), et une autre famille (N,,),, de programmes en droite ligne, telles que, pour toute entrée d,
une solution II(d) du probleme peut étre calculée en utilisant Ny(,)(w*), & partir d'un minimisateur global
w* de w — E,(d,w).

Ils introduisent deux classes U et NU, en analogie avec P et NP en complexité classique. U correspond
au cas ci-dessus ou, pour tout d, w — E,,(d,w) est unimodal, par opposition & NU, le cas général.

Des notions de réductions sont introduites, et il est montré qu'un probléme d’optimisation naturel (trou-
ver le minimum d’une fonction objective linéaire sur un ensemble défini par des contraintes polynomiales
multivariées quadratiques) est NU-difficile. 11 est montré qu’il existe des problémes (artificiels) NU com-
plets. Ces idées sont généralisées pour obtenir une hiérarchie polynomiale, avec des problemes complets
[Gori and Meer, 2002].

Le cadre proposé est en fait relativement abstrait, en évitant plusieurs problemes reliés avec ce que certains
pourraient attendre d’une vraie théorie de la complexité pour les calculs en temps continu. Néanmoins, il offre
le grand avantage de ne pas se baser sur aucune mesure de complexité spécifique a propos des trajectoires.
Voir la discussion tres intéressante dans [Gori and Meer, 2002].

Cependant, il semble nécessaire de comprendre la complexité d’approcher les minima des fonctions d’éner-
gie, qui correspondent aux équilibres des systémes dynamiques. Des premieres étapes vers ces directions ont
été proposées dans larticle [Ben-Hur et al., 2002], ot l'on se restreint aux systémes dissipatifs avec conver-
gences exponentielles. Rappelons que si x* est une source, alors la vitesse de convergence vers z* est du
type

lz(t) — z*| = e M

ol — \ est la plus grande partie réelle d’une valeur propre de D f(z*). Cela signifie que 7 = 1/ est un temps
caractéristique naturel de 'attracteur : tout les 71log2 unités de temps, un nouveau bit de 'attracteur est
calculé.

Pour les systémes considérés dans [Ben-Hur et al., 2002], chaque source possede une région d’attrac-
tion, dans laquelle les trajectoires deviennent prisonnieres. On définit le temps de calcul comme t. =
max(te(€),t.(U)), ol t.(€) est le temps requis pour atteindre un e voisinage d’un attracteur, et tc(U) le
temps requis pour atteindre sa région d’attraction. Alors T = tf est une mesure de complexité sans dimen-
sion, invariante par toute contraction temporelle linéaire.

Deux algorithmes & temps continu, M AX pour calculer le maximum de n nombres, et FLOW pour
résoudre le probleme du flot maximal ont été étudiés dans ce cadre dans [Ben-Hur et al., 2002]. MAX a
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été montré comme appartenant a la classe de complexité CLOG (temps logarithmique continu) et FLOW
a CP (temps polynomial continu). Les auteurs conjecturent que C'P correspond aux temps polynomial
classique [Ben-Hur et al., 2002]. Les deux problemes M AX et FLOW sont des instances spécifiques d'un
flot proposé dans [Faybusovich, 1991b] pour résoudre les problémes de programmation linéaire, étudié plus
profondément dans [Ben-Hur et al., 2003] et [Ben-Hur et al., 2004a]. Des variations sur les définitions des
classes de complexité, tout comme des moyens d’introduire des classes de complexité non-déterministes en
relations avec les attracteurs chaotiques ont aussi été discutés dans I’article [Siegelmann and Fishman, 1998].

3.4.3 Complexité et fonctions réelles récursives

Les fonctions réelles récursives constituent un moyen commode d’analyser la puissance calculatoire de
certaines opérations sur les fonctions réelles. En outre, étant donné un modele a temps continu, si l'on sait
prouver son équivalence avec une algebre de fonctions, alors des propriétés du modeles peuvent étre établies
par induction sur l’algebre de fonctions.

Puisque de nombreuses classes de complexité en espace et en temps ont des caractérisations récursives sur
N [Clote, 1998], les résultats de complexité structurelle & propos des opérations discrétes peuvent impliquer
des bornes inférieures et supérieures sur la complexité des fonctions réelles récursives. Cette approche a été
suivie dans [Campagnolo et al., 2002] pour montrer que £ contient des extensions des fonctions élémentaires,
et a été poussée plus avant dans [Campagnolo, 2004] pour obtenir des classes plus faibles qui se relient a
la hiérarchie en espace exponentiel. Cela permet de mieux comprendre la complexité de certains systemes
dynamiques. Par exemple, £ correspond a des cascades de profondeur finie, chaque niveau dépendant de ses
propres variables et des sorties des niveaux précédents.

Plusieurs résultats visant a transférer des questions de complexité sur les entiers vers des questions sur les
réels ont été discutés auparavant. Concernant la théorie de la complexité, la question P = N P en complexité
classique a été investiguée en utilisant des fonctions réelles récursives par Costa et Mycka. En particulier,
ils proposent deux classes de fonctions réelles récursives telles que leur séparation impliquerait P # NP
dans [Costa and Mycka, 2006], [Mycka and Costa, 2006]. Plus généralement, une partie du programme de
Costa et Mycka, explicitement exprimé dans [Mycka and Costa, 2005] et [Mycka and Costa, 2007], consiste
a utiliser la théorie de la récursion sur les réels pour établir des liens entre la complexité et la calculabilité
et I'analyse en mathématiques.

3.5 Robustesse aux bruits et aux imprécisions

Jusqu’a ce point, nous avons considéré des calculs en temps continu dans des espaces idéalisés sans aucun
bruit. La plupart des résultats que nous avons discutés ont été établis en ignorant I'impact du bruit ou des
imprécisions dans les systemes a temps continu. Cela constitue une faiblesse critiquée de facon récurrente
dans le domaine, déja observée par Orponen dans son survol [Orponen, 1997]. Observons que considérer
des calculs en précision non-bornée est fortement analogue a considérer des machines de Turing a rubans
infinis : la construction de machines a rubans infinis n’est pas possible, comme la construction de machines
a précision infinie.

Bien qu’ils n’y aient pas eu de réelles percées vis-a-vis de ces questions en ce qui concerne spécifiquement les
systemes a temps continu, des développements intéressants concernant les effets du bruit et de 'imprécision
ont été réalisés a propos des systemes analogiques a temps discret. Aussi, dans cette section, nous élargissons
notre propos pour discuter aussi de résultats relatifs a des systemes a temps discret. Nous pensons que ces
résultats peuvent étre généralisés, ou tout du moins donnent des pistes pour étre généralisés, aux systemes
a temps continu, bien que cela reste souvent a faire.

Nous nous focalisons dans un premier temps sur les systémes a espace borné, & propos desquels une
conjecture de tout le monde (folklore conjecture) clame que la robustesse implique la décidabilité. Nous
présentons des résultats qui appuient cette conjecture, et des résultats qui semblent aller dans le sens opposé.
A la fin de cette section, nous discutons les systémes a temps continu avec un espace non-borné.

Les techniques communes pour simuler une machine de Turing par un systeme dynamique sur un espace
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borné nécessitent le codage des configurations de la machine de Turing en des nombres réels. Ces simulations
sont détruites si les nombres réels, ou les fonctions impliquées ne sont pas représentées avec une précision
infinie. Cela a mené a conjecture de tout le monde, populaire en particulier dans la communauté de la
vérification, que I'indécidabilité n’a pas lieu pour les systemes “réalistes”, “non-précis”, “bruités”, “flous”,
“robustes”. Voir par exemple [Frinzle, 1999], ou [Foy, 2004] pour différentes discussions dans le sens de cette
conjecture, et [Asarin, 2006] pour des discussions des arguments formels ou informels qui ménent ou ont
mené a cette conjecture.

Il n’y a pas de consensus a propos de ce qu’est un modele de bruit réaliste. Une discussion de ce sujet
nécessite de faire recours a la question de quels sont les bons modeles de notre monde physique. En ’absence
d’un modele de bruit universellement accepté, on peut cependant considérer différents modeles pour le bruit,
I'imprécision, ou des conditions de régularité, et étudier les propriétés des systemes résultants.

En particulier, il y a eu plusieurs tentatives de prouver que les systemes analogiques bruités sont au mieux
équivalents aux automates finis. Brockett montre dans [Brockett, 1989] que les systémes dynamiques & temps
continu peuvent simuler les automates finis arbitraires. En utilisant des arguments topologiques basés sur des
relations d’équivalence par homotopies et les transformations de Deck associées, il montre réciproquement
dans [Brockett, 1994] qu’a certains systémes & temps continu dissipatifs on peut associer un automate.

Dans [Maass and Orponen, 1998], Maass et Orponen prouvent que la présence d’un bruit probabiliste
réduit la puissance d’une large classe de modeles analogiques a temps discret sur un domaine compact aux
langages réguliers. Cela étend un résultat dans [Casey, 1996], [Casey, 1998] pour le cas particulier ou la sortie
est supposée parfaitement fiable (i.e. p = 1/2 dans ce qui suit).

L’idée de Maass et d’Orponen est de remplacer une dynamique en temps discret parfaite de type z;11 =
f(x;,a;), out a; est le symbole d’entrée au temps 4, sur un domaine compact, par une dynamique probabiliste

Probability(z;+1 € B) :/ 2(f(xi, ai), q)dp,
qEB
ou B est n'importe quel Borélien. Ici z est un noyau de densité qui reflete un bruit arbitraire, qui est
supposé équicontinu par morceaux : pour tout e, il existe § tel que pour tout r,p,q, ||p — ¢|| < ¢ implique
|2(r,p) = 2(r,q)| < e

Dénotons par 7,.(q) la distribution des états apres que la chaine z ait été lue, partant d’un état initial
g. Une condition d’acception robuste est considérée : un langage L est reconnu, s’il existe p > 0 tel que
x € L si et seulement si [, mpu(q)dp > 1/2 + p pour un certain u € {U}*, et & & L si et seulement si
Jp mau(@)dp < 1/2 — p pour tout u € {U}*, ot U est un symbole de blanc, et F' I'ensemble des états
acceptants.

L’observation principale est alors que I'espace des fonctions 7, (.) peut étre partitionné en un nombre fini
de classes C' telles que deux fonctions m,(.) et m,(.) dans la méme classe satisfont [ |7, (r) — m,(r)|dp < p,
de telle sorte que deux mots z,y correspondant a la méme classe satisfont zw € L si et seulement si yw € L
pour tous mots w.

En fait, pour n’importe quel bruit usuel et commun, comme un bruit gaussien, qui n’est pas nul sur une
partie suffisamment large de I'espace des états, de tels systémes ne sont méme pas capables de reconnaitre
tous les langages réguliers [Maass and Sontag, 1999]. Ils reconnaissent précisément les langages définis de
[Rabin, 1963], comme cela est démontré dans [Maass and Sontag, 1999], [Ben-Hur et al., 2004b]. Si le support
du bruit est borné, alors tous les langages réguliers peuvent étre reconnus [Maass and Orponen, 1998]. Les
circuits & temps continu avec feedbacks dans [Maass et al., 2007] ont la méme puissance de calcul quand ils
sont sujet a un bruit borné.

De facon alternative a I’approche de bruit probabiliste de Maass et Orponen, le bruit peut se modéliser
par 'introduction d’un bruit non-déterministe.

A un systéme dynamique discret parfait (déterministe) S défini par x;11 = f(x;), associons le systeme
S, non-déterministe e-perturbé dont les trajectoires sont les suites (), avec |z, — f(x;)] < e. Ecrivons
Reach[S)(z,y) (respectivement Reach,[S](x,y)) il existe une trajectoire de S allant de z vers y (resp. en
i < n étapes).

La vérification algorithmique des propriétés de sureté est reliée tres étroitement au probleme du calcul
des états atteignables. Etant donné S , avec un sous-ensemble d’états initiaux Sy, écrivons Reach[S] pour
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lensemble des y tels que Reach[S](z,y) pour un certain z € Sy. Etant donné une propriété sur les états p
(c’est-a-dire une propriété p qui est soit vraie soit fausse en chaque point s de 'espace), soit [[-p]] I'ensemble
des états s en lesquels p est fausse. Alors S est str (c’est-a-dire p est un invariant) si et seulement si
Reach|S] N [[-p]] = 0 (voir par exemple [Alur et al., 1995] et [Nicollin et al., 1993]).

Si la classe de systemes considérés est telle que la relation Reach,[S](z,y) est récursive!?, alors Reach|S]
est récursivement énumérable, puisque Reach[S] = J,, Reach,[S]. Plusieurs articles ont visé a prouver que
Reach]S] est en fait récursif pour les classes de systémes dynamiques robustes, pour différentes notions de
robustesse. Nous revoyons maintenant ces articles.

Frinzle observe dans [Frinzle, 1999] que le calcul de Reach[S] par la formule Reach[Sc] = |J,, Reachy[S]
termine toujours, si Reach[S,] possede un diameétre fortement fini : il existe un nombre infini de points dans
Reach[S,] & distance mutuelle au moins e. Cela est exclu par exemple sur un domaine borné. Il en suit que si
nous appelons robuste un systeme qui est soit non sir, ou tel qu’une e-perturbation est stire pour un certain
€, alors la stireté est décidable pour les systémes robustes sur un domaine compact [Franzle, 1999).

Considérons, comme dans [Puri, 1998], la relation définie par Reach,,[S] = (., Reach[S¢], qui corres-
pond aux états qui restent atteignables lorsque le bruit converge vers 0. Asarin et Bouajjani montrent que
pour une large classe de systémes dynamiques & temps discret et & temps continu (les machines de Turing,
les fonctions affines par morceaux, les équations différentielles constantes par morceaux), Reach,[S] est co-
récursivement énumérable. En outre, toute relation co-récursivement énumérable est de la forme Reach,,[S]
pour un certain systéme S de chacune de ces classes [Asarin and Bouajjani, 2001]. 11 suit de la premiere
observation que si nous appelons robuste un systéme tel que Reach[S] = Reach,,[S], alors calculer Reach[S]
est décidable pour les systémes robustes [Asarin and Bouajjani, 2001].

Asarin et Collins considérent dans [Asarin and Collins, 2005] un modele de machine de Turing exposée
4 un faible bruit stochastique, dont la puissance de calcul est caractérisée comme II3. 1l est intéressant de
comparer ce résultat avec les résultats précédents ou un bruit faible non-déterministe meéne seulement a I19,
c’est-a-dire aux ensembles co-récursivement énumérables.

Nous nous tournons maintenant vers des résultats qui vont dans le sens contraire de la conjecture que
robustesse implique décidabilité.

Un premier exemple est que la stireté des systemes reste indécidable si la relation de transition des
systémes considérés est ouverte, comme cela est prouvé dans [Henzinger and Raskin, 1999] [Asarin, 2006].
Cependant, la question pour un bruit uniforme non-déterministe borné inférieurement est une question
ouverte [Asarin, 2006].

Le bruit peut aussi étre introduit en perturbant les trajectoires. Gupta Henzinger et Jagadeesan pro-
posent dans [Gupta et al., 1997] de considérer une métrique sur les trajectoires des automates temporisés,
et de supposer que si un systeme accepte une trajectoire, il doit aussi accepter les trajectoires du voisinage.
Ils montrent que cette notion de robustesse n’est pas suffisante pour éviter I'indécidabilité de la complémen-
tation des automates temporisés. Henzinger et Raskin prouvent dans [Henzinger and Raskin, 1999] que les
principaux résultats d’indécidabilité pour la vérification des systémes hybrides restent indécidables pour les
systemes robustes dans ce sens.

Finalement, nous revoyons un résultat récent pour les systemes dynamiques a temps continu avec un
espace d’états non-borné. Graga, Campagnolo et Buescu ont prouvé récemment que les équations différen-
tielles polynomiales peuvent simuler de facon robuste les machines de Turing en temps réel. Plus précisément,
considérons que # : N3 — N3 soit la fonction de transition d’une machine de Turing M dont les configurations
sont encodées dans N3. Alors, il existe un € > 0, une solution f d’une équation différentielle polynomiale, et
une condition initiale f(0) telle que la solution de y' = f(¢,y) encode I'état de M apres ¢ étapes avec une
erreur d’au plus €. En outre, cela reste vrai sur le voisinage de tout entier ¢, méme si f et si la condition
initiale f(0) sont perturbés. Bien entendu, ce type de simulation requiert un espace d’états non-borné.

I2Récursive en ,y et en n.
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3.6 Conclusion

Par ce survol du domaine de la théorie des calculs pour les systemes a temps continu, nous voyons qu’elle
fournit des éclairages pour des domaines divers comme la vérification, la théorie du controle, la conception de
circuits intégrés, les machines analogiques, la théorie de la récursion, la théorie des équations différentielles,
et la complexité.

Nous avons tenté de fournir une présentation synthétique et systématique de tous les modeles principaux
et des résultats sur les systéemes a temps continu. Dans la derniére décade, de nombreux nouveaux résultats
ont été établis, ce qui prouve que c’est un domaine de recherche actif. Nous avons présenté des développements
récents de la théorie des calculs a temps continu vis-a-vis de la calculabilité, la complexité, la robustesse au
bruit et aux imprécisions, et nous avons identifié plusieurs problemes ouverts. Pour conclure, nous voudrions
discuter de plusieurs directions pour des recherches futures.

Calculabilité.

Il n’est pas clair si un concept unificateur comme la these de Church-Turing existe pour les systemes
a temps continu. Bien qu’il ait été montré que certains modeles a temps continu possedent des capacités
hypercalculatoires, tous ces résultats se basent sur 'utilisation d’une certaine quantité infinie de ressources,
comme le temps, I'espace, la précision ou l'énergie. En général, il est souvent conjecturé que les modeles
a temps continu “raisonnables” ne peuvent pas calculer plus que les machines de Turing. Cela meéne a la
question de savoir si les calculs a temps continu par des systemes physiquement réalistes peuvent étres aussi
puissants que les modeles digitaux. Nous avons vu que si ’on se restreint aux systemes a temps continu qui
évoluent sur un espace d’états borné, et qui sont sujets a du bruit, alors ils deviennent comparables aux
automates finis. Puisque les systémes a temps continu robustes et analytiques peuvent simuler les machines
de Turing avec un espace non-borné, nous pensons que les calculs digitaux et analogiques sont également
puissants du point de vue de la calculabilité. En outre, comme nous I’avons vu, plusieurs résultats récents
établissent I’équivalence entre les fonctions calculables par des équations différentielles polynomiales, les
fonctions calculables par GPAC, et les fonctions calculables dans le sens de 'analyse récursive. Ce type de
résultats renforce 'idée qu’il pourrait y avoir un cadre unifié pour les calculs & temps continu, similaire a
celui qui existe en théorie de la calculabilité classique.

Nous pensons qu’un paradigme général de calcul & temps continu idéal ne devrait faire appel qu’a des
fonctions analytiques, puisque ces derniéres sont souvent considérées comme les plus acceptables d’un point
de vue physique. Les systemes dynamiques continus sont des modeles naturels pour représenter de nombreux
phénomenes a temps continu. Les systemes continus classiques, comme ’équation de van der Pol, les systemes
de Lotka Volterra, les équations de Lorenz, ou tous les exemples des chapitres 1 et 2 sont décrits en utilisant
des équations différentielles analytiques, et méme & membre droit polynomial. Ces arguments reliés a la
physique, combinés avec les propriétés de calcul des systemes d’équations différentielles polynomiales nous
menent a suggérer que le modeles a temps continu des équations différentielles définies par des problemes de
Cauchy polynomiaux est un candidat possible pour un paradigme général des calculs a temps continu. Cette
idée mérite plus d’attention.

Complexité

Nous avons vu plusieurs pistes pour construire une théorie de la complexité pour les systemes a temps
continu. A vrai dire, a ce jour, le travail est largement en cours, et il n’y a pas d’accord général entre les
auteurs sur les définitions de base comme le temps de calculs, ou la taille des entrées. Les résultats établis dans
la section 3.4 sont soit dérivés de concepts intrinseques aux systémes a temps continu considérés, ou reliés
a la théorie classique de la complexité. Puisque ’analyse récursive est un cadre bien établi et bien compris
pour I’étude des problemes de complexité pour les systémes continus, nous pensons que mieux comprendre
les relations qui existent entre les différentes approches et ’analyse récursive du point de vue de la complexité
est de premiere importance. Il y a de nombreux problemes qui restent ouverts a propos de bornes supérieures
sur la puissance des systemes a temps continu. Par exemple, des bornes supérieures ne sont pas connues pour
les réseaux de neurones de Hopfield, ou pour les systemes d’équations différentielles Lipchitziennes, ce qui
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compromet la validité de la thése de Church forte. Nous avons vu que cette thése peut peut-étre étre prouvée
pour les équations différentielles analytiques. Cela meéne a se demander si une théorie des calculs a temps
continu basée sur les équations différentielles définies par des problemes de Cauchy polynomiaux pourrait
s’étendre en une théorie de la complexité.

L’analyse récursive permet aussi d’étudier la complexité des fonctions réelles. Un des domaines de re-
cherche les plus intriguant consiste a comprendre les liens qui existent entre les fonctions réelles récursives
et la complexité classique, pour établir par exemple des traductions des probléemes ouverts de la complexité
dans le cadre de I'analyse.

Robustesse

Nous avons vu que trés peu de recherche a été fait a ce jour en ce qui concerne les effets de bruits ou
d’imprécision sur les calculs & temps continu. A ce jour, ’essentiel des résultats concerne les systemes a temps
discret, et leur transfert au cas du temps continu mérite de 'attention. On peut aussi se demander comment
la puissance des systemes analogiques croit avec leur précision. La question a été formulée et formalisée pour
les systeémes & temps discret, en particulier pour les reconnaisseurs dynamiques dans [Moore, 1998b], mais
la plupart de la recherche dans cette direction reste & faire. De nombreuses questions ouvertes surgissent
si 'on demande si les résultats d’indécidabilité pour les systémes a temps continu restent vrais pour les
systemes robustes. Cela est de premiere importance dans le domaine de la vérification par exemple, puisque
cette question est reliée de fagon tres proche a la question de la preuve de la terminaison des procédures
automatiques de vérification. Une meilleure compréhension des hypotheses avec lesquelles du bruit mene a de
la décidabilité ou de 'indécidabilité est nécessaire. Par exemple, un bruit non-déterministe pour les systemes
ouverts n’écarte pas 'indécidabilité, mais la question est ouverte pour un bruit uniforme non-déterministe
borné inférieurement [Asarin, 2006].

Nouveaux modeéles

D’une fagon plus spéculative, comme les systemes a temps continu arrivent naturellement lorsque 1’on
cherche & modéliser les grandes populations (voir le chapitre 2), une question fascinante est de comprendre si
la théorie des calculs en temps continu peut réellement aider a comprendre les modéles massivement paralleles
comme l'Internet. Nous pensons que la théorie des calculs pour les systémes a temps continu peut étre au
coeur de la prochaine génération de la complexité et de la calculabilité.
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