Algorithmes d’approximation



Motivation

e On connait un certain nombre de problemes de
décision NP-complets:

o 3— SAT, CLIQUE, VERTEX — COVER
o« COLOR,CHEMIN — HAMILTONIEN

e SiI P # NP, Il nya pas dalgorithme polynomial pour
aucun d’entre eux.



=

e La plupart d’entre eux sont associés a des
problemes d’optimisation.

o Exemple: pour VERTEX-COVER, le probleme
d’optimisation associé est:
a Instance: Un graphe

a Question: Un sous-ensemble de sommets de
taille minimale telle que toute aréte soit
adjacente a I'un d’entre eux.

e Théoreme: Si P £ NP, alors le probleme
d’optimisation ne possede pas d’algorithme
polynomial.



Preuve

e En effet, etant donné G, k, si il y avait un tel
algorithme on pourrait calculer la taille &y du
sous-ensemble retourné par I'algorithme sur G, et
repondre vrai si et seulement si ky < k, pour
réesoudre le probleme de décision
VERTEX-COVER.

e Puisque VERTEX — COV ER est NP-complet, cela
impliquerait P = N P, absurde.



Algorithme d’approximation

o Un algorithme de p-approximation est un algorithme
polynomial qui renvoie une solution approchee
garantie au pire cas a un facteur p de I'optimal.

a Autrement dit, si on note Opt la solution optimale, et
Algo la solution retournée par 'algorithme, on a

Opt < Algo < pOpt.
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Un algorithme GLOUTON-COVER®

a Algorithme GLOUTON-COVER(G), avec le graphe
G=(V,FE).

a S:=10

a tant qu’il y a des arétes non-couvertes
e prendre une aréte e = (z,y) non-couverte
o faire S:=SuUix,y}
o detruire les arétes adjacentes aux sommets x

et y dans G.

o Retourner S.
e Théoreme: GLOUTON — COV ER est une

2-Approximation du probleme d’optimisation associé
a VERTEX-COVER.



Preuve L

a Soit A 'ensemble des arétes choisies par
GLOUTON — COV ER.

e Ona |S E2x|A|, car chaque aréte ajoute deux
sommets, et les arétes de A n’ont aucun sommet en
commun.

e Or Opt > |A| car il faut au moins couvrir les arétes
de A.

e Donc |S| < 20pt.



Probleme du voyageur de commer

Un représentant doit visiter n villes. Le représentant
souhaite faire une tournée en visitant chaque ville au
moins et exactement 1 fois et en terminant a sa ville de

depart.



Traduction en un probleme de décisi

e Probleme du Voyageur de Commerce
(TSP=Traveling Salesman Problem)

o |nstance:
G = (V, F) un graphe complet
une fonction colitc: V x V — N
un entier k € N

a Question:
Existe-t-il un tournée ‘H de colt < £?

e Theoreme: Le probleme du Voyageur de Commerce
est NP-complet.



Pb d’optimisation associé

e o Instance:
G = (V, F) un graphe complet
une fonctioncoltc:V xV — N

a Question:
Une tournée ‘H de cbut minimal.

e Théoreme: Si P # NP, ce probleme ne possede
pas d’algorithme polynomial.

e (preuve: méme principe que pour
VERTEX — COUV ER).



Inapproximabilité L

Théoreme: Si P # NP et p > 1, il n'existe aucun
algorithme de p-approximation pour le probleme
d’optimisation associée au probleme du voyageur de
commerce.



Preuve

Par I’ absurde. Supposons gu’il existe un algo. d’approx.

B de borne p.
Construisons une instance du voyageur de commerce a

partir d’'une instance du probleme du cycle hamiltonien.
F(G=(V.E)) =

G' = (V, E") graphe complet
{ 1 si (u,v) € B

c(u,v) = .
(4, 0) 1+ p|V]| sinon
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Suite (1/3)

1. Si G a un cycle hamiltonien, (G’, ¢) a une tournée de
codt |V|

2. Sinon, le colt d'une tournée
> (1+plV])+ (V| =1) > p|V]
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Suite (2/3)

Algo. polynomial déterminant si G a un cycle
hamiltonien,

1. (G, c) = F(Q).

2. Soit H la tournée calculée par B ayant en entrée
(G, ¢)

vrai si c(H) < p|V|

3. retourner .
{ faux sinon (¢(H) > p|V|)

=



0o |V| PV

)t
® o000 o

e solutions possibles



Suite (3/3): Remarque

1. Sic(H) < p|V], cela signifie que ¢(H*) < |V,

ou H* la tournee optimale est un cycle hamiltonien
de G.

2. Sic(H) > p|V|, cela signifie que ¢(H*) > |V/|,
(G ne peut pas posseder de cycle hamiltonien.

0 |V| PV
S —————_ v
® o000 ©

e solutions possibles



On obtient une contradiction: I'algorithme précedent est
un algorithme polynomial pour le probleme

CYCLE — HAMILTONIEN NP-complet, contredisant
I'hypothese P # NP.



Cas Particulier L

Définition:
La fonction de cout vérifie I'inégalité triangulaire si

pour 3 sommets u, v, w arbitraires de V,
c(u,v) < c(u,w) + c(w,v).

Théoreme: Le probleme du Voyageur de Commerce
avec la fonction de cout vérifiant I'inégalité triangulaire
est NP-complet.

=



Algorithme

G = (V, FE) un graphe complet
e Entrée: une fonctioncoltc: V x V — N
qui verifie I'inégalité triangulaire
Sortie: une tournée.



Algorithme:

1. Choisir un sommet r € V. comme racine.

2. Construire un arbre couvrant minimal 7" dans G a
partir de la racine r.

3. Soit L la liste des sommets visites lors d’un parcours
préfixe.

4. Retourner le cycle hamiltonien A qui visite les
sommets dans |’ ordre de L.



lllustration de l'algorithme L
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Facteur d’approximation

Théoreme: Lalgorithme retourne une solution a un
facteur 2 de I'optimal.
Proof:

Soit H* la tournée optimale.
Il reste donc a prouver que c(H) < 2¢(H™).

Soit 7" un arbre couvrant minimal: ¢(7T) < ¢(H*) (car
le cycle H* privé d’une aréte est un arbre).

Soit L le parcours de 'arbre T (ajout d’'un sommet
dans la liste des que I'on les rencontre lors du
parcours).



Facteur d’approximation (suite) L

parcours L =a,b,c,b,h,b,a,d,e, f,e, g,e,d,a.

c(L) = 2¢(T) car chaque aréte est visitée 2 fois.

=



c(H) < 2c(H*) ?

e Donc ¢(L) < 2c¢(H").

e On peut supprimer un sommet de L sans augmenter
le colit (grace a l'inégalité triangulaire).

e Doncc(H) <c(L) <2c(HY).



Plus précisement, L

On peut supprimer 1 sommet de W sans augmenter le
coult (grace a l'inégalité triangulaire).

...nocbhb.... ..bc hb..
(b c)+c(c,h)+c(h,b)+... <
b,c) + c(c,b) + (b, h) + ¢(h,b) +
ar c(c, h) < c(c,b) + ¢(b, h) grace a l'inegalité triangulaire



Enoncé du probléme Bin Packing ©

Probleme: mettre un ensemble de boites de tailles
données dans des sacs de méme capacité, en utilisant
le moins possible de sacs.



Enoncé du probléme Bin Packing ©

Instance:
un ensemble B de boites

une fonction taille w : B — N
un entier c
un entier k

Question:
Existe-t-il un rangement R des boites de B

dans £ sacs de capacite ¢?



Remarque: Un rangement R est une application
B — [1...k] tel que

1. R(b) = j signifie que la boite b est placee dans le
sac j.

2. \V/] c [lk], ZbEB|R(b)=j U}(b) S C.



Complexite L

e Théoreme: Le probleme du bin Packing est
NP-complet.

e Preuve:
1. Probleme est dans NP: exercice.
2. Reéduction avec le probleme Partition,

NP-complet.
Instance:
un ensemble S = {s1,...,sm}
une fonction de poids W : S — N
Question:

Existe-t-il une partition de S en S; et S, tels que
ZSESl W(S) — ZSESQ W(S)?



1

PARTITION < BIN — PACKING via la transformation
polynOmiale F
B=.S

Vs € S,w(s) = W(s)
ZSES W(s)

C — 5

k=2

F(S, W) =

On a

(S,W) € PARTITION ssi F(S,W) € BIN — PACKING.

=



llustration de la transformation  ©

Partition Bin Packing

S ={ay,a9,a3,a4, a5} B ={ai,a2,as,a4,a5}

Wiai,as,a3,a4,a5)= {6,7,2,4,1} — W (a1,...,a5)= {6,7,2,4,1}
c =10, k =

Réponse: oui car Réponse: oui car

S1 = {a1, a4}
So = {az, a3, as}



Resultats

e Le probleme BIN — PACKING est NP-complet.
e |l est 2-approximable.

e Pourtoutl < X < 3/2, i1l n'est pas A-approximable.



L'algorithme Next Fit. L

un ens. B ={by,...,b,} de boites,
une fonction w : B — N, un entier c
Sortie: un entier &
Algorithme:
1. j=1
2. Pour : allant de 1 a n faire
(a) Sib; peut étre mis dans S;, S; «— S; U {b;}
(b) Sinon
. j«—7+1
1. Sj — {bz}
LB. retourner j

Entrées:



lllustration de l'algo. Next Fit.

Instance:
deux entiers «, et n tel que n = 4o,

un ens. B = {by,...,b,} de boites,
une fonction w tel que w(B) = {a,1,a,1,...,a,1},
c =2

Solution optimale: o + 1

\_/_
a sacs

1



Solution donnée par NextF'it: 2a

1boitedecap 1

/

I I 1 boite de capa

~— 20 sas __—




Facteur d’approx. de NextF'it

Théoreme: Lalgorithme NextF'it retourne une solution a
un facteur 2 de 'optimal.

e Notons g =), .z w(b) et k la valeur retournee par
I'algorithme.

e OPT > (/c.

e Pour chaque j, considerons : tel que b; € S; et
bi+1 € Sj+1
o llexiste atelque a <0 <14, by €5;

a S w(by) <cete< S w(by) <2

=

1



e Sionsomme sur j, ke < Zfﬂ Zé w(by)

e Doncke<2) ,.zw(b) (car chaque w(b) apparait au
plus deux fois dans la somme).

o Dol k < 23/c < 20PT.



’algorithme First Fit Decreasing. L

En-

un ens. B de boites, une fonction w : B — N
un entier ¢

Sortie: un entier &

Algorithme:

trée:

1. Trier B ={b4,...,b,} dans I'ordre décroissant suivant
w

2. k:=1,5:=1(
3. Pour: allant de 1 a n faire
(a) Sib; peut étre mis dans un sac S; avec j < k,
INsérer
L (b) Sinon

I. créer un nouveau sac Sy, = {b;}, k:=k + 1.



lllustration de l'algorithme

Exemple: ¢=10,w(b1) =7, w(b2) = 6, w(b3) = w(by) = 3,
w(bs) = w(bg) = 2.

o

k=1



lllustration de l'algorithme

Exemple: ¢=10,w(b1) =7, w(b2) = 6, w(b3) = w(by) = 3,
w(bs) = w(bg) = 2.

o

s[_®

k=1



lllustration de l'algorithme

Exemple: ¢=10,w(b1) =7, w(b2) = 6, w(b3) = w(by) = 3,
w(bs) = w(bg) = 2.

v b

s[_®

k=2



lllustration de l'algorithme

Exemple: ¢=10,w(b1) =7, w(b2) = 6, w(b3) = w(by) = 3,
w(bs) = w(bg) = 2.

v b

i b [

k=2



lllustration de l'algorithme

Exemple: ¢=10,w(b1) =7, w(b2) = 6, w(b3) = w(by) = 3,
w(bs) = w(bg) = 2.

v b

i b [

> [2]

k=3



lllustration de l'algorithme

Exemple: ¢=10,w(b1) =7, w(b2) = 6, w(b3) = w(by) = 3,

w(bs) = w(bg) = 2.

v b

i b [

(o]

k=3



Facteur d’approximation

Théoreme: Lalgorithme First Fit Decreasing retourne
une solution a un facteur 2 de 'optimal.



Remarque: OPT > () ,.gw(b))/c.

Car la borne inférieure correspond a une solution ou tous
les sacs sont pleins.

1
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Cas 1 ou w(b,) > ¢/2: I'algorithme glouton est optimal.

s 5

1 element par sac.
Exemple: ¢=10,w(b1) =8, w(b2) =7, w(b3) = 5,
w(by) = 5.

=



Cas 1 ou w(b,) > ¢/2: I'algorithme glouton est optimal.

s, |

)

v

s, |

w(by) = 5.

=

1 element par sac.
Exemple: ¢=10,w(b1) =8, w(b2) =7, w(b3) = 5,

1



Cas 1 ou w(b,) > ¢/2: I'algorithme glouton est optimal.

s, | )
s, | )
s B

Au plus 2 éléments par sac.
Exemple: ¢=10,w(by) =8, w(b2) =7, w(bs) = 5,

w(by) = 5.

=

1



Cas 1 ou w(b,) > ¢/2: I'algorithme glouton est optimal.

w(bg) =5

=

s, | )
s, | )
s B | b |

Au plus 2 éléments par sac.
Exemple: ¢=10,w(by) =8, w(b2) =7, w(bs) = 5,

1



Cas 2 ou w(by,) < ¢/2:
Soit b; la boite pour laquelle le sac £ a éte crée.

1. capacité des k£ — 1 premiers sacs remplis (= c(k — 1))
= place vide (P) + place occupee (O)
(@) P < (k—1)w(b)
(b) O < Z?:u;éj w(bi)

2. c(k—=1) <> w(b)+w(b;)(k—1) < OPTc+(k—1)c/2
Considerons uniguement le cas ouU (w(b;) < ¢/2)

3. k—1<20PT — k <20PT

=



Considéerons I'exemple

deux entiers «, et n tel que n = 5a,
un ens. B ={by,...,b,} de boites,
une fonction w telle que

Vi, 1 <i<a,w(b)=1/2+¢,

Instance:
Vi,a+1 <1< 2a,w(b;) =1/4+ 2e,
Vi,2a+1 <1 < 3a,w(b;) = 1/4 + ¢,
Vi,3a+ 1 < i < 5a,w(b;) =1/4 — 2e,
c = 2x
Solution optimale: = 2a

11

Solution fourni par l'algo: = F«
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Plusieurs guestions se posent alor8.

1. Peut-on mieux évaluer le rapport d’approximation de
I'algorithme First Fit Decreasing ? peut-étre mais il
est au moins égal a 3/2.

2. Peut-on trouver un algorithme ayant un meilleur
rapport d’'approx.?

Solution optimale Sol ution obtenue par I’ algorithm
(] a3 [ oo 24
2 35 =




Définition du probleme Partition. L

Instance:
un ensemble S = {s1,...,5m}
une fonction de poids W : S — N
Question:

Existe-t-il une partition de S en 2 sous-ens S; et Sy
28651 W(S) — ZSESQ W(S)?



Transformation

Objectif : Transformer 1 instance de Partition en 1
Instance du Bin Packing.

B=S
Transformation F(S, W) = Vs € S,w(s) = W(s)
= ZSESQW(S)

Proposition: Soit Z une instance du probleme partition.

Soit 7' = F(7) (instance du probleme bin packing).
la solution de 7’

= 2SI Z = (5,)V) possede une partition,

> 3 sinon.

=



Preuve

1. Si S peut se partitionner en 2 sous ensembles de
méme taille, alors dans 7', 1 sac = 1 partition.

2. Sinon, Il faut au moins 3 sacs.



Résultat d'inapproximabillité. L

e Théoreme: Si P # NP, il n’existe pas d’algorithme
polynomiale d’approximation pour le probleme Bin
Packing ayant un rapport inferieure a 3/2 — e.

e Preuve: par I'absurde.

Soit A un algo. poly. d’'approx. pour Bin Packing
ayant un rapport a < 3/2 — e.

Construisons un algorithme A’ qui résout le
probleme partition a partir de A.



Algorithme A'.

Entrée: un ensemble S, une fonction W
Sortie: un booléen
Algorithme:

1. 7/ = F(I)

2. Appliguer l'algo. A sur l'instance 7.

w

Si le nombre de sacs est > 3, retourner faux,

>

sinon, retourner vrail.
Complexité: polynomiale

=



e SiA(Z) < (3/2—¢OPT(Z) alors,
e SIOPT(T') < 3alors A(I) < (3/2 —¢)2.
e SIOPT(7') > 3 alors 3 < A(I).

e Lalgorithme A’ est donc un algorithme polynomial
correct pour PARTITION NP-complet:
contradiction avec I'nypothese que P # NP.
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