Algorithmes Gloutons



Principe général L

a Pour un probleme d’optimisation, on construit la
solution de facon séquentielle, en faisant a chaque
étape le meilleur choix local.

e Pas de retour en arriere: on va directement vers une
solution.

e Progression descendante = choix puis résolution
d’'un probleme plus petit.



| ocation d’un camion

Q

Q

Q

On veut offrir un unique véhicule a la location.
On veut maximiser le nombre de clients satisfaits.

Soit F I'ensemble des demandes. Pour e € E, on
note d(e) et f(e) pour la date de début et fin de la
demande.

Les demandes e; et e sont compatibles si

d(e1), f(e1)[N]d(e2), f(e2)[= 0.

On cherche un sous ensemble de £ de demandes
deux-a-deux compatibles de cardinal maximal.




Algorithme

LOCATION — CAMION(F)
a Trier les éléments de £ par date de fin croissante
fler) < fle2) < ... < flen).
@ S1:=e€]
e k=1
e Pouri:=2an
e Sid(e;) > f(s) alors

Q Sk_|_1 =
e ki=k+1

e Retourner sq,..., s;.



e Théoreme: I'algorithme donne bien un résultat
optimal.

e Complexité: O(nlogn).

e Remarques:

1. ne marche pas pour maximiser le temps local de
location;

2. ne marche pas si on trie par durées
décroissantes.



Exemple

Résultat: {61, 63}.
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Preuve du théoreme

e Des demandes z1,...,z, ordonnées par date de fin
croissantes sont compatible ssi

d(r1) < f(z1) < d(z2) < flx2)---d(zr) < f(zr).

e On montre par récurrence sur 1 < j < k que
(HR;) “Il existe une solution optimale ¢4, ...,t; avec
b1 = S1,...,tj = S5.

o On montrera ensuite qu’une solution optimale
t1,...,t; avec t1 = s1,...,tr = si verifie k = [.



=

H Ry

e Pour (HRy): slty,...,t; estune solution optimale
ordonnée par date de fin croissantes, on a

d(ty) < f(tr) < d(t2) < f(t2)---d(t;) < f(tr).

e s; estla demande qui termine le plut tot, donc
f(s1) < f(t1) etdonc

d(s1) < f(s1) < d(t2) < f(ta)---d(tr) < [(Lr).

e {s1,to,..

(HR;y).

., t;} est une solution optimale qui prouve



HRJ — HRj+1

Q

Supposons (HR;). Soit t1, ..., ¢ une solution
optimale ordonnee par date de fin croissantes avec
Ifl — S1ys s ,tj = Sj.

Par construction s;; est une demande de
E —{s1,...,s;} compatible avec s, ..., s; de date de
fin minimale.

tj+1 estune demande de £ — {s1,...,s;} compatible
avec si,...,s;j: donc f(sj+1) < f(tj+1)-

On en deduit que s;;; est compatible avec
tiga, - ,1, €l donc {s,... , S5y Sj41, 542, 11} est
une solution optimale qui prouve (HR;11).



Nécessairemenk = [

Si par I'absurde k < [, alors

e t,41 est une demande compatible avec les
demandes précedentes,

e Absurde, car I'algorithme aurait pris ¢, consideré
apres s;, Sl c’'était le cas.



Rappels: graphes

Q

Graphe G = (V, E): V ensemble de sommets, E
ensemble d'arétes. Une aréte est une paire de
sommets.

Chemin: suite d’arétes

er = {z1, 72}, €2 = {w2, 23}, -+, ep = {Tp, Tpt1}

Cycle: chemin tel que z,11 = 2.

Chemin élémentaire: qui ne passe pas deux fois par
le méme sommet.

Graphe connexe: toute paire de sommets est reliée
par un chemin.



Arbres, Foréts

a Arbre: graphe connexe sans cycle.
a Forét: graphe sans cycle.

e Théoreme: si G = (V, E) connexe, alors GG est un
arbre ssiv =a — 1.

e Arbre couvrant de G = sous-ensemble £’ C E tel
que (V, E’) soit un arbre (connexe sans cycle).



Arbres couv. de pds maximum

e Pondération w : E — R=2Y.
e Pour £’ C F, le poids de E’ est

e But: trouver un arbre couvrant de poids maximum.
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Algorithme de Kruskal

Algorithme Kruskal(G,w)

a Trier les élements de £ par ordre de poids
décroissants
w(ey) > w(eg) >

e T :=1
e Pouri:=1alF|

o SIT U{e;} estacyclique alors
o T :=TU {62}

e Retourner T.

. > w(eq)

Remarque: a chaque éetape T est une forét.

=



Exemple




Reéesultat




Optimalité L

e Théoreme: I'algorithme retourne bien une solution
optimale.

e Conséquence du lemme suivant:

e Lemme: Soit T' et U deux arbres couvrants de G.
Soitae U, a¢T,alors il existe b € T tel que
U — a + b soit un arbre couvrant. De plus, b peut étre
choisi dans le cycle formé par des arétes de 7" et de
a.



Preuve du Lemme L

Preuve:

e la suppression de a dans U divise 'arbre en 2
composantes connexes U; et Us.

a Le cycle v cree par a dans 7' contient
necessairement un nombre pair d’arétes reliant ces
deux composantes.

e Comme q est une telle aréte, Il en existe au moins
une autre b dans 7.

a On vérifie qu'une telle aréte b satisfait bien aux
conditions du lemme.

=



Preuve du théoreme

Preuve:

Q

Q

Soit 7' I'arbre donné par l'algorit
Si I'algorithme ne donne pas I'o

nme glouton.
ptimal c’est qu'’ll

existe des arbres couvrants de

Doids supérieur.

Notons U celui parmi ceux-ci dont le nombre
d’arétes communes avec 7' est maximal.

Soit a I'aréte de U de plus grand poids qui n'est pas

dans T, et b I'aréte donnée par |
cas.

e lemme pour ce

Comme a n’a pas éteé choisie par I'algorithme

glouton, c’est qu’elle cree un cy

cle avec les

éléments de T, et ce cycle est formé d’aretes toutes

de poids supérieur ou egal a w(

a).



e Puisque b est dans ce cycle, on a w(b) > w(a).

e Ainsi f(U—-a+0b)> f(U)> f(T),maisU —a+best
un arbre qui a une aréte commune avec 7' de plus
que U.

e Cecl contredit le choix de U.



Remarques

e Lalgorithme fonctionne si G n'est pas connexe.

@ On peut aussi obtenir I'arbre de poids MINIMUM:
considerer w'(e) = M — w(e) pour
M = max{w(e)|le € A}.

Complexité: O(elogv).



Algorithme de Prim

o Alternative: G supposé connexe.

e Algorithme PRIM (G, w,vy) OU vy €St un sommet.
a T:=10
a Tant que T n’est pas couvrant faire
o choisir une aréte de poids maximum tel que

T U {e} soit un arbre contenant vy.
e T:=TU{e}

e Remarque: a chaque etape T est une forét
contenant vy.

e Complexite: O(vloge), comme Kruskal.



Exemple




Reéesultat
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