Systemes Hybrides

Partie 1. Définitions, Exemples



Motivation

a Les systemes hybrides permettent de modéliser les
systemes discrets qui évoluent dans un
environnement continu.

e Une trajectoire d’un systeme hybride est constituée
d’évolutions continues et de transitions discretes
Instantanéees.

@ Les automates temporisés constituent une classe particuliere de
systemes hybrides.



Exemple 1: un thermostat

b,r = M
Y. A . p
dr/dt = —Kx dr/dt = —K(h — x)
T >m —> rx< M
- /a,aﬁ:\m /

Evolutions:
1. z(t) = 2(0)e~®t dans la place .

2. x(t) = 2(0)e Bt + h(1 — e &) dans la place ;.

=



Systemes hybrides deterministe el

Principe: un systeme hybride se modélise comme un
automate fini avec des variables.

Formellement, un systeme hybride (déterministe en
temps) est H = (Loc, Var, Init, Lab, Edg, Act, Inv) ou

e Loc un ensemble fini de places (locations).

e Var un ensemble fini de variables a valeur dans IR,
'ensemble des réels.
Une valuation est une fonction de Var dans I R. On
note V I'ensemble des valuations.
Un eétat est un couple (/,v), avecl € Loc, v € V.

e Init est un ensemble d’états.
e Lab un ensemble fini d’étiquettes.

=



@ Edg C Loc x Lab x P(V?) x Loc un ensemble fini
d’aretes. - |
e = (l,a,u,l") € Edg correspond a une transition
discréte entre la place [ et la place I/, étiquetée par
a, conditionnée et avec effet sur les variables donné
par p C V2.

a Act est une fonction qui associe a chaque place
| € Loc une fonction de V x IR=Y, ot I R=" est
I'ensemble des réels positifs ou nuls, vers V.
Hypotheése. On suppose cet ensemble clos par passage du
temps: pour tout ! € Loc, f € Act(l), t € IR=?, la fonction (f +t)
est aussi dans Act(l), ou (f + t) est la définie par
(f +8) (v, t") = f(f(v,1),1).
Principe: Act(l)(v,t) donne I'état des variables au temps ¢ dans
la place [ partantde v at = 0.

e Inv une fonction qui associe a chaque place un
sous-ensemble de V, appelé invariant.



Exemple du thermostat

\L b,r = M
Y. A . p
dr/dt = —Kx dr/dt = —K(h — x)
T >m —> rx< M
- /a,x:\m /




Pour le thermostat:

1.
2
3.
4

o1

Loc = {lo, ll}
. Var ={x}
Lab = {a, b}

. Edg = {60,61} avecC eg = (107017“07[1)1 €1 = (llab7 ,ulalO)i

o = {(z,2)|le =mAx' =z}, pp ={(x,2")|lx = M Nz’ = x}.

Act(lp)(xo,t) = zoe 2t et Act(l1)(zo,t) = zoe Bt + h(1 — e £,

Inv est telle que Inv(ly) = {x|xr > m}, Inv(ly) = {z|]z < M}.



=

Trajectoires

e Une trajectoire est une suite de:
1. transitions discretes —¢, a € Lab;
2. et d’évolutions continues —t, t € TR=Y.

e Formellement, a un systeme hybride H correspond
un systeme de transitions étiqueté avec un
ensemble d’états infini

(27 S? SO? _>)
deéfini par
a S = Locx V. (I'ensemble des états de H).
a So = Init.

a Y= LabUIR=Y.



@ o —={—=%ac Lab}U{ -t tc IR}, avec:
1. (I,v) =% (I',7) ssiil existe e = (I,a,pu,l") € Edg
avec (v,v') € u
2. (I,v) =t (1,v") ssi Act(l)(v,t) = o' et
Vo<t <t, Act(l)(v,t) € Inv(l).
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Modele plus genéral L

Voici un modele plus général, permettant de parler de systemes
non-déterministes en temps:

Formellement, un systeme hybride est
H = (Loc,Var, Init, Lab, Edg, Act, Inv) avec

@ Loc un ensemble fini de places (locations).

@ Var un ensemble fini de variables a valeur dans I R, 'ensemble
des réels.

Une valuation est une fonction de Var dans IR. On note V
'ensemble des valuations.

Un état est un couple (I,v), avec ! € Loc, v € V.
@ Init est un ensemble d’éetats.

@ Lab un ensemble fini d’étiquettes.



@ FEdg C Loc x Lab x P(V?) x Loc un ensemble fini d’aretes.

e = (l,a,u,l") € Edg correspond a une transition discrete entre la
place [ et la place I/, étiquetée par a, conditionnée et avec effet
sur les variables donné par 1 C V2.

Act est une fonction qui associe a chaque place [ € Loc un
ensemble d’ activites.

Une activité est une fonction de I R=°, 'ensemble des réels
positifs ou nuls, vers V.

Chaqgue activité f donne une evolution possible des variables
dans une place donnée: f(t)(l) € V donne la valeur des
variables au temps ¢ dans la place (.

Hypotheése. On suppose cet ensemble clos par passage du
temps: pour tout ! € Loc, f € Act(l), t € IR=?, la fonction (f +t)
est aussi dans Act(l), ou (f + t) est la définie par

(f+0)F) = ft+1).
Inv une fonction qui associe a chaque place un sous-ensemble
de V, appelé invariant.



Dans I'exemple du thermostat, Act(l;) est 'ensemble des fonctions f
du type f(t) = Hpe £t pour 6y € TR=". et Act(l,) est 'ensemble des

fonctions f du type f(t)(l1) = O1e 5t + h(1 — e &) pour 0y, 6, € TR,

On remplace alors la définition de —* par: (I,v) —! (I,v") ssi il existe
f € Act(l) avec f(0) =vet f(t) =" etvV0 <t <t f(t) € Inv(l)

Un systeme hybride est dit déterministe en temps si pour tout [ € Loc,
v € V, ily aau plus une fonction f dans Act(l) avec f(0) = .

=



Abstraction Temporelle

A un systeme hybride H, on peut aussi faire correspondre le systeme
de transitions etiqueté appelé abstraction temporelle de H, défini par

T(H) — (Lab, S, So,R)

ou
1. S = Loc x V. (l'ensemble des etats de H).
2. So = Inat.
3. X = Lab.
4. (s,a,s') € Rssiilexiste t € IRZY, 5" un état, tel que

S .t g/ _a o

Note: pour les automates temporisés, on a vu que 7(A) admet une
bissimulation finie. On peut montrer que le systeme de transition
hrécédent n'admet pas de bissimulation finie dans le cas général.
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Exemple 2. Moniteur de niveau d'ea

4 0 ) y = 10 4 | )
da/dt = 1 r =0 da/dt = 1
—> »
dy/dt =1 dy/dt =1
10 2
=" =2
= E
4 ; ) 4 ) )
drx/dt =1 dx/dt =1
dy/dt = —2 y =5 dy/dt = —2
< 2 i Hh <
S L > xr:=0 _ ~Y y

(Condition initiale : y = 1).



Exemple 3. Leaking Gaz Burner L

v

4 , )
dx/dt =1
dy/dt =1
dz/dt =1

1>z

N /

4 | )
dx/dt =1
dy/dt =1

\dz/dt:O/

(Condition initiale : x =0, y =0, z = 0).



Exemple 4. Balle sur une table de Bi

4 ) 4 )
1 =/ 2
de/dt =v, [ dx/dt =—vy
dy/dt =v, |le—0 1 dy/dt =1y,
r<lAy<h | 2=0| z>0¢Ay<h
y=01 syuy=h y=01 vyuy=h
4 ) : )
3 =/ 4
de/dt =v, [ ¥ dx/dt =—vy
dy/dt = vy, le— 1 dy/dt = —v,
r<lAy>0 | =0 z2>0Ay>0
N / N /

(Condition initiale : x =z, ety = y,).




Composition parallele

Etant donnés
Hi = (Locy, Var, Inity, Laby, Edgy, Act1, Invy) et
Ho = (Locy, Var, Inity, Labe, Edgs, Acts, Invs), le produit
synchronisé de H; et de H,, noté H,||H est le systeme
hybride
(Locy x Loca, Var, Inity N Inite, Laby U Labs, Edg, Act, Inv)
défini par:

Q Act(ll, 12) = Actl(ll) M Actz(lg)

Q [nv(ll, 12) = ]nvl(ll) M ]nvz(lg)

=



@ PoUra & X N 2o
(I, a, p1,1}) € Edgy
(lo, @, 2, 15) € Edgs
= ((l1,12),a,p1 N e, (14,15)) € Edg
@ poura € 21 — 29 (llaa,m, [’1) c BEdg;
[o € Loco
= ((I1,13), a, u1, (I}, 12)) € Edg,

e Symétriqguement.



Exemple. Train || Barriere || Controfe

Traipfteonﬂﬁroirrmmaleﬂg: tiohinitiate . %@@OO) ~

Far Aooroach Near
50 < de/dt < —4PP 150 < de/dt < —30

1000 < z 0<uz
N /

\ /

00, 490 Past
4 dx/dt < —30

—100 <z
\

r=—100 — z :€ [19
exit




Controleur:

|

Idle
dz/dt =1 A du/dt =0

14

approa

Clz/dt = 1 Adu/dt =

z < u

z:=0

h(dz/dt =1 Adu/dt =

5@pproac
);pproacﬁ\ zSu

L

exit

)

exit



Barriere: i
MoveUp y = 90 Open
raise C dy/dt =9 dy/dt = 0
y < 90 y = 90
N
raise 14 raise
MoveDown y =0 Closed
KC dy/dt = —9 dy/dt =0
y >0 y =
N %

=




Termes et formules linéaires L

Soit Var = {z1,...,x,} Un ensemble de variables.

1. Un terme linéaire sur Var est un terme de la forme
Ao + Mz + Aoxo + ... \,x,, AVEC les
A0, AL, A €EN, 2, ..., 2, € Var.
N désigne I'ensemble des entiers.

2. Une formule linéaire est une combinaison
booléenne d’inégalités entre termes linéaires.

Propriété: Soit ¢ une formule linéaire, et x € Var une
variable. Lensemble défini par la formule logique Jx¢ se
décrit aussi par une formule linéaire.

Utiliser par exemple l'algorithme de Fourier-Motzkin.

Exemple: dz (2 < x Az < y) est équivalenta 2 < y.

=



Systemes hybrides Linéaires

Un systeme hybride déterministe en temps est dit
linéaire si:
1. Pourtout! € Loc, Act(l) est déefini par un ensemble
d’équations différentielles de la forme dz/dt = k.,
ke € Z.
On a Act(l)(v,t)(x) = v(x) + k.t pour tout
veV,x e Var,t € IR,

2. Pourtout! € Loc, Inv(l) est décrit par une formule
linéaire.
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3. Pourtoute = (I,a,u,l"), uest déefini par une
ensemble d’affectations non-déeterministes du type
Yy — {2’ € |ay, Bz]|lz € Var} pour ¢ une formule
linéaire, et «,, 5, des termes linéaires.
C’est-a-dire, il existe ¢ une formule linéaire, et des

termes linéaires a,, B.,,...ay, , B, tels que
(v,0") € uSSivEYAVr € Var a, <v'(z) < 5,
Dans le cas a, = 3., on note u(e, x) = a;.

Exemples: tous les systemes hybrides précédents, excepté le
thermostat, sont des systemes hybrides linéaires.

=



Cas spéciaux de systemes hybridas

1.

Si Act(l,x) = 0 pour tout [ € Loc, alors x est une variable
discrete. Un systeme discret est un systeme dont toutes les
variables sont discretes.

Si en plus u(e, x) € {0,1} pour tout e € Edg, alors x est une
variable (discrete) propositionnelle. Un systeme a états finis est
un systeme dont toutes les variables sont propositionnelles.

Si Act(l,z) = 1 pour tout [ € Loc, et u(e,x) € {0,z} pour chaque
e € FEdg, alors z est une horloge.

Propriéte: Un systeme hybride dont toutes les variables sont soit
des propositions soit des horloges et dont toutes les contraintes
sont des contraintes d’horloges correspond a un automate
temporise.



=

5. S'il existe un entier k tel Act(l,x) = k pour tout [ € Loc, et
u(e, x) € {0, x} pour chaque e € Fdg, alors x est une horloge
biaisée. Un systeme multitaux est un systeme dont toutes les
variables sont des variables propositionnelles, des horloges, ou
des horloges biaisées.

6. Si Act(l,x) € {0,1} pourtout! € Loc, et u(e,z) € {0, x} pour
chaque e € Edg, alors = est un intégrateur. Un systeme a

intégrateur est un systeme dont toutes les variables ont des
variables propositionnelles ou des intégrateurs.

7. Siu(e,x) = x pour chaque e € Edg, alors x est un parametre.



Systemes Hybrides

Partie 2: Vérification



Verification des systemes hybride?

On s’intéresse dans la suite aux problemes suivants:

e Probleme de l'atteignabilité:

1. Donneées:
(a) H un systeme hybride
(b) S* un ensemble d’états.

2. Réponse: oui S’ll existe une trajectoire qui atteint
S*. non sinon.

e Calcul des états atteignables.
1. Données:
(a) H un systeme hybride
2. Réponse: 'ensemble des états atteints par les
L trajectoires de H.



Resultats L

Théoreme: Le probleme de I'atteignabilité est
iIndecidable pour les systemes hybrides linéaires.

1. Théoreme: Le probleme de l'atteignabilité est décidable pour les
automates temporisés.

2. Theoreme: Le probleme de I'atteignabilité est indéecidable pour
les systemes multitaux. (a deux taux).

3. Theoreme: Le probleme de I'atteignabilité est indécidable pour
les systemes a intégrateurs.



Conséeguences L

Puisque le probleme est indécidable, méme pour les
systemes hybrides linéaires simples, on s’intéressera
dans la suite a des semi-algorithmes de vérification,
c’est-a-dire a des méthodes de vérification qui peuvent
ne pas terminer dans certains cas.

Meéthodes:

1. Analyse en avant.
2. Analyse en arriere.



Analyse en avant: opérateur’.

e Soit/ € Loc une place fixee.

Pour P C V un ensemble de valuations, on note P"
I'ensemble des valuations atteignables a partir d’'une
valuation v € P en laissant le temps progresser.
Formellement,

v e PP ssi JweV
3t € IR=Y
veP
tepr|v](¢)
v = Act(v, 1))

Avec tepi[v](t) = V0 <t/ <t Act(v,t") € Inv(l)



Analyse en avant: opérateursucc. L

e Soite = (l,a,u,l") € Edg une transition discrete.
Pour P C V un ensemble de valuations, on note
succ(P, e) 'ensemble des valuations atteignables a
partir d’'une valuation v € P en exécutant la
transition e.

Formellement,

v € suce(P,e) ssi eV
v e PN Inv(l)

(v,0') € p
v e Inv(l’)



Extension aux réegions

e Soit P C V un ensemble de valuations, [ € Loc une
place, on note (/, P) 'ensemble des (I, v) avec
v e PN Inv(l).

a On étend les opérateurs préecédents aux regions,
c’est-a-dire aux ensembles de la forme

R = UlELoc(l7 Rl)
Formellement,

R"= | J (t,R

leLoc

succ|R) = U U (I', succ(Ry, €))

leLoce=(l,a,u,l’)eEdg



Calcul des états atteignables.

e Etantdonné I c Loc x V un ensemble d’états, on
note (I — %) 'ensemble des états atteignables a

partir d’'un état o € 1.

e Theoreme: Soit I = Ujcroc(l, I;) Une region du
systeme H. Alors (I — x) = Ujeroc(l, R;) la réegion
atteignable est le plus petit point fixe de I'éguation

X = (IUsuce[X])T.

Autrement dit, chaque R; est le plus petit point fixe
de I'ensemble d’équations:

X; = (U U suce(Xp, e))T
e=(I",a,u,l)€Edg

1



Cas des systemes hybrides linéair@s

e Observation: Pour un systeme hybride linéaire H, si
P C V est un ensemble défini par une formule

linéaire, alors, pour tout | € Loc, e € Edg, P et
succ( P, e) sont aussi des ensembles définissables
par des formules linéaires.

a Application: Le théoreme précédent donne un
(semi-)algorithme pour la vérification de propriétés
d’atteignabilité des systemes hybrides linéaires.



e Principe:

1.
2.

On part de X, = 1.

On calcule la suite X; définie par les éguations
Xit1 = (LU U 0,0y e Bag SUCc( X, e))™ pour
[ € Loc.

Si X; = X,,1 on S’arréte et retourne X;.



Exemple: Leaking gaz burner.

Exemple: leaking gaz burner.

@ Etatinitial: vy =pc=1Az=y=2=0

@ [ — x donné par le plus petit point fixe de
1. 1 =(x=y=2=0V succ(ts, 62_>1))T1T
2. 1hy = (false V succ(ibr, e1-2))d

@ On le calcule itérativement par:
1. 1= (Y11 V succ(tha;_1, 62—>1))1T
2. g = (g1 V suce(ir i—1,€1-2))]

Avec
1. ro=(z=y=2=0T=(@<1Az=9y=2)
2. Yoo = false

=

1



@ Ona:
1. %01,1 = ¢1,0 \Y% (SUCC(%,oa 62—>1))TT — ¢1,0

N

R

¢2, 1 = 77@2,0 V (S’LLCC(@DLQ, 61_>2))ﬂ = (x =0A Yy S 1N z=
Y =(z<1Ay=2+z)

V1 =111 Ve <1IAN0<z—xz<iA30i+2z<y
Yo; =Y2i—1VYy<t1+1A30t+z+2<y

@ Onobtient (I — x) = (1,41) U (2,19) avec

1.

V=<1l Arx=y=2VI3i>1(z<1IN0<z—2<

i AN30i+ 2 <vy)
=(r<1lAhz=y=2z)V@e<1lAz<zAy+30x > 31z)

Yo =2z <INy =xz+2 Az > 0V > 1(z < i+1A30i+x+2 < y)
=z<1lAy=z+zAx>0)Vy>z+3lz—30



Analyse en arriére: opérateur!.

e Soit/ € Loc une place.

Pour P C V un ensemble de valuations, on note PV
I'ensemble des valuations a partir desquelles on
peut atteindre une valuation v € P en laissant le
temps progresser.

Formellement,

e PV ssi FJweV
Jt € IR=Y
veP
tepy[v'](t
v = [v](¢)

= Avec tepi[v](t) = V0 <t/ <t Act(v,t) € Inv(l)



Analyse en arriere: operateurpre. L

e Soite = (l,a,u,l") € Edg une transition discrete.
Pour P C V un ensemble de valuations, on note
pred( P, e) 'ensemble des valuations a partir
desqguelles on peut atteindre une valuation v € P en
executant la transition e.

Formellement,

v € pre(P,e) ssi JveV
ve PNiInv(l)

(v, v) € p
v € Inv(l)



Extension aux réegions

a On étend les opérateurs préecédents aux regions,
c’est-a-dire aux ensembles de la forme

R =Ueroc(l, By).

RV = | (LR

leLoc

pre|R] = U U (L, pre(By,e))

leLoce=(l,a,u,l’)EEdg



Calcul des états atteignables.

e Etantdonné I c Loc x V, on note (— xI) 'ensemble
des etats a partir desquelles on peut atteindre un
état o c 1.

e Théoreme: Soit I = (J;.;,.({, ;) une région du
systeme H. Alors (— *I) = U;c1..({, Ri) est le plus
petit point fixe de I'’éguation

X = (IUpre[X)

Autrement dit, chaque R; est le plus petit point fixe
de I'ensemble d’équations:

X, = (I U ) pre(Xpe)
e=(l,a,u,l")€Edg

1



Cas des systemes hybrides linéair@s

e Observation: Pour un systeme hybride linéaire H, si
P C V est un ensemble défini par une formule

linéaire, alors, pour tout | € Loc, e € Edg, P et
pre( P, e) sont aussi des ensembles définissables par
des formules linéaires.

a Application: Le théoreme précédent donne un
(semi-)algorithme pour la vérification de propriétés
d’atteignabilité des systemes hybrides linéaires.



e Principe:

1.
2.

On part de X, = 1.

On calcule la suite X; définie par les éguations
Xiv10= (L1 U Ue:(l,a,,u,l’)EEdg pre(X; . €))¥ pour
[ € Loc.

Si X; = X,,1 on S’arréte et retourne X;.



Exemple: Leaking gaz burner.

Exemple: leaking gaz burner
Silon partde ¢¥p =y > 60 A 20z >y

@ — %[ estdonné par le plus petit point fixe de

1. ¢ = (y > 60 A 20z > y) Vpre(s, e1—2))7
2. by = (y > 60 A 20z > y) V pre(ir, ea—1))y
@ On le calcule itérativement par:
1 1= ((y > 60 A20z > y) Vpre(ihs,i_1,e1-2))}
2. tha; = ((y > 60A20z>y)Vpre(tri—1,e2-1))s
avecC
1. 0= (y > 6020z >y)!
2. ety = (y>60A20z>y)y.

=



@ On obtient:;

© 0O N O O~ 0w DdhE

el
w N = O

14.

On s’arréte car ;1 7 implique 1, ¢ et ¥ 7 Implique ¥ ¢ €t on
obtient (— +I) = \/,_; (1, pc =1A%1,)) U (2, (pc =1 A1),

=(—19<20z2—192 —yABI < —z+yAax<1)
wgo—(O<202+:€—y/\0<202—y/\3<z)
=(—-19<20z—19z —yA2<z—zxzAzx <1
= (-19<20z—yA11 <20z4+2—yA2<2)
=(—8<20z—19r—yAl<z—axAz <1
=(—-19<20z—yA11<20z+x—yAN2<2)
=(—8<20z—19r—yAl<z—axAz <1
=(-8<20z2—yAN22<20z+x—yA1l<z2)
¢14—(3<2()z—19:13—y/\0<z—:1:/\:13<1
= (—8<20z—yAN22<20z+2x—yA1l<z2)
(
(
(

: ¢15— 3<202—19z —yNO<z—zxzAhx <1

Pos =(3<202—yA33<20z+2z—-—yA0<2)
P16 =(14<20z—-192 —yAN-1<z—-—aANz <1
o5 =(3<202—yA33<20z2+2—yAN0<2)

1
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