Automates temporises

Partie 1: Définitions



Motivation

e Les automates temporisés constituent un des
modele de systemes réactifs a temps continu
propose par Alur et Dill en 1991.

@ Temps continu vs temps discret.

@ Resultat de Brzozowsky et Seger: le probleme de
I'atteignabilité pour les circuits asynchrones avec délais
bornés est non soluble si le temps est suppose discret.

@ Discretiser le temps conduit souvent a une explosion
combinatoire.

a |l existe plusieurs modeles a temps continu, mais les
automates temporises se sont imposeés.



Automate temporise: prés.entation-I

Un automate temporisé est un automate avec des
horloges, c’est-a-dire des variables a valeurs réelles,
positives ou nulles.



Chagque automate possede un nombre fini de
places (locations).

Les transitions entre places sont instantanées.

e Dans chaqgue place, le temps peut s’écouler: a tout

Instant, la valeur d’'une horloge x est le temps
écoulé depuis la derniere mise a 0 de z.

Les transitions entre places sont conditionnées par
des contraintes sur les horloges, appelés gardes, et
peuvent remettre certaines horloges a 0.

A chague place est associée une contrainte sur les
horloges, appelée invariant.



Exemple

e Un automate temporisé simple:




Quelgues trajectoires

e Quelques trajectoires:
1. (50,0,0) —3 (s50,3,3) — (s1,3,0) —*
s1,7,4) —? (s50,0,4) —1 (s50,1,5) —“

s1,7.3,4.1) —? (50,0,4.1) —01

(
(
2. (s0,0,0) —32 (s0,3.2,3.2) —* (s1,3.2,0) —*1
(
(s0,0.1,4.2) —* (s1,0.1,0) ...



Déf. formelle: contraintes d’horlog?s

e Un horloge z est une variable a valeur dans 1R=Y,
I'ensemble des réels positifs ou nuls.

e Soit X un ensemble fini d’horloges. Lensemble
C(X) des contraintes d’horloges est défini par la
grammaire

true|lx < clz < clx > clx > c|p1 A @2

ou x € X est une horloge, ¢ € Q est un rationnel,
¢1,¢2 sont des contraintes d’horloges.



Deéfinition formelle

e Un automate temporisé est A = (X, 5,50, X,I,T)
avec

o Ok owihE

> un alphabet fini.

S un ensemble fini de places (locations).

So C S un ensemble de places initiales.

X un ensemble fini de variables (horloges).

[:S — C(X) des invariants de places.
TCSxYxC(X)x2* x Sunensemble de
transitions d’actions.

Chaque e =< s,a,p, \, s’ > T correspond a une
transition entre la place s et la place s’, gardée

par la contrainte ¢, étiquetée par la lettre a, et
qui remet les variables de A ¢ X a 0.



Hypotheses

e Hypotheses.

1. Dans cet expose, on suppose les automates
temporisés non Zénon.
l.e. il n'est pas possible d’effectuer un nombre non-fini de

transitions en un temps borné.

2. On suppose que le temps peut toujours
progresser.
|.e. dans chaque place, I'invariant n’a pas de borne

supérieure, ou il existe une transition d’action que I'on peut

prendre avant d’atteindre la borne supérieure de l'invariant.



Modele d’'un automate temporisé L

Un automate temporisé A s’interprete comme le systeme
de transition étiqueté avec un ensemble d’états infini
T(A) = (3,Q,Qo, R) avec

1.

@), 'ensemble des états, est constitué des couples
(s,v). s € S donne la place, et v est une valuation
des horloges. (Une valuation d’horloges est une fonction
X — IR=9, c’'est a dire une fonction qui associe a chaque
horloge sa valeur.)

Qo C @, 'ensemble des états initiaux est constitué
des couples (s,v) avec s € Sy et v(x) = 0 pour tout
x € V. (autrement dit, on part d’'une place de S, avec toutes
les variables a 0).

. R, la relation de transition est décrite dans les

transparents sulvants.



La relation R L

Définitions. Soit v une valuation d’horloges.
(autrement dit, une fonction qui associe a chaque variable sa valeur.)

e Soit A € X. On note v|\ := 0] la valuation telle que

0 Sl z € A,
v\ = 0](x) = .

v(z) sinon.
(autrement dit, v[\ := 0] est ce que I'on obtient en remettant les
variablesde A Cc X a0.)

e Soit d € IRZY. On note v + d la valuation telle que
v+ d(x) = v(x) + d pour tout z € X.
(autrement dit, v + d est ce qu’on obtient en ajoutant d a toutes
L les variables.)



e Soit d € IRZY. On note v — d la valuation telle que
v—d(x) =v(r) —dpourtoutzr € X.
(autrement dit,v — d est ce qu’on obtient en supprimant d a toutes
les variables.)



Relation R (suite) L

e Principe: les transitions sont
1. soit des transitions de temps,
2. ou des transitions d’action.

e Transitions de temps: pour d € IR=", on note
(s,v) —% (s,7") siv/ =v +detpourtout 0 <e < d,
v + e Vérifie la contrainte I(s).
e Transitions d'action: pour a € X, on note
(s,v) —* (&',0) S'il existe < s,a,p, A\, s’ > T tel que
1. v satisfait ¢,
2. vV =v[\:=0].



e Larelation R est définie par: (s,v)R(s',v") ssil
existe und ¢ IR=Y, un a € ¥, et un état intermédiaire
(s 0", tels que (s,v) —¢ (s, 0") — (s',0").

e On note (s,v) =2 (s',v") ssi (s,v)R(s',v").
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Modélisation d’un train / barriere

Train:

approach
Far bp

r:=0

exat

After
r <5 out




Automates temporises

Partie 2. Modélisation de systemes



Modélisation avec des automates te
Soient A; = (21, S1, Sé, X1, 11, Tl) et
Ag = (X9, 59, Sg, Xo, I3, T5) deux automates temporisés
avec X1 N X, = 0.
Alors Aq||As est 'automate temporisé

(21 U 29,57 X SQ,S% X 387X1 U X9, I, T) avec
1. [(81, 82) — ]1(81) N\ ]2(82)

2. T est défini par:

(&) poura e X1 NXo
< S1,a,901, 1,81 >€T) et < so,a,p2, N, 55 >€ Th
= < (81, 82),CL, 01 N P2, A1 U Aa, (8/1, 8/2) >c T,
(b) poura e ¥ — 3o
<s,a,p0,\, 8 >eT)etteSy
= < (s,t),a,p0, A, (s, t) > T,
= (c) symeétriguement.



Exemple 1: Train || barriere || contrb|

Barriere:




Controleur:




Exemple 2 L

e Exemple: une zone de traitement, avec deux robots
et des boites sur un tapis roulant.

conveyer belt

-
inspectior

[ ] point

D-Robot G-Robot

processing station

Figure 1: Une usine simple.
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Automates temporises

Partie 3: Vérification



Probleme de I'atteignabilite L

Dans la suite on s’intéresse aux problemes suivants:

e Probleme de l'atteignabilité:

1. Donneées:
(a) A un automate temporise,
(b) @ C @ un sous-ensemble d’'états.

2. Réponse: Oui s’il existe une trajectoire de A qui
atteint @) ¢, Non sinon.

e Probleme du calcul des états atteignables:

1. Donneées:
(a) A un automate temporise.

2. Réponse: I'ensemble Q des états atteints par
L les trajectoires.



Remarque: si I'on sait résoudre le second, on sait résoudre le premier.
Il suffit de tester si Q¥ N Qs # 0.

Remarque: ces problemes ne sont pas triviaux car 7(A)
a un nombre infini d’états.
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Question

e Comment calculer les états atteignables par un
automate temporisé?

a Solution.

1.

Etape 1: se ramener au cas ou les constantes
dans les contraintes d’horloges sont entieres.

Etape 2: considérer le quotient de 7(A) par une
relation d’équivalence bien choisie.



Etape 1: supposer les constantes eh

e Rappel: les contraintes d’horloges sont des
conjonctions de contraintes du type = < ¢, avec
ceQ, <xe{<, <, > >

@ Remarque:

1. si on multiplie toutes les contraintes par une constante m,

2. sion calcule les états atteignables de 'automate temporisé
obtenu,

3. eton divise le résultat par m,
on obtient les etats atteignables par 'automate temporisé initial.



=

e Conséquence: on peut supposer sans perte de
généralité que I'ensemble C(X) des contraintes
d’horloges est restreint a la grammaire

truelr < clx < clr > clz > c|p1 N P2

ou x € X est une horloge, c € N est un entier,
¢1,02 sont des contraintes d’horloges.
Démonstration: considérer mm comme le p.p.c.m. des
dénominateurs des constantes.

e On suppose gue c’est le cas dans la suite.



Etape 2: Remarques fondamentale$

e Remarque 1. Deux états (s,v), (s,v) tels que v, v’
ont méme partie entiere sur chaque horloge et tels
gue leurs parties fractionnaires sont dans le méme
ordre ont méme comportement.

e Remarque 2. La valeur d’'une horloge peut devenir
tres grande. Mais si une horloge n’est jamais
comparee a une constante plus grande que ¢, alors
la valeur de I'norloge n’a aucun effet sur le calcul de
I'automate une fois gu’elle excede c.



Partition: Formalisation

a Définition: soit x € X un variable. On note ¢, la plus
grande constante a laquelle x est comparée.

e Notation: pour t € IR=Y,
1. fr(t) estla partie fractionnaire de ¢;
2. |t] est sa partie entiere.

t = fr(t) + [1]
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a Définition. on définit une relation d’équivalence ~
sur les valuations d’horloges.

Soient v, v" deux valuations d’horloges.
v ~ v’ sSi les trois conditions suivantes sont

satisfaites:
1. Vx € X,
(@) soitv(x) > ¢, etd'(x) > ¢,
(0) ou [v(x)] = [v'(x)];
2. Vz,y e X telsque v(z) <c;etv(y) <g¢
friv(z)) < fr(v(y)) ssi fr(v'(z)) < fr(v'(y));
3. Vx € X telsque v(z) < ¢,

fr(v(z)) =0ssi fr(v'(z)) = 0.

e Propriété. ~ est une relation d’ équivalence sur les
valuations d’horloges.
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a Deéfinitions:
1. on appelle région une classe d’équivalence de

Y

2. on note [v] la région associée a la valuation
d’horloges v.



Exercice: Représenter les classes d’equivalence pour
¢z =2€ete;, = 1.
Réponse:

e 6 régions reduites a un point: Exemple (0, 1).

e 14 regions correspondantes a un segment ouvert:
Exemple 0 < z =y < 1.

L° 8 regions ouvertes: Exemple 0 < z < y < 1.



Resultats

@ Prop: soient vy, v5 deux valuations d’horloges,
¢ une contrainte d’horloges,
et A C X.
1. Siwv; ~ vy alors pour tout entier ¢, v + ¢ ~ vy + t.
2. Siwv; ~ vy alors pour tout t; € TR=0 il existe t5 € IR=? tel
que vy + t1 =~ vy + 1o.
3. Siwv; ~ vy alors vy satisfait ¢ ssi vy satisfait .
Si v >~ ve @lors vi[A := 0] >~ vy [\ :=0].

@ Prop: siv; ~ vg, etsi(s,v1) =% (s',v7) alors il existe v} tel que
v ~ v et (s,vy) = (s, v5),



Resultats L

e Définition. On étend ~ a @: on dit que (s,v) ~ (', v)
Sis=setv~.

e Pour une classe d’équivalence o de cette partition,
on note |o] pour la partie de () correspondante: I.e.
o] = {s} x [v] pour (s,v) € o.

e Théoreme:

1. ~ est une partition stable sur les etats de 7(A).

2. 7(A)/ ~ et 1(A) sont deux structures de Kripke
bissimilaires.

a Conséquence: le probleme de l'atteignabilité (ou du
calcul des états atteignables) sur A se ramene a
celuisur 7(A)/ ~



Reésultats: suite

e Remarque: le nombre de classes d’équivalence
(régions) de ~ est fini.
Il est borné par |Q||X|'2XI,.c x (2¢, + 2).

e 7(A)/ ~ estdonc un systeme de transition fin:: i.e.
un automate fini appelé automate des régions.

a Conséquence: le probleme de l'atteignabilité (ou du
calcul des états atteignables) se ramene a un
probleme sur un automate fini: son automate des

régions: si Q' désigne I'ensemble des états

atteignables de A, et Q © 'ensemble fini des états
atteignables du graphe fini 7(A)/ ~, on a:

Q"= ] Io]

ocQ'R



Exemple: Automate Initial A,. L




Partie atteignable de 'automate des




Automates temporises

Partie 4: Graphe des zones



Problemes d'implémentation

e Manipuler directement 'automate des régions est
couteux: Il est fini mais a un nombre exponentiel de
regions.

a Suite de ce cours: expliguer comment on peut faire

pour ne pas manipuler des régions, mais des unions
convexes de régions, i.e. des zones.
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Zone d’horloge

Q

Définition: une zone d’horloges est une conjonction
d’'inégalités du type true, r < ¢, c < z,0Uux —y < c.
Forme génerale:

Définitions: soit ¢ une zone d’horloge.

1. Soit A C X. On note p[\ :=0] = {v|\:=0]|v € p}.

2. Soitd € IRZY. Onnote ¢ +d = {v +d|v € p}.
3. Soitd € IRZ". Onnote p —d = {v —dJv € p}.



Propriete fondamentale

@ Propriétés: si ¢ est une zone d’horloge avec x comme variable
libre, alors Jx|p] est (équivalent &) une zone d’horloge.

Preuve: découle d’'un algorithme d’élimination des quantificateurs du
type Fourrier-Motzkin.
Preuve sur I'exemple
pr)=r<2ANy—x<3ANy<2Az—zx<1Az—y< -2
drp(z)ssidz(y—3<zAz—-1<zxzAz<2ANx<-24+yAy<2)Sss
dr(y—3<zAz—-1<zxzAz<2ANx<-2+4+y Ay<2 Or
dr(y—3<zAz—-1<zxAz<2ANx<-—-2+1y)SsSI
max(y — 3,z — 1) < min(2,—2 + y) SSI
y—3<min(2,-2+y)ANz—1<min(2,—2 + y) SSi
y—3<2Ny—3<-24yANz—-1<2ANz—-1< -2+ ySsSI
Ly§5/\—3§—2/\z§3/\z—y§—1SSiy§5/\z§3/\z—y§—1.



o Conséquences:

a Solent o,y deux zones d’horloges. Alors o A v
est une zone d’horloge.

a Soit ¢ une zone d’horloge et A C X. Alors
|\ := 0] est une zone d’horloge.
Démonstration: Pour A = {z}, ¢z := 0] = dx[p Az = 0].
Pour A = {z1,..., 21},
elA = 0] = (((¢p[z1 :=0])[x2 :=10])... |z :=0]).



Opérateur T
a Soit ¢ une zone d’horloge. Alors

ol ={v+thveptelRZY)

est une zone d’horloge.
Démonstration: T =3t >0 (v —t€ )=t >0v €+t

a lllustration:

2
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Utilisation

e Définition: soit e = (s,a, 1, A\, s’) € T une transition et
¢ une zone d’horloge.
On note succ(p, e) 'ensemble des valuation
d’horloges v’ atteignables a partir d’une valuation
v € ¢ en laissant le temps evoluer puis en prenant
une transition d’action.

e Théoreme:
succ(p,e) = ((0 AT(s)T A T(s) AY) [ :=0].
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Utilisation (suite)

e Deéfinition: on appelle zone un couple (s,¢) ou s € S
et ¢ est une zone d’horloge.

o Définition: le graphe des zones de A est le systeme
de transition Z(A) = (Qz, S, Ry) avec
1. )z, 'ensemble des états, est constitue des
zones de A.

2. SZ. I'ensemble des zones initiales, est constitué
des zones (s, X = 0) avec s € Sp.

3. Rz, larelation de transition, est définie par:
(s,0)Rz(s", ") sSI ¢ = succ(p, e) pour une
certaine transition e € T entre s et s’.

1



a Conséquence: le probleme de l'atteignabilité ou du
calcul des états atteignables sur 'automate
temporisé A se ramene a celui sur Z(A).

1



Graphe des zones de I’automatelo-l

(Ao est défini dans le transparent 39)
(Seule la partie atteignable est représentée).

!
Q:S;:(D 1—y<:z,)< ky—o :1:>]

\ 4

O=y<zx @ \0<y<ax<l 0<y,x>1

=

A comparer au graphe des régions du transparent 40. - p.5
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