Raffinement automatique de
partition



Raffinement de partitions

a Objectif: trouver une partition ~ stable adequate
automatiquement.

e Motivation: réduire la taille d’'un systeme avant de
verifier.
a exemple: vérification de plusieurs propriétes
d’'un méme systeme.
a exemple: réduire la taille de P, et de P, avant de
considerer P = Py || Ps.



CPO des partitions

a Définition: ~; raffine ~5 si a ~1 b implique a ~5 b
autrement dit, ~; C~5 comme relations d’équivalence.
Cela impligue que ~; a plus de régions que ~

e Définition: join(~1,~5) est la cloture transitive de
I'union des deux relations d’équivalence.
(autrement dit, s et ¢t sont dans la méme classe s'il existe

UL, U2, ... Uy tels que s >~ U1 X2 U X1 U3 ... Up X t).



@ Propriétés: si ~; et ~ sont deux partitions, alors
1. join(~1,222) est une partition.

2. ~7 et ~ raffinent join(~, ~5).



Démonstration: Exercice



@ Théoreme: le join de deux relations stables est une relation
stable.



Démonstration: Exercice



a join et les résultats precédents s’étendent
facilement aux ensembles de partitions:
join(~1,...,~,) est défini comme la cloture
transitive de I'union des relations d’équivalence
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Démonstration: exercice.



e Proposition: étant donnéee ~,

1. 'ensemble de toutes les
stables et qui raffinent ~
minimal (en nombre de ¢
partiel complet);

partitions qui sont
possede un élément

asses) (c'est un ordre

2. cet élement, noté minjs(~), est le join de toutes
les partitions stables qui raffinent ~.



Démonstration. Il existe au moins une partition stable qui raffine ~:
I'identité. Le join de toutes les partitions stables qui raffinent ~ est
une partition stable. Soit ~' une partition stable qui raffine ~ . Le join
de toutes les partitions stables qui raffinent ~ contient en particulier
~' et donc possede moins de classes que ~'.

@ Remarques:
@ Si~=1d alors minys(~) = id.
@ sSi~~ est“tous les états equivalents” alors min s (~) aussi.

@ si~ est stable, alors min,;(~) =~



Probleme du raffinement

o Probleme du raffinement:

a Donnees:
a M systeme de transition,

o ~! partition initiale.
o Réponse: mins(~').
a Application: Pour résoudre un probleme d’invariance
M [=° VOp, on peut
1. considérer la partition initiale ~'= {[p], [-p]}.

. calculer ensuite ~= minjs(~').

2
3. resoudre le probleme Atteignable(M/ ~, ||p]]/ ~)
qui concerne un systeme M/ ~ avec moins

d’'états.



Calcul automatique demin(~)



Caracterisation des régions stabled

e Définition: pre(r) denote les prédecesseurs d’'une
region 7: pre(t) = {s|3t € 7, R(s,t)}.

e Une region o est dite stable par rapport a une region
T Sl o C pre(r) ou o Npre(t) = 0.

(Autrement dit: il existe s € o avec unt € 7 tel que
R(s,t), iImplique pourtousles s € o,ilyaunt e r
avec R(s,t).)

o — pre(Tr

o N pre(T)




e Une partition ~ est dite stable par rapport a région 7
Si toutes ses classes d’equivalence le sont.

e Proposition: Une partition ~ est stable ssi toutes ses
regions sont stables par rapport a toutes ses
regions.
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Démonstration. Supposons ~ stable. Soient o, 7 deux régions.
Supposons qu'il existe s € o avec un t € 7 tel que R(s,t). Pour tout

s’ € o, puisque s ~ ¢, par stabilité, il existe ¢’ avec t ~ t' et R(s',t'),
l.e. ilyaunt e ravec R(s',t").

Réciproquement, soient s, t, s’ avec R(s,t) et s ~ s’. Considérons o la
classe d’équivalence de s, et 7 la classe d’équivalence de t. On a

s, s’ € o. Puisque ¢ et stable par rapport a 7, pour tout s € o il y a un
t" € T, (donc avec t"” ~ t) tel que R(s”,t"). En particulier pour s” = s’
on obtient ¢’ = t” tel que R(s',t") ett ~ t'.

e Stratégie pour calculer minj;(~): essayer de
stabiliser la partition vis a vis de toutes ses régions.

=
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Principe

e Stratégie de base:

1. si ~ est non stable, alors il existe deux régions
o, T avec ¢ non-stable par rapport a .

2. découper o en deux regions suivant la région
prédecesseur de .

o Découpage d’'une région ¢ par un sous-ensemble 7':
Split(o,7") =
1. {o}sicc 7 ouocnt =1
2. {ocN7',0—7"} sinon

e Découpage d’'une partition ~ par un sous-ensemble
7' Split(~, 7") = nouvelle partition obtenue en
découpant chaque région de ~ par 7’.



Propriétés

e Stabilisation d’une partition ~ par rapport a une
region 7. Stabilise(~, ) = Split(~, pre(7)).

@ Propriété: si 7 est un bloc de ~, alors min;(~) raffine
Stabilise(~, T).
(l.e. la stabilisation par rapport a un bloc ne cause jamais de
découpage inutile.)



Démonstration: supposons s minys (=) s'. Puisque miny(=~2) raffine
~ 0nas =~ s'. Supposons par I'absurde que —(s Split(=~, pre(t)) s’).
Quitte a inverser le rOle de s et s/, on peut supposer s € pre(r) et

s’ & pre(t). Soitt € 7 tel que R(s,t). La stabilité de min,;(~) implique
qu’il doit exister un ¢’ avec R(s',t") et t minas (=) t'. t minp (=) t/
implique ¢ ~ ¢, puisque min,(~) raffine ~, et donc ce ¢’ € T avec
R(s',t") est en contradiction avec s” & pre(r).



@ Propriété: toute partition qui raffine Stabilise(~, 7) est stable par
rapport a 7.
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Démonstration. Une région ¢’ de cette partition est incluse dans une
région de Stabilise(~~, 7). Si cette région est une région ¢ de ~
Inchangé par I'opération Split(o, pre(r)), alors on a soit

o' C o Cpre(r)ouo Npre(t) C o Npre(t) = 0. Sicette région
correspond a o N pre(7) pour une région o de ~, alors on a

o' C oNpre(r) C pre(r). Sicette région correspond a o — pre(7) pour
une région o de ~, alorson a ¢’ C o — pre(r) et donc ¢’ Npre(r) = 0.



Algorithme schématique

e Données: un systeme de transitions M et une
partition initiale ~'.

e Réponse: min(~').
e Variables:

~: M-partition (= ensemble de regions particulier),

done: ensemble de regions.

e Algorithme:
1. ~:=~! done := {S}

2. tant que ~¢ done faire
a choisir une région r de ~ telle que 7 ¢ done
o ~:= Stabilise(~, T)
e done := done U {7}

. retourner(~).

L



@ Propositions (invariants de I'algorithme)
1. miny (=) est un raffinement de ~ a toute étape.
2. Chaque ensemble dans done est un bloc de ~.
3. La partition ~ est stable vis a vis de toutes les élements de

done.

Démonstration: ces invariants sont des conséquences
immediates par récurrence des deux propriétées précédentes.

@ Complexité: O(2") itérations, ou n est le nombre de régions de
min(~1).
Démonstration: si minj;(~!) possede n-classes d'équivalence,
alors il y au pire 2™ blocs. Chaque itération de la boucle tant que
ajoute au plus un bloc de min,;(~!) a 'ensemble done. La
boucle tant que est exécutée au plus 2" fois.



Exemple

e Soit le systeme M:

o Calculer miny(~') avec ~'= {{ug}, S — {ug}}.
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@ Reéponse:

1. Etatinitial: Done = {S}, ~¥= {{uo}, S — {wo}}.

2. Aprés itération 1 avec choix 7 = {ug }: pre(r) = {to, t1},
Done = {S,{uo}}, ~= {{wo}, {to,t1}, {so0, s1,u1}}.

3. Apres itération 2 avec 7 = {sg, s1,u1}: pre(t) = {so, s1},
Done = {S, {uo}, {so,s1,u1}t}, 2= {{wo}, {to,t1}, {so,s1},{u1}}.

4. Apres itération 3 avec T = {to, t1}: pre(t) = {so, s1, uo, u1},
Done = {S, {uo}, {so0,s1,u1}, {to,t1}},
~= {{uo}, {to,t1}, 150,51}, {u1}}-

5. Aprés itération 4 avec 7 = {u1 }: pre(r) = 0,
Done = {S, {uo}, {so, s1,u1}, {to,t1}, {u1}},
~= {{uo}, {to,t1}, 150,51}, {u1}}-

6. Aprés itération 5 avec 7 = {so, s1}: pre(7) = {so, s1},
Done = {S,{uo}, {so, s1,u1}, {to,t1}, {u1}, {so,s1}},
~= {{uo}, {to,t1}, 150,51}, {u1}}-

7. Réponse: ~= {{uog}, {to,t1}, {so,s1},{u1}}.



Amélioration: algorithme quadratiql

a Principe: garder la partition précedente et stabiliser
par rapport aux classes d’équivalence de ~P"<v,

e Données: un systeme de Transition M et une
partition initiale ~'.

e Réponse: min(~!).

e Variables: ~,~P"¢? M-partitions

e Algorithme:
1. ~i=nd; ~prev.— £GY
2. tant que ~#~P" faire

~PTEY . —~

pour tout 7 c~Prev

L ~:= Stabilise(~, T)

retourner(~). s



=

a Cet algorithme est correct car c’est une instance
particuliere de I'algorithme précédent (rappel:
stabiliser par une région stable ne fait rien).

e Proposition: si miny(~') possede n-classes
d’équivalence alors la boucle tant que est exécutée
au plus n-fois.

Démonstration: chaque itération fait croitre le nombre de classes
de ~.

On peut faire mieux: Paige-Tarjan on proposeé un
algorithme subqguadratique.

@ Implémentation: peut s'implémenter avec des BDDs.



Raffinement de partitions
atteignables



Raffinement de partition atteignabTé

Q

Motivation: On s’intéresse seulement a la portion du
graphe guotient atteignable.

Définition: min'*(~) dénote les classes
d’équivalence atteignables de min(~).

Définition: M /min*(~) est le quotient minimal
atteignable de M.

Proposition: soit o' un bloc d’'une partition ~.

ol est atteignable dans M ssi 0! N7 I'est dans le
guotient minimal atteignable pour une certaine

région 7 € min’i(~).



Raffinement de partition atteignabTé

e Donnees:
a un systeme de transitions M,

o une partition initiale ~!.
e Réponse: minft(~1).

e Principe: on découpe seulement les régions qui sont
connues pour étre atteignables en maintenant
I'atteignabilité entre régions.

@ Définition: post(7) dénote les successeurs d’'une region 7:
post(t) ={o|ds e 1,t € 7, R(s,1)}.



=

Algorithme L

1. ~i=~I: R .— )
2. répete
commentaire: min!(~) est un raffinement de ~
~p:= {0 €~ |ocnol #P}
commentaire: o contient seulement des états atteignables,
et au plus un état par o €~

F:={0 €~ — ~p |oN(SoUpost(c’)) # 0}

V .= {(r,v) €Ex~r X ~ |r nest pas stable par rapport a v}
Cherche: ou Découpe:
Choisiro € F Choisir (t,v) € V
Choisir s € o N (Sp U post(c™?))  Stabiliser 7 / v

oft .= R U {5}

jusqua F =0ouV =

3. retourner ~p.



@ Lalgorithme peut s’implémenter avec des BDDs.

@ Sa performance dépend de la strategie choisie entre “cherche’/
“decoupe”. Algorithme de Lee-Yannakis: “cherche” prioritaire:
stratégie ((Cherche)* Découpe)?).

a lllustration:

o0 o1 oo

(>

g3 04 05 06

L @ Lalgorithme ne retourne pas o3, 09, 05 Car ces partitions ne sont
pas atteignables.



Exemple d’exécution:

Q
Q

initialement ~= {09, S — oo}

S — oo estdécoupé en {o1,S —og9 — o1} car S — gg est non stable par rapport a

0Q.
o1 est détecte atteignable.

S — op — o1 estdécoupé en {o4,S — o9 — 01 — 04} car non stable par rapport a

o1.
o4 est détecté atteignabile.

S — o9 — 01 — o4 estdécoupé en {o5,S — 09 — 01 — 04 — 05} car est non stable
par rapporta oy4.

o5 est détecté atteignable.

on retourne finalement {0, 01,04, 05 }.
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