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Nombre 7

= Construction des nombres: @ - N - Q — R

= R est l'unique corps archimédien complet.
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Nombre 7

= Construction des nombres: @ - N - Q — R
= R est l'unique corps archimédien complet.

= Mais si on veut aller plus loin? Avec des ordinaux?
k

Forme normale de Cantor : Y w®n;
i=1

On obtient alors les nombres surréels.
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Nouvel objet : les nombres surréels

» Coupures: § =[neN| {w—n| ncN}]
= Suites de signes : & = (+)“(—)*
» Séries de Hahn : Y rjw?

i<v
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Nouvel objet : les nombres surréels

» Coupures: § =[neN| {w—n| ncN}]
= Suites de signes : § = (+)“(—)"
» Séries de Hahn : Y rjw?
i<v
No désigne la classe des nombres surréels. Elle contient R, les nombres

ordinaux et (beaucoup) d'autres (Ex :%, v, w/“ = Inw).
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Arbres des nombres surréels
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Opérations

Sous-corps Représentations
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Z riw? + Z Siwbi =) (I’,' + Sj)wa
<v <p a:a,-:bj

DA NS A A R P o ]

S wiax > wis; = > w? D rpse

a€No a€No acNo b+c=a
Ly + xl, — I, Iy +xr, — kry,

XXy = Iy + Xry — ryry rxy + xly — gl
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Sous-ensembles de nombres surréels

Représentations
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No., = {x € No | length(x) < a}
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Sous-ensembles de nombres surréels

Notation

No., = {x € No | length(x) < a}

Proposition (Van den Dries and Ehrlich [6], corollaires 3.1, 4.4 et
4.9)

L’ensemble No. (muni des opération addition et multiplication) est
= un groupe pour + ssi X\ is additif (i.e de la forme A = w®)
= un anneau commutatif ssi \ is multiplicatif (i.e de la forme A = w*")

= un corps iff \ est un s-nombre (i.e satisfait I'équation A\ = w’)
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Corps de séries de Hahn

Intégration

Sous-corps
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Représentations
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[e]e]e}

K((t") = {X a,t” | supp(x) := {7 | a, # 0} est bien ordonné}
yer
K un corps et ' un groupe abélien ordonné.
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Corps de séries de Hahn

Définition (Corps de séries de Hahn)

K((t") = {3 a,t7 | supp(x) := {v | ay # 0} est bien ordonné}
yer

K un corps et I un groupe abélien ordonné.

Notation
Kl = {x e K((t")) ‘ supp x < )\}

Notation

Si ([j);c, est un suite de groupes abélien croissante (avec / ordonné),

;). .
alors on pose Rg\ ier — UR/F\'
i€l
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Forme normale

Théoreme (Gonshor , [4, théoreme 5.6])

Tout nombre surréel peut s'écrire de maniére unique sous la forme

3w

i<v

Pour I sgrp abélien ordonné de No, Rf\ est un corps de nombres surréels.
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Forme normale

Théoreme (Gonshor , [4, théoreme 5.6])

Tout nombre surréel peut s'écrire de maniére unique sous la forme

3w

i<v

Pour I sgrp abélien ordonné de No, Rf\ est un corps de nombres surréels.

Définition
Pour x = Y rw? ety = Y swh,
i<v i<v’

= x <y <= x plus petit en ordre de grandeur que y

= X Xy <= x du méme ordre de grandeur que y

= x Xy <= x au plus du méme ordre de grandeur que y
= X~y <= x ety sont équivalents
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Fonction exponentielle

Définition
/ & (X_X/)k
- 0 eXp(X )kz::O Kl B exp( ) exp( ')
S it (x = x") 2081 (x’ — x)*’ (X” - X)k
exp(x )g K| 2w Z

k=0

Théoreme ([4, théoremes 10.2, 10.3 and 10.4])

Pour tout r € R et tout ¢ infinitésimal,

o0 rk o0 5/(
— —_ t — P
exp r o e expe Z
 (r+¢)k
et exp(r +¢) = exp(r)exp(e) = > (kl)
k=0

Pour tout x purement infini,

exp(x + r + &) = exp(x) exp(r + )
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Fonction exponentielle

Proposition ([4, théoreme 10.5])

Pour x purement infini,

n _ Nk "
expx = | 0,exp(x’) > (x=x) exp(x) =
o —x)

= k! n
k=0
>
k=0 k!

Proposition (Gonshor, [4, théoreme 10.13])

Si x est purement infini alors

Zriwg(ai)
exp X = wi<v .
ou g(a) =[c(a),5(a") | g(a")]
et c(a) est le surréel tel que a =< w(2).
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Fonction logarithme

Définition
’ " a//—a 17 ’ a—a/
Inwa:{lnwa +nlnw? —w = Inw? —n,Inw? +w =
Cette définition est uniforme. .
. X
Si x <1 alors on pose Inx = ) —.
xen- K

x =Y riw’ = rw®(1+n) avec n < 1, alors
i<v
Inx =Inw® +Inr+In(l+n)

Proposition (Gonshor [4, théoreme 10.8, 10.9 et 10.12])
Pour tout surréel a, In w? est purement infiniment grand :
Pour tout x = Y riw®, Inw* = Zriwh(a")
i<v i<v
On a expInw? = w?. De plus, pour tout surréel x, In W = wht),

h(X”), ujx:|

avec h(x) = [0, h(x") -
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Nombres log-atomiques, LL

Sous-corps Représentations
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x est purement infiniment grand

L=< x¢€&No Vne N dae€ No In,x :=In---Inx = w?
——

n fois

. 1
w est un log-atomique : In,w = wa"
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Nouvelle écriture pour les surréels

Les nombres de la forme w? sont exactement les exponentielles de
nombres purement infiniment grands.
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Nouvelle écriture pour les surréels

Les nombres de la forme w? sont exactement les exponentielles de
nombres purement infiniment grands.

T=).riexp;
i<v
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Kk-nombres

Pour x un nombre surréel, on définit

Kx = [expn 0, exp,, x/ | log,, K’X"]
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K-nombres

Définition
Pour x un nombre surréel, on définit
Kx = [exp, 0,exp, kx| log, Kx]

Ce sont des représentants « canoniques » d'une relation de comparaison
d’'exponentielles et logarithmes itérés.
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K-nombres

Définition
Pour x un nombre surréel, on définit
Kx = [exp, 0,exp, kx| log, Kx]

Ce sont des représentants « canoniques » d'une relation de comparaison
d’'exponentielles et logarithmes itérés.

Exemple

[ ] /QO = W
1
K1 = Ww¥

] /{1250
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Rang de troncature

Définition (Berarducci, Mantova, [2]|, définition 4.27)
Le rang de troncature de x € No est défini par

NR(x) =sup{NR(y)+ 1| y<x}
ol sup est I'opérateur usuel sur les ordinaux.
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Rang de troncature

Intégration
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[e]e]e}

Le rang de troncature de x € No est défini par

NR(x) =sup{NR(y)+ 1| y<x}
ol sup est I'opérateur usuel sur les ordinaux.
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Dérivation des surréels
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Dériver un surréel

On peut « dériver » des nombres surréels.
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Dériver un surréel

On peut « dériver » des nombres surréels.

Proposition (Berarducci, Mantova [2, corollaires 6.24 et 6.29,
propositions 6.26 et 6.28])

= Vx € No Ox=0<=x€R
= Si la somme Y x; fait sens, alors 0> x; = > 0x;. En particulier,
i<a <o i<a
cette somme a aussi du sens.
= Vx € No 0 exp x = exp(x)0x.

= Vx,y € No d(xy) = x0y + yox
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Comparaison de dérivées

Proposition (Berarducci, Mantova [2], proposition 6.4)
On a

= Vx,y eK 1% x>y=0x>0y

= Vx,y eK 1#x~y= 0x~0y

» Vx,y €K 1#%4x=<y=0x=<0dy
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Idée

Sommer les contributions de chaque chemin dans I'arbre de la racine a
une feuille dans L.

T =>.riexpu;

i<V

( (]

[} A (]
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Intégration



Intégration
oeo

Intégration asymptotique

Proposition (Berarducci, Mantova [2, propositions 7.4 et 7.6])

Pour tout surréel x, il existe une primitive asymptotique y telle que
Oy ~ x. En particulier, il existe une fonction « simple » A qui a x associe
un terme tel que OA(x) ~ x.
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Intégration

Lemme (Aschenbrenner, van den Dries, van der Hoeven [1, corollary
1.4])

Soit & fortement linéaire définie sur un corps K C No. Si pour tout

mondéme w? € K on a ®(w?) < w?, alors 3" ®(x) a du sens en tant que
neN
nombre surréel. De plus si cette somme est un élément de K pour tout

XI

(id—®)~t = > ¢
neN
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Intégration

Lemme (Aschenbrenner, van den Dries, van der Hoeven [1, corollary
1.4])

Soit & fortement linéaire définie sur un corps K C No. Si pour tout

mondéme w? € K on a ®(w?) < w?, alors 3" ®(x) a du sens en tant que
neN
nombre surréel. De plus si cette somme est un élément de K pour tout

X,
(id—®)~t = > ¢
neN
Pour intégrer on peut alors prend ® =id—0o A
A est I'opérateur fortement linéaire associé a Aj,no

La primitive est donnée par Ao > &',
ieEN
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Travail sur un sous-corps de nombres surréels
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Résultats

= Majoration de la longueur de la série de Ox en fonction de NR(x).
= Conditions de stabilité par exp et In. Exemple de construction.

= Forme explicite de I'antidérivée asymptotique.

= Support de la primitive d'un terme, majoration de sa longueur.

= |dentification un corps de surréels « raisonnable » stable par exp In,
0 et anti-dérivation.
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Majorer la longueur de la dérivée

Pour tout x € No, I'ensemble Pr(x) muni de T est bien ordonné avec
pour type d’ordre § < Rty = particulier,
w@(NR(x)+1)

v(0x) <w

Pour X\ un e-nombre, si NR(x) < A alors v(0x) < A
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Stabilité par exponentielle et logarithme

Proposition

Soit A un e-nombre et I un sous-groupe additif abélien de No. Alors RR

r*
est stable par exp et In si et seulement si [ = Ri( +).
Proposition
Soit A un e-nombre et (I';);., une famille de sous-groupes abéliens de

), . .
No. Alors Rg\ Jier stable par exp et In si et seulement si

ur; = yrs(").

iel iel
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Construction d'un exemple

[ un sous-groupe abélien de No
A un e-nombre. Soit « tel que A = ¢,. On a

A =sup (e5)5<w

w f+l=a«
avec = a o € Lim



Sous-corps
0000®000000

Construction d'un exemple

[ un sous-groupe abélien de No
A un e-nombre. Soit « tel que A = ¢,. On a
A =sup (e5)5<w

w f+l=a«

avec = a o« € Lim

On pose ' |a familles de groupes (T8) 5., définie comme suit :
« To=T

r *
= [541 est le groupe généré par [ g, Rié( 8)%) et
{h(a,-) Z r,-wa" S Fa}
i<v

= Pour 3 un ordinal limite, g = U I,.
v<B
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Construction d'un exemple

Soit I' un sous-groupe abélien de No et X\ un e-nombre. Alors, R&M est
stable par exp et In.
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Construction d'un exemple

Corollaire

Soit ' un sous-groupe abélien de No et \ un e-nombre. Alors, RRM est
stable par exp et In.

I est aussi stable par O (pour un choix raisonnable de I')
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Explicitation de |'anti-dérivée asymptotique

Proposition

Soit x un surréel non nul. Ecrivons |x| = duexp(e) avec
u=InpKk_oq = A_wa—n et wa + n minimal tel que € # —Inu. Alors,

t
— e>Inu
S

A(x) = -

(r+1)0u

ou t est le terme dominant x et s celui de Oe.

e=rlnu+n r#-1n<Inu
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Primitive

Rappel : A est I'opérateur fortement linéaire associé a A.

d(x) = x — 0A(x)

Corollaire

id —® est inversible d'inverse 3" ®'. De plus, Ao > & est bien défini et
ieN ieN

a tout surréel x associe une primitive de x.
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Majoration de la longueur du support

Proposition

Soit x un surréel. Soit ~y le plus petit ordinal tel que r_, <K P(kp) pour
tout chemin P € Pp(x). Soit A le plus petit e-nombre strictement
supérieur 3 NR(x) et . Alors |J supp ®'(x) est inversement bien

ieN

P ’ . . A
ordonné de type d’ordre strictement plus petit que w® 2
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Majoration de la longueur du support

Proposition

Soit x un surréel. Soit ~y le plus petit ordinal tel que r_, <K P(kp) pour
tout chemin P € Pp(x). Soit A le plus petit e-nombre strictement
supérieur 3 NR(x) et . Alors |J supp ®'(x) est inversement bien

ieN

P ’ . . A
ordonné de type d’ordre strictement plus petit que w® 2

La preuve est longue et technique.
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Majoration de la longueur du support

Proposition

Soit x un surréel. Soit ~y le plus petit ordinal tel que r_, <K P(kp) pour
tout chemin P € Pp(x). Soit A le plus petit e-nombre strictement
supérieur 3 NR(x) et . Alors |J supp ®'(x) est inversement bien

ieN

P ’ . . A
ordonné de type d’ordre strictement plus petit que w® 2

La preuve est longue et technique.
Idée clé : I'étude par cas et le fait que les cas sont stables.
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Un corps stable

Théoreme
Soient o un ordinal limite et n < e4. Soit (') ;_,, une suite de
sous-groupes abéliens de No telle que

s V<o Vy<p r,Crlg

VG < wll8)k K K—eg

s VB<a Vy<eg K:_'YE(.UFB

» VB<a Ing<es Yxews NR(x) < g

e

Alors | Rgg est stable par exp, In, O et anti-dérivée.
B<a
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Exemple

Pour o = w et n < w, posons
M, ={x €No., | NR(w") <ep_1}

. Z 2.z Ten
avec €_1 := w. En appliquant le théoreme précédent |J Rgg est stable
neN
par exp, In, 9 et anti-dérivée.
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Exemple

Pour o = w et n < w, posons

M= {X € No<€n ’ NR(wX) < En—l}
. Z 2.z Ten
avec €_1 := w. En appliquant le théoreme précédent |J Rgg est stable
neN

par exp, In, 9 et anti-dérivée.

ten No'en

Remarquons que UR" = JRe, =

neN neN
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Représenter les nombres surréels

Plusieurs possibilités :
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Plusieurs possibilités :
= La suite de signes

= Les séries de Hahn (demande une notation des coefficients et des
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Représenter les nombres surréels
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= Les séries de Hahn (demande une notation des coefficients et des
exposants)

= Une notation basée que la définition historique de Conway
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Représenter les nombres surréels

Plusieurs possibilités :
= La suite de signes

= Les séries de Hahn (demande une notation des coefficients et des
exposants)

= Une notation basée que la définition historique de Conway

Proposition

Toutes ces représentations sont toutes « équivalentes ». Les opérations
de corps et I'ordre sont calculables.
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. ()
Pourquoi des bornes en w7

Proposition ([7, Weiermann,corollaire 1])

Soient I un groupe abélien ordonné et S C [, un sous-ensemble bien
ordonné de type d’ordre «.. Alors le monoide généré par S, (S), est bien
lui-méme bien ordonné avec pour type d'ordre au plus w™ ou, en écrivant
« en forme normale de Cantor
n
o= Y wn;
i=1
- i1 /
on a a= Yy wn;
i=1
- B = B+1 sipB est une-nombre
B B sinon
En particulier, (S) a pour type d’ordre au plus w*® (ou la multiplication
est celle de Hessenberg).
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. ()
Pourquoi des bornes en w7

Théoreme ([3, de Jongh, Parikh, théoreme 3.11] et [5, Schmidt,
théoreme 2.9])

Soit (X, <) un ensemble bien ordonné de type d’ordre «. Soit X*
I'ensemble des suites finies X. Alors le type d’ordre de X*, 3, satisfait

wocfl

w si v est fini
a+1 . o
B < wv sie < a < e+ w pour un certain e-nombre &
«@ .
w® sinon
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Surreal operations : Addition, example

x = w—i—% = {N,w,w—i—%)w—i—l]
[-4]0,-1,-2,-3]

NI~
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Surreal operations : Addition, example
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Surreal operations : Addition, example

x = w—i—% = {N,w,w—l—%)w—i—l]
y = —5 = [-4]0-1,-2-3
Li+y {-3.5,-25,-1.5,-0.5,0.5,...}
x+L, = {w-1
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x+R = fwt b he-fe-

X+y:[w—7‘w—%]
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Surreal operations : Addition, example

x = w—i—% = {N,w,w—l—%)w—i—l]
y = -5 = [-4]0-1,-2,-3]
Ly+y = {-35,-25,-15,-0.505,...}
x+L, = {w-1

Then Y X
Rity = {w-3}
X+Ry = {W‘i‘%,w_%;w_%vw_%}
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by = [ === =4 | ()2 == = 4]
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Surreal operations : Addition, example

x = w—i—% = {N,w,w—l—%’w—i—l]
y = —5 = [-4]0-1,-2-3
Li+y {-3.5,-25,-1.5,-0.5,0.5,...}
x+L, = {w-13

Then 4 4
x+R = fwt b he-fe-

X—i—y:[w—%‘q"w—g

x4y =[(+) === —++| (1) ===+
Basically we have to choose between
() == ——+++ and ()Y ———+—



Détails
°

Surreal operations : Addition, example

x = w—i—% = {N,w,w—l—%’w—i—l]
y = -5 = [-4]0-1,-2,-3]
Ly+y {-3.5,-2.5,-1.5,-0.5,0.5,...}
x+1L, = {w-1
Then Y 4
Re+y = {w-3}
x+R, = {wtjw—gw—Fw—g
X—i—y:[w—%‘q"w—g
x4y =[(+) === —++| (+)* == —+]
Basically we have to choose between
() == ——+++ and ()Y ———+—

Simplicity property :
xty=(+Hf-——+-=w-7
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Addition

T; Yk
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Multiplication

zo s Yo Yi

20 = &g + Yo 2k
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Inverse
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Exponentielle

Too v
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Etude du cas € < Inu

Lemme

Supposons que x = w? = Juexpe avece =rinu+n et u=In,Kk_4,.
Soit b € supp ®(w?). Alors il existe un chemin P € P(n) tel que

+o0 +o0
wxOuexp [ rinu4+n—> Inmk—a— > Inmr_g+ > In|P(>i)]
m=n+2 ﬂ > o, m c N* i=0
B | ks =" P(ke)
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Etude du cas € < Inu

Proposition

Supposons que x = w? = Juexpe avece =rinu+netu=In,k_q. Il
existe un ensemble E définissable a partir de n tel que pour

+00
b e U supp ®‘(w?), il existe y € (E) tel que
=0

wP = duexp(rinu+n+y)
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Etude du cas € < Inu

Proposition

Supposons que x = w? = Juexpe avece =rinu+netu=In,k_q. Il
existe un ensemble E définissable a partir de n tel que pour

+00
b e U supp ®‘(w?), il existe y € (E) tel que
=0

wP = duexp(rinu+n+y)
Soit vy le plus petit ordinal tel que k_ 4 P(kp) pour tout chemin
P € PL(n). Soit X le plus petit e-nombre strictement supérieur 3 NR(x)
et v alors E est inversement bien ordonné avec pour type d’ordre au plus

+00
2\ + w(y + 1), puis, |J supp ®‘(w?) est inversement bien ordonné de
Zf

type d'ordre au plus w* (AT (7 F1)+1)
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Etude du cas € = Inu

Lemme

Soit x = w?® = Quexpe avece > Inu et u=In, k_,. Soit b € supp ®(w?).
Alors, I'un des cas suivants est Vérifié :

= |l existe un chemin P € P(n) et i € N tel que

+oco 9 g
WP = Buexp | e — > |nmf€5+z|n‘PgEL.)J)‘
B> a,meN* =0 W
B | Po(kp,) = k—_p =" P(kp)

et Vjie[0; i—1] P(j) = Po(j)
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Etude du cas € = Inu

Lemme

Soit x = w?® = Quexpe avece > Inu et u=In, k_,. Soit b € supp ®(w?).
Alors, I'un des cas suivants est vérifié :

= |l existe un couple (8, m) <jx (o, n) tel qu'il existe n < In, k_p tel que
wb =< O(Inynk_g)expn avec n = ¢ + 1 et 1) dépendant uniquement de
a, B,n,m et Py, le chemin dominant ¢ :

+oo
7]/ = Z Inp R—¢ — Z |np K—¢ — Z In ‘PO(I)‘
(C’ p) S (@ m) (8,m)<jex (€5P) <fex (cx,n) i=0
¢ | ke =5 Po(ke,)
+oo
ou n = > Inp ki — > In|Po(i)]
(¢, P) Ziex (v, 1) =

¢ | k¢ = Po(kry)
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Etude du cas € = Inu

Proposition

Supposons que x = w? = Quexpe avece > Inu et u = In, K_,. Il existe des
ensembles E(®-™) et définissables & partir de ¢, 8 et m, avec (B8, m) <jex (a, n),
et HB:m) finis définissables 3 partir du chemin dominant de ¢, de 3 et de m, tels

400
que pour b € J supp ®9(w?), il existen € H™ et y € (EB:M) tels que
q=0
wP < O(Inm k_pg)exp(e + 1+ y)
pour un certain couple (8, m) <jex (c, n).
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Etude du cas € = Inu

Proposition

Supposons que x = w? = Quexpe avece > Inu et u = In, K_,. Il existe des
ensembles E(®-™) et définissables & partir de ¢, 8 et m, avec (B8, m) <jex (a, n),
et HB:m) finis définissables 3 partir du chemin dominant de ¢, de 3 et de m, tels

400
que pour b € J supp ®9(w?), il existen € H™ et y € (EB:M) tels que
q=0
wP < O(Inm k_pg)exp(e + 1+ y)
pour un certain couple (8, m) <jex (c, n).

Corollaire

Supposons que w® = Quexpe avece > Inu et u = In,k_,. Soit v le plus petit
ordinal tel que k—., <X P(kp) pour tout chemin P € PL( ). Soit \ le plus petit

e-nombre strictement supérieur 3 NR(x) et . Alors, U supp ®*(w?) est

inversement bien ordonné de type d’ordre au plus w‘“(”‘*W("’*l)“)
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Relations sur les ordres de grandeur

Définition
Pour x = > riw® ety = - siw®,
i<v i<v!
n x<y<=y#0AN(x=0Vay < bp)
< VneN n|x| < |y
= xxXy<= (x=y=0)V(a = bo)

<= dneN —n|x| <ly| < n|x]|
B Xy x<yVxxy
<= dneN x| < n|y]

n x~y<= (x=y=0)V(ap=boAr=sp)
= x—y=<1
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Dérivée d'un log-atomique

Soit x € LL.

OoLx =exp | — > Inmr_g+ > Inpx
meéeN meN
Blropg="x
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Chemins

Définition
Soit x un surréel. Un chemin de x est une suite telle que
= P(0) est un terme de x
= P(n+1) est un terme purement infiniment grand de In |P(n)|.

On note P(x) I'ensemble des chemin de x.
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Chemins

Définition
Soit x un surréel. Un chemin de x est une suite telle que
= P(0) est un terme de x
= P(n+1) est un terme purement infiniment grand de In |P(n)|.

On note P(x) I'ensemble des chemin de x.
Chemin dominant de x : P tel que P(0) est le terme dominant de x et
pour tout entier n, P(n+ 1) est le terme dominant de In |P(n)|.
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Dérivée d'un chemin

Définition (Berarducci, Mantova, [2, définition 6.13])

Soit P un chemin. On définit la quantité 9P € RwN® par

op _ | PO)-+-P(k=1)LP(K) P(k) €L
- 0 VkeN P(k)¢L

Notation

Soit PL(x)={P e P(x) | OP # 0}
kp désigne le pus petit entier tel que P(kp) € L.
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Dérivée d'un surréel

Pour x un surréel, ox= > 0P
PE'P]L(X)
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Troncature

Définition (Berarducci and Mantova, [2], définition 4.3)
» x<gysix= > rwdety= > rw* quand v <.
i<v i<y’
» x Jpy1 y s'il existe v,0 € J* tels que x = u + sign(r) exp(y) et
y = u-+rexp(d) + v ol suppu > exp~y, suppu = expd = v, r € R
et v <, 6.

x dy ssi x d, y pour un certain entier naturel n.
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