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Le but du projet est de modéliser dans Coq la logique de séparation qui permet de raisonner sur l'organisation
de la mémoire. On prendra comme base l'article de O'Hearn, Reynolds et Yang [ORY01]. Des formalisations de
la logique de séparation ont été réalisées en Coq on pourra en particulier se référer à [AB07, MAY06], même s'il
n'est pas nécessaire de comprendre ces travaux pour réaliser le projet.

1 Langage

Le langage étudié est un langage de bas niveau dans lequel on ne manipule que des entiers qui seront
interprétés indi�éremment comme des valeurs directes ou des adresses.

Les variables de ce langage sont représentées par le type var que l'on pourra dé�nir comme le type des
entiers.

La mémoire est représentée par un environnement S qui associe des valeurs à des variables et un tas H qui
associe des valeurs à des adresses.

1.1 Raisonnement sur les environnements et les tas

On se donne un module Map dans le �chier fmap.v qui permet de représenter des ensembles d'associations
�nis avec les opérations empty, dom, find, add, new, equiv, remove . . .

Le �chier ListSet des théories de Coq(répertoire Lists) permet de représenter des ensembles �nis comme
des listes. Il pourra être utilisé pour représenter des ensembles de variables et contient les opérations : empty_set,
set_union, set_add, set_In . . .

Question Dé�nir la relation h]h′ qui exprime que les domaines de deux ensembles d'associations h et h′ sont
disjoints et h ∗ h′ qui construit l'ensemble d'associations union de h et h′ (supposés disjoints).

1.2 Expressions

Le langage d'expressions est donné par la grammaire suivante :

E ::= var | Z | E + E | E − E | E × E

Question Dé�nir le type Coq expr correspondant aux expressions et programmer les fonctions fvars_expr
qui calcule les variables libres d'une expression et subst_expr qui substitue une expression pour une variable.

1.3 Assertions

Le langage d'assertions est donné par la grammaire suivante :

A ::= true | E = E | E < E | ¬A | A⇒ A | A ∧A | ∀var.A | ∃var.A
| E 7→ E | emp | A ∗A | A→∗A

Question

1. Dé�nir le type Coq assert des assertions et les fonctions fvars_assert qui calcule les variables libres
d'une assertion et subst_assert qui substitue une expression pour une variable dans une assertion.

2. Introduire les abbréviations e 7→ _ pour ∃x, e 7→ x et e 7→ e0, . . . , en pour e 7→ e0 ∗ . . . e + n 7→ en.
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1.4 Programmes

Le langage de base comporte cinq instructions atomiques qui permettent de mettre à jour une variable,
d'accéder en lecture ou en écriture à un élément du tas identi�é par une expression simple et d'allouer ou de
désallouer un espace mémoire :

C ::= var := E | var := [E] | var := alloc(E, . . . , E) | dispose(E) | [E] := E

Question Dé�nir le type Coq command des programmes et les fonctions fvars_command qui calcule les variables
libres d'une commande, mod_command qui calcule les variables modi�ées dans une commande (ie qui apparaissent
dans une commande x:=...) et subst_command qui substitue une expression e pour une variable x qui n'est
pas modi�ée et subst_var_command qui substitue une variable x (quelconque) par une variable y dans une
commande.

2 Sémantique

2.1 Sémantique des expressions

Question Dé�nir une fonction Coq eval_expr qui étant donnés une expression et un environnement renvoie
la valeur de l'expression dans cet environnement (on remarque que le tas n'intervient pas dans cette sémantique
car les expressions ne permettent pas de �suivre� les pointeurs dans le tas sans introduire des variables intermé-
diaires). On note [|e|]s la valeur entière de l'expression e dans l'environnement s. On pourra donner une valeur
par défaut aux variables de l'expression e absentes de l'environnement.

2.2 Sémantique des assertions

Les assertions sont évaluées dans une mémoire composée d'un environnement et d'un tas. La dé�nition de
cette sémantique est donnée par les règles suivantes :

[|true|] (s, h) = True

[|e1 = e2|] (s, h) = [|e1|]s = [|e2|]s
[|e1 < e2|] (s, h) = [|e1|]s < [|e2|]s
[|¬A|] (s, h) = ¬[|A|](s, h)
[|A1 ⇒ A2|](s, h) = [|A1|](s, h)⇒ [|A2|](s, h)
[|A1 ∧A2|] (s, h) = [|A1|](s, h) ∧ [|A2|](s, h)
[|∀x.A|] (s, h) = ∀v, [|A|](s[v/x], h)
[|∃x.A|] (s, h) = ∃v, [|A|](s[v/x], h)
[|e1 7→ e2|] (s, h) = domh = {[|e1|]s} ∧ h ([|e1|]s) = [|e2|]s
[|emp|] (s, h) = domh = ∅
[|a1 ∗ a2|] (s, h) = ∃h1 h2, h1]h2 ∧ h = h1 ∗ h2 ∧ [|a1|](s, h1) ∧ [|a2|](s, h2)
[|a1 →∗ a2|] (s, h) = ∀h′, (h′]h ∧ [|a1|]s, h′)⇒ [|a2|](s, h ∗ h′)

Question

1. Dé�nir par récurrence sur la structure de la formule a le prédicat [|a|](s,h).
2. Montrer que l'assertion x 7→ v pour une variable x et une valeur v n'est vraie dans un environnement s et

un tas h que si le domaine de h est réduit à l'adresse s x et qu'à cette adresse on trouve la valeur v alors
que la formule x 7→ v ∗ true est vraie pour tout tas h dont le domaine contient l'adresse s x associée à la
valeur v.

2.3 Sémantique des programmes

2.3.1 Sémantique opérationnelle

Chaque commande dé�nit une transformation de la mémoire donnée par les règles suivantes :

s′ = s[[|e|]s/x]
(s, h) ` x := e (s′, h)

h([|e|]s) = m s′ = s[m/x]
(s, h) ` x := [e] (s′, h)

h([|e1|]s) = m h′ = h[[|e2|]s/[|e1|]s]
(s, h) ` [e1] := e2  (s, h′)
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[|e|]s = l h′ = h\l
(s, h) ` dispose(e) (s, h′)

l = newh n s′ = s[l/x] h′ = h[[|ei|]s/l + i]i=0...n

(s, h) ` x := alloc(e0, . . . , en) (s′, h′)

Questions

1. Dé�nir en Coq une relation décrivant cette sémantique.

2. Montrer les règles suivantes : (une assertion A sera interprétée comme la formule logique ∀s h, [|A|](s, h))

(P ∗R)⇒ S

P ⇒ (R→∗S)
P ⇒ (R→∗S) Q⇒ R

(P ∗Q)⇒ S

2.3.2 Sémantique axiomatique

On dé�nit une sémantique axiomatique sous la forme de triplets {P}C{Q} avec P et Q des assertions comme
la propriété :

{P}C{Q} ⇔ ∀s h s′ h′, [|P |](s, h)⇒ (s, h) ` C  (s′, h′)⇒ [|Q|](s′, h′)

Questions Énoncer en Coq et véri�er les règles sémantiques suivantes : (avec m, n ∈ Z des constantes)

{x = m ∧ emp}x := e{x = e[m/x] ∧ emp} {x = m ∧ e 7→ n}x := [e]{x = n ∧ e[m/x] 7→ n}

{e1 7→ _}[e1] := e2{e1 7→ e2} {e 7→ _}x := dispose(e){emp}

{x = m ∧ emp}x := alloc(e0, . . . , en){x 7→ e0[m/x], . . . en[m/x]}

On pourra aussi véri�er les règles structurelles suivantes :

� Frame rule :
{P}C{Q}

{P ∗R}C{Q ∗R}
si R ne contient pas de variable libre qui sont modi�ées dans C.

� Élimination de variable auxiliaire :
{P}C{Q}

{∃x, P}C{∃x, Q}
si x n'est pas libre dans C.

� Substitution :
{P}C{Q}

({P}C{Q})[e/x]
si x n'est pas modi�ée dans C ou bien si e est une variable.
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