MASTER PARISIEN DE RECHERCHE EN INFORMATIQUE Année 2008-2009

Fondements des systémes de preuves — TP n°6

Systéme T et types inductifs

Exercice 1 (Systéme T de Gddel)

1. Définir en Coq (a l'aide de la commande Fixpoint) une constante

rec : VI:Set, T — (nat -7 —T)—nat —T
qui implémente le récurseur du systéme T de Godel.
Quelles sont les égalités définitionnelles attendues ? Vérifiez-les.

Dans la suite de I’exercice, on se place dans le systéme T. On implémentera chacune des fonctions
demandées a 'aide du récurseur rec (et sans utiliser la commande Fixpoint).

2. Implémentez la fonction prédécesseur pred : nat — nat définie par
pred0 = 0 et pred (Sz) = x.

Comment vérifier en Coq que les égalités ci-dessus sont vraies, tout en s’assurant qu’il s’agit
d’égalités définitionnelles ?

3. Implémentez 'addition et la multiplication, définies par

plusOy = vy mult Oy = O
plus (Sz)y = S (pluszy) mult (Sz)y = plus multzy)y

4. Implémentez la fonction d’Ackermann ack : nat — nat — nat définie par :

ackOy = Sy
ack (Sx)0 = ackx1l
ack (Sz) (Sy) = ackuz (ack (Sz)vy)

Exercice 2 (Anatomie d’un récurseur) En Coq le récurseur de la théorie des types de
Martin-Lo6f est implémenté par une constante polymorphe

nat_rec : VP :nat— Set, P0— (Vn:nat, Pn— P (Sn)) —Vn:nat, Pn
1. Vérifiez qu’on a les égalités définitionnelles nat_rec Px fO0 = x et

nat_rec Px f (Sn) = fn (nat_rec Pz f n)
2. Définir la constante rec de I'exercice 1 & ’aide de la constante nat_rec.

Le systéme Coq dispose également de deux autres récurseurs :

e nat_ind : VP :nat — Prop, --- pour les prédicats a valeur dans Prop.
(C’est cette constante est utilisée par la tactique induction.)
e nat_rect : VP :nat — Type, --- pour les prédicats & valeur dans Type.



Calculatoirement, ces deux constantes se comportent comme la constante nat_rec.

3. Comment sont implémentées les trois constantes nat_ind, nat_rec et nat_rect?
On comparera la définition du récurseur nat_rect avec celle de la constante rec de
I’exercice 1.

Exercice 3 (Les listes) Le type des listes d’entiers est défini en Coq par :
Inductive list : Set :=
| nil : list
| cons : nat -> list -> list.
Cette définition engendre la création de trois récurseurs 1ist_ind, list_rec et list_rect.
1. Quels sont les types de ces récurseurs 7 les régles de réduction associées?

2. Définissez, en utilisant le récurseur list_rec, la fonction de concaténation
append : list — list — list.

3. Quelles sont les égalités définitionnelles de append ? Vérifiez-les.

4. Montrez que append est une opération associative, pour laquelle la liste vide est élément
neutre & gauche et a droite. (Indication : Il s’agit d’une preuve par induction.)

Exercice 4 (Les listes dépendantes) Le type des listes dépendantes est défini en Coq par :

Inductive vect : nat -> Set :=
| vnil : vect O
| vcons : forall n : nat, nat -> vect n -> vect (S n).
1. Comment écrit-on la liste [5; 6; 7] de type vect 37
Cette définition engendre la création de trois récurseurs list_ind, list_rec et list_rect.

1. Vérifiez les types des récurseurs vect_ind, vect_rec et vect_rect engendrés par cette
définition. Quelles sont les regles de réduction associées?

2. Définissez, en utilisant le récurseur vect_rec, la fonction de concaténation
vappend : Vnp:nat, vect n — vect p — vect (n+p).

3. (x**) Comment exprimer que cette fonction est associative ? Prouvez-le.

Exercice 5 (Fonctions variadiques)

1. A I’aide de nat_rect, définissez une constante arity : nat — Set telle que

arityn = pat — ---— nat — nat.
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2. A l'aide de nat_rec, définissez une constante varsum : Vn :nat, arity n telle que
varsumn ri -+ Ly = L1+ -+ Ty.

(Indication : On pourra commencer par définir une constante varsum_aux de type
Vn : nat, nat — arity n telle que varsum_auxnazx; -+ xp, =a+x1+ -+ Tp.)

3. (%) Ecrire une fonction varbuild telle que

varbuildn zy -+ x, = [Z1;...;%,] @ vect n.



