
SCHNYDER WOODS FOR HIGHER GENUS SURFACES, WITH
APPLICATIONS TO GRAPH DRAWING

(SUJET DE STAGE, 2023-24)

LUCA CASTELLI ALEARDI (LIX)

Abstract. L’objet de ce stage sera l’étude combinatoire et algorithmique d’une cer-
taine classe de propriétés caractérisant la notion de planarité des graphes: ces propriétés
(connues sous le nom de forêts de Schnyder) ont eu dans les trois dernières décennies
des fortes répercussions et ont conduit à de nombreuses applications dans plusieurs do-
maines, notamment le dessin et le codage de graphes. Dans ce stage il s’agira d’étudier
les généralisations de ces propriétés et leurs applications au cas de graphes plongés sur
des surfaces: en particulier on s’intéressera au problème de dessiner un graphe de genre g
sur une grille planaire avec resolution polynomiale (ce problème est ouvert pour g ≥ 2).
Un problème crucial sera celui de fournir une définition satisfaisante, permettant de bien
décrire et caractériser la structure des graphes plongés sur des surfaces: cela nous con-
duira ainsi à explorer des questions très profondes et intéressantes faisant intervenir des
propriétés topologiques, combinatoires et algorithmiques de ces objets.
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Ordres canoniques et forêts de Schnyder

Les forêts de Schnyder (et les ordres canoniques qui y sont associés) fournissent des jolies
structures combinatoires permettant de comprendre de manière fine et profonde la notion
de planarité d’un graphe. L’une des premières applications conduit à des algorithmes de
dessin, très simples et élégants [6, 3, 5] (voir Fig. 1 pour un exemple), permettant de
dessiner un graphe planaire à n sommets sur une grille de taille O(n) × O(n) en temps
linéaire.

Il existe plusieurs définitions possibles des forêts de Schnyder. L’une des formulations
plus connues est probablement celle donnée pour la famille des graphes plans maximaux,
aussi connus sous le nom de triangulations planaires, pour lesquelles la caractérisation de
Schnyder s’exprime de la manière suivante (voir Fig. 1 pour un exemple): les arêtes internes
d’une telle triangulation peuvent se partitionner en 3 arbres couvrants de l’ensemble des
sommets, chacun ayant comme racine l’un des trois sommets incidents à la face externe.
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Figure 1. (gauche) Une triangulation planaire de taille 9 munie d’une
forêt de Schnyder (3-orientation et coloration des arêtes internes). (centre)
Dessin de Schnyder sur une grille de taille (2n−5×2n−5). (droite) Dessin
FPP sur une grille de taille (14× 7).
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Objectifs du stage: dessin de graphes de genre supérieur

Ce stage aura pour but l’étude des généralisations des propriétés mentionnées ci-dessus
au cas des graphes de genre supérieur 1. On s’interessera à des travaux récents [1, 4, 2] où
l’on propose des généralisations des forêts de Schnyder et des ordres canoniques au cas de
triangulations toriques et de genre supérieur: la Figure 2 illustre les propriétés des forêts de
Schnyder toriques. En particulier, les formulations proposées dans ces travaux ont permis
d’étendre les algorithmes de dessin au cas cylindrique et torique (genre 1).

Dans le cas des surfaces, de nombreux problèmes restent ouverts:
- peut-on construire des forêts de Schnyder pour des graphes de genre g ≥ 2? 2

- peut-on dessiner un graphe de genre g = 2 avec une résolution polynomiale et en temps
linéaire?
- pour le cas g = 1, peut-on garantir l’existence de forêts de Schnyder toriques telles que
les trois couleurs définissent des graphes connexes? Peut-on les calculer en temps linéaire?
Peut-on garantir l’existence de 3 cycles non contractibles qui se croisent mutuellement?

La résolution de ces problèmes nous conduira ainsi à explorer des questions très pro-
fondes et intéressantes faisant intervenir des propriétés topoligiques, combinatoires et al-
gorithmique des graphes plongés sur des surfaces.
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(there are 3 disjoint mono-chromatic cycles of color black) (one mono-chromatic cycle for each color)

Figure 2. Une triangulation de genre 1 munie de deux forêts de Schnyder
toriques (3-orientation et coloration des arêtes internes, respectant partout
la règle locale de Schnyder).
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1Le genre d’un graphe est le plus petit entier g tel que le graphe peut se dessiner sans croisements sur
une surface de genre g (les graphes planaires ont genre 0 car il peuvent se dessiner sur la sphère).

2La seule solution existante n’est valide que pour des graphes ayant une très grande edge-width
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