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Corrigé feuille d’exercices 3

Nombres réels

Exercice 1

On montre par absurde que v/2 est irrationnel. Supposons que v/2 est rationnel. Il existe p € Z et
2

g € N*, premiers entre eux, tels que v/2 = P e qui implique que p—2 = 2 et donc p? = 2¢? donc p? est

pair, or, un entier et son carré sont des mémes parités (voir 5) de 'Exercice 16 TD1). D’ou p pair et il
existe m € Z tel que p = 2m et par conséquent p? = 4m?2. On en déduit que, 2¢*> = 4m? ce qui implique
que ¢? = 2m? donc ¢? est pair puis que g est pair (cf Exercice 16....). Les entiers p et ¢ sont donc pairs
mais premiers entre eux d’ou la contradiction.

On conclut que /2 est irrationnel.

Exercice 2
Soit n € N* et soit a1,...,a, € R}.
On montre par récurrence que :

1 1
(a1 + -+ +ap) (—i—) > n?

aq Qp
. crl 2w 1 1 2«
Soit, pour n € N*, P(n) la propriété “(a1 +---+a,) | —+...— | >n
aq Qnp

Initialisation n = 1.
1
(a1) <) =1>12 =1 La propriété P(1) est vraie.
ai
Hérédité Supposons la propriété, P(n) vraie pour un rang n € N* quelconque et montrons que
P(n+ 1) est vraie.

n

(a1+-~-+an+an+1><a11+---a1+ L ):((Z?_1ai)+an+1)<<2;>+ 1 >

a a
n n+1 i—1 n+1

On en déduit que :

1 1 1
(a1 4+ +an+ ant1) a—+...—+
1

-5 () e () 5 () v (552

D’apres ’hypothese de récurrence,

(a1+"'+a”+a”+1)<a1+"'aln+ ! >2n2+1+(iai)< ! )+(an+1)<ial_>

1

que 'on peut réécrire,

1 1 1 " " a
(a1+--~+an+an+1)<+...+ >2n2+1+ e
ay anp, Ap+1 i—1 Ap+1 i—1 a;

et encore,

1 1 1 9
(a1 4+ Fapn+ap) | —+...—+ >n"+1+
al (02 an-‘rl



Maintenant, soit ¢ € {1,...,n},

2 2

a; An+1 07 + 051
any1 G Qi1
De plus, 0 < (a2 — a%_H) = a? + afL_H — 2a;ap41 d'olt, a? + ai_H > 2a;an41 et finalement,
a? + G%J’,l . .
—— > 2 (a;an41 est bien non nul puisque a; et a,4+1 le sont).

AjQp41

n
) . a; At a; i1
Par conséquent, pour tout i € {1,...,n}, —— + 2+ > 9 done E ( L4 nt ) > 2n.
An+1 [¢73 P An+1 a;

En conclusion,
1 1
(ar+-+an+apg) | —+...—+
ai Gp Gp41
ce qu'il fallait démontrer. La propriété P(n + 1) est vraie.
Conclusion La propriété P(1) est vraie, de plus, si pour un certain rang n, P(n) est vraie alors

P(n + 1) est vraie, donc par le principe de récurrence, P(n) est vraie pour tout n € N*.

>Zn2—|—1+2n:(n+1)2

Exercice 3

1. 2=0

2. 2=0

3. -4<z<0
Exercice 4

Soient n € N* et z € R. E(z) <z < E(z)+1 ce qui implique nE(z) < nx, comme E(y) est le plus grand

E
entier plus petit que y, on obtient, nE(x) < E(nx), puis en divisant par n non nul, on a, E(x) < ﬂ,
n

finalement en utilisant la croissance de y :— E(y) et le fait que E(y) = y si y € Z, on conclut que

B < £ (202),

n

< z, en utilisant la croissance

Par ailleurs, E(nx) < nz puis en divisant n non nul, on obtient,

E
de y :— E(y), on conclut que, E ( (:sz)> < E(x)

E
A Taide des deux inégalités, on obtient que F ( (nx)> = E(z)

Exercice 5
Soient n € N* et z € R.

k
1. Soient n € N* et € N. Pour tout k € {0,...,n—1}, 2 <z + — < z+1, x étant un entier naturel,
n

k

E(x 4+ —) =z, pour tout k € {0,...,n — 1}. On en déduit que :
n

n—1

ZE(J?—FS) =(n-14+1)z =nx = E(nx) car z € N
k=0

2. Soient n e Net x e Ry, z ¢ N.

(a) On effectue la division euclidienne de E(nx) par n, par conséquent il existe p € Z et r € N

nx)

E
tels que E(nx) = np + r avec r < n. On obtient, ——= = p + . D’apres, ’Exercice 4,
n n

E( - ) = E(x), donc E(z) = E(p+ %) Or 0 < r < n, on en déduit que p < p+% <p+1
et ainsi E(x) = p.

(b) Par définition de la partie entiere, E(nz) < nz < E(nxz) + 1, ce qui revient a np +r < nz <
np +r + 1 ou encore en divisant par n non nul, p + r <z<p+ E
Soit maintenant, k € {0,1,...,n — 1}, " "

kE+r k kE+r+1
p+t—<z2+-—<p+t——-— (1)
n n n



. r+k . )
On sait que, comme 0 < k <net 0<r <n, 0 <—— <2, mais deux cas se présentent :
n

r+k

< 1 qui équivaut & 7+ k < n ou encore a k <n —r — 1. On a aussi, comme 7, k et

k+1
n sont entiers, que r +k < n — 1 ce qui implique que rtitl < 1. La double inégalité
n

k k 1 k
(1) devient p<x+ — <p—+ Gl <p+1 et on conclut que E(x + —) = p = E(z).
n n n

.. r+k
11.

> 1 qui équivaut a r+k > n qui équivaut & k > n—r. La double inégalité (1) devient

k k 1 k
p+1§x+f<p+i<p+2,etonconclut que E(x+—)=p+1=E(z)+1.
n n n

n

n—1 n—r—1 n—1
k
Final t E —) = E E l=(n—-r)FE —-1)—(n—

(c) Finalement, kZ:; (z+ ) ,; (z) + k:Zn_T (@) +1=(n=7)B@)+((n=1) = (n—r)+
)(E(x)+1)=n—-r)E(x)+rE(x)+r=nE(x)—rE(z)+rE(x)+r =nE(z)+r = E(nz).
(Résultat di a la division euclidienne).

3. Maintenant, supposons que z < 0. F(—nz) est donc positif. En effectuant une division euclidienne
de E(—nz) par n, on peut écrire E(—nzx) comme ng+ s avec ¢ € Z et s entier qui vérifie 0 < s < n.

E(—nx)

——) = E(-2)).

On écrit la méme double inégalité que pour z positif, E(—nz) < —nz < E(—nax)+1 ce qui équivaut

Comme pour le cas x > 0, on montre que ¢ = F(—x) (on utilise que F(

R . s s+1 . .
ang+s < —nx <ng+s-+1, en divisant par n non nul, ¢+ — < —z < q+ , puis on obtient
n
1 - ko —s—1+k k
—q—8+ <x§—q—i,enajoutantfouk‘e{O,l,...,n—l}, —q+87<x+f§
n n n n n
—s+k i . . —s—1+k . . N
—q+ , en raisonnant comme pour x positif, on a si ———— < 0, ce qui revient a k < s,
n
k —s—1+k k
E(Jc—l—f):—q—letpouri200’estadirek23+1,E(Jc—i—f):—q.
n n n
n—1 k s n—1
Final t t, E —-) = —FE(—x)—1 — FE(—x)=-— H(E(-
inalement en somman ; (m—l—n) % (—x) +k§_1 (—x) (s +1)(E(—x) +

D-—((n-1)—(s+H)+1D)E(—2)=—(s+1)E(—z)—(s+1)—(n—(s+1))E(—x) = —(n— (s +
D+ (s+1)E(—z) —s—1=—nE(—z) —s— 1= —FE(—nz) — 1 = E(nz). (On se rappelle que la
division euclienne donnait E(—nz) = nE(—x) + s et que pour tout y € R, E(—y) = —E(y) — 1,
pour s’en convaincre écrire la définition de la partie entiere avec les inégalités puis tout multiplier
par —1).

Exercice 6
1. A est majoré par 1 et minoré par 0, donc les bornes inférieures et supérieures existent et valent
respectivement 0 et 1.

2. B est majoré par 1 et minoré par 0, donc les bornes inférieures et supérieures existent et valent
respectivement 0 et 1.

3. C est majoré par 1 et minoré par 0, donc les bornes inférieures et supérieures existent et valent

1 1
respectivement 0 et 1. En effet, n > 1 implique 0 < — < 1 puis que —1 < —— < 0 et enfin que
n n

1
0<1—-—-—<1.
n
/ 2
4. Soit n € N*, vV2n —v/n+2=+/n <\/§— 1+ ) — 400 quand n — 400 et donc D n’est pas
n
majoré.

2 2
En outre, n > 1 implique 1 + = < 3, et par croissance de z :— /z, {/1+ = < /3 puis V2 —
n n

/ 2 / 2
1+ = >+/2— /3. Finalement, on obtient, \/n (\/i —4/1+ ) > /2 — /3. D est donc minoré
n n



et la borne inférieure de D existe. Comme, pour n = 1, vV2n — vn+2 = v/2 — /3, la borne
inférieure est v/2 — /3.

5. Q* est majoré par 0 et non minoré, donc la borne supérieure existe et vaut 0.

Exercice 7
1.Vae A, a< MetVe>0, dac A, M—ec<a<M
2. Pour tout @ € A, a < m donc A; est majoré, A; admet une borne supérieure. Considérons, la
suite (up)nen définie par ug = 3, u3 = 3,1... et u, est le décimal plus grand que 3 qui a pour les
mémes n premieres décimales que le nombre 7. Les éléments de la suite (uy,)nen appartiennent &

A et de plus 0 < u,, — 7 < 107", la suite (uy,)nen converge vers m donc 7 est la borne supérieure
de Al.
10
Soit n > 1 entier, —+(—1)" < 1041 = 11 d’out A5 est majoré, il possede donc une borne supérieure.
n
10 10
Ona,pourn=1, —+(-1)"=10—1=19 et pour n > 2 entier, — + (—1)" <5+ 1 =6, donc 9
n n

est la borne supérieure de As.

5 o e 5
3. Pour tout a € Ay, a > 1 donc A; est minoré, A; admet une borne inférieure. Comme 1= 1,25,

5 5
1 eD, 1 est la borne inférieure de Aj.
10
Soit n > 1 entier, — + (—1)" > 0 —1 = —1 d’out Ay est minoré, il possede donc une borne
n
10
inférieure. Considérons, la suite (v, )nen+ définie par, pour n € N*, v, = (—1)?"+1 + il la
n

suite (v, )nen= converge vers -1. La borne inférieure de A5 est donc -1.

Exercice 8
Pour I'ensemble A, il suffit de suivre la méthode de ’ensemble Ay de I’Exercice 7.
L’ensemble A; n’est pas majoré, en effet, on peut considérer la suite (u,)nen définie par, pour n € N,
un = n + 2. Tous les termes de (uy,)nen sont dans A; et u, tend vers +o0o quand n tend vers +oco.
L’ensemble est minoré par /2, il possede donc une borne inférieure. Par densité de Q dans I’ensemble
des nombres réels, on sait que pour tout € > 0, il existe ¢ € Q tel que v2 < ¢ < V2 + €, ce qui prouve
que V/2 est la borne inférieure de Ay

Exercice 9
Supposons qu'il existe my, my vérifiant (1) tels que my # mso. On peeut supposer que m; < meo, il existe,

par conséquent n > 0, tel que m1; < mo — 7. Il existe a € A tel que m; < mo — g < a < msy. Or, pour

tout @ € A, a < my ce qui est absurde et donc my = mo.

Exercice 10
1. Soit z € A+ B. Il existe (a,b) € Ax Btel que z=a+b. Ona,b=z—a € B, dol, z — asup(B),
de plus, z — sup(B) < a < sup(A) ce qui entraine, z < sup(A4) + sup(B). A + B est donc majorés
puisque z est arbritrairement choisi. De plus, comme sup(A) + sup(B) est un majorant de A + B,
on conclut que sup(A + B) < sup(A) + sup(B).

2. Soit € > 0, il existe a € A et b € B tels que sup(A) — % < asup(A) et sup(B) — % < bsup(B). En

ajoutant les deux inégalités, on obtient sup(A4) + sup(B) — e < a+ bsup(A) 4+ sup(B). On conclut,
en utilisant 1. et 'Exercice 9 que, sup(A + B) = sup(4) + sup(B).

Exercice 11
Pour tout a € A, inf(A) < a ceci implique que pour tout a € A, —a < —inf(A) et donc —A est majoré,
il admet une borne supérieure, de plus, sup(—A) < —inf(A4) et donc —sup(—A) > inf(A).

Pour tout a € A, —a < sup(—A) d’olt pour tout @ € A, a > —sup(—A). On conclut que, —sup(—A) <
inf(A).

Des deux inégalités, on déduit que —sup(—A) = inf(A).



Exercice 12

Si f(1) =1, c’est fini, y = 1 vérifie f(y) = y. On suppose que f(1) < 1, (f est & valeurs dans [0, 1]). Soit
E lensemble, {y € [0,1] | f(y) < y}. Comme 1 € E, E est non vide. De plus, E C [0,1], il est donc borné
et admet une borne inférieure que 1'on note z. Soit y € E, z < y, comme f est croissante, f(z) < f(y),
ory € E dot, f(2) < f(y) <y. On en déduit que f(z) est un minorant de E et comme z est la borne
inférieure de F, z est le plus grand des minorants de E, on obtient, f(z) < z. Par la croissance de f, on
obtient que f(f(2)) < f(2), et donc que f(z) € E. Comme z est la borne inférieure de E, z < f(z). On
conclut, comme f(z) < z et z < f(2), que z = f(2).

Exercice 13
1. Soit yg € B et soit x € A, x < yg. Comme z est arbitrairement choisi, A est majoré par yy et donc
sup(A) existe. Soit xg € A, et soit y € B, 29 < y, y étant arbitrairement choisi, B est minoré et
inf(B) existe.
2. En utilisant les notations de 1., on a sup(A) < yo car yp est un majorant de A. Maintenant, sup(A)
est un minorant, yo étant arbitrairement choisi, on conclut que, sup(A4) < inf(B).

3. Il faut montrer deux implications. Supposons que sup(A) = inf(B) = m. Soit € > 0, il existe x € A

etyEBtelsque:sup(A)—g:m—%<x<sup(A):m:inf(B)§y§m+§. On a, par

conséquent, |y —x|=y—m+m—x < 3+3 <e.

Supposons maintenant que, pour tout € > 0, il existe z € A et b € B tel que |x —y| < €. Soit € > 0,
et soit t € Aety€ Btelsque[y—z| =y—2<e < inf(B) <y <z+e<sup(4)+e On
déduit que inf(B) < sup(A) + ¢, pour tout € > 0. On conclut (cf Exercice 3), que inf(B) < sup(A4),
grace a l'inégalité de 2., on obtient inf(B) = sup(A).

—_1)" -1 n+1
4. A= {(), n > 1}, B = {(), n > 1} vérifient 3. mais pas 2.
n n

Exercice 14
1. On montre, par récurrence, que f(n) =n, pour n € N.
Initialisation n = 0. f(0) = f(0 +0) = f(0) + f(0) = 2f(0). Le seul nombre égal & son double est
0, donc f(0) = 0. La propriété est vrai au rang initial n = 0.
Hérédité Supposons, que pour un certain rang n € N, on a f(n) = n et montrons que f(n++1) =
n + 1. En utilsant hypothése de récurrence, f(n+1) = f(n) + f(1) =n + 1.
Conclusion On a f(0) =0 et f(n) =n implique que f(n+ 1) = n+ 1, par conséquent, on conclut
par le principe de récurrence, on a, pour tout n € N, f(n) = n.
Soitn € N, 0= f(0) = f(n—n) = f(n)+ f(—n) don, f(— ) —f(n) = —n. Finalement, si z € N,
f(z)=zetsize€Zet 2<0, z2=—(—2) dou f(—(—2)) = —f(—=2) = —(—2) =z

2. Soit g € Q. 1l existe p,r € Z x N*, tel que g = P on ap=f(p) = f(rg) = f(r)f(q) =rf(g), dou,
T T

f@)="=q.

3. Soit x € Ry, x = o /z, dot, f(x) = f(v2)f(V*) = (f(v/7))? > 0. Soient y,z € R, tels que
2>y e 21—y >0don, 0< f(z—y) = [(2)+f(—y) = () £(y) (pour y réel. on f(y—y) =0
et donc f(y) + f(—y) = 0 et enfin f(—y) = —f(y)) puis f(z) > f(y) et par conséquent, f est

croissante sur R.

4. Supposons qu'il existe € R tel que f(x) # z. On peut supposer que f(x) > x. Comme Q est
dense dans R, il existe ¢ € Q tel que f(z) > ¢ > x Comme, f est croissante on a f(q) = ¢ > f(x)
ce qui est absurde d’ou f(x) = z pour tout = réel.

Exercice 15
1. G est un groupe non réduit & 0 donc il existe  # 0 appartenant a G, si x > 0, G N R est non
vide (il contient x). Sinon = < 0 et comme G est un groupe, —z € G et —x > 0 donc G N R est
non vide. Soit x € GNRY, > 0 et donc GNR?Y est minoré. Par conséquent, G NR? est non vide
et minoré, il admet une borne inférieure.

2. Supposons que o > 0, et supposons qu’il existe x € G NRY tel que o < z < 2. Il existe n > 0
tel que o + 7 < < 2o, or a = inf(G NRY) et par conséquent, il existe z; € G NRY tel que



a <z <a+n<z<2a Gestungroupe donc —z1 € G, et z—x; € GNRY mais 0 <z —x; < a,
ce qui contredit le fait que o = inf(G'NRY) donc si o ¢ G NRY pour tout x € GNRY, x > 20,
mais 2a > « car a > 0 et encore une fois a ne serait pas la borne inférieure de G NR% donc a € G.
Comme a € G et G est un groupe, aZ C G. Soit g € GNRY il existe n € N tel que na < g < (n+1)a.
Si g > na, alors g —na € GNRY et g —na < (n+ 1)a —na = a ce qui est absurde puisque
a = inf(GNR?Y ). On conclut que g = na, et par conséquent tout élément g € GNRY s’écrit comme
un multiple de o, pour les éléments de h € GNR*, —h € GNRY et —h est un multiple de a. On
conclut que G = oZ.

3. Supposons que o = 0. Soit x,y € Ry, tels que < y, comme 0 = a = inf(G NRY), il existe
ge GNRY tel que 0 < g <y —x. Il existe n € N tel que (n — 1)g < x < ng, ceci implique que
(n—1lg<zetdoncqueng<z+g<z+y—x=y,doutz<ng<y,etngeG.Siz,ysontde
signes opposés alors ¢ < 0 <y et 0 € G. Et si z,y sont des réels négatifs on applique la premiere
méthode a —x et —y.

4. a. 0 € G, il suffit de prendre a = b = 0. Soient x, 2’ € G, il existe (a,b) € Z? et (a/,b') € Z2, tels

que z =a+bwet &’ =a +bw,ainsi z + 2’ = (a +d') + (b+V)w € G,. Soient z,y,2 € G,
il existe (a1, az,a3) € Z3 et (by,ba,b3) € Z3, (v +y) + 2z = (a1 + biw + az + bow) + az + bzw =
ay + biw + (ag + bow + az + bsw) = a1 + byw + as + bow + a3 + byw donc G, est associatif. Si
x € G,, il existe (a,b) € Z? tel que x = a + bw, on prend y = —a + (—b)w € G, on a ainsi
T+ y =1y + x = 0 donc tout élément admet un opposé.

aq+b
q

1
que — € G,,. Comme p et ¢ sont premiers, d’apres le théoreme de Bezout, il existe a,b € Z tels
q

1
b. Soit g € G, il existe (a,b) € Z2 tel que g = a+bw = cH—bE = € —Z. 1l suffit de montrer
q q

1 1
que aq + bp = 1, et en divisant par g # 0, on obtient a + bw = — et donc — € G,,,.
q
Pour le lien avec les questions précédentes, si on calcule, la borne inférieure de G, N R%, on

cherche les entiers a, b tels que a + bg >0eta+ bl2 soit le plus petit possible ce qui revient a
q

aq + bp

chercher >0 <= ag+bp>0 < aq+bp>1 < aq+ bp =1, d’ou pour a,b qui

1
conviennent a + bg = —.

q q
c. Supposons w ¢ Q. G, est un sous-groupe de (R, +), G, est donc de la forme SZ avec § € R*
ou G, est dense dans R (c¢f 2,3). On suppose donc qu'’il existe 8 € R* tel que G, = 8Z. Donc,

1
il existe m,n € Z* tel que 0+ lw = Bm et 1 + Ow = fBn, ceci implique que § = — et Y _ 0 et
n_m

ainsi w = — ce qui est absurde puisque w ¢ Q.
n

En conclusion, G, est dense dans R.



