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Corrigé feuille d’exercices 4

Suites

1 Convergence de suites

Exercice 1
Une suite (uy), oy n'est pas croissante, si non(Vn € N, u,11 > u,) est vérifiée c’est a dire : la suite
(Un), ey N'est pas croissante si In € N, tel que w41 < uy.

Une suite (uy),cy est décroissante si Vn € N, u,41 < uy) et donc 'énoncé précédent n’est pas
équivalent a celui de (u,),,cy décroissante.

Exercice 2

2 1 2 1-2n—-2 -1 2 1
Soit n € N, i—2 = nt " = = . Soit € > 0. n — 2| < € équivaut
n+1 n+1 n+1 n+1 +1
1 1 1
a <e. Or <e <= —<n+l & —-—-1<n.
n+1 n+1 € €
. 1 . 2n+1
Finalement, Ve > 0,3N = N(¢) (E(-) convient), tel que,Vn > N, Tl 2| <e
€

Exercice 3 na
Soient a > 0 et n € N*, u, = ¥/a = an = exp(—) Finalement, quand n — +o0, u, — 1.
n

Exercice 4
On pose € = 3 > 0. La suite (uy), cy converge vers [, il existe donc, No € N tel que pour tout n > No,

l

l l l l
lun, — 1] < 7 Or |u, — 1] < 3 équivaut a ~3 <u,—1< 7 On obtient donc, pour n > N, | — B < Uy

l
et finalement, 5 < Uy,.

Exercice 5
Supposons que la suite (uy),cy soit stationnaire i.e Ing € NVn > ng, u, = uy,. Ceci implique que
Ve>0,3no €N, Vn >ng, 0= |up — up,| < € done (uy), oy converge.

Supposons que la suite (u, soit convergente et a valeurs entiéres et que la suite ne soit pas

pp q neN g q p

stationnaire i.e Vng € N, In > ng, u, # un, ce qui équivaut & Vng € N, In > ng, |un — tp,| > 0
et comme (uy),cy est a valeurs entieres, la derniere proposition est équivalente a Vng € N, In >
ng, |[Un — Ung| > 1.

Soit € = 3’ puisque (u,),, .y converge vers une limite qu’on note [ € R, il existe ny € N, tel que, pour
1
tout k > nq, |u, —1] < 3 Or, (un), ey N'est pas stationnaire donc il existe ny > ny tel que |u, —up,| > 1.

1 1
Do, 1 < |ty — Uny| < Jtn, =+ 1= tp,| < 3 + 373 d’ont la contradiction donc (uy),,c convergente
et a valeurs entieres implique que (u, ),y est stationnaire.

De cette équivalence, on déduit que la limite d’une suite convergente a valeurs entieres est entiere.



Exercice 6
a) 1. Montrons qu'il existe ¢,c € R, tels que, pour tout n € N, u, 41 — ¢ = q(u, — ¢). Soit n € N,
Upt1 — ¢ = q(up — ¢) <= up(a—q)+b+c(¢—1) =0. Comme g, c ne doivent pas dépendre
de n, on peut prendre ¢ tel que (a —¢) = 0 c’est & dire que ¢ = a. On obtient par conséquent,

définie par, pour n € N, v, = up+——

—b
b+c(a—1) =0c’est adire c = 7 La suite (vn),,cy 7
a— a—
est donc géométrique de raison a.

2. Soit n € N, comme (v,,),, o est géométrique, v, = vo(a)". Si |a| < 1, la suite (vy,),, oy converge

vers 0. Si |a] < 1 alors (uy),, oy converge vers

n—1
b) On va montrer par récurrence que pour tout n € N*, u,, = a"ug + Z a’b. Soit n € N* et soit
i=0
n—1
P(n) la proposition “u,, = a"ug + Z a'd’.
i=0
0
JInitialisation : On pose n =1, uy = aug + b, or, a'ug = aug et Z a'b =b.
i=0

La proposition P(1) est donc vraie.
.Hérédité : On suppose que P(n) est vraie pour un certain rang n, montrons que P(n + 1) est

vraie. Par définition de (un),cy, Unt1 = au, + b, par hypothese de récurrence, on obtient,
n—1 n—1

n
Upt+1 = a(a™ug + Z a'b) +b=a""tug + Z T+ b=a" gy + Z a’b+b.

i=0 i=0 j=1
n

Finalement, t, 41 = a™tug + Z a’b et P(n + 1) est vraie.
j=0
.Conclusion : P(1) est vraie, de plus, P(n) vraie implique que P(n + 1) est vraie, done, par le
principe de récurrence, P(n) est vraie quelque soit n € N.
On réécrit la formule précédente, pour n € N* et si a # 1,

1—a"_an . b n b
1—a T 14 1—a’

On conclut que, si |a| < 1, (uy),,cy converge vers

Uy, = aug + b

,sia > 1alors (uy), cy converge vers +00 si

b . b b . b .
ug— —— | >0, vers —oco si | ug— —— | <0 et siug = (la suite est constante).
1—a 1—a 1—-a 1—a
Sia <1, la suite (uy),y ne converge pas.

Exercice 7 1 9 1 1 1

1
1. Soit n € N’ Wpt1 = Up+1 — 1= gun —+ g —1= gun - g = g(un — 1) = gwn La suite (wn)neN est

. . . 1
un suite géométrique de raison 3

1 \" "
2. Comme (wy,), oy est géométrique de raison 3’ pour n € N, w, = wy <3> =3 (3> . On déduit

1 n
que, pour tout n € N, u,, =3 (3> + 1.

1 n+1
b (3)
3. PowrneN,T,=9——"2

+00.

9
et S, =T, +n + 1. On conclut que, lirf T, = 5 et lim S, =

n—-+o0o

Exercice 8
1. On montre, par récurrence que, pour tout n > 2, u, > 1.
Initialisation Comme, us = 3 > 1, la propriété est vraie au rang initial.



Hérédité Supposons que, pour un certain rang n > 2, u,, > 1, montrons que u,4+1 > 1.

Par hypothese de récurrence, u, > 1, or v, >1 = u, —-1>0 = 2u,-1) >0 =

3u, — 1
Bun —1—tun—1>0 = 3up —1>up+1etuy >1 = “7“>1 — upys > L
Un,

On conclut que u, >1 = up4q > 1.

Conclusion La propriété est vraie au rang initial (ug > 1) et u, > 1 = wu,1q > 1 donc, par le

principe de récurrence, u, > 1 pour tout n > 2.
La suite (up),, oy est bien définie puisque u, > 1 > —1, pour tout n > 2.

U 1
2. La suite (vy,),, oy est bien définie d’apres la question précédente. Soit n > 2, v, 41 —v, = L—Fl -
Un+1 —
U 1
nt . On en déduit :
Up — 1
3up, —14+u, +1
v Pr— Up, + 1 _ Up + 1
T T By 1wy — 1wy 1
. 4y, Up + 1 Uy — Uy — 1 Up — 1 .
Puis, v — v, = - = = = 1. La suite (v est
e " 2up — 2 u, —1 Uy — 1 Uy — 1 (Vn) nen
arithmétique de raison 1. On en déduit que, pour tout n > 2, v, =n—24+vyo=n—2+2=n.
. Up + 1
3. Par conséquent, pour n > 2, v, = — 1 = Up(up—1)=u,+1 = up(vp,—1)=v,+1 =
Uy, —

v, +1
Up — 1

Up =

n+1
que, pour tout n > 2, u,, = 1 et donc (uy),>2 converge vers 1.
n >

2 1
4. La suite (v,)p>2 est arithmétique de raison 1 donc, pour n > 2, S,, = %2(”—”

vers +oo quand n tend vers +oo.

Exercice 9

(vp, # 1 sinon u, +1 =wu, —1 < —1 =1 ce qui evidemment faux). On conclut

, elle tend

Soient x € R et n € N*. Soit k € {1,...,n} on a E(kz) < kx < E(kz)+ 1 donc kz — 1 < E(kz) < k.

Par conséquent,

IN

% (i(kz - 1)) <1 (i E(kx)) % i’fx)

3
[S)

ce qui implique que,

k=1 k=1 k=1
puis que,
n(n+1)
(-57)
k=1
enfin que,

1 1 (<& 1 1
<= E(k <z|l=+=—].
n ~ n? <k_1 (x))_m<2+2n>

1 1 1 1 1 x
Orz|=-+—]——etz| =+ — | tendent vers — quand n tend vers +oo.
2 2n n 2 2n 2

1 n
On conclut, par le théoreme de comparaison (théoréme des gendarmes), que —; < E E(k:x)) tend
n
k=
- 1
vers 5 quand n tend vers +oo.



Exercice 10
Soient n € N* et z € R.

Par définition de la partie entiere, E(nx) < nx < E(nz) + 1 ce qui entraine, nz — 1 < E(nz) < nz.
1 )

En divisant par n non nul, on obtient, x — < x. Puis, en faisant tendre n vers 400, on

n
E
(nz) tend vers z quand n tend vers +oc.
n

conclut en utilisant le théoréme de comparaison que,

Comme, pour tout = € R, pour tout n € N, E(nz) € Z,

€ Q, pour tout n € N. Par conséquent,

E(nz
(Un)pen- est a valeurs dans Q et pour tout = € R, la suite (u,(x)), cn. définie par u,(z) = Enz) pour
n

n € N* converge vers x, et le réel = est limite de rationnels.

Exercice 11

u
1. La suite (wp), oy définie par, pour n € N, w, = ntl converge vers | > 0. Par définition, en
Un
1 - l . . un+1 - .
posant,e:T>Ocarl<1, il existe ng e N, Vne N, n>ny = . -1 < ce qui
n
entraine, pour n > ng,
U 1-7 20+1-1 I+1
“ntl <+ _ _ (1)
Up, 2 2 2
l+1
De plus, <lcarl<l1.
U Up— U
Soit maintenant, n > nq, |u,| = i nol)L L et
Un—1 Unp—2 Ung
D’ou,
n—mnmo—1 u
ht1
|un| = e (2)

En utilisant, (1) et (2), on déduit que,
I+1 n—ngo
wl < (557) Q

I+1\"™
> converge vers 0, donc, pour tout € > 0, il existe donc n; € N,

pour tout n > ng. Or ( 5

. . I+ 1\
(nécessairement nq > ng) tel que, pour tout n € N, n > ny implique que |u,| < (2) <e.

On conclut que (uy), oy converge vers 0.

-1
2. Il suffit d’adapter la méthode de 1. En remarquant qu’ici, en posant, ¢ = —— > 0, car [ > 1, il

U -1 -1 U
existe ng € N, pour tout n € N, n > nyg = "—Hflg—puisque,f—g ntll g
Unp, 2 2 Unp,
l+1 U
etenﬁn,1<L§n—H.
2 Up

RPT L1\
On montre grace a la derniere inégalité que (2> < |ug|, pour tout n > ng. Comme,

I+1\" "™
(;) tend vers +o0o quand n tend vers +oo, on déduit que, pour tout A € R, il existe

I+ 1\"™
NeN, N>ng,pourtout n e NNn>N — A< (2> < un| et (Junl), ey tend vers

+00, donc (uy,) diverge.

neN



3. Comme [ < 1, on peut reprendre ng tel que (3) soit vérifie.

. I+1) " (1+1)" e .
De plus, la suite 5 Z 5 est convergente (série géométrique de raison
k=0 neN

strictement inférieure a 1), elle donc de Cauchy, pour tout, €, il existe n; tel que, pour tout n,

) (&)

—n max(m,n) k
[4+1\ ™ ™ I+1
m,n>mn; = <2) E <2) <e. (4)

k=min(m,n)+1

< €, ce qui est

, I+1\ ™
m, entiers, m,n > n; — 5

équivalent a

Soit € > 0, soit n1 € N tel que (4) soit vérifiée. On pose N = max(ng,n1), soient, m, n entiers, tels

n m max(m,n) max(m,n)
que m,n > N. On a donc |v, — vy| = g up — g up| = E up| < E |t
k=0 k=0 k=min(m,n)+1 k=min(m,n)+1

par l'inégalité triangulaire.
l+1

k—’no
) ) pour tout k € {min(m,n) +

Or, & > min(m,n) +1 > N > ng donc |ug| < (

1,...,max(m,n)} puis en sommant on obtient,

max(m,n) —ng  max(m,n) k
I+1 I+1
> owmis(() T X (5

k=min(m,n)+1 k=min(m,n)+1
Comme, m,n > N > nq, on a (4) et on en déduit que |v, — vy,| <.
En conclusion, la suite (vy,),,cy est de Cauchy dans R donc convergente.

Exercice 12
Convergence 1. La sous-suite ((—1)"), oy constituée des éléments de rangs pairs est constante,
égale a 1 alors que la sous-suite ((—1)"), oy constituée des éléments de rangs impairs est
constante, égale & -1. La suite ((—1)"), oy possede deux sous-suites qui ne tendent pas vers la
méme limite, elle diverge.

a™tl nl a
2. Soient n € N et a > 0. m—n = p——] qui converge vers 0, on conclut, en utilisant
n la n
n

I’Exercice 10 que (a) tend vers 0.
n! neN

. n! L k .on! 1
3. Soitn e N, — = H —, or, pour tout k € {2,...,n}, — <1 doli, — < — et finalement, la
nn" oy n n" T n

. n!
suite <n) converge vers 0.
n neN

1 1\" 11 11 1
4. SoitneN, | =+—|] =exp(nln{=+—)).O0r, [ =+ — ] tend vers = quand n tend vers
2 n 2 n 2 n 2

1 1
+00, par continuité de la fonction logarithme, In 3 + — ) tend vers —In(2) quand n tend
n

S . . 1 1
vers +o0o et enfin par continuité de la fonction exponentielle, exp | nln 3 + — tend vers
n

0 quand n tend vers +oo.

1 1 1 3 1
5 Soitn>2 - > - — 2— == 5 < 2 — —. On déduit, par croissance du logarithme sur
n n
3 1 3 1
R%, que In (2) <In (2 — n)’ puis en multipliant par n positif, n In (2> <nln (2 — n) et

3 1
enfin, par croissance de I’exponentielle, exp (n In (2)> < exp (n In (2 — n) ) On conclut



1 n
que, ((2 — ) ) tend vers +oo quand n tend vers +4oc0.
n neN*

1\" 1
6. Soit n € N*| (1 + ) = exp (n In (1 + )) En utilisant un développement limité pour
n n

_ 1 1 1 o(L) 1
n assez grand, on obtient In {1+ — ) = — +0( — |. De plus, —*= = no | — | tend vers 0
n n n - n
quand n tend vers +oo.

1 1 1 1\"
Finalement, exp (n In <1 + )) = exp (n + no (>>7 d’ou, <<1 + ) ) tend vers
n n n n nEN®

exp(1) quand n tend vers +oco.

Monotonie 1. Soit n > 2, (n + 1)2 + (=1)"*! —n2 — (=1)" = (n + 1)2 —n? + 2((-1)"*") =
1
2n+1+2((=1)"*1) > 2n —1. Or n > 2 donc 2n — 1 > 0. On déduit que, (2”)
n?+(=1)") ) p>s
est strictement décroissante.

n+2 n+1l  (n+2)?%—(n+1)(n+3) .n+2 n+1

)

2. Soit n € N, — = . , — t du si d
oit n W3 na2 T+ 2)(n+3) oun+3 n+2es u signe de
m+2)?2—nm+1)(n+3).0r, n+2)?2-n+1)(n+3)=n?+4n+4—-n?—4n—-3 =1, par
1
conséquent nt est strictement croissante.
n+2

neN
n+1l—n

1
3. Soitn € N, vVn+1—4/n = = . Comme vVn+2++yn+1 >
v Y s SRV s S v v
Vn+1+ y/n, on déduit que, (vn+1—/n) nen €st strictement décroissante.

Exercice 13
1. On applique un théoreme du cours qui affirme qu’une suite (u, ),y converge ssi les suites (u2y,)
et (Uznt1),cn convergent et ont la méme limite. La suite (ug, ),y est une sous-suite de (uzn),, oy
qui converge vers Iy donc (ugy,),cy converge vers ;. Mais, (ugn), oy €st aussi une sous-suite de
(u3n) ey qui converge vers Iy donc (uen), oy converge vers Iz, la limite d'une suite étant unique,
I =1s.

neN

En utilisant, (ugn43),cy qui une sous-suite de (usy, ),y et de (u2py1),,cy qui converge vers I3, on
montre que Iy = I3. On déduit que Iy = I3, et donc (uzn ), cy €t (U2n41),,cy ONt Méme limite ce qui
implique que (uy,), oy converge.

2. Soit P, ’ensemble des nombres premiers, c’est un ensemble infini.
Pour n € P, on pose v, = 1.
Pour tout k£ > 2, pour tout n > 2, on pose vg, = 0, ce qui implique que les suites, (Vkn)n>2
convergent vers 0, pour tout k > 2.
Soit la fonction ¢ définie par, pour n € N, ¢(n) est le n — ieéme nombre premier. On a alors
(U¢(n))n€N* converge vers 1.

On a construit une sous-suite qui ne convergeait pas vers 0, donc la suite (vy,) ne converge pas.

neN*

Exercice 14
1. (a) Soit € > 0. La suite (uy),cy- converge vers [, alors, il existe ng € N tel que pour tout n € N,

€ . .
n>ny = J|u, —I| < 3 De plus, il existe n;y € N, pour tout n € N, n > ny —

1 n
(32w

< - E |ug, — 1], en utilisant, 'inégalité triangulaire.
n
k=1

1
72|uk -1 < % On pose, N = max(ng,n1), et soit n > N entier.
n

k=1
1 (Z U — nl) Z(uk -1
" \k=1 k=1

1w 1 1

Or — up — | = — up — I+ — —1|. Comme n > nq, le premier terme de la

D AR e prenies
= = =ng

1
n




2. Comme (un),cy- €t (vn)

.y € s
somme est majoré par — et le second terme de la somme est majoré par et comme

e(n — nyp)
2

— 1 — 1 —
n > ng et que ng > 0, M < % et finalement, (nZuk> -1 < EZW’“ -1 <
k=1 k=1
€ + .
2 2

(b) On prend la suite u, = (—1)™ pour tout n € N.

nen- convergent, elles sont bornnées. On a donc, il existe U,V € ]Rj_, pour
tout n € N*| |u,| < U et |v,| < V.

Soit € > 0.

€
soit N1, No € N tel que pour tout n € N*, n > Ny —= |up, —u| < ———etn > Ny —
1,4V2 que p Z N1 n | 3(U 1 V) = N2
€
— < —.
on =l < 35
Ny Ny o
De plus, | —(UV + (Juv]|) et | —(UV + (Juv|) convergent vers 0, il existe, N3, Ny €
n neN- n N neN* N
N, tel que, pour tout n € N*, n > N3 — —1(UV—|—(|uv|) < g etn>N, = —Q(UV+(|UUD <
n n
€
g.
Soit maintenant, n > max(Ny + Na, N3, Ny),
1 n n
fZ(ukfun_H_k —ww)| < 72 |ugVnr1—k — uv|, grace & I'inégalité triangulaire.
"= M=
1 n
Or, ﬁz |ugVnt1—k — uv|
k=1
1 Ny 1 n 1 n— Ny
= EZ |ugvnt1—k — uv| + - Z |ugVnt1—k — uv| + - Z |ugvnt1—k — uv|
k=1 k=n—Ns+1 k=N;+1
1 1 N
Par ailleurs, EZ [ukVpt1—k — uv| < Ez(lukv"“*k‘ + Juv]) < F(UV + (|uv]) et
k=1 k=1
1 " 1 - n—(n—Ny+1)+1
LS v wl <53 (el +w) < 2RIV gy )
k=n—Na+1 k=n—Na+1
—(n—Ny+1 1 N.
On a aussi — (n 2t )+ (UV + (Juw]) = =2(UV + (Juv]).
n n
N
L’entier n est plus grand que Nj, ceci implique que —1(U V 4+ (Juwl]) < g, comme 7 est aussi plus
n
N
grand que Ny, ceci entraine que — (UV + (Juv|) < %
n
De plus,
1 n—Ng
— Z |upvnt1—k — uv|
k=N;+1
1 ’I‘L*Ng
< = Z | Uk Un1—k — UV + UWVp 1 —k — UVpp1—F|
k=N;+1
1 n—Na
< - Z |(ur — w)Unt1—k + W(Vnt1—k — V|
=N
1 TL—NQ
- Z [(uk = wvnt1—k| + [u(vns1—k — v)]
k=Ni+1
1 anz 1 anz
SR DTS U S i MR
k=N1+1 k=N1+1



2

ﬂ—NQ—(N1+1)+1 V€

L’entier n est plus grand que Ny et N3, on en déduit que, < - 3T+ V) +
n—Ny— (N1 +1)+1 Ue ~n—Ny— Ny (U+V)e
n 3U+V) n 3U+V)

2€ ’I’L—NQ—N16
<-4+ —--
3 n 3

E UkUp+1—k — UV

et N1 + Ny est posmf

Finalement, < €, n étant plus grand que la somme

. Soit € > 0. La suite (uy), oy converge vers [, alors, il existe ng € N tel que pour tout n € N,

€ a0
n>n = |u,—1 < 7 De plus, il existe n;y € N, pour tout n € N, n > ny =—

. Or, en utilisant le binéme de Newton, (14+1)" Z Ck 1"k Z Ck =

o |2 Cnlur = 1)

k=1

1
ﬁZCﬂuk -1 < % On pose, N = max(ng,n1), et soit n > N entier.

QLn (i Cﬁuk — 2"[)
k=1
2{gner)-

1
< Q—nz C¥|uy, — 1|, en utilisant, 'inégalité
k=1

2". D’ou,

triangulalre

Or —Z CFluy, — 1| = 2712:C’k|u;c =1 —|— — Z C¥|uy, — 1. Comme n > nq, le premier terme
k‘ no+1

de la somme est majoré par 5

n n
Pour le second terme de la somme, on a Z Cﬁ < ZCff = 2", d’ou, comme pour tout
k=ng+1 =0
€ 1 - 1 k€
E=mnog+1,....n, Ju, = 1] < 3 on —n Z |uk | < 2nZC . On en déduit que,
k=ng+1 k=0

" L el _, €
> <o =
Colur =1l < 557 2

k=no+1
. k
Finalement, ( ZC uk> -1 < anc lup =1 < = + °
. Unp e . Un,
. La suite < ) converge vers | > 0, par continuité du logarithme sur R , <1n < ))
Un—1/ peN- Un-1/ /) pen=

Uk—1

1 n
converge vers In(l). D’apres 1., <Zln( i )) converge vers In(l). On en déduit que,
n
eN=

1
—(In(up, —In(up)) — In(l) puis que — In(u,) — In(l). Par continuité de 'exponentielle, on conclut
n

que, uy/™ = exp (i(ln(un))> — exp(In(l)) = 1.

Suites adjacentes

Exercice 15

1. On va montrer que les deux suites sont adjacentes. Montrons que (uy), oy est croissante. Soit

n €N, U1 —u, = > 0. La suite (up),y est, par conséquent, strictement crois-

1
sante. Montrons que (vy),cy est strictement décroissante. Soit n € N, v,41 — v, = CEm] +
n !
1 1 -1

CES TSR = o P < 0. La suite (vy),y est donc décroissante. Montrons

. . 1
maintenant que hm Uy — vV, = 0. Soit n € N, u,, —v,, = — d’ou, hm Up — Uy = 0.
n—-4oo n. n' n—-—4oo

1
(n+1)!



On conclut que les suites (uy,), oy €t (vn),cy sont adjacentes et donc lim  u, = lim_ vy,.

n—-+oo n—-+o0o

2. On pose e = lirf Uyp,. Supposons, e € Q, il existe a € Z et b € N, b > 1 tels que e = %. On pose
n—-—1+0oo

b
1
x =0l (e— E '>. Or,on abl =bb—1)...(n+ 1)n!, pour tout n € N donc pour tout n € N,
n

n=0

n'

n=0

b
1
b! (Z ) € N, de plus, ble = a(b — 1)! € N. On conclut que z € Z. En outre, comme la suite

b
(Un), ey est strictement croissante, e — Z — est strictement positif, d’ott z € N*.
n!
n=0

N b N
1 1 1
Par ailleurs x = b!NEIEOO < g i E n') que l'on peut réécrire, x = b!NliTm < E n')

n=0 " n=0 n=b+1
Soit NeN, N >b+1,

N 1 1 1
| — = |
b'nzzbﬂ S <(b+1)! oy T (b+N—b)!)
< 1 1 1 )
b+1) (b+2)b+1) N(N-1)...(b+1)
Mais, pour tout k > 2, 0 < b—&-% < b_i_%, donc, pour tout M € N, M > 1,

M 1 1 M
O<k1;[1b—|—k< <b+1>

1 1 1 1 2 N=b
done G T o ooy TN oD D) (b+1)+(b+1) +m+<b+1> '

1 N-b
b'il<Ni} 1\ 1 1_<b+1) i, 1\
i nl " \b+1) b+l 1_( 1 ) b b+1 '

n=b+1 _
b+1

1
En considérant la limite quand NV tend vers 400, on obtient, x < 7 < 1 puisque b > 1. On conclut
que = € N et z €]0, 1] ce qui est absurde donc e est irrationnel.
Exercice 16

1. Soit, pour n € N, P(n), la proposition “u, < t,11 < vpr1 < v,”. On va montrer, par récurrence
que, pour tout n € N, P(n) est vraie.

e 1e s 3ug +v 3ugp + u, o
JInitialisation n = 0. Comme, ug < vg, u; = 0 0 > 0 0 _ 0 _ ug et u; =

- 4 4
3ug + v ug + 2ug + vo uo + 2vg + vo ug + 3vg . .
< = = = vy. En utilisant encore une fois que

ug < vg, V1 = UO4 UOS Gl UOZ’UO-

On conclut que, ug < uy < v; < v, d’olt, P(0) est vraie.
.Hérédité Supposons que P(n) est vraie pour un certain rang n et montrons que, P(n + 1) est
vraie.
Par hypothese de récurrence, u, < tupt1 < vpt1 < Up.
3un+1 +Un+1 > 3un+1 +un+1 o 4un+1

De unp+1 < vp41, on déduit que, upqo = 1 > 1 = = Up41 et

3un+1 + Un+1 Un+1 + 2un+1 + Un+1 Un+1 + 2vn+1 + Un+1 Un+1 + 3Un+1
Aue tnt2 = 4 = 4 - 4 - 1 -
Un+2.

3Un+1 + Un+1

3vn+1 + Up 41 < _
>~ 4 = Un+1-

De up41 < vp41, on déduit que, vy, o =

On conclut que, up41 < tny2 < Vpto < Upp1, dolt P(n+ 1) est vraie.



.Conclusion La proposition P(0) est vraie, de plus, P(n) vraie implique que P(n + 1) est vraie,
on conclut, par le principe de récurrence, que P(n) est vraie quelque soit n € N.

3Up— 1 — 3Up_1 — Up— 2(Vp—1 — Up— 1
2. Soit n € N*, v,, — u,, = V=1 1 tn 14 Un—17 -1 _ (vn 14 Un-1) =§(vn,1—un,1).

On a montré, pour tout n € N*,

Un — Up = §(vn—1 - Un—l) (5)

) 1"
On va montrer, par récurrence que, v,, — U, = (2 (vo — up)-

JInitialisation n = 1. D’apres, (5), on a v; — u; = 5(1)0 — up) et donc la proposition est vraie
pour le rang initial.
.Hérédité Supposons que la proposition est vraie pour un certain rang n, montrons qu’elle est

vraie au rang n + 1.

N 1 . R ,
D’apres, (5), on a, vp41 — Upt1 = g(vn — uy), or d’apres ’hypothese de récurrence, v,, — u, =

1 n ) ) 1 1 n 1 n+1
5 (vo — up) et on déduit que, V41 — Upt1 = 513 (vo — ug) = 5 (vo — up).-

La proposition est donc vraie au rang n + 1.

.Conclusion La proposition est vraie au rang initial n = 1, de plus, si la proposition est vraie au
rang n, alors la proposition au rang n + 1, d’apres le principe de récurrence, la proposition est
vraie pour tout n € N*.

1 n
Finalement, pour tout n € N*, v,, —u,, = (2) (vo — up) et done, la suite (v, — un)neN* converge

géométriquement vers 0.

3. D’apres 1. et 2., on déduit que (un),cy et (vn),cn sont adjacentes et donc (un),cy et (vn)
convergent (vers la méme limite).

neN

En utilisant 1., on déduit que (u,), oy est croissante et majorée (par vy par exemple) donc elle
converge. Par ailleurs, (vy),, oy est décroissant et minorée (par ug par exemple) donc elle converge.

Exercice 17
1. On va montrer par récurrence que, pour tout n € N, a,, > 0, b, > 0.
Initialisation Pour n = 0, par définition de a et b, on a ag =a > 0, et b, = b > 0.
.Hérédité Supposons que la proposition est vraie pour un certain rang n, montrons qu’elle est
vraie au rang n + 1.
D’apres I'hypothese de récurrence, a,, > 0 et b, > 0, donc v/a,b, est bien définie et a, 41 existe

a b
et est positive en tant que racine carrée. De plus, a,, > 0 et b, > 0 implique que % > 0.

La proposition est donc vraie au rang n + 1.

.Conclusion La proposition est vraie au rang initial n = 0 et si la proposition est vraie au rang
n, alors la proposition est vraie au rang n + 1, d’apres le principe de récurrence, la proposition
est vraie pour tout n € N d’ot a,, > 0 et b, > 0 pour tout n € N.

Ap—1 + bn—l anp—1 + bn—l Y/ anbn (\/ an + \/5)2
2

2. Soit n € N*, b, —a, = ——— — Vayb, = 5 = > 0. On
conclut que, pour tout n € N*, b, > a,.

Soit n € N*. Comme, a, < b, et que  :— /x est croissante sur Ry, apy1 — ap = Vanby — ap >
Vanay, — an = an — a, = 0. On conclut que a,q1 > ay, pour tout n € N*.

. an+b b, +0b
Soit n € N*. Comme, a,, < by, b1 —b,, = % —b, <= 5 " _b, =b, —b, =0. On conclut

que b,11 < by, pour tout n € N*.

3. Soit n € N, bn+1 — Qn41 = L - \/anbn = 5(\/12* \/an)2 = 5(\/&* an)

2
Liby — ) Yo =

NN
Voo +an

2

10



Par ailleurs, \/a,, est positif et a, < b,, par la croissance de la racine carrée, on obtient /b,
Van, > 0 donc 0 < /b, — /a, < by, puis, Vb, — a, < Vb, + /an, ce qui implique que
V TL V an < 1
< \/» s
1 Vb, —/a
Finalement, b, 11 —apt1 = = (b, — ap)—— < (b
2 Vb, +/an 2

— ay,) pour tout n € N.

n

) . 1 . s
4. Par un raisonnement par récurrence, on montre que b, — a, < 3 (b — a) puis on déduit que

1iIJIrl (bn —a,) = 0, grace a la question 2., on conclut que (ay),cy €t (bn), oy sont adjacentes et
n—-—1+0oo

par conséquent, (an),cy et (bn), oy convergent vers la méme limite qu’on note M (a,b).

5. Siag = bet by = a, ay et by sont inchangés, les suites sont inchangées et la limite est donc inchangée
et donc M (a,b) = M(b, a).
Soit A > 0, pour n € N, a,+1 = Aanb,. La fonction racine carrée étant continue (‘/a"b")neN
converge vers v/ M (a, b)? = M(a,b) car a,, > 0 ce qui implique par passage a la limite que M (a,b) >
0 et (ant1),cn converge vers M(Aa, Ab), par unicité de la limite, M (Aa, \b) = AM (a,b) .

Exercice 18 n+ly "1 1 S 1
1. Soit N* U1 — up = - -1 1) — —+1 =—— -1 = -
oit n € N*, upy1 —u ;k‘ n(n + 1) ;k+ n(n) e n( p ) i

n+1 n+1 n+1 n+1
1 1 1 1 1
“dy = - “dy = - =) da.
/n dx /n n+1 /n l“dx /n (n+1 iU) !

1 1 AR 1
Or, pour tout = € [n,n+1], — > et n <mn+1 done, unH—un:/ ——]dx <0
z n+1 n n+l =z

d’olt (up), ey~ est décroissante.
n+1 n

. . 1 1 1 n+ 2
Soit n € N*, vpqp1 — vy, = 2 1E—ln(n—|—2) ;E—Fln(n—i—l) = oI —ln<n+1> =
n+2
1 1
foo =2)
nte1 \N+1 =z
1 1
Or, pour tout z € [n+ 1,n + 2], — et n+1<n+2donc,
T n+2
n+2 1 1
Un+1vn/n+1 <n+1x) dx >0 d’olt (vp), cn- est croissante.

1
2. lim (un—vs)= lim <1n”+ )0.
n

n—-+4oo n—-+o0o

Les suites (un),cn- €t (Vn), ey sont adjacentes, elles convergent vers la méme limite que I'on note
.

Comme (), cy- est décroissante, v < u; = 1 —1In(1) = 1 et comme, (v,), - st croissante,
v > v =1-1In(2).

3 Suites récurrentes

Exercice 19
On va montrer par récurrence que, pour tout n € N, u,, > 0.
Comme ug = 1 > 0, la proposition est vraie au rang initial.
Supposons que la propoposition est vraie pour un certain rang n et montrons que la proposition est

vraie au rang n + 1.
u? 41

Comme, u, >0, Upt1 = >0 et donc uy, >0 = up41 > 0.

n
On conclut que, la proposition est vraie au rang initial, par ailleurs, si la proposition est vraie au
rang n, alors la proposition est vraie au rang n + 1, on conclut par le principe de récurrence que, pour
tout n € N, u,, # 0 et donc la suite est bien définie.

11



. 1 ) .
Soit n € N, upq1 — uy = " > 0 et par conséquent (“n)neN est croissante.
n
Supposons que (uy), oy S0it majorée. Puisqu’elle est croissante, (uy), oy converge vers un réel que

1
lon notera I et I > ug = 1. La fonction x :— z + —, est continue sur [1,4o0c[. Le réel [ vérifie donc
x

1 1
=1+ 7 — 7= 0 ce qui est absurde et donc (uy), oy n'est pas majorée et donc tend vers +oco quand

n tend vers —+oo.

Exercice 20
On va montrer, tout d’abord, que la suite est bien définie.
11 suffit de montrer que ’ensemble [0, +00] est stable par la fonction g définie par, pour z € [—1, 4],
g(x) =v1+a.
Soit z > 0, comme la fonction racine carré est croissante, g(z) = vz +1 > 1 d’ol, g(z) € [0, +oo.
L’ensemble [0, +o0[ est stable par g et ug € [0, +o0[, on conclut que la suite (u,), oy est bien définie.
Par ailleurs, g est croissante, en tant que composée de fonctions croissantes, on en déduit que (u,,)
est monotone. Pour connaitre la monotonie de (uy),, ¢y
1 —02>0, et on conclut que (uy), .y est croissante.
Résolvons, 1’équation [ = g(I). Mais, | = g(I) <= [ =V1+] < ?—-1—-1=0etl>0. Le
) 1+6 1+6
2

—x — 1 a pour racine positive, . On conclut que l = g(l) < I =

neN
il suffit d’étudier le signe de u; —ug, or u; —ug =

> 1.

Montrons que Pensemble [0,1] est stable par g. Comme g est croissante, g([0,1]) = [¢(0),g(1)] = [1,1].
L’ensemble [0,1] est stable par g, uo € [0,l] donc pour tout n € N, u, € [0,]]. La suite (un), oy est
croissante et majorée, elle converge vers un réél que l'on note u. Comme ¢ est continue, g(u) = u et

1+5

u > 0. On conclut que u =1 = 5

polynéme x

Exercice 21
1. La fonction f est définie ssi 6 —x > 0 ce qui équivaut a x < 6. La fonction est décroissante en tant
que composée d’une fonction décroissante et d’une fonction croissante. Enfin, lim f(z) = 4o0.
r——00

T —00 6
+00
f(z) N

0

2. Montrons que ensemble [—30,6] est stable par f. Comme f est décroissante, f([—30,6]) =
[£(6), f(—30)] = [0,6]. L’ensemble, [—30, 6] est inclus dans I'ensemble de définition de f et sta-
ble par f donc la suite (uy), cy est bien définie.

6—u, —4 2—u
3. Soit n € N, |up41 — 2| = |v6 —u, — 2| = n — n
i =2 = | | ’\/G—Uvﬂr?‘ ’vﬁ—un+2
d’ot |2—Un| ‘2_un|

07 g
Y=, 42 2

. "
Par un raisonnement par récurrence, on montre que, pour tout n € N, |u, — 2| < B} |ug — 2.

‘.Or, V6=, +2>2,

Finalement, (|u, — 2|),,cy converge vers 0 ce qui implique que (u, ),y converge vers 2.

Exercice 22
1. La fonction f est définie ssi x > —6. Il faudrait montrer que [—6, +00] est stable par f, pour tout
x > —6, f(z) > 0 ce qui implique que [—6, +00] est stable par f. On conclut que, comme ug > —6,

la suite (un),, oy définie u, 41 = f(u,) existe.

2. Comme, /6 + z est positive, f(z) =2 = x > 0. De plus, —6 < z < 0 implique que —z > 0
d’ou, v6+ 2 —x > 0.
Soit P le polynéme 22 — z — 6. P a pour discriminant (—1)? — 4 % (—6) = 1 + 24 = 25. P a pour
1+5 6 1-— —4

5 3 et 5 5

racines

12



On a donc P = (z 4 2)(x — 3), P est du signe de -1 a Pextérieur des racines donc négatif sur
] —o00, —2[U[3, +o0] et positif sur [—2, 3]. Sur 'ensemble, [0, +oo[, on a /6 +z >z = 6+z—2* >
0,onadonc f(z) —z>0 < —(z+2)(xz—3) > 0size|0,+o0].

On conclut que f(z) —  est négatif si z € ((] — 0o, —2[U[3, +00[) N [0, +00]) = [3, +00[ et positif si
z € [—6,00U ([—2,3] N[0, +o0]) = [-6,3].

La fonction f est croissante sur [—6, +0o], en tant que composée de fonctions croissantes, on a, par
conséquent, f([—6,3]) = [f(—6), f(3)] = [0,3] C [-6,3], d’ou [—6, 3] stable par f et f([3,+o0[) =
[f(3),xll>rfoof(w)[: [3,4+00[, d’ou [3, 400 stable par f.

On suppose que uy € [—6,3], comme f est croissante, (uy), oy st monotone. De plus, sur [—6, 3],
f(x) >z, on adoncu; = f(ug) > up donc (uy), o est croissante et majorée par 3, ce qui implique
que (), converge vers un réel qu’on notera [. Par ailleurs, f est continue, par conséquent,
(f(un)),en converge vers f(I). Comme (un 1),y st une sous-suite de (), oy, elle converge vers
I. On a par conséquent [ = f(I) et [ > 0, la suite (uy), oy étant positive. On conclut que [ est la
racine positive de P c’est a dire 3.

Exercice 23

1.

2.

On pose £ = {u = (un),cy € CN | Upyo = aUpy1 + bu,} Soit la fonction ¢ de E dans C? définie
par, pour u € E, ¢(u) = (ug,u1).

L’ensemble E est un espace vectoriel.

Montrons que ¢ est un isomorphisme vers C2.

Soeint ¢ € C et u,v € E, ¢(cu + v) = (cup + vo, cus +v1) = c(ug, u1) + (vo,v1) = co(u) + ¢(v). La
fonction ¢ est donc linéaire.

Soit u € E, tel que ¢(u) = 0 c’est a dire que, ug = u; = 0. Par récurrence double, on montre que,
u, = 0, pour tout n € N. Par conséquent, ¢(u) =0 = u = 0 donc ¢ est injective.

Soient ¢, d € C?, on pose ug = c et u; = d, puis, pour n > 2, Up 12 = QUpi1 +bu,. On a doncu € E
et ¢(u) = (¢,d). La fonction ¢ est donc surjective.

Finalement, ¢ est un isomorphisme de E vers C2. E est un espace vectoriel de dimension de F.

(a) Montrons que, ((r{),cy, (75),cy) forme une famille libre de E.

Montrons d’abord que, pour i = 1,2, (r}) appartient a F. C’est a dire, pour tout n € N,

neN
7‘?+2 = ar?"‘1 + b. Soit P(n), pour n € N, la proposition r?” = ar?"‘1 + brl. Montrons, par
récurrence que P(n) est vraie pour tout n € N.

Comme 7; est une racine de 2? = ax + b, on 77 = ar} + br) = ar} + b. La proposition P(0)

1
est vraie.
Supposons que P(n) est vraie pour un certain rang n et montrons que P(n + 1) est vraie.
Par hypothese de récurrence, 7“2”2 = ari"H -+ br}. En multipliant par r;, on obtient, r;”rg =
ar™2 £ br T et P(n + 1) est vraie.
En conclusion, comme P(0) est vraie, P(n) vraie implique que P(n + 1) est vraie, par le
principe de récurrence, P(n) est vraie quelque soit n € N.
Soient «, 5 € C tels que ar] + fry = 0 pour tout n € N. Supposons «, 5 # (0,0). En prenant,
n = 0, on obtient &« = — 3. Puis pour n = 1, ary + Bre = ary —ary = 0. D’ol, 1y = ro puisque
a# 0.
Or 7y et 72 sont distinctes, on en déduit que a, 3 = (0,0). Finalement, ((r{"),cy, (73),cn) €t
une famille libre de E. ((r7), ey, (75),,cn) est une famille libre de cardinal 2, donc elle forme
une base et B = {(M] 4+ pry), oy 0 A, p € C}

2

a
(b) Le complexe r est 'unique racine du polynéme z* — az — b donc r = 5

En utilisant le résultat du a), on a r"*2 = ar™ ™! + br", pour tout n € N On a, ("), o € E.
a n+2 a /a n+1 .
Donc, pour tout n € N, nr"™2 = anr™t! 4+ nbr™. De plus, <7) =3 (7) , d’oty,

2 2
n+2 n+1
2 (g) =a (g) . Par conséquent, 2r"*2 = qr"t1,

Donc, (n + 2)r"*t2 = nr"t2 4 297 +2 = nar™tl 4+ nbr™ + 2r"t2 = nar™t 4+ nbr" + ar"tl =
a(n+ 1)r"* + bnr™. On conclut que, (nr™), o € E.
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Montrons que, ((r™),cy, (™), cy) forme une famille libre de E. Soient a,3 € C tels que
ar™ + fBnr’™ = 0 quelque soit n € N . Pour n = 1, ar + fr =0, d’oli, « = —8. Pour n = 2,
ar? +28r? = ar? — 2ar? = —ar? = 0, r est non nul d’olt, a = 0 puis 3 = 0.

Finalement, ((r"),cy, (n7"),cy) forme une famille libre de E et puisque E et un espace
vectoriel de dimension 2, ((r™),, oy, (n7™),,cn) est une base de E et

E = {(A+ na)r) e : Ajt € CJ.
. . 5 3 1 ) 1 1 . . 1\"
(a) Soit P le polynéme, x* — i + 3 Les racines sont 1 et 3 La suite u s’écrit alors A 3 +

n

1
I 4> . Pour calculer \ et u, on sait que ug = u; =1 dol, ug=1=A+petu =1=

1 1
A(z)“‘@'
On déduit 1 Netquel=[2 +(1=2)) Doa(3)+ (L
n deduit que p = et que 1 = 3 1)~ 1 1)

n" "
Finalement, A = 3 et ;4 = —2 et enfin, la suite u s’écrit 3 (2> -2 (4) et la suite u converge
vers 0.

(b) Posons (wn),, ey = (Un + V), en-

(n+2)*—(n+2)? _2(n+1)4—(n+1)2 nt —n?

12 12 LT G

(42— (n+2° -2+ 1) +2(n+1)?+n' —n? —12(n + 1)°

_(n+ 2)2(n+2)2—1)—-2(n+1)%((n+ 32 —1)+n?(n?—-1)—-12(n+1)?

_(n+ 2)2(n+1)(n+3) —2(n+ 1)2(n(n1f 2)) +n?(n—1)(n+1)—12(n+1)?

_ (nt+D((n+ 2)2(n+3) — 2n(1l2—|— (n+2)+n%(n—1)—12(n+1)))

_(n+ D((n®*+4n+4)(n+3) — 2n(1122 +3n+2)+n®—n?—12n —12)

_ (n+1)(n® +4n® +4n + 3n® + 120 + 12 — 2711327 6n% —4n +n>® —n? — 12n — 12)

12 L,

On conelut que (n+2)41—2(n+2)2 _ 2(n+ 1)41—2(n+ 1)2 B n41—2n2 S

(n+2)*—(n+2)? (n+2)!'-(n+2?

Soitn € N, Wy 42 = Upyo+ D = U1 —Up—(n+1)%+ D

1)4 — 1)2 4 2 1)4 — 1)2
(n+1) 12("+ S on 12" 412 = (1) = 2y + Y 12(n+ )

2
4 2
) = 2wn+1 — Wnp-

) — (un +

n*—n
12
Le polynéme z2 — 2z + 1 a pour racine double 1.

0 0
La suite (wp),, oy est égal a (wo + n(wy — wo)),,cn OF, Wo = ug + D et wy = u; + T3 Comme

(Wn)peny = (Un +Vn) ey Alors (Un),cny = (Wn — Vn), ey On en déduit que, (u,), oy diverge
vers —oo.

14



