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Corrigé feuille d’exercices 2

Un peu de théorie des ensembles

Exercice 1
1. Le produit cartésien E x F est ’ensemble défini par : {(e, f) |z € E, y € F}.

2. * Montrons, d’abord que, (Ex G)U(F xG) C (EUF) x G. Soit z € (Ex G)U(F x G). On a, par
conséquent, z € ExGouz € FxG.Size ExG,ilexistee € Fet g€ G tel que 2= (e,g). Si
z€ Fx G, ilexiste f € Fet g €G tel que z = (f,g"). Par conséquent, z = (e, g) ou z = (f,g’)
et donc il existe d € EU F et ¢” € G tel que z = (d,¢”). Finalement, 2 € (EU F) x G d’on,
(ExG)U(F xG) C(EUF) xG car z est arbitrairement choisi dans (E x G) U (F x G).

* Montrons, maintenant, (EUF) x G C (E x G) U (F x G). Soit z € (EU F) x G, il existe donc
x € (EUF) et ge G tel que z = (z,9). Comme z € (EUF), x € Eet z=(z,9) € ExG,
ou bien, z € F et z = (x,9) € F x G, on en déduit que z € (E x G) U (F x G), z étant choisi
arbitrairement, on conclut que (EUF) x G C (E x G)U (F x G).

En conclusion, (E x G)U(F xG) C(EUF)xGet (FEUF)xG C (ExG)U(F xG) ce qui
équivaut & (FEUF) x G = (E x G)U (F x G).

Exercice 2

a) Ax B=1{(1,3), (1,4), (2,3), (2,4), (3,3), (3,4)}.

b) (E\A) x B = {( ),( 4}
d) (E\A) x (E\B):{( ; ), (4,2)}.
e) (Ex EN(Ax B) ={(1,1), (1,2), (2.1), (2.2), (3,1), (3.2), (4.1), (4.2), (4,3), (4,4)}.

Exercice 3

a. A=13,5]

b. B =0,2]

c. C=R

d. D= {0}

e. B =1[3,+00]

f. F =R~ =] - 00,0]
g. G=[0,1

Exercice 4 1 1—
a) Il suffit de voir que, pour z €]0,1[, x < = <= n < ——. On peut prendre n = 0, E contient
n x

donc une infinité d’éléments.
b) La propriété est vraie pour tout n € N, on peut faire tendre n — +o00, la propriété est toujours
vérifiée, on conclut que F' = {0}, il contient donc un seul élément.

Exercice 5
a) Soit x € [2,3]. 2< 2 <3 = 4<2?2<9et2<1<3 = -9 < -3z < —6. Par conséquent,
—5 < 22 — 32 < 3 et finalement, —15 < 22 — 3z — 10 < —7. On conclut que z € [2,3] =
22 -3r—-10< -7T<0et ECF.



— 11 suffit de prouver que —2 et 5 sont les racines du polynéme P(x) = 22 — 3z — 10. P(=2) =
44+6—-10=0, P(5) =25—15—10 = 0 donc —2 et 5 sont les racines de P. De plus, P est du signe
de 1 sur | — oo, —2] U [5, +00], on conclut que F' =] — 2, 5[.

Exercice 6
*FY-1,1])={reR, —-1<sinzx <1} =R
* Comme, sinz € [—1,1], il n’existe pas de z € R tel que sinxz = 7 donc f~1({n}) = 0.
* f7L{0}) ={z €R, sinz =0} = {x =0+ nm, n € Z}

Exercice 7
1. La fonction f est dérivable sur tout R en tant que fonction polyndéme. Pour z € R, f'(z) = 22 +4 =
2(xz+2), f’ est négative sur | — oo, —2] et positive sur [—2, +00[. On conclut que f est décroissante
sur | — oo, —2] et croissante sur [—2, +oc[. De plus, comme le polynome P = 22 + 4z + 2 est de
degré pair, lim f(z)= lim f(z) = +o0.
xr— —00 r——+00

T —00 -2 +o00
f'(x) - 0 +
400 400
f(z) \ /
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2. f(] = 3,-2]) =]f(-=2), f(=3)[=] — 2,—1] car f est strictement décroissante et continue sur cet
intervalle.
f( = o0, =3]) =]f(-3), xli)moof(x)[:} —1,400[ car f est strictement décroissante et continue sur
cet intervalle.
f(-2,-1)) =]f(-2), f(—1)[=]—2, —1[ car f est strictement croissante et continue sur cet intervalle.
f(J—1,400]) =]f(—1), lim f(z)[=]—1,+00] car f est strictement croissante et continue sur cet

r——+00
intervalle.

] —2,—1[ et ] — 1,400[ sont dits stables par f.

Exercice 8
Soient x et y réels tels que x # y. R est totalement ordonné donc, on a soit x < y soit x > y. Le premier
cas entraine f(z) < f(y) d’ou f(x) # f(y). Le second cas se traite de la méme maniere.

Exercice 9
1. Soit z,2' € E, tels que go f(x) = go f(2'), comme g est injective, f(z) = f(2') et comme f est
injective z = 2’. On conclut que g o f est injective.
2. Soit z € G, comme g est surjective, il existe y € F tel que z = g(y), et puisque f est surjective,
il existe x € E tel que y = f(z), on conclut qu'il existe z € E tel que z = go f(x) donc go f est
surjective.

3. Si f et g sont bijectives alors f et g sont injectives et surjectives donc go f est injective et surjective
donc bijective.

Exercice 10
Il faut montrer que g est une injection et une surjection.
1. Montrons, tout d’abord, que g est une injection. Soient n et n’ tels que g(n) = g(n'). Premiérement,
supposons, n pair et n’ impair, on aurait, 0 > g(n) et g(n’) < —1 et g(n) = g(n’) ce qui est absurde
donc n et n/ sont de méme parité (le cas n impair et n’ pair se résout de la méme maniére). On sait,

7
maintenant que n et n’ sont de méme parité, supposons n et n’ pairs, ceci implique que % = %, ce
!’
qui équivaut & n = n’/. Supposons, & présent que n et n’ sont impairs, on a donc —”TH = —”T“ ce

qui équivaut & n +1 =n' 4+ 1 puis & n’ = n. Par conséquent, g(n) = g(n') implique que n = n’ et
donc g est injective.

2. Montrons que g est surjective. Soit z € Z. Si z < 0, on pose n = —2z + 1, n est un entier naturel
impair et z = g(n). Si z > 0, on pose m = 2z, m est un entier naturel pair et z = g(m). Par
conséquent, pour tout z € Z, il existe n € N tel que z = g(n) et donc g est surjective.



En conclusion g est une bijection de N sur Z.

Exercice 11

1.

On peut utiliser le théoreme de la bijection, en calculant les limites de f en —oo et en +oo ainsi
qu’en % par valeurs inférieures et par valeurs supérieures puis en montrant que f est strictement
décroissante sur R\{%} On peut aussi répondre aux questions 1 et 2 en méme temps. Ce qu’on va
faire ici.

Pour montrer que f est bijective, on montre qu’elle est injective. Soient z,x’ différents de %, tels

aue f(z) = f(&). fa) = f(e') = TL = TEL i) = o)) +1) =

20'x 4+ 20 —x—1=22"2+2x—2' —1 = 22/ —x=22' — 2 = 2’ =2 d’ou f injective.
rz+1
20 —1
y+1
2y —1

Montrons que [ est surjective et soit y différent de £.y = = y2z-1)—(z+1) =0 =

2ry—y—x—1=0 = zQy—-1)=y+1 = x = Pour tout y # 1 (y est arbitrairement

choisi dans R\{1}), il existe = # 3 tel que y = f(x).

y+1
2y —1

Finalement, f est bijective et f~1(y) = . On a par conséquent f = f~! et donc fo f = Id.

Exercice 12
Soient x et x deux réels positifs tels que /x = Va’/. On peut considérer que /x + vz’ # 0, sinon

NEES

Va'=0et 2z =2'=0.Ona (vVz—Va')(vz+Vz') =0 ce qui implique x — 2’ = 0 et donc = = .

La fonction h est donc injective. (on pouvait dire que h est strictement croissante sur R™ donc injective
cf Exercice 8).

Le réel —4 n’a pas d’antécédent par h car une racine carrée est toujours positive, h n’est pas surjective.
Comme h n’est pas surjective, elle n’est pas bijective.

Exercice 13

1.

Si A, B ou C sont vides, le résultat est trivial. Supposons que A, B et C sont non vides. Soit
re€AUC,onaalorsz € Aouz e C.Siz e Calorsz € BUC. Supposons « € A, comme A C B
alors x € B et par conséquent, x € B U C. Comme z est arbitrairement choisi dans A U C, on
conclut que AUC c BUC.

Soit & € A. Deux cas se présentent :

* Soit x € C et donc z € ANC, comme (ANC) C(BNC),onaxz e BNC et x € B.

* Soit x ¢ C maisz € AUC, comme (AUC) C (BUC),onax e BUC,orxz ¢ C douzx € B.
Dans les deux cas, x € B et on conclut que A C B.

Exercice 14

1.

3.

Soient A, B deux sous-ensembles de F tels que A C B. Si f(A) est vide, le résultat est vérifié.
Supposons que, f(A) soit non vide, et soit y € f(A). Comme y € f(A), il existe x € A tel que
y = f(x), comme A C B, x € B, par conséquent y € f(B), on en déduit que f(A) C f(B).

.ACAUBet BC AUB,dapresle 1), f(A) C f(AUB) et f(B) C f(AUB) donc f(A)U f(B) C

f(AU B). Il reste & montrer que f(AU B) C f(A) U f(B). Si f(AU B) =, le résultat est vérifié.
Supposons que f(AU B) et soit y € f(AU B), il existe ¢ € AU B tel que y = f(z), z € AUB ce
qui équivaut & x € Aoux € Bdoncy € f(A) ouy € f(B) ce qui équivaut de y € f(A)U f(B), on
conclut que f(AUB) C f(A)U f(B).
a) ANB C Aet AN B C B, on utilise 1) et donc f(ANB) C f(A) et f(ANB) C f(B) donc
f(ANB) C f(A)N f(B).
b) La fonction f désigne la fonction carrée, on prend A = {—1} et B = {1}, f(4A) N f(B) = {1}
et AN B =, par conséquent, f(A)N f(B) n’est pas inclus f(AN B).
¢) Il faut montrer deux implications 1) f est injective = Pour tout sous-ensembles A et B
de E, f(A)n f(B) C f(AN B) (on doit montrer deux inclusions mais la deuxiéme inclusion
a déja été démontrée pour f quelconque). De plus, on peut supposer que f(A N B) est non
vide, sinon, l'inclusion est triviale. 2) VA, B € P(E)?, f(A)N f(B) = f(ANB) = fest
injective. Montrons la premiere implication. Soient A, B deux parties de F et f une fonction



injective, et soit y € f(A)N f(B), il existe donc 21 € A et 25 € B tels que y = f(z1) =

f étant injective, x = x1 = xo, comme x1 € A et xo € B,z € AN B donc y € f(AN B), la
premiere implication est ainsi démontrée.

Montrons la deuxiéme impliaction. Supposons que pour tout A, B € P(E)?, f(A)N f(B) =
f(AN B). Considérons z,y € E tels que z = f(z) = f(y), on pose A = {z} et B = {y},

comme z € f({z}) N f({y}) = f{z} n{y}), f{x} Nn{y}) est non vide et donc {z} N {y} est
non vide et x =y, f est donc injective.

Exercice 15

1. Soit B € P(F). Si f~1(B) est vide alors f(f~!(B) est vide aussi et I'inclusion est vérifiée.Supposons
f~Y(B) non vide et soit y € f(f~1(B)), il existe z € f~Y(B), y = f(x), ou z € f~1(B) donc
f(z) e Bdouy € B.

2. Il faut montrer deux implications, 1) f est surjective == VB € P(F), B C f(f~Y(B)) (on
doit montrer deux inclusions mais la deuxiéme inclusion a déja été démontrée pour f quelconque).
De plus, on peut supposer que B est non vide, sinon, le résultat est trivial. 2)v B € P(F), B =
f(f~Y(B)) == f est surjective. On va montrer la premiére implication. Soit f une fonction
surjective, et B une partie de F', soit y € B, f est surjective, donc il existe x € E tel que y = f(z), or
y € Bdoncz € f~Y(B),dotty € f(f~1(B)). Supposons que, pour tout B € P(F), B = f(f~*(B)),
soit y € F, on prend B = {y} on a {y} = f(f'({y})), donc il existe z € f~1({y}) C E tel que
y = f(x), f est donc surjective.

Exercice 16
La fonction f est bijective ssi elle est injective et surjective (pas d’algebre linéaire ici!!!)

* Injective. f(a/,y') = f(z,y) = (@'+y = x+y) et (22’ + 3y’ = 22+ 3y) Dans la premiere égalité,
on obtient ' = x+y—y/’, si on remplace dans la deuxiéme équation, on obtient : 2(x+y—vy')+3y’ =
2e+3y = 224+2y—2y +3y =2x+3y = 3y =3y—2y = ¢ = y. En revenant a la
premiére équation, on obtient ' = x. On conclut que f est injective.

* Surjective. Soit (X,Y) € R? :

X = Tty

Y = 2zx+3y
ce qui équivaut a :

r = X-y

Y = 2243y

et donc, en substituant « par X —y dans la seconde équation,ona:Y =2(X —y)+3y < Y =
2X +y < y=Y —2X, en substituant y par Y — 2.X dans la premiére équation, on obtient que
r=X-Y +2X <= z=3X —Y. En conclusion, f est surjective.

L’application f est injective et surjective, elle est donc bijective.

Exercice 17

a) f(z,y) =(0,0) < (22 —3y =0) et —4x + 6y = —2(2z — 3y) = 0, par conséquent, f(z,y) =
(0,0) < 2z — 3y = 0. L’ensemble {(z,y) € R? | f(z,y) = (0,0)} = {(z,y) € R? | 2z — 3y = 0},
il contient donc une infinité de points (c’est une droite!).

b) Considérons (z,y) = (3,2) et (2/,y') = (6,4), on a f(z,y) = f(2',y") = 0 mais (x,y) # (2',y")
donc f n’est pas injective.

¢) Il faut montrer que f(R?) C B puis que B C f(R?). Soit (X,Y) € f(R?). Il existe, (z,y) € R?
tels que : X = 22 — 3y et Y = —4a 4+ 6y = —2(2z — 3y) = —2X. La deuxiéme inégalité équivaut
AY +2X =0 et on conclut que (X,Y) € f(R?), (X,Y) étant arbitrairement choisi, f(R?) C B.
Soit (X,Y) € B, On cherche (z,y) € R? tel que X = 2 — 3y et Y = —4x + 6y. Considérons
la premiere équation, et posons z = —X, on obtient, X = —2X — 3y <= 3X = -3y <—
y = —X. Vérifions que l'on a bien, X = 2z — 3y et Y = —4z + 6y avec (z,y) = (—X,—X).
flz,y) = (—2X +3X,4X — 6X) = (X,—-2X). Or (X,Y) € B et donc Y = —2X et finalement,
f(z,y) = (—2X +3X,4X — 6X) = (X, —2X) = (X,Y). On en déduit que B C f(R?) et comme
f(R?) C B, on conclut que f(R?) = B.



Exercice 18

1. 11 faut montrer deux implications 14 <1p = AC Bet AC B = 14 < 1p. Supposons que
14 < 1p et soit x € A (on peut supposer A non vide sinon c’est ok). Comme = € A, 14(z) = 1,
comme 14 <1p <1,0onalg(z)=1 et par définition, x € B, ce qui prouve que A C B. Supposons
maintenant que, A C B. Il faut prouver que, pour « € E, 14(x) = 1 implique que 1g(z) = 1 et
que 1g(z) = 0 implique 14(x) = 0. Soit « € FE tel que 14(x) = 1, ceci équivaut & = € A, comme
A C B,z € Bdonc 1g(x) =1, d’ott, 14(x) = 1 implique que 1p(x) = 1. Maintenant, soit = tel
que 1p(xz) = 0, ce qui équivaut & = ¢ B, si on avait € A, on aurait z € B donc = ¢ A et donc
14(z) = 0 et finalement, 15(xz) = 0 implique 14(z) = 0. Par conséquent, AC B = 14 < 1p.En
conclusion, AC B < 1, <13.0Onaly=15 <= 14 <l1lpgetlp <1y, dapres la question
précédente, 14 < 1p et 15 < 14 est équivalent &4 A C B et B C A donc & A= B.

2. 1auB :max(lA,IB) et laynp =14 x 1.

Exercice 19

1. Tl faut montrer que ¢ est injectif et surjectif. Soient f et g dans F, telles que ¢(f) = é(g), on
a f(a1) = g(a1), f(az2) = glaz), ..., f(an) = g(an), entre d’autres termes pour tout xz € E,
f(x) = g(z) donc f = g et ¢ est injective.

L’application ¢ est surjective, en effet, si on considere by, bs...,b,, n éléments de I et posons
g(a1) = by, glaz) = ba, ..., g(a,) = by, g est une application de E dans F donc il existe g € F
telle que ¢(g) = (b1,...,bn).

2. En utilisant 'Exercice 18, prenons deux parties de FE telles que ¢p(A) = ¢(B) < 14 =1p <
A = B, donc ¢ est injective. Soit g une application de E dans {0,1}, on pose A ={zx € E | g(x) =
1}, onadonc ¢p(A) =g,six € A, g(x) =1 et puisque z ¢ A, g(x) # 1 et comme g est & valeur dans
{0,1}, g(x) = 0 on en conclut que ¢ est surjective. ¢ étant injective et surjective ¢ est bijective.
D’apres 1), Il existe une bijection entre F™ et F, donc card(F) = card(F™) = {0,1}" = 2.
Maintenant, il existe une bijection entre F et P(E) card(P(FE)) = card(F) = 2™.

Exercice 20

Soit f une application de E dans P(E). Supposons f surjective et posons A ={z € E |z ¢ f(z)}. A
est une partie de E donc il existe y € E tel que f(y) = A. Supposons, A vide, comme il existe y € E tel
que fly)=A=0,y¢ A= f(y), do, y € A et donc A est non vide.

Supposons que y € A, ceci implique que y ¢ f(y) = A mais y € A ce qui est absurde. Et si
ye¢ A= f(y), y ¢ f(y) donc y € A ce qui est encore une fois absurde. Finalement, on conclut que f ne
peut pas étre surjective. Comme pour toute application f de E dans P(E), f n’est pas surjective, alors
il n’existe pas de bijection entre E et P(E), ce qui entraine que F et P(FE) n’ont pas le méme nombre
d’éléments.



