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Intégrales premiéres symboliques

Nous nous intéressons a la résolution algébrique du systeme

(5) X:A(va)’y:B(X7y)’ A’BGQ(X’}/)

"désigne la dérivation par rapport au temps, t = 1.

D désigne la dérivation Ad, + B, .

Une intégrale premiere est une fonction F telle que D(F) = 0.
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Si A # 0, on peut exprimer y en fonction de x

oy B
ox Z(X,Y(X))

On peut supposer quitte a translater que A(0,0) # 0 et noter y(x, h)
la solution de

dy(x,h) B

“ox = atoybah), y(0.h)=h

On note ~ la dérivation en h, et on s'intéresse aux relations dans

O(h)lx.y, 9,9,
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Théoreme (G. Casale)

L'idéal T de ces polynémes différentiels est généré par au plus un
élément de la forme

F(Xa)/)_F(O7h)v)_/F(X7Y)+}=//)_/_F(Oah)v

V¥F(x,y) = F(0, h), 47°F(x,y) — 27 /¥ + 37°/7* — 4F(0, h)
avec F € C(x,y),k € N.
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Les fonctions y(x), y(x), ... satisfont le systéme (S')

B
8Xy = Z
o B
8><y = yay <A>
I B _ B
Oy =y, (A> +720; <A>
= = B - B _ B
Oy = yo, <A +3yy0; <A> +57°0; (A>

avec y(0, h) = Oy (0, h), y(a, h) = 8%Y(0 h), .

Etre un élément de 7 < Etre une intégrale premiere de (S').
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@ Une intégrale premiére rationnelle T est solution de
Z—-F(x,y)=0 F € C(x,y)/C (1)
o Une intégrale premiére k-darbouxienne I est solution de
I — F(x,y)/*=0, FeC(x,y) (2)
@ Une intégrale premiére liouvillienne I est solution de
BT —F(x,y)0,I=0 FeC(x,y) (3)

@ Une intégrale premiére Ricatti 7 est quotient de solutions de

KT —F(x,y)I=0, FeC(xy) (4)
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@ L'équation 1 définit T de facon unique.

e [’équation 2 définit T a I'addition d’'une constante pres.
@ L[’équation 3 définit T a transformation affine prés.

o L’'équation 4 définit T a homographie preés.

Le systeme (S) admet une intégrale premiére associée a
(1),(2),(3),(4) si et seulement si

F(x,y), 7*F(x,y), 7F(x,y) + 7/7,47*F(x,y) — 2y/7 + 37%/7*

sont respectivement des intégrales premiéres de (S').
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Exemples d'intégrales premieres
x=x, y=10, N=2

Flxy)=x"y

x=3x3—3xy? —10y? —3x, y = y(3x2 —=3y? —10x — 3), N=3

Flx,y) = E: (X 5v§2_y2>3<xz_y2+1 2qu2—y2>5

=\ y x2—y2 -1 x2-y2_1
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x=2x>+4+xy+1, y=-202x+y)x, N
2x +
2

j

x=(2x—1)?(2x+ 1), y =2y*(6x —2y — 1), N =3

F(x,y) =20~ /4% /rerf <

3
1 12(6x — 2y — 1)(2x — y — 1)2
]:(Xa}’):/e;yg(2X—y—1)gdy+e; (6x 2y J2x—y—1)2
y 2(2x — 1)2(2x + 1)
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x=x+ y,y=1
On trouve une equation définissant une intégrale premiére Ricatti

92T 4xty — 8x2y? + 4x3 + 4y3 —4xy+3zi 0
” 42— y)

Il faut faire le quotient de deux solutions indépendantes, qui s'expriment
ici avec les fonctions d'Airy

_ yBi(x) + Bi'(x)
BT GETY()
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x=1, y=—(9x* 4 36x + 17)y® — 3xy2.

PF 3P
dy?  4(9x%y +36xy + 17y — 6)2y

sF=0,
avec
P = 81x*y® + 648x3y3 — 18x3y? + 1602x°y> — 180x2y°+

1224xy3 + 3x%y — 466xy> + 289y> + 24xy — 204y + 36y — 2.

Cette équation s'integre avec des fonctions de Bessel, mais trouver
la formule n'est pas évident!
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Intégrales premieres symboliques

Le probleme de Poincaré consiste a déterminer |'existence d'intégrales
premiéres rationnelles.

Probléme: c'est trop difficile! (pour moi)

Remarque: les équations différentielles, ce serait tellement plus facile
si on nous donnait la solution plutét que I'équation...

Car du coup, si on a la solution, il suffit de voir si elle est algébrique...
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x =23 = Axy? —2uy? — Ax, ¥y = M2y — Ay —2uxy — Ay
admet l'intégrale premiere F(x,y) =

A2 — Ay? —2ux — A A3 — Axy? — 2uy? — Ax

— dx +
VXA —y2 1) (P =y = 1)V -y

dy

Probleme: Il ne suffit pas de tester si I'intégrale est rationnelle

/32 2 2,2 2 _ 2
]:(va):)\h] <;_)<)/)/>+u|n <X y +1 5 1/ X y )

X2—y2—1_ x2—y2 -1

= Si A/ € Q, il existe une intégrale premiére rationnelle.
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Il ne suffit pas d'intégrer sous forme élémentaire
X=y?+4x—9x>+22y (1 -2x), y =33x2—33y°4+6y (1 —2x)
On trouve une intégrale premiére liouvillienne avec F(x,y) =

(x = D)@7x* —12x%y2 —7y* —12x% + 24x2 —8y?) — L(81x* +24x2y% — y* —171x% — 132 + 105 %% + y? — 20x)
%(9)(4 +6x2y2 +y* — 4x3 — 12xy2 + 4y2)(20xy — 22y + 9x2 — y2 — 4 x)

Mais cela s'integre en une intégrale 6-darbouxienne

/‘ 3(11x2—4xy—11y2+2y) d 9x2+44xy—y2—4x—22y d
Ix + ly
(9x* +6x2y2 + y* — 4x3 — 12xy? +4y2)5/6 (9x* +6x2y2 + y* — 4x3 — 12xy? +4y2)5/6

Cette intégrale s'écrit E(R(x,y)) avec E une intégrale elliptique et
R rationnel.
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On classe les intégrales premiéres symboliques par “complexité”

Rationnel < Darbouxien < Liouvillien < Riccati

Théoreme

Soit X un champ de vecteur admettant une intégrale premiére Ric-
cati F définie par son F € Q(x,y) associé. Savoir si une intégrale
premiére plus simple existe et la trouver est décidable.
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Théoreme

Soit X un champ de vecteur admettant une intégrale premiere li-
ouvillienne F définie par son F € Q(x,y) associé. Savoir si une
intégrale premiére plus simple existe et la trouver est décidable.

Théoreme

| A

Soit X un champ de vecteur admettant une intégrale premiere k-
darbouxienne F définie par son F € Q(x, y) associé. Sik # 2,3,4,6
ou F admet au moins un pdle, savoir si une intégrale premiére plus
simple existe et la trouver est décidable.
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Réduction des intégrales liouviliennes
Si F(x,y) = f(J(x,y)) avec 9,J € C(x, y), en dérivant on obtient

02 J(x, "
Flxon) = 2500 4 0,00 0) )

Cas 1: Pas d’intégrale premiére rationnelle. On considere I'équation

9 J(xy)
Fy) — 5560 _,
8yJ(X7 y) '

Si f”/f' n'est pas constant, cela définit une courbe algébrique Cj.
"

= Elli} tel que Jic, non constant et ff—,(J‘ch) = h.

= ’;—, constant égal a h.
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= f(z) = az+ b ou f(z) = ae? 4 c avec a, b,c € C.
Donc F est k-darbouxien, ou est I'exponentiel d'un darbouxien.

Cas 2: d intégrale premiere rationnelle.
En supposant J indécomposable, on a

1

% eC(z)=f(2) = /efg(z)dzdz, g € C(z2)

Si f a une singularité z; avec exposant irrationnel il en existe une
autre zo, et

sqrtfree(num(J — z;))) | den(F), i=1,2

ce qui suffit A retrouver J.
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Sinon f admet au moins une singularité essentielle.

efg(z)dz _ K(Z)l/keL(z), K,Le (C(Z), k € N*

J(x.y)
/ K(z)"ket@dz = F(x,y)

By J(x, y)K(J(x, ) ket o) = g, F(x, y) = PN T Filx, )

Donc Fy est fonction de J donc intégrale premiére rationnelle.

= Fo peut étre obtenue par décomposition de Hermite du facteur
intégrant.
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Réduction des intégrales Riccati

On a F/, = FJFi ou Fi,F, forment une base de solutions d'une
equation d'ordre 2.

Si F est elle méme liouvillienne, le wronskien donne une équation
d'ordre 1 pour Fi a coefficients liouvilliens.

Donc F7 puis F; sont liouvilliens.

L'agorithme de Kovacic permet de détecter ce cas.
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On peut alternativement définir F avec la dérivée Schwartzienne

BF 3 (RF\’
- Y X —
S =572 (ayf) °F

Si F(x,y) = f(J(x,y)), on applique la dérivée Schwartzienne

(525 -

Fixy)  Hdxy) | 3(05(x.y))?

Oy J06¥))? (9 (> ) 200y d(x,¥))*

Le membre de droite est une fonction hyperexponentielle U(x, y).
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Si U n'est pas constant, on considere la courbe Cp, = {U(x, y) = h}.

Si J n'est pas darbouxienne, alors J n’est pas constante sur C, pour
h générique.

Si J est darbouxienne non rationnelle, alors U(x, y) est algébrique.

Donc J non constante sur la courbe algébrique C,.

1" 1" 2
= <fm -3 <%) (z) = h sur un ouvert.
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Les solutions de cette equation sont de la forme

az+b
cz+d

f(z) =atan(bz+c)+d, f(z)=
= f(J) est donc liouvillien, cela aurait déja été détecté.
Si J est rationnel indécomposable, U(x,y) = —2u(J(x,y)) et
Fr 3 N 2
(,w -3(%) ) (2) = —2u(z)

= On écrit f = f1/f, ou f1, f, forment une base de solutions de

fi'(z) = u(2)fi(z) = 0
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Soit z; une singularité avec une différence d'exposants irrationnelle,
un log ou irréguliere.

= f(J) est singulier le long de la courbe J(x,y) = z.
Si deux telles singularités: on obtient que
sqrtfree(numer(J — z))) | den(F), i=1,2

ce qui suffit a retrouver J.
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Une seule telle singularité: Par homographie, on I'envoie a I'infini.
Si l'infini est irrégulier, on note u(z) = az" + o(z") ot r > —1.

93 X, 02 X, ?
2(8yJ(x, ¥))?u(J(x,y) —2F(x,y) = M _% (W) '

Un facteur de denom(J) de multiplicité p sera un pdle de multiplicité
—p(r + 2) — 2 dans le terme de gauche.

= Pas de compensation, donc F a un pole de multiplicité p aussi.

De méme sur la ligne a I'infini = den(J) | den(F) et borne sur son
deg(J).
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Si 'infini est régulier, on sait juste que J € C[x, y, 1/den(F)].

Toutes les autres singularités z; ont des différences d'exposants ra-
tionnelles de dénominateur m;.

Un facteur de J — z; est de multiplicité p avec p ¢ m;Z, alors f(J)
aura un pole et apparaitra dans den(F).

P
= H(J — Zi)ppcm(m)/m,- — yPpcm(m) p4
i=1
avec M des facteurs de den(F), et V € C|x, y].
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Lemme

Soit k € N*, P € C|z] dont les racines on des multiplicités < k,
S € C[x, y] sans facteurs carrés et M € C|x, y| divisant une
puissance de S. On considére I'équation P(J) = VKM avec
J,VeQlx,y,S7Y. Si
o k >3 impair,tP~1(0) > 2, ou
o k >3 pair,P~1(0) > 2 et P n'est pas une k/2 puissance, ou
o k=21P71(0) >3,

alors

max(deg num(J), deg den(J)) < 6 max(0,deg S — 1)
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S'il n'y avait qu'une singularité finie, la monodromie serait finie, et
comme l'infini est régulier, le groupe de Galois serait fini.

= Ce cas aurait déja été détecté, donc 1P~1(0) > 2.

Si ppcm(m) > 3 et P est une puissance ppcm(m)/2, alors m; €
{1,2} et donc ppcm(m) € {1,2}.

Le lemme s’applique dans tous les cas et permet de borner J sauf si
k=2,4P71(0) = 2.

A homographie pres, on met les singularités en +1, et les solutions
f; sont de la forme

(1 o 22)1/4ei%i>\arcsin(z)’ ou (1 o 22)1/4arcsin(z)5, e=0,1

= ce cas aurait déja été détecté.

28/ 39 Thierry COMBOT Réduction des intégrales premiéres symboliques



Réduction des intégrales Riccati

Toutes les singularités ont des différences d’exposants rationnels:
On a de méme I'équation

P
[T — z)PPemm/m: — yPPEM(M g v € C(x, y)
i=1

Ay fixé, (J, V) est une application de la courbe M(X,y) = Y* de
genre g’ vers la courbe [[5_, (X — z;)PPCM(m)/mi — vk de genre g.

Les courbes y* = P(x) de genre > 2 sont de genre > k/12 + 1.

g -1 < (k —1)(degden(F) + 1) — 2k

_ - k
g—1 6

deg(J, V) <

< 6(degden(F)—1)
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Les courbes y¥ = P(x) de genre 1 3 homographie prés sont
P =x(x—1)(x—a), y’ = x(x = 1), y> = x*(x = 1)?,

yh=x3(x=1), yt = X (x—1)%, 0 = x3(x—1)%, y® =P (x—1)*

Ces cas menent aux équations pour fi, f

f”(z) _ <n1 — 1/2 4 ny — 1/2 + n3 — 1/2) f",-,(Z)

! z z—1 z—a

(na—n3—m—m+ )(n4+n3+r11+172)2+4q’r
4(z—a)z(z—1)

(2)=0

avec ny,ny, n3,ns € Z,ae C—{0,1},q € C.

Thierry COMBOT Réduction des intégrales premiéres symboliques



Réduction des intégrales Riccati

() — L (9k12 —12ki =5 | 9kG + 9k — 9k3 — 12ki + 6k —6ks =5

36 z2 z
5 . _aL? 2 2 _
0K + 6k 8 —OK — 0K + Ok + 12k — Gk +6ks +5) o v g
(z—1)2 z—1
2 _ 2 2 2 _ _
fi//(Z)—|—i 44k1 4 ky 3+44kl + 4 ky 4 k3 4kit 2k —2ks 3+
64 22 z
— 2 _ 2 2 - i —
g Ak kTt~ 2k 2k +3 | 16k 48k 15) f(z) =0
z—1 (z—-1)
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11
fi (Z)er

1 <94k1274k173+123k12+3k2273k3273k1+2k27k372+

z2 z

1 —3k?—3k?+3ks® +3k —2ko+ ks +2 +49k22+6k278
z—-1 (z—l)2

avec ki, ko, k3 € Z.

) fi(z)=0

Toutes les équations sont résolubles.
Les courbes y* = P(x) de genre 0 a homographie pres sont yk =x!.

= une seule singularité finie, le groupe de Galois serait fini.

= ces cas auraient déja été détectés.
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Réduction des intégrales k darbouxiennes
Si k =1, alors les intégrales sont élémentaires et on trouve

FO(X;Y)+Z)\iIn Fi(va) = f(J(X7y)) <

(Fo =0,dimgAj =1) ou A=0ou {F;, Fj} =0 Vi,j

Si [ RYkBdx — R/ Ady est une intégrale premiere réductible, alors
| R/¥Bax — Rk Ady = F(J(x.y). F € Qx.y)

En dérivant, et en supposant J indécomposable, on en déduit que

(FUC ) € Qlx,y) et (F) € C(2)

= f est une intégrale superelliptique.
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Si f' a un pole en zy alors w = RYkBdx — RY¥Ady a un pdle le
long de J(x,y) = zp.

= si f admet au moins 2 pdles, alors 3h homographie telle que
den(9y In(h(J))) | den(w)

On peut tester I'existence avec I'extatique 1-Darbouxienne, puis ten-

ter de la réduire.

Si ' a un unique pdle, on peut le placer a I'infini en composant par
une homographie.

= sqrtfree(den(J)) | den(w)

Si ' n'a pas de pdle, w non plus (et pas d'information sur J).
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On a une autre condition
3P € Clz], P(J)* € RV*C(x, y)

& P(J)=RVk, J,VeC(xy)

C'est une équation superelliptique a résoudre dans C(x, y).

Si J est indécomposable, alors J — « est une puissance pure pour
au plus 3 valeurs.

= deg P < 3 4 nombre de facteurs de R
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Formes canoniques possibles pour f

P(z
Genre g =0: f'(z) = ﬁ
Admet une intégrale élémentaire, donc [ w doit &tre élémentaire.
Genre g = 1:
P P
f/(Z) — (Z) f/(Z) — (Z)

Qz)VZ3 +az+b’ Q(z)(z(z — 1))2/3’

ooy P(z) '(5) — P(z)
f (Z) = Q(Z)(Z2(Z — 1)3)1/4’ f ( ) - Q(Z)(Z3(z — ]_)4)1/6

= Si k> 6, g > 2, f n'est pas une intégrale elliptique.
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Si f a au moins un pdle, on note S = den(w), et on résout
P(J)=RVX, J,VeClx,y,5
dont on sait borner le degré des solutions pour #P~1(0) > 3.
Si k > 6, f n'est pas elliptique, et on résout
P(J)=RV*, J,V e€C(x,y)

dont on sait borner le degré des solutions pour fP~1(0) > 3.
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Pour le genre 1 sans pdle, on obtient les équations
JUJ-1)J—-a)=RV? JFUJ-1>2=RV3

PU-1P3 =RV PU-1)*=RV® JVecC(x,y).

L'ensemble des solutions forme un groupe abélien, le groupe de
Mordell Weil.

Etant donné Ry, ..., R, une base de ce groupe, il suffit de résoudre
le systeme linéaire

P

Flx,y) =Y _Nf(R), Xi€Q

i=1

Probleme: Trouver une telle base est difficile...
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Un exemple de Lins Neto.
X = y?+4x—9x°+2(2a+1)y(1-2x), y = 3(2a+1)(x>—y?)+6y(1—2x)
Il posséde une intégrale premiere 6-darbouxienne

0x% + 4(2a + 1)xy — y? — 4x — 2(2a + 1)y 9x? + 60xy — y? — 4x — 30y p
X y
(9x4 + 6x2y2 + y* — 4x3 — 12xy? + 4y2)5/6 (9x4 + 6x2y2 + y* — 4x3 — 12xy2 + 4y2)5/6

Cependant cette intégrale peut s'écrire autrement

Hy—x)3 4(2x=1)3

/9x4+6x2y2+y4—4xx3—12xy2+4y2 dz /9x4+6x2y2+y4—4X3—12xy2+4y2 adz
((Z— 1)324)1/6 ((Z— 1)324)1/6

= (/) pour « entier d'Eisenstein est algébrique, donc il existe une
intégrale premiere rationnelle.
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