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Représentations d’algébres affines quantiques aux racines de I'unité et algébres amassées généralisées



Algébres amassées (généralisées)
O@00000000000000000O0O0000000

Algébres amassées

@ Introduites par Fomin et Zelevinsky (2001)
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Algébres amassées

@ Introduites par Fomin et Zelevinsky (2001)

@ Anneaux commutatifs, unitaires et intégres, munis de
générateurs, les variables d’amas, rassemblées dans des
amas, tous de méme cardinal.
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Algébres amassées

@ Introduites par Fomin et Zelevinsky (2001)

@ Anneaux commutatifs, unitaires et intégres, munis de
générateurs, les variables d’amas, rassemblées dans des
amas, tous de méme cardinal.

@ On passe de I'amas x a I'amas (x \ {x}) U {x'} a l'aide
d'une relation d'échange : xx' = m, + m_.
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Algébres amassées

@ Introduites par Fomin et Zelevinsky (2001)

@ Anneaux commutatifs, unitaires et intégres, munis de
générateurs, les variables d’amas, rassemblées dans des
amas, tous de méme cardinal.

@ On passe de I'amas x a I'amas (x \ {x}) U {x'} a l'aide
d'une relation d'échange : xx' = m, + m_.

Classification en type fini (Fomin-Zelevinsky, 2001)

Les algébres amassées de type fini peuvent étre classifiées en
termes des matrices de Cartan de types A, a G,.
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Exemple : type G, corps ambiant : Q(x7, X47)
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Exemple : type G, corps ambiant : Q(x7, X47)

Graine initiale : Ty := (x°, B), avec

0 2

XO = (X2Zi7x4zl)7 B = -1 0

Anne-Sophie GLEITZ IRMA, UdS

Représentations d bres affines quantiques aux racines de |'unité et algébres amassées général



Algébres amassées (généralisées)
0O0®00000000000000000O0000000

Exemple : type G, corps ambiant : Q(x7, X47)

Graine initiale : Ty := (x°, B), avec

0 2
XO = (X2Zi7x4zl)7 B = < -1 0 > .

L'hexagone Py :

4 2
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Exemple : type G

Graine initiale : Ty := (x°, B), avec
XO = (X2Zi7x4zl)7 B = -1 0

L'hexagone Py :

|
Nl
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Exemple : type G

Graine initiale : Ty := (x°, B), avec
X = (xz,%3), B=

-1 0

L'hexagone Py :

Xo3Xos = Xa3 + 1

|
Nl
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Exemple : type G

Graine initiale : Ty := (x°, B), avec
XO = (X2Zi7x4zl)7 B = -1 0

L'hexagone Py :

|
Nl
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Exemple : type G

Graine initiale : Ty := (x°, B), avec
XO = (X2Zi7x4zl)7 B = -1 0

L'hexagone Py :

o — 32
Xa3Xp3 = Xp7 + 1

|
Nl
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| es variables d'amas

Il'y en a 6 : les variables initiales xyz, x43, et

2
1 + X4Z|_ X27|- + 1
X4 = ———H X2=
X2 Xaz
_ 2 _
X3 = ——(5z + 1 + x43),
X053 X43

1
XO(_) = 2—(ng + 1 + 2X4Z|_ + Xf[‘)

Xo%4d
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| es variables d'amas

Il'y en a 6 : les variables initiales xyz, x43, et

2
1 + X4Z|_ X27|- + 1
X4 = ———H X2=
X2 Xaz
_ 2 _
X3 = ——(5z + 1 + x43),
X053 X43

1
XO(_) = 2—(ng + 1 + 2X4Z|_ + Xf[‘)

Xo3%ad

L'algebre amassée A(x°, B) est le sous-anneau de Q (3, Xuz)
engendré par les variables d’amas.
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Les amas en type G

(X24_17 X471) £ (X24_h X2§)

"o L
(Xo4, X4E) (X0§7 Xzi)
> Tz

(X0 Xo5) i (X032, X05)
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Le cycloédre de dimension 2
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Algébres amassées généralisées
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Algébres amassées généralisées

@ Introduites et étudiées par Chekhov et Shapiro (2011),
puis Nakanishi (2014)
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Algébres amassées généralisées

@ Introduites et étudiées par Chekhov et Shapiro (2011),
puis Nakanishi (2014)

@ Mémes notions d'amas, de variables d’amas, de graine
initiale...
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Algébres amassées généralisées

@ Introduites et étudiées par Chekhov et Shapiro (2011),
puis Nakanishi (2014)

@ Mémes notions d'amas, de variables d’amas, de graine
initiale...

@ Les relations d'échange peuvent contenir plus que 2
mondmes dans le membre de droite.

Anne-Sophie GLEITZ IRMA, UdS

Représentations d’algébres affines quantiques aux racines de |'unité et algébres amassées gén



Algébres amassées (généralisées)
000000000 0e0000000000000000

Algébres amassées généralisées

@ Introduites et étudiées par Chekhov et Shapiro (2011),
puis Nakanishi (2014)

@ Mémes notions d'amas, de variables d’amas, de graine
initiale...

@ Les relations d'échange peuvent contenir plus que 2
mondmes dans le membre de droite.

Classification en type fini (Chekhov-Shapiro, 2011)

Les algébres amassées généralisées de type fini peuvent étre
classifiées en termes des matrices de Cartan de types A, a G,.
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Exemple : type G, corps ambiant @ Q(\, x7, X47)

Graine initiale : Ty := (x°, B), avec

0 2
XO = (X2Zi7x4zl)7 B = < -1 0 > .

L'hexagone Py :

Xp3X04 = X3 + 1

4 2
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| es variables d'amas

Il'y en a 6 : les variables initiales xyz, x43, et

2
1 + X4z X27|- + >\X2[|_ + 1
_ Xo5 = _ )
X0 Xaz

Xo4 =

1
X3 = (G5 + Axa + 1+ xi3),
Xo3Xad

2 2
X050 = —5——(X37 + Aoz + Aoaxaz + 14 2x43 + x33).
X55%43
24
L'algébre amassée généralisée A(x°, B) est le sous-anneau de

Q(A, %03, X43) engendré par A et les variables d'amas.

Anne-Sophie GLEITZ

Représentations d

IRMA, UdS

bres affines quantiques aux racines de |'unité et algébres amassées général



Algébres amassées (généralisées)
0000000000000 e0000000000000

Exemple : type G5

Graine initiale : Ty := (x°, B), avec

1 O
X = (%5, %5, %5);, B=| -1 0 2
0
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Exemple : type G5

Graine initiale : Ty := (x°, B), avec
1 0
x* = (x5, %5, %5), B=| -1 0 2
0

L'octogone Py : 4
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Exemple : type G5

Graine initiale : Ty := (x°, B), avec
1 0
x* = (x5, %5, %5), B=| -1 0 2
0

L'octogone Py : 4
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Exemple : type G5

Graine initiale : Ty := (x°, B), avec
1 0
x* = (x5, %5, %5), B=| -1 0 2
0

L'octogone Py : 4

XogXos = Xa5 + 1
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Exemple : type G5

Graine initiale : Ty := (x°, B), avec
1 0
x* = (x5, %5, %5), B=| -1 0 2
0

L'octogone Py : 4
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Exemple : type G5

Graine initiale : Ty := (x°, B), avec
1 0
x* = (x5, %5, %5), B=| -1 0 2
0

L'octogone Py : 4

X45X26 = Xgp + X0
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Exemple : type G5

Graine initiale : Ty := (x°, B), avec
1 0
x* = (x5, %5, %5), B=| -1 0 2
0

L'octogone Py : 4
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Exemple : type G5

Graine initiale : Ty := (x°, B), avec
1 0
x* = (x5, %5, %5), B=| -1 0 2
0

L'octogone Py : 4

Xe5Xad — X42-6 + )\X46 + 1
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Exemple : type G5

Graine initiale : Ty := (x°, B), avec

0 1 0
x* = (x5, %5, %5), B=| -1 0 2
0 -1 0
L'octogone Py : 4
2 6 )
X66X4Z:X46+)\X46+1
0 0
6 i 2

L'algébre amassée généralisée A(x°, B) est le sous-anneau de
Q(\, x5, Xa5, X5 ) €ngendré par X et les variables d'amas.
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| es variables d'amas

Il'y en a 12 : les variables initiales x,5, X35, Xg5, €t

1 1 1

xo8 = — (g +1), xe6 = —— (x5 + %), Xaz = 7(1 + A + X 6)

X286 Xap

1 1
_ _ 2 _ s = _ v = —_ _ _ s =

X0z = T (XaBXgq T %66 T a6 T %25 T+ >\X26X46)7 x06 = = (Xa5 + X5 + Xa5%65)

X26X46%66 X26%46

1

X2 = — - C (%25 + X656 + AxogXa 1+ X26X 5)

X46%66

1 (X25x45x65 + Xa5x2g + XogX2g + X2g + X35 + AXG X46)

2 s
Xo5X25 X5 +)‘X26X46X66 gt 2X35%65
Xo3 = 7){ (x35%a5 + Xa5 T Xa5 + MagXas + M26%a5%65 + 2X25%65)>
46
N 1 ( 7 46 + A3 5 X6 T AgXagXes T A2 5 %66 + X2 s+ x )
00 — 2 2 U _ 2 .
X226 fsxse +X15%65 + 2Xp5%66 T 2X25X45 %65 T 2X46 55
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Les amas en type C3

X265 X465 X261 X214
Xaz Xaz
43 43
on
_ 04>
X045 X455 \ N
X5 Xox,
43
o
I R 43
XOa. Xaz X26) X045 X265 \X - X
045 X465 _ - - _ 045 24>
oz X465 X065 X275 s
66 _ _ ~ 23
| X66 N g s X2D |
26> : 26> RV
X045, X06, : X04, X027
ox X26, — < X26, o5
66 / ~ : _ \ 23
X : X
N % xoa, 23 _/
X065 X265 our X265 X025
L 04y _
X6 Coxg e X23
Xo4, X06 7\ /Xofh X035
X0d _ X00
T~ x26, X06, X265 X03, ~
X00 X00
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Le cycloédre de dimension 3
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La Z[\]-algebre amassée généralisée A, (n > 2)
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La Z[\]-algebre amassée généralisée A, (n > 2)
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La Z[\]-algebre amassée généralisée A, (n > 2)

Graine initiale : My = (x°, B), avec
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La Z[\]-algebre amassée généralisée A, (n > 2)

Graine initiale : My = (x°, B), avec

XO = {Xﬂﬁka k € [[17 n]]}a
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La Z[\]-algebre amassée généralisée A, (n > 2)

Graine initiale : My = (x°, B), avec

XO = {Xﬂﬁka k € [[17 n]]}a

4,
(@)
—
O = O O
(@]
(@)
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L'amas initial de A,
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L'amas initial de A,

L'amas initial est représenté par la triangulation suivante du
2n 4 2-gone Py, 5 :
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L'amas initial de A,

L'amas initial est représenté par la triangulation suivante du
2n 4 2-gone Py, 5 :
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Relations d'échange dans A,

@ Sia# b, c £ d, et le quadrilatére [achd] est inscrit dans la moitié du cercle
circonscrit @ Po,40 :

X3p 2k42X2d—2,2r+2 = X35 2,1 2X2d—2,2k+2 T X535, 242 X2k+2,2r+2-
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Relations d'échange dans A,

elations d’échange entre x,p et x.g

@ Sia# b, c £ d, et le quadrilatére [achd] est inscrit dans la moitié du cercle
circonscrit @ Po,40 :

X3p 2k42X2d—2,2r+2 = X35 2,1 2X2d—2,2k+2 T X535, 242 X2k+2,2r+2-
@ Si a:betc:d:xﬂznxﬂzk:

2 2 .
Xmak T Xak,2n T AXgp 24 X2n 2k
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Quelques bases de A,

Petites variables

Les petites variables d'amas sont les variables de la forme xox 244-
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Quelques bases de A,

Petites variables

Les petites variables d'amas sont les variables de la forme xox 244-

Théoréme (G., 2014)

L'ensemble My des mondmes d'amas de A, est une Z[)\]-base de A,,.
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Quelques bases de A,

Petites variables

Les petites variables d'amas sont les variables de la forme xox 244-

Théoréme (G., 2014)

L'ensemble My des mondmes d'amas de A, est une Z[)\]-base de A,,.
L'ensemble S des monémes en les petites variables de A, est une Z-base

de A,.
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Quelques bases de A,

Petites variables

Les petites variables d'amas sont les variables de la forme xox 244-

Théoréme (G., 2014)

L'ensemble My des mondmes d'amas de A, est une Z[)\]-base de A,,.
L'ensemble S des monémes en les petites variables de A, est une Z-base

de A,.

Pour k € N, on note Si(u) € Z[u] le k-iéme polyndme de Tchebychev de
2nde espéce : Sk(u)? = Sk_1(u)Sk1(u) + 1, ot Sp(u) =1 et Si(u) = u.
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Quelques bases de A,

Petites variables

Les petites variables d'amas sont les variables de la forme xox 244-

Théoréme (G., 2014)

L'ensemble My des mondmes d'amas de A, est une Z[)\]-base de A,,.
L'ensemble S des monémes en les petites variables de A, est une Z-base

de A,.

Pour k € N, on note Si(u) € Z[u] le k-iéme polyndme de Tchebychev de
2nde espéce : Sk(u)? = Sk_1(u)Sk1(u) + 1, ot Sp(u) =1 et Si(u) = u.

Proposition (G., 2014)
L'ensemble B := {Sk(A) - m, k € N,m € Mo} est une Z-base de A,.
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© Combinatoire et représentations de U(Lsl,)
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Algébres affines quantiques

Soit q une indéterminée (non racine de 1).
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Algébres affines quantiques

Soit q une indéterminée (non racine de 1).

re affine quantiqu Uq(g[g)
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Algébres affines quantiques

Soit q une indéterminée (non racine de 1).

La C(q)-algebre affine quantique Uq(;[g)
Générateurs : Eo, El) Fo, Fl; Ko, Kl-
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Algébres affines quantiques

Soit q une indéterminée (non racine de 1).

La C(q)-algebre affine quantique Uq(;[g)

Générateurs : Eo, El) Fo, Fl; Ko, Kl-
Relations :
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Représentations d’algébres affines quantiques aux racines de I'unité et algébres amassées généralisées



Représentations (type A1)
0@000000000000

Algébres affines quantiques

Soit q une indéterminée (non racine de 1).

La C(q)-algebre affine quantique Uq(;[g)

Générateurs : Eo, El) Fo, Fl; Ko, Kl-
Relations :

KiK' = K 'K =1(i € {0,1}), KoKi = K1 Ko,

Anne-Sophie GLEITZ IRMA, UdS

Représentations d’algébres affines quantiques aux racines de I'unité et algébres amassées généralisées



Représentations (type A1)
0@000000000000

Algébres affines quantiques

Soit q une indéterminée (non racine de 1).

La C(q)-algebre affine quantique Uq(;[g)

Générateurs : Eo, El) Fo, Fl; Ko, Kl-
Relations :

KiK' = K'Ki=1(i € {0,1}), KoKi = K1 Ko,
KEK ™' =q*E, KFK=q2F(ic{0,1}),
KiE K™ = q7%E;,  KiFiK™ = q*F; (i #j € {0,1}),
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Algébres affines quantiques

Soit q une indéterminée (non racine de 1).

La C(q)-algebre affine quantique Uq(;[g)

Générateurs : Eo, El) Fo, Fl; Ko, Kl-
Relations :

KiK' = K'Ki=1(i € {0,1}), KoKi = K1 Ko,
KEK ™' =q*E, KFK=q2F(ic{0,1}),
KK = a6, KiFfK™ = q'F; (i #j € {0,1}),

Ki— K%
EiF; — FiE; = 5”q—7q—,1 (i €{0,1}),
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Algébres affines quantiques

Soit q une indéterminée (non racine de 1).

La C(q)-algebre affine quantique Uq(;[g)

Générateurs : Eo, El) Fo, Fl; Ko, Kl-
Relations :

KiK' = K'Ki=1(i € {0,1}), KoKi = K1 Ko,
KEK ™' =q*E, KFK=q2F(ic{0,1}),
KK = a6, KiFfK™ = q'F; (i #j € {0,1}),

Ki— K~ . .
EiF; — FE = 5,-jq_7q_’1 (i € {0,1}), et pour i # j € {0,1},
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Algébres affines quantiques

Soit q une indéterminée (non racine de 1).

La C(q)-algebre affine quantique Uq(;[g)

Générateurs : Eo, El) Fo, Fl; Ko, Kl-
Relations :

KiK' = K'Ki=1(i € {0,1}), KoKi = K1 Ko,
KEK ™' =q*E, KFK=q2F(ic{0,1}),
KK = a6, KiFfK™ = q'F; (i #j € {0,1}),

Ki — K; . .,
EiFj - FJE’ = 5’!_7_’1 (I € {Oa 1}), et pour / 7&./ € {Oa l}a
EPE — (¢ +1+ g )EPEE + (¢ + 1+ g )EEE — GE7 =0,
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Algébres affines quantiques

Soit q une indéterminée (non racine de 1).

La C(q)-algebre affine quantique Uq(;[g)

Générateurs : Eo, El) Fo, Fl; Ko, Kl-
Relations :

KiK' = K'Ki=1(i € {0,1}), KoKi = K1 Ko,
KEK™" = ¢°E;, KiFiK = q72F; (i € {0,1}),
KEK ™ =q7°E, KFK™'=¢F(i#j€{0,1}),
K — K™ .
EiF; — FE = 5,-J-T_’1 (i € {0,1}), et pour i # j € {0,1},

EPE—(q* + 14+ q2)EPEE + (¢? + 1+ ¢ ?)EEE} — EE} =0,
FPF —(q® +1+ g 2)FPFiFi + (¢ + 1+ ¢ 2)RFF? — FF = 0.
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Algébres affines quantiques

Soit q une indéterminée (non racine de 1).

La C(q)-algebre affine quantique Uq(;[g)

Générateurs : Eo, El) Fo, Fl; Ko, Kl-
Relations :

KiK' = K'Ki=1(i € {0,1}), KoKi = K1 Ko,
KEK™" = ¢°E;, KiFiK = q72F; (i € {0,1}),
KEK ™ =q7°E, KFK™'=¢F(i#j€{0,1}),
K — K™ .
EiF; — FE = 5,-J-T_’1 (i € {0,1}), et pour i # j € {0,1},

EPE—(q* + 14+ q2)EPEE + (¢? + 1+ ¢ ?)EEE} — EE} =0,
FPF —(q® +1+ g 2)FPFiFi + (¢ + 1+ ¢ 2)RFF? — FF = 0.

L'algébre lacée quantique : U,(Lsl,) = Uq(;[z)/(KoKl —1).
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Spécialisation & une racine de 1

@ ¢ racine de |'unité d'ordre /.

Anne-Sophie GLEIT,
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Spécialisation & une racine de 1

@ ¢ racine de |'unité d'ordre /.

@ Forme entiére restreinte : U;(Lsl>), une C[q, q~]-sous-algébre de
Ug(Lslp).
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Spécialisation & une racine de 1

@ ¢ racine de |'unité d'ordre /.

@ Forme entiére restreinte : U;(Lsl>), une C[q, q~]-sous-algébre de
Ug(Lslp).

-1
o U(Lsl) = U*(Lsh) © C via Cla.a71 —
Clg,q71] q — €

Anne-Sophie GLEITZ IRMA, UdS
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Spécialisation & une racine de 1

@ ¢ racine de |'unité d'ordre /.
@ Forme entiére restreinte : U;(Lsl>), une C[q, q~]-sous-algébre de
Ug(Lslp).

. Clg,qg7'] — C
o US(Lsh) = UrS(Lsl) ® Cvia 0
(Lt2) 7" (Lske) Clg,q~1] v q r €

@ (. : catégorie (monoidale, abélienne, non semi-simple) des
représentations de dimension finie (type 1) de UX*(Lsly).

Anne-Sophie GLEITZ IRMA, UdS
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Spécialisation & une racine de 1

@ ¢ racine de |'unité d'ordre /.
@ Forme entiére restreinte : U;(Lsl>), une C[q, q~]-sous-algébre de
Ug(Lslp).

. Clg,qg7'] — C
o US(Lsh) = UrS(Lsl) ® Cvia 0
(Lt2) 7" (Lske) Clg,q~1] v q r €

@ (. : catégorie (monoidale, abélienne, non semi-simple) des
représentations de dimension finie (type 1) de UX*(Lsly).

Tout objet V de C. a un e-caractére . (V) € Z[Y L, ae C*].

Anne-Sophie GLEITZ IRMA, UdS
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Spécialisation & une racine de 1

@ ¢ racine de |'unité d'ordre /.

@ Forme entiére restreinte : U;(Lsl>), une C[q, q~]-sous-algébre de
Ug(Lslp).

Clg,q7'] — C

@ UI®(Lsly) = Uz (Lsl ® Cvia
( 2) q ( 2)(C[q,q*1] q — £

@ (. : catégorie (monoidale, abélienne, non semi-simple) des
représentations de dimension finie (type 1) de UX*(Lsly).

Tout objet V de C. a un e-caractére . (V) € Z[Y L, ae C*].

Théoréme (Chari-Pressley, 1997 ; Frenkel-Mukhin, 2002)

Les modules simples S de C. sont paramétrés par le plus haut monéme m
de leurs e-caractéres, ol g est remplacé par €; c’est un mondéme
dominant (exposants positifs).

On écrit S = L(m).
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La catégorie C_z

Soit C.z la sous-catégorie de C. dont les objets V ont leur

e-caractére x.(V) € Z[Y3!, r € Z].

Anne-Sophie GLEITZ IRMA, UdS
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La catégorie C_z

Soit C.z la sous-catégorie de C. dont les objets V ont leur

e-caractére x.(V) € Z[Y3!, r € Z].

Soient Yn = an et Yl = Yo Y2 s Y2572. Soit r € [[O,€ — 1]]

Anne-Sophie GLEITZ IRMA, UdS
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La catégorie C_z

Soit C.z la sous-catégorie de C. dont les objets V ont leur
e-caractére x.(V) € Z[Y3!, r € Z].

Soient Yn = an et Yl = Yo Y2 s Y2572. Soit r € [[O,€ — 1]]

Modules de Kirillov-Reshetikhin : objets simples de C.z, de la
forme

W.(k,e*) = L(Yar YarsaYarsa + Yo(rike1))s

forreZ, k € J0,¢—1].

Anne-Sophie GLEITZ IRMA, UdS
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La catégorie C_z

Soit C.z la sous-catégorie de C. dont les objets V ont leur
e-caractére x.(V) € Z[Y3!, r € Z].

Soient Yn = an et Yl = Yo Y2 s Y2572. Soit r € HO,E — 1]]

Modules de Kirillov-Reshetikhin : objets simples de C.z, de la
forme

We(k, €2r) = L( YorYorioYorpa - Y2(r+k71))7
forreZ, k € J0,¢—1].

W.(1,&%) = L(Y>,) est un module fondamental.
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La catégorie C_z

Soit C.z la sous-catégorie de C. dont les objets V ont leur
e-caractére x.(V) € Z[Y3!, r € Z].

Soient Yn = an et Yl = Yo Y2 s Y2572. Soit r € HO,E — 1]]

Modules de Kirillov-Reshetikhin : objets simples de C.z, de la
forme

W.(k,e*) = L(Yar YarsaYarsa + Yo(rike1))s

forreZ, k € J0,¢—1].

W.(1,&%) = L(Y>,) est un module fondamental.
Convention : W.(0, &%) est la représentation triviale.

Anne-Sophie GLEITZ IRMA, UdS
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La catégorie C_z
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La catégorie C_z

k V € C.z de plus haut monéme
YorYori2Yoria - Yo(rqk—1)

Anne-Sophie GLEIT,

Représentations d’a res affines quantiques aux racines de I'un



Représentations (type A1)
0000@000000000

La catégorie C_z

k V € C.z de plus haut monéme
YorYori2Yorta - Yo(rqk—1)

k </ W.(k, ") irréductible

Sophie GLEITZ
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La catégorie C_z

k V € C.z de plus haut monéme
YorYori2Yorta - Yo(rqk—1)

k </ W.(k, ") irréductible

k=1{ L(Y1) @ W.(£—1,82F2)
ou xe(L(Y1))=Y1+ Yl_1 "Frobenius pullback"

Anne-Sophie GLEITZ IRMA, UdS
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La catégorie C_z

k V € C.z de plus haut monéme
YorYori2Yorta - Yo(rqk—1)
k </ W.(k, ") irréductible
k=10 | L(Y1)® W.(f—1,2+2)
ot xe(L(Y1)) = Y1 + Y, "Frobenius pullback"
Xe(L(Yar -+ Yarionet2b-2))
k=nl+b

Anne-Sophie GLEITZ

= X=(We(b,2%7))Sn(xe(L(Y1)))

IRMA, UdS
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Modules de Kirillov-Reshetikhin : relations

Les e-caractéres des modules W.(k, %), pour k < —1,
satisfont le T-systéme :

Xe(Wo(k, €27))x=(We(k, £272))
= xe(Wo(k +1,%7))xe(W.(k — 1,6272)) + 1.

Anne-Sophie GLEITZ IRMA, UdS
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Modules de Kirillov-Reshetikhin : relations

Les e-caractéres des modules W.(k, %), pour k < —1,
satisfont le T-systéme :

Xe(Wo(k, €27))x=(We(k, £272))
= xe(Wo(k +1,%7))xe(W.(k — 1,6272)) + 1.

La (¢ — 1)-éme relation est différente :

Xe(We(l — 1, 1)) xe(We (4 — 1>52))
= Xe(Wa( - 2752))X6(L(Y1)) + 1+ xe(Wo(l -2, 52))2-

Anne-Sophie GLEITZ IRMA, UdS
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Modules simples de C.z

W.(k,e?") (k < ¢, r € [1,£]) <> diagonales [2r — 2,2r + 2K]
et [2r — 2,2r + 2k] de Py,.
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Modules simples de C.z

W.(k,e?") (k < ¢, r € [1,£]) <> diagonales [2r — 2,2r + 2K]
et [2r — 2,2r+ 2k] de Pzg.

Exemple pour ¢ = 4
W.(1,e?) = L(Y>) <> diagonales de I'octogone Pg :

Anne-Sophie GLEITZ IRMA, UdS
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Modules simples de C.z

W.(k,e?") (k < ¢, r € [1,£]) <> diagonales [2r — 2,2r + 2K]
et [2r — 2,2r+ 2k] de Pzg.

Exemple pour ¢ = 4
W.(2,e%) = L(YyY>) <> diagonales de I'octogone Pg :

Anne-Sophie GLEITZ IRMA, UdS
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Modules simples de C.z

W.(k,e?") (k < ¢, r € [1,£]) <> diagonales [2r — 2,2r + 2K]
et [2r — 2,2r+ 2k] de Pzg.

Exemple pour ¢ = 4
W.(3,€%) = L(Y,Y>Y,) <> diamétre de I'octogone Pg :

Anne-Sophie GLEITZ IRMA, UdS
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Modules simples de C.z

Théoréme (Chari-Pressley, 1997)

Les modules simples de C.z sont tous de la forme
) We(ke, %)% @ L(Y7),

t=1
oureN* ky,...,ky €[0,0—1], ch,...,d, €Z, a1,...,a,,a €N,
et pour t # s € [1,r], les diagonales [2d; — 2,2d; + 2k,] et
[2ds — 2,2d, + 2ks] ne se coupent pas dans Py,.
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Modules simples de C.z

Théoréme (Chari-Pressley, 1997)

Les modules simples de C.z sont tous de la forme
) We(ke, %)% @ L(Y7),

t=1

oureN* ky,...,ky €[0,0—1], ch,...,d, €Z, a1,...,a,,a €N,
et pour t # s € [1,r], les diagonales [2d; — 2,2d; + 2k,] et
[2ds — 2,2d, + 2ks] ne se coupent pas dans Py,.

Théoréme (Chari-Pressley)
On a Ko(C.z) = Z[x-(L(Y-2r)), r € [0, —1]].

Anne-Sophie GLEITZ IRMA, UdS

Représentations d’algébres affines quantiques aux racines de I'unité et algébres amassées généralisées



Représentations (type A1)
0000000000 e000

L 'isomorphisme en type A;

Soit R := Ky(C.z) I'anneau de Grothendieck de C.z pour g = slp.

Sophie GLEITZ
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L 'isomorphisme en type A;

Soit R := Ky(C.z) I'anneau de Grothendieck de C.z pour g = slp.
Théoréme (G., 2014)

Il existe un isomorphisme d'anneaux ¢ : A, ;1 — R tel que

SO(X2r,2d) = [L( Y2r+2 C defz)], Vr, d e [[0,6 = 1]], ’I’ = d‘ < f’
p(A) = [L(Y1)].

Anne-Sophie GLEITZ IRMA, UdS
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L 'isomorphisme en type A;

Soit R := Ky(C.z) I'anneau de Grothendieck de C.z pour g = slp.
Théoréme (G., 2014)

Il existe un isomorphisme d'anneaux ¢ : A, ;1 — R tel que

SO(X2r,2d) = [L( Y2r+2 C defz)], Vr, d e [[0,6 = 1]], ’I’ = d‘ < f’
p(A) = [L(Y1)].

La Z-base S des mondmes en les petites variables de A,_; est
envoyée sur la base des classes des modules standard de R.

Anne-Sophie GLEITZ IRMA, UdS
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L 'isomorphisme en type A;

Soit R := Ky(C.z) I'anneau de Grothendieck de C.z pour g = slp.
Théoréme (G., 2014)

Il existe un isomorphisme d'anneaux ¢ : A, ;1 — R tel que

©(%2r2d) = [L(Yar42 - - Yoa—2)], Vr,d € [0,£—1],|r—d| <,
e(A) = [L(Y1)]:

La Z-base S des mondmes en les petites variables de A,_; est

envoyée sur la base des classes des modules standard de R.

La Z-base B de A;—; (mondmes d’amas généralisés) est
envoyée sur la base des classes des modules simples de R.

Anne-Sophie GLEITZ IRMA, UdS
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Représentations (type A1)
0000000000080

Exemple : £ =4 : type (3

L(Yo), L(Yo),
L) L)
0Y2Ye 0Y2Ye
L(¥a), — T~ L(Ye),
L(YoY2), L(YoYe),
L(YoY2Ye) ./ \o - L(Yoyzye)\

L(Ya), L(Yo), L(Yo), L(Ys),
L(YoY2), ——— L(YoY2), L(YoYs), —— L(YoYe),
L(YoY2Ya) L(YoY2Ya) L(YoYaYe) L(YoYaYe)

L(Y2), L(Yo), L(Yo), L(Ys),
Lé(vyzvy"v)’) L()L’(?);’ ) L()L/(\)/?))’/ ) Lt(YYAYYGY)')

oY2Ya oY2Ya oYaYe 0YaYe

\unnx'///' T~ ), 7
L(Ya), L(YaYs),
Yo Y2 Ya) L(YoYa Y
L(Y2), L(Ys),
L(Y2Ya), L(YaYe),
L(Y2YaYe) L(Y2YaYe)

L(Ya), L(Ya),
L(Ya2Ya), L(YaYe),
L(Y2YaYe) L(Y2YaYe)
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Représentations (type A1)
0000000000008

Les amas en type C3

X265 X465 X261 X214
Xaz Xaz
43 43
_— Xod»
X04aX467 \ _
X5 . X245
43
Jo
R R 43
X045 X4 Xofy e X04, T X0 \Xoa Xog
b) b o . ) b
.z X465 X065 Xog, —— s
66 _ _ ~ 23
i X66 N\ XaZ _ s X2 |
X : X
26> : 26 s
X045, X06, : X04, X027
X26, ——— X26,
XaE : X955
66 oz : os 22
AN 6 xoq 23 e
b
X065 X265 _ X265, X025
X045 _
X68 X e X23
Xo4, X06 7\ /Xofh X035
X0d _ X00
T~ x26, X06, X265 X03, ~
X00 X00
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Représentations (type A1)
0000000000000 e

Le cycloédre de dimension 3
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© Combinatoire et représentations de U™*(Lsl3)
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Théoréme (G

Pour g = sl3 et £ = 2, I'anneau de Grothendieck Ky(C.z) est isomorphe a
une algébre amassée généralisée de type G,.
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Théoréme (G., 2014)

Pour g = sl3 et £ = 2, I'anneau de Grothendieck Ky(C.z) est isomorphe a
une algébre amassée généralisée de type G;.

Conjecture (G., 2014)

Pour g = sl3 et £ = 3, I'anneau de Grothendieck Ko(C.z) est isomorphe a
I'algébre amassée généralisée Gz, de graine initiale (x°, B) avec

([L(Y1,0)], 60 -1 1 0

o [L(Ya.5)]. s 1 0 23
[L(YioYia)], 1 2 0 3

[L( Y170 Y174 Y275 Y273)]) 0 -1 1 0
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Théoréme (G., 2014)

Pour g = sl3 et £ = 2, I'anneau de Grothendieck Ky(C.z) est isomorphe a
une algébre amassée généralisée de type G;.

Conjecture (G., 2014)

Pour g = sl3 et £ = 3, I'anneau de Grothendieck Ko(C.z) est isomorphe a
I'algébre amassée généralisée Gz, de graine initiale (x°, B) avec

([L(Y10)], 0 -1 1 0

o [L(Ya5)l, s | 1 0 23
[L(Y1,0Y1,4)], ' -1 2 0 3

[L( Y170 Y174 Y275 Y273)]) 0 -1 1 0

Coefficients : )\1 = [L(Yl)] = [L( Y170 Y172 Y174)] et
A2 = [L(Y2)] = [L(Y2,1 Y23 Y25)].
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@ Conjecture générale pour A, ¢ > 2 : algébre amassée généralisée G,
de rang 20 — 2.
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@ Conjecture générale pour A, ¢ > 2 : algébre amassée généralisée G,
de rang 20 — 2.

@ Relations d’'échange classiques pour xq, ..., Xo¢_3.
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@ Conjecture générale pour A, ¢ > 2 : algébre amassée généralisée G,
de rang 20 — 2.

@ Relations d’'échange classiques pour xq, ..., Xo¢_3.

@ Une seule relation généralisée :

! 3 2 2 3
Xo0—2Xgp_3 = Xgp_3 T M1 Xop_aXo0—3 + AaXar—aXap 3+ Xop_g-
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@ Conjecture générale pour A, ¢ > 2 : algébre amassée généralisée G,
de rang 20 — 2.

@ Relations d’'échange classiques pour xq, ..., Xo¢_3.

@ Une seule relation généralisée :

! 3 2 2 3
Xo0—2Xgp_3 = Xgp_3 T M1 Xop_aXo0—3 + AaXar—aXap 3+ Xop_g-

-1 {—1
@ Coefficients : \; = [L(Y,)], ou Yy = H Y172r et Yy, = H Y272,+1.
r=0 r=0
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@ Conjecture générale pour A, ¢ > 2 : algébre amassée généralisée G,
de rang 20 — 2.

@ Relations d’'échange classiques pour xq, ..., Xo¢_3.

@ Une seule relation généralisée :

! 3 2 2 3
Xo0—2Xgp_3 = Xgp_3 T M1 Xop_aXo0—3 + AaXar—aXap 3+ Xop_g-

-1 {—1
@ Coefficients : \; = [L(Y,)], ou Yy = H Y172r et Yy, = H Y272,+1.
r=0 r=0

@ Gy de type infini :
mondmes d'amas généralisés — classes des modules simples.
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@ Conjecture générale pour A, ¢ > 2 : algébre amassée généralisée G,
de rang 20 — 2.

@ Relations d’'échange classiques pour xq, ..., Xo¢_3.

@ Une seule relation généralisée :

! 3 2 2 3
Xo0—2Xgp_3 = Xgp_3 T M1 Xop_aXo0—3 + AaXar—aXap 3+ Xop_g-

-1 -1
@ Coefficients : \; = [L(Y,)], ou Yy = H Y172r et Y, = H Y272,+1.
r=0 r=0
@ Gy de type infini :
mondmes d'amas généralisés — classes des modules simples.

Autres cas : 2 graines pour As, calculs préliminaires pour A4 et Dy.
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Merci pour votre attention !
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