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1 Définitions

1.1 Polynéme, racine d’un polynéme

Définition 1 Soit A un anneau (du type Z, Q ou R).

Soientn € N et ag,...,a, € A, avec a, # 0. Alors P(X) = a, X" +...4a1 X +ag est appelé polynéme a coefficients
dans A.

On appelle degré de P Uentier d(P) = n et k-iéme coefficient de P l’élément cp(P) = ay pour k =10,...,n.
0 est ausst un polynome, appelé polynome nul. Par convention, on dit que son degré est —oo.

L’ensemble des polynémes a coefficients dans A est noté A[X].
On dit que deuz polynomes sont égauz si ils ont exactement les mémes coefficients.

Si P(X) = ap X" + ...+ a1 X + ao est un polynéme a coefficients dans A, et si A € A, alors on note P(\) =
ap A"+ ...+ a A+ agp.
Si A€ A, on dit que A est une racine de P dans A si P()\) = 0.

Exemple 1 1. P(X) = %X— 1 est un polynéme de degré 1 a coefficients dans Q (ou dans R). Il admet une unique
racine 3 dans Q (ou dans R).

2. Po(X) = X%+3X +1 est un polynome de degré 2 dans Z (ou dans Q, ou dans R).
Dans R, ses racines sont *3%\/5 et *3%\/5 On voit donc qu’il n’a aucune racine ni dans Z, ni dans Q.

Proposition 1 1. Le polynome nul admet tout nombre pour racine.
2. Sia € R\ {0}, le polynome P(X) = a n'admet aucune racine.
3. Sia,beR, avec a #0, le polynome P(X) = aX + b admet une unique racine %b.
4. Sia,b,c€R, avec a#0, le polynome P(X) = aX? + bX + ¢ admet :
— deuzr racines _b'{a‘/Z et _b;a‘/Z si A =b% —4ac >0,
~ une racine 32 si A =0,

2a
— aucune racine st A < 0.

5. On sait aussi trouver les racines d’un polynéome de degré 3 (cf suite du cours).

Démonstration 1 On ne démontre ici que le quatriéme point :
On se rappelle de identité remarquable : (x +y)? = 2% + 22y + v
On fait le calcul :

b b b2
X2 4 bX = a[X?+2 X+ () - —
@ X +e al + 2a +(2a)] 4a+c
b b% — dac
= X 4+ =12 —
al +2a] 4a

On pose donc : Y = X + % et A = b% — dac, et on doit résoudre aY? — % =0, ce qui est équivalent (puisqu’on a
supposé que a #0) a : Y? = ﬁ.
- Si A <0, on n’a pas de solution car un carré est toujours positif,
b

- S8iA=0,Y =0 et on a une racine double : v = 3,

- SiA>0,Y =+VA et on a deuz racines : 1 = % et To = _bga‘/g.




1.2 Opérations usuelles

Définition 2 Soient m,n € N, avec par exemple m > n.
Soient P(X) = amX™ 4+ ...+ a1 X +ap et Q(X) =0, X" + ...+ b1 X + by deux polynomes & coefficients dans A,
et A € A. On définit alors les polynomes P+ Q,\P et P x @ par :

(P+Q)(X)=amX™ 4+ ...+ a1 X" 4 (@ +0,) X" 4 ...+ (a1 + b1) X + (ag + bo)

(AP)(X) = damX™ 4+ ...+ a1 X + Aag
(P X Q)(X) = Cm+nXm+n + ...+ X + ¢y avee ¢; = agb; + arb;—1 + ...+ azbg

Remarque 1 On rappelle une notation fort utile. Pour n € N et xg,21,...,2, € A, on note :

To+x1+...+xH = E Tr etxoxxlx...xxn:H:ck
k=0

On a avec cette notation :

ap Xk et Q(X bpX*
-y Z

k=0
max(m,n)
(P+Q)(X) = Z (ar 4+ bp) X", avec apy =0sik>met by =0si k>n
k=0
= AapX*
k=0
m—+n
(PxQ)X)=> Zajbk i)
k=0 j=0

Proposition 2 Si P et QQ sont deux polynémes non nuls a coefficients dans A, alors :
d(P + Q) <d(P)+d(Q) et d(P x Q) = d(P)d(Q)
si d(P) > d(Q),d(P + Q) = d(P)

1.3 Dérivation formelle
Définition 3 La dérivée du polynome P ="} _, ap X" est le polynéme :

n—1

D(P)(X) = P'(X) = 3_(k+ Dag4, X*
k=0

On définit par récurrence : D1 (P)(X) = P+ (X) = D(D™(P))(X).

Proposition 3 Soient P(X) = a, X™+...+a1 X +ag et Q(X) = b, X" +...+b1 X +by deuzx polynémes a coefficients
dans A, et A € A.

(P+Q)(X) = P'(X)+Q'(X)
(AP)/(X) = AP/(X)
(P x Q)'(X) = P(X)Q(X) + P(X)Q'(X)
Démonstration 2 On écrit : P(X) =Y ;" jarX* et Q(X) =Y} _obpX

1. (P+Q)(X)= Zlag(m’n)(ak + b)) X*, avec ay =0 si k> m et by =0 si k > n. Par conséquent,
max(m,n)—1 m—1 n—1
(P+Q)(X)= > (k+1)(arse +bep1)X (k+ Dagp X5+ (k+ Dby X5 = P'(X) + Q'(X)
k=0 k=0 k=0



2. AP(X) = Y1ty dar X", et donc,

m—1 m—1
= > (k4 DAapa XF =AD" (k+ Darp X5 = AP/(X)
k=0 k=0
. PxQ(X)= ZTJBH(Z;::O ajby—j) X", et done,
m—14n k m+n—1 k
PX)QX) + PX)QX) = S (0 + Dagaabe )X+ 3 (S ay(k —j + Dbyyin) X"
k=0 j=0 k=0 j=0
m+n—1 k+1
= Y O G+k—j+Dabry)X*
k=0 j=0
m+n—1 k+1

= Z (k —+ 1)(2 ajbk+1_j)Xk = (P X Q)/(X)
k=0 Jj=0

|
Proposition 4 Formule de Leibniz :
(PxQM(X) =Y CrP®(X)Q" M (X)
k=0
Démonstration 3 Par récurrence sur n :
— le résultat est vrai pour n =0
— supposons le résultat vrai pour n et montrons qu’alors il est vrai pour n + 1 :
(PxQ)(X) = D"“(P x Q)(X) = D(D"(P x Q))( )
— chp(k) Q(n k) ch Q(n k)( ))
= Z Cr(PED(X)QU M (X) + PW(X)QU" (X))
k=0
n+1 n+1
= Y (Ot + CHPHN)QU (X Z Ci 1 PP (X)QU M (X)
k=0
|
1.4 Relations racines coefficients
Proposition 5 Soit P un polynome de degré n. Alors P(X) admet au plus n racines.
Démonstration 4 Par contraposée : supposons que Ay, ..., Ant1 soient n+ 1 nombres distincts qui annulent P(X).

Alors pour chaque i € {1;...;n+1}, on peut factoriser P(X) par (X —X\;), ce qui donne : P(X) = H?:ll (X=X).Q(X)

et donc P est de degré supérieur ou égal a n + 1.

Corollaire 1 Un polynéme qui a plus de racines que son degré (resp. une infinité de racines) est le polynéme nul.

Définition 4 Un polynome qui a autant de racines que son degré est dit scindé.

Proposition 6 Soit P(X) =Y "}_,ax X" un polynéme scindé de racines A1, ..., A,. On a alors :
n—k
Vke{1;...;n} 0 = > Ay Aig - - Ay = (_1)’672;

(1382550 ) €{15...;n}F

Démonstration 5 I suffit d’écrire :

n n

P(X)=an [[(X = X&) =an Y _(~DFon_p X"

k=1 k=0

Mais P(X) =>"}_, arXF* et donc en identifiant les cn-oefficients, ar, = an(—1)""Fo,_y et donc oy =

O

(_l)k An—k .

an

O



2 Arithmétique sur les polynomes

On peut étudier Varithmétique sur les polynomes avec les mémes notions que 'arithmétique sur les entiers. On
attendra donc le cours de ’année prochaine.

3 Probléemes classiques

3.1 Interpolation

On se donne n € N, xg,...,z, € A distincts et ag,...,a, € A.
La question est de savoir si il existe un polynéme P(X) de degré au plus n tel que Vi € {0;...;n}, P(x;) = a;.

Proposition 7 1. Pour toutn € N, xg,...,x, € A distincts, le polynome :

_ H?:O,l;ék(X — )
Hln:O,ly&k(zk — )

Ly (X)

est l'unique polynome tel que :

d(ﬁk):n
[:k(fﬂk):l
Vie{0;2;..5k—1Lk+1;..5n}, Li(x;) =0

2. Par conséquent, le polynome :

P(X) =3 apli(X)
k=0

est Uunique polynome tel que : d(P) =n et Vi € {0;...;n}, P(z;) = a;.

Démonstration 6 1. Montrons tout d’abord l'unicité dans les deux cas :
Soient P(X) et Q(X) deux polyndmes tels que d(P) = d(Q) = n et Vi € {0;...;n}, P(x;) = Q(x;) = a;. Alors le
polynéme P — Q est de degré inférieur ou égal a n est admet x; pour racine pour i € {0;...;n}. Il a donc plus
de racines que son degré, donc c’est le polynome nul, et donc P(X) = Q(X).

2. D’autre part,
n
Hl:O,l;ﬁk(xk — 1)
H?:o,z;ék(% )
(zi — ;) H?:o,lgz{k;i} (2 — x1)

Vie{0;2;..5k—1Lk+1;..5n}, Lp(a;) = 1 (g — ;) =0
1=0,1%£k

Ly(zy) = =1

3. Enfin,

n

Vi e {0;...;n}, P(x;) = Z apLi(x;) = a; Li(x;) + Z apLi(x;) = a;
k=0 k=0,k+#£i



3.2 Racines d’un polynéme du troisieme degré

On considere un polynéme du troisieme degré : P(X) = aX? 4+ bX? + cX + d, avec a # 0. Le but est de trouver

sous quelles condition(s) sur a,b, c et d ce polynome admet une ou plusieurs racines et de les trouver en fonction de
a,b,c,d.

Remarque 2 Notons déja que P(X) a au moins une racine. En effet :

lim P(z) = sgn(a)oo, lim P(x) = —sgn(a)oo, et P(X) est continue,

r— 00

donc par le théoéme des valeurs intermédiaires, P(X) s’annule sur R.

3.2.1 Premiere étape

Le but de la premiere étape est de se ramener & un polynéme de la forme : Q(X) = X2 + pX + q.
Pour cela, on rappelle I'identité remarquable : (z + y)3 = 23 + 322y + 32y + 5.
On écrit alors :

P(X) = aX®+bX*+cX +d
= a[X®+ 3X2(£) + 3X(£)2 + (3)3] - EX _r +eX +d
- 3a 3a 3a 3a 27a?
Xt 2t fem Dyx 4 (d- o)
3a 3a 27a?
b b2 b b2 b b?
= afX+—]3 - VX 4+ ] —(c— —)— +(d—
al X + 3a] (e Sa)[ + 3a} (e 3a)3a +( 27@2)
b b2 b be 2p°
= X+ =3 — )X + — = 2
al +3a] (e Sa)[ +3a}+( 3a+27a2)
Donc on pose :
b2 be 263
Y:X-ﬁ—(i)’p:i(c*%) €tq:—(d7%+27a2)
3a a a

et on doit résoudre : aY3 + apY + aq = 0, ce qui revient (puisque a # 0) a résoudre Y3 + pY + q = 0.

3.2.2 Seconde étape

On cherche une racine de Q(X) = X3 + pX + ¢. On pose X = u + v en imposant 3uv = —p, et on a donc :

{(u+v)3+p(u+v)+q=0

3 2 2 3 N
3uv = —p A { (u® 4+ 3u®v 4+ 3uv® +v°) + plu+v)+¢=0

{ (u® +0%) + (u+v)Buv —p) +q =0
=
3uv = —p
N { ud +v3 = —q
3uv = —p
En posant U = u? et V = v3, on a donc :
U+V=—q
Uv =
27

Par conséquent, U et V sont les racines du trinéme du second degré : X2 +¢X — g—i On calcule son discriminant :
3
p
A=q*+4 -
LT

On a alors deux cas en fonction du signe du discriminant :
1. Si A >0, alors

U:%e,ﬂ/:#etml: i/_q—;\/z-ki/_q_z\/zestuneracmede Q(X)

2. Si A <0, on ne trouve pas de racine de cette maniere. On attend le cours de ’année prochaine.



3.2.3 Troisieme étape

On connait une racine r; de Q(X) = X2 + pX + ¢ et on cherche si il en existe d’autres.

On factorise alors : Q(X) = X3 +pX +¢= (X —21)(X?> + 21 X +p+ 23).

Il reste donc & trouver les racines de : R(X) = (X2 + 21X +p+2?), dont le discriminant est : § = 22 —4(p+2?) =
—4p — 322, donc on a & nouveau trois cas :

1. 8i § =0, on a une racine simple z; et une racine double =3,

—z14+V3 —z,—V38
2 et =5

2. Si § > 0, on a trois racines rélles distinctes : 1,

3. Si d <0, on a une seule racine réelle : xq,

3.2.4 Quatriéme étape

On peut relier les étapes 2 et 3 en montrant que sgn(A) = —sgn(9).

3.2.5 Conclusion

Méthode générale pour trouver les racines de P(X) = aX3 +bX? +cX +d :
1. On se ramene & Q(X) = X3 + pX + ¢,

2. On calcule A = 4p? + 27¢>

3. On a suivant les cas :

— A =0: 1 racine simple (2¢/ 1) et 1 racine double(—+/ 5?)

£>0:1racinesimple(§/_2q+\/q:+’2’;+\3/_2‘1\/q:Jrlz’i)

~ A <0: 3 racine simples (On ne les connait pas pour I'instant)

3.2.6 Exemples
Exemple 2 On cherche les racines de Py (X) = X® —3X? + X — 3.

1. On écrit :
X?—3X?+ X -3=[X*+3X*(-1) +3X(-1)*+(-1)*] -3X + 1+ X -3=[X -1 -2[X -1] -4

On pose Y = X — 1 et on doit résoudre Y3 —2Y — 4 = 0.
2. On calcule : A = 4(—2)% + 27(—4)? = 400 > 0.

3. Par conséquent, on a une seule racine :

sl—(=4) | (=42 (=2 | s/ —(=4)  [(=4)? | (=2)° _
\/2+4+27+\/2_4+272

4. Donc la seule racine de Py(X) est 3.

Remarque 3 Cette derniére expression est horrible. On peut tout de suite voir que 3 est racine de l’équation.

Exemple 3 On cherche les racines de Po(X) = X3 — 12X2 + 41X — 42.

1. On écrit :
X3 3X24 X3 = [XP4+3X%(—4)+3X (—4)*+(—4)*]| 48X +64+41X 42 = [X 4> ~TX+22 = [X 4] -7[X —4]-6

On pose Y = X — 4 et on doit résoudre Y3 — 7Y — 6 = 0.
2. On calcule : A = 4(—7)% + 27(—6)? = —400 < 0.
3. Par conséquent, on a trois racine mais on ne sait a priori pas les trouver.
4. Cependant, —2 est racine évidente de Y — 7Y —6 = 0. On calcule alors § = —4(—7) — 3(=2)2 =16 et on a les

solutions :
22+\/16_3 2 —+/16
T T

R e |
“ T

5. donc les racines de Py(X) sont 2,3 et 7.



3.3 Polynomes de Tchébytchev

Proposition 8
d(T,) <n

|
Vn € N,3IT, € Z tel QUe{ 98 & BT, (cos 8) — cos(nd)

Ces polynomes sont appelés polynémes de Tchébytchev.

Démonstration 7 1. Existence
On a la formule :
cos((n + 1)0) = cos(nf + 0) = cos(nb) cos  — sin(nh) sin 6

d’'oti sin(nf) sin @ = cos(nb) cos§ — cos((n + 1)0)

cos((n+2)0) = cos(nb + 20) = cos(nb) cos(20) — sin(nh) sin(26)
= cos(nf)(2cos®# — 1) — 2sin(nf) sin(f) cos O
= cos(nf)(2cos® O — 1) — 2(cos(nf) cos § — cos((n + 1)8)) cos 6
= 2cosfcos((n+ 1)0) — cos(nb)

et donc en posant par récurrence :

To(X) =1Ti(X)=X
Thio(X) = 2X Tyt (X) — T (X)

on a bien la propriété demandée.

2. Unicité
Soient R, et S, deux polynomes satisfaisant le probléme posé. Alors Vr € [0;1],30 € [0; 27| tel quecosd = r et
donc (R, — Sp)(r) = (Rp — Sn)(cos ) = Ry, (cosf) — Sy, (cosB) = cos(nf) — cos(nb) = 0.
Par conséquent, (R, — S,) a une infinité de racines, donc c’est le polynéme nul et R,, = S,,.

3. Dérivation
On dérive terme a terme : T, (cos ) = cos(nf)

T! (cos §)(—sin @) = —n sin(nf)
T (cos 0)(sin? @) — T (cos §) cos § = —n? cos(nh)
T/ (cos 0)(1 — cos? 0) — T (cos 0) cos 6 4 n? cos(nf) = 0
(1 - XHT"(X) - XT.(X) +n*T,(X) admet donc une infinité de racines, donc :

(1 - X)HT!(X) — XT\(X)+n’T,,(X) =0




