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1 Intéraction Matière Rayonnement


– Le Rayonnement visible : Chaque couleur est caractérisée par une longueur d’onde.
À toute substance colorée, on associe une longueur d’onde. On la note λ et s’exprime en mètres.
On appelle domaine du visible le rayonnement pour lequel :


λ ∈ [400nm; 750nm]


.
– Spectre du rayonnement :


- λ(nm)
UV Visible IR


400 750


violet rouge


– Spectre de la lumière visible en fonction de λ


On remarque que toutes les longueurs d’onde sont présentes : le spectre est continu en longueur
d’onde. On observe de plus que toutes les longueurs d’onde ne sont pas présentes avec le même
”poid” : le jaune est beaucoup important que les autres couleurs.


– Négatif Photo : les couleurs sont ”inversées”. À chaque couleur, on peut donc associer une
couleur complémentaire.
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Exemple :


Blanc


Bleu


Noir


Orange


– Absorption
Définition 1 (Absorption dans le visible) Quand une substance pure est colorée, on dit
qu’elle absorbe dans le visible.


- -Lumière


Blanche


Lumière


Modifiée


Substance Colorée
�
�
�
�
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Oeil


La substance colorée peut être :
– Du KMnO4 Violet (solution aqueuse)
– Du CuSO4 Bleu (solution aqueuse)
– Particularité de l’absorption : Si une substance absorbe dans le visible, elle ”confisque” une


certaine longueur d’onde c’est à dire qu’une certaine couleur est ”enlevée”de la lumière blanche.
On voit donc ce qui ”reste”, c’est à dire la couleur complémentaire de celle qui a été ”confisquée”.
Exemple : Une solution de CuSO4 colorée bleue absorbe la couleur complémentaire, c’est à
dire l’orange


– Triangle des couleur :
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Violet


Jaune


– Structure des atomes : 1 atome est constitué d’un noyau chargé positivement et d’un cortège
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d’électrons. Pour une molécule, on atteint vite un grand nombre d’électrons ! !
– Représentation : Soit X un élément chimique : on le note


A
ZX


Avec Z le nombre de protons, A le nombre de masse, égal à Z+le nombre de neutrons.
Exemple : Pour le Carbone C : Z = 6. Comme un atome est neutre, on a donc 6 électrons.


12
6 C


Le méthane : CH4 possède 10 électrons.
– Intervention de la chimie quantique : On dit des électrons qu’ils ne sont pas classiques car on ne


peut pas déterminer leur trajectoire ( c’est à dire que l’on ne peut pas connâıtre leur position
et leur vitesse à tout instant : on appelle cela le principe d’incertitude d’Heinsemberg ).
Cepandant, on a accès à une grandeur caractéristique des électrons : leur Énergie.


– Opposition mécanique classique, mécanique quantique : Considérons l’énergie cinétique clas-
sique :


Ec =
1


2
mv2


L’énergie cinétique est positive, et pour toute valeur de l’énergie, on peut toujours trouver au
moins une valeur pour la vitesse pour laquelle on obtient l’énergie donnée.
A contrario, dans un édifice atomique, les électrons ne peuvent pas prendre ”n’importe quelles”
valeurs pour leur énergie. Il existe des énergies permises, on dit que les électrons ne peuvent
prendre que des valeures discrètes de l’énergie, c’est à dire des quantités bien définies : on a
quantifié l’énergie !
Cette quantification se traduit par l’existence de niveaux d’énergie distincts.
Exemple : L’atome d’hydrogène. On peut démontrer que l’énergie de l’atome d’hydrogène
est donnée par la formule :


En = −13.6


n2


1eV ≡ 1.6× 10−19J


Remarque : le passage aux ”́electrons volt” permet de s’affranchir de puissances de 10 dans les
calculs.


E1 = −13.6 eV


E2 = −3.4 eV


lim
n→∞


En = 0
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– État Fondamental : L’énergie électronique est quantifiée pour l’atome d’hydrogène. À l’équilibre,
les électrons tendent à minimiser leur énergie : c’est l’état le plus probable. On l’appelle état
fondamental de l’atome. Il en est de même pour toute molécule : son énergie est quantifiée,
et les électrons tendent à minimiser leur énergie : Ils adoptent donc les valeurs de l’énergie les
plus profondes. Comme le nombre d’électrons d’une molécule n’est pas infini, et qu’il existe une
infinité de valeurs de l’énergie, on a donc un moment ou un niveau plein en électron précède
un niveau vide :


E1


E2


état fondamental


niveau vide accessible
6


déplacement électronique


– Transition électronique :
On appelle ce passage ( de l’état fondamental à un niveau accessible supérieur ) Transition-
Électronique. Elle se fait par l’action de la lumière.
On a fournit 4E = E2 − E1 à la molécule sous forme d’énergie lumineuse :


4E =
hc


λ


Lors de la transition électronique E1 → E2, l’édifice moléculaire absorbe une énergie


4E = E2 − E1


Cette énergie correspond à 1 longueur d’onde λ.
On dit que cette énergie est absorbée : Si λ ∈ [400nm; 750nm], alors la substance est colorée.
Exemple :


– [Ti(H2O)6]
3+


On donne 1
λ


= 20000 cm−1. Cela correspond à λ = 500 nm donc à une absorption dans le
jaune : la solution est donc Violette.
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– Cuivre en solution :
Le cuivre en solution est sous forme : Cu2+


(aq) et la solution est colorée bleue. Elle absorbe donc
dans l’orange ( couleur complémentaire du bleu ) pour λ ≈ 580nm. L’énergie absorbée est
donc :


4E =
hc


λ
= 3.42× 10−19 J


2 Application à la lessive


– On constate que les vieux papiers et les vieux tissus blancs jaunissent : Ils absorbent donc dans
le bleu - violet.


– Une solution pour y remédier est ”d’injecter” une substance bleue pour compléter le spectre de
la lumière que le tissu émet ( car il est appauvri en bleu ).


– Aujurd’hui, on préfère utiliser des agents azurants. Ces molécules absorbent dans l’UV, et
émettent dans le bleu. Ainsi on complète le spectre de la lumière émise. Cela explique que les
tissus ont une couleur brillante ( en boite, la lumière noire est produite par des lampes UV, et
alors le bleu des agents azurants ressort d’autant mieux ).


– Les agents azurants sont produits à hauteur de 100000 tonnes par an, ce qui est considérable.
Exemple de molécules utilisées
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élémentaire
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glIH[V[�Jm²jPmL![ÂR�¿M�iTUEWG�PQL![@�UTUPQL!eM^V[FglIH[�[�JQ²iPQL![~IHeµJQEHGVL(^Vb\JmGVL![FbML![F[�Jm�4gjT�^�TUnfÁ(G�^VL![~JQEHGV^�I�bie\J�G�[~g\^�o�p�o!bML�nÂ¼
nfL�EWG�`�X\Ã�T�^yL��ML!nfgjPmLWx


Système cubique


a = b = c


α = β = γ = 90◦


α = β = γ = 90◦


a = b 6= c


Système quadratique


Système orthorhombique


a 6= b 6= c


α = β = γ = 90◦


¾ L![S[�L(gMG�[cÀ\[cGVÁ!nCL![Sp�^VJK[cG�TUPQPKJQE\[�E\L@[kIHEHG�gjTU[�GVIHe�ÄcIHeM^V[S]�TUp!JQPQL![�{=e�G�JQPKJQ[�L(^!X a ECe�G�JKPQJK[kL~PmL�[Sr�eiT�GVIW^�w(L
^�o![�L�TUe��<bML0¹�^�T(�UTUJK[(x\giPKe\[@p�IHnCnfIMbML�[(X\Ã�T�^yL��ML!nfgjPmLWx
Å o![kL�TUe4p(eM²iJKrse\L0[�JKnfgiPQLCt


Å o![kL�TUe4p(eM²iJKrse\L0p�L!EHG�^�out
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¾ L~[�IHEWG�bML![�p�^�JQ[cG�TUe��ub\IHEWG�PmL![�nCIUG�JQ]_[�[kIHEHG±b\L![�JmIHE\[!xsn�T�JKEWGVL!E�e\[�g\^VJKE\p(JQgjTUPQL!nfL!EHG±gjT�^�JKEWGVo(^�T�p�¼
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á IHe�GFbvz T�²lIW^VbvxieiEML-bMo(¿jE\J�G�JQIHEqt\IHE�T�g\glL!PKPmLÂp�IsIW^VbiJQE\L!E\p�L-b�z e\EµnfIUG�JK]1PmL-EMIHn-²\^�L0n�T��MJKnuTUPvb\L
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Ag+ L�G
Br−


X�Ã1IHeM^�^�L![kg�L!p�GVL(^
P�z o�PmL!p�G�^VIWE\L!e�GV^�TUPKJ�GVo0b\e<p�^�JQ[cG�TUP�x\IHE<bMIHJmGFT(�WIHJQ^@PQLOnC�!nfLOEMIHn-²\^�LObvz TUE\JQIHE\[yL�G~bML0p!T�G�JmIHE\[!X
a E<b\o!p�^VJmG~e\EML0nuTUJKPQPQLOb\e4p�^VJK[cG�TUP|T�JKE\[VJ�t
• PQL![@TUEiJmIHE\[ Br−


IMp(p(eMg�L!EWGFPmL![@EMI�L!e\bi[yb�z e\E\LO[kGV^Ve\p�G�eM^�L0p(]_pUX
• PQL![yp�T�GVJQIHE\[ Ag+ [�IWEHGFT�e4nCJKPQJQL!e4bML![~T�^���GVL![�L(GFT�e4p�L!EHGV^�LOb\LOPKTCnuTUJQPKPmLWX


a E4TCTUJQEi[�J�t
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≡ Br−


≡ Ag+


a E�^�L!n�T�^VrseML�r�eML
Br−


L�G
Ag+ [�IHEWGuGVIHe\[�bML�e��ÏL�E¨p�I�IW^Vb\JQE\L!E\p�L½äMX


AgBr
L![kG�e\E¨p(^VJQ[kG�T�P


JQIHE\JQr�eML0bML=G�À�glL0p�I�IW^Vb\JKEML!E\p(L0ä-¼±ä�X
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ÒcP1]�TUe�G=dsT�^VbML(^O{�P�z L![kgi^VJ�GOrse\LfPKT�[cGV^Veip�G�eM^�LÂL![kG=PKT�giPKe\[=p�IHnfgjTUp�G�LÂglIH[�[VJm²jPmLWX a ^�IHEÇbMIHE\E\LfPmL![
^�T(ÀHIHE\[@bML![@[kgih\Á(^�L![@b\eM^�L�[yb\LOp�hjT�p!e\E4bML![@bML!e��<JQIHE\[0R�^�T(ÀHIWEi[yJmIHEiJQr�eML![�`�t
• r(Ag+) = 126 pm


• r(Br−) = 195 pm


¾ L�[kIHEWG5PmL�[�TUE\JQIWEi[�rse\J~[�L<GVIHe\p�hML!EHG5biTUE\[�PZTq[cGV^Ve\p�G�e\^�LWX��vL�[�p!T�G�JmIHE\[�[�IHEWG�bjTUE\[�bML![�[�JmGVL![
JKEWGVL(^V[kGVJmG�JmL�PQ[(xFæ=PZ{ÇIH�ÏJQP±À�T½bML4PZTÇgiPKTUp�LOçlX a ^uPQL![u[kgihMÁ!^�L![C[�IWEHG�b\eM^�L![CL�G�JQnCglo!EMo�GV^�T�²jPmL![!X��|L![
^�T(ÀHIHE\[@p!T�G�JmIHE\JKrseML�[yL�GFTUE\JmIHEiJQr�eML![@bMIHJm�WL!EHG~b\IHE\p=[�T�G�JK[�]�T�JQ^�LOb\L![yp(IHE\b\JmGVJQIHE\[@PQJKnCJmGVL![yb\LO[kG�T�²iJQPKJ�GVoWX


• ¤�i¦+Þj©�¦+ªH©�®�¥�Üq¥Z¤�©Ïè PQL![0TUE\JmIHEi[O{5PZT5PQJKnCJmG�LCglL!e��HL!EHG0[kLfGVIWeip�hML!^!X+ésIHJ�G a PmLCgjT�^�TUnfÁ(GV^�Lfb\Ln�TUJQPKPmLWXiDFPQIU^�[yPmL�[@TUEiJmIHE\[@[kL=G�IHeip�hML!EHG~PmL0PQIWE\dub�z e\EML0b\JZT�dWIWEjTUPmL0b�z e\EML0]�TUp�L0b\e4p(eM²lLut


a


4 r
−


Ã�e\JK[�r�eML0PmL![~TUE\JQIHE\[@EML=glL�e��WL�EWG~gjTU[y[�L=glo!EMo(GV^�L(^!x\IHE5IW²MG�JmL�EWG~P�z JQEMo!dsT�PKJ�GVout


a
√


2 > 4 r−


¶FLOgiPQei[(xib\L!e��4TUE\JQIHE\[y[�L=^�L!glIWei[�[�L!EWG�xib�z IH�<p�L(GkGVL�G�TUEMdWL!Eip�LOPKJQnuJ�GVLWX
• ê j¦|Þl©�¦|ªs©�¯S©s«UÜq¥�¬!©µè L!PQPQL~[�L~]�TUJ�G�L!EHGV^�L~JmIHE\[�bML~[VJmdHEML![SIWgiglIH[ko![!XWÒcp(J�xHPQL![�TUE\JQIHE\[SL(G�p!T�G�JmIHEi[[�L�GVIHe\p�h\L!EWG�x\L�G~p(LOPQLOPQIHEMdub�z e\EML-T�^���GVLObie<p!eM²lLWX a E4bMIHJmG~bMIHE\p0T(�WIHJQ^Ot
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1 Exercice


Montrer que si l’on place cinq points dans un carré de côté 1m, alors il existe deux points à moins de 75cm l’un de
l’autre.


2 Problème


Question 1. Soit un carré de côté n ∈ N. Etudier la question du nombre maximum de disques de diamètre 1 que l’on
peut placer dans ce carré.


Remarque 1. On considérera en particulier les empilements en alignement et en quinconce.
On pourra commencer par étudier les petits ordres, puis on remarquera le changement de comportement pour n = 8,


et on généralisera le résultat par récurrence.
Les plus courageux trouveront une formule explicite du nombre de disques pour l’empilement en quinconce.


Question 2. Soit un carré de côté x ∈ R
+. Etudier la question du nombre maximum de disques de rayon 1 que l’on


peut placer dans ce carré.


Remarque 2. On fera le même travail que précédement et on pourra tracer la courbe de la différence entre l’empilement
en quinconce et l’empilement en alignement en fonction de x.


Question 3. Que peut-on dire pour le problème d’empilement de sphères dans un cube de côté n ?


1







3 Correction


3.1 Exercice


On découpe le carré en quatre petits carré de côté 1
2 dans lesquels la distance minimale entre deux points est celle


de la diagonale, donc
√


2
2 . Si on place cinq points dans le carré, deux d’entre eux sont dans un même petit carré, donc


à distance inférieure ou égale à
√


2
2 < 3


4 .


Remarque 3. De la même façon, si on place 9 points dans un cube de côté 1m, alors il existe deux points à moins


de
√


3
2 m l’un de l’autre.


3.2 Problème


Remarque 4. On rappelle la définition de la partie entière :
pour tout réel x la partie entière de x, notée E[x], est l’entier précédent x. (on a donc la caractérisation : E[x] ∈ N


et E[x] ≤ x < E[x] + 1).


Dans cette correction, on compare les empilements en alignement et en quinconce dans un carré de coté réel.
Soit donc x ∈ R et un carré de côté x.
On appelle u(x) (resp. v(x)) le nombre maximum de disques de diamètre 1 que l’on peut mettre dans le carré par


l’empilement en alignement (resp. en quinconce).


1. Il est clair que :


u(x) = E[x]2


2. Pour calculer v(x), on procède en quatre étapes :


(a) On calcule le nombre r(x) de rangées que l’on peut placer en quinconce dans le carré :


Remarque 5. On rappelle le schéma suivant :


1


√
(3)


2


Lorsque la première ligne est posée, il reste donc x − 1 unités de longueur et chaque ligne est de hauteur
√


3
2 , donc on obtient :


r(x) = 1 + E[
2(x− 1)
√
3


]


(b) On calcule le nombre r2(x) de rangées comme la seconde (et on en déduit le nombre r1(x) de rangées comme
la première) : il y en a autant que de paires de rangées, ie


r2(x) = E[
r(x)


2
] et r1(x) = r(x)− r2(x)


(c) Pour les rangées comme la première, il y a n1(x) = E[x] disques par rangée. Pour celles comme la seconde,
il y a n2(x) = E[x− 1


2 ] disques par rangée.
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(d) On conclut :


v(x) = r1(x).n1(x) + r2(x).n2(x) = (r(x)− E[
r(x)


2
]).E[x] + E[


r(x)


2
].E[x−


1


2
]


v(x) = (1 + E[
2(x− 1)
√
3


]−E[
1 + E[ 2(x−1)


√


3
]


2
]).E[x] + E[


1 + E[ 2(x−1)
√


3
]


2
].E[x−


1


2
]


3. On trace la courbe de f(x) = v(x)− u(x) en fonction de x.
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Remarque 6. On constate les résultats suivants :
– on remarque graphiquement qu’à partir d’un réel x0 voisin de 7, 1, l’empilement en quinconce est toujours meilleur


que celui en alignement. On peut déterminer précisément cette borne (pour ceux qui voudraient la chercher, il


faut trouver x0 = 7
√


3
2 + 1).


– le résultat trouvé permet de régler le cas des entiers : on a le tableau


n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 ...


u(n) 1 4 9 16 25 36 49 64 81 100 ...
v(n) 1 3 8 14 23 33 46 68 85 105 ...


Remarque 7. Ce qui a motivé cette recherche d’empilements compacts, c’est la structure interne des cristaux étudiés
en chimie. Cette étude de la dimension 3 est similaire, et on peut encore montrer que c’est l’empilement en hexagonal
compact (on forme des plans de boules disposées en hexagone autour d’une boule centrale, puis on empile nos plans en
quinconce) qui est le meilleur empilement (ce résultat a éte démontré en 1998 ! ! !).
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1 Préliminaire


1.1 Calculs d’aire


Soit ABC un triangle de cotés de longueur AB = x, AC = x et BC = y.


Question 1 Montrer que l’aire du triangle ABC vaut :


AABC =
y
√


4x2 − y2


4


Question 2 En déduire l’aire d’un triangle équilatéral de côté x.


1.2 Calculs de sommes de suites arithmétiques et géométriques


Question 3 Soit (xn)n∈N la suite définie par :


{


x0 ∈ R


∀n ∈ N, xn+1 = µ+ xn


Montrer (par récurrence) que :


∀n ∈ N,


n
∑


k=0


xk =
(n+ 1)(2x0 + nµ)


2
= (n+ 1)x0 +


n(n+ 1)µ


2


Question 4 Soit (xn)n∈N la suite définie par :


{


x0 ∈ R


∀n ∈ N, xn+1 = µxn


Montrer (par récurrence) que :


∀n ∈ N,


n
∑


k=0


xk = x0
1− µn+1


1− µ


1







2 Flocon de Von Koch


2.1 Description du problème


On se donne un triangle équilatéral de côté x.
A la première étape, on divise en trois chaque côté du triangle, et on supprime le tiers central que l’on remplace


par deux cotés de même longueur tournés vers l’extérieur (cf dessin !).
A chaque étape, on remplace le tiers central de chaque segment par deux côtés de même longueur tournés vers


l’extérieur.


FIG0 FIG1 FIG2


On appelle FIGn la figure obtenue après la n-ième étape.


2.2 Calcul du périmètre et de l’aire


Question 5 On appelle Pn le périmètre de FIGn, cn le nombre de côtés et ln la longueur de ces côtés.
Montrer que :


∀n ∈ N, cn = 4n.3 et ln =
x


3n


En déduire que :


∀n ∈ N,Pn = (
4


3
)n3x


Montrer que :
lim
n→∞


Pn =∞


Question 6 On appelle An l’aire de FIGn, kn le nombre de petits triangles rajoutés à l’étape n et an l’aire de ces
petits triangles.


Montrer que :


∀n ∈ N, kn = 4n−1.3 et an =
A0


9n


En déduire que :


∀n ∈ N,An = A0[1 +


n
∑


k=1


(
4k−1.3


9k
)] =


x2
√
3


20
[8− 3(


4


9
)n)]


Montrer que :


lim
n→∞


An =
2x2
√
3


5


Question 7 Montrer que la figure reste toujours inscrite dans le cercle circonscrit au triangle de départ.


Remarque 1 On note donc que l’on obtient une série de figures dont l’aire reste bornée tandis que le périmètre tend
vers ∞.
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3 Approximation de Pi


3.1 Description de la méthode


On sait que l’aire du cercle est : A = πR2. On va ici trouver un encadrement de π en trouvant un encadrement de
l’aire du cercle.


On considère pour n ∈ N les deux polygones réguliers à n côtés Pn et Qn tels que le cercle circonscrit à Pn soit le
cercle inscrit dans Qn. On appelle R le rayon de ce cercle. (cf figure pour n = 6).


P6


Q6


R


3.2 Calcul de l’aire d’un polygone


O A


B


R


On appelle rayon du polygone régulier le rayon de son cercle circonscrit (ici R).


Question 8 En considérant le triangle OAB, calculer l’aire d’un polygone à n côtés de rayon R.


3.3 Encadrement


Question 9 Donner l’aire de Pn.
Calculer le rayon de Qn et en déduire son aire.


Question 10 En déduire des encadrements de π de plus en plus fins.
Combien de côtés doit avoir le polygone pour avoir une approximation de π à 10−5 près (donc 5 chiffres significatifs).


Remarque 2 Le logiciel ”Maple” donne 10000 chiffres significatifs instantanément.
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4 Correction


4.1 Préliminaire


Question 1 On calcule la longueur de la hauteur issue de A par le théorème de Pythagore :


AH2 +HC2 = AC2 ⇒ AH =
√


AC2 −HC2 =


√


x2 − (
y


2
)2 =


√


4x2 − y2


2


On en déduit la formule :


AABC =
AH.BC


2
=


y
√


4x2 − y2


4


Question 2 On a donc pour un triangle équilatéral (x = y) :


AABC =
x
√
4x2 − x2


4
=


x2
√
3


4


Question 3 Montrons par récurrence que :


∀n ∈ N, xn = nµ+ x0 et


n
∑


k=0


xk = (n+ 1)x0 +
n(n+ 1)µ


2


1. Le résultat est clairement vrai pour n = 0,


2. Supposons le résultat vrai au rang n, et montrons qu’alors il est vrai au rang n+ 1 :


xn+1 = µ+ xn = µ+ n.µ+ x0 = (n+ 1)µ+ x0


n+1
∑


k=0


xk =


n
∑


k=0


xk + xn+1


= (n+ 1)x0 +
n(n+ 1)µ


2
+ (n+ 1)µ+ x0


= (n+ 2)x0 +
(n+ 1)(n+ 2)µ


2


Remarque 3 On peut bien sûr obtenir le résultat sans refaire la récurrence si on connâıt déjà
∑n


k=0 k = n(n+1)
2 .


Il suffit de dire que ∀n ∈ N, xn = nµ+ x0 et d’écrire :


n
∑


k=0


xk =
n
∑


k=0


kµ+ x0 = (n+ 1)x0 + µ


n
∑


k=0


k = (n+ 1)x0 + µ
n(n+ 1)


2


Question 4 Montrons par récurrence que :


∀n ∈ N, xn = µnx0 et


n
∑


k=0


xk = x0
1− µn+1


1− µ


1. Le résultat est clairement vrai pour n = 0,


2. Supposons le résultat vrai au rang n, et montrons qu’alors il est vrai au rang n+ 1 :


xn+1 = µxn = µ.µnx0 = µn+1x0


n+1
∑


k=0


xk =


n
∑


k=0


xk + xn+1


= x0
1− µn+1


1− µ
+ µn+1x0


= x0
1− µn+1 + (1− µ)µn+1


1− µ


= x0
1− µn+2


1− µ
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4.2 Flocons de Von Koch


Question 5 On montre le résultat par récurrence :
– Le résultat est vrai pour n = 0 car il y a bien trois côtés, qui sont tous les trois de longueur x.
– Supposons le résultat vrai au rang n et montrons qu’alors il est vrai au rang n+1 : à l’étape n+1, chaque côté est
divisé en trois, donc ln+1 = ln


3 = x
3n+1 , et on remplace un côté par quatre segments, donc cn+1 = 4cn = 4n+1.3.


On en déduit immédiatement que :


Pn = ln.cn = 4n.3.
x


3n
= (


4


3
)n3x


et donc, puisque 4
3 > 1 :


lim
n→∞


Pn =∞


Question 6 On ajoute autant de carrés à l’étape n qu’on a de côtés à l’étape n− 1, donc kn = cn−1 = 4n−1.3.


L’aire est proportionnelle au carré du triangle ajouté, donc à l2n = x2


9n , et pour n = 1, an = A0


9 , donc on a bien le
résultat. On en déduit en faisant la somme que :


An = A0 +
n
∑


j=1


kj .aj = A0 +
n
∑


j=1


4j−1.3.
A0


9j
= A0[1 +


1


3


n−1
∑


j=0


(
4


9
)j ]


= A0[1 +
1


3


1− ( 4
9 )
n


1− 4
9


] =
x2
√
3


20
[8− 3(


4


9
)n)]


et donc, puisque 4
9 < 1 :


lim
n→∞


An =
2x2
√
3


5


4.3 Approximation de Pi


Question 7 On rappelle que l’angle au centre du polygone régulier à n côtés est αn = 2π
n
.


On calcule la longueur de la hauteur du triangle OAB issue de O : OH = R. cos( αn2 ).
On calcule la longueur du côté AB : AB = 2R. sin(αn2 ).
On a donc :


An,R = nAOAB = n
AB.OH


2
=


nR2


2
.2 cos(


αn


2
) sin(


αn


2
)


=
nR2


2
sin(αn) =


nR2


2
sin(


2π


n
)


Question 8 On a donc :


APn =
nR2


2
sin(


2π


n
)


et comme le rayon de Qn est R
cos(αn


2
)
, on a :


AQn = nR2 tan(
π


n
)


Question 9 On a donc : APn < AC < AQn et donc : n
2 sin( 2π


n
) < π < n tan(π


n
).


On a maintenant un problème pour calculer sin( 2π
n
) et tan(π


n
). On ne sait en général pas les calculer, mais on


connâıt une formule de récurrence si n est une puissance de 2 :


cos(
2π


2k
) =


√


1 + cos(
2π


nk−1
)2


On peut donc calculer par récurrence, et on obtient des approximations de π successives :


k 2 3 4 ... 12
cos( 2π


2k
) 0 0.70711 0.92388 ... 0.99999882


2k


2 sin( 2π
2k
) 2 2.82843 3.06147 ... 3.141591


2k tan( π
2k
) 4 3.31371 3.18260 ... 3.141593


On vérifie qu’il faut aller jusqu’à n = 212 = 4096 pour obtenir une approximation avec 5 chiffres significatifs.


Remarque 4 On aurait aussi pu obtenir une approximation de π avec le périmètre du cercle.
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1 Quelques remarques sur l’informatique


Contrairement à ce que pensent nombre de personnes, l’informatique peut être tout autre que l’organisation de
réseaux et le debugage de W... Présentons tout de suite deux aspects complètement différents : l’informatique théorique
et l’algorithmique.


Le but de l’informatique théorique est de définir proprement les outils que nous utiliserons demain (par exemple,
Turing a définit autour de 1950 l’ordinateur que nous connaissons aujourd’hui, et il a fallut quelques années avant qu’il
puisse être techniquement réalisable). Il est indispensable de définir les notions de :


– Langage formel : la machine doit pouvoir recevoir des instructions de l’exterieur (entrée/lecture), se donner
ses propres instructions (calcul), et nous renvoyer son résultat (sortie/écriture),


– Machine : automate, machine de Turing,... il faut définir la notion de machine, qui est indépendante de la
technologie,


– Calculabilité : les problèmes calculables sont ceux qui peuvent être résolus par notre modèle de machine,
– Complexité : le temps (complexité temporelle) et l’espace (complexité spatiale) qu’un problème calculable


donné requiert pour sa résolution par notre modèle de machine.


Nous nous intéresseront ici à un aspect pratique de l’informatique : l’algorithmique, ou programmation. On
trouvera un algorithme effectuant une suite de commandes autorisées permettant de résoudre un problème correctement
(on doit renvoyer la bonne réponse : on parle de correction) et efficacement (on doit travailler le moins de temps et
avec le moins d’espace possible : on parle de complexité).


On s’autorise ici les commandes suivantes :
– l’assignation : x← y; (signifie mettre la valeur de y dans la case x),
– toutes les opérations usuelles réalisées par une calculatrice simple : +,−,×,÷, sqrt, mod, E[ ], . . . et les tests


=, <, > que l’on peut appliquer sur tous les réels,
– les opérations logiques : non (unaire), et, ou (binaires) que l’on peut appliquer sur les booléens : vrai et


faux,
– la structure de condition : si (condition) alors (commande1) sinon (commande2) fsi ; ,
– l’itération : les deux structures de boucle pour (compteur=début) jusqu’à (fin) faire (commande) fpour ;


tantque (condition) faire (commande) ftantque ; , et l’initialisation de tableau : T ← tableau (n, m) x;
(signifie initialiser un tableau de taille (n, m) à la valeur x),


– la récursivité : rec, et l’initialisation de liste L← ∅; ,
– la sortie : x→; (signifie afficher x).


2 Exponentiation rapide


On se donne deux entiers x et n. On veut calculer xn.


2.1 Algorithme naif


La première idée qui vient à l’esprit est de multiplier x par lui même n fois à la suite :


Puissance(x, n)=
res← 1 ;
tantque (n > 0) faire (res← res× x; n← n− 1;) ftantque ;


1







res→ ; ;


La complexité en temps est linéaire en n : on effectue n multiplications pour le calcul de xn.


2.2 Algorithme d’exponentiation rapide


On peut en fait aller beaucoup plus vite pour effectuer cette opération : on considère la décomposition en base 2
de l’entier n et on va effectuer les multiplications suivant ces puissances.


La méthode repose sur le résultat simple suivant :


∀p ∈ N, x2p = (x2)p et x2p+1 = x.(x2)p


On écrit alors l’algorithme :


rec PuissanceRapide(x, n)=
si (n = 0) alors (1→)
sinon (si (n mod 2 = 0) alors (PuissanceRapide(x× x, n/2)→;)


sinon (x×PuissanceRapide(x× x, (n− 1)/2)→;)
fsi ;)


fsi ; ;


L’algorithme est beaucoup plus rapide puisqu’il est maintenant de l’ordre de lnn : si n = 2l+2l−1nl−1+. . .+2n1+n0


(avec l ∈ N et n0, . . . , nl−1 ∈ {0 : 1}l), on effectue l + n0 + . . . + nl−1 multiplications pour le calcul de xn, soit dans le
pire des cas 2l = 2E[ lnn


ln 2 ] multiplications.


3 Problème du voyageur de commerce


3.1 Description problème


On considère le plan euclidien muni d’un repère orthonormal. Soit N ∈ N et (a1, b1), (a2, b2), . . . , (aN , bN) des
points du plan (localisant des villes V1, V2, . . . , VN sur la carte). Le but est de trouver le plus court chemin pour relier
toutes les villes (le voyageur de commerce veut gagner du temps de trajet).


Exemple 1. On se donne les points suivants :


points A B C D E F


abscisses -2 0 1 0 2 0
ordonnées 0 0 1 -1 0 1


On construit le tableau des distances entre les points (arrondies au deuxième chiffre significatif) :


A B C D E F
A 0 2 3,16 2,24 4 2,24
B 2 0 1,41 1 2 1
C 3,16 1,41 0 2,24 1,41 1
D 2,24 1 2,24 0 2,24 2
E 4 2 1,41 2,24 0 2,24
F 2,24 1 1 2 2,24 0


On a plusieurs trajets possibles : A-B-C-D-E-F de longueur lABCDEF = 2 + 1, 41 + 2, 24 + 2, 24 + 2, 24 = 10, 13,
E-C-F-B-D-A de longueur lECFBDA = 1, 41 + 1 + 1 + 1 + 2, 24 = 6, 65.


3.2 Algorithme naif


On pourrait penser que le meilleur chemin est de partir du point le plus au nord, puis de relier à chaque fois la
ville la plus proche. Ce premier algorithme est rapide mais clairement incorrect : généralement, ce n’est pas le plus
court chemin pour relier toutes les villes.


Exemple 2. Dans notre exemple, la ville la plus au nord est C. On va de proche en proche et on obtient le trajet :
C-F-B-D-A-E de longueur lCFBADE = 1 + 1 + 1 + 2, 24 + 4 = 9, 24. Ce n’est pas le meilleur chemin.
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3.3 Algorithme violent


Pour être sûr de la correction de l’algorithme, une méthode envisageable est de tester tous les chemins possibles.
On sait en effet qu’il n’y a qu’un nombre fini de chemins possibles, N ! = N(N − 1)(N − 2) . . . 2 exactement, donc
il est possible de tous les essayer. Cet algorithme donne nécessairement le bon résultat, mais demande énormément
d’opérations : en supposant donné le tableau des distances, il faut effectuer N !(N − 1) additions pour déterminer les
longueurs de tous les chemins, puis N ! comparaisons pour déterminer le meilleur chemin.


3.4 Algorithme génétique


Un concept récent a été développé en informatique : l’algorithmie génétique. Elle se base sur l’idée simple d’uti-
liser les théories de l’évolution en biologie pour les appliquer à des problèmes algoritmiquement difficiles (ie dont les
solutions actuelles donnent des complexités importantes).


Appliquons ici cette méthode au problème du voyageur de commerce. L’idée est la suivante : on part d’un chemin
arbitraire, par exemple le chemin V1 − V2 − . . .− VN de longueur l1, et on effectue deux calculs :


1. Mutation : on choisit au hasard i < j ∈ {1; . . . ; N} et on permute les deux villes Vi et Vj dans notre chemin.
On obtient alors le chemin V1 − V2 − . . .− Vi−1 − Vj − Vi+1 − . . .− Vj−1 − Vi − Vj+1 − . . .− VN , dont on calcule
la longueur l2.


2. Croisement : On choisit au hasard i ∈ {1; . . . ; N} et j1, . . . , ji ∈ {1; . . . ; N}i et on met au début de notre
chemin les villes Vj1 , . . . , Vji


. On obtient alors le chemin Vj1 − . . .− Vji
− V1 − V2 − . . .− Vj1−1 − Vj1+1 − . . .−


Vj2−1 − Vj2+1 − . . .− Vji−1 − Vji+1 − . . .− VN , dont on calcule la longueur l3.


On garde le chemin qui a la plus petite longueur, puis on réitère l’opération un grand nombre de fois.


Rien ne nous dit que l’on obtiendra le meilleur chemin, mais les résultats obtenus sont néanmoins très convain-
quants : avec un nombre d’opérations restreint, on arrive à déterminer un chemin assez intéressant.


Ecrivons l’algorithme avec nos commandes autorisées : (on utilise la commande rand qui choisit au hasard un
nombre réel dans [0; 1[).


1. Tableau des distances à partir des coordonnées des villes :


Dist(N, abs, ord)=
d← tableau(N, N) 0;
pour (i = 1) jusqu’à (N) faire


(pour (j = 1) jusqu’à (N) faire (d[i, j]←
√


(abs[i]− abs[j])2 + (ord[i] − ord[j])2;) fpour ;)
fpour ;
d→ ; ;


2. Longueur d’un chemin à partir du tableau des distances :


Longueur(N, L, d)=
res← 0 ;
pour (i = 1) jusqu’à (N − 1) faire (res← res + d[L[i], L[i + 1]];) fpour ;
res→ ; ;


3. Minimum de deux et trois nombres :


Min(a, b)=
si (a < b) alors (a→;) sinon (b→;) fsi ; ;


Minimum(a, b, c)=
Min(Min(a, b), c)→; ;


4. Mutation dans un chemin :
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Mutation(N, L)=
P ← tableau(1, N) 0;
i← E[N.rand] + 1 ;j ← E[N.rand] + 1 ;
pour (k = 1) jusqu’à (N) faire (P [k]← L[k];) fpour ;
P [i]← L[j]; P [j]← L[i];
P → ; ;


5. Croisement :


Contient(L, p, e)=
bool ←faux ;
pour (k = 1) jusqu’à (p) faire


(si (L[k] = e) alors (bool ←VRAI ;) sinon () fsi ;)
fpour ;
bool → ; ;


Croisement(N, L)=
Q← tableau(1, N) 0;
i← E[N.rand] + 1 ;
pour (k = 1) jusqu’à (i) faire (jk ← E[N.rand] + 1 ;Q[k]← L[jk];) fpour ;
l ← 1
pour (k = 1) jusqu’à (N) faire


(si (Contient(Q, i, L[k])) alors () sinon (Q[i + l]← L[k]; l← l + 1;) fsi ;)
fpour ;
Q→ ; ;


6. Programme complet :


Voyageur(N, T, abs, ord)=
L← tableau(1, N) 0;
d← Dist(N, abs, ord) ;
pour (i = 1) jusqu’à (N) faire (L[i]← i;) fpour ;
pour (t = 1) jusqu’à (T ) faire


(P ←Mutation(N, L); Q← Croisement(N, L);
si (Minimum(Longueur(N, L, d),Longueur(N, P, d),Longueur(N, Q, d))=Longueur(N, L, d)) alors ()
sinon (si (Min(Longueur(N, P, d),Longueur(N, Q, d))=Longueur(N, P, d)) alors (L← P ;)


sinon (L← Q;)
fsi ;)


fsi ;)
fpour ;
L→ ; ;
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4 Tri de listes


4.1 Description du problème


Il y a une différence entre un tableau trivial (avec une seule ligne) et une liste :


1. dans un tableau T de taille (n, m), la taille est fixée, mais on peut accéder instantanément à n’importe quel
élément par la commande T [i, j]. En particulier dans un tableau T trivial, le i-ième élément s’obtient par T [i]
(c’est ce qu’on a utilisé comme structure pour abs et ord). Inversement, pour construire un tableau trivial à
partir d’éléments t1, . . . , tn, il suffit de faire la boucle : pour (i = 1) jusqu’à (n) faire (T [i]← ti) fpour ;


2. dans une liste L = [l1; l2; . . . ; ln], la taille n’est pas fixée, mais on n’a accès qu’à deux choses : le premier élément
l1, appelé tête, par la commande tête(L) et le reste de la liste [l2; l3; . . . ; ln], appelé queue, par la commande
queue(L). En particulier, pour obtenir le i-ième élément, il faut appeler i fois queue, puis une fois tête.
Inversement, pour construire une liste à partir de la tête t et de la queue Q, on écrira : L← t :: Q ;


On peut transformer un tableau trivial de longueur n en liste et inversement : écrivons ces algorithmes.


Tableau-liste(T, n)=
L← ∅;
pour (i = 0) jusqu’à (n− 1) faire (L← T [n− i] :: L ;) fpour ;
L→ ; ;


Liste-tableau(L)=
T ← tableau(1,Long(L)) 0;
i← 1;
tantque (non(L = ∅)) faire (T [i]← tête(L); i← i + 1; L← queue(L) ;) fpour ;
T → ; ;


Quelques algorithmes classiques sur les listes :


rec Longueur(L)=
si (L = ∅) alors (0→ ;) sinon (1+Longueur(queue(L))→ ;) fsi ; ;


rec Concatenation(L, M)=
si (L = ∅) alors (M → ;)


sinon (tête(L) :: Concatenation(queue(L), M)→ ;)
fsi ; ;


rec Supprime(L, e)=
si (tête(L) = e) alors (queue(L)→ ;) sinon (tête(L) :: Supprime(queue(L), e)→ ;) fsi ; ;


rec Minimum(L)=
si (Longueur(L) = 1) alors (tête(L)→ ;) sinon (Min(tête(L),Minimum(queue(L)))→ ;) fsi ; ;


On se donne n ∈ N et on se donne une liste L = [l1; l2; . . . ; ln] ou un tableau T = [T [1]; T [2]; . . . ; T [n]] indifférement
(puisqu’on peut changer l’un en l’autre en peu d’étapes (c’est à dire beaucoup moins d’étapes qu’il nous faut pour le
trier)). Le but est de trier la liste ou le tableau par ordre croissant.


On s’intéressera à la complexité en nombre de comparaisons (les comparaisons sont la base du tri) dans le pire des
cas (on notera cette complexité CP (n)) et en moyenne (on notera cette complexité C(n)).
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4.2 Algorithme naif


La première idée est de trier récursivement la liste : on trouve le minimum de la liste, on le met au début, puis on
trie la liste restante. Ecrivons l’algorithme :


rec TriMin(L)=
si (Longueur(L) < 2) alors (L→ ;) sinon (x← Minimum(L) ; x :: TriMin(Supprime(L, x))→ ;) fsi ; ;


La recherche du maximum de la liste demande de comparer tous ses termes, donc n− 1 comparaisons. Ensuite, il
faut retrouver le maximum dans la liste : dans le pire des cas, il est à la fin et on fait à nouveau n− 1 comparaisons ;
en moyenne, il est au milieu et on fait n


2 comparaisons.


Donc CP (n) = (n− 1) + (n− 1) + CP (n− 1)⇒ CP (n) = n(n− 1) et de même C(n) = 3n(n−1)
4 .


4.3 Tri bulle


L’idée du tri bulle est une idée simple : faire remonter petit à petit les plus petits éléments vers le début du tableau.
Ecrivons l’algorithme :


TriBulle(T,n)=
pour (i = 2) jusqu’à (n) faire


(j ← i ;
tantque ((j > 1)et(T [j] < T [j − 1])) faire (x← T [j]; T [j]← T [j − 1]; T [j − 1]← x; j ← j − 1 ;)
ftantque ;)


fpour ;


Cet algorithme présente un invariant de boucle : à l’étape i, les i premiers éléments du tableau sont triés. Ainsi on
est sûr de la terminaison et de la correction (à la fin, tous les éléments du tableau sont triés).


Dans le pire des cas, le tableau est trié à l’envers, et il faudra donc faire 1+ 2+ . . . +n− 1 = n(n−1)
2 comparaisons.


La complexité dans le pire des cas est donc comparable à celle de l’algorithme précédent. Il en est de mème de C(n).


4.4 Tri fusion


L’idée du tri fusion est de ”diviser pour régner”. Pour trier une liste de n éléments, on la sépare en deux liste
d’environ n


2 éléments que l’on trie séparément avant de les recoler ensemble. Il est évident que pour que cet méthode
soit efficace, il faut que la séparation et le recolement soient efficaces. Ecrivons l’algorithme :


rec Separe(L)=
si (Longueur(L) = 0) alors ((∅, ∅)→ ;)
sinon (si (Longueur(L) = 1) alors (L, ∅)→ ;)


sinon ((M, N)← Separe(queue(queue(L))) ; (tête(L) :: M,tête(queue(L)) :: N)→ ;)
fsi ;)


fsi ; ;


rec Fusionne(M, N)=
si (Longueur(N) = 0) alors (M → ;)
sinon si (Longueur(M) = 0) alors (N → ;)


sinon (si (tête(N)<tête(M)) alors (tête(N) :: Fusionne(M,queue(N))→ ;)
sinon (tête(M) :: Fusionne(queue(M), N)→ ;)
fsi ; ;


fsi ;)
fsi ; ;


rec TriFusion(L)=
(M, N)← Separe(L) ; Fusionne(TriFusion(M),TriFusion(N))→ ; ;


Ici, C(n) = Cséparation + 2C(n
2 ) + Cfusion = n + 2C(n


2 ) + n. Posons X(p) = C(2p)
2p .


X(p) =
C(2p)


2p
=


2C(2p−1) + 2.2p


2p
= X(p− 1) + 2⇒ X(p) = 2p⇒ C(n) = 2n.


lnn


ln 2
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5 Codes


Pour transmettre un message, on envoie une suite de 0 et de 1, appelés bits. Ils sont émis sous forme d’impulsions
électriques et on reconstitue le message d’origine à la réception. On est confronté à plusieurs problèmes :


1. Codage du signal (c’est le rôle de la cryptographie) : il faut pouvoir cacher les informations envoyées pour
qu’elles ne soient accessibles qu’au destinataire.


2. Correction du signal (c’est le rôle de la théorie des codes) : lors de la transmission du signal, il y a souvent un
certain nombre d’erreurs, que l’on doit pouvoir corriger pour accéder au signal de départ.


5.1 Codage du signal


5.1.1 Codes mono- et poly-alphabetiques


Il existe de très nombreuses façons de coder un message. La plus simple est de faire correspondre à l’alphabet un
nouvel alphabet qui servira à écrire le message. On parle de code mono-alphabetique. Cependant, il est très facile de
casser ce genre de code par une simple analyse de fréquence.


Exemple 3. Le but est de déchiffrer le message suivant :
VZ DVQDZFK XWY MQBZRPY VZRYYWPK VWQF RXWZV WK VWQFY FWLWY DZF VZBHWZQN,


KSQK ZQ VSPA XW VWQF EMWBRP. RVY PW VW LWQVWPK DZY, RVY WYYZJWPK XW VQKKWF...
VW LRWRVVZFX IQR FWAZFXW XWFFRWFW VQR P’ZDDWFESRK DVQY IQ’QP AFZPX ERBWKRWFW
YWBW XWY WDZLWY XW YWY FWLWY ; XW XWYWYDSRFY XW KSQK EW IQ’RV ZQFZRK DQ SQ LS-
QVQ WKFW, WK Z IQSR, YZPY YZLSRF DSQFIQSR, RV Z FWPSPEW. TSVVW WYK EWKKW YWPKW-
PEW IQR XRK IQW V’MSBBW EMSRYRK YZ FSQKW. RV WP EMSRYRK XWY EWPKZRPWY IQR KS-
QKWY PW YSPK IQW XWY RBDZYYWY.


On fait un tableau des fréquences (sur 384 lettres) que l’on compare au tableau du scrabble :


lettre A B C D E F G H I J K L M
fréquence 3 8 0 12 10 24 0 1 9 1 28 7 5


pourcentage 0.78 2.08 0 3.13 2.6 6.25 0 0.26 2.34 0.26 7.29 1.82 1.30


lettre N O P Q R S T U V W X Y Z
fréquence 1 0 20 31 31 19 1 0 26 69 16 37 25


pourcentage 0.26 0 5.21 8.07 8.07 4.95 0.26 0 6.77 17.97 4.17 9.64 6.51


lettre A B C D E F G H I J K L M
pourcentage 9 2 2 3 15 2 2 2 8 1 1 5 3


lettre N O P Q R S T U V W X Y Z
pourcentage 6 6 2 1 6 6 6 6 2 1 1 1 1


on en déduit immédiatement que W=e puisque W apparâıt nettement plus souvent que toutes les autres lettres.
D’autre part on sait que F, K, P, Q, R, S, V, Y et Z représentent l’une des lettres a, i, l, n, o, r, s, t, u. Une étude
plus poussée sur le contexte nous permet de retrouver ces lettres et on complète ce qui nous manque. On obtient le
texte de départ :


LA PLUPART DES HUMAINS LAISSENT LEUR IDEAL ET LEURS REVES PAR LAMBEAUX, TOUT AU
LONG DE LEUR CHEMIN. ILS NE LE VEULENT PAS, ILS ESSAYENT DE LUTTER... LE VIEILLARD QUI
REGARDE DERRIERE LUI N’APPERCOIT PLUS QU’UN GRAND CIMETIERE SEME DES EPAVES DE SES
REVES ; DE DESESPOIRS DE TOUT CE QU’IL AURAIT PU OU VOULU ETRE, ET A QUOI, SANS SA-
VOIR POURQUOI, IL A RENONCE. FOLLE EST CETTE SENTENCE QUI DIT QUE L’HOMME CHOISIT SA
ROUTE. IL EN CHOISIT DES CENTAINES QUI TOUTES NE SONT QUE DES IMPASSES.


La deuxième solution est d’utiliser plusieurs codes mono-alphabetiques en boucle. On parle de code poly-alphabetique.
Mais là encore, une étude un peu poussée de la fréquence permet de retrouver la taille de la boucle, puis les codes
mono-alphabetiques utilisés.


Durant la seconde guerre mondiale, l’armée allemande utilisait un code basé sur ces codes poly-alphabetiques,
mais la boucle était très grande et changeait tous les jours : c’est la machine Enigma. Il était donc très difficile de
déchiffrer les messages envoyés par les Allemands. Cette recherche s’est cependant révélée efficace, puisque le service
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de renseignement anglais (contrairement à ce que l’on pense, composé en partie de beaucoup de mathématiciens in-
connus qui ont joué un rôle crucial dans l’obtention de renseignements) parvenait parfois à trouver la boucle du jour et
pouvait ainsi intercepter tous les messages de la fin de la journée. D’autre part, cette recherche a motivé l’élaboration
de l’ancètre de notre ordinateur actuel, pour accélérer le temps de calcul.


5.1.2 Codage RSA


Actuellement, le codage utilisé est le codage RSA (les initiales des noms de leurs inventeurs), qui est basé sur la
difficulté rencontrée pour la factorisation en nombres premiers. Présentons ce codage rapidement :


1. Le destinataire choisit :
– p et q deux nombres premiers, et calcule n = p.q et φ(n) = (p− 1)(q − 1),
– c et d dans {1; . . . ; φ(n) − 1} tels que c.d = 1 (mod φ(n)),
puis rend publique (n’importe qui a accès à l’information) la clef (n, c).


2. L’expéditeur écrit son message et le transforme en une suite d’entiers, qu’il regroupe par paquets k1, . . . , ks avec
∀i ∈ {1; . . . ; s}, ki < min(p, q), et calcule l1 = kc


1 (mod n), . . . , ls = kc
s (mod n) qu’il rend publique.


3. Le destinataire calcule ld1 (mod n), . . . , lds (mod n) et retombe sur le message initial.


Ce code est basé sur deux choses :


– le théorème d’Euler :
∀n ∈ N


∗, ∀a ∈ Z, pgcd(n, a) = 1⇒ aφ(n) = 1 (mod n)


Donc si on écrit c.d = z.φ(n) + 1, on a bien : ∀i ∈ {1; . . . ; s},


ldi (mod n) = (kc
i (mod n))d (mod n) = kc.d


i (mod n) = k
z.φ(n)
i .ki (mod n) = (k


φ(n)
i )z .ki (mod n) = ki (mod n).


On retrouve donc bien le message de départ.


– Seules la clef (n, c) et la suite l1, . . . , ls sont publiques. Ce que l’on veut cacher est la suite k1, . . . , ks, que l’on
ne peut récupérer qu’en connaissant d, que l’on ne peut récupérer qu’en connaissant p et q. Il faut donc pouvoir
factoriser n et retrouver p et q ce qui est impensable si p et q sont initialement choisis suffisament grands, puisqu’il
est très difficile de factoriser en nombres premiers.


Exemple 4. On utilise ici de petits entiers pour simplifier le calcul.
Le destinataire prend : p = 29 et q = 31 (n = 29.31 = 899 et φ(n) = 28.30 = 840) et c = 41 et d = 41


(c.d = 412 = 1681 = 840.2 + 1 = 1 (mod 840)).
Le public ne connâıt que n = 899 et c = 41.
L’expéditeur veut envoyer le message ”code rsa”. Il a l’alphabet suivant : A=1, B=2, ..., Z=26, espace=27, .=28.


Il veut donc transmettre la suite : 3, 15, 4, 5, 27, 18, 19, 1. Il calcule les puissances 41-ièmes modulo 899 de cette
suite : 106, 201, 283, 180, 740, 617, 351, 1 et les envoie.


Le destinataire calcule les puissances 41-ième modulo 899 de cette suite : 3, 15, 4, 5, 27, 18, 19, 1 et retrouve le
message initial ”code rsa”.


Algorithme de factorisation en nombres premiers :


Prem(n)=
m← E[sqrt(n)] + 1; bool←vrai ; i← 2;
tantque ((bool =vrai)et(i < m)) faire


(si (n mod i = 0) alors (bool ←faux ;) sinon (i← i + 1 ;) fsi ;)
ftantque ;
bool → ; ;


rec Factorisation(n)=
m← E[sqrt(n)] + 1; bool←vrai ; i← 2;
tantque ((bool =vrai)et(i < m)) faire


(si (n mod i = 0) alors (bool ←faux ; i :: Factorisation(n÷ i)→ ;) sinon (i← i + 1 ;) fsi ;)
ftantque ;
si (bool =vrai) alors ([n]→;) sinon () fsi ; ;
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5.2 Correction du signal


Lors de la transmission d’un signal, il peut y avoir deux types erreurs :
– inversion : un 1 devient un 0, ou inversement. Le message parâıt correct, mais il est faussé,
– effacement : un bit est effacé. Cette fois, on voit qu’il nous manque une donnée.


Le but d’un code correcteur est de permettre de repérer les inversions et de corriger les inversions et les effacements,
en ajoutant le moins possible de bits de correction. Nous allons juste donner un exemple de code correcteur sans
prétendre expliquer la théorie.


Exemple 5. L’expéditeur veut transmettre un mot m de 4 bits, donc un nombre entre 0 et 15. Il va transmettre les
7 bits p1, . . . , p7 suivants :


1. p1 = 1 si m ≥ 8,


2. p2 = 1 si m ∈ {4, 5, 6, 7, 12, 13, 14, 15},


3. p3 = 1 si m ∈ {2, 3, 6, 7, 10, 11, 14, 15},


4. p4 = 1 si m ∈ {1, 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15},


5. p5 = 1 si m ∈ {1, 2, 4, 7, 9, 10, 12, 15},


6. p6 = 1 si m ∈ {1, 2, 5, 6, 8, 11, 12, 15},


7. p7 = 1 si m ∈ {1, 3, 4, 6, 8, 10, 13, 15}.


Le destinataire reçoit un mot q1, . . . , q7 de 7 bits qui peut être différent du mot envoyé. On suppose ici qu’il y a au plus
une inversion. Le destinataire calcule les trois nombres suivants :


1. X1 = q4 + q5 + q6 + q7mod2,


2. X2 = q2 + q3 + q6 + q7mod2,


3. X3 = q1 + q3 + q5 + q7mod2.


Si X1 = X2 = X3 = 0, il n’y a aucune erreur. Sinon, l’erreur se trouve au bit X1X2X3
2
.


Pour prouver ce résultat, il suffit de faire deux tableaux (le premier sans erreur, le second avec une erreur) :


mot 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15


p1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1
p2 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1
p3 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1
p4 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1


p5 0 1 1 0 1 0 0 1 0 1 1 0 1 0 0 1
p6 0 1 1 0 0 1 1 0 1 0 0 1 1 0 0 1
p7 0 1 0 1 1 0 1 0 1 0 1 0 0 1 0 1


X1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
X2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
X3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0


place de l’erreur 1 2 3 4 5 6 7


X1 0 0 0 1 1 1 1
X2 0 1 1 0 0 1 1
X3 1 0 1 0 1 0 1
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1 Logique


1.1 Propositions


Définition 1 Les propositions sont des affirmations dont on peut dire sans ambiguité si elles sont vraies ou fausses.


Exemple 1 1. ”π est un nombre rationnel” est une proposition (fausse en l’occurence !).


2. ”la nostalgie n’est plus ce qu’elle était” n’est pas une proposition.


1.2 Les connecteurs logiques


Définition 2 Les connecteurs logiques sont des opérations sur les propositions.


Exemple 2 1. les connecteurs ∨(”ou”), ∧ (”et”), ¬ (”non”) :
Soient P et Q deux propositions,
P ∨Q est vraie si P est vraie ou Q est vraie,
P ∧Q est vraie si P est vraie et Q est vraie,
¬P est vraie si P est fausse.


2. les connecteurs ⇒ (”implique”) et ⇔ (”́equivaut à”) :
Soient P et Q deux propositions,
P ⇒ Q est vraie si Q est vraie si P est vraie,
P ⇔ Q est vraie si P est vraie si et seulement si Q est vraie.


Remarque 1 Il est plus facile d’expliciter les opérations effectuées par les connecteurs logiques sur des tables de vérité :


P Q P ∨Q P ∧Q ¬P P ⇒ Q P ⇔ Q
v v v v f v v
v f v f f f f
f v v f v v f
f f f f v v v


Proposition 1 On a les équivalences suivantes :


(P ⇒ Q)⇔ ((¬P ) ∨Q)


(P ⇔ Q)⇔ ((P ⇒ Q) ∧ (Q⇒ P ))


Démonstration 1 On écrit les tables de vérités des deux propositions :


P Q ¬P (¬P ) ∨Q P ⇒ Q P ⇒ Q Q⇒ P (P ⇒ Q) ∧ (Q⇒ P ) P ⇔ Q
v v f v v v v v v
v f f f f f v f f
f v v v v v f f f
f f v v v v v v v


¤
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1.3 Etude d’un exemple : le théoreme de Pythagore


Théoreme 1 Le théorème de Pythagore :


1. proposition de Pythagore :
Soit ABC un triangle.
ABC est rectangle en A ⇒ AB2 +AC2 = BC2


2. réciproque de la proposition :
Soit ABC un triangle.
AB2 +AC2 = BC2 ⇒ ABC est rectangle en A


On a donc : ABC est rectangle en A ⇔ AB2 +AC2 = BC2


Démonstration 2 On rappelle quelques notions sur le produit scalaire de deux vecteurs :
Soient ~AB et ~AC deux vecteurs. On définit leur produit scalaire par :


~AB. ~AC = ‖ ~AB‖.‖ ~AC‖. cos( ~AB, ~AC)


On note les équivalences suivantes :


~AB. ~AC = 0 ⇔ (‖ ~AB‖ = 0) ∨ (‖ ~AC‖ = 0) ∨ (cos( ~AB, ~AC) = 0)


⇔ (AB) ⊥ (AC)


On a en outre : ~AB. ~AB = ‖ ~AB‖2 = AB2


On peut alors faire la preuve :


BC2 = ~BC. ~BC


= ( ~BA+ ~AC).( ~BA+ ~AC)


= ~BA. ~BA+ ~BA. ~AC + ~AC. ~BA+ ~AC. ~AC


= AB2 +AC2 + 2 ~BA. ~AC


Donc on a l’équivalence :


AB2 +AC2 = BC2 ⇔ ~BA. ~AC = 0⇔ (AB) ⊥ (AC)⇔ ABC est rectangle en A


¤


Remarque 2 Signalons une autre méthode pour montrer la proposition de Pythagore :
Soit ABC un triangle rectangle et x = AB, y = AC et z = BC. On considère un carré de côté x+ y :


£
£
£
££
PPPPP


£
£


£
££PPPPP


x


y
z


Par comparaison des angles sur les triangles isométriques, on montre que la figure du centre est un carré de côté
z. On calcule alors l’aire du carré par deux méthodes :


(x+ y)2 = Aire = z2 + 4
xy


2


x2 + y2 = z2


¤


2







Remarque 3 On définit les triplets Pythagoriciens comme des triplets d’entiers (a, b, c) qui vérifient la relation de
Pythagore a2 + b2 = c2.


Il est clair qu’il existe une infinité de triplets Pythagoriciens : il suffit de prendre (3n, 4n, 5n) avec n ∈ N. On dit
que les triplets de la forme (3n, 4n, 5n) sont colinéaires au triplet (3, 4, 5).


Il est alors intéressant de se poser la question de l’existence d’une infinité de triplets Pythagoriciens non colinéairs
deux à deux.


Euclide fait la preuve suivante :
le carré d’un nombre impair est toujours impair, donc ∀m ∈ N,m impair, ∃n ∈ N tel quem2 = 2n+1 = (n+1)2−n2,


donc (n+ 1)2 = m2 + n2.
Il reste à montrer que les triplets ainsi obtenus sont non colinéaires . Soit donc (m,n, n+1) et (m′, n′, n′+1) deux


triplets Pythagoriciens de cette forme. Si ils sont colinéaires, ∃k ∈ N tel que kn′ = n et k(n′ + 1) = (n + 1) ; mais
alors k = 1.


¤


1.4 Les raisonnements de base


Proposition 2


(P ⇒ Q)⇔ (¬P ⇔ ¬Q) : contraposée


(¬P ⇒ Q) ∧ (¬P ⇒ ¬Q)⇒ (P ) : absurde


(¬P ⇒ Q) ∧ (P ⇒ Q)⇒ (Q) : tiers exclu


Remarque 4 Ces formules sont bien sûr les points de départ de raisonnements mathématiques usuels : les raisonne-
ments par contraposition, par l’absurde et par tiers exclu.


Exemple 3 Soit ABC un triangle de côtés de longueurs respectives AB = 3, AC = 4 et BC = 6. Alors ABC n’est
pas rectangle.


Preuve 1 On utiluse la contraposée de la proposition de Pythagore :
AB2 +AC2 6= BC2 ⇒ ABC n’est pas rectangle en A.
BA2 +BC2 6= AC2 ⇒ ABC n’est pas rectangle en B.
CA2 + CB2 6= AB2 ⇒ ABC n’est pas rectangle en C.
Donc ABC n’est pas rectangle.


¤


Exemple 4 Le problème des trois prisonniers :
Trois prisonniers très intelligents sont alignés de tel sorte que le premier ne voit aucun des deux autres, le second


ne voit que le premier et le troisième voit les deux autres. Le geolier dispose de trois chapeaux noirs et de deux chapeaux
blancs et place un chapeau sur la tête de chaque prisonnier. Il annonce alors que celui des trois qui donnera la couleur
de son chapeau en étant sûr de ne pas se tromper pourra sortir. Seul le premier prisonnier sort.


Quelle était la couleur du chapeau du premier prisonnier ?


Réponse : noire.


Preuve 2 Raisonnons par l’absurde : supposons que la couleur du chapeau du premier prisonnier soit blanche. Il y a
alors deux cas :


- soit le deuxième a un chapeau blanc, et alors le troisième prisonnier se serait empressé de répondre qu’il avait
un chapeau noir.


- soit le deuxième a un chapeau, mais alors, comme le troisième ne répond pas, le deuxième sait que son chapeau
est noir.


Les deux cas amènent donc une contradiction, donc le chapeau du premier est noir.


¤


Proposition 3 Le raisonnement par récurrence :
Soit P (n) une proposition qui dépend de n.
Si on parvient à montrer que P (0) est vraie et que (P (n) ⇒ P (n + 1)) pour tout entier n, alors on aura montré


que P (n) est vraie pour tout entier n.
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Remarque 5 Il faut penser à une échelle dont on pourrait atteindre la première marche et sur laquelle on saurait
passer d’une marche à la suivante. Il est clair qu’on pourra atteindre toutes les marches.


En revanche si la première marche est trop haute, ou que l’une des marches est cassée, on ne pourra pas atteindre
toutes les marches.


Exemple 5


pour tout entier n, 1 + 2 + 3 + . . .+ (n− 1) + n =
n
∑


k=1


k =
n(n+ 1)


2


Preuve 3 On raisonne par récurrence sur n :
- Initialisation : le résultat est clair pour n = 0.
- Transmission : supposons le résultat vrai au rang n. On a alors :


n+1
∑


k=1


k =


n
∑


k=1


k + (n+ 1) =
n(n+ 1)


2
+ (n+ 1) =


n(n+ 1) + 2(n+ 1)


2
=


(n+ 1)(n+ 2)


2


d’où le résultat.
¤


Exemple 6


pour tout entier n, 1 + 4 + 9 + . . .+ (n− 1)2 + n2 =


n
∑


k=1


k2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)


6


Preuve 4 On raisonne par récurrence sur n :
- Initialisation : le résultat est clair pour n = 0.
- Transmission : supposons le résultat vrai au rang n. On a alors :


n+1
∑


k=1


k2 =


n
∑


k=1


k2 + (n+ 1)2


=
n(n+ 1)(2n+ 1)


6
+ (n+ 1)2


=
n(n+ 1)(2n+ 1) + 6(n+ 1)2


6


=
(n+ 1)[n(2n+ 1) + 6(n+ 1)]


6


=
(n+ 1)(2n2 + 7n+ 6)


6


=
(n+ 1)(n+ 2)(2n+ 3)


6


¤


Remarque 6 cf ”Les Tours de Hanoi et la partition du cercle” pour d’autres preuves intéressantes.


1.5 Les quantificateurs


Définition 3 On définit les quantificateurs suivants :
– quantificateur universel : ”pour tout x dans A, P(x) est vraie” se note ∀x ∈ A,P (x)
– quantificateur existentiel : ”il existe x dans A tel que P(x) est vraie” se note ∃x ∈ A,P (x)
– quantificateur existentiel unique : ”il existe un unique x dans A tel que P(x) est vraie” se note ∃!x ∈ A,P (x)


Proposition 4 Négation des quantificateurs :


¬(∀x ∈ A,P (x))⇔ (∃x ∈ A,¬P (x))


¬(∃x ∈ A,P (x))⇔ (∀x ∈ A,¬P (x))


¬(∃!x ∈ A,P (x))⇔ ((∀x ∈ A,¬P (x)) ∨ (∃x1 ∈ A,∃x2 ∈ A, (x1 6= x2) ∧ (P (x1)) ∧ (P (x2)))
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2 Ensembles


2.1 la notion d’ensemble


Définition 4 On dit d’un objet qu’il est un ensemble si l’on peut dire sans ambiguité quelle est la condition d’appar-
tenance à cet objet.


Si A est un ensemble, x ∈ A signifie x appartient à A, ou encore x est élément de A.


Exemple 7 1. L’ensemble des entiers naturels pairs est un ensemble,


2. l’ensemble des ”hommes importants” n’est pas un ensemble.


Exemple 8 On connâıt bien les ensembles de nombres :
– N est l’ensemble des entiers naturels,
– Z est l’ensemble des entiers relatifs,
– Q est l’ensemble des nombres rationnels,
– R est l’ensemble des nombres réels.


Définition 5 Soient A et B deux ensembles. On dit que A est inclus dans B, ou encore que A est une partie de B si
tout élément de A est aussi élément de B :


A ⊂ B ⇔ ∀x ∈ A, x ∈ B


On dit que A est égal à B si ils ont exactement les mêmes éléments :


A = B ⇔ (A ⊂ B) ∧ (B ⊂ A)⇔ (∀x, x ∈ A⇔ x ∈ B)


Définition 6 Il existe un seul ensemble qui n’a aucun élément. On le note ∅.


2.2 Ecriture des ensembles


Il y a deux moyens d’écrire les ensembles :


1. En extension : On écrit tous les éléments de l’ensemble A entre { } : A = {x; y; z}.
Exemple 9 - Un singleton est un ensemble n’ayant qu’un seul élément : {x},
- une paire est un ensemble ayant deux éléments : {x; y}.


2. En compréhension : On définit l’ensemble A comme étant constitué de tous les éléments d’un autre ensemble B
qui vérifient une propriété P : A = {x ∈ B|P (x)}.
Exemple 10 - [1; 3] = {x ∈ R|1 ≤ x ≤ 3},
- ∅ = {x ∈ R|x = x+ 1}.


2.3 Ensemble des parties d’un ensemble


Définition 7 Soit A un ensemble. Il existe un ensemble constitué de toutes les parties de A.On le note ℘(A).
Notons que B ∈ ℘(A)⇔ B ⊂ A.


Exemple 11 - ℘(∅) = ∅,
- ℘({x; y}) = {∅; {x}; {y}; {x; y}}.


Proposition 5 Soient A et B deux ensembles. On a A = B ⇔ ℘(A) = ℘(B).


Démonstration 3 ⇒ ) évident.
⇐ ) Montrons la double inclusion :


– A ⊂ A⇒ A ∈ ℘(A) = ℘(B)⇒ A ⊂ B,
– de même, B ⊂ A.


¤
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2.4 Produit cartésien


Définition 8 Le couple (x, y) est l’ensemble{{x}; {x; y}}.


Remarque 7 Attention à ne pas confondre la paire {x; y} avec le couple (x, y). En fait, si (x, y) et (x′, y′) sont deux
couples, on a : (x, y) = (x′, y′)⇔ (x = x′) ∧ (y = y′).


Définition 9 Soient A et B deux ensembles. Le produit cartésien de A et B est l’ensemble des couples (x, y) avec
x ∈ A et y ∈ B : A×B = {(x, y)|(x ∈ A) ∧ (y ∈ B)}


Exemple 12 Soit A = {x; y; z}, B = {1; 2}
Le produit cartésien de A et B est : A×B = {(x, 1); (x, 2); (y, 1); (y, 2); (z, 1); (z, 2)}.
On remarque que le nombre d’éléments de A×B est le produit du nombre d’éléments de A par celui de B. On peut


aisément généraliser ce résultat à n’importe quels ensembles X et Y finis.


Exemple 13 Soient A,B,C et D quatre ensembles non vides. Alors A×B = C ×D ⇔ (A = C) ∧ (B = D)


Preuve 5 montrons que A ⊂ C (l’autre inclusion étant symétrique et l’autre égalité se prouvant de la même manière) :
soit x ∈ A.
B 6= ∅ ⇒ ∃y ∈ B ⇒ (x, y) ∈ A×B = C ×D ⇒ x ∈ C.


¤


2.5 Opérations sur les ensembles


On définit de nombreuses opérations sur les ensembles :
soient A et B deux parties d’un ensemble E ; on définit :


1. Union : A ∪B = {x ∈ E|(x ∈ A) ∨ (x ∈ B)},
2. Intersection : A ∩B = {x ∈ E|(x ∈ A) ∧ (x ∈ B)},
3. Différence : A \B = {x ∈ E|(x ∈ A) ∧ (x /∈ B)},
4. Différence symétrique : A4B = (A \B) ∪ (B \A)
5. Complémentaire de A dans E : CE(A) = {x ∈ E|(x /∈ A)} = E \A,


Remarque 8 On peut voir ces opérations sur un dessin :


E


A B A ∪B A ∩B A \B A4B


CE(A)


Exemple 14 Soient A = {1; 2; 3; 4; 5; 6} et B = {1; 3; 5; 7; 9} des sous ensembles de E = {1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9}. Alors :
– A ∪B = {1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 9},
– A ∩B = {1; 3; 5},
– A \B = {2; 4; 6},
– A4B = {2; 4; 6; 7; 9}
– CE(A) = {7; 8; 9},


Exercice 1


A4B = CA∪B(A ∩B) = (CE(A) ∩B) ∪ (CE(B) ∩A)
CE(A ∪B) = (CE(A)) ∩ (CE(B))
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2.6 Etude d’un exemple : constructibilité


Définition 10 On se place dans le plan R2.
On définit l’ensemble CONSn des points constructibles en n étapes par l’induction suivante :
– CONS0 = {(0, 0); (1, 0)},
– Supposons défini les ensembles CONSk pour k < n.


On dit qu’une droite est constructible en n étapes si elle passe par deux points constructibles en strictement moins
de n étapes,
On dit qu’un cercle est constructible en n étapes si son centre est constructible en strictement moins de n étapes
et qu’il passe par un point constructible en strictement moins de n étapes,
On dit qu’un point est constructible en n étapes (donc qu’il est dans CONSn), si il est l’intersection de deux
droites, ou d’une droite et d’un cercle, ou de deux cercles constructibles en n étapes.


On définit l’ensemble CONS des points constructibles par :


CONS = CONS0 ∪ CONS1 ∪ . . . =
⋃


n∈N


CONSn


On dit qu’un réel x est constructible si (x, 0) ∈ CONS.


� �� �


�


�


Proposition 6 Quelques résultats importants :


1. Equation de droite :
On cherche l’équation de la droite ∆ passant par deux points A(xA, yA) et B(xB , yB) distincts (avec par exemple
xA 6= xB).


P (x, y) ∈ ∆ ⇔ ~AP et ~AB sont colinéaires


⇔ ∃λ ∈ R, ~AP = λ. ~AB


⇔ { x− xA = λ.(xB − xA)
y − yA = λ.(yB − yA)


⇔ { λ = x−xA


xB−xA


y − yA = x−xA


xB−xA
.(yB − yA)


⇔ y = x.
yB − yA
xB − xA


+ (yA − xA.
yB − yA
xB − xA


)


7







Remarque 9 On suppose ici que xA − xB 6= 0 pour pouvoir diviser par xA − xB. Si ce n’est pas le cas, on ne
peut pas paramétrer y en fonction de x, mais comme A et B sont distincts, xA − xB = 0⇒ yA − yB 6= 0 et on
peut donc paramétrer x par y.


2. Equation de cercle :
On cherche l’équation du cercle Ω de centre A(xA, yA) et de rayon R.


P (x, y) ∈ Ω ⇔ AP = R⇔ AP 2 = R2


⇔ ~AP . ~AP = R2


⇔
(


x− xA
y − yA


)


.


(


x− xA
y − yA


)


= R2


⇔ (x− xA)
2 + (y − yA)


2 = R2


3. Formules trigonométriques :
On rappelle que le cosinus et le sinus d’un angle se lisent sur le cercle trigonométrique.


α


cosα


sinα


On en déduit immédiatement certaines formules simples (la première formule correspond à l’équation du cercle,
les autres reviennent simplement à regarder sur la figure les angles correspondants) :


(sinx)2 + (cosx)2 = 1


cos(−x) = cosx et sin(−x) = − sinx


cos(π − x) = − cosx et sin(π − x) = sinx


sin(
π


2
− x) = cosx et cos(


π


2
− x) = sinx


On a d’autre part :


a


b


cos(a− b) = ‖ ~OP‖.‖ ~OQ‖. cos( ~OP , ~OQ)


= ~OP . ~OQ


=


(


cos b
sin b


)


.


(


cos a
sin a


)


= cos a. cos b+ sin a. sin b


Par les formules précédentes, on peut alors en déduire :


cos(a+ b) = cos a. cos b− sin a. sin b


sin(a+ b) = sin a. cos b+ cos a. sin b
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sin(a− b) = sin a. cos b− cos a. sin b


En sommant puis en soustrayant les deux premières entre elles et les deux suivantes entre elles, on obtient


cos(a− b) + cos(a+ b) = 2 cos a cos b


cos(a− b)− cos(a+ b) = 2 sin a sin b


sin(a− b) + sin(a+ b) = 2 sin a cos b


En remplaçant b par a, on obtient :
1 + cos(2a) = 2(cos a)2


1− cos(2a) = 2(sin a)2


sin(2a) = 2 sin a cos a


Remarque 10 Il n’est pas inutile de connâıtre ces formules et de savoir les retrouver.


4. Polygônes réguliers :


αn βn


βn


On rappelle juste que l’angle au centre d’un polygône régulier à n côtés est donné par αn = 2π
n


et qu’un angle
extérieur est donné par βn = π( 1


2 − 1
n
).


5. Barycentres :
Soit n ∈ N \ {0}.
Soient A1, A2, . . . , An n points du plan et α1, α2, . . . , αn n réels tels que


∑n
k=1 αk 6= 0. Le barycentre G de


A1, A2, . . . , An pour les coefficients α1, α2, . . . , αn est défini par
∑n


k=1 αk.
~GAk = ~0.


On dit que G est l’isobarycentre des points A1, A2, . . . , An si G est le barycentre de A1, A2, . . . , An pour les
coefficients 1, 1, . . . , 1.


Remarque 11 La définition du barycentre est équivalente à : ~OG =
∑


n


k=1 αk
~OAk


∑


n


k=1 αk
.


En effet,


n
∑


k=1


αk. ~GAk = ~0 ⇔
n
∑


k=1


αk.( ~GO + ~OAk) = ~0


⇔
n
∑


k=1


αk ~OG =
n
∑


k=1


αk ~OAk


⇔ ~OG =


∑n
k=1 αk


~OAk
∑n


k=1 αk


Exemple 15 – CONS0 = {(0, 0); (1, 0)},
– CONS1 = {(0, 0); (1, 0); (−1, 0); (2, 0); ( 1


2 ,
√


3
2 ); ( 1


2 ,−
√


3
2 )},


– CONS2 = . . .


Exercice 2 Retrouver CONS1 par les équations des cercles.
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Proposition 7 1. Si A et B sont deux points constructibles, alors le milieu du segment [A;B] est constructible.


2. Si ∆ est une droite constructible et P est un point constructible, la droite passant par P et perpendiculaire (resp. :
parallèle) à ∆ est constructible.


3. On en déduit que x ∈ R est constructible ⇔ ∃y ∈ R, (x, y) ∈ CONS.
Démonstration 4 Constructions très classiques.


¤


Proposition 8 1. Tout entier relatif est constructible.


2. Tout rationnel est constructible.


3. Si x ≥ 0 est constructible,
√
x est constructible.


Démonstration 5 Notons que l’axe des abscisses est constructible.


1. Montrons par récurrence que ∀n ∈ N \ {0}, n− 1 et n sont constructibles.
– 0 et 1 sont constructibles car (0, 0) ∈ CONS et (1, 0) ∈ CONS,
– supposons que n−1 et n soient constructibles. Alors on trace le cercle de centre (n, 0) et passant par (n−1, 0).


Il est constructible et coupe l’axe des abscisses (constructible) en (n+ 1, 0). Donc n+ 1 est constructible.
Pour construire un entier négatif, on fait le même travail dans les négatifs.


(0, 0) (1, 0) (4, 0)


� � � � �


Remarque 12 On voit ici que l’on a besoin de construire n − 1 cercles pour obtenir le point (n, 0) par cette
méthode. Elle n’est clairement pas optimale : par exemple, on n’a besoin que de 2 cercles pour construire le point
(4, 0) :


(0, 0) (1, 0) (4, 0)


� � � �


En fait si n ∈ N se décompose en base 2 sous la forme n = 2p+2p−1αp−1+. . .+4α2+2α1+α0 = 2p+
∑p−1


k=0 2
kαk,


(avec ∀k ∈ {0; . . . ; p− 1}, αk ∈ {0; 1}) alors on a besoin de p+αp−1 + . . .+ α2 +α1 + α0 = p+
∑p−1


k=0 αk cercles
pour construire n.


2. On utilise le théorème de Thalès : Si (p, q) ∈ N × (N \ {0}), on reporte p en P et q en Q sur une droite déjà
construite passant par 0. On trace ensuite la droite ∆ passant par Q et (1, 0), puis la droite ∆′ passant P et
parallèle à ∆. ∆′ coupe l’axe des abscisses (constructible) en p


q
.


(0, 0) (1, 0) p q


∆


∆′


P


Q


� ��
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3. On utilise la construction suivante :


(0, 0)


H
A


B


� � �


�


�


a1


b


(a) Méthode 1 : On a l’équation :


(
a− 1


2
)2 + b2 = (


a+ 1


2
)2


b2 = (
a+ 1


2
)2 − (


a− 1


2
)2 = a


b =
√
a


(b) Méthode 2 : les triangles OHB et BHA sont semblables, donc on a égalité des rapports :


a


b
=


b


1
⇒ a = b2


¤


On va maintenant s’intéresser à la construction d’un pentagone régulier. Le but est de placer à la règle et au compas
cinq points régulièrement espacés sur le cercle de centre O et de rayon 1, c’est-à-dire :


�


�


�


�


�


�


�


A


A′
B


C


D


E


O


Pour cela, on va construire le réel cos( 2π
5 ) (car 2π


5 est l’angle au centre d’un pentagone régulier).
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Proposition 9


cos(
π


5
) =


√
5 + 1


4
et cos(


2π


5
) =


√
5− 1


4


Démonstration 6 1. On calcule la somme de vecteurs :


~OA+ ~OB + ~OC + ~OD + ~OE = ~OA+ (cos(
2π


5
) ~OA+ sin(


2π


5
) ~OA′) + (cos(


4π


5
) ~OA+ sin(


4π


5
) ~OA′)


+(cos(
6π


5
) ~OA+ sin(


6π


5
) ~OA′) + (cos(


8π


5
) ~OA+ sin(


8π


5
) ~OA′)


= (1 + cos(
2π


5
) + cos(


4π


5
) + cos(


6π


5
) + cos(


8π


5
)) ~OA


+(sin(
2π


5
) + sin(


4π


5
) + sin(


6π


5
) + sin(


8π


5
)) ~OA′


= (1− 2 cos(
π


5
) + 2 cos(


2π


5
)) ~OA


On peut faire le même calcul avec le point B et on trouve :


(1− 2 cos(
π


5
) + 2 cos(


2π


5
)) ~OA = (1− 2 cos(


π


5
) + 2 cos(


2π


5
)) ~OB


Comme ~OA et ~OB ne sont pas colinéaires, on en déduit :


1− 2 cos(
π


5
) + 2 cos(


2π


5
) = 0


Remarque 13 O est donc l’isobarycentre des points A,B,C,D,E.


2. On a donc :


2 cos(
2π


5
) = 4(cos(


π


5
))2 − 2 = 2 cos(


π


5
)− 1


4(cos(
π


5
))2 − 2 cos(


π


5
)− 1 = 0


∆ = 4 + 16 = 20 = (2
√
5)2


cos(
π


5
) =


2± 2
√
5


8
=


1±
√
5


4


Comme cos(π5 ) est positif, on trouve le résultat :


cos(
π


5
) =


1 +
√
5


4


D’autre part,


cos(
2π


5
) = 2(cos(


π


5
))2 − 1 =


√
5− 1


4


¤


Par conséquent, on sait construire cos( 2π
5 ) et il ne reste plus qu’à reconstruire le pentagone.


¤


Exercice 3 Construire le triangle équilatéral et l’hexagone régulier de la même façon.


Remarque 14 On peut prouver que l’on ne peut pas construire l’heptagone régulier à la règle et au compas, mais
cette preuve fait appel à des notions de théorie des corps que l’on voit en deuxième année de classe préparatoire.
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3 Les applications


3.1 Définition


Définition 11 Soient A et B deux ensembles. Une application f de A dans B est un sous ensemble de A×B tel que
∀x ∈ A,∃!y ∈ B, (x, y) ∈ f .


On définit donc l’ensemble des applications de A dans B par :


F(A,B) = {f ∈ ℘(A×B)|∀x ∈ A,∃!y ∈ B, (x, y) ∈ f}
Remarque 15 Cette définition est une manière formelle de dire qu’une application f de A dans B associe une et une
seule image y = f(x) dans B à tout élément x de A.


On dit que y est l’image de x par f et que x est un antécédent de y.
On note souvent :


f : A −→ B


x 7−→ f(x)


3.2 Propriétés


Définition 12 Soient A et B deux ensembles et f ∈ F(A,B). On dit que :


1. f est injective si ∀(x, x′) ∈ A2, ((f(x) = f(x′))⇒ (x = x′)),


2. f est surjective si ∀y ∈ B,∃x ∈ A, f(x) = y,


3. f est bijective si ∀y ∈ B,∃!x ∈ A, f(x) = y.


Remarque 16 il faut bien comprendre ce que veulent dire ces définitions :


1. f est injective si tout élément de B a au plus un antécédent,


2. f est surjective si tout élément de B a au moins un antécédent,


3. f est bijective si tout élément de B a exactement un antécédent.


Exercice 4 Comment choisir les ensembles A et B pour que l’application f : A −→ B définie par f(x) = x2 soit
injective (resp. : surjective) ?


3.3 Les applications associées


Définition 13 Soient A et B deux ensembles et f ∈ F(A,B). On associe à f deux applications :


1. Image directe :


IDf : ℘(A) −→ ℘(B)


X 7−→ {y ∈ B|∃x ∈ X, f(x) = y}


2. Image réciproque :


IRf : ℘(B) −→ ℘(A)


Y 7−→ {x ∈ A|f(x) ∈ B}


Proposition 10 Soient A et B deux ensembles et f ∈ F(A,B). Alors ∀(Y1, Y2) ∈ ℘(B)2


IRf(Y1 ∪ Y2) = IRf(Y1) ∪ IRf(Y2)


IRf(Y1 ∩ Y2) = IRf(Y1) ∩ IRf(Y2)


IRf(Y1 4 Y2) = IRf(Y1)4 IRf(Y2)


IRf(CB(Y1)) = CA(IRf(Y1))


Démonstration 7 On ne démontre ici que la première assertion, les autres étant laissées en exercice :


x ∈ IRf(Y1 ∪ Y2) ⇔ f(x) ∈ Y1 ∪ Y2


⇔ (f(x) ∈ Y1) ∨ (f(x) ∈ Y2)


⇔ (x ∈ IRf(Y1)) ∨ (x ∈ IRf(Y2))


⇔ x ∈ IRf(Y1) ∪ IRf(Y2)
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¤


Remarque 17 Pour l’image directe, les formules ne sont pas aussi simples :
Soient A et B deux ensembles et f ∈ F(A,B). Alors ∀(X1, X2) ∈ ℘(A)2


IDf(X1 ∪X2) = IDf(X1) ∪ IDf(X2)


IDf(X1 ∩X2) Ã IDf(X1) ∩ IDf(X2)


Démonstration 8 - Union :


y ∈ IDf(X1 ∪X2) ⇔ ∃x ∈ X1 ∪X2, f(x) = y


⇔ (∃x ∈ X1, f(x) = y) ∨ (∃x ∈ X2, f(x) = y)


⇔ (y ∈ IDf(X1)) ∨ (y ∈ IDf(X2))


⇔ y ∈ IDf(X1) ∪ IDf(X2)


- Intersection :


y ∈ IDf(X1 ∩X2) ⇒ ∃x ∈ X1 ∩X2, f(x) = y


⇒ (y ∈ IDf(X1)) ∧ (y ∈ IDf(X2))


⇒ y ∈ IDf(X1) ∩ IDf(X2)


En revanche, l’autre inclusion est fausse.
Contre-exemple : posons A = {1; 2; 3}, B = {x; y} et f définie par : f(1) = f(2) = x, f(3) = y. Posons ensuite
X1 = {1; 3} et X2 = {2; 3}. Alors,


IDf(X1 ∩X2) = IDf({3}) = {y} 6= {x; y} = {x; y} ∩ {x; y} = IDf(X1) ∩ IDf(X2)


¤


Proposition 11 Soient A et B deux ensembles et f ∈ F(A,B). Alors ∀X ∈ ℘(A),∀Y ∈ ℘(B)


Y ⊃ IDf(IRf(Y ))


X ⊂ IRf(IDf(X))


Démonstration 9 - y ∈ IDf(IRf(Y ))⇒ ∃x ∈ IRf(Y ), f(x) = y ⇒ y ∈ Y
- x ∈ X ⇒ f(x) ∈ IDf(X)⇒ x ∈ IRf(IDf(X))
- En revanche, l’autre inclusion est fausse dans les deux cas.
Contre-exemple sur un dessin :


B
B
B
B
B
B
B
B
BN? ? ?


£
£


£
£


£
£


£
£
£°


r r r r r


r r r r r
Â
Á
¿
À


¾
½
»
¼


¾
½
»
¼


Â
Á


¿
À


B


A


Y


X


IDf(IRf(Y)


IRf(IDf(X))


¤


Proposition 12 on a les équivalences suivantes :


f injective⇔ ∀X ∈ ℘(A), IRf(IDf(X)) = X


f surjective⇔ ∀Y ∈ ℘(B), IDf(IRf(Y )) = Y
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Démonstration 10 On ne prouve ici que la première équivalence, la seconde étant laissée en exercice.
⇐ On considère le singleton {x} = IRf(IDf({x})).


Soit x′ ∈ A tel quef(x) = f(x′). Alors f(x′) ∈ IDf({x}), donc x′ ∈ IRf(IDf({x}) = {x}, donc x′ = x.
Donc f est bien injective.


⇒ Soit X ∈ ℘(A). On a déjà vu que X ⊂ IRf(IDf(X)). Il ne reste donc qu’à prouver l’autre inclusion.
Soit x ∈ IRf(IDf(X)). Alors f(x) ∈ IDf(X), donc ∃x′ ∈ Xtel quef(x) = f(x′). Mais comme f est injective,
x = x′ ∈ X.


¤


3.4 Composition des applications


Définition 14 Soient A, B et C trois ensembles. Soient f ∈ F(A,B) et g ∈ F(B,C).
On définit g ◦ f ∈ F(A,C), appelée composée de f par g par : ∀x ∈ A, g ◦ f(x) = g(f(x)).


Proposition 13 Soient A, B et C trois ensembles. Soient f ∈ F(A,B) et g ∈ F(B,C).
On a les implications suivantes :


f et g injectives⇒ g ◦ f injective


f et g surjectives⇒ g ◦ f surjective


g ◦ f injective⇒ f injective


g ◦ f surjective⇒ g surjective


Démonstration 11 1. Soit (x1, x2) ∈ A2 tel que g ◦ f(x1) = g ◦ f(x2),
(g injective) ∧ (g ◦ f(x1) = g ◦ f(x2))⇒ f(x1) = f(x2)
(f injective) ∧ (f(x1) = f(x2))⇒ x1 = x2, donc g ◦ f est injective.


2. Soit z ∈ C,
g surjective⇒ ∃y ∈ B, g(y) = z
f surjective⇒ ∃x ∈ A, f(x) = y
Donc ∃x ∈ A, g ◦ f(x) = z, donc g ◦ f est surjective.


3. Soit (x1, x2) ∈ A2 tel que f(x1) = f(x2), alors g ◦ f(x1) = g ◦ f(x2) et comme g ◦ f est injective, x1 = x2, donc
f est injective.


4. Soit z ∈ C ; comme g ◦ f est surjective, ∃x ∈ A, g ◦ f(x) = z. Pour cet x, f(x) ∈ B et g(f(x)) = z, donc g est
surjective.


¤


Remarque 18 Notons que g ◦ f peut être injective sans que g ne le soit :
Contre-exemple : soient A = {x},B = {y; z} et C = {t} ; f ∈ F(A,B) définie par f(x) = y et g ∈ F(B,C) définie


par g(y) = t et g(z) = t. Alors g ◦ f est injective et g ne l’est pas.


3.5 Application réciproque


Définition 15 Soit A un ensemble.
L’application identité est l’application IdA ∈ F(A,A) définie par : ∀x ∈ A, IdA(x) = x.


Définition 16 Soient A et B deux ensembles et f ∈ F(A,B) bijective. Il existe une unique application de F(B,A),
notée f−1 et appelée inverse de f , qui vérifie : f ◦ f−1 = IdB et f−1 ◦ f = IdA.


Bien entendu, f−1 est aussi bijective et (f−1)−1 = f .


Remarque 19 L’application f−1 associe à chaque élément y de B son unique antécédent par f . Il faut donc voir
l’action de f−1 comme l’action inverse de celle de f .


Proposition 14 Soient A, B et C trois ensembles. Soient f ∈ F(A,B) et g ∈ F(B,C) deux applications bijectives.
Alors g ◦ f est bijective et son inverse est : (g ◦ f)−1 = f−1 ◦ g−1.


Démonstration 12 Il est clair que tout z dans C a un unique antécédent par g ◦ f : c’est l’unique antécédent par f
de l’unique antécédent de z par g.


De plus, (g ◦ f) ◦ (f−1 ◦ g−1) = g ◦ f ◦ f−1 ◦ g−1 = g ◦ (f ◦ f−1) ◦ g−1 = g ◦ g−1 = IdC et (f−1 ◦ g−1) ◦ (g ◦ f) = IdA.


¤
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3.6 Restriction et prolongement d’une application


Soient A et B deux ensembles et f : A −→ B.
Il s’agit ici de modifier l’ensemble de départ A de l’application f .


Définition 17 Si E est une partie de A, on note f|E l’application de E dans B définie par ∀x ∈ E, f|E(x) = f(x).
Cette application s’appelle restriction de f à E.


Si A est une partie de E′, une application φ de E′ dans B telle que φ|A = f sera appelée prolongement de f à E ′.


Proposition 15 Soient A et B deux ensembles et f : A −→ B.
f injective ⇒ toute restriction de f est injective,
f surjective ⇒ tout prolongement de f est surjectif.


Démonstration 13 On ne démontre que la première assertion, l’autre étant laissée en exercice. Soient x1, x2 ∈ E
tels que f|E(x1) = f|E(x2). Alors f(x1) = f(x2), donc par injectivité de f , x1 = x2. Donc f|E est injective.


¤


3.7 Etude d’un exemple : la partie entière


Définition 18 On définit l’application partie entière par :


E : R −→ Z


x 7−→ E[x] où E[x] est le seul entier relatif tel que E[x] ≤ x < E[x] + 1


Remarque 20 E[x] est aussi le seul entier relatif tel que x− 1 < E[x] ≤ x.


Exemple 16 1. ∀p ∈ Z,∀x ∈ R, E[x+ p] = E[x] + p.


2. ∀x ∈ Z, E[−x] = −E[x],
∀x ∈ R \ Z, E[−x] = −E[x]− 1.


3. etc...


Preuve 6 1. Il suffit d’écrire que : E[x] ≤ x < E[x] + 1 ⇒ E[x] + p ≤ x + p < E[x] + p + 1 et E[x] + p ∈ Z ⇒
E[x+ p] = E[x] + p.


2. si x ∈ Z, E[x] = x et E[−x] = −x⇒ E[−x] = −E[x],
sinon, E[x] < x < E[x]+1⇒ −E[x]−1 < −x < −E[x] = −E[x]−1+1 et −E[x]−1 ∈ Z⇒ E[−x] = −E[x]−1.


¤


Exemple 17 1. ∀n ∈ N \ {0},∀x ∈ R, E[nx]− n < nE[x] ≤ E[nx],


2. ∀n ∈ N \ {0},∀x ∈ R, E[ 1
n
E[nx]] = E[x].


Preuve 7 1. Il suffit d’écrire que : x− 1 < E[x] ≤ x⇒ nx− n < nE[x] ≤ nx.
mais E[nx] ≤ nx, donc E[nx]− n ≤ nx− n < nE[x],
et nE[x] ∈ Z et nE[x] ≤ nx⇒ nE[x] ≤ E[nx].
d’où le résultat.


2. par conséquent, 1
n
E[x]− 1 < E[x] ≤ 1


n
E[nx], donc E[ 1


n
E[nx]] = E[x].


¤


Exercice 5 Le but de l’exercice est de montrer que


∀n ∈ N,∀x ∈ R,
n−1
∑


k=0


E[x+
k


n
] = E[nx]


On définit la fonction f par :


f : R −→ N


x 7−→
n−1
∑


k=0


E[
x+ k


n
]
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1. montrer que ∀x ∈ R, f(x+ 1) = f(x) + 1.


2. En déduire que ∀p ∈ N,∀x ∈ R, f(x+ p) = f(x) + p.


3. Montrer que ∀x ∈ [0; 1[, f(x) = 0.


4. En déduire que E = f .


5. Conclure.


Définition 19 On définit la fonction partie fractionnaire par :


F : R −→ [0; 1[


x 7−→ x− E[x]


Exemple 18 1. ∀p ∈ Z,∀x ∈ R, F [x+ p] = F [x]


2. Si x ∈ Z, F [x] + F [−x] = 0,
sinon F [x] + F [−x] = 1.


Preuve 8 1. F [x+ p] = x+ p− E[x+ p] = x+ p− (E[x] + p) = x− E[x] = F [x]


2. Si x ∈ Z, F [x] = F [−x] = 0,
sinon F [x] + F [−x] = x− E[x]− x− E[−x] = −E[x]− (−E[x]− 1) = 1.


¤


Exercice 6 Montrer que


∀(p, q) ∈ (N \ {0})2, pgcd(p, q) = 1,


q−1
∑


k=1


F [
k.p


q
] =


q − 1


2


Définition 20 Soit A ⊂ R une partie de R.
On dit que A est une partie dense de R si : ∀ε > 0,∀x ∈ R,∃a ∈ A tel que |x− a| < ε.
On dit que A est une partie discrète de R si : ∀x ∈ R,∃ε > 0 tel que ∀y ∈ R, |x− y| < ε⇒ (x = y) ∨ (x /∈ A).


Proposition 16 – Q et R \Q sont denses dans R.
– Z est discret.


Démonstration 14 Soit x ∈ R et ε > 0.
Soit n ∈ N tel que 1


n
< ε.


On pose y1 = E[nx]
n


et y2 = E[nx
√


2]


n
√


2
.


On vérifie que y1 ∈ Q, y2 ∈ R \Q et |x− y1| < ε, |x− y1| < ε.


¤
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4 Relation binaire sur un ensemble


4.1 Définition et propriétés


Définition 21 Une relation binaire sur un ensemble A est un sous-ensemble R ⊂ A×A.


Remarque 21 On note souvent xRy pour (x, y) ∈ R.
Une relation binaire sur un ensemble doit bien sûr être vue comme une relation entre les éléments de cet ensemble.


Exemple 19 On définit la relation binaire sur N par : ≤= {(n,m) ∈ N2|(n = m) ∨ (∃p ∈ N \ {0}, succp(n) = m)}
(où succ(n) = n+ 1) et on note n ≤ m pour (n,m) ∈≤.


Définition 22 Soit A un ensemble et R une relation binaire sur A. On dit que R est :
– réflexive si ∀x ∈ A, xRx,
– symétrique si ∀(x, y) ∈ A2, xRy ⇒ yRx,
– antisymétrique si ∀(x, y) ∈ A2, (xRy) ∧ (yRx)⇒ x = y,
– transitive si ∀(x, y, z) ∈ A3, (xRy) ∧ (yRz)⇒ xRz,


4.2 Relation d’ordre


Définition 23 Soit A un ensemble et R une relation binaire sur A. On dit que R est une relation d’ordre si R est
réflexive, antisymétrique et transitive.


On dit que l’ordre R est total si on a de plus : ∀(x, y) ∈ A2, (xRy) ∨ (yRx).


Exemple 20 La relation ≤ définie par ∀(n,m) ∈ N2, n ≤ m ⇔ (n = m) ∨ (∃p ∈ N \ {0}, succp(n) = m) (où
succ(n) = n+ 1) est une relation d’ordre sur N.


En effet, elle est clairement réflexive, antisymétrique (∀(m,n) ∈ N2, (m ≤ n) ∧ (n ≤ m) ⇒ (m = n)) et transitive
(∀(m,n, p) ∈ N3, (m ≤ n) ∧ (n ≤ p)⇒ (∃a ∈ N, succa(m) = n) ∧ (∃b ∈ N, succb(n) = p)⇒ (succa+b(m) = p)⇒ (m ≤
p)).


Définition 24 Si R est une relation d’ordre sur un ensemble A et A′ est un sous-ensemble de A, on définit les notions
de :


– majorant (resp. : minorant) : m ∈ A est un majorant (resp. : minorant) de A′ dans A si ∀x ∈ A′, xRm (resp. :
mRx),


– plus grand élément (resp. : plus petit élément) : n ∈ A′ est le plus grand élément (resp. : plus petit élément) de
A′ si ∀x ∈ A′, xRn (resp. : nRx),


– borne supérieure (resp. : borne inférieure) : b ∈ A est la borne supérieure (resp. : borne inférieure) de A′ si b est
un majorant (resp. : un minorant) de A′ et ∀m ∈ A,m majorant (resp. : minorant) de A′ ⇒ bRm (resp. :
mRb).


Remarque 22 – Le plus grand élément de A est un majorant de A dans A.
La borne supérieure est le plus petit des majorants.


– Pour certains ensembles, il n’y a pas de majorant, de plus grand élément ou de borne supérieure :
contre-exemple : N n’a pas de majorant, de plus grand élément ni de borne supérieure dans N.


– En général, il existe plusieurs majorants. En revanche le plus grand élément et la borne supérieure (s’ils existent)
sont uniques.
preuve : antisymétrie de la relation d’ordre R.


Exemple 21 1. A = N, A′ = {4, 5, 7, 9, 11, 15}, R =≤. On a alors par exemple 19 majorant de A′, max(A′) =
sup(A′) = 15.


2. A = Q, B = R, A′ = {x ∈ A|x2 < 2}, R =≤. Tout rationnel (resp. : réel) plus grand que
√
2 est majorant de A′


dans A = Q (resp. : B = R). A′ n’a pas de plus grand élément. A′ n’a pas de borne supérieure dans A = Q mais√
2 est la borne supérieure de A′ dans B = R.


4.3 Relation d’équivalence


Définition 25 Soit A un ensemble et R une relation binaire sur A. On dit que R est une relation d’équivalence si R
est réflexive, symétrique et transitive.
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Exemple 22 Soit n ∈ N.
La relation ≡[n] définie par ∀(p, q) ∈ N2, p ≡[n] q ⇔ ∃k ∈ Z, p−q = kn est une relation d’équivalence sur N, appelée


relation de congruence modulo n.
En effet, elle est clairement réflexive(prendre k = 0), symétrique (∀(p, q) ∈ N2, (p ≡[n] q)⇒ (∃k ∈ Z, p−q = kn)⇒


(q − p = (−k)n) et transitive (∀(p, q, r) ∈ N3, (p ≡[n] q) ∧ (q ≡[n] r)⇒ (∃k ∈ Z, p− q = kn) ∧ (∃k′ ∈ Z, q − r = k′n)⇒
(p− r = (k + k′)n)⇒ (p ≡[n] r)).


Définition 26 Soit A un ensemble et R une relation d’équivalence sur A. Pour x ∈ A, on appelle classe d’équivalence
de x pour R l’ensemble : clR(x) = {y ∈ A|xRy}.


Proposition 17 Soit A un ensemble et R une relation d’équivalence sur A. Alors ∀(x, y) ∈ A2,


xRy ⇔ clR(x) = clR(y)


¬(xRy)⇔ clR(x) ∩ clR(y) = ∅
Ainsi, les classes d’équivalence pour R forment une partition de A, c’est-à-dire : ∀(x, y) ∈ A2, (clR(x) = clR(y)) ∨


(clR(x) ∩ clR(y) = ∅).


Démonstration 15 - si xRy, alors z ∈ clR(y) ⇒ yRz ⇒ xRz (par transitivité) ⇒ z ∈ clR(x) donc clR(y) ⊂
clR(x). Par symétrie, on a aussi yRx donc clR(x) ⊂ clR(y), donc clR(y) = clR(x).
Réciproquement, si clR(y) = clR(x), x ∈ clR(x) (par réflexivité), donc x ∈ clR(y), donc xRy.


- si clR(x) ∩ clR(y) 6= ∅, soit z ∈ clR(x) ∩ clR(y). Alors (xRz) ∧ (yRz), donc par symétrie et transitivité, xRy.
Donc par contraposée, ¬(xRy)⇒ clR(x) ∩ clR(y) = ∅.
Réciproquement, si xRy, x ∈ clR(x) ∩ clR(y), donc clR(x) ∩ clR(y) 6= ∅. D’où le résultat par contraposée.


- ∀(x, y) ∈ A2, soit xRy, et alors clR(x) = clR(y), soit ¬(xRy), et alors clR(x) ∩ clR(y) = ∅.


¤


Définition 27 Soit A un ensemble et R une relation d’équivalence sur A. L’ensemble des classes d’équivalence pour
R est appelé ensemble quotient de A par R et est noté : A/R = {clR(x)|x ∈ A}.


Exemple 23 L’ensemble quotient de N par ≡[n] est : N/ ≡[n]= {cl≡[n]
(0); cl≡[n]


(1); . . . ; cl≡[n]
(n−1)} = {{0;n; 2n; 3n; . . .}; {1;n+


1; 2n+ 1; . . .}; . . . ; {n− 1; 2n− 1; 3n− 1; . . .}}.


5 Loi de composition interne sur un ensemble


5.1 Définitions


Définition 28 Soit A un ensemble.
Une loi de composition interne sur A est une application de A2 dans A.
Si elle est notée ?, l’image de (x, y) sera notée x ? y plutôt que ?(x, y).


Définition 29 Soit A un ensemble et ? une loi de composition interne sur A.


1. On dit que ? est :
– associative si ∀(x, y, z) ∈ A3, (x ? y) ? z = x ? (y ? z),
– commutative si ∀(x, y) ∈ A2, x ? y = y ? x.


2. On dit que A possède un élément neutre pour ? si ∃e ∈ A tel que ∀x ∈ A, x ? e = e ? x = x.


3. Si un tel élément existe, on dit qu’un élément x de A est symétrisable dans A si ∃x′ ∈ A tel que x?x′ = x′?x = e.
x′ est appelé symétrique de x pour ?.


4. On dit qu’un élément x de A est régulier à gauche (resp. : à droite) sur A si ∀(y, z) ∈ A2, x ? y = x ? z ⇒ y =
z (resp. : y ? x = z ? x⇒ y = z)


Proposition 18 Soit A un ensemble et ? une loi de composition interne sur A.


1. Si il existe un élément neutre, alors il est unique,


2. Si il existe un élément neutre et que ? est associative, alors pour tout x dans A, si il existe un symétrique de x,
alors il est unique.


3. Si ? est commutative, les éléments réguliers à gauche sont exactement les éléments réguliers à droite.
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Exemple 24 Dans N, muni de la loi ×, 0 n’est pas régulier car x.0 = y.0; x = y.


Démonstration 16 1. Soient deux éléments neutres e, e′ pour ? dans A. Alors e = e ? e′ = e′. D’où l’unicité.


2. Soient x′1, x
′
2 deux symétriques de x pour ?. Alors x′1 = x′1 ? e = x′1 ? x ? x


′
2 = e ? x′2 = x′2.


3. Si la loi est commutative, x ? y = y ? x = z ? x = x ? z. D’où le résultat.


¤


5.2 Etude d’un exemple : sous-groupes de R


Définition 30 Soit A un ensemble muni d’une loi de composition interne ?.
On dit que (A, ?) est un groupe si :


1. ? est associative sur A ,


2. A possède un élément neutre pour ?,


3. tout élément de A est symétrisable pour ?.


On dit que (A, ?) est un groupe commutatif (ou abélien) si de plus ? est commutative sur A.


Définition 31 Soit (A, ?) un groupe.
On dit que ensemble (B, ?) est un sous-groupe de (A, ?) si B ⊂ A et (B, ?) est un groupe.


Proposition 19 Soit (A, ?) un groupe (où le neutre est noté e et l’inverse de x est noté x−1) et B ⊂ A.


Alors (B, ?) sous-groupe de (A, ?)⇔











e ∈ B
∀(x, y) ∈ B2, x ? y ∈ B
∀x ∈ B, x−1 ∈ B


Exemple 25 – (R,+) est un groupe (+ est l’addition usuelle sur R).
– (Z,+) est un sous groupe de (R,+).


Proposition 20 Soit (G,+) un sous groupe de (R,+).
Alors G est dense ou G = aZ = {a.z|z ∈ Z} avec a ∈ R.


Les sous-groupes de (R,+) sont donc soit denses, soit discrets.


Démonstration 17 Si G = {0}, pas de problème, G est discret.
Sinon, ∃x ∈ G \ {0}. Si x < 0,−x > 0 et −x ∈ G car (G,+) est un groupe.
Donc G ∩ R+ 6= ∅ ⇒ soit δ = inf(G ∩ R+)


1. Lemme 1 Si δ 6= 0, G = δZ.


Preuve 9 – Supposons que δ /∈ G. Alors ∃(x, y) ∈ G ∩ R+, x − δ < δ et y − δ < x − δ. Alors 0 < x − y <
δ et x− y ∈ G ce qui contredit la définition de δ. Donc δ ∈ G.


– Par conséquent, puisque (G,+) est un groupe, δZ ⊂ G
– Supposons que G 6⊂ δZ, alors ∃x ∈ G \ δZ. Alors ∃z ∈ Z tel que z.δ < x < (z + 1).δ (notons que z = [ x


δ
]).


Mais alors z.δ ∈ G et x ∈ G⇒ x− z.δ ∈ G ce qui est absurde car 0 < x− z.δ < δ.


2. Lemme 2 Si δ = 0, alors G est dense.


Preuve 10 Soit x ∈ R et ε > 0. Il faut trouver y ∈ G tel que |x− y| < ε.
δ = 0, donc ∃y′ ∈ G ∩ R+, y′ < ε.
Alors x


y′
≤ [ x


y′
] < x


y′
+ 1, donc x ≤ y′[ x


y′
] < x+ y′ < x+ ε et y′[ x


y′
] ∈ G car (G,+) est un groupe.


y′[ x
y′
] convient.


¤
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6 Les ensembles finis


6.1 La notion d’ensemble fini


Définition 32 Un ensemble A est fini si il existe n ∈ N tel que A soit en bijection avec {1; 2; . . . ;n}.
Si cet entier existe, il est unique. On dit que le cardinal de A est n, noté : n = card(A) = #(A).


Remarque 23 Bien sûr, ce cardinal est le nombre d’éléments dans l’ensemble A. Les entiers 1, 2, . . . , n permettent
de compter les éléments de A.


Proposition 21 - Si A est une partie d’un ensemble B fini, alors A est fini et card(A) ≤ card(B).
- Si A et B sont deux ensembles finis et f est une application de A dans B, alors


f injective⇒ card(A) ≤ card(B)


f surjective⇒ card(A) ≥ card(B)


f bijective⇒ card(A) = card(B)


6.2 Calcul du cardinal de certains ensembles


Proposition 22 Si A et B sont deux ensembles finis,


1. A ∩B et A ∪B sont finis et card(A ∩B) + card(A ∪B) = card(A) + card(B).


2. A×B est fini et card(A×B) = card(A).card(B).


Démonstration 18 Il suffit de faire un dessin.


¤


Proposition 23 (théorème des bergers)
Si A et B sont deux ensembles, avec B fini, et f est une application de A dans B telle qu’il existe p ∈ N tel que


∀y ∈ B, card(IRf({y})) = p, alors A est également fini et card(A) = p.card(B).


6.3 Les cardinaux connus


Proposition 24 Si E et F sont deux ensembles de cardinaux respectifs p et n,


1. card(℘(E))) = 2p


2. card(F(E,F )) = np


3. card({f ∈ F(E,F )|f injective}) =
{


0 si n < p
n!


(n−p)! sinon


4. card({f ∈ F(E,F )|f bijective}) =
{


0 si n 6= p
n! sinon


5. card({F ⊂ E|card(F ) = p}) = Cp
n = n!


p!(n−p)!
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Les algorithmes de multiplication rapide sont les piliers de nombreux programmes actuels : leur rôle central dans
des problèmes divers et variés en fait un enjeu majeur de l’algorithmique. Nous étudions dans ce problème quelques
exemples de méthodes algorithmiques plus ou moins efficaces pour la multiplication.


1 Description du problème


Problème


Soient n et m deux entiers (très grands). Le but est de calculer rapidement leur produit nm.
Bien que la question puisse parâıtre toute simple, nous allons voir qu’il existe de nombreuses façons de la résoudre,


plus ou moins astucieuses et plus ou moins efficaces.


Notations


On notera :
n =


∑p−1
k=0 2


kak +2p = a0 +2a1 + . . .+2p−1ap−1 +2p = 1ap−1 . . . a1a0
2
avec p ∈ N et ∀i ∈ {0; . . . ; p−1}, ai ∈ {0; 1}


la décomposition en base 2 de n.
On verra plus tard que p = E[ ln n


ln 2 ] (c’est ce qui nous servira a retrouver p en sachant n dans les programmes
suivants).


m =
∑q−1


k=0 2
kbk +2q = b0 +2b1 + . . .+2q−1bq−1 +2q = 1bq−1 . . . b1b0


2
avec q ∈ N et ∀i ∈ {0; . . . ; q− 1}, bi ∈ {0; 1}


la décomposition en base 2 de m.


Hypothèses


On supposera que les entiers sont donnés en base 2 (c’est le cas qui nous intéresse pour les machines).


2 Quelques notions utiles pour le problème


2.1 Logarithme Néperien


On admet l’existence d’une fonction continue strictement croissante ln :
R+∗ −→ R
t 7−→ ln(t)


telle que :


{


ln(1) = 0
∀a, b ∈ R+∗, ln(ab) = ln(a) + ln(b)


Question 1. Montrer que ∀a ∈ R,∀x ∈ K, ln(ax) = x ln(a)
pour K = N, puis K = Z, puis K = Q, puis par densité pour K = R.


Montrer que la fonction ln est positive sur [1;+∞[ et négative sur ]0; 1[.


Montrer que si n =
∑p−1


k=0 2
kak + 2p, alors p = E[ ln n


ln 2 ].


Correction 1.


1. Montrons par récurrence que ∀a ∈ R,∀x ∈ N, ln(ax) = x ln(a) :
– initialisation : ln(a0) = ln(1) = 0 par hypothèse.
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– transmission : soit n ∈ N et a ∈ R. On suppose que ln(an) = n ln(a). Alors ln(an+1) = ln(ana) = ln(an) +
ln(a) = n ln(a) + ln(a) = (n+ 1) ln(a).


2. On sait que : ∀n ∈ N, 0 = ln(1) = ln(a−nan) = ln(a−n) + ln(an) = ln(a−n) + n ln(a) d’où ln(a−n) = −n ln(a)
et on a le résultat pour K = Z.


3. On sait que : ∀p ∈ N, q ∈ N∗, p ln(a) = ln(ap) = ln(ap
q


q ) = ln((a
p


q )q) = q ln(a
p


q ) d’où ln(a
p


q ) = p
q
ln(a).


4. On sait que Q est dense dans R. Soit x ∈ R et (yn)n∈N une suite de rationnels qui convergent vers x. Alors par
continuité des fonctions ln et x 7→ ax, on a ln(ax) = limn→∞ ln(ayn) = limn→∞ yn ln(a) = x ln(a)


ln(1) = 0 et ln est strictement croissante, donc c’est évident.


Si n =
∑p−1


k=0 2
kak+2p, alors 2p ≤ n < 2p+1, donc par croissance de ln, p ln 2 ≤ lnn < (p+1) ln 2⇒ p ≤ ln n


ln 2 < p+1,


et comme p est entier, on a bien p = E[ ln n
ln 2 ].


On représente ici la fonction logarithme Néperien :
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2.2 Nombres complexes


Histoire des nombres


1. Les nombres entiers ont été inventés pour faciliter les échanges [si tu me donnes 3 moutons, je te donne 5 chèvres].


2. Les mauvais payeurs ont motivé la découverte des nombres relatifs [tu me dois toujours 3 moutons : crédit
montons = −3].


3. Pour trouver le prix du mouton pour une chèvre, on a du trouver les nombres rationnels [1 mouton= 5
3 chèvre].


4. Le cours du mouton évoluant, il a fallut inventer les nombres algébriques (ie racines d’un polynôme à coefficients
dans Q) [si tu me donne n troupeaux de n chèvres, je te donne n moutons : on obtient la racine carré].


5. Aujourd’hui, nous avons besoin d’un nombre, noté i, tel que i2 = −1. On parlera de nombre imaginaire et on
construira ensuite les complexes C (cf. cours de terminale S).


Racines de l’unité


Soit n ∈ N.
On admet l’existence d’un nombre complexe noté wn et appelé racine primitive n-ième de l’unité qui vérifie :


{


∀i ∈ {2; . . . ;n− 1}, (wn)
i 6= wn


(wn)
n = 1


2







3 Algorithme näıf


Question 2. Rappeler l’algorithme näıf de multiplication de n par m (celui que l’on apprend dans les petites classes)
et écrire un programme l’executant.


Quelle est la complexité de cet algorithme en nombre d’opérations ?
Que penser du calcul en base b lorsque b 6= 2 ?


Correction 2.


L’algorithme est simple : on écrit la multiplication comme on l’a appris :


1 ap−1 ap−2 . . . a1 a0


× 1 bq−1 bq−2 . . . b1 b0


b0 (b0ap−1) . . . (b0a1) (b0a0)


+ b1 (b1ap−1) . . . (b1a1) (b1a0)


. . .


+ bq (bqap−1) . . . (bqa1) (bqa0)


+ 1 ap−1 . . . a1 a0


. . . . . . (b0a0)


On suppose ici que n et m sont donnés en base 2, sous forme de tableaux, accompagnés de leur longueur ; on va
renvoyer un tableau et sa longueur (il est très facile de passer du nombre au tableau et réciproquement). On peut alors
écrire l’algorithme :


Ajoute(T, a, k)=
si (a = 0) alors () sinon


(bool←vrai ;
tantque (bool) faire


(si (T [k] = 1) alors (T [k]← 0; k ← k + 1;) sinon (T [k]← 1; bool←faux ;) fsi ;)
ftantque ;)


fsi ;


MultiplieNaif((n, p), (m, q))=
res← tableau (1, p+ q) 0 ;
pour (i = 1) jusqu’à (q) faire


(si (b[i] = 1) alors (pour (j = 1) jusqu’à (p) faire (Ajoute(res, a[j], i+ j − 1) ;) fpour ;)
sinon ()
fsi ;)


fpour ;
(res, p+ q − 1 + res[p+ q])→; ;


La complexité dans le pire des cas est facile à calculer : dans le pire des cas, tous les ai et tous les bi valent 1. On
fait alors p additions pour afficher la première ligne ; puis pour les q − 1 lignes suivantes, on fait p− 1 additions pour
ajouter a0 (car tous les chiffres sont des 1), 1 addition pour ajouter chaque ai lorsque i ∈ {1; . . . ; p− 1}, puis encore 2
additions pour ajouter le 1 restant.


Donc en tout,


Cnaif (p, q) = p+ (q − 1)(p− 1 + p− 1 + 2) = p(2q − 1)


Le fait d’être en base 2 arrange bien les choses : tous les bi valent 0 ou 1, donc les multiplications intermédiaires
sont simples. En base b, il faudrait s’occuper de ces multiplications et faire attention aux retenues.


4 Algorithme de Karatsuba


Question 3. Vérifier l’égalité :


∀a, b, c, d, k ∈ N, (a+ b.2k)(c+ d.2k) = ac− [(a− b)(c− d)− ac− bd].2k + bd.22k


En déduire un algorithme basé sur l’idée de ”diviser pour régner” qui calcule le produit de n et m.
Que dire de la complexité ?
Que se passe-t-il si on change de base de calcul ?
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Correction 3.


L’égalité est claire. On en déduit que le calcul du produit de (a+b.2k) par (c+d.2k) ne requiert que le calcul des trois
produits ac, bd et (a−b)(c−d). Par conséquent, si k est bien choisit, le calcul du produit de deux grands nombres peut se
faire en connaissant trois produit de nombres de taille moitié : c’est l’idée d’un algorithme du type ”diviser pour régner”.


rec Karatsuba(n,m)=
p← E[ ln n


ln 2 ]; q ← E[ ln m
ln 2 ];


si (p = 0) alors (si (n = 1) alors (m→;) sinon (0→;) fsi ;)
sinon (si (q = 0) alors (si (m = 1) alors (n→;) sinon (0→;) fsi ;)


sinon (k ← max(E[ p
2 ], E[ q2 ]);


a← E[ n
2k ]; c← E[ m


2k ];


b← n− 2k.a; d← n− 2k.c;
u← Karatsuba(a, c) ;v ← Karatsuba(b, d) ;w ← Karatsuba((a− b), (c− d)) ;
u+ (w − u− v).2k + v.22k → ;)


fsi ;)
fsi ; ;


La complexité de l’algorithme est plus difficile a trouver. On suppose qu’on a deux entiers de même taille p. Alors
si on appelle C(p) la complexité pour multiplier ces deux nombres, on a :


C(p) = 3C(
p


2
) + κp, avec κ ∈ R


On pose X(q) = C(2q)
3q . On a alors :


X(q + 1) =
C(2q+1)


3q+1
=


3C(2q) + κ2q+1


3q+1
= X(q) + κ(


2


3
)q+1


D’où :


X(q) = κ


q
∑


j=0


(
2


3
)j+1 ≤ 2κ


On en déduit :


CKaratsuba(p, p) = C(p) ≤ 2κ.p
ln 3


ln 2


La complexité est donc bien meilleure (cf. ”comparaison des résultats”). On retrouve ici un bel exemple de ”diviser
pour régner” très efficace.


Le changement de base de calcul ne change ici absolument rien.


5 Transformée de Fourier rapide


5.1 Rappels sur l’exponentiation rapide


On se donne deux entiers x et n. On veut calculer xn.


Algorithme naif


La première idée qui vient à l’esprit est de multiplier x par lui même n fois à la suite :


Puissance(x, n)=
res← 1 ;
tantque (n > 0) faire (res← res× x;n← n− 1;) ftantque ;
res→ ; ;


La complexité en temps est linéaire en n.
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Algorithme d’exponentiation rapide


La méthode repose sur le résultat simple suivant :


∀p ∈ N, x2p = (x2)p et x2p+1 = x.(x2)p


On écrit l’algorithme :


rec PuissanceRapide(x, n)=
si (n = 0) alors (1→)
sinon (si (n mod 2 = 0) alors (PuissanceRapide(x× x, n/2)→;)


sinon (x×PuissanceRapide(x× x, (n− 1)/2)→;)
fsi ;)


fsi ; ;


L’algorithme est beaucoup plus rapide puisqu’il est maintenant de l’ordre de lnn : si n = 2l+2l−1nl−1+. . .+2n1+n0


(avec l ∈ N et n0, . . . , nl−1 ∈ {0 : 1}l), on effectue l+ n0 + . . .+ nl−1 multiplications pour le calcul de xn, soit dans le
pire des cas 2l = 2E[ ln n


ln 2 ] multiplications.


5.2 Evaluation rapide de polynômes


On va utiliser la même méthode pour évaluer un polynôme en certains points bien choisis.


Soit P (X) =
∑2n−1


k=0 akX
k. On pose : Q(Y ) =


∑2n−1−1
k=0 a2kY


k et R(Y ) =
∑2n−1−1


k=0 a2k+1Y
k, de sorte que :


P (X) = Q(X2) +XR(X2)


On veut évaluer le polynôme P aux points (w2n)i pour i ∈ {1; . . . ; 2n}.


Mais on sait que (w2n)−2n


= 1, donc


∀i ∈ {2n−1 + 1; . . . ; 2n}, ((w2n)i)2 = ((w2n)(i−2n−1))2


Par conséquent, on va juste évaluer Q et R aux points ((w2n)i)2 pour i ∈ {1; . . . ; 2n−1}, et il suffira d’utiliser la
première formule pour retrouver les valeurs de P recherchées.


En appliquant récursivement cette méthode, on diminue le temps d’évaluation : si on note CEval(d) le nombre
d’opérations nécessaires pour évaluer un polynôme de degré d en d+ 1 points, on a :


CEval(2
n − 1) = 2CEval(2


n−1 − 1) + 2n+1


On pose X(n) = CEval(2
n−1)


2n et on obtient comme d’habitude X(p+ 1) = X(p) + 2 d’où X(p) = 2p.


Par conséquent, CEval(d) = d ln d .


5.3 Transformation de Fourier rapide


Question 4. En remarquant que si n =
∑p−1


k=0 2
kak +2p, alors n = Pn(2) avec Pn =


∑p−1
k=0 X


kak +Xp, montrer que la
multiplication de deux entiers peut être vu comme la multiplication de deux polynômes suivie d’un report de retenues.


En se rappelant de la méthode d’interpolation de Lagrange, montrer que le produit PQ de deux polynômes P et Q
de degré p et q peut être vu comme le produit de p+ q + 1 valeurs prises par ces polynômes.


En utilisant l’évaluation rapide de polynômes étudiée précédement, trouver une méthode calculant rapidement le
produit de deux entiers.


Que dire de la complexité de ce nouvel algorithme ?


Correction 4.


Prenons un exemple simple : on veut calculer le produit de 13 = 1101
2
par 9 = 101


2
. On remarque que 12 = P (2)


où P (X) = X3 + X2 + 1 et que 9 = Q(2) où Q(X) = X2 + 1. Par conséquent, 13 × 9 = P (2)Q(2) = PQ(2). Si on
calcule PQ(X) = X6 + X5 + 2X3 + X2 + 1, et que l’on reporte la retenue PQ(X) = X6 + X5 + X4 + X2 + 1, on


obtient directement 13× 9 = 1110101
2
= 117.


Pour calculer rapidement le produit des deux polynômes, il suffit d’utiliser les polynômes interpolateurs de La-
grange et donc de connâıtre l’évaluation de PQ en 3 + 2 + 1 = 7 points. Si on utilise la méthode précédente, on aura
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rapidement l’évaluation pour les puissances d’une racine primitive 7-ième de l’unité des polynômes P et Q, et donc en
faisant 3 + 2 + 1 produits simples, on obtiendra l’évaluation de PQ en ces points.


La méthode générale peut donc s’écrire ainsi : pour multiplier n par m,


1. poser P et Q les polynômes représentant n et m.


2. pour p et q les degrés de P et Q, poser k = E[ ln(p+q+1)
ln 2 ] + 1 (ainsi, p + q ≤ 2k − 1 et le degré de PQ est plus


petit que 2k − 1),


3. évaluer P et Q sur les puissances d’une racine primitive 2k-ième de l’unité grâce à la méthode précédente,


4. effectuer les multiplications simples P ((w2k)i)Q((w2k)i) pour i ∈ {1; . . . ; 2k},


5. poser L le polynôme interpolateur de Lagrange tel que L((w2k)i) = P ((w2k)i)Q((w2k)i),


6. Effectuer les reports de retenues sur le polynôme L trouvé, et retrouver le produit nm.


La complexité de l’algorithme se situe essentiellement aux points 3, 4 et 5 de la méthode décrite :
– l’annexe montre que le point 3 se fait en CEval(p+ q + 1) = (p+ q + 1) ln(p+ q + 1) opérations,
– le point 4 consiste à faire p+ q + 1 multiplications simples,
– on peut montrer que l’interpolation du point 5 se fait aussi en (p+ q + 1) ln(p+ q + 1) opérations.


Au total et en supposant que les deux nombres ont la même taille (donc que p = q), on a à peu près :


CTFR(p, p) = 4p ln 2p+ 2p ' 4p ln p


On a encore gagner beaucoup grâce à cette méthode (cf. ”comparaison des résultats”).


6 Comparaison des résultats


On a représenté sur ce graphe les fonctions : x 7→ x2 (en haut), x 7→ x
ln 3


ln 2 (milieu) et x 7→ x ln(x) (en bas). La
progression est nette.
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Remarque : Pour des raisons purement techniques, les vecteurs seront notés
en gras et non avec une petite flèche.


Première partie


la craie qui crisse
1 Forces de frottement solide : lois phénoméno-


logiques


1.1 Attention
Je ne vais pas parler ici des forces de frottement fluide, liées au déplace-


ment dans un fluide (gaz ou liquide). Ces deux types de frottements sont très
différents. Il ne faut pas les confondre !


1.2 force de frottement au repos


P


Pz


Px


F


R


z


x


Fig. 1 – force de frottement


On pose un objet. La réaction du support est la somme d’une réaction ortho-
gonale R et d’une réaction tangeantielle F au support. Soit α l’angle que fait le
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support par rapport à l’horizontale , m la masse de l’objet et g la pesanteur. On
se place d’abord dans la situation où l’objet est immobile. La somme vectorielle
des forces est donc nulle. On a par conséquent :


R = cosαmg (je parle ici de la norme du vecteur)
F = sin αmg
Lorsqu’on augmente α, on augmente la force de frottement. Mais on constate


que si on augmente trop α (on peut par exemple essayer avec une éponge sur un
cahier) l’objet se met à glisser. Et l’angle α0 pour lequel le glissement commence
est indépendant du poids. Il dépend juste des deux surfaces en contact (si on
met une deuxième éponge sur la première, sauf si elle tombe, α0 reste le même).
Il y a donc un certain coefficient que l’on va noter fs tel que :


F inf fsR
De quel ordre de grandeur 1 est fs ? fs varie selon les surfaces en contact,


comme α0. α0 ∼ Π
6 est un bon ordre de grandeur. Donc comme F = fsR =


fs cosα0mg = sin α0mg fs = tan α0 ∼ tan Π
6 = 1√


3
∼ 0, 6.2


En général, sauf matériaux bizarroïdes, 0, 1 ≤ fs ≤ 0, 9.


1.3 et en mouvement...
Lorsque l’objet se met à glisser, on a encore une force de frottement qui va


s’opposer. Mais celle-ci est moindre que au repos. En effet des liaisons entre
l’objet et le support se sont cassées. On peut aussi le voir comme des rugosités
qui ne s’interpénètrent plus. En effet il n’existe pas de surface totalement lisse.
Il existe toujours une échelle où on a des rugosités. On a donc :


F = fdR avec fd < fs


au repos : frottement fort


en mouvement : frottement plus faible


Fig. 2 – rugosités


1avoir une idée des ordres de grandeur est quelque chose de très important en physique
2je m’étais plantée. J’avais affirmé que F = fmg alors qu’en fait F = fR La prochaine fois


j’essaierais de mieux réviser pour dire moins de bêtises. Désolée
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2 description du phénomène
Il vous est sans doute déjà arrivé d’entendre, quand quelqu’un écrit avec une


craie au tableau, d’entendre un son fort désagréable. Et si on casse la craie en
2, plus rien.


Si on entend un son, c’est que la craie doit vibrer. Et cela est sans doute
du au frottement contre le tableau. La craie n’avance pas de manière continue,
mais par à-coups qui la font vibrer, et sont liés aux 2 coefficients de frottements
différents.


3 modèle et calculs


3.1 modèle
Une masse sur un support accrochée à un ressort dont l’autre extrêmité se


déplace à vitesse constante pourrait être un bon modèle pour notre craie. En
effet on peut considérer que la main entraîne bien la craie à vitesse constante. Et
la craie est légèrement déformable, mais veut revenir à son état initial, comme
un ressort.


M


k
v


Fig. 3 – modèle : masse au bout d’un ressort


3.2 étapes du mouvement
On a un cycle de 2 phases.
Dans la phase 1, la masse est immobile. Poids et réaction normale du support


se compensent. La force de frottement compense la force T appliquée par le
ressort. La longueur du ressort s’accroît à la vitesse v. Ce qui accroit T et donc
F jusqu’à ce que F = fsmg. F ne peut pas grandir plus.


Commence alors la phase 2 de mouvement. La masse se déplace. La force de
frottement est F = fdmg. Elle est inférieure à T. T diminue (on suppose que
la masse avance plus vite que la main). Jusqu’à ce que T = F 3. Alors la masse
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s’arrête. Retour à la phase 1.


3.3 calcul de la fréquence du son émis
Soit τ la période du cycle, τ1 la durée de la phase 1,τ2 la durée de la phase


2.
τ = τ1 + τ2 . On peut supposer que τ2 � τ1 et que donc τ ∼ τ1.4
t = 0 au début de la phase 1. On avait à la fin de la phase 2 T = F (on


était encore en mouvement et donc on avait encore le coefficient de frottement
fd), et donc k∆x(t = 0) = fdmg. A la fin de la phase 1, à t = τ1 ∼ T ,
T = F , mais cette fois-ci avec le coefficient de frottement statique. Et donc :
k∆x(t = τ) = fsmg. et comme l’autre extremité du ressort a avancé avec la
vitesse v, on a ∆x(t = 0) + vT = ∆x(t = T ). On obtient donc T = mg(fs−fd)


kv .
Déjà, comme fd < fs, on a bien τ > 0, ce qui est déjà bon signe.


Maintenant 5 on va passer à une application numérique. On prend v =
0, 1m.s−1, fs − fd = 0, 05, m = 0, 1kg, g = 10N.kg−1, k = 8000N.m−1.


On obtient τ = 1
16000 , et donc la fréquence f = 1


τ = 16000Hz = 16kHz.


3enfin plus exactement d’après les lois de Newton lorsque la somme des forces qui s’ap-
pliquent sur un objet est nulle, il a un mouvement rectiligne uniforme. C’est-à-dire qu’il va
continuer sur sa lancée. Pour être plus juste, il faut donc que T devienne inférieure à F, ce qui
ralentit la masse jusqu’à l’arrêter. Mais on va supposer (je sais ça fait beaucoup d’hypothèses,
mais sans elles les calculs sont trop difficiles, et ça marche bien comme ça) que ça arrive très
vite (relativement au reste) et que donc ça ne compte pas trop...
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La "bande passante" de l’oreille humaine est de 20 Hz à 20kHz. Les sons
plus aigus ont une fréquence plus grande. Le son obtenu est donc aigu.


3.4 lorsqu’on casse la craie en 2
On a alors m divisé par 2 et k multiplié par 2 (la moitié d’un ressort va


s’allonger 2 fois moins que le ressort entier pour la même force). On a donc la
fréquence multipliée par 4. Et donc le son devient trop aigu : on ne peux plus
l’entendre.


4 critiques
– "Quand on tient la craie de travers on élimine aussi le son". C’est sans


doute que ça doit modifier k...
– "Ici le poids n’agit pas vraiment car on écrit sur un tableau horizontal".


bonne remarque. La modélisation est en effet un peu grossière. La masse
m n’est peut-être pas celle de la craie, mais traduit sans doute plutôt une
force exercée par la main. On ne peut donc pas affirmer qu’en cassant la
craie en 2, la masse de notre modèle est divisée par 2. Mais comme au
pire elle reste égale, la fréquence va donc être au moins multipliée par 2,
et donc plus de son audible....


Deuxième partie


mirages
5 rappel des lois de Descartes


5.1 refraction
On a deux milieux différents, et donc deux indices différents. Les indices sont


caractéristiques du transport de la lumière dans un milieu. Lorsqu’un rayon
lumineux passe d’un milieu à l’autre, on a la relation suivante entre i l’angle
d’incidence et r l’angle de refraction :
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n1


n2


i


r


Fig. 4 – réfraction


i
r’


Fig. 5 – reflexion


n1 sin i = n2sinr


5.2 reflexion
On n’a pas toujours transmission de toute la lumière du premier milieu au


deuxième milieu. En effet par exemple lorsqu’on regarde une vitre, on voit un
reflet : c’est qu’une partie de la lumière a été réfléchie. Et parfois c’est toute la
lumière qui est réfléchie : dans le cas d’un miroir par exemple. Lorsque n1 sin i >
n2, il ne peut pas exister d’angle r, puisque sin n′importequelangle ≤ 1.


4j’ai tiré cette modélisation d’un contrôle que j’ai eu l’an dernier. On calculait les deux
durées, et on constatait que l’approximation marchait. Mais le calcul de τ2 est vraiment trop
difficile


5ce n’est qu’une fois qu’on a l’expression littérale qu’on passe à l’application numérique.
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Soit r’ l’angle réfléchi : i = r′


5.3 exemples d’indices
– vide n = 1
– air n ∼ 1, 0003 ∼ 1
– verre (en général) 1, 4 < n < 1, 6
– diamant (c’est pour ça qu’il est tant apprécié en joaillerie) n ∼ 2, 4


5.4 indice de l’air et densité
Si l’air a un indice légèrement supérieur à celui du vide, c’est à cause de la


présence de molécules. Donc logiquement, plus l’air est dense, plus l’indice va
augmenter.


6 application : mirages
Dans un désert, en plein jour, la température de l’air est plus élevée au niveau


du sol, à cause du sable qui absorbe le rayonnement solaire et ainsi chauffe. Il
en est de même sur une route en bitume l’été.


L’air est donc moins dense au niveau du sol. En effet l’air peut être considéré
comme un gaz parfait et donc on peut lui appliquer la loi :


PV = nRT
Soit ρ = n


V le nombre de particules par unité de volume. ρ = P
RT . Et ρ est


proportionnel à la densité. On a donc la densité de l’air proportionnelle à 1
T .
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L’indice de l’air est donc plus petit au niveau du sol qu’en altitude. C’est bien
sûr continu, mais on peut imaginer découper l’air en tranches, chaque tranche
d’indice n(z).


trajet réel du rayon lumineux


sable chaud


trajet du rayon lumineux
qu’imagine l’observateur


Fig. 6 – mirage dans le désert


Un rayon lumineux venant du ciel est dévié au fur et à mesure jusqu’à être
réfléchi. Une personne qui regarde à l’impression que ce rayon vient du sol, à
cause de la direction dans laquelle elle voit le rayon. Et s’imagine donc voir de
l’eau.


7 remarques


La couleur du sable a-t-elle une influence ?
Honnêtement je ne sais pas trop. Ça doit modifier les propriétés d’absorption


par le sable du rayonnement (un sable noir va plus absorber, et donc devenir
plus chaud qu’un sable blanc...).


Autres mirages :
Sur une route l’été on peut aussi avoir l’impression de voir une flaque d’eau,


pour les mêmes raisons.
Dans des régions au sol enneigé, glacé, on peut avoir le phénomène inverse,


l’air pouvant être plus froid au niveau du sol qu’en altitude. On peut alors voir
des choses lointaines qui nous sont habituellement cachées par la courbure de la
Terre.


Sur la mer aussi on peut avoir ce genre de phénomène et voir des bateaux
qui sont en fait très loin... Peut-être l’origine d’histoires de vaisseaux fantômes...


Et bien sûr tout ceci n’est pas exhaustif...
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Troisième partie


les bottes cirées


plutot dans une direction


sans cirage avec cirage


lumière renvoyée 
dans toutes les directions


lumière renvoyée


Fig. 7 – cirage des bottes


Pourquoi les bottes cirées brillent plus que des bottes qui ne le sont pas ?
On peut avoir l’impression que les bottes sont lisses. Mais en fait si on les


regarde de plus près, voire avec un microscope, on se rend compte qu’elles sont
très bosselées. Il n’existe rien de parfaitement lisse. Quelque soit le matériau, il
y a toujours une échelle où il est rugeux.


Quand on met du cirage, les rugosités deviennent moins profondes. Et donc
la lumière est réfléchie de manière plus ordonnée.


Quatrième partie


phares en temps de brouillard
Lorsqu’il y a du brouillard, les phares des voitures portent moins loin que


par temps sec. Les voitures ont même à l’arrière un feu plus puissant pour être
vues par ce temps.


C’est tout simplement parce que les gouttes d’eau qui forment le brouillard
diffusent la lumière.
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brouillardtemps clair


Fig. 8 – portée de phares de voiture


d’un photonau repos excitation


desexcitation 
et émission


Fig. 9 – émission d’un photon


Cinquième partie


questions
8 comment émettre un photon


Une manière parmi d’autres :
Dans les lampes classiques, un filament est traversé par le courant. Il chauffe,


et donc aussi le gaz qui remplit la lampe. Les atomes se choquent et à cette
occasion des électrons changent de niveau d’énergie 6, puis en se désexcitant
émettent un photon dont l’énergie est égale à la différence entre le niveau de
départ et le niveau d’arrivée de l’électron.


9 c’est quoi un photon
Très bonne question... Mais trop dur pour moi d’y répondre simplement.


Très rapidement et très vaguement :
6l’atome est constitué d’un noyau et d’électrons que l’on peut imaginer graviter autour.


Selon leur orbite, les électrons n’ont pas la même énergie. Les niveaux d’énergie ne sont pas
continus (mécanique quantique)
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La lumière peut être décrite de 2 façons :
– comme une onde (ce qui explique des phénomènes d’interférence)
– comme des particules, les photons. Mais ces photons n’ont pas de masse,


et une énergie égale à hν, ou h est la constante de Planck (c’est de la
mécanique quantique), et ν la fréquence (λν = c, avec λ la longueur d’onde
et c la vitesse de la lumière)


10 pourquoi une goutte ne s’écrase pas
Deux phénomènes entrent en jeu :
– la pesanteur, qui tend à faire s’écraser la goutte
– la tension de surface : créer une surface coûte de l’énergie. En effet les mo-


lécules constituant un liquide ont des interactions entre elles et préfèrent
donc être entourées de leur semblables qu’être en contact avec l’air, ou la
table. La forme qui minimise la surface est une sphère


pesanteur seule


tension de surface seule


reel


Fig. 10 – lorsqu’on met une goutte d’eau sur une table...


La forme d’une goutte sur une table est donc un compromis entre ces deux
phénomènes, et dépend du volume de la goutte, de la nature du revêtement de
la table, des constituants de la goutte.


Beaucoup d’applications à cela : revêtement en téflon dans les poêles pour
que les gouttes s’étalent moins, ajout de polymères particuliers dans les produits
pulvérisés sur les champs pour que les gouttes s’étalent plus et restent donc sur la
plante au lieu de rebondir et de polluer inutilement le sol, recherche du diamètre
optimum des gouttes de médicament pulvérisées (comme la ventoline), etc...


11 à propos de la relativité
Je ne suis pas très bien placée pour répondre à ces questions car je commence


tout juste à suivre des cours sur la relativité.
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La question que vous m’avez posée : la vitesse de la lumière c est censée
être constante. Mais si on est en mouvement à la vitesse v on va voir le rayon
lumineux (s’il va dans le sens opposé au notre) aller à une vitesse c + v, donc
supérieure à c !


Et bien en fait c est une constante, et c’est le temps et les longueurs qui ne
sont pas constants d’un référentiel à un autre. Par exemple, deux évènements
simultanés dans un référentiel ne le sont pas nécéssairement dans un autre.


Si ça vous intéresse vraiment, je peux vous expliquer ça plus en détail, qua-
litativement.
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physique2.pdf


physique 2 et 3


Claude


19 mars et 9 avril 2004


Remarque : Pour des raisons purement techniques, les vecteurs seront notés
en gras et non avec une petite flèche.


Première partie


ordres de grandeur
1 saut à la perche


Quelle est à peu près la taille maximale d’un saut à la perche ?
Le saut à la perche c’est de la conversion d’énergie cinétique en énergie


potentielle de pesanteur. Dans un modèle assez grossier nous allons négliger les
frottements et le travail des forces intérieures du perchiste.


Juste avant le saut, le perchiste court à une vitesse v � 10m.s−1. Ec = mv2


2
L’énergie potentielle de pesanteur à la hauteur h1 est Ep = mgh1. Au maximum
de hauteur, v � 0. Donc Ep = Ec, c’est-à-dire gmh1 = mv2


2 . D’où h1 = v2


2g .
Mais le centre de gravité du perchiste pendant la course est à h2 � 1m, alors


qu’au passage de la barre il est couché.
Donc htotal = h1 + h2 = v2


2g + h2 � 102


10∗2 + 1 = 6m


H


h2


h1


������������������������������������������������������������������������������������


Or le record mondial est détenu par Sergey Bubka avec 6m14 en plein air en
1994, et 6m15 en intérieur en 1993.
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2 taille des montagnes


2.1 considérations simples
On va seulement chercher ici une borne supérieure Hmax à la taille des


montagnes. Pour simplifier, on va supposer que la tectonique des plaques n’est
pas limitée, et nous n’allons pas du tout parler de l’érosion. Nous allons aussi
simplifier la forme de la montagne en un cylindre.


On ne va pas non plus étudier de complexes mécanismes. On va se limiter à
des considérations énergétiques très simples.


Si une montagne s’enfonce, elle va perdre de l’énergie potentielle, mais il va
falloir de l’énergie pour que quelque part de la roche fonde pour permettre à la
montagne de s’enfoncer.


La borne de hauteur que l’on cherche est telle que l’energie potentielle per-
due soit égale à l’énergie de liquéfaction. Si l’énergie de liquéfaction est plus
grande que l’énergie potentielle, la montagne ne pourra pas s’enfoncer. Si c’est
le contraire, la montagne va forcément s’enfoncer et donc la hauteur diminuer,
jusqu’à cette hauteur Hmax que l’on cherche.


2.2 parenthèse sur la chaleur de liquéfaction
Un corps peut être sous différentes phase. Par exemple H2O peut-être sous


forme gazeuse (vapeur), sous forme liquide (eau), sous forme solide (glace).
Pour les corps purs ces phases sont bien distinctes et on passe de l’une à


l’autre à des températures et des pressions bien déterminées. (contrairement à
un plastique qui chauffé va devenir progressivement mou).


Dans l’état solide les molécules sont bien rangées et très liées. Pour casser
ces liaisons et instaurer le désordre d’une phase liquide, il faut de l’énergie. La
température reste constante au cours du changment de phase, il n’y a donc
pas de capacités calorifiques qui rentrent en jeu. On appelle l’énergie qu’il faut
fournir la “chaleur latente”, ici chaleur latente de fusion Lf .


2.3 retour à notre problème
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Soit ρ la masse volumique de la roche.
Soit S la section du cylindre.
Soit H la hauteur de la montagne.
Lorsque la montagne s’enfonce de dH, l’énergiepotentielle varie :
dEp = gHdm = ρSgHdh
Soit l la chaleur latente de fusion par unité de masse.
dE = ldm
Pour H limite, dEp = dE
Donc gHdm = ldm
H = l


g
Pour les roches, l est typiquement de 80 calories par gramme, c’est-à-dire


80 ∗ 4.18 joules par gramme, ou encore 80 ∗ 4.18 ∗ 1000 joules par kilogramme.
g est sur terre d’environ 10 Newton par kilogramme.
Hmax = 80∗4.18∗1000


10 � 30kilomtres


2.4 critiques
– la forme d’une montagne réelle est assez loin de celle du cylindre
– on a ’oublié’ beaucoup de choses, comme l’érosion
– on a considéré que la montagne était homogène
Mais malgré la rusticité de ce modèle on trouve le bon ordre de grandeur


(30 km au lieu de 8 ce n’est pas comme si on avait trouvé 500km ou 500m)


3 nombre de rameurs et vitesse


3.1 petite parenthèse sur les puissances fractionnelles
Vous êtes habitués aux puissances entières (par exemple x2). Mais on peut


aussi utiliser des puissances fractionnelles, telles que (x
1
n )n = x. C’est-à-dire


que par exemple l’équation x3 = y peut aussi s’écrire x = y
1
3 .


3.2 problème
Dans les courses d’aviron il y a plus ou moins de rameurs sur un même ba-


teau. On peut s’attendre à ce que la vitesse maximale augmente avec le nombre
de rameurs. Mais la question qu’on va se poser est l’importance de cette aug-
mentation. Par exemple si on multiplie le nombre de rameurs par 4, de combien
va-t-on multiplier la vitesse ? Par 2, 4, 16 ? Pour cela, on va chercher la relation
qui lie nombre de rameurs et vitesse. On veut obtenir quelque chose du type :


vitesse = nombrep


Lorsqu’on a 4 fois plus de rameurs,
on multiplie par 16 la vitesse si p=2
on multiplie par 4 la vitesse si p=1
on multiplie par 2 la vitesse si p = 1


2 .
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quelques notations :
∝ signifie “proportionnel à”.
L est une longueur caractéristiques du bateau. Le volume du bateau est


proportionnel à L3 et la surface de frottement va être proportionnelle à L2.
m est la masse d’un rameur et P0 la puissance qu’il fournit.
n est le nombre de rameurs.
v est la vitesse du bateau.
ρ est la masse volumique de l’eau.


Qu’est-ce qui fait que le bateau flotte ?
La force d’Archimède contrebalance le poids.
A = V ρeaug, avec V le volume immergé du bateau et ρeau la masse volumique


de l’eau. A ∝ L3ρeaug
Le poids du bateau est principalement celui des rameurs : P = nmg.
On a équilibre pour A=P, c’est-à-dire L3ρeaug ∝ nmg, d’où L


3
proportionnel nm


ρeau
,


ce qui peut aussi s’écrire L ∝ ( nm
ρeau


)
1
3 .


Que se passe-t-il lorsque le bateau est à sa vitesse maximale ?
Les forces de frottements compensent la force fournie par les rameurs.
La force de frottement dûe à l’eau est dans ce cas (ce n’est pas général)


Ffrot ∝ ρeauv2L2.
Une force, c’est travail


longueur . Or travail = puissance ∗ temps. Donc Frameurs =
nP0


v .
Ff rot = Frameurs
ρeauv2L2 ∝ n ∗ P0


v
on remplace dans cette expression L par ce que l’on a obtenu avec la poussée


d’Archimède : ρeauv2( nm
ρeau


)
2
3 ∝ nP0


v


v3 ∝ n
1
3 P0m


2
3


ρ
1
3
eau


D’où finalement v ∝ n
1
9 .


Concrètement cela veut dire que la vitesse augmente très peu avec le nombre
de rameurs. Pour doubler la vitesse il faudrait 29 fois plus de rameurs. C’est-à-
dire que 512 rameurs vont seulement 2 fois plus vite que 1 rameur !


Ce modèle a bien sûr ses limites.
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Deuxième partie


quelques outils nécessaires à la
suite
4 notation dérivée


4.1 dérivée par rapport à une variable
Vous avez vu en classe la dérivation avec la notation f ′(x) pour la dérivée


d’une fonction f de x. On a par exemple si f(x) = x2 , f ′(x) = 2x. Cela mesure
la variation de la courbe en ce point. La dérivée donne la pente de la tangente
au point calculé. (Par exemple pour la fonction définie précedemment, au point
x=3, la pente de la tangente est 2 ∗ 3 = 6)


y=x*x


tangente 
pente 6


30 i
j


Mais souvent une fonction ne dépend pas que d’une seule chose. Prenons
par exemple la loi des gaz parfaits : P = nRT


V . Si on diminue le volume V,
on augmente la pression P (par exemple on écrase un sac de chips pour que
la pression augmente et que la fermeture cède). Si on diminue le nombre de
particules on diminue la pression (comme un pneu crevé qui a perdu une grande
partie du gaz contenu et est tout mou). Pour étudier cette variation avec plus de
précision on peut vouloir dériver la fonction pression en fonction des variables
n ou V.


Prenons une autre fonction : g(x, t) = x ∗ t + x2 + 3t + 4 On peut choisir de
la dériver selon x ou selon t. Mais avec la notation "g’", on ne peut pas savoir
par rapport à quoi on a dérivé. D’où une nouvelle notation :


– dg
dx = t + 2x


– dg
dt = x + 3


4.2 dérivée d’un vecteur
On peut imaginer une fonction qui à t associe un point de l’espace. C’est-à-


dire : vecteur = f(t)ux + g(t)uy + h(t)uz.
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On a alors : dvecteur
dt = df(t)


dt ∗ ux + dg(t)
dt uy + dh(t)


dt ∗ uz


C’est-à-dire qu’on dérive composante par composante.


5 accélération, vitesse et vecteur position
Soit M la position du solide étudié. Soit O un point fixe que l’on choisi. OM


est le vecteur position. dOM
dt = v. La vitesse est la dérivée du vecteur position


par rapport au temps.
L’accélération c’est la variation de la vitesse dans le temps et donc la dérivée


de la vitesse par rapport au temps.dv
dt = a. C’est par conséquent le résultat de


2 dérivations successives du vecteur position par rapport au temps, ce qui se
note :


a = dv
dt = d2OM


dt2 .


6 lois de Newton


6.1 1ière et 3ième lois
La première définit ce qu’est un référentiel galiléen (un référentiel dans lequel


un solide soumis à des forces dont la somme vectorielle est nulle est immobile
ou en mouvement rectiligne uniforme).


La troisième est le principe des actions réciproques : la force appliquée de 1
sur 2 est l’opposé de la force appliquée de 2 sur 1.


−F
1sur2=2sur1


F


F2sur1


1


F1sur2
2


6.2 2ième loi
Dans un référentiel galiléen, la variation de la vitesse d’un solide est propor-


tionnelle à la somme des forces qu’on lui applique.
C’est à dire que constante ∗ dvitesse


dt = sommedesforces.
Vous avez sans doute déjà remarqué que pousser un caddie vide demande


moins de force que pousser un caddie plein. C’est donc que la constante est
proportionnelle à la masse.
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De fait, on a : sommedesforces = masse∗ dvitesse
dt = masse∗accélération =


masse ∗ d2position
dt


Ce qui donne si le problème n’est que sur une dimension (c’est-à-dire si le
solide se déplace sur une droite, avec pour coordonnée x) : somme des forces
algébriques selon x = masse ∗ dvx


dt = masse ∗ ax = masse ∗ d2x
dt2


7 pour un solide en rotation
C’est trop long à expliquer. Je le présente uniquement car j’en ai besoin dans


ce problème.
Pour un solide en rotation, la deuxième loi de Newton peut s’écrire sommeM =


J ∗ dω
dt = J∗variation de ω = J ∗ d2θ


dt
Il faut faire des analogies.
θ est un angle qui mesure la rotation. ω = dθ


dt , c’est-à-dire que ω est la
vitesse angulaire de rotation.


J est comme la masse (en fait c’est une quantité qui lie masse et éloignement
de cette masse par rapport à l’axe de rotation).


rotation


axe
de poignee


distance


totale
force


"utile"
force


theta


M est ce que l’on appelle le moment d’une force. Il est le produit d’une
composante de la force (perpendiculaire à l’axe de rotation et perpendiculaire
à ce qui relie le point d’application de la force à l’axe) et de la distance entre
le point d’application de la force et l’axe de rotation. Prenons par exemple une
poignée de porte. pour ouvrir la porte vous n’allez pas essayer d’étirer la poignée,
ni de la tirer vers vous. La force que vous appliquer est selon la bonne direction
( perpendiculaire à l’axe de rotation et perpendiculaire à ce qui relie le point
d’application de la force à l’axe). Et il faut moins de force pour faire tourner
la poignée loin de l’axe de rotation. C’est le principe du levier qui permet avec
une petite force de soulever de gros poids.
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Troisième partie


tartine
8 description du phénomène


Vous êtes tranquillement en train de prendre votre petit déjeuner. Vous
reposez une tartine beurrée sur la table, mais sans faire trop attention car vous
n’avez pas les yeux ouverts ; la voilà qui tombe, et du côté beurre en plus !
Pourquoi donc ces satanés tartines tombent-elles du côté beurre ?


9 modélisation
On se met dans une situation assez particulière où la tartine tombe pour


avoir été posée légèrement pas assez sur la table, c’est-à-dire avec son centre de
gravité pas au-dessus de la table. On va noter δ la distance entre le centre de
gravité et le rebord de la table.


On va supposer que la tartine est homogène et peu épaisse. On peut simplifier
sa forme en un rectangle (de longueur 2a perpendiculairement au rebord de la
table) ou en un disque (de rayon a).


On peut distinguer 2 phases dans le mouvement de la tartine :
– la tartine bascule. Le rebord de la table joue le rôle d’axe de rotation
– la tartine quitte la table. Son centre de gravité a un mouvement de chute


libre mais elle garde la rotation acquise au cours du basculement


10 résolution


10.1 première phase


On va étudier la rotation de la tartine, de vitesse initiale nulle. On a : J d2θ
dt2 =


Mpoids


(deuxième loi de newton)
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Mpoids = mgδ cos θ


table tartine
G


delta 
etat initial


2 a


thetapartie ’efficace’
du poids


Poids
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En effet seule la composante “efficace” du poids agit sur la rotation, et est
de norme mg cos θ. Et son point d’application est à une distance δ du rebord de
la table.


Et en supposant que δ � a, J = ma2


3 pour le rectangle et J = ma2


4 pour le
disque. 1


En prenant le cas du rectangle on obtient après simplification :
a2


3
d2θ
dt2 = gδ cos θ


En intégrant ce résultat on obtient :
(dθ


dt )
2 = 6gδ sin θ


a2


On vérifie qu’en dérivant cette expression par rapport au temps on retrouve
bien l’équation précédente.


En effet comme (f2)′ = 2f ′ ∗ f ′, d(( dθ
dt )2)


dt = 2 ∗ dθ
dt ∗ d2θ


dt2 . Et on a d sin θ
dt =


cos θ ∗ dθ
dt


Puis on simplifie.


Quand la tartine quitte la table, θ = Π
2 . On a donc sin θ = 1 Et par consé-


quent dθ
dt =


√
6gδ
a2


10.2 seconde phase
Étudions le mouvement du centre de gravité. Il est à peu près à z=0 à t=0


(on décide de placer l’origine des temps au moment où la tartine quitte la table).
La seule force qui s’exerce sur la tartine (on néglige le frottement de l’air) est
son poids. On obtient donc avec la deuxième loi de Newton :


md2z
dt2 = mg, qui se simplifie en d2z


dt2 = g
En intègrant une première fois (on peut vérifier que le résultat obtenu dérivé


par rapport au temps redonne l’équation précédente) :
dz
dt = gt + constante1


constante1 = 0 car à t=0, la vitesse du centre de gravité est nulle.
1c’est un résultat que je vous donne car c’est trop long à expliquer
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En intègrant une deuxième fois (on peut vérifier que le résultat obtenu dérivé
par rapport au temps redonne l’équation précédente) :


z = gt2


2 + constante2 constante2 = 0 car à t=0, z=0.


Donc soit τ la temps de la chute, h = gτ2


2 , et donc τ =
√


2h
g


Pendant la chute, la tartine a continué à tourner avec la vitesse angulaire
calculée précédemment. À t=0 on avait θ = Π


2 .
Et donc θfinal = Π


2 + τ(dθ
dt )


θfinal = Π
2 +


√
2h
g ∗


√
6gδ
a2 = Π


2 +
√


12hδ
a2


11 application numérique
en prenant h=1m, a=5cm et δ = 3mm on obtient θfinal � Π. La tartine


tombe bien côté beurre.


12 critiques
δ est quelque chose de très variable.
Et il y a sans doute d’autres situations à considérer que celle où on repose


mal la tartine...


Quatrième partie


jeux de balle
13 présentation du problème


2 joueurs de basket veulent se passer le ballon en étant le plus loin possible.
On suppose que la vitesse maximale v0 avec laquelle ils peuvent lancer le ballon
est indépendante de la direction dans laquelle ils le font. Le seul paramètre sur
lequel ils peuvent jouer est l’angle de lancer. Quel est l’angle optimum ?


14 résolution
À t=0, le ballon au point 0 (0,0,0) est lancé avec une vitesse de module v0


et d’angle θ avec l’horizontale.
On néglige les frottements. Donc la seule force qui agit sur lui est son poids,


P = −mguz. En appliquant la deuxième loi de Newton dans les 3 directions de
l’espace et en simplifiant par m on obtient :


d2x
dt2 = 0
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d2y
dt2 = 0
d2z
dt2 = −g
En intégrant on obtient (vérifier qu’en dérivant on retrouve bien l’équation


précédente) :
dx
dt = constante1
dy
dt = constante2
dz
dt = constante3 − gt
Ces équations sont valables entre le lancer et la réception de la balle. Et donc


en particulier à t=0. Or à t=0 :
dx
dt = v0 cos θ
dy
dt = 0
dz
dt = v0 sin θ
On a donc :
dx
dt = v0 cos θ
dy
dt = 0
dz
dt = v0 sin θ − gt
En intégrant on obtient (vérifier qu’en dérivant on retrouve bien l’équation


précédente) :
x = v0t cos θ + constante4


y = 0 + constante5


z = v0t sin θ + constante6 + gt2


2
Or à t=0 le ballon est en 0 donc ces trois contantes sont nulles, et finallement :
x = v0 cos θt
y = 0
z = v0 sin θt − gt2


2
Celui qui reçoit le ballon a les mains à peu près au même niveau que celui


qui a lancé donc le point de réception du ballon aura pour coordonnées (L,0,0).
La réception du ballon se fait à t = τ


L’équation en y ne nous apprend pas grand chose. Dans celle de x nous ne
connaissons ni L , ni τ . Celle de z, vut que l’on sait qu’à la réception z=0, va
nous donner τ :


0 = v0 sin θτ − gτ2


2


11







τ = 0 correspond au lancer. C’est évident que ce n’est pas une solution
pour la réception. Donc on peut simplifier cette équation par τ . On obtient :
τ = 2v0 sin θ


g
On reporte dans l’équation concernant x pour obtenir L :
L = v0 cos θ 2v0 sin θ


g = 2v2
0 cos θ sin θ


g
On veut maximiser L. Or lorsque une fonction atteint un maximum, sa dé-


rivée est nulle. On va donc dériver L par rapport à θ et chercher quand cette
dérivée est nulle.Or 2 cos θ sin θ = sin 2θ, ce qui simplifie L = v2


0 sin 2θ
g


dL
dθ = 2v2


0 cos 2θ
g


dL
dθ = 0 si cos 2θ = 0, c’est-à-dire θ = Π


4 = 45 degrés.
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Un miroir renvoie quasiment toute la lumière. Alors qu’une glace sans tain
renvoie seulement une partie de la lumière (ce qui lui donne l’aspect d’un mi-
roir d’un côté), et laisse passer le reste (ce qui donne l’impression d’une vitre
lorsqu’on la regarde de l’autre côté).


2 bleu du ciel
Le ciel est bleu la journée, et rougeoyant au lever et au coucher du soleil.


Pourquoi ?
Le soleil nous envoie de la lumière. Ce n’est pas une lumière monochro-


matique(d’une seule couleur), mais un mélange de différentes couleurs. Chaque
couleur correspond à une longueur d’onde différente 1. Le spectre envoyé par le
soleil est centré sur le jaune. Grosso modo on a :


1la lumière peut être pensée comme des particules (les photons), où comme une onde
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solaire
spectre
dans le
intensite 


longueur
d’onde


jaune InfraRougesUltraViolets


700nm400nm


bleu rouge


visible


molecule’
trajet d’un photon


Les molécules constituant l’atmosphère absorbent les photons venant du so-
leil puis les réemmettent dans une direction aléatoire.C’est pourquoi le ciel est
lumineux pas seulement dans la direction directe du soleil. Mais les molécules
absorbent préférentiellement les photons de longueur d’onde courte, c’est-à-dire
dans le bleu. La lumière diffusée prioritairement est donc dans le bleu. D’où le
bleu du ciel.
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50 km


6000 km


rayon a midi


rayon le soir


‘


Ceci est valable la journée, lorsque la couche d’atmosphère traversée par les
rayons solaires est de l’ordre de 50km. Mais en début ou en fin de journée, les
rayons traversent une épaisseur d’atmosphère beaucoup plus grande (le rayon
de la Terre est de l’ordre de 6000km). Tout le bleu est donc déjà diffusé quand
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les rayons arrivent. Il ne reste plus que le rouge. D’où la couleur des levers et
des couchers de soleil.


trajet court


trajet long


solaire
spectre
dans le
intensite 


longueur
d’onde


jaune InfraRougesUltraViolets


700nm400nm


bleu rouge


visible


3 image dans la cuillère
Quand on se regarde dans une cuillère on voit son image déformée. Pourquoi ?


Ça c’est de l’optique. La cuillère est comme un miroir convexe d’un côté, concave
de l’autre, et au rayon de courbure assez inégal. C’est à dire que ce n’est pas un
morceau de sphère parfait, et que donc les grossissements vont être différents
selon l’endroit de la cuillère, d’où la déformation.


Voici quelques schémas pour expliquer un peu le fonctionnement de miroirs.
Un miroir plan, c’est-à-dire plat, ne va ni déformer ni agrandir l’objet dont


il fait l’image. sur le schéma le trait plein représente le vrai parcours de la
lumière et les traits pointillés le parcours “imaginaire” : celui si le miroir était
transparent, et celui de l’image à l’observateur. On a en effet l’impression que
l’image est derrière le miroir. En fait c’est à cause de l’angle de reflexion qui est
égal à l’angle d’incidence (explication dans le premier poly).
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miroir plan


objet image


Pour des miroirs concaves ou convexes, cela devient beaucoup plus compli-
qués. Sur les deux schémas on voit des rayons qui viennent de l’ “infini”, tous de
la même direction. Lorsqu’ils se réfléchissent sur le miroir, on a de nouveau la
loi : “angle de réflexion=angle d’incidence”, sauf que la surface du miroir n’est
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plane que localement 2 . En effet l’angle que fait la surface avec la verticale varie.
Les rayons ne sont donc pas renvoyés dans la même direction. Ils convergent en
un même point appelé “point focal” dans le cas du miroir concave. Dans le
cas du miroir convexe les rayons sont renvoyés dans des directions divergentes.
Mais si on les prolongent de l’autre côté du miroir on obtient aussi un point de
convergence, aussi appelé “point focal”.


miroir concave


F


miroir convexe


F


Les points focaux servent dans le dessin des images obtenues avec un miroir
ou une lentille. Mais c’est très long à expliquer... Et vous le verrez sans doute
en cours l’an prochain.


Deuxième partie


taille d’un animal et durée de vie
4 pertes thermiques et taille de l’animal


Soit L une longueur caractéristique d’un animal. Sa masse M est proportion-
nelle à L3. On a donc L ∝ M


1
3 .


2on a l’impression que la terre est plate car on est très petits. De même un rayon petit ne
voit qu’un petit morceau du miroir et pour lui c’est presque comme si il était plat
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On va faire un modèle très grossier des dépenses énergétiques des animaux.
On va supposer que la principale dépense énergétique est due à la régulation
thermique, c’est-à-dire au maintien d’une température constante différente de
la température extérieure. L’énergie perdue E est proportionnelle à la différence
de température et à la surface de l’animal, laquelle est proportionnelle à L2, et
donc E ∝ M


2
3


5 énergie dépensée et fréquence des battements
du coeur


D’où vient l’énergie de l’animal ? Elle est dégagée par les réactions qui ont
lieu entre les sucres apportés par l’alimentation et l’oxygène respiré (grossiè-
rement : sucre + dioxygène → énergie + dioxyde de carbone + eau). L’oxygène
est véhiculé par le sang. Le sang est mu par les contractions du coeur. On peut
considérer que la masse du coeur est proportionnelle à M. Et donc la quantité
d’oxygène apporté par un battement est proportionnelle à M. Soit T le temps
entre deux battements du coeur, c’est-à-dire entre deux cycles de contraction.
Plus cette période est courte, plus le coeur bat vite, plus il y a d’oxygène qui
passe. Au final, la quantité d’oxygène apporté par unité de temps est propor-
tionnelle à M et à 1


T . On a donc E ∝ M
T .


Par conséquent, M
2
3 ∝ M


T . On élève au cube : M2 ∝ M3


T 3 , d’où T 3 ∝ M , ce
qui est équivalent à T ∝ M


1
3 .


On peut supposer que le coeur est fabriqué de la même manière pour tous
les animaux, du moins pour les mêmes classes d’animaux, et que donc le nombre
total N de battements de coeur avant usure est à peu près fixe. La durée de vie
d’un animal est donc NT, et par conséquent proportionnelle à M


1
3 . Les gros


animaux vivent plus lontemps que les petits.


6 comparaison avec la réalité
Il faut beaucoup de points pour faire quelque chose de probant. Cependant


voici quelques données qui semblent aller avec notre calcul.
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Voici les données (poids en kg, durée de vie en années,nom de l’animal :
40 , 16 , antilope
0.12, 7 , belette
30, 12, castor
90, 16, kangourou
150, 20, lama
70, 12, loup
0.012, 1.25, musaraigne
7.5, 10, renard
0.110, 3, taupe
250, 25, tigre
355, 25, zèbre


Troisième partie


un peu de relativité
7 hypothèse


Einstein dans sa théorie de la relativité restreinte, a supposé que la vitesse de
la lumière, notée c, est une constante indépndante du référentiel galiléen choisi :
c = 2, 99792458.108m.s−1 � 300000km.s−1


8 le premier paradoxe du train
Un train passe dans une gare à la vitesse v. Le chef de gare est immobile


sur le quai. Un voyageur immobile dans le train a une horloge un peu spéciale.
Une lampe envoie pendant un temps très court de la lumière. Cette lumière
est réfléchie par un miroir situé à une distance L et revient sur un capteur. Le
temps T’ mis par la lumière pour faire cet aller retour est utilisé pour compter
le temps écoulé dans le train. La lumière parcourt 2L à la vitesse c. On a donc
T ′ = 2L


c , c’est-à-dire L = cT ′
2 .


Pour le chef de gare qui regarde cette étrange horloge à travers les vitres
du train la lumière parcourt plus que 2L. Soit 2l cette longueur. Soit T le
temps mis par la lumière pour faire un aller retour dans le référentiel du chef
de gare. Pendant T


2 , le train parcourt la distance d = vT
2 . On voit sur la figure


qu’on peut appliquer le théorème de Pythagore : l2 = L2 + d2. On a donc


2l = 2
√


L2 + (vT
2 )2. Or T = 2l


c . Donc T = 0
√


L2+( vT
2 )2


c . On remplace dans cette


expression L par cT ′
2 .


On obtient : T = 2
c


√
( cT ′


2 )2 + (vT
2 )2


On élève au carré : T 2 = 4
c2 ( c2T ′2


4 + v2T 2


4 )
On simplifie : T 2 = T ′2 + v2T 2


c2
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0
L


vu du train T’/2


T’


miroir


emetteur/recepteur


vu du quai


0 T/2 T


Ll


d


��������������������


�������������������� ����������������������������������������


T 2(1 − v2


c2 ) = T ′2


Finalement : T = T ′γ avec γ =
√


1
1−( v


c )2 .
T et T’ sont différents ! La relativité remet en cause l’universalité du temps.


Heureusement lorsque v est très petit par rapport à c, v
c est très petit par


rapport à 1, d’où γ � 1, ce qui nous fait retrouver T � T ′ dans nos expériences
quotidiennes, où v est effectivement très petit par rapport à c.


9 les jumeaux de Langevin
On va maintenant se mettre dans une situation où l’on approche la vitesse


de la lumière.
On imagine 2 jumeaux, dont l’un est voyageur et l’autre sédantaire. Pendant


que ce dernier reste sur Terre, le voyageur prend une navette spatiale qui va à
v = 4


5c (ce qui fait quand même près de 240 000 km.s−1, ce qui est encore très


futuriste). γ =
√


1
1−( 4


5 )2
=


√
1


1− 16
25


=
√


1
25
25− 16


25
=


√
25
9 = 5


3


On néglige les périodes d’accélération et de décélération. On imagine que
pour le voyageur l’aller et le retour durent 3 ans chacun. Pour le sédentaire,
comme T = T ′γ, l’aller et le retour durent 5 ans chacun . C’est-à-dire que
lorsqu’ils se revoient après ce long voyage le voyageur n’a vieilli que de 6 ans
tandis que le sédentaire a vieilli de 10 ans ! C’est une bonne base pour des livres
de science-fiction...


Ce genre d’effet n’est pas perceptible pour nous aux vitesses usuelles. Cepen-
dant, lorsqu’on fait voyager des horloges atomiques (lesquelles sont très précises :
1 seconde d’erreur en 300000 ans), on observe un décalage.
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1 Définitions


1.1 Polynôme, racine d’un polynôme


Définition 1 Soit A un anneau (du type Z, Q ou R).
Soient n ∈ N et a0, . . . , an ∈ A, avec an 6= 0. Alors P (X) = anXn+. . .+a1X+a0 est appelé polynôme à coefficients


dans A.
On appelle degré de P l’entier d(P ) = n et k-ième coefficient de P l’élément ck(P ) = ak pour k = 0, . . . , n.
0 est aussi un polynôme, appelé polynôme nul. Par convention, on dit que son degré est −∞.


L’ensemble des polynômes à coefficients dans A est noté A[X].


On dit que deux polynômes sont égaux si ils ont exactement les mêmes coefficients.


Si P (X) = anXn + . . . + a1X + a0 est un polynôme à coefficients dans A, et si λ ∈ A, alors on note P (λ) =
anλn + . . . + a1λ + a0.


Si λ ∈ A, on dit que λ est une racine de P dans A si P (λ) = 0.


Exemple 1 1. P1(X) = 3
5X−1 est un polynôme de degré 1 à coefficients dans Q (ou dans R). Il admet une unique


racine 5
3 dans Q (ou dans R).


2. P2(X) = X2 + 3X + 1 est un polynôme de degré 2 dans Z (ou dans Q, ou dans R).
Dans R, ses racines sont −3+


√
5


2 et −3−
√


5
2 . On voit donc qu’il n’a aucune racine ni dans Z, ni dans Q.


Proposition 1 1. Le polynome nul admet tout nombre pour racine.
2. Si a ∈ R \ {0}, le polynome P (X) = a n’admet aucune racine.
3. Si a, b ∈ R, avec a 6= 0, le polynome P (X) = aX + b admet une unique racine −b


a .
4. Si a, b, c ∈ R, avec a 6= 0, le polynome P (X) = aX2 + bX + c admet :


– deux racines −b+
√


∆
2a et −b−


√
∆


2a si ∆ = b2 − 4ac > 0,
– une racine −b


2a si ∆ = 0,
– aucune racine si ∆ < 0.


5. On sait aussi trouver les racines d’un polynôme de degré 3 (cf suite du cours).


Démonstration 1 On ne démontre ici que le quatrième point :
On se rappelle de l’identité remarquable : (x + y)2 = x2 + 2xy + y2.
On fait le calcul :


aX2 + bX + c = a[X2 + 2
b


2a
X + (


b


2a
)2]− b2


4a
+ c


= a[X +
b


2a
]2 − b2 − 4ac


4a


On pose donc : Y = X + b
2a et ∆ = b2 − 4ac, et on doit résoudre aY 2 − ∆


4a = 0, ce qui est équivalent (puisqu’on a
supposé que a 6= 0) à : Y 2 = ∆


4a2 .
– Si ∆ < 0, on n’a pas de solution car un carré est toujours positif,
– Si ∆ = 0, Y = 0 et on a une racine double : x = −b


2a ,
– Si ∆ > 0, Y = ±


√
∆ et on a deux racines : x1 = −b+


√
∆


2a et x2 = −b−
√


∆
2a .


�
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1.2 Opérations usuelles


Définition 2 Soient m,n ∈ N, avec par exemple m ≥ n.
Soient P (X) = amXm + . . . + a1X + a0 et Q(X) = bnXn + . . . + b1X + b0 deux polynômes à coefficients dans A,


et λ ∈ A. On définit alors les polynômes P + Q,λP et P ×Q par :


(P + Q)(X) = amXm + . . . + an+1X
n+1 + (an + bn)Xn + . . . + (a1 + b1)X + (a0 + b0)


(λP )(X) = λamXm + . . . + λa1X + λa0


(P ×Q)(X) = cm+nXm+n + . . . + c1X + c0 avec ci = a0bi + a1bi−1 + . . . + aib0


Remarque 1 On rappelle une notation fort utile. Pour n ∈ N et x0, x1, . . . , xn ∈ A, on note :


x0 + x1 + . . . + xn =
n∑


k=0


xk et x0 × x1 × . . .× xn =
n∏


k=0


xk


On a avec cette notation :


P (X) =
m∑


k=0


akXk et Q(X) =
n∑


k=0


bkXk


(P + Q)(X) =
max(m,n)∑


k=0


(ak + bk)Xk, avec ak = 0 si k > m et bk = 0 si k > n


(λP )(X) =
m∑


k=0


λakXk


(P ×Q)(X) =
m+n∑
k=0


(
k∑


j=0


ajbk−j)Xk


Proposition 2 Si P et Q sont deux polynômes non nuls à coefficients dans A, alors :


d(P + Q) ≤ d(P ) + d(Q) et d(P ×Q) = d(P )d(Q)


si d(P ) > d(Q), d(P + Q) = d(P )


1.3 Dérivation formelle


Définition 3 La dérivée du polynôme P =
∑n


k=0 akXk est le polynôme :


D(P )(X) = P ′(X) =
n−1∑
k=0


(k + 1)ak+1X
k


On définit par récurrence : Dm+1(P )(X) = P (m+1)(X) = D(Dm(P ))(X).


Proposition 3 Soient P (X) = amXm + . . .+a1X +a0 et Q(X) = bnXn + . . .+b1X +b0 deux polynômes à coefficients
dans A, et λ ∈ A.


(P + Q)′(X) = P ′(X) + Q′(X)


(λP )′(X) = λP ′(X)


(P ×Q)′(X) = P ′(X)Q(X) + P (X)Q′(X)


Démonstration 2 On écrit : P (X) =
∑m


k=0 akXk et Q(X) =
∑n


k=0 bkXk.


1. (P + Q)(X) =
∑max(m,n)


k=0 (ak + bk)Xk, avec ak = 0 si k > m et bk = 0 si k > n. Par conséquent,


(P + Q)′(X) =
max(m,n)−1∑


k=0


(k + 1)(ak+1 + bk+1)Xk =
m−1∑
k=0


(k + 1)ak+1X
k +


n−1∑
k=0


(k + 1)bk+1X
k = P ′(X) + Q′(X)
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2. λP (X) =
∑m


k=0 λakXk, et donc,


(λP )′(X) =
m−1∑
k=0


(k + 1)λak+1X
k = λ


m−1∑
k=0


(k + 1)ak+1X
k = λP ′(X)


3. P ×Q(X) =
∑m+n


k=0 (
∑k


j=0 ajbk−j)Xk, et donc,


P ′(X)Q(X) + P (X)Q′(X) =
m−1+n∑


k=0


(
k∑


j=0


(j + 1)aj+1bk−j)Xk +
m+n−1∑


k=0


(
k∑


j=0


aj(k − j + 1)bk−j+1)Xk


=
m+n−1∑


k=0


(
k+1∑
j=0


(j + k − j + 1)ajbk+1−j)Xk


=
m+n−1∑


k=0


(k + 1)(
k+1∑
j=0


ajbk+1−j)Xk = (P ×Q)′(X)


�


Proposition 4 Formule de Leibniz :


(P ×Q)(n)(X) =
n∑


k=0


Ck
nP (k)(X)Q(n−k)(X)


Démonstration 3 Par récurrence sur n :
– le résultat est vrai pour n = 0
– supposons le résultat vrai pour n et montrons qu’alors il est vrai pour n + 1 :


(P ×Q)(n+1)(X) = Dn+1(P ×Q)(X) = D(Dn(P ×Q))(X)


= D(
n∑


k=0


Ck
nP (k)(X)Q(n−k)(X)) =


n∑
k=0


Ck
nD(P (k)(X)Q(n−k)(X))


=
n∑


k=0


Ck
n(P (k+1)(X)Q(n−k)(X) + P (k)(X)Q(n−k+1)(X))


=
n+1∑
k=0


(Ck−1
n + Ck


n)P (k)(X)Q(n+1−k)(X) =
n+1∑
k=0


Ck
n+1P


(k)(X)Q(n+1−k)(X)


�


1.4 Relations racines coefficients


Proposition 5 Soit P un polynôme de degré n. Alors P (X) admet au plus n racines.


Démonstration 4 Par contraposée : supposons que λ1, . . . , λn+1 soient n + 1 nombres distincts qui annulent P (X).
Alors pour chaque i ∈ {1; . . . ;n+1}, on peut factoriser P (X) par (X−λi), ce qui donne : P (X) =


∏n+1
i=1 (X−λi).Q(X)


et donc P est de degré supérieur ou égal à n + 1.


�


Corollaire 1 Un polynôme qui a plus de racines que son degré (resp. une infinité de racines) est le polynôme nul.


Définition 4 Un polynôme qui a autant de racines que son degré est dit scindé.


Proposition 6 Soit P (X) =
∑n


k=0 akXk un polynôme scindé de racines λ1, . . . , λn. On a alors :


∀k ∈ {1; . . . ;n}, σk =
∑


(i1;i2;...;ik)∈{1;...;n}k


λi1λi2 . . . λik
= (−1)k an−k


an


Démonstration 5 Il suffit d’écrire :


P (X) = an


n∏
k=1


(X − λk) = an


n∑
k=0


(−1)kσn−kXk


Mais P (X) =
∑n


k=0 akXk et donc en identifiant les cn-oefficients, ak = an(−1)n−kσn−k et donc σk = (−1)k an−k


an
.


�
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2 Arithmétique sur les polynômes


On peut étudier l’arithmétique sur les polynômes avec les mêmes notions que l’arithmétique sur les entiers. On
attendra donc le cours de l’année prochaine.


3 Problèmes classiques


3.1 Interpolation


On se donne n ∈ N, x0, . . . , xn ∈ A distincts et a0, . . . , an ∈ A.
La question est de savoir si il existe un polynôme P (X) de degré au plus n tel que ∀i ∈ {0; . . . ;n}, P (xi) = ai.


Proposition 7 1. Pour tout n ∈ N, x0, . . . , xn ∈ A distincts, le polynôme :


Lk(X) =


∏n
l=0,l 6=k(X − xl)∏n
l=0,l 6=k(xk − xl)


est l’unique polynôme tel que :  d(Lk) = n
Lk(xk) = 1
∀i ∈ {0; 2; . . . ; k − 1; k + 1; . . . ;n},Lk(xi) = 0


2. Par conséquent, le polynôme :


P (X) =
n∑


k=0


akLk(X)


est l’unique polynôme tel que : d(P ) = n et ∀i ∈ {0; . . . ;n}, P (xi) = ai.


Démonstration 6 1. Montrons tout d’abord l’unicité dans les deux cas :
Soient P (X) et Q(X) deux polynômes tels que d(P ) = d(Q) = n et ∀i ∈ {0; . . . ;n}, P (xi) = Q(xi) = ai. Alors le
polynôme P −Q est de degré inférieur ou égal à n est admet xi pour racine pour i ∈ {0; . . . ;n}. Il a donc plus
de racines que son degré, donc c’est le polynôme nul, et donc P (X) = Q(X).


2. D’autre part,


Lk(xk) =


∏n
l=0,l 6=k(xk − xl)∏n
l=0,l 6=k(xk − xl)


= 1


∀i ∈ {0; 2; . . . ; k − 1; k + 1; . . . ;n},Lk(xi) =
(xi − xi)


∏n
l=0,l/∈{k;i}(xi − xl)∏n


l=0,l 6=k(xk − xl)
= 0


3. Enfin,


∀i ∈ {0; . . . ;n}, P (xi) =
n∑


k=0


akLk(xi) = aiLi(xi) +
n∑


k=0,k 6=i


akLk(xi) = ai


�
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3.2 Racines d’un polynôme du troisième degré


On considère un polynôme du troisième degré : P (X) = aX3 + bX2 + cX + d, avec a 6= 0. Le but est de trouver
sous quelles condition(s) sur a, b, c et d ce polynôme admet une ou plusieurs racines et de les trouver en fonction de
a, b, c, d.


Remarque 2 Notons déjà que P (X) a au moins une racine. En effet :


lim
x→∞


P (x) = sgn(a)∞, lim
x→−∞


P (x) = −sgn(a)∞, et P (X) est continue,


donc par le théoème des valeurs intermédiaires, P(X) s’annule sur R.


3.2.1 Première étape


Le but de la première étape est de se ramener à un polynôme de la forme : Q(X) = X3 + pX + q.
Pour cela, on rappelle l’identité remarquable : (x + y)3 = x3 + 3x2y + 3xy2 + y3.
On écrit alors :


P (X) = aX3 + bX2 + cX + d


= a[X3 + 3X2(
b


3a
) + 3X(


b


3a
)2 + (


b


3a
)3]− b2


3a
X − b3


27a2
+ cX + d


= a[X +
b


3a
]3 + (c− b2


3a
)X + (d− b3


27a2
)


= a[X +
b


3a
]3 + (c− b2


3a
)[X +


b


3a
]− (c− b2


3a
)


b


3a
+ (d− b3


27a2
)


= a[X +
b


3a
]3 + (c− b2


3a
)[X +


b


3a
] + (d− bc


3a
+


2b3


27a2
)


Donc on pose :


Y = X + (
b


3a
), p =


(c− b2


3a )
a


et q =
(d− bc


3a + 2b3


27a2 )
a


et on doit résoudre : aY 3 + apY + aq = 0, ce qui revient (puisque a 6= 0) à résoudre Y 3 + pY + q = 0.


3.2.2 Seconde étape


On cherche une racine de Q(X) = X3 + pX + q. On pose X = u + v en imposant 3uv = −p, et on a donc :{
(u + v)3 + p(u + v) + q = 0
3uv = −p


⇔
{


(u3 + 3u2v + 3uv2 + v3) + p(u + v) + q = 0


⇔
{


(u3 + v3) + (u + v)(3uv − p) + q = 0
3uv = −p


⇔
{


u3 + v3 = −q
3uv = −p


En posant U = u3 et V = v3, on a donc : {
U + V = −q


UV = −p3


27


Par conséquent, U et V sont les racines du trinôme du second degré : X2 + qX − p3


27 . On calcule son discriminant :


∆ = q2 + 4
p3


27


On a alors deux cas en fonction du signe du discriminant :
1. Si ∆ ≥ 0, alors


U =
−q +


√
∆


2
et V =


−q −
√


∆
2


et x1 =
3


√
−q +


√
∆


2
+


3


√
−q −


√
∆


2
est une racine de Q(X)


2. Si ∆ < 0, on ne trouve pas de racine de cette manière. On attend le cours de l’année prochaine.
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3.2.3 Troisième étape


On connâıt une racine x1 de Q(X) = X3 + pX + q et on cherche si il en existe d’autres.
On factorise alors : Q(X) = X3 + pX + q = (X − x1)(X2 + x1X + p + x2


1).
Il reste donc à trouver les racines de : R(X) = (X2 +x1X + p+x2


1), dont le discriminant est : δ = x2
1− 4(p+x2


1) =
−4p− 3x2


1, donc on a à nouveau trois cas :
1. Si δ = 0, on a une racine simple x1 et une racine double −x1


2 ,


2. Si δ > 0, on a trois racines rélles distinctes : x1,
−x1+


√
δ


2 et −x1−
√


δ
2


3. Si δ < 0, on a une seule racine réelle : x1,


3.2.4 Quatrième étape


On peut relier les étapes 2 et 3 en montrant que sgn(∆) = −sgn(δ).


3.2.5 Conclusion


Méthode générale pour trouver les racines de P (X) = aX3 + bX2 + cX + d :


1. On se ramène à Q(X) = X3 + pX + q,


2. On calcule ∆̃ = 4p3 + 27q2


3. On a suivant les cas :
– ∆̃ = 0 : 1 racine simple (2 3


√
−q
2 ) et 1 racine double(− 3


√
−q
2 )


– ∆̃ > 0 : 1 racine simple ( 3


√
−q
2 +


√
q2


4 + p3


27 + 3


√
−q
2 −


√
q2


4 + p3


27 )


– ∆̃ < 0 : 3 racine simples (On ne les connâıt pas pour l’instant)


3.2.6 Exemples


Exemple 2 On cherche les racines de P1(X) = X3 − 3X2 + X − 3.
1. On écrit :


X3 − 3X2 + X − 3 = [X3 + 3X2(−1) + 3X(−1)2 + (−1)3]− 3X + 1 + X − 3 = [X − 1]3 − 2[X − 1]− 4


On pose Y = X − 1 et on doit résoudre Y 3 − 2Y − 4 = 0.
2. On calcule : ∆ = 4(−2)3 + 27(−4)2 = 400 > 0.
3. Par conséquent, on a une seule racine :


3


√
−(−4)


2
+


√
(−4)2


4
+


(−2)3


27
+


3


√
−(−4)


2
−


√
(−4)2


4
+


(−2)3


27
= 2


4. Donc la seule racine de P1(X) est 3.


Remarque 3 Cette dernière expression est horrible. On peut tout de suite voir que 3 est racine de l’équation.


Exemple 3 On cherche les racines de P2(X) = X3 − 12X2 + 41X − 42.
1. On écrit :


X3−3X2+X−3 = [X3+3X2(−4)+3X(−4)2+(−4)3]−48X+64+41X−42 = [X−4]3−7X+22 = [X−4]3−7[X−4]−6


On pose Y = X − 4 et on doit résoudre Y 3 − 7Y − 6 = 0.
2. On calcule : ∆ = 4(−7)3 + 27(−6)2 = −400 < 0.
3. Par conséquent, on a trois racine mais on ne sait à priori pas les trouver.
4. Cependant, −2 est racine évidente de Y 3 − 7Y − 6 = 0. On calcule alors δ = −4(−7)− 3(−2)2 = 16 et on a les


solutions :


−2,
2 +


√
16


2
= 3 et


2−
√


16
2


= −1


5. donc les racines de P2(X) sont 2, 3 et 7.
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3.3 Polynômes de Tchébytchev


Proposition 8


∀n ∈ N,∃!Tn ∈ Z tel que


{
d(Tn) ≤ n
∀θ ∈ R, Tn(cos θ) = cos(nθ)


Ces polynômes sont appelés polynômes de Tchébytchev.


Démonstration 7 1. Existence
On a la formule :


cos((n + 1)θ) = cos(nθ + θ) = cos(nθ) cos θ − sin(nθ) sin θ


d′où sin(nθ) sin θ = cos(nθ) cos θ − cos((n + 1)θ)


cos((n + 2)θ) = cos(nθ + 2θ) = cos(nθ) cos(2θ)− sin(nθ) sin(2θ)
= cos(nθ)(2 cos2 θ − 1)− 2 sin(nθ) sin(θ) cos θ


= cos(nθ)(2 cos2 θ − 1)− 2(cos(nθ) cos θ − cos((n + 1)θ)) cos θ


= 2 cos θ cos((n + 1)θ)− cos(nθ)


et donc en posant par récurrence :


T0(X) = 1, T1(X) = X
Tn+2(X) = 2XTn+1(X)− Tn(X)


on a bien la propriété demandée.


2. Unicité
Soient Rn et Sn deux polynômes satisfaisant le problème posé. Alors ∀r ∈ [0; 1],∃θ ∈ [0; 2π[ tel que cos θ = r et
donc (Rn − Sn)(r) = (Rn − Sn)(cos θ) = Rn(cos θ)− Sn(cos θ) = cos(nθ)− cos(nθ) = 0.
Par conséquent, (Rn − Sn) a une infinité de racines, donc c’est le polynôme nul et Rn = Sn.


3. Dérivation
On dérive terme à terme : Tn(cos θ) = cos(nθ)


T ′n(cos θ)(− sin θ) = −n sin(nθ)


T ′′n (cos θ)(sin2 θ)− T ′n(cos θ) cos θ = −n2 cos(nθ)


T ′′n (cos θ)(1− cos2 θ)− T ′n(cos θ) cos θ + n2 cos(nθ) = 0


(1−X2)T ′′n (X)−XT ′n(X) + n2Tn(X) admet donc une infinité de racines, donc :


(1−X2)T ′′n (X)−XT ′n(X) + n2Tn(X) = 0
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Le but du problème est de montrer que :


∀n ∈ N,∃!Tn ∈ Z tel que


{
d(Tn) ≤ n
∀θ ∈ R, Tn(cos θ) = cos(nθ)


Ces polynômes sont appelés polynômes de Tchébytchev.
On étudira ensuite une propriété de dérivation de ces polynômes.


1 Existence


Question 1 Calculer T0, T1, T2 et T3 en linéarisant les cosinus correspondants. (indication : on se rappellera des
formules cos(a + b) = cos a cos b− sin a sin b et sin(a + b) = cos a sin b + sin a cos b).


Question 2 Montrer que :
sin(nθ) sin θ = cos(nθ) cos θ − cos((n + 1)θ)


cos((n + 2)θ) = cos(nθ)(2 cos2 θ − 1)− 2 sin(nθ) sin(θ) cos θ


En déduire que la suite de polynôme définie par :


T0(X) = 1, T1(X) = X
Tn+2(X) = 2XTn+1(X)− Tn(X)


satisfait le problème posé.


2 Unicité


Soient Rn et Sn deux polynômes satisfaisant le problème posé.


Question 3 Montrer que : ∀r ∈ [0; 1], (Rn − Sn)(r) = 0 et en déduire que Rn = Sn.


3 Une formule de dérivation


Question 4 Montrer que :
(1−X2)T ′′


n (X)−XT ′
n(X) + n2Tn(X) = 0


1







4 Correction


Question 1 Il est clair que T0(X) = 1 et T1(X) = X.
On sait que cos(2a) = 2 cos2 a− 1, donc T2(X) = 2X2 − 1.
Pour le dernier, on écrit :


cos(3a) = cos(2a) cos a− sin(2a) sin a = (2 cos a− 1) cos a− 2 cos a sin2 a


= (2 cos2 a− 1) cos a− 2 cos a(1− cos2 a) = 4 cos3 a− 3 cos a


et donc T3(X) = 4X3 − 3X.


Question 2 On a la formule :


cos((n + 1)θ) = cos(nθ + θ) = cos(nθ) cos θ − sin(nθ) sin θ


d’où le premier résultat.


cos((n + 2)θ) = cos(nθ + 2θ) = cos(nθ) cos(2θ)− sin(nθ) sin(2θ)
= cos(nθ)(2 cos2 θ − 1)− 2 sin(nθ) sin(θ) cos θ


= cos(nθ)(2 cos2 θ − 1)− 2(cos(nθ) cos θ − cos((n + 1)θ)) cos θ


= 2 cos θ cos((n + 1)θ)− cos(nθ)


et donc en posant par récurrence : Tn+2(X) = 2XTn+1(X)− Tn(X), on a bien le résultat demandé.


Question 3 ∀r ∈ [0; 1],∃θ ∈ [0; 2π] tel que cos θ = r et donc (Rn−Sn)(r) = (Rn−Sn)(cos θ) = Rn(cos θ)−Sn(cos θ) =
cos(nθ)− cos(nθ) = 0.


Par conséquent, (Rn − Sn) a une infinité de racines, donc c’est le polynôme nul et Rn = Sn.


Question 4 Il suffit de dériver terme à terme : Tn(cos θ) = cos(nθ)


T ′
n(cos θ)(− sin θ) = −n sin(nθ)


T ′′
n (cos θ)(sin2 θ)− T ′


n(cos θ) cos θ = −n2 cos(nθ)


T ′′
n (cos θ)(1− cos2 θ)− T ′


n(cos θ) cos θ + n2 cos(nθ) = 0


(1−X2)T ′′
n (X)−XT ′


n(X)+n2Tn(X) admet donc une infinité de racines, donc (1−X2)T ′′
n (X)−XT ′


n(X)+n2Tn(X) = 0.
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Théorème de Pick


Vincent Pilaud


Mars 2004


1 Position du problème


Soit R un réseau de points à maille carrée dont le côté est l’unité de longueur. Soit P un polygône dont les sommets
sont les points du réseau R. On note F (P ) le nombre de points de R se trouvant sur la frontière de P , I(P ) le nombre
de points de R se trouvant à l’intérieur de P et A(P ) l’aire de P .


Le but du problème est de trouver une formule donnant A(P ) en fonction de F (P ) et I(P ).


Exemple 1. Sur la figure suivante, F (P ) = 14, I(P ) = 24 et A(P ) = 30


r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r


r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r


r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r


r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r


r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r


r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r


r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r


r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r


r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r


2 Intuition de la formule


Question 1. En choisissant correctement une suite de polygônes, intuiter la dépendance de A(P ) en F (P ), puis en
I(P ).


Question 2. En déduire une formule possible de A(P ) en fonction de F (P ) et I(P ).


Cette formule (si elle est juste) est appelée formule de Pick et nous allons la démontrer dans le paragraphe suivant.


3 Démonstration


On note Q(P ) = I(P ) + F (P )/2− 1 et on veut montrer que A(P ) = Q(P ).


Question 3. Montrer que la formule de Pick est additive, c’est-à-dire que si P est un polygône, de sommets (dans
l’ordre) a1, a2, . . . , an, si i ∈ {1, . . . , n} et j ∈ {i + 2, . . . , n}, et si P1 est le polygône de sommets (dans l’ordre)
a1, a2, . . . , ai−1, ai, aj , aj+1, . . . , an et P2 le polygône de sommets (dans l’ordre) ai, ai+1, . . . , aj−1, aj alors Q(P ) =
Q(P1) + Q(P2).


r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r


r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r


r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r


r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r


r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r


r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r


r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r


r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r


r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r


a1 a2


a3


a4


a5


a6
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En déduire qu’il suffit de prouver la formule pour les triangles (penser à découper le polygône P en triangles).


Question 4. Montrer qu’un triangle quelconque peut être obtenu à partir d’un rectangle dont les côtés sont parallèles
aux axes auquel on retire au plus trois triangles rectangles dont les côtés de l’angle droit sont parallèles aux axes et
éventuellement un rectangle dont les côtés sont parallèles aux axes.


En déduire qu’il suffit de prouver la formule pour les triangles rectangles dont les côtés de l’angle droit sont parallèles
aux axes et les rectangles dont les côtés sont parallèles aux axes.


Question 5. Montrer la formule pour les triangles rectangles dont les côtés de l’angle droit sont parallèles aux axes
et les rectangles dont les côtés sont parallèles aux axes.


4 Généralisations


Question 6. Généraliser cette formule au cas où on a une figure P constituée d’un polygône P0 avec des trous
P1, . . . , Pm.


r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r


r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r


r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r


r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r


r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r


r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r


r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r


r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r


r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r


P0


P1


P2


P3


Remarque 1. On peut aussi généraliser cette formule à la dimension 3. C’est le travail de Reeve.
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5 Correction


Question 1. Pour la dépendence en F (P ), on considére une suite de rectangles Un de côtés parallèles aux axes, de
longueur n et de largeur 1. Alors F (Un) = 2(n + 1), I(Un) = 0 et A(Un) = n.


Pour la dépendence en I(P ), on considére une suite de triangles Vn de sommets (0, 0), (2n + 1, 1) et (2n + 1, 2).
Alors F (Vn) = 3, I(Vn) = n et A(Vn) = (2n + 1)/2.


Remarque 2. Tout autre exemple permattant de trouver la formule est aussi bon que celui-ci.


Question 2. On en déduit une formule possible : A(P ) = I(P ) + F (P )/2− 1.


Question 3. Soit P est un polygône, de sommets (dans l’ordre) a1, a2, . . . , an, i ∈ {1, . . . , n} et j ∈ {i + 2, . . . , n}, et
P1 est le polygône de sommets (dans l’ordre) a1, a2, . . . , ai−1, ai, aj , aj+1, . . . , an et P2 le polygône de sommets (dans
l’ordre) ai, ai+1, . . . , aj−1, aj alors Q(P ) = Q(P1) + Q(P2).


Soit J le nombre de points de R sur ]ai; aj [.
Alors I(P ) = I(P1) + I(P2) + J et F (P ) = F (P1) + F (P2)− 2J − 2.


Q(P ) = I(P ) + F (P )/2− 1 = I(P1) + I(P2) + J + (F (P1) + F (P2)− 2J − 2)/2− 1


= (I(P1) + F (P1)/2− 1) + (I(P2) + F (P2)/2− 1) = Q(P1) + Q(P2)


Par conséquent, en découpant le polygône de départ en triangles, il suffit de prouver le résultat pour les triangles.


Question 4. Soit abc un triangle. On note :


a = (xa, ya), b = (xb, yb), c = (xc, yc)


mx = min(xa, xb, xc), Mx = max(xa, xb, xc), my = min(ya, yb, yc), My = max(ya, yb, yc)


et U le rectangle de sommets (mx,my), (mx,My), (Mx,My), (Mx,my).
Il y a alors quatre cas :


1. Si a, b, et c sont sur trois sommets du rectangle, alors il suffit de retirer un triangle rectangle.


2. Si deux sommets du triangle sont des sommets du rectangle et le dernier point est sur le bord du rectangle, alors
il suffit de retirer deux triangles.


3. Si deux sommets du triangle sont des sommets du rectangle et le dernier point n’est pas sur le bord du rectangle,
alors il faut retirer un rectangle et trois triangles.


4. Si un sommet du triangle est un sommet du rectangle, alors les deux autres points sont sur le bord du rectangle,
et il suffit de retirer trois triangles.


r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r


r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r


r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r


r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r


r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r


r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r


r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r


r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r


r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r


Question 5. Pour un rectangle U dont les côtés sont parallèles aux axes, en notant L sa longueur et l sa largeur,
F (U) = 2(L+ l) et I(U) = (L−1)(l−1). Donc A(U) = L.l = (L−1)(l−1)+(L+ l)−1 = I(U)+F (U)/2−1 = Q(U).


Pour un triangle rectangle V dont les côtés de l’angle droit sont parallèles aux axes, on recole un autre triangle V ′,
identique à V , pour obtenir un rectangle U . On a alors 2A(V ) = A(U) = Q(U) = 2Q(V ) donc A(V ) = Q(V ).


Question 6. Soit P un polygône avec m trous qui sont des polygônes P1, . . . , Pm. Alors,


F (P ) =
m∑


i=0


F (Pi) et I(P ) = I(P0)−
m∑


i=1


(I(Pi) + F (Pi))


A(P ) = A(P0)−
m∑


i=1


A(Pi) = I(P0) + F (P0)/2− 1−
m∑


i=1


(I(Pi) + F (Pi)/2− 1) = I(P ) + F (P )/2 + m− 1
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1 Les tours de Hanöı


1.1 Description du problème


On dispose de trois emplacements, notés P1, P2, P3, et de n boites, notées b1, b2, . . . bn, de tailles différentes et
initialement empilées sur le premier emplacement P1 par taille croissante.


On veut déménager cette tour de P1 à P3 en respectant les règles suivantes :
– on ne peut déplacer que l’élément du haut de la pile,
– on ne peut empiler des boites que par ordre croissant.
Le but du problème est de trouver le nombre minimum de déplacements nécessaires à ce déménagement.


1.2 Résultats aux petits ordres


On trouve les résultats suivants pour les petits ordres (ces résultats semblent être minimaux, et nous prouverons
plus tard qu’ils le sont effectivement) :


n 1 2 3 4 5 6 ...
f(n) = nombre minimal de coups pour 1 3 7 15 31 63 ...


déménager la tour de n boites


Cette étude aux petits ordres nous fait rapidement conjecturer la formule


f(n) = 2f(n− 1) + 1


Le but est maintenant de démontrer cette formule de récurrence et d’en déduire la formule explicite de f(n).


1.3 Démonstration et conclusion


Lemme 1


∀n ∈ N, f(n) = 2f(n− 1) + 1


Démonstration 1 1. Soit un déménagement donné. On considère la position de la plus grosse boite bn au cours
du déménagement : elle se trouve initialement en P1 et finalement en P3. Il faut par conséquent l’avoir déplacée
au moins une fois de P1 ou P2 à P3.
Pour pouvoir déplacer cette boite, il faut qu’elle soit seule sur son emplacement (elle doit être en haut et aucune
ne peut être en dessous) et que P3 soit vide. Par conséquent, toutes les autres boites doivent être empilées par
ordre croissant sur l’emplacement restant.
Pour arriver dans cette position, il faut déjà avoir fait au moins f(n−1) déplacements. On doit ensuite déplacer
la boite bn, puis empiler à nouveau toutes les autres boites en P3 ce qui demande à nouveau au moins f(n− 1)
déplacements.
On fait la somme et on trouve ∀n ∈ N, f(n) ≥ 2f(n− 1) + 1.


2. D’autre part, le déménagement qui consiste à mettre les n − 1 premières boites sur P2, à déplacer bn, puis à
rempiler les n−1 premières boites sur P3 se fait en 2f(n−1)+1 déplacements. Donc ∀n ∈ N, f(n) ≤ 2f(n−1)+1.


3. On en déduit donc bien l’égalité : ∀n ∈ N, f(n) = 2f(n− 1) + 1.
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Proposition 1


f(n) = 2n−1 + 2n−2 + . . . + 4 + 2 + 1 =


n−1∑


k=0


2k = 2n − 1


Démonstration 2 par récurrence sur n :


1. Initialisation : le résultat est clairement vrai au rang 1.


2. Transmission : soit n ∈ N. On suppose le résultat vrai au rang n. On a alors :


f(n + 1) = 2f(n) + 1


= 2(2n − 1) + 1


= 2(n+1) − 1


¤


2 Partition du cercle


2.1 Description du problème


Soit C un cercle. Le problème consiste à placer n points sur C et à tracer toutes les cordes correspondantes de
manière à ce que trois cordes ne soient pas concourantes, puis à compter les parties ainsi séparées sur le cercle.


Exemple 1 pour n = 4, on obtient 8 parties :


� �


�


�


2.2 Résultats aux petits ordres


On trouve les résultats suivants pour les petits ordres :


n 1 2 3 4 5 6 ...
g(n) = nombre de parties 1 2 4 8 16 31 ...


du cercle


Cette fois, bien que les cinq premiers résultats nous poussent à postuler que g(n) = 2n−1, le résultat pour n = 6
nous déroute.


En fait, il va falloir faire une étude plus détaillée pour déterminer la formule.


2.3 Solution du problème


Lemme 2


∀n ∈ N, 1 + 2 + 3 + . . . + (n− 1) + n =


n∑


k=1


k =
n(n + 1)


2


Démonstration 3 1. Méthode 1 : raisonnement par récurrence
- Initialisation : le résultat est clair pour n = 1.
- Transmission : supposons le résultat vrai au rang n. On a alors :


n+1∑


k=1


k =


n∑


k=1


k + (n + 1) =
n(n + 1)


2
+ (n + 1) =


n(n + 1) + 2(n + 1)


2
=


(n + 1)(n + 2)


2


d’où le résultat.
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2. Méthode 2 : calcul direct On écrit la somme de la manière suivante :


S = 1 + 2 + 3 + . . . + (n− 1) + n


S = n + (n− 1) + (n− 2) + . . . + 2 + 1


On fait alors la somme des deux lignes précédentes et on obtient :


2S = (n + 1) + (n + 1) + . . . + (n + 1) + (n + 1) = n(n + 1)


d’où le résultat.
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Lemme 3


∀n ∈ N,


n∑


k=1


k2 =
n(n + 1)(2n + 1)


6
et


n∑


k=1


k3 =
n2(n + 1)2


4


Démonstration 4 1. Méthode 1 : raisonnement par récurrence
- Initialisation : le résultat est clair pour n = 1.
- Transmission : supposons le résultat vrai au rang n. On a alors :


n+1∑


k=1


k2 =


n∑


k=1


k2 + (n + 1)2


=
n(n + 1)(2n + 1)


6
+ (n + 1)2


=
n(n + 1)(2n + 1) + 6(n + 1)2


6


=
(n + 1)[n(2n + 1) + 6(n + 1)]


6


=
(n + 1)(2n2 + 7n + 6)


6


=
(n + 1)(n + 2)(2n + 3)


6


d’où le résultat pour la somme des k2.
de même pour la somme des k3.
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2. Méthode 2 : calcul direct
On écrit l’identité remarquable :


(k + 1)3 = k3 + 3k2 + 3k + 1


et on somme cette relation pour k variant de 0 à n :


n∑


k=0


(k + 1)3 =
n∑


k=0


k3 + 3
n∑


k=0


k2 + 3
n∑


k=0


k +
n∑


k=0


1


on simplifie les termes que l’on retrouve à droite et à gauche :


(n + 1)3 = 3


n∑


k=0


k2 + 3


n∑


k=0


k +


n∑


k=0


1


et on remplace ce que l’on connâıt dans cette égalité :


(n + 1)3 = 3


n∑


k=0


k2 + 3
n(n + 1)


2
+ (n + 1)


3


n∑


k=0


k2 = (n + 1)3 − 3
n(n + 1)


2
− (n + 1)


3







n∑


k=0


k2 =
1


3
(n + 1)[(n + 1)2 −


3n


2
− 1] =


n(n + 1)(2n + 1)


6


d’où le résultat pour la somme des k2.
de même pour la somme des k3.
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Remarque 1 Notons que la méthode 2 permet de prouver la formule sans la connâıtre préalablement.


Proposition 2


g(n) =
n4


24
−


n3


4
+


23n2


24
−


3n


4
+ 1


Démonstration 5 L’idée de la démonstration est de compter le nombre de parties que l’on rajoute lorsque l’on ajoute
le kième point.


Notons que le nombre de parties que l’on rajoute en ajoutant une corde est égal au nombre de parties que rencontre
cette corde, soit encore au nombre de cordes que rencontre cette corde augmenté de 1.


Il ne reste alors qu’à compter :


g(n) = nb de parties au départ + nb de parties rajoutées


= 1 +


n∑


k=1


(nb de parties rajoutées lors de l′ajout du kième point)


= 1 +
n∑


k=1


k−1∑


l=1


(nb de parties rajoutées lors de l′ajout de la corde reliant le kième point au lième point)


= 1 +


n∑


k=1


k−1∑


l=1


(nb de points entre l et k dans le sens trigo)(nb de points entre l et k dans le sens rétro)


= 1 +


n∑


k=1


k−1∑


l=1


1 + (l − 1)(k − 1− l)


= 1 +
n∑


k=1


k−1∑


l=1


(2− k) + lk − l2


= 1 +
n∑


k=1


[(k − 1)(2− k) +
(k − 1)k


2
k −


(k − 1)k(2k − 1)


6
]


= 1 +
n∑


k=1


[−2 +
17k


6
− k2 +


k3


6
]


= 1− 2n +
17


6


n(n + 1)


2
−


n(n + 1)(2n + 1)


6
+


1


6


n2(n + 1)2


4


=
n4


24
−


n3


4
+


23n2


24
−


3n


4
+ 1
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Remarque 2 Il n’est pas nécessaire de calculer la double somme trouvée : en effet, à la quatrième ligne, g(n) apparâıt
clairement comme un polynôme de degré 4 et peut donc être calculé rapidement par un système d’équations ou la
méthode de Lagrange.
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