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Dans ce texte, on présente quelques thémes en relation avec la théorie des réseaux d’un espace vectoriel réel de
dimension finie. Dans un premier temps (§. 1), on donne les définitions et les propriétés de base des réseaux, et
on présente rapidement ’exemple des groupes cristallographiques de 'espace euclidien. On s’intéresse ensuite (§. 2)
au volume d’un réseau et en particulier au théoreme de Minkowski, que I'on applique a la résolution de certaines
équations diophantiennes telles que le théoréme des deux carrés. On présente par ailleurs (§. 3) la preuve du théoréme
des deux carrés utilisant ’anneau des entiers de Gauss, ce qui nous permet de déterminer explicitement le nombre de
décompositions d’un entier en somme de deux carrés. On s’intéresse ensuite (§. 4) aux propriétés de certaines figures
géométriques relatives au réseau Z? : on montre par exemple que pour tout entier n, il existe un cercle qui passe par
exactement n points de Z2?. On étudie aussi (§. 5) les empilements de boules sur un réseau, I'inégalité d’Hermite et
le probléme du verger. Enfin (§. 6), on présente treés rapidement le probléme de la réduction de réseau et 'algorithme
LLL, que 'on applique au cassage du cryptosysteme par sac-a-dos.

1 Définitions et premiers exemples

1.1 Réseaux, sous-réseaux

Définition 1. Soit n € N*. Une partie I' de R™ est appellée sous-réseau de R™ s’il existe une famille libre e =
(e1,...,ep) de R™ telle que
I'="Z7e @ Zex ® ... D ZLep.

On dit que e est une Z-base du sous-réseau I et que p = rg(T") est son rang. Un réseau de R™ est un sous-réseau de
rang n.
Proposition 1. Soit T' un sous-réseau de R™ de rang p, e une Z-base de ', v une base de vect(T") et P la matrice de
passage de e ¢ v. Alors les conditions suivantes sont équivalentes

(i) v est une Z-base du sous-réseau T,

(ii)) P € GL,(Z),

(iii) P € M,(Z) et |det(P)| = 1.

Théoréme 1 (de la base adaptée). Soit ' un sous-réseau de R™ et A un sous-groupe de T'. Alors A est un sous-réseau

de R™ de rang inférieur ou égal a celui de T'. De plus, il eviste une Z-base (e1,...,egr)) de I' et ay, ..., amgn) € Z*
tels que
(i) la famille (aeq, ..., arga)erg(a)) est une Z-base de A,

(i) pour tout 1 <i <rg(A) —1, a; divise ajtq.
Exemple.
1. Z™ est un réseau de R™. La base canonique est une Z-base de Z™.
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2. La matrice (O 1) transforme la Z-base e = <<0) , <1>) de Z* en la Z-base e’ = (<0) , <1>)

3. L’ensemble Z (1

0) + 27 (1) est un sous-réseau de Z". La base adaptée est ici €’.

1.2 Sous-groupes discrets et réseaux

Définition 2. Une partie X de R™ est discréte si pour tout x € X, il existe r > 0 tel que X N B(x,r) = {«}.
Un sous-groupe additif T' de R™ est cocompact si le quotient R™ /T est compact.

Proposition 2. 1. Un sous-groupe I' de R™ est un sous-réseau de R™ si et seulement si il est discret.

2. Un sous-groupe I' de R™ est un réseau de R™ si et seulement si il est discret et cocompact.



1.3 Exemple : les pavages de R”

Définition 3. On dit qu’un sous-groupe de Is(R?) est un groupe cristallographique s’il est discret et cocompact.

Remarque. Un sous-groupe de Is(R?) est un groupe cristallographique si et seulement s’il existe une partie P de R?
compacte, connexe, d’intérieur non vide telle que

(R*=[Jg(P), et  (i))Vg,h€G, g(P)Nh(P) # 0= g(P) = h(P).
geG

Exemple. Si ' est un réseau du plan, alors le groupe G = {t,, | u € T'} est un groupe cristallographique.

Théoréme 2 (Bieberbach). 1. Le sous-groupe des translations d’un groupe cristallographique est un réseau.
2. Il existe 17 classes d’isomorphisme de groupes cristallographiques du plan.

3. Deuz sous-groupes cristallographiques isomorphes sont conjugués dans GA(R?).

2 Volume d’un réseau et théoreme de Minkowski

2.1 Volume d’un réseau

Définition 4. Soit T' un réseau de R™ et e = (e1,...,e,) une Z-base de T'. On note P, = {t1e1 + ...+ tpe, | Vi €
{1,...,n},t; € [0,1]} le parallelogramme fondamental du réseau I' associé a la Z-base e. On appelle mesure du réseau
T, et on note u(R™/T), le volume de P. (pour la mesure de Lebesgue).

Remarque. Si A, est la matrice de M, (R) dont les vecteurs colonnes sont les vecteurs e; (représentés dans la base
canonique de R™), alors p(P.) = |det(A4.)|. Comme toute matrice de changement de Z-base du réseau I' a pour
déterminant 1 ou —1, ce volume ne dépend pas de la Z-base e choisie.

Proposition 3 (Inégalité d’Hadamard). Soit T un réseau de R™ et e = (ey,...,e,) une Z-base de I'. Alors
n
pu(R"/T) < [T lleall
i=1
avec égalité si et seulement si (e1,...,ey) est une base orthogonale de R™.

2.2 Théoréme de Minkowski

Lemme 1. Soit I un réseau de R™ et ¢ : R — R™/T" la surjection canonique. Soit A une partie pu-mesurable de R™
telle que p(A) > p(R"/T). Alors la restriction 14 de 1) a A n'est pas injective.

Soient e = (e1,...,e,) une Z-base du réseau I' et D = {t1e1 + ... + the, | Vi € {1,...,n},t; € [0,1[}. Puisque
R"=[]|,erD+7,0ona

p(D) = p(R™/T) < p(A) = > w(An(D+7) =>_ p((A=~)ND).

yel’ ~el’
Par conséquent, les A —« (7 € T') ne peuvent pas étre deux-a-deux disjoints, ce qui prouve le lemme.

Théoréme 3 (Minkowski). Soit T' un réseau de R™ et C' une partie de R™ conveze, symétrique par rapport o 'origine
et p-mesurable. Si p(C) > 2"u(R™/T), alors C contient un élément non nul de T.

Pour prouver ce théoréme, on applique le lemme précédent & A = B/2. Par hypothese, on a u(A) > p(R™/T'), donc
il existe 2,y € A tels que z —y € ' . {0}. On sait alors que 2z € 24 = C, 2y € C, et puisque C est symétrique par
rapport a lorigine, —2y € C. Par convexité, on obtient que x —y = 1/2(2z — 2y) € CNT ~ {0}.

Remarque.
1. Soit C' = {t1e1+...+tney | Vi € {1,...,n},t; €]—1,1[}. Alors C est convexe, symétrique par rapport a 'origine,
p-mesurable, avec u(C) = 2"p(R™/T"). Pourtant, C N T = {0}.
2. Si C est convexe, compact, symétrique par rapport & lorigine, y-mesurable, avec pu(C) = 2" u(R™/T), alors alors
C contient un élément non nul de I'.



2.3 Application a certaines équations diophantiennes
Proposition 4. Soient a,b,c, m quatre entiers tels que
(i) (z,y) — az® + bry + cy? est une forme quadratique définie positive,
(ii) il existe f € Z tel que af? +bf +c =0 [m],
(i) Vdac — b2 < .
Alors il existe x,y € 7 tels que ax® + bxy + cy? = m.

On considere d’une part 'ensemble I' = {(z,y) € Z? | x = fy [m]}. Il est clair que T est un réseau de R? de volume
m. On considére d’autre part ’ellipse

2my/4ac — b?
C ={(z,y) € R? | ax® + bry + cy® < %}

La partie C' est convexe, compacte, symétrique par rapport & ’origine, y-mesurable et

£/ _ h2
W(C) = 2L EmVAAC b (2T,
Vidac — b2 ™

Le théoréme de Minkowski assure donc qu'’il existe un élément (z,y) non nul de " dans C. On a alors
(i) aa® + boy + cy? = (af? + bf + c)y® = 0 [m,
(ii) 0 < az?® + bry + cy? < 2mvdac=be W < 2m,

donc az? + bry + cy? = m.

3 Sommes de deux carrés

3.1 Le théoréme des deux carrés

Pour tout n € N, on note r(n) = card{(z,y) € Z* | °> + y*> = n} le nombre de décompositions de n en somme
de deux carrés. On note S = {n € N | r(n) > 0} I'ensemble des entiers qui admettent une telle décomposition. On
commence par remarquer que :

Lemme 2. L’ensemble S est stable par produit.
En effet, pour tous a,b,c,d € N,
(a® +0*)(* + d?) = a®c® + a*d® + b*c* + b?d® = (ac + bd)* + (ad — be)?.

Pour comprendre I’ensemble S, on peut donc se restreindre a étudier le cas des nombres premiers. La proposition
suivante donne une caractérisation des nombres premiers qui sont dans S :

Proposition 5. Soit p un nombre premier. Alors p ¢ S si et seulement si p = 3 [4].

Pour tout entier z, on sait que #2 = 0 ou 1 [4] de sorte que pour tous z,y € N, 22 + y? = 0,1 ou 2 [4]. Par
conséquent, p = 3 [4] = p ¢ S. Réciproquement, si p = 1 [4], alors il existe u € N tel que u? + 1 = 0 [p]. Il suffit donc
d’appliquer la proposition 4 aux entiers 1,0, 1, p. Enfin, 2 € S.

On en déduit le théoreme :

Théoréme 4 (Sommes de deux carrés).
S={neN|VpeN,ppremier et p =3 [4] = v,(n) € 2Z},
ot vp(n) désigne la plus grande puissance de p qui divise n

Dans ce qui suit, on rappelle une autre preuve de ce résultat utilisant 'anneau Z[i]. Cette preuve nous permet de
raffiner ce théoreme pour donner explicitement le nombre de décompositions de n en sommes de deux carrés.



3.2 L’anneau des entiers de Gauss

On considere 'anneau Z[i] = {a+ib | a,b € Z}. On définit la norme N : Z[i] — N par N(a+1ib) = |a+ib|> = a®+ b
OnaS ={N(a)|ac Zli}.

Lemme 3. La norme N est multiplicative. Les inversibles de Z[i] sont +1 et +i.

Le module étant multiplicatif, la norme est clairement multiplicative. Soit o € Z[i] inversible et 5 € Z[i] tel que
af =1. Alors 1 = N(af) = N(a)N(5) donc N(a) = 1. On en déduit que o € {1, £i}. Réciproquement, il est clair
que *+1 et +i sont inversibles.

Notons que ce lemme donne en particulier une autre démonstration de la multiplicativité de S.

Lemme 4. L’anneau Z[i] est euclidien, de stathme N.
Soient «, 8 € ZJi], avec 8 # 0. On considere dans C le quotient o/ = x + iy (ot z,y € R). Soient a,b € Z tels que
|z —al| <1/2et |y —b] <1/2. On a alors

2 _(a+ib) 2=|(x—a)+i(y—b)|2 < (%)QJF (%)2 <1,

et par conséquent N(a — (a +b)3) < N(5), ce qui prouve le lemme.

Proposition 6. Soit p un entier premier. Il y a équivalence entre
1. p est irréductible dans Z]i],
2. p=3M4],

3. p n’est pas somme de deuz carrés.

Supposons que p est irréductible dans Z[i] et que p = 1 ou 2 [4]. 1l existe alors u € Z tel que u? +1 = 0 [p]. Par
conséquent, p divise (u 4 4)(u — i), et comme p est supposé irréductible et que Z[i] est euclidien, p divise (u + i) ou
u — i. Ceci est absurde puisqu’il est clair que ni (u+14)/p, ni (v —4)/p ne sont dans Z][].

Si p = 3 [4], alors p ne peut pas étre somme de deux carrés, puisque tout carré est congru & 0 ou 1 modulo 4.

Supposons enfin que p ne soit pas somme de deux carrés. Alors p ne peut pas étre la norme d’un entier de Gauss.
Or, si on écrit p = a3, avec a, 3 € Z[i], on a p?> = N(p) = N(a)N(3). Par conséquent, et comme p est premier, on a
N(a) =1o0u N(B) =1, ie. @ ou S est inversible, donc p est irréductible.

On retrouve la proposition 5 et donc le théoreme 4.

Proposition 7. Les irréductibles de l'anneau Z[i] sont
1. les entiers de Gauss dont la norme est premiere,

2. les £p et +ip ot p est un entier premier avec p = 3 [4].

La norme étant multiplicative, il est clair que tout entier de Gauss dont la norme est un nombre premier est
irréductible. Par ailleurs, on vient de montrer que pour tout p premier congru & 3 modulo 4 est irréductible (donc +p
et +ip le sont aussi).

Réciproquement, commencgons par noter que si p est un nombre premier avec p = 3 [4] et & = a + ib € Z][i] a pour
norme p?, alors a € {#p, +ip}. En effet, si 'on suppose que b ¢ {0, p, —p}, alors b est inversible dans Z/pZ et on a
a?+b% = N(a) =p? =0 [p], dou (ab=1)%? = —1 [p], ce qui est absurde.

Il ne reste donc plus qu’a prouver qu’'un entier de Gauss « dont la norme n’est ni un nombre premier, ni le carré
d’un nombre premier congru & 3 modulo 4, est réductible. Mais N(«) est alors le produit de deux sommes de deux
carrés e? + f2 et g2 + k2. On a donc

aa = N(a) = (¢ + f*)(g° + h*) = ((e +if)(g +ih)) (e — if)(g — ih)).

Si 'on suppose a irréductible, il doit diviser (e +if)(g + ih) ou (e —if)(g — ih). On peut écrire par exemple aff =
(e +if)(g + ih), avec B € Z[i]. Mais N(a) = N ((e+if)(g +ih)), donc N(8) = 1 et § est inversible. On obtient
a=p"1(e+1if)(g+ih), ce qui est absurde.



3.3 Nombre de décompositions d’un entier en somme de deux carrés

On rappelle que I'on note r(n) = card{(z,y) € Z? | ° + y*> = n} le nombre de décompositions de n en somme de
deux carrés. Par ailleurs, pour n € N, on note dy(n) (resp. d3(n)) le nombre de diviseurs de n congrus & 1 (resp. 3)
modulo 4.

Théoréme 5. Pour tout n € N, r(n) = 4(d1(n) — dz(n)).

On définit d(n) = r(n)/4. On veut montrer que d est multiplicative. Notons d’abord que d(1) = r(1)/4 = 1. Par
ailleurs, on va montrer par une étude de cas que si n € N; si p est un nombre premier qui ne divise par n et si A € N,
alors d(p*n) = d(p*)d(n).

PREMIER CAS : p=2

On sait que 1 — 7 est irréductible dans Z[i] (puisque N (1 — i) = 2 est premier) et qu’il ne divise pas n (puisque si
c’était le cas, 2 = (1 +1i)(1 —4) diviserait n?, et donc 2 diviserait n). Pour tout o € Z[i] tel que N(a) = 2*n, on peut
écrire a = (1 — 9)* 3 avec p entier, 8 € Z[i] et (1 — 1)1 5. On a alors

(1 =) (1 +))"B = aa = N(a) = 2*n = (1 = ) (1 + 1)) n,
d’ott A = p et n = N(B). Réciproquement, si § € Z[i] est tel que n = N (), alors N ((1 —4)*3) = 2*n. Par conséquent,
{a € Zli] | N(a) =2} = {(1 =)*8 | N(8) = n},
et donc 7(2*n) = r(n). On obtient en particulier r(2*) = r(1) = 4. D’ot1

T An rn
d(2*n) = (24 ) _ (4) = d(n) = d(2)d(n).

DEUXIEME CAS : p =1 [4]

Par le théoréme précédent, p est somme de deux carrés. On écrit p = a2 + b? = (a + ib)(a — ib), avec a,b € Z. Les
eux entiers de Gauss a + @b et a — ib sont irréductibles (car ler norme est un nombre premier) et non associés (sinon
|a| = |b] ou @ = 0 ou b =0, ce qui est impossible). Le méme raisonnement que précédemment donne

{a € Z[i] | N(a) = p*n} = {(a +ib)"(a =) "*F | 0 <z < Aet N(B) = n},
et donc 7(p*n) = (A + 1)r(n). On obtient en particulier r(p*) = 4(A + 1). D’olt

T ’\n « r\n
d(p’\n) _ (p4 ) _ ( +i) ( ) Zd(pk)d(n).

TROISIEME CAS : p = 3 [4]

Si A est impair, le théoréeme des deux carrés affirme que r(p*) = 0 et r(p*n) = 0. On a donc bien d(p*n) = 0 =
A)d(n).

Si A est pair, p étant irréductible dans Z[i], on obtient comme précédemment

{a € Z[i] | N(a) = p*n} = {p*28| N(8) = n},

et donc 7(p*n) = r(n). On obtient en particulier r(p*) = 4. D’olt

dprn) = "2 1) g — apydn.

Définissons maintenant la fonction x : N — N par

0 si2n
x(n) = 1 sin=1[4]
-1 sin=3[4]

Il est clair que x est multiplicative. On en déduit que

n— dy(n) —ds(n) = > _x(d)
d



et multiplicative. Pour montrer que d(n) = di(n) — ds(n) pour tout n € N, il suffit donc de montrer que pour tout
nombre premier p et tout entier \, d(p*) = dy(p*) — d3(p*). Or
\ 1 sip=2
A+1 sip=1[4)
_ A
ZX(d) - ;)X(p )= 0  sip=3]3]et\estimpair
dlp #= 1 sip=3][3] et \est pair

Ceci termine la preuve du théoréeme 5.

4 Figures géométriques sur le réseau Z>

Dans cette partie, on trace des figures géométriques simples dans le plan, et on cherche le nombre de points du
réseau Z? qu’elles contiennent. On montre ainsi que pour tout n € N, il existe un disque (resp. un cercle, resp. un
carré) qui contient exactement n points de Z2. On montre ensuite le théoréme de Pick, qui permet de compter le
nombre de points dans un polygone dont les sommets sont des points du réseau.

4.1 Cercles et disques

Proposition 8. Pour tout entier n, il existe un cercle qui passe par exactement n points de 7.

Plus précisément, si n € N alors
kE—1

1
2

0) et de rayon 2 22 passe par n points de Z2,

(i) si n = 2k, le cercle de centre (

ii) si n =2k + 1, le cercle de centre (%,0) et de rayon 5 passe par n points de Z2.
3 3

Nous ne démontrons ici que le (i), le (ii) se prouvant de la méme maniére.

On considere les solutions de I’équation 2% +y2 = 5¥~1. Tout d’abord, le théoreme 5 affirme qu’il y en a 4k. Ensuite,
il est clair que si (x,y) est une solution de cette équation, la parité de x et celle de y sont différentes. Par ailleurs, (y, x)
est alors aussi une solution. On en déduit qu'’il y a exactement 2k = n solutions (x,y) pour lesquelles x est impair et

y est pair.
k—1
572

1,0) et de rayon 22— si et seulement si

2

Or un point (u,v) € Z? est situé sur le cercle de centre (

1 2 5k:—1
(u - 5) +0? = T ie. si et seulement si  (2u — 1) + (2v)% = 581

Proposition 9. Pour tout entier n, il existe un disque qui contient exactement n points de Z2.

F1G. 1 — Cercles passant par 1,2,3.4 et 6 points de Z? et disques contenant 3,6 et 9 points de Z2



Considérons le point Q = (v/3,1/3) du plan. Montrons que l'application f : Z? — R définie par f(z) = ||z — Q||?
est injective : pour cela, considérons a, b, c,d € Z tels que

(a—V3)2+(b—-1/3%=(c—V3)?+ (d—1/3)%
En regroupant les parties rationnelles et irrationnelles, on obtient
a? +b? —2b/3—c? —d* +2d/3 =2(a — c)V3,

ce qui impose a = ¢ et b = d, puisque /3 est irrationnel. Par conséquent, on peut définir 6 : N — Z? de telle sorte
que Z% = (N) et que pour tout i < j, f(0(i)) < f(0(j)). Ainsi, le disque de centre Q et passant par #(n) contient
exactement n points du réseau.

4.2 Carrés

Proposition 10. Pour tout entier n, il existe un carré dont le bord passe par exactement n points de Z>.

Soit n € N.
(i) Sin est pair, notons U =[5, 241] x [0, 2] et V la frontiere de U. Alors UNT = {(i,0) |i =1,..., 2} U{(i, %) | i =
1,..., 5} est de cardinal n.

(i) Si n est impair, notons U = [0, 2]* et V la frontiere de U. Alors UNT = {(4,0) [ i = 0,..., 252} U {(0,7) | i =
1,..., 251} est de cardinal n.

Proposition 11. Pour tout entier n, il existe un carré contenant exactement n points de Z2.

Considérons 'application

72 — R
f:{ (z,y) = |z +yV3-1/3]+]2V3—y—1/V3|.

La fonction f est injective. En effet, soient a, b, ¢,d € Z tels que f(a,b) = f(c,d). On note a, 3,7, d les signes respectifs

dea+bv/3—-1/3,avV3—-b—1/V3,c+dvV3—1/3etc/3—-d—1/v/3.Ona
a(a+bv3—1/3)+ B(aV3 —b—1/V3) =y(c+dV3—1/3)+5(cV3 —d—1/V3),
et en utilisant Pirrationalité de v/3, on obtient

ie. aa—pb—vc+dd—(a—7)/3=0 et —ab—LPa+~vyd+dc+ (3-6)/3=0.

A: g(z,y)=0
o (o) o o © © © (0]
o (0] o o © © o o
o (o) (0] o © [¢] o o

e ° e ® e 9] ° e
e ° e e} e ) ° e
F1G. 2 — Carrés passant par 1,2,...,6 points de Z? et carrés contenant 3,10 et 20 points de Z2



Mais comme «,v € {1}, on a o — v € {0, %1, £2}. Pour que le terme de gauche soit entier, il faut donc que o = .
De méme, § = §. En multipliant la premiere égalité par « et la seconde par (3, on obtient donc

(a—c)+af(d—>b)=0 et af(d—0b)—(a—c)=0.
On en déduit que a = cet d = 0.
Soient ¢ : N — Z? et r : N — R telles que Z? = ((N), et pour tout i < j, f(c(i)) = s(i) < k(j) = f(¢(4)). Soient
g,h : R? — R définies par
g, y) =21+ V3) +y(vV3-1)—=1/3 et h(z,y) =2(1-V3)+y(vV3+1)—1/3+1/V3.
On définit enfin pour tout n € N I’ensemble

Cn = {(z,y) €R? | |g(,y)| < £(n) et |h(z,y)| < K(n)}.

On vérifie aisément que C), est un carré. Par ailleurs, pour tout (z,y) € Z2, on a

(z,y) € Cn & |g(x,y)| < K(n) et [h(z,y)| < K(n) & < k(n) & f(z,y) < k(n).

g(x,y) + hz,y)| | |9(z,y) — hz,y)
) |l

Par conséquent, il v a bien n points de Z? dans le carré C,,.

4.3 Théoréme de Pick

Soit P un polygone de R? (pas forcément convexe) dont les sommets sont des points du réseau Z2. On note ¢(P)
(resp. 6(P)) le nombre de points de Z? situés a I'intérieur de P (resp. sur la frontiere de P).

Théoréme 6 (Pick). Pour tout polygone P a sommets entiers, u(P) = «(P) + 6(P)/2 — 1.

F1a. 3 — Un polygone P & sommets entiers avec «(P) = 2,5(P) = 40 et u(P) = 21

Pour prouver cette formule, on va utiliser son additivité. Soient P et @) deux polygones a sommets entiers, d’inté-
rieurs disjoints, vérifiant la formule de Pick et partageant une aréte. On note ¢ le nombre de points entiers situés sur
cette aréte et différents de ses extrémités. On a alors ((PUQ) = ¢«(P)+¢(Q)+ ¢, §(PUQ) =0(P)+46(Q) —2¢ —2 et
w(PUQ) = u(P)+ p(Q). Par conséquent,

(PUQQ)+d(PUQ)/2—1 = 1(P)+u(Q)+ L+ (6(P)+46(Q)—20—2)/2—1
= uP)+6(P)/2-1+uQ)+0(Q)/2—1=u(P) + pn(Q) = (PUQ),

et P U Q vérifie aussi la formule de Pick.
Pour prouver la formule de Pick, il reste alors

(i) & trianguler le polygone P,

(ii) & montrer que tout triangle & sommets entiers s’obtient a partir d’un rectangle a sommets entiers dont les cotés
sont paralleles aux axes en lui retirant au plus trois triangles rectangles a sommets entiers dont les cotés de ’angle
droit sont paralleles aux axes,

(iii) & montrer que la formule de Pick est vérifiée pour les rectangles & sommets entiers dont les cotés sont paralleles
aux axes et pour les triangles rectangles & sommets entiers dont les cotés de ’angle droit sont paralleles aux axes.



5 Empilements de boules sur un réseau, inégalité d’Hermite

5.1 Le probléeme de I’empilement de boules

Soit A une partie compacte de R™. Pour tout z € R", on note A, = A+ = {a+ 2 | a € A} la translation de
A de vecteur z. Pour tout point € R"™ et R € R, on note B(z, R) la boule de centre z et de rayon R. On note
B = B(0,1) la boule unité centrée en 0. On a B, = B(x,1).

Définition 5. Soient P une partie discrete fermée de R™ et A une partie compacte de R™. On dit que P empile A si
pour tout {z,y} C P, on a A;NA, =0. On note E(P,A) = U, p Az !"empilement correspondant. On appelle densité
de Pempilement E(P, A) la limite

zEP

SEP,A) = Jim Ry

lorsqu’elle existe.

Dans ce qui suit, on s’intéresse a ’empilement de boules dans R™. Le probleme de déterminer s’il existe un
empilement de boules qui maximise la densité est un probleme difficile. Une idée naturelle consiste a restreindre cette
recherche dans un premier temps aux réseaux de R”.

Lemme 5. Soit I' un réseau de R™ et m = min,erqoy [|ul|. Alors T' empile B si et seulement si m > 2, et dans ce
cas, la densité de Uempilement E(T', B) eziste et vaut op = p(B)/u(R™/T).

Le réseau I' étant un sous-groupe de R", pour tout z,y € I', on a z —y € I'. Comme m > 2, pour tout z,y € I, si
||z — y|| <2, alors x = y. On en déduit que I empile B. La réciproque est évidente.

Soit e = (eq,...,e,) une Z-base du réseauI' et D = {t1e1+...+tpe, | Vi € {1,...,n},¢; € [0,1[}. Notons d’abord
que u(DNE(T, B)) = u(B). Soit d le diametre de D. Soit R € R avec R > d. Onnote U(R) ={z €T | D, C B(0,R)}.
Notons que si y € B(0, R — d) et x € I est tel que y € D,, alors € U(R). On a donc

B(0,R)> || D.>B(0,R-d).

z€U(R)
On en déduit que
w(BORNET,B) > u| || DenBEB)| = 3 w.nBrB) =L S p)
2€U(R) 2€U(R) p(R"/T) 2€U(R)
_ u(B) w(B) B
“awm | L Do) = e B0 R D)

On obtient ainsi

B(0,R) = w@®YT) BO,R)  wp®YL)

Un raisonnement analogue assure que

uBORNBT,B) _ pu(B) pBOR-d) (B (1 z)

u(B) (1+ g)" - WBO,R)NET, B))

pu(R"/T) R, - B(0, R) ’
et comme n "
d d

lim (1+—=) = lim (1-=) =1

e ( * R) o ( R) ’
on obtient le résultat.
Exemple. Soit I" un réseau du plan qui empile le disque unité et (e1, e2) une Z-base de I" telle que ||e1 || = min,ep oy [|u/|
et |lea]] = minger<ze, ||u||. On désigne par « Pangle entre ey et e3. On peut supposer (quitte & changer e; en —es) que

a € [-7/2,7/2]. Le théoréme d’Al Kashi affirme alors que
llex — e2]|* = llex || + lle2l” — 2flexl[lez]l cos o < (1 = 2 cos a)lea]|* + [lea|*.
Par conséquent, cosa < 1/2 donc sina > v/3/2. On obtient u(R?/T') = |ley]||le2] sine > 24/3, et on en déduit que
op < —
W

Il se trouve que le réseau Z <(2)> +7Z <\}§) réalise ce minimum.



5.2 Inégalité d’Hermite

Lemme 6. Soit I' un réseau de R™ et ey € I' tel que |le1|| = minyer oy [|ul|. Soit p la projection orthogonale sur
H =ei et A=p(). Alors
1. A est un réseau de H.

2. soit (fo,..., fn) une Z-base de A et ea, ..., e, €T tels que pour tout 2 < i <mn, on ap(e;) = f;. Alors (e1,...,en)
est une Z-base de T'.

3. pour tout f € A, il existe e € T tel que |le| < ||f||\/§

Si (e1,...,ep) est une Z-base de I, alors (p(e2),...,p(e2)) est une base de H. En effet, pour tout 2 < i < n
on peut écrire e; = p(e;) + ey avec oy € R. Par conséquent, pour tout fs,..., 03, € R, si >, Bip(e;) = 0, alors
Ok, aifi)er+ >, Bie; =0, ce qui impose B2 = ... = 3, = 0. On en déduit que A = Zp(ez) & ... & Zp(ey) est un
réseau de H.

Soit (fa,..., fn) une Z-base de A et ea,...,e, € I tels que pour tout 2 < i < n, on a p(e;) = f;. On a clairement
>t Ze; C I'. Réciproquement, pour tout = € T, il existe as,...,a, € Z tels que p(z) = >, a;f;. On a alors
z—Y" ,aie; € (Rey NT), donce il existe a; € Z tel que x — Y, a;e; = aqer. On en déduit que z = > | aye; €
S| Ze;. Par conséquent, (e, ...,e,) est une Z-base de I'.

Enfin, pour tout f € A, il existe g € T tel que f = p(g9). On a g = f + aey, avec a € R. 1l existe § € Z
tel que | — B] < 1/2. On pose alors e = f + (o — B)e;. Clairement, e € T' et par le théoréme de Pythagore,

[£11> = [le]|® = |a = B[*[lex]|* > 3||e]|?/4. On a donc [le]| < [|f][1/5, ce qui termine la preuve du lemme.
On en déduit par récurrence la preuve du théoreme suivant :

Théoreéme 7 (Hermite). Tout réseau I' de R™ admet une Z-base e = (e1, ..., e,) telle que

n(n—1)
4

f[l|ez—| <(3)  wwm,

Corollaire 1. Pour tout réseau I' de R™ qui empile B, on a

En effet, comme I' empile B, pour tout € I, on a ||z|| > 2. Donnons nous une Z-base (e = ey, ..., e,) qui satisfait
la condition du théoreme d’Hermite. On a alors

n(n—1) n(n—1)
1

< ) < G)

On retrouve le résultat de I’exemple précédent. On note que cette borne est atteinte pour n =1 et n = 2.

5.3 Le probleme du verger

On considére un verger circulaire, représenté par le cercle de rayon R centré a l'origine, dont les arbres sont
représentés par des cylindres de rayon r, et sont plantés selon un réseau I' du plan. On veut savoir si I’on peut voir
Pextérieur du verger lorsque l'on supprime ’arbre situé a l'origine, et que I’'on prend sa place. Autrement dit, on veut
savoir 8’il existe une droite A passant par 'origine qui ne rencontre pas la forét

F(T,R,r) = U B(x, 7).
z€PNB(0,R)~{0}

Proposition 12. Soit I' un réseau de R™. Alors
1. pour tout r € RT* il existe R € R tel que toute droite A passant par lorigine rencontre F(T', R, r),

2. pour tout R € RY*, il emiste r € RY* tel qu’il existe une droite A passant par l'origine et ne rencontrant pas

F(T,R,).
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Pour prouver le premier point, on va montrer que si (r, R) € (R*%)? est tel que

w(Bn_1)r" '/ R2 — 2 > 2"y (R™/T),

(ot B, désigne la boule unité de R"~1), alors toute droite A passant par l'origine rencontre F(T, R, 7). En effet, si
(r, R) est un tel couple, il existe e > 0 tel que p(B,_1)(r —&)" 1/ R2 — (r —e)? > 2"u(R"/T). Soit A une passant
par Dorigine. Soit C' le cylindre d’axe A, de rayon r — ¢ et C=CnNnB (0, R). Alors C est une partie convexe, compacte,
symétrique par rappport & lorigine, y-mesurable et pu(C) > pu(Bn_1)(r — )" '/RZ — (r — )2 > 2"u(R"/T), donc
le théoréme de Minkowski affirme que C' contient un point 2 non nul de I'. Mais alors € I'N B(0, R) ~ {0} et A
rencontre B(x,r).

droite A

.

B(0,R)

F1G. 4 — Cylindre autour d’une droite A

Pour prouver le second point, on commence par montrer que pour tout réseau I' de R™, il existe une droite A telle
que ANT = {0}. I suffit clairement de le montrer pour I' = Z2. Or toute droite de R? de pente irrationnelle et passant
par lorigine convient. Ensuite, comme I' N B(0, R) ~ {0} est compact, A est fermé, et (N B(0, R) ~{0})NA =0, la
distance d de A 4 T'N B(0, R) \ {0} est strictement positive, et tout rayon r < d convient.

6 Reéduction de réseaux : l’algorithme LLL

6.1 Vecteurs courts d’un réseau

Définition 6. On appelle minima successifs d’un réseau I' de R™ les réels 1 (I') < ... < A\, (), ot A(T) est le plus
petit réel t tel qu’il existe © vecteurs libres de norme inférieure ou égale a t.

On dit qu’une famille libre e = (eq,...,e,) de T’ est une famille de vecteurs courts de T' si pour tout 1 < i < n,
on a |le;]] = Ni(T). On dit que e est une Z-base de vecteurs courts de I' si ¢’est une Z-base et une famille de vecteurs
courts de I'.

Contrairement a ce que 1'on pourrait penser, une famille de vecteurs courts d’'un réseau I" n’est pas forcément une
Z-base de T, dés que n > 4. Par exemple, considérons le réseau I' de R* donné par la Z-base

1 1 1\ /1
oo L] =) fo] (o
ol o] 1] ]o
0 0 o/ \u

Notons que I est le sous-réseau de Z* constitué des points dont la somme des coordonnées est paire. Par conséquent,
les minima successifs de I" sont \/5, \/5, \/5, V2. La famille

1 1
1 -1
f_ 0 ) 0 9
0 0

_ o O

—= =0 O

|
—

est donc une famille de vecteurs courts de I' mais n’est pas une Z-base de I" (puisque e; + e3 ¢ @?:1 Zf;).
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Plus étrangement encore, pour n > 5, il existe des réseaux qui n’admettent aucune base de vecteurs courts. Par
exemple, considérons le réseau A de R® donné par la Z-base

2\ /o0\ /o0\ /o\ /1
ol |2] [o] [o] [1
e=|{of,lo],l2].]0f,|2
ol o] |of [2] |1
o/ \o/ \o/ \o/ \u

On vérifie que les minima successifs de A sont 2,2,2, 2,2, et que la famille

2\ /0\ /o\ /o\ /o
ol |2] [o] (o] [o
f=11lol,lo],121].]0f,]o0
ol o] [of 2] |o
o/ \o/ \o/ \o/ \2

est la seule famille (4 changement de signe prés) de vecteurs courts, et n’est pas une Z-base de A (puisque e5 ¢
@?:1 Zf i)'

Ainsi, il n’est pas possible de donner un sens & une notion de réduction optimale d’un réseau. On se contente de
réductions approchées : on s’intéresse par exemple aux Z-bases dont les vecteurs sont relativement courts (ie. leur norme
est proche des minima successifs), ou dont les vecteurs sont quasi-orthogonaux. De telles notions ne sont pertinentes
d’un point de vue algorithmique que si 'on peut déterminer de telles Z-bases en temps raisonnable. Dans ce qui suit,
on présente la réduction LLL : il s’agit de bases dont les vecteurs sont relativement courts, et que I’on peut trouver en
temps polynomial par ’algorithme LLL.

6.2 Orthogonalisation de Gram-Schmidt et réduction faible

Définition 7. Soit b= (b1,...,by,) une base de R™. On appelle base orthogonalisée de Gram-Schmidt associée a b la
base b* = (b1,...,b%), ot pour tout 1 < i < mn, le vecteur b} est la projection orthogonale de b; sur le supplémentaire

orthogonal de ZZ ! Rb;.

En particulier, la base b* est orthogonale et on a pour tout 1 < i < n, ZZ ! Rb; = ZZ ! Rb7. Par ailleurs, on a la
formule

*— b — =
bz’ _bl Hb* ‘2 J E ,LLZJ j
La base orthogonalisée de Gram-Schmidt associée a une base d’un réseau permet de minorer ses minima successifs :

Lemme 7. Soit b = (b1,...,b,) une Z-base d’un réseau I'. Alors pour tout 1 < i < n, le i-éme minima de I' est
minoré par
Ai(T) > min [[b7]].

i<j<n

En effet, soit e = (eq, ..., e,) une famille libre de vecteurs courts de I'. Pour tout 1 < ¢ < n, on note (o, ;)1<j<n
(resp. f; ;) les coordonnées de e; sur la Z-base b (resp. la base b*) et £; = max{j | e; ; # 0} de sorte que l'on a

Zawb = Zﬁw ;-

Puisque la famille est libre, il est clair qu’il existe j <7 tel que £; > i. On a donc

45

Mi(T) = N () = llegll = 1Y Biabjll = 1856, 1165 -

k=1
Mais Bj¢; = aj¢; € Z*, d’olt le résultat.

Définition 8. On dit qu’une Z-base est faiblement réduite si pour tout 1 < j <i<n, on a |u; ;| <1/2.

12



L’algorithme suivant permet de réduire faiblement une Z-base de I :

REDUCTION FAIBLE

(fi,5)1<j<i<n < coefficients de Gram-Schmidt de b;
for i =2 ton do
for j=i—1to1do
bi = bi — [pi,5]b;;
for k=1to j do
Hik < fik = 15 Bk 5
end for
end for
end for

6.3 Réduction LLL
Définition 9. Soit b une Z-base de " et 1/4 < § < 1. On dit que b est LLL-réduite a un facteur § si

1. elle est faiblement réduite,

2. pour tout 1 <i <n—1, on a ||bfq + piy1,:b7]|? > 6]|b}]|? (condition de Lovdsz).

En général, si b est une base et [ est la base obtenue a partir de b en intervertissant les deux vecteurs b; et b;41,
alors 37 = b, | + pit1,4b;. Ainsi, la condition de Lovdsz permet d’assurer que 'on ne gagne pas trop en changeant
Pordre de la base.

Proposition 13. Soit 1/4 <d <1 eta = 57—11/4' Si b est une Z-base LLL-réduite a u facteur 6 du réseau T', alors
pour tout 1 <1 < n,
d—1
il < a7 Ai(I).

Pour prouver cette proposition, il faut essentiellement remarquer que la condition de Lovéasz, et la réduction faible
donnent
1674111 = (6 = gy DNOFII* > (6 = 1/4)1071*.

K3
On en déduit que pour tout 1 <i < j <n, [[b5]|* > (6 — 1/4)77*|[b;||>. D’otr

2

i—1 i—1 i—1

P - R

[B:ll> = (b + > a5 || = 10512+ D las 1105117 < <0ﬂ "ty > o k) 18511 < o =4[5
k=1 k=1 k=1

Le lemme 7 permet donc de conclure.

Ainsi, si une base est LLL-réduite, elle est certainement proche des minima du réseau. Reste & savoir calculer
efficacement une telle base. L’algorithme LLL (du nom de ses inventeurs Lenstra, Lenstra et Lovdsz) permet de le faire
en temps polynomial :

REbpucTION LLL

Réduire faiblement b;
S'il existe 1 < i <n —1 tel que [|b,; + pit1,:b}[|* < 6]|bf||?, échanger b; et bi1q et relancer I'algorithme.

6.4 Application au probleme du sac-a-dos

Le probleme du sac-a-dos est le suivant : étant donnés k objets de poids aj,...,ar € N* et un sac-a-dos de
capacité C' € N, existe-t-il un choix d’objets mq,...,my € {0,1} qui remplisse exactement le sac, c’est-a-dire tel que
Zle m;a; = C. Ce probleme est en général NP-complet. En revanche, lorsque pour tout ¢ < k, on a a; > Z;;ll aj, le
probleme se résout facilement par un algorithme glouton.

On peut donc définir un cryptosysteme asymétrique de la maniere suivante. Soient a1, ...,ar € N* tels que a; >
Z;;ll aj, pour tout ¢ < k. Soit M > 2521 a; et W un élément inversible de Z/MZ. Pour tout 1 < ¢ < k, soit b; = Wa;
mod M. Le cryptosysteme est alors défini par
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(i) clé publique : by, ..., bg,
(ii) clé privée : aq,...,ar, M, W,
(iii) chiffrement : m = (mq,...,mg) € {0,1}F — C = Zle m;b;,
(iv) déchiffrement : W—1C = Zle m;a; — m par l'algorithme glouton.

A priori, puisqu’il la résolution du probléme est facile (glouton) avec les a;, et difficile avec les b;, ce cryptosysteme
a I’air viable. Mais en fait, il se trouve qu’il peut étre attaqué par l’algorithme LLL. On consideére le réseau engendré
par les vecteurs lignes (L;)1<i<k+1 de la matrice

1 0 ... 0 b
0 1 0 0 by
A =
0 0 1 by
0 0o C
Sim = (mq,...,my) est une solution au probléme, alors le vecteur Zle m;L; — Lgy1 = (ma, ..., myg,0) est de norme

inférieure & vk, ce qui est particuliérement court. Ainsi, LLL pouvant trouver ce vecteur court, peut casser sac-a-dos.

7 Questions et remarques

7.1 Questions

On pourra traiter les problemes suivants :
1. généralités :
(a) donner une description des sous-groupes de R. A quelle condition le sous-groupe aZ + bZ est-il discret ?
Montrer que la projection d’un réseau de R? sur R n’est pas toujours un réseau de R.
(b) donner la preuve des propositions 1 et 3.
(c) classifier les réseaux du plan en fonction de leur groupe d’isométries.
(d) donner des contre-exemples au résultat de Minkowski lorsque C' n’est pas convexe et symétrique par rapport
a origine.
(e) calculer le volume de la boule unité en dimension n.

2. sur les carrés dans Z/pZ :
Pour tout entier premier p, on note F), le corps fini & p éléments, IFZQ, ={x €F, | Jy € F,,y? = z} Pensemble des
carrés de ), et F5? = F2 ~ {0}.
(a) montrer que F3 = F5. On suppose par la suite p # 2.
(b) montrer que F? est un sous-groupe de F; d’indice 2 (on pourra considérer le morphisme de groupes = — x%).

En déduire que card(F}) = p_42—1'

(c) montrer que pour tous (u,v,w) € Fy x Fy x [, 'équation uz? + vy? = w admet au moins une solution
(z,y) dans [Fp.

(d) montrer que pour tout x € Fy, on a z € IF;Z ot =1
3. sur la loi de réciprocité quadratique :
Pour tout a € Z, on note

. 0 sia=0
(_)_ 1 siaeF:?

—1 sinon.

5)=rn

En déduire que pour tous a,b € Z, (%’) = (9) (3)

(a) montrer que

P



(b)

(c)

(d)

2_
montrer que (%) =(-1) P (On montrera que p? — 1 est divisible par 8. On en déduira I'existence d'une

racine primitive huitiéme de I'unité ¢ dans Fj 2. On vérifiera que ¢ + ¢ —! est une racine carrée de 2 dans
2. On concluera en trouvant la condition nécessaire et suffisante pour que 2 soit un carré dans IF,).

soient p et ¢ deux nombres premiers impairs, w une racine primitive ¢-éme de I'unité dans une cloture
algébrique de F,, et S la somme de Gauss définie par

SR

z€F,

Montrer que S% = (—1)%1(], puis que SP~! = (%). En déduire la loi de réciprocité quadratique

<§) (%) = (—1)

2 . —3 —
en déduire que (7> =p[3].

4. sur les applications a la théorie des nombres :

(a)

(b)

()

(d)

pour tout n € N, on appelle n-eme nombre de Fermat le nombre F,, = 22" + 1. Montrer que si p est un
nombre premier qui divise F,, avec n > 2, alors p = 1 [2""2] (on utilisera 'ordre de 2 dans [y, puis le fait
que si 8|p? — 1, alors 2 est un carré de F)).

appliquer la proposition 4 & la forme quadratique (r,y) — 22 + 2y + y?. En remarquant que 2% + 2 + 1 =
(z 4+ 3)? — 32, montrer que pour tout nombre premier p, il existe f € Z tel que f2+ f+1 =0 [p] si et
seulement si —3 est un carré dans F,.

montrer que tout entier est somme de quatres carrés (on montrera d’abord que ’ensemble R des nombres qui
s’écrivent comme une somme de quatres carrés est stable par produit, puis pour un nombre premier p impair,
on appliquera le théoréme de Minkowski au réseau A = {(a, b, c,d) € Z* | za+yb = c [p] et zb—ya = d [p]},
ott (z,y) est un couple d’entiers tel que 2% +y? +1 =0 [p]).

montrer que si f : N — N est une fonction multiplicative, alors g : N — N, définie par g(z) = ZWC f(y),
est aussi multiplicative.

5. sur les figures géométriques sur un réseau :

(a)
(b)

donner les détails du (ii) de la preuve de la proposition 8.

montrer que pour tout n,m € N, il existe une boule de R™ qui contient (resp. qui passe par) exactement n
points de Z™.

montrer que pour tout réseau I' de R? et toute ellipse &, il existe une translation 7 et une homothétie h
telles que h o 7(€) contient exactement n points du réseau I'. Méme question pour un ellipsoide dans R™.

montrer que pour tout entier n, il existe un triangle équilatéral qui contient (resp. qui passe par) exactement
n points du réseau.

terminer la preuve de la formule de Pick. Prouver une formule similaire lorsque le polygone présente ¢ trous
(qui seront eux-méme des polygones a sommets entiers).

6. sur les empilements de boules :

(a)
(b)

(c)

donner un exemple d’empilement qui n’admet pas de densité.

pour chaque type de réseau du plan (les réseaux du plan sont classifiés en fonction de leur groupe d’isométrie),
calculer la densité minimale.

quel est le nombre maximal f(z) de disques de diameétre 1 que l’on peut aligner dans une boite de taille x.
Montrer que le nombre maximal g(x) de disques de diamétre 1 que I’on peut ranger en quinconce dans une
boite carrée de taille = (fig. 5) est donné par

o)) EEN L

73 2

1+ |20 Je-1]

g(z) = 14{ 5

Comparer f et g.
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Fia. 5 — Empilement de disques alignés et de disques en quinconce dans un carré

(d) dans R?, on appelle configuration hexagonale compacte (resp. cubique faces centrées) 'empilement de boules
obtenu de la maniere suivante : on aligne des boules horizontalement en suivant un réseau hexagonal, puis
on superpose les configurations obtenues en plagant les boules de la seconde couche dans des trous de la
premiere couche, puis les boules de la troisieme couche au-dessus des boules de la premiere couche (resp.
dans les trous de la seconde couche qui ne sont pas au-dessus des boules de la premiere couche), et ainsi de
suite (fig. 6 et 7).

Quelle est la densité de la configuration hexagonale compacte (resp. cubique faces centrées) ?

Couche 3 O

Couche 2 @

Couche 1 X

F1c. 6 — Configuration hexagonale compacte

Couche 3 O

Couche 2 ®

Couche 1 X

Fia. 7 — Configuration cubique faces centrées

(e) Soit n > 2. Dans le carré [0,1]", on place 2™ boules de rayon 1/4 centrées aux points de l’ensemble
{1/4,2/4}™. Au centre, il reste la place pour une petite boule de rayon optimal 7, (fig. 8). Montrer que
cette boule béborde du carré lorsque la dimension devient grande.

(f) pour quelles valeurs de n I'inégalité d’Hermite donne-t-elle une information sur la densité du réseau.
7. sur la réduction de réseaux :
(a) vérifier les affimations dans les contre-exemples du paragraphe 6.1.

(b) montrer la correction de I'algorithme de réduction faible. Vérifier que la base de Gram-Schmidt reste in-
changée au cours de l'algorithme.
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F1c. 8 — Placer un cochonet dans une boite de boules

(¢) montrer que si b est une base LLL-réduite, alors
n d
[T10i1? < & (e /m).
i=1

(d) compléter la preuve de la proposition 13 en montrant que pour tout 1 <i <n,

i—1
=i = Zal_k <1.
k=1

| =

(e) donner des procédures maple implémentant les algorithmes de réduction.

(f) implémenter le cryptosysteéme sac-a-dos et le casser par LLL.

7.2 Remarques et références

Les deux premieres parties de ce texte sont présentées par exemple dans le chapitre sur les réseaux de Mathéma-
tiques générales pour I’Agrégation de P. TAUVEL. Pour les pavages, on renvoie aussi au tome 3 de Géométrie de M.
BERGER. La troisieme partie se trouve dans le Cours d’algébre de D. PERRIN et dans le tome 1 d’algebre des Ezercices
de mathématiques pour l’agrégation de S. FRANCINOU & H. GIANELLA. Pour la quatrieéme partie, on pourra consul-
ter Joyauxr mathématiques de R. HONSBERGER. On pourrait d’ailleurs parler aussi dans cette partie des polynomes
d’Ehrhart.
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