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Exerie 1 [Chemin de Dyk℄ On onsidère le plan artesien disret Z2 muni d'un repère ortho-

normé. Un hemin de Dyk de longueur n est un hemin dans le plan Z
2 formé de pas nord-est

(1, 1) ou sud-est (1,−1), issus de l'origine (0, 0), terminant en (n, 0) et ne rentrant pas dans le

demi-plan y < 0. Un tel hemin peut également être vu omme suite de points M0, . . . ,Mn ave

Mi = (i, yi) où y0 = 0, yn = 0, yi+1 = yi ± 1, et yi ≥ 0, ∀i ∈ {1, . . . , n}. La longueur d'un

hemin de Dyk est le nombre de ses pas. Dans la �gure 1 on a un exemple de hemin de Dyk

de longueur 20.
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Figure 1 � Un hemin de Dyk

On note Dn l'ensemble des hemins de Dyk de longueur n et dn son ardinal. On pose d0 = 1
par onvention. On note Cn l'ensemble des hemins de Dyk de longueur n ne renontrant l'axe

x qu'au début et à la �n et cn son ardinal. On note Bn l'ensemble des hemins de Dyk de

longueur n renontrant au moins une fois l'axe des x en un autre point que M0 et Mn et bn son

ardinal.

1. Montrer que la longueur d'un hemin de Dyk est néessairement paire.

2. Dessiner et ompter les hemins de Dyk de longueur n, pour n= 2, 4, 6.

3. Montrer qu'un hemin de Dyk de longueur n = 2m renontre l'axe des x néessairement

dans des points (2p, 0), ave p entre 0 et m.

4. Pour p entre 1 et m − 1, on note B2m,p l'ensemble des hemins de Dyk touhant pour

la première fois (sans ompter le point M0) l'axe x en (2p, 0) et b2m,p son ardinal. Dans

l'exemple de la Figure 1 le hemin touhe l'axe x pour la première fois en (12, 0). Montrer

que B2m = ∪m−1
p=1 B2m,p. Cette union est-elle disjointe ?

5. Soit D = M0, . . . ,M2m un hemin de Dyk qui touhe l'axe x pour la première fois en

(2p, 0) : montrer que le hemin M0, . . . ,M2p est un hemin de Dyk qui ne touhe l'axe

x qu'en M0 et en M2p ; montrer que le hemin M2p, . . . ,M2m est un hemin de Dyk. En

déduire que b2m,p = c2p ∗ d2(m−p).

6. En translatant l'axe x de façon onvenable, montrer que c2m = d2(m−1).

7. Déduire des points 4), 5) et 6) que pour m ≥ 1, d2m = d2(m−1) +
m−1∑

p=1

d2p−2 ∗ d2(m−p).

8. Caluler dn, pour n = 2, 4, 6, 8 à partir de la réurrene préédente.
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Exerie 2 [arbres binaires omplets℄

Rappelons qu'un arbre binaire omplet est un arbre enrainé ave deux types de sommets :

les noeuds, qui ont haun 2 �ls (le �ls gauhe et le �ls droit), et les feuilles, qui n'ont pas de

�ls.

Voii les arbres binaires omplets à n noeuds pour n = 0, 1, 2, 3 :

n = 0 n = 1 n = 2 n = 3

Un arbre binaire étiqueté à k feuilles est un arbre binaire omplet ayant k feuilles qui portent

des numéros distints pris dans {1, . . . , k}.
Voii les arbres binaires étiquetés à 3 feuilles :
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1. Quel est le nombre de feuilles d'un arbre binaire omplet à n noeuds ? (ne pas oublier de

démontrer votre réponse)

2. Soit An l'ensemble des arbres binaires étiquetés à n noeuds et Bn elui des arbres binaires

omplets à n noeuds. Montrer que an = (n+ 1)!bn.

Considérons la onstrution suivante : étant donné un arbre binaire étiqueté T à k feuilles,

on hoisit un sommet (noeud ou feuille) s de T et un �té c (gauhe ou droite), puis on insère

un nouveau sommet au milieu de l'arête joignant s à son père et une feuille d'étiquette k+1 du

�té c de ette arête.

Voii un exemple :

T
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−−−−−−→
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3. Que fabrique ette onstrution ?

4. Montrer que la onstrution préédente dé�nit une bijetion (préiser entre quels ensembles

et dérire la bijetion inverse) et en déduire que pour n ≥ 0,

an+1 = an · (2n+ 1) · 2

5. Caluler le nombre d'arbres binaires étiquetés en itérant la relation préédente et retrouver

ainsi le nombre d'arbres binaires omplets.
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