FEUILLE D’EXERCICES, COURS MPRI 2-38-1
A RENDRE LE JEUDI 3 NOVEMBRE 2016

Le produit cartésien de deux graphes G et H est le graphe G x H dont ’ensemble des sommets
est V(G x H) =V(G) x V(H) et 'ensemble des arétes est

B(G x H) = (V(G) x E(H)) U (E(G) x V(H))
= {{(v,w), (v,w")} | v e V(G) et {w,w'} € E(H)}
U {{(v,w), (v, w)} | {v,v'} € E(G) et w e V(H)}.

Voici un exemple de produit cartésien de deux graphes :
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FIGURE 1. Produit cartésien de deux graphes.

[Q0.1] Quel est le nombre de sommets et d’arétes de G x H en fonction de ceux de G et H.

On dit qu'un graphe G est polytopal lorsqu’il existe un polytope dont le graphe est G. Le but du
probleme est d’étudier la polytopalité du produit cartésien de deux graphes.

1. Graphe du produit cartésien de deux polytopes. Le produit cartésien de deux poly-
topes P C R% et Q C R® est le polytope

PxQ:={(p,q) eR™ |pe PqeQ}.

Dans cette partie, on décrit la combinatoire (i.e. les faces) du produit cartésien de P x @ en
fonction de la combinatoire de P et de Q.

[Q 1.1] Donner la description par sommets et la description par inégalités du polytope P x @ en
fonction de celles des polytopes P et Q.

[Q1.2] Plus généralement, montrer que les k-faces de P x @ sont précisément les produits
cartésiens de la forme F' X G ou F est une i-face de P et G est une j-face de Q) avec k = i+.
Pour justifier, on pourra donner un hyperplan support de F' X G en fonction des hyperplans
supports de F et G.

[Q 1.3] En déduire que le graphe du produit cartésien P X @) est précisément le produit cartésien
des graphes de P et Q.

On a donc montré que le produit cartésien de deux graphes polytopaux est automatiquement

polytopal. Cette observation souléve deux questions que 1’on étudie dans la suite du probleme :

e Quelles sont les dimensions possibles d’un polytope dont le graphe est le produit cartésien
de graphes de polytopes de dimension d et e 7
e Le produit cartésien de deux graphes non-polytopaux peut-il étre polytopal ?
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FIGURE 2. Produit cartésiens de graphes complets K7 x K,, pour m = 2,3, 4.

2. Produits de graphes complets. On considére un r-uplet n:= (ny,...,n,) d’entiers positifs

et on s’intéresse au produit K, :=K,,, x K,, X --- x K, des graphes complets correspondants.

La figure 2 donne quelques exemples. Puisqu’un graphe complet est polytopal, la question Q1.3

assure que K, est polytopal. On cherche & minimiser la dimension d’un polytope réalisant K.

[Q2.1] Quelle est la dimension du produit de simplexes réalisant K,, 7

[Q 2.2] Montrer que le produit de polytopes cycliques Cy(n1) X --- x Cy(n,) réalise K,. Quelle
est sa dimension ?

Pour améliorer cette dimension, on considere la fonction x, : R” — R27+2 définie par

Xr(ah...,ar)::(ZULi7 Za?, ceey Za?r+2) € R¥ 2,

i€[r] i€[r] i€r]
On fixe alors arbitrairement r ensembles disjoints Iy, .. ., I,. de réels avec |I;| = n; pour tout i € [r]
et on définit le polytope

R, = conv {x,(a1,...,a,) | a1 € I1,...,a, € I,} CR* T2,

Dans les questions qui suivent, on montre que le graphe du polytope R, est K.

[Q2.3] Soit e = {(p1,..-,pjs---s0r)s (P1+---+¢j,-..,pr)} une aréte de K, avec p; € [n;] pour
tout i € [r] et ¢; € [n;]. On note (cx)reqo,...2r+2} les coefficients du polynéme

2r+2
(X =) [I(xX =p)* = D anx™,
i€[r] k=0
et on considere le vecteur v, = (c1,...,cor12) € R2"T2. Montrer que

(Ve | xr(as, ..., an)) > —rco
pour tout ay € I,...,a, € I, avec égalité si et seulement si (ay,...,a,) € e. En déduire
que K, est inclus dans le graphe de R,,.

[Q 2.4] Montrer que si 7 est une projection et P,Q sont deux polytopes tels que Q = w(P),
alors les faces de () sont toutes des projetés de faces de P. En observant que R, est
un projeté de Copia(ny) X -+ X Corya(ny,), en déduire que le graphe du polytope R,, est
exactement K.

En fait, il existe des polytopes de dimension encore plus petite réalisant K, mais leur construction

dépasse le cadre de ce devoir.

3. Produits polytopaux de graphes non-polytopaux. Dans cette partie, on considere deux
graphes G, H qui ne sont pas nécessairement polytopaux, et on veut déterminer si leur pro-
duit G x H peut quand méme étre polytopal.
[Q 3.1] En imitant les exemples de la figure 3, montrer que
(i) le produit d’un cycle par un chemin et
(ii) le produit d’un segment par une triangulation d’un n-gone convexe
sont, toujours polytopaux.
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FI1GURE 3. Produit polytopal de graphes non-polytopaux.

Dans cette partie, on généralise 'exemple de Q 3.1(ii) & tout produit d’un graphe polytopal par le
graphe d’une subdivision réguliere d’un polytope. On considére donc deux graphes G et H tels que
e il existe un polytope P C R¢ dont G est le graphe,
e il existe un polytope @ C R€ et une fonction hauteur w : V(Q) — R tels que H est le
graphe de I’enveloppe convexe supérieure de 'ensemble de points {(q,w(q)) | ¢ € V(Q)}
de ReH+1,

On définit u(p, q) = (w(q) - D, q) € R4t pour tout p € P et ¢ € Q. On considere alors le polytope

R= conv {u(p,q) | p € V(P),g € V(Q)} CR™*".

Pour comprendre le graphe de R, on commence par comprendre ses facettes.

[Q 3.2] Soit G une facette de @ définie par U'inégalité (¢ | y) < 1, ot » € R®. Montrer que
I'inégalité ((0,) | (z,y)) < —1 définit une facette de R dont I’ensemble des sommets
est {u(p,q) | p € P,q € G} et qui est isomorphe & P x G.

[Q 3.3] Soit F une facette de P définie par I'inégalité (¢ | ) < 1, ot ¢ € R% Soit C une
cellule de la subdivision réguliere de @) correspondant a une face de I’enveloppe convexe
supérieure de {(q,w(q)) |q € V(Q)} définie par I'inégalité 1o -h+ (¢ | y) < 1,ouy € R
et ¢ € Re. Montrer que 'inégalité (¢ | ) + (¢ | y) < 1 définit une facette de R dont
l’ensemble des sommets est {u(p,q) | p € F,q € C} et qui est isomorphe & F x C.

On note F l'ensemble des facettes de R décrites aux deux questions précédentes.

[Q 3.4] Vérifier que toute (d+e—2)-face de F est contenue dans précisément deux éléments de F.
En déduire que F est ’ensemble de toutes les facettes de R.

[Q 3.5] En déduire que le graphe de R est isomorphe & G x H.

[Q 3.6] Montrer que toute triangulation d’un polygone convexe est le graphe d’une subdivision

réguliere de ce polygone et en déduire que l'exemple de Q3.1(ii) est un cas particulier
de Q3.5.
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