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Généralités

Disclamer
Les catégories

Démarche

» Se fonde sur des théories élaborées et étudiées : A-calcul avec
types dépendants, catégories

» Cette marge est trop petite
» Trés syntaxisant
» Restons calme
» L'intérét est surtout dans les détails techniques
» Attardons-nous sur des points précis
» Les motivations sont principalement métaphysiques

» Donnons les principales caractéristiques plutdt que les
définitions formelles
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Généralités

Disclamer
Les catégories

Démarche

Définition

Une catégorie est définie par:

» objets: A, B, C, ...

» morphismes (fleches) : f: A— B, ...

> identité :idp : A— A

> composée:ALBiC:gof:AeC
Tout se passe bien :

> idof=foid="f

> ho(gof)=(hog)of
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Généralités

Disclamer
Les catégories
Démarche

Quelques exemples

» Set : ensembles + fonctions entre
» Grp : groupes + homomorphismes de groupes
» (€,%,1)
— associatif : ax (bxc)=(axb)xc
— élément neutre : axl=1xa=a
— inverse : Va,3db,ax b= bxa=1 (unique)
» morphismes : ¢ : (€,%,1,) — (F,-,1.)
— p(ax b) = p(a) x p(b)
- pa ) =p(a)"! et (1) =1 (inutile ici)
» Cat : categories + foncteurs

> types + A-termes
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Généralités

Disclamer
Les catégories
Démarche

Quelques exemples

» Set : ensembles + fonctions entre
» Grp : groupes + homomorphismes de groupes
» Cat : categories + foncteurs
> types 4+ A-termes
» id: Axx:A— A

» o : application
M:B—C N:A—B NoM=XM(Nx):A— C
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Généralités

Disclamer
Les catégories

Démarche

Le produit

lllustration de I'abstraction

acA beB (a,b) e Ax B
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Généralités

Disclamer
Les catégories

Démarche

Le produit

lllustration de I'abstraction

acA beB (a,b) e Ax B
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Généralités

Disclamer
Les catégories

Démarche

On veut montrer la décidabilité de I'égalité dans la théorie des
catégories avec familles

» Equivalence de la théorie des cwf et des LF (A-calcul avec
types dépendants)

» Décidabilité de I'égalité dans LF
Motivations :

» Sémantique catégorique

» Résultat de base de décidabilité
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Logical Framework (LF)

Définitions Catégories avec familles (Cwf)

Théories algébriques généralisées (Gat)
La notion de modele

» Classes syntaxiques des objets manipulés :

» termes: M\N == x | MM | Apppeas (M, N)
» types: ALB = x | EIM | MNx:AB
» contextes: [ = o | Ix:A

» Types dépendants
» Générateur de listes de 0 le longueur n :

Mn:Nat . List(n)
n +— [0;0;...;0]

» Regles de bonne formation (présentation propositionnelle :
e, TEATEM:A, etc)
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Logical Framework (LF)

Définitions s avec familles (Cwf)

Théories algébriques généralisées (Gat)
La notion de modele

» Classes syntaxiques des objets manipulés :

» termes: M\N == x | MM | Apppeas (M, N)
» types: A,B = x | EIM | MNx:AB
» contextes: [ = o | Ix:A

» Types dépendants

» Reégles de bonne formation (présentation propositionnelle :
N, TEATEM:A, etc.)

» contexte : liste de (variable, type), ol un type peut dépendre
de ce qui précede
(e r-A MNx:AFB MNx:A-M:B
MEXx.M : MxA.B
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Logical Framework (LF)

Définitions Catégories avec familles (Cwf)

Théories algébriques généralisées (Gat)
La notion de modele

» Classes syntaxiques des objets manipulés :
» termes: M\N == x | MM | Apppeas (M, N)
» types: ALB = x | EIM | MNx:AB
» contextes: [ = o | Ix:A
» Types dépendants
» Regles de bonne formation (présentation propositionnelle :
N TEATEM:A, etc.)
> Egalité typée THFA=B,THM=N:A)
» Exemple :
240 : Z
mais

2=0 : Z/2Z
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Logical Framework (LF)

Définitions s avec familles (Cwf)

Théories algébriques généralisées (Gat)
La notion de modele

» Classes syntaxiques des objets manipulés :
» termes: M\N == x | MM | Apppeas (M, N)
» types: ALB = x | EIM | MNx:AB
» contextes: I == o | T,x:A

» Types dépendants

» Reégles de bonne formation (présentation propositionnelle :

- THATEM:A, etc)
Egalité typée T FA=B, T M= N:A)

> Cette égalité est essentiellement la 3n-equivalence sur les
termes typables :
- B8:(MxM)N = M[N/x]
- n: M=Xx.Mx

v
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Logical Framework (LF)
Catégories avec familles (Cwf)

Définitions

Théories algébriques généralisées (Gat)
La notion de modele

» Catégorie des contextes C

» Termes : foncteur (Term, Type) : C°? — Fam
» contexte dans LF : [x1 : A1, %0 0 Ag; .o Xn 1 A
» type = ensemble de termes / type dépendant = famille
» famille : ensemble d’'ensembles indexé par un ensemble :

(B())ses

» Combinateurs :
» p: début du contexte (— [x1 : A1;x2: Ao; ... Xn—1 : Anc1])
» g : dernier élément du contexte (— x,)
» , :ajout d'un élément au contexte
» X, App, MN(A, B) : abstraction, application, type produit
» Star, Elem : cf. El

» Substitution : morphismes de C
> (v, M) : ajout d'une substitution

» Regles de bonne formation

[Axy.x] = A (A(alp]))
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Framework (LF)
ries avec familles (Cwf)

Définitions

Théories algébriques généralisées (Gat)
La notion de modele

Explication de [Axy.x] = XA (A (q[p]))

x:Ay:BFEx:A ABFqlp]: A
x:AFAdyx:B— A AEAX(qlp)):B— A
oFAxAyx:A—=B—A oFX(A(qlp])  A—B—A

» Pas besoin de variables
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Logical Framework (LF)
Catégories avec familles (Cwf)

Définitions

Théories algébriques généralisées (Gat)
La notion de modele

3 |ntérét de la sémantique catégorique

» Permet de comprendre la notion de catégorie
» Pas d'a-conversion ni méme de notion de variable
> on veut : Axy.x = Ayz.y
» (~ De Bruijn)
» La substitution n'est pas une meta-opération
» ~ substitutions explicites
» Définissable dans Gat
» Modele de la théorie des types dépendants internalisable
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Logical Framework (LF)

Définitions Catégories avec familles (Cwf)

Théories algébriques généralisées (Gat)
La notion de modeéle

Ce qu’on veut d'une théorie équationnelle :

» Des sortes (types) et des termes dépendants construits par des
symboles donnés

» Une égalité « naturelle »
» Exprimé a I'aide de regles de dérivation

» Dans quoi définir Gat?
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ramework (LF)

Définitions avec familles (Cwf)

Théories algébriques généralisées (Gat)
La notion de modele

L'exemple des entiers naturels

Définition de (N, +) :

» o Nat

» o O: Nat

» n:Natk S(n): Nat

» n: Nat,m: Nat - Add(n, m) : Nat

n:Nat + Add(O,n)=0
n:Nat,m:Nat + Add(S(n),m)=Add(n,S(m))

On peut déduire :

» oFS(0):Nat ¢+ Add(0,0)=0

» Sin=n"alors S(n)=S(n)
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Logical Framework (LF)

Définitions Catégories avec familles (Cwf)

Théories algébriques généralisées (Gat)
La notion de modele

> Interprétation des classes de termes syntaxiques (contextes,
termes, types) dans des ensembles (ou autre) qui respecte les
axiomes de bonne formation

» eg.:Z(Nat) =N Z(0)=0 Z(S(n)=Z(n)+1 etc
» Tout ce qui est vrai dans la théorie est vrai dans les modeles
> Les termes de la théorie forment un modele (term-model)

» (on veut que le term-model soit initial dans la catégorie des
modeles)
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SOs

Equivalence entre les Cwfi g et LF Interprétation

Problemes rencontrés

Tres intuitif quand on compare de loin les théories, beaucoup plus
subtil en pratique.
Deux approches sont possibles :

» Sémantique (catégorie des modeles) : plus « propre », on veut
avant tout parler de la catégorie des modeles

» Syntaxique : plus « simple », se fait avec deux interprétations
(~ réécritures)
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SOs
Equivalence entre les Cwf g et LF Interprétation

Problemes rencontrés

» Termes :
’ f [ = n
r _ q[[An]]E‘”fLF i
[[XfﬂCwﬁ_F = [[ 'Hr, I

Xillewe |Pragt,, | €€
r Mx:A
r _ r r

[Avpncas (M. Mlew = An(pag,,, o1zzz) (Mo Mewse)

» Méme chose pour les contextes et les types
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SOs
Equivalence entre les Cwf g et LF Interprétation

Problémes rencontrés

> Interprétation partielle (— égalité de Kleene) a cause des
indices (eg AppﬂX:A.B (M7 N))
» a= b: aest définissi bl'est et danscecasa=>b
> interprétation p ou g dans le contexte vide ?
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SOs
Equivalence entre les Cwf g et LF Interprétation

Problémes rencontrés

> Interprétation partielle (— égalité de Kleene) a cause des
indices (e.g. Appnx.a.g (M, N))
» Principale difficulté : mettre en relation les substitutions
(sémantique / syntaxique)
» en A (Ax Ay x) M = (Ay.x) [M/x] = \y.M

Samuel Mimram Décidabilité de I'égalité dans les Catégories avec Familles



SOs
Equivalence entre les Cwf g et LF Interprétation

Problémes rencontrés

> Interprétation partielle (— égalité de Kleene) a cause des

indices (e.g. Appny.a.g (M, N))

» Principale difficulté : mettre en relation les substitutions
(sémantique / syntaxique)
» en A (Ax Ay x) M = (Ay.x) [M/x] = \y.M
> cwfs :

App (A(A(glp])). M) = A(qlp]) [(id, M)]

q[p] [((id, M) o p, q)])
qlpo((id, M) o p,q)])
q [(id, M) o p])

q [(id, M)] [p])

M [p])

A
A
A
A
A
A
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Décidabilité de I'égalité dans LF

Typable : normalisable : on sait décider de la G-convertibilité
grace a Church-Rosser (il suffit de réduire a la forme normale)

Probleme : I'égalité est ici la Bn-conversion

Pour se ramener a la G-convertibilité on utilise |'incarnation
(na (M)) qui pré-calcule les n-expansions en se fondant sur le
type :

> (M) =ne n(M) = M

> nﬂx:A.B(M) = )\z~nB[7]A(z)/x] (M WA(Z))
On veut prouver (en gros) : M = N : A < na(M) =g na(N)
Tout est syntaxique et pourtant la preuve passe par des
per-modeles par ce qu'on a pas : na(MN) = na(M)na(N)

> |l reste des choses a comprendre
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Derniéres remarques
Critique de la raison pure

Etat présent, futur

» Les cwfs sont définissables dans Gat
» Cwf et Gat sont équivalentes

» On peut représenter la théories des types a |'intérieur
d'elle-méme
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Dernieres remarques
Critique de la raison pure

Etat présent, futur

» Devrait étre prouvable en COQ
» Utilisation de setoides (ensemble + relation d’équiv)
— égalité intentionnelle (COQ) : on peut prouver |'égalité
— extensionnelle (catégoires) : Vx, f(x) = g(x)

» Tres rébarbatif — automatisable?
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