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Introduction

Dés la fin du XIX®™e siscle, des philosophes et des mathématiciens tels que
Frege, ont ressenti le besoin de formaliser la notion de démonstration d’une
maniére plus profonde que ce que nous avons hérité de la Greéce Antique a
travers la logique d’Aristote, par exemple.

Cette motivation est liée a I'apparition de preuves faisant appel a des rai-
sonnements et des concepts de plus en plus abstraits, et aussi a la volonté de
définir de maniére rigoureuse la notion de nombre entier. Elle fut renforcée par
la découverte de paradoxes comme ceux de Burali-Forti ou de Russell.

Ainsi, Frege puis Hilbert introduisirent la notion formelle de démonstration.
Dans le systeme de déduction de Hilbert, existe un certain nombre d’axiomes
logiques (tels que A = B = A) auxquels on ajoute des axiomes “impropres”,
c’est a dire spécifiques a la théorie considérée (par exemple, pour I’arithmétique,
x+S(y) = S(z)+y). On y prouve une proposition P par l'utilisation d’axiomes
ou de propositions déja prouvées, au moyen de deux regles de déduction : le
Modus Ponens et Généralisation.

Jaskowski apporta avec la déduction naturelle une notion de démonstration
plus intuitive, sans axiomes logiques, mais avec un plus grand nombre de regles
de déduction.

Formaliser ces différentes notions de démonstration, n’implique cependant
pas leur cohérence : nous ne sommes toujours pas certains de ne pas pouvoir
prouver n’importe quoi.

La théorie des modeles, formalisée par Tarski dans les année 30 du siecle
dernier, permit de répondre d’une maniere fine. La notion de modele permit de
mieux comprendre celle de cohérence et de démontrer la cohérence des regles de
déduction. Supposons qu’il existe un modele ou toutes les regles de déduction
et tous les axiomes sont valides (on dit qu’il est clos par déduction), alors tous
les théoremes sont valides (théoréme de correction). Il s’ensuit non seulement
qu’une proposition démontrable est vraie dans tous les modeles de la théorie,
mais aussi qu’on ne peut démontrer les propositions non valides dans ce modele.
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Le développement de cette théorie, qui continue a ce jour (pour un nombre
toujours plus important de systéemes de déduction), amena & poser la question
de l'existence d’une réciproque au théoreme de correction. En y répondant par
Paffirmative, dans le cadre de la déduction naturelle, Godel [23] prouva 1'un des
résultats majeurs (le théoréme de complétude) de la branche des mathématiques
qu’était devenue la logique.

Une avancée majeure dans la compréhension des preuves fut apportée par
Gentzen en 1933 ([21]), lorsqu’il introduisit le calcul des séquents, un systéme
de déduction dans lequel les preuves s’effectuent en travaillant & la fois sur les
hypotheses et sur la conclusion, tandis que les systemes précédents essayaient
de former la conclusion a partir d’hypotheéses quasi-immuables. Cela fait donc
du calcul des séquents un systeme de déduction adapté a la démonstration au-
tomatique.

Un autre avantage du calcul des séquents de Gentzen est qu’il met en avant
une notion qui était jusque la mal définie : la notion de coupure, qui correspond
a celle de preuve en forme normale (en déduction naturelle). Dans la formulation
de Gentzen, cette notion apparait comme une regle distincte, ce qui en facilite
la compréhension.

La regle de coupure est une regle de déduction utilisée dans quasiment toutes
les démonstrations en mathématiques, en particulier lorsqu’on utilise un lemme
intermédiaire. Le théoréme d’élimination des coupures énonce que l'on peut se
passer de démontrer ce lemme, et qu’il suffit de redémontrer le lemme dans notre
cas particulier.

Dans [20], Gentzen prouve que la régle de coupure dans son calcul des
séquents est redondante en trouvant une fagon de transformer les démonstrations
du calcul des séquents. Ce résultat a pour corollaire le fait que le calcul des
séquents est cohérent (et de ce fait, la déduction naturelle et les systémes de
déduction a la Hilbert). Ce résultat est obtenu de maniére purement syntaxique.
C’est la base de ce qui devint ensuite, développée par Prawitz, Tait puis Girard
en 1972, la méthode de normalisation des démonstrations.

Une autre méthode d’élimination de la regle de coupure, différente de la nor-
malisation et qui s’appuie sur la notion de modele, fit sont apparition dans les
années 50. On remarqua (Beth, Hintikka, Kanger et Schiitte) que des méthodes
sémantiques pouvaient étre appliquées a ’élimination de la regle de coupure
en prouvant un théoréeme de complétude renforcé : si une proposition est vraie
dans tous les modeles, alors elle est démontrable sans la regle de coupure. Ces
techniques furent développées ensuite par Tait pour la Logique du Second Ordre
puis Takahashi, Prawitz et Andrews pour la Logique d’Ordre Supérieur.

Le théoreme de normalisation est plus fort que celui d’élimination des cou-
pures sémantique puisqu’il 'implique. Cependant, dans de nombreux cas, par
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exemple la démonstration automatique, seul importe le fait que la régle de cou-
pure soit redondante, de maniére a pouvoir travailler sans la régle de coupure.
La résolution ou la méthode des tableaux ont besoin de ce résultat pour étre
completes.

On peut donc espérer avoir des démonstrations d’élimination des coupures
plus simples que celles de normalisation. De plus, il est théoriquement possible
de savoir prouver ’élimination des coupures sans avoir la propriété de normali-
sation. Nous reviendrons sur ce point par la suite.

Inversement, il est dans certains cas possible de définir une translation des
méthodes de normalisation vers les méthodes sémantiques, ce que fait Okada
[35]. L’existence de la réciproque est un probléme ouvert, dont la résolution
permettrait d’unifier les deux approches d’élimination des coupures.

Une des difficultés dans cette approche est que 1’élimination des coupures
a été étudiée pour la logique des prédicats, pour la logique d’ordre supérieur
et pour certaines théories comme 'arithmétique sans qu’on puisse en tirer une
étude uniforme qui puisse s’appliquer a n’importe quelle théorie axiomatique. La
notion de coupure dans ces différents systemes est en effet loin d’étre uniforme.

L’axiome de l'arithmétique dont nous avons parlé plus haut (x + S(y) =
S(z) + y) n’est pas une définition trés heureuse. Quel écolier, si on lui donne
3 + 5 nous répondra 4 + 47 C’est un exemple de la régression obtenue lors de
la formalisation des mathématiques par les logiciens. En voulant trop abstraire,
toute notion de calcul a été oubliée, alors qu’elle est au coeur des mathématiques
depuis des millénaires.

Le calcul revint sur le devant de la scéne a partir du milieu du X
siecle, avec ’apparition des ordinateurs, 'invention du A-calcul et de ses versions
typées. De plus, ’échec de la réalisation d’un programme qui pourrait prouver
tous les théoremes mathématiques fit progressivement comprendre que pour
qu’un ordinateur soit capable de démontrer un théoreme, il ne fallait pas, lors
de la résolution de problemes simples comme 2 + 2 = 4, essayer de tout prouver
par la déduction, mais de laisser la place au calcul. En effet, on se priverait alors
de ce que les ordinateurs savent faire mille fois mieux qu’aucun étre humain,
fat-il Jacques Inaudi.

Ainsi, les axiomes peuvent étre remplacés par des regles de réécriture. Par
exemple, on peut définir la regle :

Xéme

z+Sy) — S+y)

Il faut ensuite se préoccuper d’intégrer les regles de réécriture dans les
systemes de déduction. Ce paradigme se retrouve dans de nombreux travaux
tels que ceux de Church, Andrews, Plotkin, Huet ou Boyer-Moore.

Ces notions ont abouti & la formulation de Dowek, Hardin et Kirchner [16],
la Déduction Modulo. Elle représente une maniére la plus générale possible
d’introduire des regles de réécriture dans les regles de déduction. L’idée est que
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tout ce qui releve du calcul n’est pas pertinent pour un étre humain (comme
par exemple le fait que 2 4+ 2 s’évalue en 4). Ainsi, la déduction modulo est un
formalisme ou les regles de réécriture sont intégrées aux regles de déduction,
plutot que de former un ensemble de regles a part. Les preuves deviennent alors
plus compactes et plus lisibles.

Puisqu’une notion de calcul y est explicitement introduite, la déduction mo-
dulo se préte bien a la démonstration automatique. Une recherche automatique
de preuve est ainsi beaucoup plus orientée que dans le cas ou nous avons des
axiomes. On pourrait par exemple passer des heures a prouver que la proposi-
tion 2 4+ 2 = 4 est équivalente a 1+ 3 = 4 elle-méme équivalente a 2+ 2 =4, ce
que nous évitons en déduction modulo.

Une idée centrale de la Déduction Modulo a été la possibilité de réécrire non
seulement des termes (comme 2 + 2), mais aussi des propositions (comme “2
est pair”). Cette possibilité permet d’exprimer des théories telles que la Logique
d’Ordre Supérieur ou la théorie des ensembles de Zermelo dans le cadre de la
Déduction Modulo, c’est & dire dans une formulation au premier ordre, et sans
axiomes.

La Déduction Modulo permet de traiter de maniere uniforme le probleme
des coupures axiomatiques. Dans les théories axiomatiques il existe en effet
plusieurs types de coupure ad hoc (coupures de récurrence, coupures d’égalité).
Les méthodes d’élimination des coupures dont nous avons précédemment parlé
doivent ainsi démontrer que toutes les formes de coupures peuvent étre éliminées.

En Déduction Modulo, le fait de ne pas avoir d’axiomes, mais des regles
de réécriture integre dans la regle de coupure “usuelle” toutes les coupures ad
hoc. Ainsi, le probleme de 1’élimination des coupures devient bien posé, puisque
nous n’avons plus qu’une sorte de coupure a étudier, et montrer 1’élimination
des coupures en Déduction Modulo implique 1’élimination de toutes les coupures
dans les théories axiomatiques correspondant.

Comme dans tous les systemes de déduction, la propriété d’élimination des
coupures en Déduction Modulo implique des propriétés essentielles telles que la
cohérence du calcul, celle du témoin ou 'analyticité. Cette derniere propriété est
importante dans le cadre du développement de programmes de démonstration
automatique.

Une discussion plus détaillée de la regle de coupure est effectuée au chapitre 1,
lorsque nous définirons le calcul des séquents.

Ce sont les raisons pour lesquelles il est primordial d’étudier 1’élimination
des coupures en Déduction Modulo. Cependant — contrepartie de la puissance
théorique de la Déduction Modulo — le théoreme d’élimination des coupures
n’est pas valable pour toutes les ensembles de regle de réécriture. Des méthodes
pour prouver la normalisation ont été définies par Dowek et Werner dans [17],
dans la ligne de celles de Girard.

Un des buts de notre travail a été de développer des méthodes sémantiques
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permettant de prouver la propriété d’élimination des coupures, qui soient assez
générales pour étre appliquées a de vastes classes de systémes de réécriture. La
définition de telles méthodes forme la contribution principale de cette these,
dont l'ordre supérieur est un cas particulier.

Parmi ces conditions, nous pourrons retrouver les conditions “standard”
telles que confluence et terminaison. Cependant, elles ne sont pas suffisantes,
comme le montre un contre-exemple développé par Gilles Dowek et Benjamin
Werner [17]. Nous reprendrons cet exemple plus loin, et I’étendrons pour mon-
trer que certaines théories cohérentes n’ont pas la propriété d’élimination des
coupures, puis exhiber une théorie n’ayant pas la propriété d’élimination des
coupures bien que possédant celle de normalisation.

Apres une partie ou nous rappellerons les définitions du calcul des séquents
modulo et de sa sémantique, nous prouverons quelques résultats élémentaires
sur ce calcul. En particulier, nous démontrerons que le théoréeme de Skolem
s’étend a la déduction modulo, ce qui constituera une premiere application des
méthodes sémantiques en déduction modulo.

Ces chapitres formeront la base de ce qui est la partie centrale de notre these,
ol nous montrerons nos deux théoréemes principaux : une théoreme d’élimination
des coupures pour le calcul des séquents modulo classique, et son alter ego
pour le calcul des séquents modulo intuitionniste. Nous conclurons cette partie
par un chapitre qui discutera des liens entre les propriétés de normalisation et
d’élimination des coupures.

Enfin, nous nous intéresserons a un systéeme utilisé en démonstration au-
tomatique : la résolution modulo. Nous prouverons 1’équivalence de ce dernier
systeme avec le fragment sans coupures du calcul des séquents modulo.
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Syntaxe et Sémantique de
la Déduction Modulo






Chapitre 1

Le Calcul des Séquents

Dans ce chapitre, nous présentons la syntaxe des calculs des séquents modulo
classique et intuitionniste. Nous en donnons plusieurs formulations, ainsi que les
preuves de leur équivalence.

1.1 Le langage

1.1.1 Les propositions et les termes

Comme dans la logique des prédicats, nous considérons un langage £ formé :
— de symboles de prédicat, notés : P,Q, R, ..., d’arité n quelconque.
— de symboles de fonction d’arité n (les constantes sont des symboles de
fonction d’arité 0)
Et un ensemble dénombrable V de symboles de variables, notés : x,y, ...
Enfin, nous avons des symboles de connecteurs, permettant de connecter les
propositions entre elles. Nous avons trois connecteurs propositionnels :

ANV =

qui sont d’arité 2 (et sont habituellement respectivement nommés et, ou et
implique), et un connecteur propositionnel :

qui est d’arité 1 et se nomme non. Nous avons aussi deux quantificateurs uni-
versels et existentiels (quel que soit, il existe) :

v 3

Nous pouvons combiner ces différents éléments ensemble, nous donnons les
regles de combinaisons dans les deux définition 1.1 et 1.2 ci-dessous. Par exemple
avec P,() prédicat a une variable, + symbole de fonction & deux variables,
nous pouvons former P(4) mais nous ne pouvons par former P + Q (qui n’est

9
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pas un terme bien formé). Pour les fonctions et les prédicats d’arité n, nous
représenterons en générale ses arguments entre parentheéses (P(f(b),a) au lieu
de Pfba), et nous utiliserons une notation infixe pour les connecteurs logiques,
quitte & utiliser des parentheéses. Nous noterons AV (BAC) au lieu de VAA BC.
Lorsque nous parlerons d’'un connecteur propositionnel sans le préciser, nous
utiliserons la notation ¢, de méme que pour les quantificateurs nous utiliserons
la notation Q.

Puisque tous les termes ne sont pas bien formés, voici les définitions de ce
que sont un terme bien formé, puis une formule bien formée :

Définition 1.1 (Terme bien formé). Un terme est bien formé si :
— c’est une variable,
— c’est un symbole de fonction f d’arité n appliqué a n arguments qui sont
euz-mémes des termes bien formés.

Définition 1.2 (Formule bien formée). Une formule est bien formée si :
— c’est un symbole de prédicat d’arité n appliqué a n termes bien formés
(définition 1.1),
— c’est un connecteur propositionnel ¢ d’arité n appliqué a n arguments qui
sont euz-méme des formules bien formées (AV B par ex.),
— c’est un quantificateur, suivi d’un symbole de variable, et suivi d’une for-
mule bien formée (VzP).

Nous emploierons tres souvent le terme proposition au lieu de formule bien
formée. De méme le terme atome, ou proposition atomique est une abréviation
de prédicat d’arité n appliqué a n arguments.

Les deux définitions 1.1 et 1.2 définissent formellement un terme (respective-
ment, une formule) comme un arbre. Par exemple, la proposition Va(P(z) A Q)
représente en fait ’arbre suivant :

YV
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Une variable z est dite libre lorsqu’elle ne dépend d’aucun quantificateur,
c’est a dire que dans ’arbre de dérivation de la formule, n’est pas située sous
un quantificateur ayant comme argument .

Si une variable n’est pas libre, on dit qu’elle est liée. Par exemple x est libre
dans JyP(z,y), mais y y est liée (par le quantificateur 3).

Pour avoir une définition formelle de ce que nous avons présenté ci-dessus, il
faut commencer par définir ce qu’est 'occurrence d’une variable (ou d’un terme,
ou d’une constante, ou d’une proposition) dans une formule : c’est 'endroit &
laquelle on le rencontre dans I’arbre de dérivation (donc, si I'on code les chemins
de l’arbre par une suite de 0 et de 1, c’est une suite d’entiers). Par exemple,
dans la formule :

Pz, z) Vv Q(z,y)

le symbole de prédicat @ a une occurrence, de méme que l'atome Q(x,y). Par
contre la variable z en a trois. Nous parlerons de la premiere occurrence de =,
de la deuxieme, etc, en fonction de I'ordre d’apparition de x dans le parcours en
profondeur d’abord, avec priorité & gauche de ’arbre de dérivation de la formule
(qui correspond au parcours gauche-droite classique dans notre notation des
formules).

Les notations préfixes, infixes et postfixes ne modifient pas 'ordre des oc-
currences.

Définition 1.3. Si x a une occurrence dans P, cette occurrence est dite libre
dans P ssi :
— P est un atome.
— P est une formule du type QyR (Q est un quantificateur), © # y , et
l’occurrence de x est libre dans R.
— P est une formule du type QcR, ou ¢ est un connecteur propositionnel, et
st Uoccurrence de x est dans Q, alors celle-ci est libre dans @Q (resp. si elle
est dans R, alors celle-ci est libre dans R).
L’occurrence d’une variable qui n’est pas libre est dite liée.
Une formule est close si et seulement si toutes les occurrences de toutes ses
variables sont liées.
Un terme est clos si et seulement si il ne comporte pas de variables.
Une variable z est fraiche par rapport a une formule ssi elle n’a aucune
occurrence (ni libre, ni liée) dans cette formule.
Une constante c est fraiche par rapport a une formule ssi elle n’a aucune
occurrence dans cette formule.
Un terme t est frais par rapport a une formule F' ssi tous les termes de LUV
qui le composent sont frais dans F'.

Si nous avons une formule du type P(z)V (VzQ(x)), alors la premiére occur-
rence de x est libre, mais la seconde est liée. Méme si ce genre de formule est bien
formé, nous éviterons de les écrire sous cette forme. Il vaudra mieux considérer
la formule P(z)V (VyQ(y)). Ces deux formules sont équivalentes, et ce probléeme
est connu sous le nom d’a-équivalence (équivalence alphabétique) en théorie de
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la démonstration, et sous le nom de variable muette en mathématiques usuelles.

Dans la formule précédente, nous pourrions avoir envie de remplacer les
occurrences libres de x par un terme quelconque t. Cela se fait en définissant la
notion de substitution. Commengons par définir la notion de remplacement, qui
ne fonctionne bien que pour les termes ¢ clos :

Définition 1.4 (Remplacement). Soit u,t des termes bien formés, x une va-
riable. Nous définissons le terme (u/x)t par induction sur la structure de t :
— Sit est une variable y différente de x, (u/x)y =y.
- Sit est x, alors (u/x)x = u.
— Si t est un symbole de fonction appliqué a ses arguments f(t1,...,t,) (n
peut étre nul), alors (u/x) f(t1,...,tn) = f({u/x)t1, ..., (u/x)ty).
Soit P une proposition bien formée, nous définissons de méme :
— Si P est un prédicat d’arité n, alors nous posons (u/x)P(t1,...,t,) =
P((u/x)ty, ..., (u/z)t,).
— Si P est une formule du type QyR, alors (u/x)QyR = Qy{u/x)R. Avec
T #y.
- Si P est une formule du type QxR, alors (u/z)QrR = QxR.
— Si P est une formule du type QcR, ot ¢ est un connecteur propositionnel,

alors {u/x)(QcR) = ((u/2)Q)e((u/2)R).

Nous remarquons que nous ne remplagons pas les variables liées. Par contre,
le probleme suivant peut survenir :
(y/z)(VyQ(z,y)) = YyQ(y, y), ce qui n’est pas la méme chose que la proposition
initiale, car 'occurrence de = qui était libre devient une occurrence liée de y.
Ce phénomene s’appelle la capture, et pour s’en débarrasser, il faudrait renom-
mer y en z par exemple, pour d’abord obtenir la proposition (alphabétiquement
équivalente) VzQ(z, z) puis seulement ensuite remplacer.

Ce probleme n’apparait nulle part dans notre travail, car nous ne substitue-
rons & x que des termes ¢ clos, non sujet a la capture de variable. C’est pourquoi
une définition comme la définition 1.4 nous convient tout a fait.

La solution a ce probléme est obtenu en définissant une substitution qui évite
la capture, comme par exemple dans [12], ce qui est la définition standard d’une
substitution :

Définition 1.5 (Substitution). Soit u,t deux termes bien formés, x une va-
riable, nous définissons le terme substitué (u/x)t de la fagon suivante :
- sit est x, alors (u/x)x =u
— si t est une autre variable y, alors (u/x)y =y
= Sit=f(t1, ..., tn), alors (w/x)f(t1,....,tn) = f((u/2)t1, ..., (u/x)ty,)
Soit P une formule bien formée, nous définissons (u/x)P de maniére inductive :
— Si P est un prédicat d’arité n, alors nous posons (u/x)A(t1,....tn) =

A((u/x)t1, ..., (u/2)ty,),
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— Si P est une formule du type QuR, alors (u/x)QyR = Qz(u/z)(z/y)R.
Avec x # vy, et z une variable fraiche par rapport ¢ u et R.
— Si P est une formule du type QxR alors, (u/x)QrR = QR.
- 8i P est une formule du type QcR, ot ¢ est un connecteur propositionnel,
alors (u/z)(QcR) = ((u/x)Q)c((u/x)R)
Définition 1.6 (Substitution parallele). Soit t un terme. Soit une substitution
paralléle {uy/x1,...;un/xn} (en abrégé o), qui d& un nombre fini de variables
T1,..., Ty associe les termes Uy, ..., un. Nous définissons le terme substitué ot
par induction surt :
- Sit est x;, alors ox = u;.
— Sit est une autre variable y alors oy = y.
- Sit=f(t1,....tn), alors o f(t1,....,tn) = f(ot1,...,0t,).
Soit P une formule bien formée, nous définissons o P par induction sur P :
— P est un prédicat a n variables o A(ty,...,t,) = A(oty,...,0ty).
— P est une formule du type QyR, cQyR = Qzo((z/y)R). Avec x # vy, et z
une vartable n’ayant aucune occurrence ni dans R ni dans u.
— P est une formule du type QcR, ot ¢ est un connecteur propositionnel,

o(QcR) = (6Q)c(oR).

Nous noterons nos substitutions de la maniére suivante :

{t/z}
Nous savons parler des occurrences de variables et de termes dans une for-

mule. Et méme d’occurrence de propositions. Cela ne nous suffit pas, car nous
voulons étre capable de dire que P(0) est une sous-formule de VxP(x) :

Définition 1.7 (Sous-formule). Soit P une formule. On dit que @ est une
sous-formule de P dans les cas suivants :
- Q=P
- P = QxR, et Q est une sous-formule de {t/x}R pour un certain terme t.
— P = RcS, et Q est une sous formule de R ou de S.

Il nous reste a définir les occurrences positives et négatives dans une formule :

Définition 1.8 (Occurrences positives). Soit P une formule, et l’occurrence
d’un atome A. Nous définissons la positivité et la négativité de cette occurrence
de la maniére suivante :
— 51 P est 'atome A, alors elle est positive,
- si P = QV R, alors les occurrences positives de A dans Q et R sont
positives dans P,
- st P = Q AR, alors les occurrences positives de A dans @ et R sont
positives dans P,
- 51 P =VxQ), les occurrences positives de A dans @) ont positives dans P,
- s1 P =3zQ, les occurrences positives de A dans Q) sont positives dans P,
- si P = Q = R, les occurrences positives de A dans R et négatives de A
dans Q sont positives dans P,
— st P ==Q), les occurrences négatives de A dans @ sont positives dans P,
— dans tous les cas contraires, les occurrences de A dans P sont négatives.
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1.1.2 Langages a plusieurs sortes

Lors de la définition du langage £ on peut vouloir définir plusieurs sortes
(ce sera le cas au chapitre 7 par exemple). Les définitions sont alors modifiées
en conséquence. L contient :

— des sortes ¢, s, ... (nous ne donnons pour l'instant aucune précision sur la

formation de ces sortes),

— des symboles de fonction d’arité n, de rang (s1, ..., Sn, Snt1),

— des symboles de prédicat, de rang (si, ..., $,) ol s; est une sorte.

Pour chaque sorte s, nous avons un ensemble dénombrable de variables V.

La définition d’un terme bien formé s’étend immédiatement :

Définition (Terme bien formé). Un terme de sorte s est bien formé si :
— c’est une variable de sorte s,
— c’est un symbole de constante de sorte s,
— c’est un symbole de fonction f de rang (S1, ..., Sn, Snt1) appliqué a n ar-
guments, chacun étant respectivement bien formé de sorte s;.

Toutes les autres définitions (formule bien formée, remplacement, substitu-
tion) s’étendent de la méme maniére.

Dans le chapitre 7 nous définirons nos sortes de la maniére suivante :

— deux sortes élémentaires ¢ (les termes) et o (les propositions),

— une regle pour former de nouvelles sortes : si t1,t2 sont des sortes, alors

L1 — L9 est une sorte.

Il n’y a que quelques symboles de fonction et un symbole de prédicat :

— (5,5, de rang (s; — sa, 51, S2), symbole d’application,

— ¢ de rang (o), symbole d’encapsulement.
Et il y a des symboles de constantes distinguées :

— S, K, les combinateurs,

— A, V, ... les connecteurs logiques,

— Vs, 3s les quantificateurs.

1.2 Systemes de déduction

Nous venons de donner les regles de formation des propositions. Il faut main-
tenant répondre a la question “que pouvons nous en faire ?”, “comment prouver
P = P7’, ou encore “comment écrire des preuves ?”.

Plusieurs formalismes de construction de preuve existent, comme rappelé en
introduction. Ils sont équivalent entre eux. On peut citer la déduction naturelle,
les systemes de déduction a la Hilbert, la résolution, les tableaux, et celui que
nous allons utiliser principalement dans notre travail, le calcul des séquents, in-
troduit par Gentzen dans [20].

Un séquent est formé de deux multi-ensembles finis de propositions, que nous
nommerons I' et A, séparés par le symbole - (& lire “thése”). La différence entre
un ensemble et un multi-ensemble est que dans un multi-ensemble on peut avoir
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plusieurs occurrences d’un méme élément.

La sémantique informelle de cette notation est la suivante. I' A veut dire
“a4 partir des hypotheses T, je peux prouver la disjonction des (une des) pro-
positions de A”. Dans la formulation intuitionniste du calcul des séquents A
contient au plus une proposition.

Mais séquent n’est pas synonyme de preuve. Nous pouvons écrire par exemple
-A F A. C’est un séquent bien formé. Par contre, il n’a pas de preuve. Les
preuves valides de séquents sont engendrées par les regles définies dans les deux
sections 1.2.1 et 1.2.2. C’est a ces ensemble de regles que l'on fait référence
sous le vocable “calcul des séquents intuitionniste” (respectivement “calcul des
séquents classique” ).

La terminologie est la suivante, et la méme pour toutes les regles :

LA+ B 4
'A=B

Le séquent I' F A = B est la conclusion de la regle =-g, et I', AF B, A en est sa
prémisse principale. La proposition A = B sur laquelle s’applique effectivement
la regle s’appelle la proposition active. Le sens de cette regle est que si on veut
démontrer A = B a partir des hypotheses T, alors il est suffisant de démontrer
B a partir des hypotheses I, A.

Il y a deux sortes de regles : les regles gauches notées avec le suffixe “-g”,
qui s’appliquent aux hypotheses I'; et les regles droites, notées avec un suffixe
“.d” qui s’appliquent aux propositions de A.

Notons que nous n’avons pas de regle d’échange entre propositions, puisque
nous considérons un séquent comme une paire d’ensembles non ordonnés, et non
des listes. Cela differe de la présentation habituelle du calcul des séquents, que
l’on peut par exemple trouver dans [46].

1.2.1 Le calcul des séquents intuitionniste

Les regles d’inférence du calcul des séquents intuitionniste sont présentées
figure 1.1.

Ces calculs sont équivalents & la déduction naturelle et au calcul des prédicats
de Hilbert (voir par exemple les notes de cours de Dowek [14]).

Un séquent I' = P a une preuve si et seulement si on peut construire un
arbre a partir des regles de la figure 1.1 dont chacune des feuilles est soit une
regle axiome, soit une regle 1-g.

Un preuve d’'un séquent (une assertion) I' F P est une dérivation de ce
séquent grace aux regles d’inférences de la figure 1.2. Lors de 'application d’une
regle, par exemple V-gauche :

IA-P T,BFP
TL,AVBFP

V -gauche
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nous avons démontré 1 séquent I'y) A V B - P si et seulement si nous savons
démontrer les séquents I'y) A+ P et I'; A+ P. C’est a dire, informellement, j’ai
prouvé P sous les hypotheses AV B si je peux prouver P sous les hypotheses A
et B indépendamment.

Les seules regles qui permettent de “fermer” une preuve (c’est a dire obtenir
une branche sans prémisse) sont les régles axiome et L-g. Une preuve bien formée
est une preuve qui est fermée. Voici des exemples de preuve :

A A

AFA rFasa~>d

Un point de vocabulaire doit étre ici précisé :

Définition 1.9. Soit T une théorie infinie. Nous écrirons :
Thr P

si et seulement si un sous-ensemble fini I' C T est tel que le séquent T'Fr P a
une preuve.

En effet, dans une preuve valide du calcul des séquents, seul un nombre fini
de propositions interviennent, les autres ne servant a rien. Comme un nombre
infini de propositions dans un séquent pose probléme (en particulier lors du
choix d’une constante fraiche), nous nous restreignons a des séquents finis.

1.2.2 Calcul des séquents classique

Dans le calcul des séquents intuitionniste, il n’est pas possible d’avoir une
démonstration du tiers-exclu (tertium non datur), dont une formulation est la
suivante. Pour toute proposition A, on a :

AV (-A)

Si on essaie de prouver - AV —A en calcul des séquents intuitionniste sans
utiliser la regle de coupure, alors on s’apercoit que la seule régle qui puisse
s’appliquer est V-d. Mais, que l'on essaie de prouver = A ou F —A, la tentative
échoue.

L’autorisation de la regle de coupure ne change rien, car elle est redondante,
comme nous le verrons plus tard.

Des arguments sémantiques (il existe des contre-modeéles de A V =A) que
nous ne pouvons encore invoquer donnent une idée plus claire sur la question.

Pour pallier & ce manque, quand on veut autoriser I’axiome du tiers-exclu,
on pourrait rajouter une regle d’inférence :

TAvoA tiers-exclu
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axiome

T,PFP
I,PFQ I'-P

TFQ
I,P,P+-Q
T,PFQ

coupure
contr-g

Firo-®
I'rQ
I.PFQ
I
I'EP
IPQFR
7A_g
T,PAQFR
TFP TFQ
TFPAQ
I,PFR I,QFR
I PVQFR
LHP
TFPVQ
P I,QFR
I'P=QFR
LPEQ
I'-P=0@Q
I'HP
[,-PFQ
I,PH
TF-P
I {t/z}P+FQ
VPt Q
't {c/x}P
I'EVzP
I, {c/x}P+F Q
T,32PFQ
T+ {t/z}P
T+ 3zP

affaiblissement-g

affaiblissement-d

A-d

V-g

V-d

g

V-g,t clos

3-d, ¢ clos

TFPVQ

'k
@ v-d

V-d, ¢ constante fraiche, i.e. qui n’apparait pas dans I' - Vz P

3-g, ¢ constante fraiche, qui n’apparait pas dans I' - dx P

Fia. 1.1 — Regles d’inférence du calcul des séquents intuitionniste
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ou bien celle-ci, équivalente :
I'k—--A

r-A

Le probleme de cette regle est que quand nous voulons nous en servir, nous
sommes obligés d’introduire (via la régle de coupure) une proposition plus grosse
que la proposition de départ. Ainsi, on a la démonstration suivante (qui se lit
mieux de bas en haut) :

~PF-P __,
——P,PFP ——-P-PFP
~~PF PV-P —~—~P,PV-PF P
coupure

——PF P

Dans cette démonstration, le point important est la maniere dont nous avons
utilisé la regle =-g. On ne peut pas 'appliquer telle-quelle sur le séquent ——P +
P car nous écraserions la proposition P, par = P.

Au lieu de cela, nous nous sommes servis de la regle du tiers-exclu par le
biais de la régle de coupure (on ne peut I’éviter dans ce cas-1a) et nous avons mis
en réserve - P dans les hypotheses (c’est & dire le dual de P par le tiers-exclu),
puis nous avons appliqué la regle —-g.

En quelque sorte, nous avons mis P en réserve a gauche du séquent. Cela
revient au méme d’autoriser plusieurs conclusions a la droite du séquent, mais
en n’autorisant plus la nouvelle regle tiers-exclu (qui serait de toutes fagons
redondante).

Les regles du calcul des séquents modulo classique sont présentées figure 1.2.
Dans cette figure, comme dans la suite de cette these, I' et A dénotent des
ensembles finis de propositions.

Il est maintenant facile d’avoir une démonstration des séquents :

-—PFP FAv-A

L’avantage de ce systeme de déduction par rapport au calcul des séquents
intuitionniste avec regle du tiers-exclu est multiple : nous n’avons pas besoin
de regle supplémentaire, nous n’introduisons plus de proposition par la regle de
coupure, et nous n’augmentons pas la taille des propositions introduites.

1.2.3 Présentation alternative

Tres souvent, par exemple dans [46, 14], le calcul des séquents est présenté
avec des termes non clos. Les reégles modifiées en sont V-d et 3-g (z doit étre
non libre dans T, A) :

LEPA I PHA
TFVzPA [ 3zPFA~®
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axiome

PrP
I,PFA TFPA

TFA
I,P,P+-A
T,PFA
T'-PPA
TFPA
TFA
T,PFA
TFA
TFPA
I,P,QFA
T,PAQF A
TFPATFQA

TFPAQ,A
I,PFAT,QFA
T,PVQFA
FEPQA
TFPVQ,A
TFPAT,QFA
IP=QFA
I,PFQA
TFP= QA

T-PA
[-PFA ©
I,PFA
TF-PA

coupure

contr-g
contr-d
affaiblissement-g
affaiblissement-d
N-g

A-d

V-g

=-d

-d

T IFA®
I, {t/z}P+ A
I''VeP+F A
T+ {c/x}P, A
TFVzP A
I, {c/x}P+F A
I'3z2P+ A
L+ {t/z}P A
T+ J32P A

V-g, t clos

V-d, ¢ constante fraiche

3-g, ¢ constante fraiche

3-d, ¢ clos

Fi1G. 1.2 — regles d’inférence du calcul des séquents classique
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Cette présentation a certains avantages (dans la preuve du théoréme de
correction 5.1 du chapitre suivant, en particulier), mais a aussi un inconvénient
majeur : comment prouve-t-on le séquent JzP(x), JxQ(x) - JzTy(P(z) AQ(y))
par exemple 7

Le lecteur intéressé peut vérifier qu’une telle preuve est tres facile dans le
calcul des séquents de la figure 1.2.

Or ici, ce séquent tel quel n’a pas de preuve. Il faut en fait renommer la
variable z en z dans la proposition JxQ(x). Cela revient & identifier les propo-
sitions suivantes :

zQ(z) = F2Q(z)

On peut maintenant vérifier que le séquent JzP(x), 32Q(z) F JxTy(P(x) A
Q(y)) a une preuve dans le systéme précédent.

C’est la deuxieme fois que nous rencontrons le probléeme de I’a-conversion
depuis la section 1.1.

Soulignons que le calcul des séquents présenté figure 1.2 a l'avantage de
résoudre ce probleme d’a-conversion de la maniere la plus simple : il n’existe
pas. C’est pour cette raison entre autres que nous pouvons nous contenter de la
définition 1.4 pour nos substitutions, car nous substituerons toujours des termes
clos.

1.2.4 Restrictions sur les regles d’inférence

A des fins syntaxiques, nous pouvons restreindre le champs d’application
de certaines regles du calcul des séquents. Nous ne parlerons que des regles du
calcul des séquents classique de la figure 1.2, car nous n’aurons besoin de ces
restrictions que dans ce cas. Mais elles sont tout aussi valides dans le cas du
calcul des séquents intuitionniste.

— Tout d’abord, dans le calcul des séquents de la figure 1.2, nous pouvons
nous restreindre a des regles axiome portant uniquement sur des proposi-
tions atomiques :

————  axiome si A atomique

AR AA
Le calcul ainsi obtenu reste équivalent. En effet, les preuves du nouveau
calcul sont déja des preuves du calcul des séquents classique, et inverse-
ment, étant donné une preuve du calcul des séquents classiques, il suffit
de remplacer chaque regle axiome :
axiome

T,PFPA

par le morceau de démonstration :

[,PFPA
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qui se définit par induction sur le nombre de connecteurs de P. Par
exemple, si P = Vx(@Q, alors voici le morceau de preuve a rajouter :

[Q(c) FQe), A
[VzQ(z) F Q(e), A
I,VzQ(z) F VzQ(z), A

avec 7 obtenue par induction (puisque ((c¢) a un connecteur de moins que
pP).

— De méme, on peut remplacer les regles d’affaiblissement par des regles d’af-
faiblissement atomiques. Nous ne développons pas la preuve d’équivalence,
elle est similaire a celle présentée ci-dessus.

— Enfin, nous pouvons aussi restreindre la reégle 1-gauche en ne "autorisant
a s’appliquer qu’a un contexte vide. Pour obtenir de nouveau une preuve
de I', L F A, nous pouvons nous servir des regles d’affaiblissement :

N
T 8

m affaiblissements

— Enfin, nous pouvons, mais ceci est plus difficile & démontrer, restreindre
les regles de contraction aux propositions dont le connecteur principal est
V pour les propositions a gauche du séquent ou 3 a droite. Ceci est di au
lemme de Kleene 3.3. Informellement, nous pouvons “pousser” plus haut
dans la démonstration n’importe quelle regle de contraction, sauf celles sur
les propositions quantifiées existentiellement & droite et universellement &
gauche. La raison étant que le lemme de Kleene n’est pas valide pour ces
deux cas.
La preuve formelle est laissée au lecteur intéressé, car nous ne nous servi-
rons pas de ce fait dans la suite.

Ces restrictions ont en général pour but de définir un calcul des séquents dans
lequel les récurrences sur la hauteur des preuves se font facilement (parfois, il
est méme impossible de les effectuer dans le calcul des séquents de la figure 1.2),
nous les utiliserons au chapitre 9.

La regle de coupure

Nous continuons ici la discussion de 'introduction, que nous pouvons affiner
puisque nous savons maintenant a quoi ressemble le calcul des séquents.

La regle de coupure est la seule qui introduise une proposition P qui n’a
aucun rapport ni avec I', ni avec A. Du point de vue de la recherche automa-
tique de preuve, c’est une tres mauvaise regle. Comme nous cherchons toujours
a construire une preuve du bas vers le haut (de la conclusion vers les prémisses),
nous n’avons aucune information sur la proposition P que nous devons intro-
duire. Dans le cadre d’une recherche exhaustive de preuve, nous devrions donc
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toutes les énumérer, ce qui n’est pas efficace du tout.

Si la regle de coupure est interdite (car redondante), nous sommes absolu-
ment strs que les prémisses du séquent I' F A seront composées uniquement
de sous-formules de I", A (le lecteur intéressé peut le vérifier dans la figure 2.4).
Ainsi, tous les éléments nécessaires a la preuve se trouvent déja dans le séquent
a démontrer.

De plus, une fois que nous avons démontré la redondance de la regle de
coupure, nous savons que le calcul des séquents est cohérent, c’est & dire qu’on
ne peut pas démontrer n’importe quel séquent (comme par exemple F ).

Gentzen a prouvé ce résultat dans [20]. Il y définit une méthode pour trans-
former une démonstration avec coupures en démonstration sans coupure, et
prouve la terminaison de celle-ci.

Intuitivement, en effet, a quoi cela sert-il de d’introduire P dans les hy-
potheses a gauche du séquent, si nous devons de toutes facons le prouver a
droite du séquent plus tard ?

Si donc on peut se passer de la regle de coupure, le résultat est cependant
difficile a obtenir. De plus, la taille des démonstrations sans coupure peut devenir
beaucoup plus grande que celle des démonstrations du méme séquent sans la
regle de coupure.

1.3 Sémantique

1.3.1 Sémantiques de la logique

Informellement, un modele est la donnée d’un ensemble d’interprétation dans
lequel nous donnons 'interprétation des symboles (de constante, de fonction)
et des prédicats. L’interprétation des propositions et des termes composés est
ensuite définie par induction sur la structure des termes, car elle doit obéir a
certaines regles.

L’ensemble des regles définissant I’ensemble d’interprétation, I'interprétation
des symboles et celle des termes et propositions composés permet de définir une
classe des modeles : la sémantique.

Par exemple, on peut décider de déclarer AA B vraie dans M si et seulement
si A et B sont vraies dans M. De méme, on peut déclarer Va P vraie dans M si
pour tout élément a de I’ensemble d’interprétation des termes, P est vraie dans
M quand z est interprétée par a.

Une proposition P est alors déclarée vraie si et seulement si elle est vraie
dans tous les modeles de la classe considérée.

Les modeles sont souvent utilisés pour démontrer un résultat négatif : une
proposition P n’est pas vraie sous les hypotheses 7 s'il existe au moins un
modele de 7 dans lequel elle est fausse. Grace au théoréme de correction (toutes
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les regles de déduction sont valides dans le modele), nous savons qu'’il ne peut
pas exister de démonstration de P. C’est ’essence de la construction de contre-
modeles.

Par exemple, dans les modeles booléens, la proposition suivante n’est pas
vraie (et donc, non démontrable en calcul des séquents classique) :

AV (B A-A)

Le modele ol A est interprété par vrai valide cette proposition (i.e. A est vraie
dans ce modele). Cependant, le modele ot A est fausse et B fausse aussi rend
la proposition ci-dessus fausse.

Dans les deux sections suivantes, nous allons formaliser ces notions et don-
ner deux sémantiques : une pour la logique classique et une pour la logique
intuitionniste.

1.3.2 Modeles booléens

La sémantique s’appuie sur les algebres de Boole, et plus précisément sur
la forme la plus simple des algebres de Boole : {0,1}, ol les propositions sont
interprétées par deux valeurs de vérité complémentaires : Vrai (1) et Faux (0).

Définition 1.10. Soit £ un langage. Une structure M est un ensemble formé
d’un domaine M non vide, et pour chaque symbole de prédicat P d’arité n et
de fonction f d’arité m du langage L :

— une fonction P : M™ — {0,1}

~ une fonction f : M™ — M

Cette structure ne nous permet pas pour l'instant d’interpréter les propo-
sitions méme atomiques, ni tous les termes de notre langage L. Nous avons
défini la seule interprétation des symboles de prédicat et des symboles de fonc-
tion (donc, les termes non composés). Il faut donc maintenant étendre cette
interprétation. Pour ce faire, nous définissions l'interprétation d’un terme (non
clos en reégle générale), suivant un assignement o qui a chaque variable associe
un terme clos.

Définition 1.11. Soit £ un langage, V [’ensemble de ses variables, M une
structure, et o un assignement. Nous définissons linterprétation d’un terme
selon o par induction sur la structure du terme :

- |z, = o(x) quand z €V

N |f(tla ---ytm)‘o = f(ltllm e |tm|0)
Ensuite, nous définissions la valuation (ou linterprétation) d’une proposition
selon 'assignement o par induction sur la structure de la proposition :

— |P(t1, s tu)le = P(lt1]oys e |tnlo)

- |=P|, =1 ssi |P|, =0. Sinon |-P|, =0

- |PVQ|s=1ssi|Plo =1 ou |Q|, = 1. Sinon |[PV Q|, =0

- |PAQ|ls=1ssi|Plo =1¢et|Q|s =1. Sinon |[PAQ|, =0

~|PVQ|ls=1ssi|Plo =0 ou |Q|, =1. Sinon |[PVQ|, =0
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~ |FzP|s =1 sl existe a € M tel que |P|y.(5q) = 1. Sinon |3xP|, =0
~ V2P|, = 1 si pour tout a € M, |P|y.(5qy = 1. Sinon |VzP|, =0

Nous dirons que la structure M est un modele d’une théorie I si toutes les
propositions de I' sont interprétées par 1 dans M, selon tous les assignements
possibles o. Nous utiliserons pour cela la notation M F T'. Nous dirons que
M est un modele lorsque nous parlerons de la structure M équipée de I'in-
terprétation précédente.

Enfin, nous noterons I' E A lorsque les modeles de I' sont aussi des modeles
de \/ A. Cela correspondra (grace au théoreme de complétude) a la prouvabilité
du séquent correspondant.

Un résultat intéressant est que si une proposition P est close, alors son
interprétation dans M ne dépend pas de 'assignement choisi, et donc, nous
pouvons nous permettre d’oublier annotation d’assignement et nous écrirons
indifféremment |P| ou |P|,.

La plupart du temps, nous interpréterons les termes clos du langage par
eux-méme. Plus précisément, M est 'ensemble des termes clos du langage, et
la fonction f se retrouve étre la fonction suivante :

f:Mm — M
tla-"atm - f(tla"-atm)

Une telle structure est appelée modele syntaxique (et se généralise aussi aux
modeles non booléens). Lorsque nous aurons affaire & des modeles syntaxiques,
alors ’égalité suivante peut étre démontrée (par induction sur la structure de
P):

IPl, = {o(a1) /a1, 0(2n) /2 } P

Ainsi, nous pouvons totalement oublier la notion d’assignement dans le cas
de modeles syntaxiques, et substituer directement par des termes clos.

Toutes ces définitions s’étendent aux langages qui possedent plusieurs sortes,
en considérant un ensemble d’interprétation M, pour chaque sorte ¢, et en in-
terprétant de fagon adéquate les constantes de fonction et les prédicats. Par
exemple, si P est un prédicat de rang (v — ¢), alors nous devons avoir :

P :M,., —{0,1}

1.3.3 Structures de Kripke

Si en logique classique nous avons une seule notion de modele, dans la logique
intuitionniste, nous en avons plusieurs, dont les deux principales sont :
— les algebres de Heyting,
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— les structures des Kripke.

Dans notre travail, nous utiliserons les structures de Kripke, c¢’est pourquoi
nous les présentons en détail ici. Pour une présentation des Algebres de Heyting,
voir par exemple [38].

La différence entre une structure de Kripke et un modele booléen est qu'une
structure de Kripke est composée de plusieurs mondes, dans lesquels une pro-
position est soit vraie, soit fausse. Ainsi, un modele booléen peut étre identifié
a une structure de Kripke possédant un unique monde.

Les mondes sont ordonnés par une relation d’ordre partiel, de telle maniere
que si une proposition est vraie dans un certain monde, elle le restera pour tous
les monde “successeurs” ou “futurs”. Par contre, si elle y est fausse, il se peut
trés bien qu’elle devienne vraie dans un certain monde futur.

En voici la définition formelle :

Définition 1.12 (Structure de Kripke). Une structure de Kripke K est un
quadruplet (K, <, D,IF) tel que :
— K un ensemble non vide, l’ensemble des mondes
— < est une relation d’ordre partiel sur K
— D est une fonction monotone définie sur K, appelée domaine et vérifiant
la condition suivante :

a — D,
O‘Sﬂ = DagDﬂ

telle que D, soit un ensemble non vide.

— Pour chaque monde «, nous avons un langage L, des propositions et
des termes interprétables dans ce monde, monotone sur K (de la méme
maniére que le domaine). Et pour chaque symbole de prédicat P d’arité n
et de fonction f d’arité m du langage L :
~ un symbole P : K — D7 — {0,1}, monotone en sa premiére variable.

Si a < (3, alors pour tout ay,...,a, € D, nous avons :

P(a)(a1,....an) =1 implique P(B)(ay,...,a,) =1

— une fonction f K — DU'— D,, telle que si on a o < 3, alors on a
f@)(ay,...an) = f(B)(ar,....,an) (f dans le monde 3 est une extension
de f dans «).

— Pour tout monde «, Uinterprétation |t|¢ d’un terme t dans D, selon une
substitution o est définie par induction :

-zl =o(x),

e ]S = F@) (112 s [al).

— I est une relation entre les mondes « et les propositions définies sur ce
monde, modulo une substitution o associant a chaque variable un terme

a € D, vérifiant les conditions suivantes :

1. Si A(z1, ..., zy) est un symboles de prédicat n-aire, alors, pour n’im-
porte quels mondes 3 > « et pour n’importe quels élémentsty,...,t, €
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LUV : R
alby Aty ... tn) ssi A(@)(Jt1]%, ..., [ta]) = 1.

alk, AVB ssialk, A ou alk, B.

allk, ANB ssialk, A et alk, B.

alk, A= B ssi pour tout 3 > «, B+, A implique 8+, B.
alk, = A ssi pour tout 8 > «, K, A.

alFg JxA ssi il existe un élément a € D(a) tel que alFgy a0y A.

NS S o e

a Ik, VzA ssi pour tout 8 > «, pour tout élément a € D(3),
6 |h7+(a/;c> A.

Avec cette définition, nous avons le lemme de substitution :

Lemme 1.1 (Substitution). Pour tout monde o d’une structure de Kripke K :

/23t = o/
albe {t'/a}P ssi altoiu), /o P

Si P est une formule close, alors al-, P ne dépend pas de o.

Preuve. Par induction sur la structure des termes. ]

Remarque. Nous considérerons la plupart du temps des structures de Kripke
syntaxiques, c’est a dire dans lesquelles le domaine est ’ensemble des termes
clos. Dans ce cas-la, grace au lemme précédent, nous pourrons nous passer de
la définition avec des substitutions, et substituer directement a 'intérieur des
propositions, en assimilant PaP.

Nous pourrons aussi supposer la relation d’ordre < sur K bien fondée.
D’abord car nous ne nous intéresserons toujours qu’aux mondes 8 > « pour
un certain «, en ensuite parce que les structures de Kripke que nous construi-
rons seront toujours équipées d’un ordre bien fondé.

Remarque. Cette définition 1.12 des structures de Kripke se restreint a la
définition des modeles classiques, si nous prenons pour ensemble K de mondes
un singleton.

La condition de monotonicité de P se traduit par la monotonicité de la
relation de forcing pour toutes les propositions (méme non atomiques). Si un
monde [ est situé aprés un monde «, alors il force toutes les propositions forcées
par « (et, bien siir, éventuellement d’autres propositions) :

Lemme 1.2. Soit K une structure de Kripke, et soient o < 8 deux mondes de
K. Soit P une proposition. Alors :

alFP = BIFP

Preuve. Par induction sur la structure de la proposition P. Voyons les cas
les plus significatifs :
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— Si P est un atome, alors par définition « I, P(t1,...,t,) est équivalent
A P(a)(t1]2, . |tal?) = 1. Or|t1]| = |t1|5, d’apres la définition des
éléments de D,, (o associe & toutes les variables des éléments de D,,).
Par monotonie de P nous avons donc : P(3)(|t1]2, ..., [tn|2) = 1 puis,
par Pargument précédent P(3)(|t1|2, ..., [tn]?) = 1 ce qui est équivalent &
Blke P(t1, .y tn).

Nous avons donc a Ik, P(ty,...,t,) implique 3 Ik, P(t1,...,t,). La relation
de forcing est monotone pour les atomes.

Remarque. Dans les présentations usuelles des structures de Kripke (par
exemple dans [45]), c’est un des axiomes de la relation de forcing. Nous
avons fait un autre choix, car les présentations habituelles ne sont pas
assez formelles.

— Si P = A = B. Alors, soit v > 3, tel que v I+ A. Par transitivité de >,
nous savons que v > «. Ainsi, nous devons avoir v |- B, puisque « IF P.
Donc g I A = B. Notons qu’ici, nous n’avons pas utilisé I’hypothese
d’induction.

— Si P = AV B. Alors, par définition a |- A ou bien A IF B. Par hypothése
d’induction, 8 IF A (dans le premier cas), et 8 |- B (dans le second cas).
Donc g I+ AV B.

— Tous les autres cas se démontrent de la méme maniere que les deux

précédents.
|

Définition 1.13 (Modele de Kripke). Soit I' une théorie et P une proposition,
soit K une structure de Kripke. Un monde a est un modeéle de ' si et seulement
st pour toute proposition P € I', a - P. Par abus de notation, nous notons
alFT' et nous dirons que o valide T'. Par abus de langage, st o I- T pour tout
a € K , nous dirons que la structure de Kripke K est un modéle de T'.

Si dans toute structure IC, tout monde qui est modéle de ' est aussi un
modele de P, nous noterons I' E P.

Remarque. Notons qu’étant donné une structure de Kripke K et un monde
a € K, nous pouvons restreindre /K en I, de telle sorte que « soit le plus petit
noeud de cette nouvelle structure de Kripke. Il suffit de prendre K, = {8 > o},
toutes les autres définition restant inchangées.

1.3.4 Le théoreme de complétude de Godel

Dans aucune de ces sémantiques, il n’y a, a priori, de notion de preuve. Or,
nous aimerions bien savoir que si P est vraie dans telle sémantique, alors il existe
une démonstration de P dans tel ou tel systeme de déduction. Inversement, si
on a une preuve de P, on voudrait pouvoir conclure que P est vraie dans telle
sémantique.

En d’autres mots, puisque nous avons deux moyens de définir la vérité d’une
proposition (I’existence d’une preuve de P et I'interprétation de P), nous avons
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besoin d’un théoreme de correspondance entre les deux.

La premiere partie du travail est de prouver le théoreme de correction : Si
on a une preuve de I' = A, alors tous les modeles de I' sont des modeles de A
(pour une certaine sémantique).

Prouver la réciproque, est beaucoup plus difficile.

Cette tache a été achevée par Godel dans le cadre de la logique des prédicats
classique, lorsqu’il a prouvé le théoréme de complétude [23] (voir par exemple
[8] — & ne pas confondre avec le théoreme d’incomplétude) des modeles {0,1}
par rapport a la logique classique.

Ainsi, 'approche sémantique devient le dual de l'approche syntaxique, et
nous pouvons passer de I'une a 'autre selon nos besoins. C’est un résultat de
cohérence tres fort qui connecte deux approches de la logique qui au départ
étaient distinctes.

D’autres théoremes de complétude ont depuis été prouvés, pour différentes
sémantiques, telles que celles de la logique intuitionniste, de la logique linéaire,
de la logique d’ordre supérieure, etc.

L’idée de départ de notre travail est de renforcer le théoreme de complétude
de la fagon suivante : si une proposition est vraie dans une certaine sémantique,
alors elle est démontrable sans la régle de coupure dans un certain systeme de
déduction. Le corollaire de ce résultat est que la regle de coupure est redondante
(pour peu que lon ait le théoréme de correction). Cette approche a déja été
utilisée par Beth (voir [45]) pour le calcul des séquents classique, et par de
Marco et Lipton [10] et Okada [35], dont reparlerons au chapitre 6.

L’originalité de ce travail, par rapport a ceux de Beth, Tait, Takahashi, et
al. est que nous nous placons dans le cadre général de la déduction modulo,
présenté ci-apres.



Chapitre 2

La Déduction Modulo

2.1 Les regles de réécriture

Nous avons déja expliqué pourquoi il était intéressant d’introduire des regles
de réécriture dans un systeme de déduction. Voyons maintenant quelles sont les
regles que nous nous autorisons a introduire.

Définition 2.1. Une régle de réécriture de terme est une paire de termes| — r
telle que les variables de r apparaissent dans .

Une régle de réécriture propositionnelle est une paire de propositions L — R
telle que L soit atomique et que les variables libres de R apparaissent dans L.

Par exemple, des regles de réécriture sur des termes :
z+x0—0
Et voici un exemple de régle de réécriture sur une proposition atomique :
zxy=0—(x=0)V (y=0)

Un systeme de réécriture, noté R est composé de deux ensembles :

— un ensemble de regles de réécritures propositionnelles.

— un ensemble de regles de réécritures de terme.

Nous allons maintenant définir sous quelles conditions une proposition P
peut se récrire en une autre propositions @ :

Définition 2.2. Soit un systéme de réécriture propositionnel R, la proposition
P se récrit en P’ dans R si :

P, =o0o(l) et P = Plo(r)]s, pour une régle | — r € R, une certaine occurrence
w dans P et une certaine substitution o. Rappelons que o dénote la substitution
évitant la capture de la définition 1.6

On adoptera la notation P —x P’.

29
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Définition (Notations). On note —% la fermeture transitive de —g, —% sa
fermeture transitive et réflexive et enfin et =g la fermeture transitive, réflexive
et symétrique (parfois notée aussi —r).

Lorsqu’il n’y aura pas d’ambiguité, nous omettrons l'indice R.

Lorsque Ay —* Bq,...,A, —* B, on note :

{Al,...,An} =I —* A:{Bl,,Bn}

De méme pour la notation ' = A

Notons que nous ne considérons pas d’axiome équationnel dans notre travail.
Les propriétés fondamentales que nous utiliserons sont la confluence et la
terminaison d’un systeme de réécriture :

Définition 2.3 (Confluence). Un systéme de réécriture R est dit confluent si
pour tout P, P, P" vérifiant P —* P’ et P —* P”, il existe Q telle que :

P

Cette définition est suffisante, mais la plupart du temps, lorsque nous utili-
serons la confluence d’un systeéme de réécriture, nous ferons référence au lemme
suivant, qui en découle immédiatement :

Lemme 2.1 (Church-Rosser). Soit R un systéme de réécriture confluent. Soient
deux propositions P = Q. Alors il existe une proposition R telle que :

*
P - Q
* *
R
Preuve. Par induction sur la dérivation de P = Q. ]

Définition 2.4 (Terminaison). Un systéme de réécriture R termine si et seule-
ment si toute séquence Py — Py ... — P, est finie.
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' A

ﬁ conv-d si A = B
INAFg A
I‘:Bﬁ conv-g si A =R B

Fic. 2.1 — regles de conversion du calcul des séquents intuitionniste modulo

g A A
I‘I—’ziBZA conv-d SIAERB
INAkFr A
I‘:‘Bﬁ conv-g SIAERB

F1G. 2.2 — régles de conversion du calcul des séquents classique modulo

2.2 Le calcul des séquents modulo

Nous considérons un ensemble de regles propositionnelles et sur les termes
R.

Nous voulons maintenant les ajouter au systeme de déduction, de telle sorte
que si on a une démonstration du séquent I' - P, alors on a une démonstration
duséquent I+ P/ sil' = IV et P = P’.

La premiere méthode consiste a ajouter deux regles de conversion aux regles
de déduction de la figure 1.1. Ces deux regles supplémentaires sont définies figure
2.1.

De méme, pour avoir un calcul des séquents classique avec des regles de
réécriture, nous pouvons rajouter les deux regles de conversion de la figure 2.2
au calcul des séquents de la figure 1.2.

Ceci donne des calculs des séquents avec regles de conversion.

Une deuxieme méthode est de modifier les régles d’inférence de la figure
1.1, de facon a intégrer les regles de réécriture dans les regles d’inférence. Cette
présentation a l'avantage d’étre plus conforme a la philosophie de la déduction
modulo, qui est d’intégrer calcul et déduction. C’est cette formulation, qui est
présentée dans la figure 2.3, et c’est celle que nous utiliserons. Nous effectuons
la méme modification pour les regles d’inférence de la figure 1.2 et obtenons les
regles de la figure 2.4.

Par abus de langage, nous utiliserons déduction modulo a la place de calcul
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des séquents modulo, bien que la déduction modulo ne soit pas liée a un systeme
d’inférence particulier ( et est donc synonyme de logique des prédicats modulo).

Les présentations avec regles de conversion et sans regle de conversion sont
équivalentes, comme 'atteste les proposition 2.2 et corollaire 2.3 ci-dessous.

Nous développerons les preuves et les énoncés dans le cas du calcul des
séquents classique, le cas du calcul des séquents intuitionniste étant obtenu en
n’autorisant qu’au plus une proposition & droite du séquent (c’est & dire A vide
ou bien singleton.

Proposition 2.2 (Equivalence). Soit R un ensemble de régles de réécriture.
Sotent I' =r TV et A = A’ des ensembles de proposition équivalentes point a
point.

Alors, nous avons une dérivation du séquent :

'kr A

dans le systéme présenté figure 2.2 si et seulement si nous avons une dérivation
du séquent :

I"Fr A
dans le systeme présenté figure 2.4

Preuve. Par induction sur la hauteur des preuves, en considérant la derniere
regle appliquée, dans un sens comme dans 'autre. Le point délicat réside dans
le fait qu’il nous faut absolument considérer des ensembles de propositions
équivalents modulo R. Voyons rapidement en quoi cela est nécessaire :

— Sens direct : si nous avons une preuve dans le calcul avec regles de conver-

sions de la figure 2.2, et que la derniere regle est une regle de conversion

gauche :
i

I Fr A
TFgr A

Alors nous pouvons appliquer I’hypothese de récurrence sur la preuve ,
puisque I = ' =¢ I'”.

Si c’est une regle du calcul des séquents habituel, par exemple A-g :

.~
DA BFR A
T,AABFg A

Alors, nous devons trouver une preuve du séquent : IV, P’ Fr A/, avec
P =R ANB, =R T"et A=g A

Comme nous avons I’y A, B = I', A, B nous pouvons appliquer 1’hy-
pothese de récurrence, et nous obtenons une preuve du séquent I'', A, B
A/, a laquelle nous pouvons appliquer la régle A-g, ce qui nous donne la
preuve cherchée.
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maxiome si P =R Q

T, PrrS ThrQ
't S
[Q1,Q2Fr S
T,PFrsS
I'tr S
I,Prr S
Fr
'k S
IPQFr S
I''RFgr S
'rP I'tr Q@
' R
IPFr S T,QFR S
I'Rr S
I'tr P
' P I'QFr S
IRFr S
PR Q
'R R
I'tr P
I''RFr Q
I'Ptg
'R R

coupure si P =r @
contr-g si P = Q1 =r Q2
affaiblissement-g

affaiblissement-d

A-dsi R=g (PAQ)

V-gsi R=r (PVQ)

' @
' R

V-dsi R=g (PVQ)

V-dsi R=g (PVQ)

=-gsi R=g (P = Q)

=-dsiR=g (P=Q)

—gsi R=r -P

--dsi R=r P
mj_—g siP=r L
L {t/z}Ptxr S
rotrg S
kg {c/z}P
'kr Q
I'{c/z}PFgr S
kg S
I'bg {t/z}P
'z Q

V-g si Q = VaP,t clos

V-d si ¢ constante fraiche et si Q = Vz P

J-g si ¢ constante fraiche et si Q =g JxP

3-d si Q = JxP,t clos

F1ac. 2.3 — Regles d’inférence du calcul des séquents intuitionniste modulo
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PrrQ
I,PFr A Thg QA

axiome si P = @

coupure si P = @

kg A
F’I?ll’:f?—:;ZAcontr—g siP=r Q1 =r Q2
%comr—d si P=r Q1 =r Q2
% affaiblissement-g
%aﬁaibhssement—d
%/\—g si R=r (PAQ)

' PA TFr Q,A

IPFrA T,QFr A

TFe RA AN-dsi R=r (PAQ)

Fl—R P7Q7A

'k PA T,QFr A

-gsi R=r (P
T Rig A V-gsi R=g (PVQ)

TrrR.A V-dsi R=g (PVQ)

I'REgr A
%é—dsi]%zn (P=0Q)
%—\—g siR=r -P
%—'—d si R=pr -P
mL-g siP=gr L

I, {t/z}PtFxr A
kg {c/z}P,A
I {c/z}PFr A

kg {t/z}P,A

=-gsi R=r (P = Q)

T.0Fg A V-g si Q = VaP,t clos

TFr Q.A V-d si ¢ constante fraiche et si Q = Vx P

T.0Fx A J-g si ¢ constante fraiche et si Q =x JxP

Trp QA 3-d si Q = JxP,t clos

FiG. 2.4 — Regles d’inférence du calcul des séquents classique modulo
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— Réciproque : Si nous avons une preuve dans le calcul des séquents de la
figure 2.4, et que la derniere regle appliquée est A a gauche :

71'
I A, B Fr A
T Praa FRRA/ P'=r A NB

Nous disposons des égalités A =r A’, T' = T" ainsi que de P = P’
et nous devons trouver une preuve du séquent I', P Fr A.Par hypotheése
de récurrence nous savons trouver une preuve de I', A’, B’ Fr A dans
le systéme avec conversion de la figure 2.2. Donc, en appliquant la regle
A-gauche de la figure 1.2 puis une regle de conversion, nous obtenons la

preuve suivante :
/

m
/ /
rr’ﬁ /,\ljB’TRAA hoe
) _ — / / /
T PiRA conv-g P=r PP=r A\ B

qui est ce que nous cherchions.
— Tous les autres cas, dans un sens comme dans 'autre, se résolvent de la
méme maniere.
|
Remarque. Dans toute la transformation précédemment définie, nous pou-
vons noter qu’une preuve sans coupures dans un systeme est remplacée par une
preuve sans coupures dans l'autre systeme.

Le corollaire immédiat est celui d’équiprouvabilité :

Corollaire 2.3 (Equivalence). Soit R un systéme de régles de réécriture. Soient
I' et A des ensembles de proposition. Alors le séquent :

kg A

a une preuve dans le calcul des séquents modulo avec régles de conversion de la
figure 2.2, si et seulement si il a une preuve dans le calcul des séquents modulo
de la figure 2.4.

Preuve. D’apres la proposition 2.2, appliquée avec IV =T et A’ = A. |

Le calcul des séquents modulo est en adéquation avec R. Autrement dit, deux
séquents équivalents modulo R sont identiquement prouvables. Ce résultat, bien
qu’allant de soi, nécessite d’étre démontré et découle presque immédiatement
de la proposition précédente :

Corollaire 2.4. Soit des ensembles de propositions IT' =g T et A’ =g A.
r l_R A 881 Fl |—72 A/

dans le méme systéme de déduction.
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Preuve. D’apres la proposition 2.2. Soit une preuve de I' Fr A en calcul des
séquents modulo de la figure 2.4. Nous avons donc une preuve de IV Fr A’ en
calcul des séquents avec regles de conversion. Et d’apres le corollaire 2.3 nous
avons aussi une preuve de I' kg A en calcul des séquents modulo de la figure
2.4. |

2.3 Restriction sur les regles d’inférence

Dans toute cette partie, nous étudions I'impact de la confluence sur différents
systemes de déduction modulo. Si rien n’est précisé, alors nous considérons un
systeme de réécriture éventuellement non confluent.

Nous pouvons restreindre, de la méme maniere qu’a la section 1.2.4 les
regles axiome, affaiblissement et |-gauches a ne s’appliquer qu’a des atomes.
Par exemple, avec la regle A — B A C, nous avons une preuve du séquent
ArFr BAC :

B,CHr B B,Ctr C
B,Ckr BANC
Abr BAC

Ici, ce ne sont pas ces restrictions qui nous intéressent mais les restrictions
sur les conditions de bord des regles de déduction (les regles de réécriture).

Une preuve en calcul des séquents est moralement orientée du bas vers le
haut. Du moins, dans la vision d’une recherche de preuve : on cherche une preuve
du séquent du bas, en essayant certaines regles. Lorsqu’on arrive au bout (les
regles axiome), la preuve est compleéte.

Si ’on veut mélanger déduction et calcul, ne serait-il pas judicieux d’orienter
le calcul du haut vers le bas? Or, une regle de réécriture, vue comme regle de
calcul est toujours orientée de la gauche vers la droite, et peut étre vue comme
une regle de réduction :

0O+z—=x

Ainsi, au lieu de conditions d’équivalence dans les regles de déduction :

F'_RPaQaA

-dsi R=r (P
Trr R.A V-dsi R=g (PVQ)

nous pourrions avoir envie de briser la symétrie. Nous tirerions un profit maxi-
mum de la notion de regle de calcul. La regle précédente serait remplacée par

celle-ci :
r '77?, Pa Q7 A

Thg R,A

En remplacant de cette maniere toutes les regles du calcul des séquents
modulo de la figure 2.4 par des regles asymétriques, nous obtenons le calcul des
séquents asymétrique classique de [13], auquel nous avons ajouté des régles de
réécriture propositionnelles.

V-dsi R—* (PVQ)
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Il est présenté figure 2.5. Il est aussi possible de définir de maniere identique
un calcul de séquents modulo asymétrique intuitionniste (et surtout, de prouver
les mémes propositions d’équivalence), mais nous n’en aurons pas besoin dans
la suite de nos travaux.

Il est aussi possible (sous I’hypothese confluence de R), de restreindre les
regles axiome, |-g et affaiblissement & des propositions atomiques.

I,PFrA THr QA

axiome, P —"R*«— @ coupure, P*+— R—"Q

I PtrQ TFr A

F’I‘?’P]{%con‘cr—g Q*— P —"R ml'ga Pl
%aﬂaiblissement—g %aﬁaibhssement—d
%/\-&PH*Q/\R ”R?’QETR’AA—&PJQAR
F’Qkﬁﬁ;’i%Av-g,P#QvR %v-d,P—f‘QVR
FFR?:?:{’}A{FRA:-&P—?‘Q#R %i—d,P—ﬁQiR
2o e
Wv-g’ P —%zQ Wv-d, P —"Vz(Q, c fraiche
W—FQJKAEI—& P —*3zQ, ¢ fraiche %Hd P —"32Q

FiG. 2.5 — Calcul des séquents modulo asymétrique classique

Malheureusement, dans sa version sans coupure, le calcul des séquents mo-
dulo asymétrique ainsi obtenu n’est pas forcément équivalent au calcul des
séquents modulo, comme le montre ’exemple suivant. Nous avons deux regles
de réécriture :

A — B
A — C
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Et nous avons la preuve suivante (en déduction modulo) :

m axiome B = C
Mais nous n’avons pas B — A < C, et donc pas de preuve sans coupure de ce
séquent en déduction modulo asymétrique. En autorisant la regle de coupure,
on a de nouveau ’équivalence (dans le cas général, par induction sur la longueur
dérivation de B =g (). Ainsi on n’a plus le théoréme d’élimination des coupures
pour le calcul asymétrique!

Le systeme de réécriture précédent n’est pas confluent. Si nous supposons la
confluence du systeme de réécriture R, alors “orienter” le calcul des séquents
modulo devient possible. En voici la preuve :

Proposition 2.5. Soit R un systéme de réécriture confluent.
Sotent T' —=* I et A —* A’ des ensembles de propositions.

Si mous avons une preuve sans coupure du séquent :
'kr A
en déduction modulo, alors nous avons une preuve sans coupure du séquent :
I'Fr A
en déduction modulo asymétrique.

Preuve. Par récurrence sur la hauteur de la preuve du séquent I' Fr A.
Voyons le cas de la regle V-d (tous les autres cas se traitent exactement de la
méme maniere). Nous avons la preuve suivante :

I'Hr P,Q,A

Trn RA V-dsi R=g (PVQ)

Nous devons trouver une preuve en déduction modulo asymétrique du séquent
I"tFr R,A’ (avec R —* R’). Or, R"* «— R=r PV Q, et par confluence, nous
savons que :

R/ =R P\/Q

N

P'vQ

pour une certaine proposition P’V Q’. De plus, par hypothese de récurrence,
nous avons une preuve en déduction modulo asymétrique :

v '773 Pl?QlaA/
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'k A Ak
=4 A4 conv-d si B —* A ! R A

I ROHS DaATRA osi B * A
I'Fr B,A [ BrpA OWVeEs2™

F1G. 2.6 — regles de conversion du calcul des séquents modulo asymétrique

car P —* P et Q —* @', d’apres le lemme 3.1. Nous pouvons ajouter & la fin
de cette preuve la regle V-d :

I F'R Pla Qla A’ N —

W\/—d blR:R (P\/Q)

Ce qui est la preuve que nous cherchions. |
Suit le corollaire immédiat :

Corollaire 2.6 (Equivalence). Soir R un systéme de réécriture confluent.
I' Fr A a une preuve sans coupure en déduction modulo si et seulement si il a
une preuve sans coupure en déduction modulo asymétrique.

Preuve. La réciproque est immédiate, puisque si 'on a P —* @ ; alors on a
aussi P =g @, et donc une preuve en déduction modulo asymétrique est aussi
une preuve en déduction modulo tout court.

Le sens direct s’obtient d’aprés la proposition précédente. |

Ceci est un résultat tres important du point de vue d’un programme de
recherche de preuve. Il affirme que, sous I’hypothése d’un ensemble de regles
de réécriture confluent (hypotheése qui sera toujours vérifiée par la suite) nous
pouvons nous contenter d’appliquer les regles de réécriture de la gauche vers la
droite.

Dans [11], il est prouvé que si R est confluent, alors =% est décidable. Mais
rien ne dit comment trouver la proposition @) telle que P =5 Q. Notre résultat
fournit au contraire un moyen : il faut réécrire P. La recherche de preuve ne se
double donc pas d’une recherche de propositions équivalentes, il suffit de réécrire
(par exemple, de normaliser si le systéme est normalisant).

Nous pouvons de méme transformer le calcul des séquents présenté avec
des regles de conversion, de la figure 2.2, c’est a dire ajouter des regles de
conversion asymétriques au calcul des séquents usuel. Nous aurons alors un
calcul des séquents modulo asymétrique avec regles de conversion.

Comme d’habitude, il y a équivalence entre les deux présentations :

Proposition 2.7 (Equivalence). Soit R un ensemble de régles de réécriture
confluent. Le calcul des séquents asymétrique avec reégles de conversion de la
figure 2.6 est équivalent au calcul des séquents asymétrique de la figure 2.5
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Preuve. Exactement la méme que celle de la proposition 2.2.
Dans le sens direct, si la derniére regle est une régle A-gauche :
7r
I'NA,BFr A
AANBER A

Nous devons trouver une preuve de I, P Fr A’ avec P =r A A B. Par
confluence, nous connaissons ’existence de P’ telle que le schéma suivant existe :

*

P < ~ ANB

P/
Encore une fois par confluence (lemme 3.1), nous savons que P’ est de la forme
A’ ANB avec A —* A' et B— B’.
Alors nous pouvons appliquer I’hypothese de récurrence pour avoir une

preuve de IV, A’, B’ Fr A’, que nous pouvons combiner avec la régle A-g car
P—AANDB. |

De I'utilité des regles de réécriture

Sous I’hypothese de la convergence (confluence et terminaison), nous pou-
vons nous contenter d’appliquer des regles logiques a des propositions en forme
normale. Il pourrait étre suffisant de normaliser les séquents au début de la
preuve, et d’appliquer la recette suivante, pour trouver une preuve de IV b A’ :

1. Mettre toutes les propositions en forme normale :

I »* T

2. Chercher une preuve de I' Fr A dans le calcul des séquents habituel.

Si une telle méthode était possible, alors 'introduction de regles de réécriture
n’aurait pas beaucoup de sens.

Ceci n’est pas possible, et c’est justement une des forces de la déduction
modulo. En effet, nous autorisons des regles du type :

0=5(z) — L

Et si 'on veut prouver le séquent Vz3y(x = S(y)) Fr , dont toutes les proposi-
tions sont en forme normale, on ne peut pas se contenter d’appliquer les regles
du calcul des séquents, il faut appliquer celles de la déduction modulo :

S(c) FR
ﬂy(o =Sy) Fr
Vady(z = S(y)) F

R
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Le calcul des séquents sans coupure

En déduction modulo aussi, il est tres important de montrer que la regle de

coupure :
PR A ThEr QA
'kr A

est redondante. C’est a dire que si 'on peut trouver une preuve du séquent
I' Fr A, alors nous pouvons trouver une preuve de ce méme séquent sans
utiliser la régle de coupure. L’élimination de cette regle implique de nombreux
résultats fondamentaux, comme la cohérence du calcul des séquents associé, ou
son analyticité. Ainsi, en calcul des séquents modulo intuitionniste, nous aurons
la propriété de disjonction et de témoin existentiel qui sont les suivantes.

Si on a une preuve des séquents :

coupure, P = @)

Fr AVB Fr dzP

alors on a soit une preuve de Fx A, soit une preuve de Fr B et un terme clos ¢
tel qu’on a une preuve de Fg {t/x}P.
Ces propriétés sont prouvées dans le calcul des séquents sans coupure.
Remarque. Nous perdons cette propriété des lors que nous avons des hy-
potheses. Par exemple, on a la preuve suivante :

AVBFAVB

mais on n'ani AV BF A, ni AV BF B. (on peut le prouver en construisant
des contre-modeles : un ou B est faux, A vrai, et un autre ou A est faux et B
vrai).

Dans le chapitre suivant, il sera prouvé que, pour des hypothéses vérifiant
une certaine condition, on retrouve cette propriété.

Nos résultats s’appuient principalement sur le théoréeme de complétude du
calcul des séquents sans la regle de coupure. Pour distinguer ce calcul du calcul
des séquents avec coupure, et de maniere a éviter de longues périphrases, nous
adopterons la notation suivante pour un séquent du calcul des séquents sans
coupure :

Définition 2.5 (Calcul des séquents modulo sans coupures).

resd A

2.4 Sémantiques de la déduction modulo

Lorsque nous définissons une sémantique, nous devons étre capables de prou-
ver les théoremes de correction et de complétude de cette sémantique par rapport
a la logique des prédicats.

C’est pour cette raison que nous devons raffiner les notions de modeles dans
le cadre de la déduction modulo, car nous avons introduit dans la syntaxe des
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regles de réécriture R. Ainsi, les modeles en déduction modulo seront les modeles
vus précédemment avec la condition supplémentaire que ceux-ci vérifient R.

Ainsi, la notion de sémantique pour la déduction modulo varie non seulement
selon le fait que nous sommes en déduction modulo classique ou intuitionniste,
mais aussi selon le systeme R de regles de réécriture utilisé, comme nous pouvons
le vérifier dans les deux définitions ci-dessous.

Modeles booléens pour la déduction modulo

Définition 2.6 (Modele pour un systeme de réécriture). Soit M une structure
et R un ensemble de regles de réécriture. Nous dirons que M est un modéle de
R si et seulement si :

PERQ <:>|]D|<7:|CQ|(T

pour tout assignement o. Lorsque M est un modéle de R, nous notons la relation
E comme ceci : Ex.

Structures de Kripke pour la déduction modulo

Définition 2.7 (Structure de Kripke pour un systéme de réécriture). Soit K
une structure de Kripke, et R un ensemble de régles de réécriture. Nous dirons
que KC est un modele de R si et seulement si pour tout monde o« € K, pour
toutes propositions P =r @, nous avons :

alFP & aolFQ

Nous modifions en conséquence les symboles de modélisation Er et de forcing
IFr.
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Chapitre 3

Définitions et premiers
résultats

Nous établissons ici certains résultats en déduction modulo, qui sont valables
pour un tres grand nombre de systemes de réécriture. Leur preuve est purement
syntaxique et ne requiert aucune introduction de sémantique.

Dans toute la suite de ce chapitre, nous supposerons la confluence du systeme
de réécriture R étudié, et nous supposerons uniquement celle-ci.

3.1 Connecteur principal

En dehors de tout systéeme de déduction, nous pouvons prouver un résultat
qui parait aller de soi : des propositions équivalentes ont le méme connecteur
principal (c’est a dire, formellement, celui qui est & la racine de larbre de for-
mation de la proposition).

Ce lemme joue un role fondamental dans nombre de démonstrations syn-
taxiques, car elles font pour la plupart d’entre elles appel & une induction sur
la structure des propositions, et si P =g A A B est non atomique alors nous
devons étre certains que P a aussi pour connecteur principal A.

Lemme 3.1 (Connecteurs). Soient deuz propositions non atomiques P =x
Q. Alors P et Q ont le méme connecteur principal, et leurs sous-formules
immédiates sont équivalentes modulo R.

Remarque. Avant de prouver ce lemme, remarquons que certains systemes de
réécriture, bien que n’étant pas confluents possédent quand-méme la propriété

45
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du lemme. Par exemple, le systeme suivant.

A

BvC D

En effet, il est suffisant qu’un atome se réécrive soit sur une proposition com-
plexe, soit sur un autre atome.

Dans la suite, nous aurons besoin non pas de la confluence, mais du résultat
du lemme 3.1. Cependant, la confluence est un résultat seulement légerement
plus fort que ce lemme, et dans la pratique nous supposerons avoir des systemes
de réécriture confluents.

Preuve. Par confluence nous avons :

P Q

R

Nous allons prouver par récurrence sur le nombre de dérivations de P —* R que
P et R ont le méme connecteur principal.
— Si P = R, alors ils ont le méme connecteur principal.
- Si P — R’ —* R, alors la réécriture de P en R’ a lieu dans un atome qui
occure dans une sous-formule immédiate de P. Le connecteur principal de
P ne peut donc pas changer, et les sous-formules immédiates de P et R’
sont soit égales, soit trivialement équivalentes. L’hypothese de récurrence
nous permet de conclure la méme chose pour R’ et R, ce qui nous permet
de conclure par transitivité.
Le méme résultat s’applique pour @) et R.

Ainsi, P, R et (Q ont le méme connecteur principal.

3.2 Déduction Modulo Classique

Au chapitre précédent, nous avons commencé par présenter le calcul des
séquents intuitionniste, puis sommes passés au cas classique. C’est 'ordre de
présentation habituel lorsqu’on veut présenter la syntaxe, car il est plus simple
de comprendre des séquents ayant une seule conclusion.

De manieére completement duale, il sera plus compréhensible de présenter
d’abord la sémantique classique, puis la sémantique intuitionniste. Comme notre
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approche est plutét basée sur la sémantique que sur la syntaxe, nous utiliserons
cette approche dorénavant. C’est pourquoi nous commengons par un chapitre
portant sur la déduction modulo classique.

3.2.1 Cohérence et complétude sans coupures : définitions

Soit un ensemble de propositions (éventuellement infini) 7', que nous appelle-
rons théorie. Notre point de départ sera que nous supposerons qu’elle ne prouve
pas toutes les propositions, c’est a dire qu’elle est cohérente. On ne voudrait pas
ceci, par exemple :

Tkrr P Thrgr P

En effet, cela implique, par la regle de coupure, que 7 kg, c’est a dire que

7T peut démontrer n’importe quelle proposition @ :
ThHr P

T,-Ptg Trn P

Trr_
Trr O

coupure

C’est une des définitions possibles de [’incohérence de la théorie 7. Cepen-
dant, comme lorsque nous plagons en calcul des séquents sans coupures, il se
pourrait que certaines théories ne possedent plus cette propriété, tout en restant
cohérentes. Car a partir de :

7T P
7 o -p

nous n’avons aucun moyen de montrer que 7 prouve n’importe quelle proposi-
tion, car nous nous interdisons I'application de la regle de coupure.

Ainsi, il faut prendre beaucoup de soin lors de la définition de la cohérence,
car toutes ne sont pas égales. Voici donc la définition :

Définition 3.1 (Cohérence sans coupures). Une théorie T est cohérente si et
seulement si T}‘;{

Cette définition est équivalente a la définition standard dans le calcul avec
coupure, mais, répétons le, nous considérons ici un calcul sans coupures, ce qui
rend ces deux définitions distinctes. Pour prouver leur égalité, il faut prouver
le théoreme d’élimination des coupures. Cette version de la cohérence est plus
forte et c’est elle qui nous permettra de démontrer le théoreme d’élimination
des coupures.

Ayant une théorie cohérente, nous aimerions définir la valeur de vérité des
propositions comme suit : si 7° }—g P alors |P| =1, sinon |P| = 0.

Ceci n’est malheureusement pas possible pour toutes les théories. En effet,
si nous choisissons la théorie vide, alors, pour un atome A quelconque, nous
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n’avons ni }—% A, ni I—ifaf A, et donc |A] = |=A| = 0, ce qui n’est pas du tout
ce que nous voulons.
L’idée est de considérer des théories maximales dans le sens suivant :

Définition 3.2 (Théorie Complete). Une théorie (cohérente) T est dite compléte
st pour toute proposition P :

T,PH ou PeT

Enfin, pour des raisons qui apparaitront plus tard, nous aurons besoin d’avoir
des “témoins de Henkin”, c’est a dire, a chaque fois que nous aurons une propo-
sition existentielle 3x P, nous devrons pouvoir lui trouver un témoin qui réalise
la proposition P, c’est & dire un terme clos t tel que {t/z}P :

Définition 3.3 (Témoins de Henkin). Soit 7 une théorie cohérente, on dit
qu’elle admet des témoins de Henkin si pour toute proposition existentielle Ix P
il existe un certain terme t tel que :

7,3xP J";{ implique {t/z}P €T
Henkin a introduit cette notion d’une maniere légérement différente :
7 +3xP implique 7T+ {t/z}P

La version que nous présentons ici est en fait une version modifiée, de deux
manieres successives. D’abord comme nous travaillons en calcul des séquents
sans coupures, nous devons considérer F% ete non . Et pour cette raison, nous
devons considérer, de maniere identique aux définitions 3.1 et 3.2) une version
“doublement niée”, plus forte :

T,3xP Jz‘g implique 7T, {t/x}P Jz‘g

En second lieu, nous forgons les témoins & appartenir & 7 (de la méme maniere
qu’une théorie complete).

Ces deux définitions ne sont pas si éloignées I'une de ’autre, en apparence (et
sont équivalentes en présence de la régle de coupure). Cependant, la définition
3.3, que nous pourrions appeler “Témoins de Henkin sans coupure”, permet de
prouver le théoreme d’élimination des coupures en utilisant la méthode méme
de Henkin (voir par exemple [8]). Tout ce dont nous avons besoin (dans le cadre
de la logique des prédicats), est donc de ces trois définitions 3.1,3.2 et 3.3 mo-
difiées, ainsi que du lemme de Kleene 3.2.

Le but de la section 3.4 est de définir, pour toute théorie 7 cohérente, une
théorie I' qui soit complete, cohérente et qui admette des témoins de Henkin.
Ce sera notre base pour construire des modeles ensuite.
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3.2.2 Lemme de Kleene et inclusion

Commengons par un résultat fondamental, qui a été prouvé pour la premiere
fois par Kleene [27]. Nous I’étendons ici au calcul des séquents modulo un
systeme de réécriture R confluent. L’intuition est la suivante : si on a une preuve

7 du séquent :
71'

Trr AV B, A

alors on en a une preuve 7' qui commence par une regle V-d sur la proposition
AV B. Cela veut dire deux choses :

— si la regle V-d apparait quelque part dans 7 (ce qui est le cas si les regles
axiome, 1-g et affaiblissement sont atomiques), alors on peut la permuter
avec toutes les autres, et la faire migrer vers le bas. C’est le sens initial
donné par Kleene a son “lemme de permutation des regles”,

— on a une preuve "/ du séquent I' Fr A, B, A.

C’est plutot la seconde approche que nous allons privilégier. Notons que dans le
chapitre 9 nous aurons besoin, en plus de ce lemme de Kleene, d’informations
sur la hauteur de la preuve 7’ (et 7). Pour P'instant, nous ne pouvons pas les
avoir, car il faudrait restreindre les regles axiome, 1-g et affaiblissement a étre
atomiques. En effet, si on a une preuve de :

axiome

AVvBFr AV B

on construira la preuve suivante :

Arr A, B Brr ADB
AVBFr A B

V-g
qui est plus grosse.

L’énoncé du lemme est compliqué par le fait que nous devons tenir compte
de regles de contraction et de R.

Lemme 3.2 (Kleene). Soient Ay =g ... =r A, =r A des propositions.
Si le séquent :

T, Ay, A F5 A

a une preuve, alors nous pouvons construire une prewve des séquents suivants :
— dans le cas ot A = —P : une preuve de I’ }—g P A,

- si A=PVQ : une prewve de ', P }—g Aetdel,Q l—%f A,
~siA=PAQ :T,P,QF5 A,

- si A= P = Q : des preuves de ', Q) l—;{ Aetl l—i;{ P A,

— st A= 3P : un preuwve de T, {c/x} P I—;{ A, avec ¢ constante fraiche.

Si le séquent :
T Ay, A A

a une preuve, alors nous pouvons construire des preuves des séquents suivants :
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siA=-P :del,PFd A,

siA=PAQ :deTH PA et de T Q, A,
siA=PVQ :deT s PQ,A,
siA=P=Q :del, P+ Q A,

si A=VzP : deT l—i,:g {c/x}P, A, avec ¢ constante fraiche.

Preuve. Par induction sur la preuve 7w du séquent I', Ay, ..., A, I—;{ A, en

considérant la derniere regle appliquée.

Si la derniére régle appliquée a pour proposition(s) active(s) des propositions

de I', A alors, nous pouvons :

1. Appliquer récursivement le lemme 3.2 & la (resp. aux) prémisse(s), et ob-

tenir une (resp. deux) preuves sur lesquelles :

2. nous appliquons cette méme regle.
Illustrons cette méthode sur un cas qui fait partie des plus difficiles, a cause

de la présence de quantificateurs : si A} =g ... =g A, =g JxP :

— si la derniére regle est V & gauche (sur une proposition de I'), alors nous

avons la preuve suivante :
st 2
[,B, Ay, Ay FL A T,C Ay, A HS A
I,BVC,Aj,..., A, S A

Nous appliquons donc ’hypothese d’induction sur les prémisses, et obte-
nons les deux preuves suivantes :

™ )

U,B,{c/c}PF{ A T,C{c/z}PHd A

Remarquons que c est fraiche dans le séquent T, B, {¢/z} P hc,g A, et que
¢’ Vest dans le séquent T, C, {c//x} P l—%f A. Nous pouvons done choisir
une constante d fraiche pour les deux preuves 7} et 75 et remplacer ¢ par
d partout dans 7}, de méme remplacer ¢’ par d partout dans 7.

Ainsi nous obtenons deux preuves des séquents T', B,{d/x}P }—g A et

r,C,{d/z} P F?{ A. Nous pouvons les combiner avec la méme regle V a
gauche, et finalement, nous avons une preuve de ce que nous cherchions :

{d/c}m {d/c'}s
T, B,{d/z}P+ A T,C {d/z}P+H A
I,BVC,{d/z}P+ A

Si la premiere regle est V-gauche sur VyB € I, alors par hypothese d’in-
duction, nous avons une preuve du séquent I', {t/y} B, {c/x} P F;{ A. cest
une constante fraiche, et n’apparait donc pas dans le terme ¢. Nous pou-
vons donc appliquer la régle V-gauche sur {t/2} B, et obtenir une preuve
de TVyB, {c¢/z}P F5I A.
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— Si la premiére regle est 3-gauche si JyB € T', toujours par hypothése d’in-
duction nous avons une preuve de I', {¢/y}B,{d/z} P l—g A. c et d sont
fraiches et distincte 'une de 'autre. Donc nous pouvons appliquer la regle
3 & gauche sur {c¢/y}B.

Intéressons nous maintenant au cas ou une des propositions actives est A;
pour un certain ¢, que nous supposerons sans perdre de généralité étre 1. Dis-
tinguons selon la regle appliquée :

— Tout d’abord, si c’est une contraction, alors il nous suffit d’appliquer 1’hy-
pothese d’induction sur la prémisse.

— Si c’est maintenant une regle d’affaiblissement a gauche, alors, soit n =1
et dans ce cas, il ne reste plus aucune proposition de type Ay, ..., A,, et
donc nous pouvons affaiblir non pas sur la propositions A;, mais sur la
sous-formule de P désirée.

Soit n > 1, et dans ce cas nous avons une preuve de I', As, ..., A, l—;{ A,
sur laquelle nous pouvons appliquer 'hypothese d’induction.

— Si c¢’est un axiome, alors il existe une proposition QQ =r A1 = P appar-
tenant a A. Nous pouvons “décomposer” la regle axiome, de fagon a la
rendre atomique, de la méme maniere que dans la section 1.2.4. Supposons
par exemple que P = Jx R, alors, nous avons la preuve suivante :

axiome

T, Ay, .., A, 5 B A

Nous pouvons la modifier ainsi :

axiome

3-d

T, {c/x}P S {c/z}P, A
T, {c/z}P+ B, A

ce qui nous donne la preuve voulue. Remarquons que la condition de
fraicheur des variables est vérifiée.

Nous faisons de méme pour tous les autres types de propositions. Notons
que nous ne pouvons pas faire cela si la proposition P est quantifiée uni-
versellement, et se trouve a gauche du séquent, car nous aurions alors une
condition de fraicheur des variables violée. C’est la raison pour laquelle
ce combinateur est absent dans I’énoncé du lemme 3.2, de méme que le
combinateur 3 a gauche.

— Si c’est une autre regle. Supposons que A soit de la forme B V C. Alors
la regle doit étre V-g, car par confluence et le lemme 3.1, P = A; = A
(sur laquelle la regle de connecteur s’applique) ne peut étre que de la forme
B’V (' avec B =g Bet C' = C.

Alors nous avons des preuves des deux prémisses suivantes :
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T, B, Ay, .., An ¥ A T,C, A, ooy An H A

Nous pouvons appliquer ’hypothese d’induction, et nous obtenons ainsi
des preuves des quatre séquents suivants :

r,B,Cr A r,c',Crs A
I,B, B+ A r,¢', B+ A

Il suffit maintenant d’appliquer la regle de contraction sur le deuxieme et le
troisieme séquent, et nous obtenons des preuves de ce que nous désirions.
11 est ici absolument fondamental de supposer la confluence, de maniere a
pouvoir utiliser le lemme 3.1.

— Si A est de la forme 3@, alors, pour la méme raison que précédemment,
la régle est 3 & gauche, avec P = A; =r JzQ, et P = 3Q" d’apres le
lemme 3.1. L’application de I’hypothese d’induction sur les prémisses nous
donne une preuve du séquent I, {¢/2}Q’, {d/x}Q I—;{ A. c et d sont deux
constantes fraiches distinctes. Ainsi, nous pouvons les remplacer toutes les
deux par une méme troisieme constante fraiche e, et obtenir une preuve
du séquent T',{e/z}Q’, {e/x}Q }—g A, auquel nous pouvons appliquer
I’hypothese de contraction.

— Toutes les autres regles sont traitées de la méme maniere.

|

Remarque. Le lemme de Kleene marche pour toutes les regles, sauf deux :
celles des quantificateurs existentiels a droite, et universels a gauche. En effet,
ce lemme n’est pas valide pour ces regles-ci. La preuve suivante :

P(e) 4 P(e)
VaP(x) 5 P(c)
VaP(x) 5 Ve P(x)

ne peut en effet pas étre transformée de facon a avoir une premiere regle V-
gauche sur Vz P, car nous ne respecterions pas la condition de fraicheur des
variables pour la regle V-droite.

Il est intéressant de noter qu’il s’agit des regles V-g, et non pas comme on
pourrait s’y attendre d’un premier abord sur la regle V-d.

Remarque. L’hypothese de confluence est ici absolument fondamentale. En
effet, nous nous en servons pour affirmer que les seules regles de connecteurs

pouvant s’appliquer a A1, ..., A, sont des régles concernant le connecteur prin-
cipal de A.
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Ainsi, deés nous aurons besoin du lemme de Kleene, nous serons dans 1’obli-
gation de supposer la confluence du systeme de réécriture.

Un contre-exemple au lemme de Kleene faisant intervenir un systéme de
réécriture non confluent est le suivant. Nous considérons les deux regles de
réécriture suivantes :

A — BAC
A — DVE

Alors la preuve suivante :

B,C+d B B,CrdC

A-d
B,C+ DVE

ne peut pas commencer par une regle V-d.

Le lemme 3.2 est valable aussi pour le calcul des séquents avec coupures
(nous ne nous en servirons pas). En effet, il suffit de tenir compte en plus du
cas de la regle de coupure dans la preuve du lemme 3.2. Il en existe des preuves
faisant intervenir la regle de coupure. Cependant, la preuve du lemme 3.2 a
lavantage de ne pas augmenter la hauteur des preuves (dans le cas d’un calcul
des séquents avec des regles axiome, affaiblissement et |-gauche atomiques que
nous appellerons par la suite calcul des séquents atomique) :

Lemme 3.3 (Kleene). Soient Ay =g ... =g A, =r A des propositions.

Si le séquent :
AL, . A FR A

a une prewve en déduction modulo atomique, alors nous pouvons construire une
preuve des séquents suivants :

- st A=-P : une prewve de ' Fr P, A,

- siA=PVQ :des preuves de T, PFr A et de',Q Fr A,

- st A=PAQ : une preuve de I', P,Q Fr A,

- $i A=P=Q : des preuves de T, Q Fr A et deT' Fr P, A,

— si A=3zP : un prewve de ', {c/x}P Fxr A, avec ¢ constante fraiche.
Si le séquent :

IF'kFr Ay, .. Ap, A

a une preuve, alors nous pouvons construire une preuve des séquents suivants :
- 81 A=-P :une preuve de I', P Fr A,
- st A=PAQ : des preuves deT'tFr P,A et deT'Fr Q, A,
- si A=PVQ :une prewve de ' b P,Q, A,
- $i A=P = Q : une preuve de ', PFr Q, A,
— si A=VaP : une preuve de T' b {c/x}P, A, avec ¢ constante fraiche.
De plus, si chaque A; n’est pas atomique, la taille des preuves construites est
strictement inférieure a celle de la preuve originale.
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Preuve. Identique a celle du lemme 3.2. Considérons le cas supplémentaire
de la regle de coupure :
— Si la premiere regle est la regle de coupure :

AL, ... A, CrrA T,Ay,..A,Fr D,A
T, Ay, .. A, Fr A

coupure, C =r D

nous appliquons I’hypothese d’induction sur les prémisses, et recombinons
le résultat a l'aide de la regle de coupure.

Si par hasard C =x P, alors nous appliquons I’hypothese d’induction a la
preuve de la prémisse I', A1, ..., A,, C Fr A, et nous obtenons directement
la preuve voulue.

Et si chaque A; n’est pas atomique, alors nous ne pouvons pas avoir ni
regle d’affaiblissement sur A;, ni axiome, ni |-gauche, car nous sommes en
déduction modulo atomique. Ce qui explique que la taille de la preuve, dans ce
cas, n’augmente pas. ]

Remarque. Cette derniere propriété est aussi valide dans le cas du lemme de
Kleene sans coupure 3.2. Nous nous en servirons dans le chapitre 9 qui concerne
la résolution modulo. Cette propriété s’avérera importante car nous ferons des
preuves par induction sur la hauteur des démonstrations m, et lorsqu’on aura
besoin d’appliquer le lemme de Kleene, puis I’hypothese d’induction.

Enfin, un lemme de saturation d’une théorie complete :

Lemme 3.4. Soit I une théorie compléte, cohérente, admettant des témoins de
Henkin. Alors :

- siA=r Bet AeT, alors BeT,

-siAvBel,AeT ouBeT,

- siANBel,AeTl etBeT,

— si JxP €T, il existe un terme clos t tel que {t/z}P €T,

— siVaP €T, pour tout terme clos t, {t/x}P €T,

- st P = Q €T alors soit Q inl’, soit I‘Jr‘%c P,

- si 2P €T alors F%;{ P,

- siA=r B etT'¥r A alorsT'¥r B,

~ siTHS PAQ alors T¥S P ouT ¥ Q,

~siT¥S PV Qalors T P et T ¥ Q,

- sz’FJz‘?{ P = Q alors F,P%C,g QetPel,

~ si D ¥ =P alors T, P ¥,

- sl Jz‘%.f 3z P alors pour tout terme clos t, F%;{ {t/z} P,

— si FF;{ VaP alors il existe un terme clos t tel que T J;‘%f {t/x}P.

Preuve. Elle suit toujours le méme schéma. Supposons par exemple que
LP=aQ %;{ A. Alors, nous ne pouvons pas avoir en méme temps I', ) F%f A
et I' I—;{ P, sinon nous pourrions appliquer la regle =-gauche et obtenir une
contradiction. Finalement, en appliquant la définition d’une théorie complete,
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nous obtenons Q € I' ou T’ }‘g P.

Pour les propositions commencant par 3 a gauche, nous utilisons la définition
des témoins de Henkin.

Le cas le plus intéressant est celui des proposition de la forme par VxP a
droite. Nous allons aussi utiliser les témoins de Henkin.

Sipour tous les termes t on a I" I—%f {t/z}P,alorsonaaussi: T, ={t/z}P I—%f.
Et donc, I', dz—P l—g, car sinon, nous aurions un témoin Henkin ¢ pour lequel
T, {t/z}P ¥,

D’apres le lemme de Kleene, appliqué deux fois, nous avons une preuve de
r l—;:zf {c¢/x}P, avec ¢ constante fraiche. C’est & dire que nous pouvons appliquer
la regle V-d, qui conduit & une preuve du séquent :

I+ vaP

C’est une contradiction. ]

Remarque. Nous pouvons rapprocher les résultats de ce lemme de la propriété
d’Abstract Consistency Property (parfois dite d’Analytic Consistency Property)
de Smullyan [40].

A ce sujet, il est intéressant de rappeler la définition d’une semi-valuation,
due a Schiitte, et étendue ici a la déduction modulo :

Définition 3.4 (Semi-valuation). Une interprétation partielle quelconque V' des
propositions P dans 'ensemble {0, 1} est dite semi-valuation lorsque :
- 8i P=r Q alors V(P) = V(Q)
-5V ﬁP) =0 alors V(P) =
P) =

(

V(=P
- si V(P\/Q)—O alors V(P) V(Q)=0
- siV(PVQ)=1alors V(P)=1 ou V(Q) =
- siV(PAQ)=0 alors V(P) =0 ou V(Q)
- siV(PAQ)=1 alors V(P)=V(Q) =
- siV(P=Q)=0alors V(P)=1 etV(Q):O
- siV(P=Q)=1alors V(P)=00uV(Q)=1
- st V(VaP) = 0 alors il existe un terme clos t tel que V{t/x}P =0
— si V(VzP) =1 alors pour tout terme clost, V({t/z}P) =1
- st V(3zP) = 0 alors pour tout terme clos t, V({t/x}P) =0
— si V(3zP) =1 alors il existe un terme clos t tel que V{t/z}P =1

La correspondance est frappante avec le lemme 3.4. Le lemme 3.4 nous
prouve qu’'une théorie I' cohérente, complete et admettant des témoins de Hen-
kin définit une semi-valuation :

1. si P €T alors V(P) =
2. si F}‘g P alors V(P) =
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3. rien sinon (indéterminé).

Le troisieme cas est a envisager car nous considérons le calcul des séquents
sans coupure, comme il est dit dans la section 3.2.1.

Nous renvoyons a la section 5.1.3 pour plus de détails sur les liens entre
semi-valuation et élimination des coupures.

3.3 Déduction Modulo Intuitionniste

3.3.1 Cohérence et complétude : définitions

Dans le cas intuitionniste, nous avons besoin de raffiner les trois notions
de cohérence, complétude et celle des témoins de Henkin que nous avons vues
section 3.2.

La notion de cohérence en calcul des séquents intuitionniste devient :

Définition 3.5 (A - Cohérence). Soit A une proposition. Une théorie T est
A-cohérente si et seulement si T%;{ A

La définition 3.1 de complétude dans le cas classique est juste un cas particu-
lier de cette définition 3.5 avec A = L, de la méme manieére que la A-translation
de Friedman est un raffinement de la ——-translation.

Définition 3.6 (Théorie A-Complete). Soit A une proposition. Une théorie
(cohérente) T est dite A-compléte si pour toute proposition P, nous avons soit :

T,PH{ A soit PeT

Nous raffinons de méme la définition des témoins de Henkin :

Définition 3.7 (A-Témoins de Henkin). Soit T une théorie A-cohérente, on
dit qu’elle admet des A-témoins de Henkin si pour toute proposition existentielle
dx P il existe une certaine constante c telle que :

7T,3zP J;‘f,'g A impliqgue {c/x}P €T

3.3.2 Lemme de Kleene et inclusion

Nous prouvons de la méme maniere que dans la section classique 3.2 le lemme
de Kleene, sous 'hypothése que le systéme de réécriture R est confluent :

Lemme 3.5 (Kleene). Soient Ay =g ... =r A, =r P des propositions. Si l'on
a une preuve du séquent :

T Ay, ., Ay R

alors on peut construire une preuve de :
~siA=PVQ :T,PF{ Rand T,QF R,
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~siA=PAQ :T,P,QF R,
- si A=3zP : T, {c/x}P l—;{ R, avec ¢ constante fraiche.
De méme, si l’on a une preuve du séquent :

rf A

alors on peut construire une preuve de :
~siA=-P :T,PF,
~siA=PAQ :THI PerT Y Q,
~siA=P=Q:I,P+rd Q,
- st A=VzP : T I—;g {¢/x}P, avec ¢ constante fraiche.

Preuve. Par la méme induction que dans la preuve du lemme de Kleene 3.3,
en utilisant le lemme 3.1. ]
Remarque. En logique intuitionniste, le lemme de Kleene n’est plus valable
pour une nombre plus important de connecteurs. Par exemple, si nous avons
une preuve de A = B I—;{ P, nous ne pouvons plus forcément la transformer en

preuves de I—% Betde A l—;‘{ P (par exemple, si P = A = B.)

Remarque. Le lemme 3.5 précédent est de méme valable pour le calcul des
séquents avec coupures.

Nous avons aussi une version intuitionniste du lemme d’inclusion, qui dit que
les sous-formules de formules d’une théorie A-complete sont encore dans cette
théorie.

Lemme 3.6 (Inclusion). Soit T' une théorie A-complete, A-cohérente, admet-
tant des A-témoins de Henkin. Alors :
- siAVBEeT, soit AT, soit BeT,
-siANBel,AeTl etBeT,
— si JxP €T, il existe un terme t tel que {t/z}P €T,
- siVeP €T, pour tout terme t, {t/z}P €T,
- si P=Q €T alors soit Q inl', soit T’ J;‘%f P,
- st 2P €T alors FJ?‘?{ P,
~siD¥S PAQ alors T P ouT ¥ Q,
~siT¥S PV QalorsT¥S P et T Q,
~siD¥d P=Q alors T, P ¥ Q,
- S0 F%;{ =P alors F,P%g,
~ si F}‘% Iz P alors pour tout terme t, I’%g {t/x}P.

Preuve. La preuve suit toujours le méme schéma. Supposons par exemple que
IP=Q J";{ A. Alors, nous ne pouvons pas avoir en méme temps I', Q) l—;‘{c A
et ' l—i,:af P, sinon nous pourrions appliquer la regle =-gauche et obtenir une
contradiction. Finalement, en appliquant la définition d’une théorie A-complete,
nous obtenons Q € I' ou I' Jz‘g P.
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Notons que pour les propositions commencgant par 3 a gauche, nous utilisons
la définition des témoins de Henkin. |

Toujours au sujet des théories complétes, nous avons en plus une propriété
trés intéressante : les théories A-cohérentes, A-completes et admettant des A-
témoins de Henkin ont les propriétés de la disjonction et du témoin existentiel
(ce qui n’est pas forcément le cas quand I' n’est pas vide) :

Lemme 3.7. Soit A une propositions et I' une théorie A-compléte, A-cohérente,
admettant des A-témoins de Henkin. Alors :

I PVvQ = THY{ PoulH{Q
r F;{ dzP = il existet clos tel que T’ hc,g {t/z}P

Preuve. Comme d’habitude, par induction sur la structure de la preuve, et

en se servant du fait que I' est A-complete.

— Si la derniere regle est une regle sur PV @ ou sur dz P, alors la prémisse
est ce que nous cherchions.

— Si la derniere regle est sur une proposition appartenant a I', qui n’est ni =-
gauche ni —-gauche alors nous nous servons du lemme 3.6, et la prémisse
est encore une preuve de I’ F;{ PV Q (resp. de T F;g JzP ), de taille
inférieure. Nous appliquons alors I’hypothese d’induction.

— Si la derniére regle est une regle =-gauche sur une proposition S =g 51 =
Sy € T, alors, nous avons la preuve suivante :

/

s m
Tl s 1,8 PvQ
I PvQ

D’apres le lemme 3.6, soit I' }‘g S1 — ce qui est en contradiction avec
m — soit Sy € T, et dans ce cas 7’ doit étre vue comme une preuve de
r l—%f P Vv @ a laquelle nous pouvons appliquer 'hypothése d’induction.
Soit T' }4% S1, ce qui est en contradiction avec .
— Si la derniere regle est une regle —=-gauche sur une proposition S € I, alors
nous appliquons le méme raisonnement.
[ |

3.4 Complétion d’une théorie

A partir d'une théorie 7 cohérente, nous allons définir une théorie I' O 7
qui soit complete, cohérente, et admette des témoins de Henkin. Nous verrons
aussi que cette procédure marche de la méme maniere pour les cas classiques et
intuitionnistes, a condition bien str de considérer les définitions raffinées dans
le cas intuitionniste.

Dans les chapitres suivants, il sera tres important de savoir effectuer cette
opération pour toute théorie 7.
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Soit donc une théorie dénombrable 7 qui soit cohérente (resp. A-cohérente
pour une certaine proposition A fixée tout au long de la procédure).

Considérons le langage £ dans lequel 7 est exprimée. Il est dénombrable, au
méme titre que 7.

Nous rajoutons a ce langage un ensemble infini dénombrable C de constantes
fraiches, c’est a dire des constantes qui n’appartiennent pas déja a L. Les
constantes de C seront les constantes qui serviront a introduire les témoins de
Henkin, comme nous allons le voir.

Soit le langage suivant : £ = £ U C. Enumérons donc de facon exhaustive
les propositions de £’ :

Py, ..., Py, ...

Nous allons construire la théorie I' pas & pas, en décidant au fur et & mesure
si la proposition P,, doit étre incluse dans I' ou pas.
Pour ce faire, définissons une suite de théories I';, de la fagon suivante :

- Tog=T
- Si I'y, P, est cohérente : T'),, P, %;{ (resp. A-cohérente : T, P, Jz‘?{ A),
alors :

— Si P, n’est pas de la forme 3z@Q, nous posons ',y =T, U{P,}

— Si P, est de la forme Jz(), soit ¢ € C une constante qui n’apparait
pas dans Py, ..., P,. Par hypothese elle n’apparait pas non plus dans 7
(resp. ni dans 7, ni dans A). Elle est donc fraiche, et nous avons donc :
T, P, {c/2}Q }‘%f (resp. T, P, {c/2}Q J?‘%f A). Car si tel n’était pas le
cas, du fait de la fraicheur de ¢ par rapport au séquent précédent, nous
pourrions appliquer la regle 3-gauche, et nous aurions une preuve de
l'incohérence (resp. de 1’ A-incohérence) de T', P,,) ce qui est une contra-
diction.

Nous posons donc I'y,11 =T, U{ Py, {c/2}Q}
— Sinon, I',,, P, l—;{ (vesp. Ty, Pp l—g A). Nous posons donc 'y =T,
Enfin, nous définissons la théorie T :

r:Urn

neN

Nous devons maintenant prouver que I' a bien les propriétés attendues :

— T" est cohérente (resp. A-cohérente). En effet, chaque I',, est cohérente par
construction. Si donc nous avions une preuve de I I—g (vesp. T I—%f A),
alors comme nous 'avons déja indiqué, cette notation veut dire qu'un
sous-ensemble fini IV C T" est tel que I I—;{ (resp. TV }—g A). Puisqu’il
est fini, il existe un n tel que IV C T',,. Ainsi, nous aurions I, l—i,:g (resp.
T, F% A), ce qui est absurde. |

— T est compléte (resp. A-complete). Soit P, proposition telle que T', P J;‘i,:g
(resp. I', P %;{ A). Par I"énumération exhaustive ci-dessus nous savons
qu’il existe un indice n (dépendant de P) tel que P = P,,. Comme I';, C T,

nous avons donc I'y, P }‘g (vesp. Ty, P Jr‘%c A), et par construction :
P,el' 4 CT. |
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— I" admet des témoins de Henkin (resp. des A-témoins de Henkin). Nous
faisons le méme raisonnement que pour la propriété de complétude qui
précede. |

Enfin, il est trivial que 7 = T'g C I'. Nous avons donc construit ce que nous

voulions, et c’est de ce genre de théories dont nous allons nous occuper dans les
chapitres suivants. En effet, nous allons définir des modeéles pour des théories
completes, cohérentes, et admettant des témoins de Henkin.

La derniere remarque est que nous avons équivalence entre P € I" et I', P

cohérent (respectivement A-cohérent) pour toutes les théories completes, d’apres
les définition 3.2 et 3.6.



Chapitre 4

Théoremes de Skolem

Ce chapitre est indépendant des autres. Sa compréhension ne nécessite que le
chapitre 1, de méme que sa lecture n’est pas nécessaire pour la compréhension
des chapitres suivants. Il peut donc étre ignoré dans un premier temps, bien
qu’il familiarise le lecteur avec les méthodes sémantiques utilisées ensuite.

Le théoréme de Skolem est un résultat central en théorie de la démonstration,
et cependant, extrémement difficile & démontrer rigoureusement de maniére syn-
taxique. De ce fait, il en existe peu de preuves justes, en logique des prédicats
classique ou intuitionniste [15, 32].

Cependant, si ’on essaie de démontrer ce théoreme de maniere sémantique, alors
la preuve devient beaucoup plus simple.

Cela va nous donner une occasion de mettre en oeuvre une premiere fois des
méthodes sémantiques pour prouver des résultats syntaxiques, avant de com-
mencer la partie suivante.

En voici un énoncé possible (dans sa version intuitionniste, A est réduit a
une proposition au maximum) :

Théoréme 4.1 (Skolem). Soient I'; A des multi-ensembles de propositions,

VxIyP une proposition, et f un symbole de fonction n’ayant pas d’occurrence
dans T', A,YxIyP. Il existe une prewve du séquent :

IVzdyP F A
si et seulement si il existe une preuve du séquent :
I Va({f(z)/y}P) F A
Ce chapitre est I'occasion d’utiliser les différentes sémantiques introduites
aux chapitres 5, 6 pour démontrer d’autres propriétés que la complétude ou

I’élimination des coupures.

61
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4.1 Théoreme de Skolem classique

Nous survolerons cette partie, qui peut étre vue comme une introduction
aux méthodes utilisées dans la partie suivante.

4.1.1 Sens direct

Le sens direct est quasiment immédiat et ne requiert aucune technicité. Sup-
posons avoir une démonstration du séquent :

™

I,VedyP - A

alors nous pouvons construire la preuve suivante :

U A{c/a{f(@)/y}P+{f(c)/y}{c/z}P A
™ U {c/z}{f(2)/y} P+ Jy{c/z}P A
I''VadyP + A L,Ve({f(x)/y}P) F Jy{c/x}P, A
CoVa({f(z)/y}P),YadyP+ A T ,Va({f(x)/y}P)F VazIyP, A
Lva({f(z)/y}P) F A

coupure

Pour avoir cette démonstration, nous sommes cependant obligés d’introduire
une regle de coupure. Si nous ne voulons pas nous en servir, il faudrait définir
une transformation syntaxique plus compliquée, mais néanmoins plus simple que
celle de la réciproque (en supposant que les propositions du type {t/x}3JyP ne
sont pas contractées, ce que nous pourrions supposer — puisque les contractions
ne sont utiles que pour les propositions quantifiées universellement & gauche et
existentiellement & droite).

4.1.2 Réciproque

La réciproque n’est pas aussi simple. Comme annoncé plus haut, au lieu de
prouver :

DVa({f(z)/y}P) F A implique T,VzIyPkE A
nous allons prouver :
Va({f(z)/y}P) E A implique T,Vz3yPE A

C’est a dire que nous allons travailler dans ’espace sémantique plutét que
syntaxique. Ensuite, grace aux théoremes de correction 5.1 et de complétude 5.2
du calcul des séquents (sans regle de réécriture), nous aurons la démonstration

suivante du théoréme 4.1 :
LVe({f(z)/y}P) A = T,Vz({f(z)/y}P)F A

= I,VzayPE A
= I,VzdyPF A
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Passons donc a la preuve du théoréme de Skolem dans sa version sémantique.
Preuve. Considérons un modele booléen M du langage £ dans lequel toutes les
propositions de I' et Vz3yP sont valides (interprétées par 1).

Sans changer le domaine de M, mais en étendant la fonction = pour prendre
en compte un nouveau symbole, nous allons transformer M en modele de toutes
les propositions de T, Va({f(z)/y}P).

Tout ce que nous avons donc a faire est étendre la fonction = pour interpréter
le nouveau symbole f. Nous posons :

f::M — M
a — btel que |P{am by =1

Alors, il est trivial que [{f(2)/y}P|{a/zy = 1. De plus, comme nous ne
modifions pas la fonction T pour les autres symboles (de prédicat et de fonc-
tion), toutes les propositions de I' restent vraies. Ainsi, M est un modele de
I, Va({f(z)/y}P) et puisque nous avions supposé I',Vz({f(x)/y}P) E A, c’est
donc un modele de \/ A.

Nous avons donc prouvé I', VzIyP E A. |

4.2 Théoreme de Skolem intuitionniste

La démonstration du théoreme de Skolem pour le calcul des séquents intui-
tionniste est plus difficile, d’'un point de vue sémantique comme d’un point de
vue syntaxique. Nous allons nous intéresser a la preuve du point de vue de la
sémantique, c’est a dire prouver :

,Ve({f(z)/y}P) EQ implique T, VaIyP E Q

puis conclure en utilisant les théoremes 6.1 et 6.2, comme dans la section
précédente.

Cependant, la tache n’est pas aussi aisée que dans le cadre des modeles
booléens. D’abord, quelle sémantique choisir 7 Nous avons deux sémantiques
principales a notre disposition :

— Les algebres de Heyting,

— Les Structures de Kripke.

Et ni 'une ni I’autre ne sont adaptées a la preuve du théoreme de Skolem. Nous
allons le voir pour les structures de Kripke.

4.2.1 Inadaptation des Structures de Kripke

Nous pouvons essayer de copier la preuve classique de la section précédente.
Soit donc une Structure de Kripke I et un noeud « tels que :

alF T Ve3dyP
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Essayons de prouver que :

al-Va({f(x)/y}P)

avec les méme domaines, mais une fonction - étendue. Ceci n’est pas possible,
d’apres le contre-exemple suivant :

A{abc} II—Pa b

/

Biaoy F P(a,c), P Crawey F P(a,b), P(b,b), P(c,

\/

D{C} “—P C C

Le domaine des mondes A, B,C, D est noté en indice. La fleche représente
la relation >, et nous avons indiqué tous les atomes forcés. Alors, nous avons :

D |k Vz3yP

Si nous essayons de définir f, nous devons avoir :

fD)(e) = ¢
f(B)a) = c
fB)() = ¢
f(C)a) = b
FO)b) = b
F(O)e) = ¢

de maniere & pouvoir forcer aux mondes D, B, C les atomes du type P(z, f(z)).
Une difficulté insurmontable arrive au monde A. Compte tenu de I'obligation de
monotonie de ~, nous devons avoir & la fois f(A)(a) :=a et f(A)(a) :=b. Nous
devons donc choisir 'interprétation de f(a), ce que nous sommes incapables de
faire.

Le probleme vient du fait que dans B et C nous avons choisi deux fois la
méme constante, et que nous avons réunis ces deux mondes par dessus.
Il a donc deux sources, en voici les remedes (chacun d’entre eux est suffisant) :
— interdire 1'utilisation d’une méme nouvelle constante dans deux mondes
différents : mettre une condition sur les domaines.
— interdire une telle structure de mondes (le fait de les réunir alors que nous
venions de les séparer) : mettre une condition sur la relation d’ordre.
Nous choisissons cette deuxieme voie. Premierement, elle est plus facile a
définir, et donc beaucoup plus compréhensible. Deuxiemement, elle met en avant

)
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le besoin d’ordonner les Structures de Kripke. Il s’agit d’introduire une structure
d’arbre.

Pour introduire cette structure d’arbres, I'idée est que la réunion des deux
mondes est totalement artificielle, et que nous devons considérer le monde A
comme deux mondes distincts A & gauche et A a droite :

Ay Ik P(a,b), P(a,c), P(b,b), P(c,c) A, IF P(a,b), P(a,c), P(b,b), P(c,c)

| |

B - P(a,c), P(c,c) CI- P(a,b), P(b,b), P(c,c)

/

DI+ P(c,c)
le lecteur intéressé peut vérifier que maintenant, fest définissable sans probleme.

Une chose reste cependant a prouver. Si nous utilisons la sémantique des
arbres de Kripke, nous devons nous assurer que les théoréemes de correction et
de complétude vis a vis du calcul des séquents intuitionniste est encore valable.
Faute de quoi nous ne pourrions rien prouver du tout.

Remarque. L’échec de notre tentative de preuve de :

,Ve({f(z)/y}P) EQ implique T VaIyP E Q

en utilisant les structures de Kripke comme sémantique ne signifie pas que le

résultat précédent est faux pour cette sémantique. En effet, s’il est vrai dans le

calcul des séquents, alors il est vrai dans toute sémantique correcte et complete.
Cela veut simplement dire que la preuve “naive” ne marche pas.

4.2.2 Les arbres de Kripke

Définition 4.1 (Arbres de Kripke). Une Structure de Kripke (K, <, D,IF) est
un arbre si et seulement si l'ordre < est bien fondé et si pour tous les mondes
a, 3,7, lorsque v < « et B < «, nous pouvons comparer 7y et 3, i.e. :

B<y ou y<p

La correction des arbres de Kripke par rapport au calcul des séquents est
une conséquence immédiate du théoreme de correction 6.1, puisque les arbres
de Kripke sont une spécialisation des structures de Kripke. Le théoreme de
complétude, par contre, ne découle pas du théoreme de complétude 6.2 du calcul
des séquents. Nous devons le redémontrer. Au lieu de refaire la démonstration
dans le cas des arbres de Kripke, nous allons prouver 1’équivalence entre les deux
sémantiques, en définissant une transformation conservative des Structures de
Kripke vers les arbres de Kripke (dont I'idée générale a été exposée & la section
précédente) :
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Proposition 4.2. T' F P pour la sémantique des arbres de Kripke ssi I' F P
pour la sémantique des Structures de Kripke.

Preuve. Sens direct : Soit (K, <, D,IF) une Structure de Kripke et « tel que
a IF T'. Nous devons prouver « |- P. Pour cela, nous définissons ’arbre de Kripke
(K', =, D'|IF) par peignage (unravelling en anglais).

— K’ est défini comme ’ensemble des séquences finies strictement croissantes
de K : (a1...ajaj41...an) € K' ssi aj < a;y1 et a; € K pour tout j.
L’ordre < est : (ay...a,) = (af...al,) ssin <metVi <n,a; = a}. ((a1...an,)
est une séquence initiale de (af...al,)).

~ D'(ay...an) = Da,-

— La relation de forcing est : (aj...ap,) I P ssi a, IF P et ce, pour toutes les

propositions, y compris non atomiques.

Montrer que c’est un arbre est une preuve standard, notons que 'ordre <
défini est bien fondé méme si < ne 'est pas. Il reste a vérifier les conditions sur
le forcing d’une structure de Kripke (définition 1.12). Ceci est vrai grace a notre
définition de IH, et au fait que K est elle-méme une structure de Kripke.

De plus, la définition de IF est telle que nous avons défini un arbre de Kripke
conservatif par rapport a la structure prégédente, c’est & dire que (ay...a,) IH Q
si et seulement si a,, IF Q.

Dans cet arbre de Kripke, nous avons («) I T', et donc, par hypothese de la
proposition, nous avons («) IF' P (ou («) représente la séquence composée du

seul noeud «). Par définition de IF', nous avons donc « IF P. [ |
Réciproque : immeédiate, car les arbres de Kripke sont des Structures de
Kripke. |

Ainsi, les deux sémantiques sont équivalentes, et tous les théoremes valables
pour I'une sont valables pour I'autre. Cela signifie que des le départ, les Struc-
tures de Kripke auraient pu étre définies comme ayant une structure d’arbre.

4.2.3 Preuve du théoréme de Skolem

Maintenant que nous savons que le théoreme de complétude 6.2 est valable
pour les arbres de Kripke, nous pouvons terminer la démonstration du théoreme
de Skolem de la méme maniere que dans le cas classique :

IVa({f(z)/y}P) EQ implique T,VzIyPE Q
Preuve. Soit donc un arbre de Kripke I et un noeud a € K tels que :

alF T, VedyP

Nous devons montrer que « I- Q.
Sans changer Dg ni la relation I, nous allons montrer a IF Va({f(z)/y}P).
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Il faut tenir compte d’un nouveau symbole de fonction f, et définir j? dans
tous les mondes. Notons que l'interprétation de f nous intéresse uniquement
pour les mondes 3 > «, donc nous considérons uniquement ces mondes, et
définissons f(f) par induction sur 'ordre bien fondé >.

Pour tout a € Dg, nous définissons f(ﬂ) (a) :

— si a est une constante n’apparaissant dans aucun des domaines des mondes

v < B, alors :

~

f(ﬂ)(a) = b tel que ,6) Ik{a/w,b/y} P

— sinon, alors parce que K a une structure d’arbre, nous considérons un
monde v < 3 tel que a € D,. Nous posons :

o~

fB)(@) = J()(a)

Il faut vérifier que ’extension de ™ est bien monotone sur K. Cela se fait par
induction sur >. Soient donc 8 > § deux mondes, et a € Ds.
— Soit a apparait dans Dg et dans aucun monde en dessous. Dans ce cas,
d = f3, et nous pouvons conclure directement. R

— Sinon, soit v tel que f(5)(a) ait été défini égal & f(v)(a). Si v = 0 le
résultat est immédiat. Supposons donc en plus que § < 3.
Comme nous avons une structure d’arbre, soit nous avons § < v — dans ce
cas 1&, nous concluons par hypothése d’induction (sur ) que f(y)(a) =
f(é)(a) —, soit v < ¢ — nous concluons aussi par hypothese d’induction
(cette fois-ci, sur ¢).

Nous vérifions maintenant que pour tout 8 > «, tout terme a € Dg, g IF
P(a, f(a)), encore une fois par induction sur > (en se servant de la monotonie
de la relation de forcing I). Donc, a I- T, Vo P(x, f(x)).

Par 'hypothese, a IF @, ce qui clot la démonstration du théoreme de Skolem.
O |

4.3 Théoreme de Skolem en Déduction Modulo

Un des avantages de cette méthode est qu’elle est facilement extensible a
d’autres formalismes, du moment qu’on a une sémantique qui ressemble a celle
de Kripke. Par exemple, si I’on prend la déduction modulo, en supposant qu’on
ait correction et complétude (pas forcément complétude forte) donc dans tous
les cas des chapitres 5 et 6 en particulier, le théoreme est démontré :

Théoréme 4.3 (Skolem en déduction modulo). Soit R un systéme de réécriture
complet et correct pour la sémantique des structures de Kripke. Soient T'; A des
ensembles de propositions, Vx3yP une proposition, et f un symbole de fonction
n’ayant aucune occurrence dans I', A, VYxIyP, ni dans R. Il existe une preuve
du séquent :

I,Va3yP Fr A
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si et seulement si il existe une preuve du séquent :

I Ve({f(z)/y}P) Fr A

Preuve. Au lieu de considérer les modeles booléens et les Structures de
Kripke, il suffit de considérer les modeles de R. La démonstration ne change
pas. ]

Remarque. 11 est trés important dans ce cas-la que f n’apparaisse pas non
plus dans les regles de réécriture R. De cette maniere, nous avons libre choix
pour définir f.

Théoreme de Skolem pour la complétude de ENAR

Malheureusement, ce résultat n’est pas suffisant pour démontrer I’axiome de
Skolem 9.1 dont nous aurons besoin au chapitre 9 suivant. En effet, nous aurons
besoin du théoreme dans sa version sans coupures :

Théoréme 4.4 (Skolem). Soient I'; A des multi-ensembles de propositions,
VxIyP une proposition, et f un symbole de fonction n’ayant aucune occurrence
dans T, A,Vx3yP. Le séquent :

I,Va3yP F5 A
a une preuve si et seulement si il existe une preuve du séquent :

D, Ve({f(x)/y}P) 5 A

Sémantiquement, nous sommes incapables de prouver ce résultat sans faire
appel (au moins implicitement, par le théoréme de complétude forte 6.3) au
théoreme d’élimination des coupures. Il semblerait qu’'une preuve syntaxique
soit nécessaire. Cependant, une telle méthode n’est pas encore connue pour la
déduction modulo.



Troisieme partie

Complétude et Elimination
des Coupures
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Chapitre 5

Complétude du Calcul des
Séquents sans coupure

Dans ce chapitre, nous nous intéressons au calcul des séquents modulo clas-
sique, tel qu’il est présenté figure 2.4 de la section 2.2.

Quand nous travaillons dans le calcul des séquents classiques, nous avons
a notre disposition plusieurs méthodes de recherche de preuve, en particulier
la résolution des formes clausales. Cette méthode a été étendue a la déduction
modulo par G. Dowek, T. Hardin et C. Kirchner dans [16], et la résolution mo-
dulo associée est appelée ENAR (pour “Extended Narrowing And Resolution”).

Or, dans le chapitre 9, il est prouvé que si I’on a une dérivation de la clause
vide dans ENAR a partir de I", =A, alors on a une preuve sans coupure du
séquent associé I' F?{ A.

Supposons qu’on arrive a prouver que pour toute preuve de I' ¢z A on a
une dérivation de la clause vide & partir de T', =A (théoréme de complétude
de ENAR). On obtient alors indirectement un théoreme d’élimination des cou-
pures, en passant par la résolution des formes clausales.

J. Stuber, dans [41], a prouvé la complétude de ENAR pour une certaine
classe de systemes de réécriture R. Plus précisément, il introduit une condi-
tion d’ordre sur les regles de réécriture, et prouve la complétude de ENAR en
construisant des modeles.

Nous reprenons cette idée de Stuber dans une premiere partie, mais cette
fois-ci, sans passer par le détour ENAR, et en prouvant la complétude forte
du calcul des séquents. Nous l'étendrons ensuite a d’autres conditions sur le
systeme de réécriture R.

71
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5.1 Correction, Complétude, Coupure

Au chapitre 2 nous avons défini une syntaxe — le calcul des séquents modulo
— et une sémantique — les modeles booléens vérifiant R.

Nous devons maintenant relier ces deux approches de la logique modulo.
C’est a dire que nous devons prouver la proposition suivante :
Les propositions vraies dans tous les modeéles sont prouvables en déduction mo-
dulo. Inversement, les propositions prouvables en déduction modulo sont vraies
dans tous les modéles.
Ces deux propositions représentent respectivement la complétude et la correc-
tion du calcul des séquents par rapport aux modeles booléens de R.

5.1.1 Théoréme de correction

Commengons donc par le théoréeme de correction :

Théoréme 5.1 (Correction). Soit R un ensemble de régles de rééeriture confluent.
SiTkr A alorsT Fr A

Remarque. Ce théoréme est énoncé pour le calcul des séquents modulo avec
coupures. Le méme théoreme s’applique aussi au calcul des séquents modulo
sans coupures }—% , puisque une preuve du séquent I' }—%f A est aussi une preuve
du séquent I' F A.

Preuve.

La démonstration s’effectue par induction sur la structure de la preuve du
séquent I' Fr A, en fonction de la derniere regle utilisée. En fait, nous al-
lons démontrer que chaque regle du calcul des séquents est admissible dans nos
modeles booléens. Et donc, si la premiere regle est :

— axiome. La preuve est donc :

T, Az B,A

avec A = B. Comme tout modele M de I', A doit étre un modele de R,
M Egr B, et ainsi M ':RB\/\/A
— V a gauche. Dans ce cas, la preuve a la forme suivante :

/
m s

TAFR A T,BFg A
T,CFg A

Par hypotheése d’induction, I'; A Ex A et I', B Fr A. Considérons un
modele M Ex ') AV B. Puisqu’il valide C = A V B, il doit valider soit
A, soit B. Supposons que nous soyons dans le premier cas. Alors, nous
utilisons la premiére hypothese d’induction, pour montrer que M Fx \/ A.
De méme si nous sommes dans le deuxieéme cas.
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— V a droite. La preuve a la forme suivante :

T
Thg A, B,A
TFz C,A

Par hypothese d’induction, tout modele M Ex T" est un modele soit de A,
soit de B, soit de \/ A, ce qui nous permet de conclure.
— A a gauche. La preuve a donc la forme suivante :

Y
LABFr A
[,0Fg A

Considérons un modele M Er A, C'. 1l valide donc aussi A A B donc A et
B. Dong, par hypothese d’induction, M Exr \/ A
— A a droite :

!
™ ™

I'tr A, A THr B, A
'k C,A
Par hypotheése d’induction, tout modele M de I" valide AV\/ A et BV\/ A.
Soit il valide une proposition de A, soit il doit valider A et B en méme

temps, donc A A B = C. Donc il valide C' V\/ A
— = a droite :

T
T,AFgr B,A
T,lFr C,A

Soit M un modele de I'. Si M Er A, alors M Fr A = B et donc c’est
un modele de C.

Sinon, c¢’est un modele de I'; A et donc par hypothése d’induction, c’est un
modele d’une des propositions de B, A. Si M E B, alors M Fr A= B et
donc c’est un modele de C. Sinon, c’est un modele d’une des propositions
de A.

Dans tous les cas, on a M Fr C'V\/ A.
— = a gauche :

/
s ™

Thr A,A T,BFg A
T,CFg A

Soit donc un modele M de I', C. C’est aussi un modele de I'. Par hypothese
de récurrence sur la prémisse gauche, c’est un modele d’au moins une des
propositions parmi A, A. Si ce n’est pas A, alors M Fr \/ A et nous
pouvons conclure.

Si M Er A, alors puisque M Fx C, nous devons avoir M Fg B (car c’est
un modele de R). Donc, par hypothése de récurrence sur la deuxieme
prémisse, nous avons M E \/ A.
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— V a gauche :
T

IQkFr A

Soit M un modele de T', . Comme c’est un modele de R, |VzP| = |Q| = 1.
Nous avons donc |P|,/, = 1 pour tout a € M. Ceci est en particulier vrai
pour a = [t| (t étant un terme clos), donc M est un modele de I', {t/z} P.
C’est donc par hypotheése d’induction un modele de \/ A.

— d a gauche :

7r
I, {c/z}PFr A
IQtr A

ol ¢ est une constante fraiche. Rappelons que sommes en train de prouver
par récurrence sur I' Fr A que pour tout langage £ dans lequel I'; A sont
des ensembles de propositions valides, pour tout modele M de ce langage,
si M est un modele de toutes les propositions de I', alors M est un modele
d’au moins une des propositions de A.

Considérons un modele de R tel que M E I', Q. Par définition, il existe
a € M tel que |P|,/, = 1. Le probleme est que nous ne sommes pas cer-
tains que a soit 'interprétation de quoi que ca soit dans notre langage L,
car le modele peut contenir des valeurs non atteintes.

Il nous faut donc augmenter £ d’un ensemble de nouvelles constantes
C = {cp|b € M}, et obtenir un langage L.

Reste a définir 'interprétation de toutes ces constantes dans M, ou plus
exactement, dans une extension conservative de M, en ce sens que les pro-
positions déja interprétées dans M ne changent pas de valeur de vérité.
Nous appelons cette extension M’. Tous les symboles de £ sont interprétés
de la méme maniere que dans M, et de plus, nous posons, pour les nou-
velles constantes :

Co =0
c’est l'interprétation naturelle.

Premierement, M’ Eg T', {c,/x}P. Deuxiémement, ¢, est une constante
fraiche par rapport au séquent I', 3z P Fx A. Donc nous pouvons rempla-
cer ¢ par ¢, dans la preuve du séquent I', {¢/z} P Fr A. Nous avons une
preuve de ', {¢,/x} P Fr A et donc, par hypothese d’induction M’ Eg
\/ A. Puisqu’aucune des nouvelles constantes n’apparait dans A, et que
M est une extension conservative de M’, nous avons M Fg \/ A

— V a droite :
T

I'br {c/z}P, A
'k Q,A
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avec ¢ constante fraiche. Un modele de I' est un modele de {c/x}P VvV A
par hypotheése d’induction. L’idée est que l'interprétation de ¢ n’a aucune
espece d’importance, car ¢ n’apparait ni dans I', ni dans A.

Considérons donc tous les modeles M, avec a € M, qui sont définis de la
fagon suivante : tous les symboles sont interprétés de la méme maniere que
dans M sauf ¢, qui est interprété par a. Puisque c est fraiche par rapport
a ', A, nous pouvons affirmer que les valeurs de vérité des propositions de
T' et de A ne sont pas affectées, et qu’elles sont donc les mémes que celles

dans M.

Donc, soit M Ex \/ A, et nous pouvons directement conclure. Soit, pour
tout a € M, M, Fr {c/z}P, autrement dit |P|,/, = 1 pour tout a,
dans M (car dans ce cas précis, Uinterprétation dans M et dans M,
est la méme, P ne comportant pas de constante ¢), ce qui veut dire :
M Egr Vx P, et qui nous permet de conclure.

Ceci représente une preuve alternative du cas précédent (qui fonctionne
de la méme maniere, de par la symétrie gauche-droite des regles du calcul
des séquents classique).

— 3 a droite.
T

I'Fr {t/z}P,A
I'r 3zP, A
Soit M un modele de I'. Par hypothese d’induction, c¢’est soit un modele de
A, soit un modele de {t/x} P. Dans le deuxiéme cas nous avons | P/, = 1,
et donc |3z P| = 1. Cela nous permet de conclure.
— la regle de coupure :

!
s ™

Thr A,A T.BFg A
TFr A

avec A =r B. Considérons donc un modele M de I'. Par hypothese d’in-
duction, c’est un modele de AV \/ A. Supposons que ¢a soit un modele de
A (Pautre cas a déja été traité plusieurs fois). C’est donc aussi un modele
de B, et finalement, c’est un modele de I', B. Par hypothese d’induction
(sur 7’ cette fois), c’est donc un modele de \/ A.

— contraction : pour la contraction a gauche, tout modele de I', P est aussi
un modele de T', P, P. Nous concluons donc par hypothese d’induction.
Pour la contraction & droite, tout modele de P, A est aussi un modele de
P P A.

— affaiblissement : pour I'affaiblissement a gauche, tout modele de T', P est
aussi un modele de I'. Nous concluons donc par hypothese de récurrence.
Pour l'affaiblissement a droite, si M est un modele de \/ A (hypothése de
récurrence), alors c¢’est aussi un modele de PV \/ A.

— Les cas — a gauche et a droite se traitent de la méme maniére que = a
gauche et a droite.
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5.1.2 Complétude et élimination des coupures

Une fois ce théoréeme prouvé, nous pouvons nous atteler a la preuve du
théoreme inverse, le théoreme de complétude :

Théoréeme 5.2 (Complétude). SiT' Exr A alors T Fg A.

La premiere preuve de ce théoreme a été donnée par Godel, voir par exemple
[8], pour le calcul des séquents classique (sans regles de réécriture, bien siir). Au
lieu de cela, et dans l'optique d’éliminer les coupures, nous allons prouver la
version forte de ce théoreme, qui est la complétude du calcul des séquents sans
coupures par rapport aux modeles booléens :

Théoréme 5.3 (Complétude forte). SiT' EFg A alors T I—g A.

Prouver ce théoréeme demande plus d’efforts que de prouver le précédent.
Cependant, si nous faisons tres attention aux définitions utilisées, alors nous
pouvons suivre les lignes de la preuve du théoreme 5.2.

Une difficulté supplémentaire provient du fait que nous nous plagons en
déduction modulo, et nous devrons donc tenir compte des regles de réécriture.
Néanmoins, cela n’altére pas l’essence de la preuve, qui reste la méme que celle
qu’on peut trouver dans [8].

L’idée pour prouver ce théoreme est de passer par la contraposée. Il parait
en effet plus naturel d’essayer de construire un contre-modele a partir d’une
assertion du type I’ Jz‘;{ A. Nous nous efforcerons donc de prouver le théoreme
suivant :

Théoréme 5.4. SiT J;‘;zf A, alors il existe un modele M tel que : T', = A soient
valides.

Le point essentiel de la démonstration est que nous nous appuyons sur des
définitions légerement différentes. Car les définitions habituelles ne sont pas
adaptées au calcul des séquents sans coupures.

Si nous faisons tant d’effort pour prouver ce théoréme, c’est parce qu’il induit
le théoreme d’élimination des coupures. En effet, il suffit maintenant d’associer
le théoreme de correction 5.1 a celui de complétude forte :

Théoréme 5.5 (Elimination des coupures). $i I Fr A alors T I—g A

Preuve. Par le théoréme de correction (théoréme 5.1), nous savons que I' Fg
A. Par celui de complétude forte, nous avons donc I F;{ A. ]
Jusqu’a maintenant, nous n’avons fait aucune hypotheése sur les regles de
réécriture. Cependant ici, nous devrons supposer plus. Il est en effet connu que
certains systemes, méme confluents et terminant ne possedent pas la propriété



5.1. CORRECTION, COMPLETUDE, COUPURE 7

d’élimination des coupures [17].

Ainsi, le théoreme 5.3 de complétude forte est faux dans le cas général, ce
qui justifie le fait de prouver indépendamment le théoreme 5.2 de complétude.

De plus, les constructions de contre-modele dans la preuve du théoréeme
5.3 seront différentes selon les conditions mises sur I’ensemble R des regles de
réécriture. Nous allons donc détailler ci-dessous plusieurs cas.

5.1.3 Semi-valuations
Rappelons brievement la définition d’une semi-valuation :

Définition (Semi-valuation). Une interprétation partielle quelconque V' des
propositions P dans l'ensemble {0,1} est dite semi-valuation lorsque :
- st P=x Q alors V(P) = V(Q)
- st V(=P) =0 alors V(P) =
~- si V(=P) =1 alors V(P) =
- i V(PVQ)=0 alors V(P) V(Q)=0
- siV(PVQ)=1adalors V(P)=1 ou V(Q) =
- si V(VzP) = 0 alors il existe un terme clos t tel que V{t/x}P =0
— si V(VzP) =1 alors pour tout terme clos t, V({t/z}P) =1
— idem pour les autres connecteurs.

Comme nous le savons déja (section 3.2.2), une théorie complete, cohérente
et admettant des témoins de Henkin définit une semi-valuation.

Comme chez Schiitte, la différence avec une interprétation normale (valua-
tion totale) est que nous avons une approche partielle (certaines propositions
peuvent ne pas avoir d’interprétation). Nous devons seulement nous assurer que
si nous donnons & AV B la valeur de vérité vrai, alors soit A est vraie, soit B
est vraie. On peut faire le rapprochement entre les semi-valuations et la logique
tri-valuée, ou les propositions sont interprétées par trois valeurs : vrai, faux,
indéterminé. Nous pourrions d’ailleurs définir une tri-valuation comme suit :

1. si P €T alors V(P) =

2. si T ¥ Palors V(P) =0

3. sinon, V(P) = 2 (indéterminé).

Il serait relativement facile, mais pénible de vérifier que cette interprétation
correspond bien & une tri-valuation & la maniére de Girard. Cela se fait par in-

duction sur la structure de P et par distinction de cas, d’'une maniere similaire
aux démonstrations des lemmes 5.9 pour les cas 1,2 et 5.10 pour le troisieme cas.

Pour continuer la comparaison avec Schiitte, nous devons maintenant étendre
notre théorie compléte (notre semi-valuation) en un modele (une valuation to-
tale), de maniére a avoir le théoréeme de complétude forte (la réciproque du
théoréme de correction 5.1).
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Cette extension est nécessaire. On pourrait par exemple avoir I'idée de définir
une sémantique & base de semi-valuations (ou de théories complétes). Cette
sémantique serait bien compléte (puisque, étant donné une théorie cohérente,
on peut, par la complétion de la section 3.4 définir une théorie complete/une
semi-valuation). Mais ce qui manquerait, c’est le théoréme de correction.

Car les semi-valuation n’admettent pas certaines régles du calcul des séquents,
et le théoreme 5.1 de correction n’est plus valable. Supposons par exemple avoir
une démonstration :

ILCkr A
'k -C, A
Considérons une semi-valuation, ou méme une valuation partielle, qui valide
I’ (de maniére équivalente, une théorie compléte contenant I'). Si elle valide C,
alors nous pouvons conclure par hypothese de récurrence. Si elle ne valide pas
C, alors cela ne veut pas dire pour autant que V(—=C) = 1 car nous pouvons
tres bien avoir V(—C) non définie.

C’est pour cette raison que nous avons besoin d’étendre une semi-valuation
(une théorie complete) en un modele des regles de rééeriture qui soit en accord
avec la semi-valuation (avec la théorie complete). Nous pouvons pousser plus
loin I’analogie avec les semi-valuations de Schiitte : tous les résultats des sec-
tions suivantes sont valables si I’on remplace la notion de “I', théorie complete,
cohérente et admettant des témoins de Henkin” par la notion de semi-valuation
V. 1l faut alors aussi remplacer

Pell' par V(P)=1
P¢TI' par V(P)=0

Remarquons que I'étape difficile n’est pas la définition de la semi-valuation,
c’est son extension a un modele de R, car nous avons des regles de réécriture.
Toutes les démonstrations du théoreme de complétude forte (pour différentes
conditions) seront basées sur ce principe :
définir un modele, prouver que c’est un modele des regles de réécriture et que
c’est une extension de la semi-valuation définie par 'appartenance a I' (lemmes
5.6 et 5.9).

Nous retrouverons les semi-valuations dans le chapitre 7, olt nous les utilise-
rons explicitement.

5.2 Conditions pour la complétude forte

5.2.1 Une condition d’ordre

Nous considérons un systeme de réécriture R vérifiant les conditions sui-
vantes :
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— il est confluent

— il est compatible avec une relation d’ordre bien fondée et possédant la
propriété de la sous-formule, c’est a dire que :
— B est une sous-formule de A, alors A >~ B
— si A — B est une régle de rééceriture, alors A = B

Par exemple, le systeme suivant vérifie cette condition :

A — VzB(z)
B(0) — CA-D
B(S(z)) — C

Les systémes sans quantificateurs, confluents et terminant de [17] sont eux-aussi
compatibles avec un tel ordre. Notre condition est donc une généralisation de
celle qu’on peut trouver dans [17].

Tout d’abord, remarquons que grace au fait que > possede la propriété de
la sous-formule, pour toutes propositions P —* @, nous avons P = Q. Cela
est vrai pour les atomes, et se propage par induction structurelle sur P aux
propositions composées, car les étapes de réécriture ne s’effectuent que sur des
atomes.

Puisque > est bien-fondé, R est donc un systéme qui termine.

Nous allons maintenant définir notre modele, pour une théorie complete,
cohérente, et admettant des témoins de Henkin.

Définition 5.1. Soit une théorie I', compléte, cohérente, admettant des témoins
de Henkin, dans un langage L. Nous définissons la structure M par

- M ={t|t terme clos de L}

— Pour tout prédicat atomique normal n-aire A :

Si A(ty, ..., tn) est en forme normale, nous définissons :

Aty .ty) = 1siA(ty,...ty) €T
A(ty,...;ty) = 0 sinon

Si A(ty, ..., t,) n'est pas en forme normale, nous définissons :

-~

Aty entn) = Aty otn) L]

ot A | dénote la forme normale de A.
— st P n’est pas atomique, |P| est définie comme a la définition 1.11.

Cette définition est bien-fondée, grace aux propriétés de sous formule et de
bonne fondation de >, et grace a la compatibilité des regles de réécriture avec
un tel ordre.



80 CHAPITRE 5. DEDUCTION MODULO CLASSIQUE

Notons que comme nous n’interdisons nulle part, pour un atome (ou méme
une proposition quelconque) le fait de vérifier a la fois :

r,A v
r v o4

nous ne pouvons plus définir |[P| =1si T I—g Aet0sil,A I—;{ (voir section
3.2.1)

Montrons premierement que M est un modele des regles de réécriture. Nous
allons prouver le fait suivant : pour toute proposition P (y compris non ato-
mique), nous avons |P| = |P | |. Nous procédons par induction sur 'ordre
.

— Si P est une proposition atomique, alors par définition, |P| =|P | |.

— Si P est AV B, alors nous appliquons I’hypothese de récurrence sur A et

B, et nous obtenons la suite d’égalités suivantes :

[Pl =|AVB|=|ANIB|=|A||VIB]|=[(A)V(BL)|=I(AVB)|]|
ol V est 'opérateur booléen de disjonction. (zVy = 0 ssi z = y = 0). La
suite d’égalités est justifiée par les arguments suivants :

1. identité
définition de |A V B
hypothese de récurrence
définition de |A’ V B’
Parce que (A |)V (B ]) = (AV B) | (les régles de réécriture sont
atomiques).

A

— Si P est 32Q, alors nous appliquons 'hypothese de récurrence sur {¢/z}Q,
et nous obtenons la suite d’égalités suivantes :

Pl = 3@ = \/ /230l = \/ 1{t/=}@) L = \ 1{t/=}Q 1) ||

teM teM

= V2@ DI = Pe(@ D = [(32Q) ||
teM
Avec les justifications suivantes :
1. identité
2. définition de |3zQ)|
3. hypothese de récurrence (3zQ = {t/x}Q)
4. car {t/2}Q |= ({t/z}(Q |)) |. Ce sont deux formes normales de la

méme proposition.

o

hypothése de récurrence (car Q = Q |).
6. définition de |FzQ’|
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7. 2@ |= FzQ | (les regles de rééeriture sont atomiques).

— Tous les autres cas sont identiques.

Pour terminer, comme nous avons supposé la confluence et la terminaison
de notre systeme de réécriture, si P =g @, alors P |= R = @ |. Ainsi |P| =
IRl = |Ql.

Il nous reste maintenant a prouver que M est un modele de I', et que si '
est P-cohérente, alors |P| = 0.

Ceci est simple pour les atomes normaux : c’est quasiment la définition de
M. Si A eT, c’est la définition, et si F%;{ A, alors A ¢ T, et |Al =0.

Il faut maintenant montrer que ce résultat s’étend a toutes les propositions.
Nous devons donc montrer le résultat suivant :

Lemme 5.6.

Si T, P alors MEP (5.1)
Si T ¥ P alors MEP (5.2)

Preuve. La preuve procede par induction sur I'ordre >, qui est bien fondé.
— Si P est un atome normal, c’est la définition du modele, comme nous
lavons vu. (I étant complete, si 'ona ', A %;{7 alors on doit avoir A € T)

— Si P= AV B, dans le cas 5.1 I‘,A\/B}‘g implique :

A ¥
ou

cf

r,B ¥

En appliquant ’hypothése d’induction, nous obtenons donc |A| = 1 ou
|B| =1, ce qui nous permet de conclure que |AV B| = 1.
Si au contraire nous sommes dans le cas 5.2, cela implique que :

f
r ¥y A
et
f
r ¥l B
Donc, en appliquant I’hypothése d’induction, nous avons |A| = |B| =

|[AvV B|=0.

— Si P est de la forme —Q, dans le cas 5.1, nous avons I’ Jz‘;g @, et nous
appliquons 'hypotheése d’induction, nous obtenons |@Q| = 0, ce qui donne
|P| =1.

Dans le cas 5.2, nous obtenons I', Q Jr‘?{ , soit, apres application de ’hy-
pothese d’induction |@| = 1, donc |P| = 0.

— Si P est de la forme JxQ), et que nous sommes dans le cas 5.1, alors nous
devons avoir {¢/z}Q € T' car I admet des témoins de Henkin. Ainsi, par
hypotheése d’induction, M E {¢/x}Q, ce qui implique que M E P.

Si nous sommes dans le cas 5.2, alors nous savons que I' %;g Jx@. Pour
un terme ¢ quelconque, nous devons donc avoir I' J;‘i,:g {t/x}Q. Ainsi, par
hypotheése d’induction [{t/z}@Q| = 0 pour tout ¢, et |P| = 0.
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— Si P est de la forme VzQ, et que nous sommes dans le cas 5.1, alors
nous devons avoir T, {t/z}Q J?‘%f pour tout terme ¢ (sinon, nous pourrions
appliquer la regle V a gauche et obtenir une preuve de l'incohérence de
I, V2@). Ainsi, par hypothese d’induction, M F {t/x}Q pour tout ¢, ce
qui implique que M E P.

Si nous sommes dans le cas 5.2, alors nous savons que I’ Jr‘%f Vz(Q. Nous
allons nous servir des témoins de Henkin. En effet, nous avons :

T, 32-Q ¥ (5.3)

Nous montrons cela par ’absurde : si I', 3x—Q l—i,:{7 alors par le lemme de
Kleene 3.2, nous avons une preuve de I', ={c/z}Q F?{ avec ¢ constante
fraiche. En appliquant encore une fois le lemme de Kleene 3.2, nous obte-
nons une preuve de I' l—i,:g {¢/x}Q, et nous pouvons y appliquer la regle V
a droite.

A partir de 5.3, et puisque I' admet des témoins de Henkin, il existe ¢ telle
que ~{c¢/z}@Q € T. Ainsi, T, -{c/2}Q Jz‘?{. Ce qui implique (sans lemme
de Kleene cette fois-ci) :

L ¥ {c/2}Q

Nous pouvons maintenant appliquer ’hypothese d’induction, et obtenons
que |P| = |{c/2}Q] = 0.

— Si P est un atome qui n’est pas normal, alors, nous en prenons la forme
normale et appliquons ’hypothese d’induction. En effet, si 'on a I', P }/f,{,
alors on aura I', P’ Jv‘%f quand P =5 P’. De méme, les interprétations de
P et P’ dans M seront les mémes, puisque M est un modele des regles
de réécriture.

— Les autres cas se traitent de la méme maniere que ceux précédemment
traités.A = B peut par exemple étre vu comme —A V B, et A\ B est
traité de la maniere duale de AV B.

|
Nous pouvons maintenant prouver le théoreme 5.3 pour notre condition :

Théoréme 5.7. Soit R un systeme de réécriture confluent, compatible avec un
ordre bien fondé ayant la propriété de la sous-formule. SiT Exr A alors T’ I—;{ A

Preuve. Nous faisons la preuve de la contraposée : si I’ Jr‘?{ A alors T, A Jz‘%f
par le lemme de Kleene 3.2. Nous construisons donc un modele de la fagon
précédente de ', =A (en complétant si besoin est cette théorie) qui est un modele
qui valide I" et qui ne valide aucune des propositions de A. ]

Remarque. Une autre preuve, plus constructive, pourrait étre celle-ci : soit I'
une théorie complete, cohérente et admettant des témoins de Henkin, telle que
I' E A. Alors c’est en particulier vrai pour le modele de I' que nous venons de
construire. Or, le lemme 5.6, nous dit que |P| = 1 implique T’ F?{ P (c’est la
contraposée du cas 5.2). Ainsi, dans notre modele universel, puisque | \/ A| =1,
onal I—%f VA puis T I—% A (aprés application du lemme de Kleene).

Cette preuve n’est cependant pas constructive dans le sens ou elle n’est valable
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que pour des théories completes, et le procédé de complétion n’est lui-méme pas
constructif.

Et enfin, nous avons le corollaire d’élimination des coupures :

Corollaire 5.8. Soit R un systeme de réécriture compatible avec un ordre bien
fondé possédant la propriété de la sous-formule.
S’il existe une preuve du séquent :

I'kr A

alors il en existe une preuve sans coupure :
cf

FEy A

Nous ne détaillons pas la preuve, c¢’est celle du théoreme 5.5.

5.2.2 Une condition de positivité

Nous allons maintenant imposer une nouvelle condition portant sur les regles
de réécriture. Nous supposons, outre le fait qu’il est confluent et qu’il termine,
que notre systeme R vérifie la condition de positivité :

Définition 5.2. Une régle de réécriture propositionnelle | — r est positive ssi
toutes les occurrences d’atomes dans r sont positives.

Un systeme de réécriture R est positif quand toutes ses regles proposition-
nelles le sont.

Par exemple, la regle :
A— (B=0C)

n’est pas positive, alors que les suivantes le sont :

A — (VzBz])vC
A — (=B)=CC
A" — Bv(C'

La méthode est la méme : étant donné une théorie I' complete, cohérente,
admettant des témoins de Henkin, nous allons en construire un modele.

Définition 5.3. Soit une théorie I', compléte, cohérente, admettant des témoins
de Henkin, dans un langage L. Nous définissions la structure M par

- M ={t |t terme clos de L}

— Pour tout prédicat atomique n-aire P :

o) RN

(t1, oo,

tn) = 1siP(ty,...ty) €T
(t1, ...\t

,tn) = 0 sinon
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Cette fois-ci, nous fixons aussi Iinterprétation des propositions atomiques
non normales : en effet, le systéme est positif. Nous devrions donc avoir plus de
difficultés a prouver que M est un modele des regles de réécriture.

Par contre, nous pouvons d’ores et déja tenter de prouver que M est un
modele de I',; de la méme maniere que précédemment :

Lemme 5.9.

SiT,P¥  alors MEP (5.4)
SiT¥ P oalors MEP

Preuve. Nous procédons de maniere absolument identique a la preuve du
lemme 5.6. Nous ne détaillerons donc pas les différents cas de 'induction. Nous
nous bornerons a remarquer que cette fois-ci, n’ayant plus d’ordre bien-fondé,
I’induction se fait sur la structure de la proposition P, et que les cas de base
comprennent les atomes non-normaux, puisque c’est ainsi que nous avons défini
M. |

Comme déja souligné, le point crucial est de prouver que notre modele est un
modele des régles de réécriture. Nous en avons déja prouvé une partie. Supposons
en effet que P =g Q et que I', P Jz‘g. Dans ce cas-la, I', Q J;‘%f aussi (car le
systéme de déduction, lui, correspond bien au systeme de réécriture R). Ainsi,
par le lemme 5.9 précédent, dans le cas 5.4 nous obtenons |P| = |Q| = 1. De
méme, si nous sommes dans le cas 5.5, nous aurons |P| = |Q| = 0.

Que reste-t-il a prouver, alors? Souvenons nous qu’il peut exister des pro-
positions telles qu’on ait des preuves des séquents :

r,P r5
r 4 P

et ce, méme si I' est cohérente (voir 3.2.1).

En fait, il n’existe pas de telles propositions. Mais nous ne le saurons qu’apres
avoir démontré le théoreme d’élimination des coupures. Il est intéressant de re-
marquer qu’on retrouve ce probleme dans toutes les démonstrations sémantiques
d’élimination des coupures, qu’elles soient classiques ou intuitionnistes ([10, 35]),
ainsi que dans les démonstrations de normalisation a base de réductibilité, ou
I’on ne peut pas prouver I’équivalence entre la notion de réductibilité et de nor-
malisation forte, (voir [22]) avant d’avoir prouvé le théoréme d’élimination des
coupures.

Nous devons donc prouver que si P (et donc Q =g P aussi) est tel que nous
avons des démonstrations de :

r,p r5
r 4P

alors |P| = |Q)|.
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Remarquons tout d’abord que nous pouvons nous contenter de traiter le cas
ou P est un atome. En effet, les regles de réécriture propositionnelles ont un
membre gauche atomique, et nous avons supposé notre systéme de réécriture
confluent. Ainsi, lorsque P =x @, nous pouvons trouver R telle que :

Nous pouvons donc nous limiter uniquement aux regles de réécriture sur les
atomes de P (ou de Q).

En conclusion, le seul cas qui nous reste a considérer est le cas des atomes
vérifiant :

A Y
r koA

Pour ces atomes, il reste donc & prouver que si A — P, |P| =0 (car |A] =0
par définition).

Notons plusieurs faits. D’abord, nous ne nous sommes pas pour l'instant
servis de la propriété de positivité de R, et donc du fait que les atomes se
récrivent sur des propositions positives. Et enfin, nous avons interprété tous les
atomes vérifiant les conditions précédentes par la méme valeur de vérité, d’apres
la définition 5.3.

Ceci nous amene assez naturellement au lemme suivant :

Lemme 5.10. Si T, PT 5 et T -5/ P+ alors |P*| = 0.
SiT, P~ FSl et T H P~ alors |P~| = 1.

Ici, P dénote une proposition ayant tout ses atomes occurant positivement,
et P~ tout ses atomes occurant négativement.

La formulation de ce lemme peut sembler d’un premier abord étrange, car
intuitivement, une formule positive devrait étre interprétée par 1 et non pas par
0. En fait, nous aurions trés bien pu prendre ce choix, dans la définition 5.3. Il
aurait tout simplement fallu fixer la condition de la maniére suivante, pour P,
atome quelconque (donc, pas forcément en forme normale) :

Pl=1 ssi TFHSP

Ceci nous aurait donné un autre modele, en fait un plus grand point fixe, par
rapport au plus petit point fixe que nous construisons ici (voir [17]).

La preuve de ce lemme se fera par induction sur la structure de P, le cas
atomique étant déja défini grace & notre définition de modeles. Elle fait appel
tres fortement au lemme de Kleene 3.2, et donc a la confluence du systeme de
réécriture.
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Le lemme de Kleene n’est pas valable pour des propositions de la forme Vz@Q a
gauche et Jz@Q a droite, et cela posera probléme dans la démonstration. Dans
ces deux cas, nous le remplacerons par les lemmes 5.11 et 5.12 suivants, valables
uniquement pour les théories completes :

Lemme 5.11. Soit ' une théorie compléte, cohérente, admettant des témoins
de Henkin. Soient I'1, A1 des ensembles quelconques de propositions.
En posant A = {P|-P € '}, si nous avons une preuve m du séquent :

I, AL A

alors, nous pouvons en trouver une preuve ™ qui commence par une régle portant
sur une proposition de I'1, A1. La taille de @' est inférieure ou égale a celle de
.

Remarque. Ce lemme est un lemme de Kleene “généralisé”, car qu’il s’ap-
plique a tous les ensembles de propositions 'y, Ay, y compris Ay vide, et T’y
réduit a la proposition VxP. En ce sens, il est plus fort, mais d’un autre coté il
est plus faible : la premiére régle peut tres bien étre une régle de contraction, et
non pas une regle V-d, comme nous 'attendrions dans un vrai lemme d’inversion
de Kleene comme le lemme 3.2.

De plus, rappelons que puisque I' est un ensemble infini de propositions,
lorsque nous ’écrivons dans un séquent I’ l—%c P, nous voulons dire par 1a un
sous-ensemble fini de propositions de I'. En particulier, il est toujours possible
d’introduire des constantes fraiches par rapport au séquent I’ l—;{ A.

Preuve. Par induction sur la taille de la preuve m. Considérons la derniere
regle appliquée.

Si la proposition active appartient & I';, Ay, alors il nous suffit de prendre
7w = .

Une regle axiome a forcément comme proposition active au moins une pro-
position de I'1, A;. Si ce n’est pas le cas, alors A€ T" et B € A, avec A = B.
B € A veut dire que =B € I'. Ainsi, nous pourrions avoir une preuve d’in-
cohérence de I :

r+s B
I,-Bry

Supposons maintenant que dans la premiere regle de 7, la proposition active
appartienne a I' ou & A. La régle ne peut pas étre un axiome. Examinons alors
les différents cas :

— Si c¢’est une regle structurelle (contraction ou affaiblissement), alors nous
Iignorons, car nous continuons a avoir I'; A (plus exactement, comme
souligné ci-dessus, des sous-ensembles finis), et nous pouvons appliquer
I’hypothese d’induction sur les prémisses.
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— Si c’est une regle logique, par exemple V a gauche sur une proposition
de T, alors nous avons deux preuves de séquents I', A, 'y }—%f A, A et
I, B, T F?{ A1, A. Mais par le lemme 3.4, nous savons que soit A, soit
B appartiennent a I'. Donc, I'une de ces deux preuves est en réalité une
preuvede I', T’y I—g A1, A, sur laquelle nous pouvons appliquer ’hypothése
d’induction, puisque la taille de cette preuve est plus petite.
Si, c’est une regle V a droite, donc sur une proposition appartenant a A,
nous avons une preuve du séquent suivant : I', 'y F;{ A1, A, B,A. Nous
allons maintenant montrer que A contient A et B. Tout d’abord, nous
savons que —(AV B) € T, par définition de A.
D’apres le lemme 3.4, nous savons donc que I' J?‘g AV B, puis, que I' Jr‘?{
AetT Jz‘;g B. En appliquant le lemme de Kleene 3.2, nous obtenons
I -A Jz‘g, et la méme chose pour —B. Ainsi, -A € I" et =B € I'. En
reprenant la définition de A, nous obtenons ce que nous voulions. Ainsi,
nous avons en fait une preuve de I', Ty F;{ A1, A, qui est de hauteur
inférieure. Nous pouvons lui appliquer 'hypothése d’induction, et obtenir
le résultat désiré.
— Toutes les autres regles se traitent de la méme fagon, y compris les regles
J a gauche et V a droite, qui utilisent le fait que I' admet des témoins de
Henkin.
|
Remarque. Une propriété supplémentaire nous sera utile : toutes les regles de
7 comportant comme proposition active des propositions appartenant a I'y, Ay
sont conservées a 'identique dans 7’. En particulier, le nombre de ces régles ne
change pas.
La deuxieme remarque est que =A C I' par construction.

Ce lemme 5.11 se sert du calcul des séquents sans coupures. En effet, nous
ne pourrions pas le prouver pour le calcul des séquents classiques, car nous ne
pouvons pas analyser le cas avec des coupures comme les autres.

Dans une autre version, sans l’ensemble A, le lemme 5.11 prend la forme
suivante :

Lemme 5.12. Soit I une théorie compléte, cohérente, admettant des témoins
de Henkin. Si nous avons une preuve w du séquent

I, Ay

alors mous pouvons trouver une preuve 7 de ce méme séquent telle que la
premiére régle soit :
— Soit une régle dont la propositions active appartient a 'y, Aq.
— Soit une regle = a gauche sur une proposition de I, puis une regle axiome
sur une proposition de I'y.

Preuve. En appliquant le lemme précédent, nous avons une preuve 7’ de
rr I—%f A1, A, avec une premiere regle sur une des propositions de 'y, Aj.
Nous prouvons le lemme en faisant une analyse par cas sur cette regle :
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— C’est un axiome impliquant une proposition de I" et de A;. Nous pouvons
ainsi prendre A égal a ’ensemble vide.

— C’est un axiome avec une proposition B € A et A € I'y. Alors, comme
=B €T, nous pouvons transformer 7’ en la preuve suivante :

axiome

I, F AL B
[,-B,I i A

— — gauche

C’est ce que nous voulions.

— Sinon, c’est que la proposition active ne fait pas partie de I, A. Si c’est
une regle axiome, alors nous pouvons prendre des sous-ensembles vides de
I' et A, et nous avons une preuve de I'y l—;{ A;. Sinon, supposons par
exemple que la regle soit = a droite :

T
Iy, AFS B ALA
T F A= B, ALA

Alors, nous pouvons (en rajoutant des régles — & gauche en bas de )
obtenir une preuve de :

™

I,-AT, AR B Ay
T A= B A,

puisque, comme nous 'avons déja vu, =A C T'. De plus, comme nous
insérons uniquement des regles — a gauche, aucune condition de fraicheur
des variables n’est transgressée. Donc, nous pouvons appliquer ce raison-
nement a toutes les regles d’inférence, y compris V-d et 3-g.

|

Remarque. Dans la preuve de lemme précédent 5.12, la taille de la preuve 7’
peut étre plus grand que celle de 7 du fait de 'introduction de reégles —-gauche.
Par contre, le nombre de regles ayant comme proposition active des propositions
issues de I'1, A1 ne change pas.

Enfin, rappelons encore une fois que nous considérons uniquement des sous-
ensembles finis IV C T', d’apres la définition 1.9 et que ce ne sont pas les mémes
I'" dans 7’ et IV dans 7. (Et ¢’est pour cela que nous avons besoin d’une théorie
compléte, cohérente, et admettant des témoins de Henkin).

Nous pouvons maintenant passer a la preuve du lemme 5.10 :

Lemme. Si T, Pt 5 et T+ P+ alors |[PT] = 0.
SiT, P+l et TSl P~ alors |P~| = 1.

Preuve. La preuve se fait par induction sur la structure de P.



5.2. CONDITIONS POUR LA COMPLETUDE FORTE 89

— Si P est un atome, c’est la définition du modele (définition 5.3).
— Si P = AV B. Alors, d’apres le lemme de Kleene 3.2, nous avons des
preuves des séquents :

r+5 A B
!
T, AR
!
r, B+

Placons nous dans le cas positif. Si I' %C,{ AT alors |A| = 0 par le lemme
5.6. Si au contraire I' l—%f AT, alors par hypothése d’induction |A] = 0.
Nous appliquons le méme raisonnement & B, et nous obtenons |A| = |B| =
|[AvV B|=0.
Dans le cas négatif, nous devons montrer que |A V B| = 1. Supposons
donc que |A7| = 0. Cela veut dire que T F%f A, sinon nous pourrions
appliquer 'hypotheése d’induction sur A et obtenir |A| = 1. Par le lemme
de Kleene 3.2, nous avons I', = A }4%, donc = A € T'. Ainsi, nous pouvons
rajouter une regle —-gauche a la preuve de T’ l—%f A, B, et obtenir une
preuve de I' F%f B. Nous appliquons maintenant I’hypothese d’induction,
et obtenons |B| = 1. Ce qui implique |[P~| = 1.

— Si P =VzQ, alors d’aprés le lemme de Kleene 3.2, pour tout terme ¢, nous
avons une preuve m de I’ l—;g {¢/x}Q, avec ¢ une constante fraiche.
Dans 7, nous pouvons remplacer ¢ par n’importe quel terme t du langage
(& condition parfois de renommer certaines variables fraiches). Ainsi, nous
avons des preuves de séquents suivants, pour tout terme ¢ :

I, VaQ 5
I {t/2}Q

Dans le cas ou P est une proposition négative, il nous faut prouver que
pour tous les termes clos ¢t du langage, |{t/x}@Q| = 1. Soit donc un terme ¢
quelconque. Il y a deux choix. Soit ', {t/x}Q }—g, dans ce cas, |{t/z}Q | =
1 par hypothese d’induction. Soit I', {t/z}Q Jz‘%.f, et nous obtenons la méme
conclusion grace au lemme 5.9. Nous en déduisons donc que |P| = 1.

Dans le cas ou P est une proposition positive, alors il nous faut prouver
qu’il existe au moins un terme clos ¢ tel que [{t/z}Q] = 0. Nous savons
déja que :

I {t/2}Q
pour tout terme t. Nous allons trouver par récurrence sur la preuve de
r,P I—;'Zf un terme to tel que T, {to/2}Q l—;g. Ainsi, par hypothése d’in-
duction, nous saurons que |{to/z}Q| = 0.
Nous allons raisonner sur la preuve de I', P F;{ , et plus précisément sur
le nombre de régles appliquées & une proposition issue de P. En effet, ce
nombre est limité (la preuve elle-méme étant finie), disons N, et supposons
en plus qu'il s’agisse du plus petit nombre N possible.
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Pour les besoins de la démonstration, nous généralisons légerement, et nous
supposons avoir, un nombre N minimal et le nombre n correspondant, tels
que nous ayons une preuve 7 du séquent I', Py, ..., P, }—% ou apparaissent
N regles sur des propositions actives issues de Py, ..., P,, avec P, =g P
pour n’importe quel i. (Une telle démonstration existe, puisque nous avons
une démonstration de I', P l—g)

Nous pouvons appliquer le lemme 5.12 a .

Si la preuve transformée 7’ est une régle —-gauche et un axiome, alors
P; est proposition active, et cela veut dire que =P =g —F; € T'. Etant
donné que I' I—%f P, ceci n’est pas possible (on obtiendrait une preuve de
I'incohérence de I).

Donc, la premiere regle est sur P. Cela peut-étre une regle de contraction :

1

T
T, Py, Py F
r,Py,.., P,

Et nous avons trouvé une preuve de I', Py, ..., P, 1 F%f avec N — 1 regles
sur des propositions issues de P, ..., P11, ce qui contredit ’hypothese.
De méme, pour une regle d’affaiblissement :

1

s
T, Py, .y Py FSY
T, Py,..., Py S

nous avons aussi trouvé une preuve de I', Py, ..., P,_1 I—;{ avec N —1 regles
sur des propositions issues de Pi,..., P,_1, ce qui contredit I’hypothese.
Dans le cas ot n = 1, alors nous avons trouvé une preuve de I’incohérence
de I', ce qui n’est pas mieux.

La derniére possibilité (et la seule restante) est la régle V-gauche. En effet,
grace au lemme 3.1, seule cette regle peut s’appliquer :

1"

v
F7 P17 sy Pi—la {to/fE}Q/,Pi_;’_l, 7Pn F;g
T, Py,.., P,

avec Q' = Q.

Alors, de deux choses 1'une :

— Soit T, {to/2}Q’ J?‘f,‘éf et dans ce cas {to/x}Q =r {to/2}Q" € T, donc
nous avons une preuvede I', Py, ..., P;_1, Piy1,..., P, F?{ ou apparaissent
N — 1 regles sur les propositions issues de Py, ..., Pi_1, Pit1,..., P, ce
qui est en contradiction avec ’hypothese que N est minimal.

— Soit T, {to/2}Q’ l—%f, et dans ce cas T, {tg/z}Q l—%f. Et nous avons
trouvé le terme tqg cherché.
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Finalement, seul le dernier cas est possible. Nous avons forcé I' a nous
donner un témoin. Il existe donc bien t; tel que :

I, {to/z}Q +5
I {to/2}Q

Et nous pouvons conclure par hypotheése d’induction que |{to/2}Q|, = 0
et donc |PT], = 0.
— Les autres cas sont traités d’'une maniere identique.
]

Nous pouvons finalement prouver le résultat final :
Proposition 5.13. M est un modele des regles de réécriture.

Preuve. Comme déja évoqué précédemment, il nous suffit de regarder le cas
atomique. Soit donc un atome A — P. Nous avons trois cas de figure possible :

I A ¥
r ¥l o4
LAY et THY A

Dans le deux premiers cas, le lemme 5.9 permet de conclure que, respectivement
|A| = |P| =1et |A| = |P| = 0. Dans le dernier cas, puisque P est positive, nous
pouvons appliquer le lemme 5.10, et nous obtenons que |P| =0 = |A|.
Ainsi, nous venons de prouver le théoréeme de complétude forte. |
Comme d’habitude, nous avons le corollaire d’élimination des coupures :

Corollaire 5.14. Soit R un ensemble de régles de réécriture positives.
Sl existe une preuve du séquent :

'kr A
alors il existe une preuve de ce méme séquent sans coupure :

rrsf A

Relaxation de la condition de terminaison

Nous avons supposé dans la preuve précédente que R était confluent et
terminait. Le critere de terminaison n’est pas essentiel a la preuve, et le lecteur
intéressé peut vérifier que nous ne nous en servons nulle part (& aucun moment
nous ne parlons de forme normale, par exemple).

En revanche, le critere de confluence est indispensable. En effet, si nous
considérons des systemes de réécriture non-confluents, alors nous ne pouvons
plus nous servir du lemme de Kleene 3.2, et le lemme d’inclusion 3.4 doit étre
revu lui aussi.



92 CHAPITRE 5. DEDUCTION MODULO CLASSIQUE

Le seul point ol nous pouvons nous passer de la confluence est dans la
justification du fait que lorsque l'on veut prouver que P =x @ implique |P| =
|Q|, nous portons notre attention uniquement sur les atomes tels que :

r,A v
| =

Car les réductions ont lieu seulement sur des atomes, et par confluence :

P Q
\ /
R
Or, nous pouvons nous contenter de faire une récurrence sur le nombre de “pics”
de la conversion de P = Q :

R1 Rn—i—l
P Sy ... S, Q
L’exemple suivant montre qu’il est vital d’avoir un systeme de réécriture R

positif confluent, c’est & dire qu’on ne peut pas se passer partout du lemme de
Kleene. Soit R I’ensemble de régles de réécritures suivant :

A — BAC
A — VzD(x)

Alors, nous ne pouvons pas prouver le séquent suivant sans la régle de cou-
pure :
B,C+ BAC,D(0) B,C,BACFY D(0)
B,C r D(0)
Ici, la regle de coupure est indispensable pour “reconstruire” la proposition

B AC, que nous pouvons réérire seulement apres. Ce contre-exemple fonctionne
aussi en logique intuitionniste.

coupure

5.2.3 Réunir les deux conditions précédentes

Dans cette partie, nous allons voir comment il est possible de mélanger les
deux conditions précédentes I'une a 'autre. En effet, la preuve de la section
5.2.2 semble étre valide pour tous les modeles syntaxiques : il suffirait donc de
rajouter des regles positives a des regles compatibles avec un ordre bien fondé,
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pour obtenir un systéme de réécriture qui vérifie le théoreme de complétude
forte.

Le schéma de la preuve du théoreme est un mélange des preuves des sections
5.2.1 et 5.2.2 : tout d’abord nous construisons, comme dans le section 5.2.1 un
modele des regles compatibles avec 'ordre, et deuxiemement nous prouvons,
comme dans la section 5.2.2 que ce modele est aussi un modele des regles de
réécriture positives.

Les résultats de cette section sont entierement nouveaux, et ne figurent pas,
méme sous une forme simplifiée dans [17]. A I'heure actuelle, nous ne sommes pas
en mesure de démontrer la normalisation de ce genre de systemes de réécriture.

Si on peut mélanger des regles positives aux regles compatibles avec un
ordre, nous ne pouvons cependant pas faire n’importe quoi. En effet, le systeme
composé des deux regles suivantes a la propriété d’ordre pour la premiere regle,
et celle de positivité pour la seconde. Il est méme confluent :

A — -B
B — A

Meéme si nous supposons la terminaison du systeme de réécriture, cela n’est
plus suffisant. En effet, il est possible décomposer I'exemple que donnent Dowek
et Werner [17] :

ReR — VyA(y)
Aly) — (Maz(yexz=>yeR)=-yeR

La condition que nous introduisons ici est une condition de normalité a droite
pour les regles de réécriture positives. L’idée est que les atomes introduits par
une reégle de réécriture positive sont irréductibles par les autres regles (celles qui
sont compatibles avec l'ordre).

Autrement dit, les régles positives viennent s’ajouter “par dessus” les autres,
sans les déranger. Elles ont le droit d’interférer dans les regles qui sont compa-
tibles avec l'ordre, & condition, bien str de respecter la confluence. Par contre,
les regles compatibles avec 'ordre ne peuvent pas interférer dans les regles po-
sitives. Nous formalisons cela dans la définition suivante :

Définition 5.4. Soient deuz systémes de réécriture R et R'. R’ est normal
a droite pour R (R-normal a droite) si, pour toute regle propositionnelle | —
r € R/, toutes les instances des atomes de r par des substitutions o R-normales
sont normales pour R.

Dans cette section, nous supposerons donc avoir un systeme de réécriture
confluent, qui termine, et se décomposant en deux parties complémentaires et
confluentes R~ et R4, telles que Ry soit positif et normal & droite pour R~.
Nous utiliserons les abréviations +-normal au lieu de normal pour le systeme
de réécriture R4 et >-normal au lieu de normal pour le systeme de réécriture R~
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Alors, soit I' une théorie complete, cohérente, admettant des témoins de
Henkin, construisons-en un modele qui soit un modele des regles de réécriture.

Comme indiqué ci-dessus, nous reprenons la construction de modele de la
section 5.2.1.

Définition 5.5. Soit une théorie T', compléte, cohérente, admettant des témoins
de Henkin, dans un langage L. Nous définissons la structure M par
- M = {t|t terme clos de L}
— Pour tout prédicat atomique normal n-aire P.
Si P(t1,...,tn) est en forme normale pour R~ :

(t1, .o tn) 1si P(ty,...tn) €T
t

P(t1, ...
P(ty,...,tn) = 0 sinon

Si P(ty,...,tn) nest pas en forme normale pour R~ :

~

P(t1,.tn) = |P(t1, . tn) | |
ou P |~ représente la forme normale de P pour les regles de R~ .

Notons que comme dans la section 5.2.2, nous définissons notre modele sans
tenir compte des regles de écriture positives R, et fixons arbitrairement une
valeur de vérité aux atomes non R, normaux, mais Rs normaux. Enfin, la
définition est bien fondée grace a la bonne fondation de 'ordre >, et au fait
qu’il possede la propriété de la sous-formule.

Nous avons effectivement construit un modele. Reste a vérifier deux choses.
Premiérement, nous devons démontrer que le modele est un modele de I". C’est
I’objet du lemme suivant.

Lemme 5.15.

SiPel alors |P|=1
SiT¥sI P alors |P|=0

Preuve. La preuve se fait par induction sur 'ordre >. Voyons rapidement
quelques cas, qui sont exactement les mémes que dans la démonstration du
lemme 5.6.
— Si P est un atome >-normal, alors c’est la définition 5.5.
— Si P est un atome non normal, alors P —~ ), et nous appliquons 1’hy-
pothese d’induction & Q.

— Si P = AV B, alors, dans le premier cas, le lemme 3.4 nous dit que
A €T ou B €T. En appliquant I’hypothese d’induction, nous obtenons
|[AvV B|=1.

— Si P = AV B dans le deuxiéme cas, alors le lemme 3.4 nous dit que I’ Jr‘%f A

et ' J"g B. Nous appliquons alors 'hypothese d’induction.
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|

Maintenant, il nous faut prouver que le modeéle est un modele des regles
de réécriture. Montrons le d’abord sur les regles compatibles avec 'ordre bien
fondé >. Cela se fait par induction sur >, et ’hypothese est si P —% @, alors
Pl=1Q]:

— Si la dérivation a une longueur nulle, alors c’est trivial.

— Si P est un atome non normal, alors P —% @ —* P |. Nous appliquons

I'hypotheése d’induction sur @, et obtenons |Q| = |P | |.

— Si P n’est pas atomique, alors nous la décomposons en fonction de son
connecteur principal. Par exemple, si P = AA B, alors, puisque le systeéme
de réécriture R est confluent, nous avons par le lemme 3.1 Q = A’AB’, et
A —* A', B—* B’. Nous pouvons donc appliquer I’hypothése d’induction
sur A et B.

Il nous faut ensuite le montrer pour tout 'ensemble des regles. Puisque R+
est normal a droite pour R, si nous avons une dérivation P; — P, —~ Pj,
nous pouvons presque inverser ces regles et commencer par des réécritures avec
des regles de R~ (ce n’est cependant pas la déférabilité de Soloviev). En fait, il
faut se servir de la confluence. Nous avons le schéma suivant :

p—" .p_— " . p
1+2>3

Q x| >+

Pl P

En effet, par confluence P; |- et P; ont un réduit commun Pj, et tous les
réduits de P; |s sont normaux pour les régles de R~ (par normalité & droite
des reégles de R4), donc seules des régles de R sont applicables.

Ainsi, si P = @, il existe R tel que :

P < .
R Q
* | > * | >
P i> P l>
* *
X X
R
Et nous savons déja que :
[Pl = [Pls]
QI = 1Q 15|
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Donc, ce qu’il nous reste a montrer est que pour tout P et @, si P —% @,
nous avons |P| = |Q|. Cela se fait exactement de la méme maniére que dans la
section 5.2.2, nous le montrons d’abord sur les atomes. Pour cela il nous faut
montrer le lemme :

Lemme 5.16. Soit P une proposition, soit négative soit positive, et >-normale.
SiT, Pt et T HSD P oalors |PH| = 0.
SiT, P+l et TS P~ alors |P~| = 1.

Preuve. Elle se fait exactement de la méme maniere que dans la section 5.2.2,
par induction sur la taille de la preuve.

— Si P est un atome, alors c’est la définition du modele. Et ce, parce que P

est >-normal.

— Les autres cas se traitent de la méme maniere que dans la section 5.2.2.
En effet, le lemme 5.12 est toujours valide (et les lemmes de Kleene aussi),
méme si Ry en soi n’est pas confluent (ce qui est important, c’est que R
le soit.

|

Dans la preuve précédente, nous voyons qu’il est extrémement important
de supposer que R, est normal a droite pour R~. Sinon nous ne pourrions
pas conclure dans le cas atomique, ni prouver que dans le cas positif, ’'on peut
considérer des dérivations du type P — > R —% Q.

Donc, si A —4 P, comme les deux systémes de réécriture vérifient la condi-
tion 5.4, nous avons P positive et >-normale. Ainsi, |[A| = |[P|=1s1 A €T
(par le lemme 5.15), et 0 dans le cas contraire (soit par le lemme 5.16, soit
par le lemme 5.15). Nous étendons ensuite ce résultat & toutes les propositions
P —, @, par induction sur la structure de P.

Soit maintenant P —* @), alors, puisqu’il existe R telle que P -~ R — @,
nous avons |P| = |R| parce que M est un modele de R+, et |R| = |Q] par le
lemme 5.16 précédent. Donc M est un modele des regles de réécriture.

Nous avons donc le théoréeme suivant :

Théoreme 5.17. Soit R un systéeme de réécriture compatible avec un ordre
bien-fondé.

Soit Ry un systeme de réécriture positif qui soit normal a droite pour R, et tel
que RUTR soit confluent.

SiI'Frur, A alors on a une preuve (sans coupure) du séquent :

I+

RUR 4+ A

La preuve est donnée ci-dessus.
Nous avons donc le théoreme d’élimination des coupures :

Corollaire 5.18. Soit R un systeme de réécriture compatible avec un ordre
bien-fondé.

Soit Ry un systeme de réécriture positif qui soit normal & droite pour R, et tel
que RUTR soit confluent.

Alors la regle de coupure est redondante dans le calcul des séquents modulo
RUR,.
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Remarque. Notre méthode semble applicable & tous les systemes de réécriture
pour lesquels il est possible de construire un modele syntaxique d’élimination
des coupures, avec la méme condition que les regles positives soient normales &
droite pour le systeme de réécriture initial. Cependant, nous ne sommes pas en
mesure de démontrer le résultat suivant :

Soit R un systeme de réécriture pour lequel on peut prouver le théoreme
de complétude forte vis a vis des modeles syntaxiques. Soit R, un systeme de
réécriture qui soit normal & droite pour R, et tel que R U R soit confluent.
SiI' Frur, A alors on a une preuve (sans coupure) du séquent :

M)

RUR 4+ A

Supposons I" complete, cohérente et admettant des témoins de Henkin pour
R UR4. Pour en construire un modele M de R, il faudrait le compléter vis a
vis du calcul de séquents pour R seulement, et nous n’obtenons plus forcément
une théorie cohérente pour R U R,. La solution serait de considérer la semi-
valuation définie par I' et de montrer que nous pouvons ’étendre en un modele
dont le domaine soit les mémes termes que ceux de I'. Ceci semble plus fort que
I’hypotheése que nous avions faite sur R (qui est celle de I'existence d’un modele
syntaxique).

Ensuite, le deuxiéme probleme arrive avec les propositions atomiques A qui
sont R-normales et telles que :

roa
r oA

Rien ne nous dit que dans le modele M précédemment défini, elles sont toutes
interprétées par la méme valeur de vérité, ce dont nous avons besoin pour pou-
voir appliquer le lemme 5.16. On peut cependant raisonnablement penser que
c’est le cas, car leur interprétation ne change en rien le fait que le modele M
soit un modele de R et soit un modele de T

Notons que ces deux conditions sont réunies pour les systemes R compa-
tibles avec un ordre bien fondé.

Il faudrait donc par exemple la condition supplémentaire suivante : la pos-
sibilité d’extension d’une semi-valuation (compatible avec R) en un modele de
R, dont le domaine est consittué des termes présents dans la semi-valuation et
seulement ceux-ci. De plus, le modele doit étre cohérent par rapport aux atomes
A dont nous avons parlé plus haut.

Remarque. L’ajout de regles positives peut étre vue comme 'ajout de types
inductifs. Notre résultat démontre que 'on peut rajouter des types inductifs,
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sans pour autant casser les bonnes propriétés du systeme.



Chapitre 6

Complétude du Calcul des
Séquents intuitionniste sans
coupure

Nous abordons maintenant 1’élimination des coupures dans le calcul des
séquents intuitionniste modulo, tel qu’il est présenté dans la figure 2.3 du cha-
pitre 3.

Comme nous allons le voir, les structures de Kripke se prétent tres bien aux
preuves sémantiques d’élimination des coupures. En particulier, nous pouvons
étendre relativement facilement les méthodes classiques vues dans le chapitre
5, le seul colit supplémentaire étant de considérer non pas les définitions de la
section 3.2, mais celles de la section 3.3.

6.1 Théoreme de correction et réciproque

6.1.1 Le théoréme de correction

De méme qu’au chapitre précédent, nous devons relier la syntaxe et la
sémantique de la logique des prédicats. Nous commencons par le théoreme de
correction ci-dessous.

Théoréme 6.1 (Correction). SiI'Fg P alors T'Fgr P

Preuve. Par induction sur la dérivation du séquent I - P, selon la derniere
regle appliquée :
— Si la régle est un axiome, alors, il est clair que Q Fr P quand Q =r P,
grace a la définition 2.7.
— Si la regle est une regle de coupure, alors par hypothese d’induction :

F':RC et F,D):RP

99
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avec C =r D Ainsi, soit K et @ € K un monde qui valide T'. 1l valide
aussi C' par hypothese d’induction, et D parce que K est un modele de R.
Ainsi, hypothese d’induction encore une fois, nous avons « -z P.

Si la regle est V-droite :
g A

I'kr P
Soit @ € K un monde d’une structure de Kripke K telle que a IFg T'. Par
hypothese d’induction, a IFg A, et donc a IFgr AV B, par définition d’une
structure de Kripke 1.12. De plus, c’est un modele des regles de réécriture,
et donc a lF¢ P.
Si la regle est V-gauche :

T i

TArx P T,BFg P
[,QFg P

Soit donc une structure K et un monde « validant I'; Q. IC est un modele
de R, donc, a IFg AV B. Par définition 1.12, nous avons donc «a IFg
A ou «a kg B. Dans les deux cas, nous pouvons appliquer I’hypothese
d’induction sur la prémisse de droite (resp. de gauche), et nous obtenons
que a lFz P, ce qui est ce que nous voulions.

Si la regle est =--droite, alors, nous avons la preuve suivante :

.
T,RFz Q
Thg P

Soit donc K un modele de I'; o € K le monde tel que a IFg I'. Soit > «
un monde tel que § IFg R (8'il existe). Par monotonicité de la relation
de forcing (lemme 1.2), nous avons aussi 8 IFx T'. Ainsi, nous pouvons
appliquer I’hypothese d’induction sur 7 et nous obtenons 3 IFr Q. Au
final, nous avons bien prouvé que a lFgr R = @,

Si la regle est =-gauche, alors, nous avons la preuve suivante :

7r w’

TAFR P TFg B
[,QFg P

Soit donc K une structure de Kripke, et a IFg ', Q un noeud de K. Par
hypothése d’induction (sur 7’), nous avons « k¢ B. Ainsi, par définition
d’une structure de Kripke 2.7 et 1.12, et puisque « IFz B, nous devons
avoir « IFr A. Maintenant, par hypothese d’induction sur 7, nous avons
donc a Ik P.

— Si la regle est V-droite, alors nous avons la preuve suivante :

™

['Fgr {c/z}Q
Tre P
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avec ¢ constante fraiche. Soit 8 > «. Puisque ¢ est fraiche, nous pouvons
la remplacer par n’importe quel terme, y compris par un terme “fantéome”
(intuitivement : une variable), qui s’interpréte successivement par tous les
éléments de Dg, et nous pouvons utiliser le lemme 1.1°.

Par hypothese d’induction sur m, nous avons, pour tout élément a € Dg :
alFrg{ca/r}Q, et donc, pour tout élément a € Dg, BlFrqy(a/2)@ par le
lemme 1.1. Ce qui nous donne bien alFx,P.
Remarquons que dans la preuve précédente, nous n’avons changé ni les
domaines ni 'ensemble K de la structure de Kripke K, mais nous avons
seulement changé le langage formel associé.

— Si la regle est V-gauche, alors nous avons la preuve suivante :

™

L {t/z}QFr R
TPz R

Soit un monde « d’une structure de Kripke quelconque, tel que alFz ,I', P.
Alors, par définition, nous savons que albR 54 (5(1)/2) @, et par le lemme 1.1,
alFro{t/z}Q. Ainsi, nous pouvons appliquer ’hypothése de récurrence
pour prouver alFr R
— Les autres cas se traitent de la méme maniere.
|
Rappelons que les résultats précédents sont valides pour tous les systemes
de réécriture, y compris non confluents.

6.1.2 La complétude forte

Comme au chapitre précédent, le théoréeme de correction a une réciproque,
qui est le théoreme de complétude :

Théoréme 6.2 (Complétude). Si T Er P, alors T b P.

Au lieu de prouver ce théoreme, nous allons, pour certaines classes de regles
de réécriture prouver le théoreme de complétude forte :

Théoréme 6.3 (Complétude forte). Si T Er P, alors T 5 P.

dont le corollaire est le théoreme d’élimination des coupures. De plus, les
constructions que nous verrons sont tres proches de celles que nous avons vues
au chapitre 5.

1Formellement, il faudrait procéder de la méme maniére que dans la preuve du théoréme de
correction 5.1 du chapitre 5, en rajoutant pour chaque élément a € Dg des constantes c, dans
un nouveau langage, de maniere a atteindre tous les termes de Dg, et considérer la structure
de Kripke Kz définie par Kg = {a € K|a > 3}, c’est & dire la structure de Kripke K tronquée.
Ce probléeme est lié a la définition du systéme d’inférence avec des constantes fraiches lors de
la regle 3 & gauche et V & droite. De ce que nous avons gagné en évitant ’a-conversion, nous
en perdons un peu ici.
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6.1.3 Les semi-structures de Kripke

Nous avons défini la notion de semi-valuation a la définition 3.4, puis nous
avons vu qu’'une théorie complete définissait une semi-valuation. Nous allons a
présent introduire une nouvelle définition, celle des semi-structures de Kripke,
qui en est I’équivalent dans le cadre intuitionniste. Nous verrons ensuite plus loin
que les théories completes forment une semi-structure de Kripke, et pousserons
I’analogie avec le cas classique.

Ce qui change fondamentalement par rapport a la définition d’une struc-
ture de Kripke est que nous définissons mutuellement deux relations, IF et IF,
partielles, par induction sur les formules :

1. sialk, AV B alors a k-, A ou a I, B.

2. st alF,AV B alors o IF, A et aIF,B.

sialks AN B alors alb, A et alb, B.

si alF;A A B alors o IF, A ou aIF, B.

si alF, A = B alors pour tout § > «, § Ik, A implique S I+, B.
si alF;A = B alors il existe > «, ( IF5A implique 3 IF, B.

si a Ik, —A alors pour tout 3 > «, 8 IF, A.

si a IF,—A alors il existe 3 > o, §IF, A.

si a k5 3z A alors il existe un élément a € D(a) tel que o lFg(q/q) A

© P NS oW

10. si a IF,32A alors pour tout élément a € D(a), a |F0+<G/I>A.

11. si @ Ik, VzA alors pour tout 8 > «, pour tout élément a € D(fB),
BIFot(asz) A

12. si alk, VoA alors il existe 8 > a, a € D(3), tels que 3 ng+<a/z>z4-

IF est monotone, alors que IF est anti-monotone (sur les atomes, et par
extension, pour toutes les propositions).
Grace au lemme 3.6, nous pouvons définir de manieére simple une semi-
structure de Kripke :
— L’ensemble des mondes est formé par les mondes A-complets, A-cohérents
et admettant des A-témoins de Henkin.
— les relations IF et |IF sont définies par :

Pel implique TIFP
r¥el pooimplique T IFP

Ici il faut faire attention au fait que IF est aussi une relation, qui correspond
moralement & J¥, mais, contrairement & celle-ci, IF n’est plus le complémentaire
de I (sinon ce seraient des relations totales) Si on n’a pas « I P, alors on a
a ¥ P, mais on n’a pas a IFP. Et ici, comme la semi-structure est une relation
partielle, c’est exactement ce que nous voulons.

Comme au chapitre précédent, section 5.1.3, nous n’avons pas de théoreme
de correction pour les semi-structures de Kripke. Tout l'important dans les
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démonstrations du théoreme de complétude forte est donc d’étendre cette semi-
structure de Kripke en une structure de Kripke qui soit conservative (et, dans
notre cas, qui soit en plus un modele des regles de rééeriture). Clest le schéma
qui sera suivi dans les sections suivantes.

6.2 Complétude forte

Nous montrons maintenant le théoréeme de complétude forte (et ainsi, le
théoréme d’élimination des coupures) pour différentes classes de systeme de
réécriture, que nous avons déja rencontrés auparavant. Nous reprendrons les
conditions vues au chapitre 5.

6.2.1 Une condition d’ordre

Dans cette section, nous supposerons le systeme de réécriture compatible
avec un ordre bien fondé possédant la propriété de la sous-formule, comme
nous I'avons vu dans la section 5.2.1 du chapitre précédent. Cette condition
étend celle que lon peut trouver dans [17] pour les systémes de réécriture sans
quantificateurs.

La construction de notre structure de Kripke est la suivante :

Définition 6.1. Soit K la structure de Kripke définie comme suit :
— K est I’ensemble des théories A-complétes, A-cohérentes et admettant des
A-témoins de Henkin.
— ’ordre partiel sur K est l'inclusion
— D, est l’ensemble des termes du langage. Nous avons donc une structure
syntaxique.
— la relation de forcing est définie de la facon suivante :

1. Si A est un atome normal, alors T'lFr A ssi A € T.

2. Si A n’est pas un atome normal, alors soit A | son unique forme
normale (R est confluent et termine, grace a Uordre, donc la forme
normale existe). Nous posons albr A ssialbr A .

3. La relation |k entre les mondes et les propositions composées sont
définis de la méme maniére que dans la définition 1.12.

Tout d’abord, remarquons que la définition est bien fondée car 'ordre lui-
méme est bien fondé (en effet, on ne fixe la valeur de vérité que des atomes
normaux, en définissant en fait celle d’une proposition P par induction sur
Pordre).

Il nous faut montrer deux choses. D’abord, que la structure définie est une
structure de Kripke, puis que c’est un modele de R. Vérifier les conditions de
la définition 1.12 est immédiat, sauf pour le cas d’une proposition P atomique.
Nous allons montrer par induction sur I'ordre > le lemme suivant :

Lemme 6.4. Pour toute proposition P, si a < 3 alors a kg P implique
Blkr P



104 CHAPITRE 6. DEDUCTION MODULO INTUITIONNISTE

Preuve. Nous procédons comme dans la preuve du lemme 1.2, a la différence
que l'induction s’effectuera sur I'ordre bien-fondé dont est muni I’ensemble des
regles de réécriture R. Voyons les deux cas qui different de ceux explicités dans
la preuve de 1.2 :

— Le cas de base : il s’agit maintenant des atomes normaux A. Il est tout

aussi immédiat, car c’est la définition que nous avons donnée de K.
— Un cas supplémentaire, celui des atomes non normaux : si A n’est pas
un atome normal, alors nous appliquons '’hypothese d’induction sur A |.
Ceci est justifié car nous faisons décroitre strictement 1’ordre bien fondé.
— Tous les autres cas sont exactement identiques.

|
Corollaire 6.5. La structure IC est une structure de Kripke.

Ce corollaire nous amene a la deuxieéme propriété que nous devons montrer :
IC doit étre une structure de Kripke pour les réegles de réécriture R.

Lemme 6.6. Soit KC la structure de Kripke précédemment définie, « € K et P
une proposition.
allr PssiallFg P .

Preuve. Par induction sur 'ordre bien fondé . Nous distinguons des cas

suivant le connecteur principal de la proposition P :

— Si P est un atome A, normal ou non, d’apres la définition 6.1, A et A |
ont la méme interprétation.

— Si P = dzQ, alors puisque la réécriture ne peut se faire que sur des
prédicats, P |= 3z(Q |). Nous utilisons ensuite la définition des structures
de Kripke 1.12 pour conclure, par hypothese d’induction (car {¢/z}(Q |
) 1= ({¢/2}Q) | et nous pouvons appliquer ’hypothese d’induction & ces
deux propositions.

- SiP=AVB,alors P |= (A |)V (B |), et nous pouvons appliquer
I’hypotheése d’induction sur A et B, en se servant de la regle pour V dans
la définition de la structure de Kripke.

— Tous les autres cas sont traités de maniere similaire.
[ |

Corollaire 6.7. Soit K la structure de Kripke définie précédemment, o € K et
P =x Q deux propositions. Alors a kg P ssi alFr Q.

Preuve. Par confluence, P |=Q |. |

Il nous reste a prouver que I est un contre-modele de 7 E A, avec 7 A-
cohérente. C’est a dire qu’il existe un noeud « tel que a lFr 7 et a Wr A.
Nous allons plutot prouver le lemme suivant, qui en est une généralisation :

Lemme 6.8. Soit KC la structure de Kripke ci-dessus définie, soit I' € K un de
ses mondes, et soit P une proposition de Lr, alors :

P el implique T lFg P
r J"g P implique T ¥r P
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Notons que nous avons équivalence entre P € I' et T', P ¥r A, d’apres la
construction de la section 3.4.

Preuve. Par induction sur 'ordre >, en distinguant suivant le connecteur
principal de la proposition P.

— A est un atome normal. C’est la définition de IFx

— A n’est pas un atome normal. Nous appliquons I'hypothése d’induction a
Al

— QVR.Si@QVReT, alors prouvons que Q € I' ou bien R € I'. Si ce n’était
pas le cas, nous aurions I', R l—;{ Aet T, Q I—g A. Par la regle V gauche
nous aurions alors I', RV @ I—ifzf A, ce qui est une contradiction.

Sil Jz‘g QVR,alorsT Jz‘;‘{c Q et donc I' ¥ @ par hypothese de récurrence.
Nous procédons de méme pour R. Ainsi I' ¥r P.

- Q= R.SiQ = R €T, alors soit un monde A D T tel que A IFg Q.

Comme ) = R € A, nous avons A, Q = R Jz‘g B(1) (Avec A B-
cohérente). De méme, nous avons A l—;{ Q(2) car A IFr @, et nous
pouvons appliquer ’hypothése d’induction.
Il faut maintenant prouver que A IFx R. D’aprés (1), nous pouvons
conclure que soit A Jr‘;{ Q, soit A, R J;‘%f B. La premiere possibilité est
interdite par (2). Nous devons donc avoir la deuxiéme, ce qui implique que
R € A et donc par hypothese d’induction par A lF¢ R.

SiTl Jré%c @ = R, alors nous devons avoir I', Q) }‘g R. Dans un langage
plus riche, nous pouvons compléter I en A, Q-cohérent, etc. Mais si A est
(Q-cohérent, etc. il représente donc un monde de K. De plus, nous avons
Q € A et A¥5 R. Par hypothese d’induction A -z Q mais A ¥ R.

— VaQ. Si P € T', alors soit A D I" et t € Da. Puisque P € A, nous de-
vons avoir A,VxP J%%c B, avec A B-cohérente. Ainsi, nous devons avoir
A {t/x}P J";{ B. Par hypothese d’induction, nous avons donc A IFg
{t/z}Q. Et ce, pour tout A et pour tout terme t.

SiT Jz‘%c P, alors soit ¢ une constante fraiche (d’un langage plus riche,
donc) par rapport a I'. Nous devons avoir T }‘g {¢/z}Q. Dans ce nouveau
langage plus riche, nous pouvons compléter I' en A, qui soit {c¢/x}Q-
cohérente, {c/x}Q-complete et qui admette des {c¢/z}@Q-témoins de Hen-
kin. Cette théorie A représente un monde de K, ainsi, par hypothese de
récurrence, A ¥r {c/z}Q.

— dz@Q. Nous faisons intervenir les témoins de Henkin dans le cas P € T
Dans le cas contraire, nous procédons comme dans le cas précédent.

— Tous les autres cas se traitent d’une maniere similaire.

|
De ce lemme, nous pouvons enfin déduire le théoreme de complétude forte :

Théoréme 6.9 (Complétude forte). Si T Fr P, alors T l—g P.

Preuve. Prouvons la contraposée. Si T J;‘%f P, alors dans la structure de
Kripke précédemment définie, soit I' un monde qui contient 7 (nous avons vu
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qu’ils existaient). Par le lemme 6.8, nous avons I' kg 7 et I' ¥ P. |
Et le corollaire d’élimination des coupures :

Corollaire 6.10. Si T Fr P alors T 5] P.

6.2.2 Une condition de positivité

Nous changeons maintenant la condition sur le systeme de réécriture. Nous
allons supposer maintenant que le systéeme R, outre le fait qu’il soit confluent
possede la propriété de positivité, c’est a dire que pour toute regle A — P € R,
nous avons P positive, dans le sens de la définition 1.8.

Sous cette hypothése, d’'une maniere relativement similaire a celle de la sec-
tion 5.2.2 nous allons prouver le théoréeme d’élimination de complétude forte
pour le calcul des séquents modulo intuitionniste associé.

La construction du modele mime celle du chapitre 5. Etant donné une théorie
T qui est A-cohérente, nous commencons par définir une structure de Kripke,
telle que pour un certain monde « IFr 7 et a Wi A. Ensuite, et seulement
ensuite, nous prouvons que la structure définie est un modele des regles de
réécriture R, et ce, grace a la condition de positivité introduite.

Définition 6.2. Nous considérerons la structure de Kripke K = (K, <, D,I)
sugvante :
— K est l’ensemble des théories A-complétes, A-cohérentes et admettant des
A-témoins de Henkin, pour une certaine proposition A,
— < est la relation d’inclusion,
— Dr est l’ensemble des termes du langage dans lequel ' est A-compléte,
— La relation de forcing est définie de la facon suivante :
— Si B est un atome (normal ou non pour R), nous posons T' Ik B ssi
Bel.
— Pour toutes les formules non-atomiques, nous définissons la relation de
forcing en adéquation avec sa définition dans une structure de Kripke

1.12.

Il est ainsi immédiat de constater que la structure précédemment définie
est bien une structure de Kripke. Ce qui ’est moins est de prouver qu’elle est
modele de R. En effet, nous n’utilisons nulle part dans la définition précédente
les regles de rééceriture.

Avant de nous intéresser a ce probléme, intéressons nous au probléme sui-
vant :

Lemme 6.11. Dans la structure de Kripke précédemment définie, nous avons,
pour tout monde I € K :

Pel = TIP
r¥iP = TEP

Preuve. Par induction sur la structure des propositions. Nous noterons dans
toute la suite Cr la proposition A telle que I' soit A-cohérente, A-complete



6.2. COMPLETUDE FORTE 107

et admette des A-témoins de Henkin. Insistons sur le fait que ce n’est qu’une
abréviation, et que Cr n’est en particulier pas une proposition atomique que
Ion vient rajouter a posteriori au langage dans lequel est exprimé T'.

Voyons quelques cas significatifs :

— Si P est une proposition atomique (normale ou non), ¢’est la définition.

— Si P = A = B. Considérons le cas P € I'. Soit A D I'. Nous avons donc
P € A. Ainsi, A, B }‘g Ch ou A }‘%f A. Dans le cas contraire, nous
pourrions invoquer la régle =-gauche, et aurions une preuve de A, P F;{
Ca. Ainsi, par hypothese d’induction, nous devons avoir soit A I+ B (car
B € A, d’aprés une remarque de la section 3.4), soit A ¥ A. Dans tous
les cas, si A IF A alors A I B, donc nous avons prouvé I' |- P.
Concernant le cas I’ }‘;}{ P, nous devons avoir I", A }‘g B. Dans un langage
plus riche, nous pouvons compléter I', A en A telle que Ca = B. Ainsi,
en considérant A comme un monde de K, nous avons I' < A, A IF A
(Hypothese de Récurrence) et A W B, ce qui implique bien que I' ¥ P.

— Si P = Jz@Q. Dans le cas ou P € I, nous faisons intervenir la définition

des Cr témoins de Henkin.
Dans le cas ou I Jz‘;{ P, nous avons, pour n’importe quel terme ¢t € Dr :
r Jz‘g {t/x}@, sinon nous pourrions prouver le séquent d’origine. Ainsi,
par hypothése de récurrence, nous avons I' ¥ {t/z}Q pour tout terme t,
donc " ¥ P.

— Si P = VzQ. Dans le cas ou P € I, soit A D I', nous faisons la méme
analyse que dans le cas précédent, et obtenons que pour tout termet € Da,
AlF{t/z}Q. Donc T I+ P.

Dans le cas contraire, soit ¢ une constante fraiche par rapport au langage

dans lequel est exprimé I'. Alors, nous devons avoir T’ }‘g {c/x}Q, car ¢

est fraiche. Nous pouvons compléter (dans un langage plus riche) T en A,

en forcant le fait que Ca = {c¢/z}Q. Nous obtenons alors A ¥ {c¢/x}Q par
hypothese de récurrence. Ce qui nous permet de conclure que I' ¥ P.

|

Reste maintenant a prouver le résultat annoncé plus haut : K est une struc-

ture de Kripke pour les regles de réécriture R. D’un premier abord, on pourrait

penser qu’il suffit d’utiliser le lemme 6.11 précédent de la fagon suivante :

- SiP=r Qet PeT, alors F,P}‘%f Cr, donc F,Q}‘g Cr,etdonc Q €T’

- SiP=r Q et I‘}‘g P, alors I‘}‘g Q@ et nous avons I' ¥ P et T' ¥ Q.

Cela fonctionne. Le probleme est que ces deux cas ne sont pas exhaustifs. Il

y en a un troisieme :

r,Pr Cr
re P

voir les remarques correspondantes aux sections 5.2.2 et 3.2.1.

Nous restreignons tout d’abord notre probléme, en utilisant le fait que les
réécritures ont lieu sur des termes atomiques, et le fait que notre systéme de
réécriture est supposé confluent.
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Etant donné P =g @, si 'on veut prouver a IF P < « IF @, comme le
systeme de réécriture R est supposé confluent, il existe R tel que :

P Q

R

Ainsi, il suffit de prouver « IF P < «a I R. De plus, comme les réécritures
dans P ne s’effectuent que sur des atomes, nous pouvons nous limiter au cas
atomique (le reste s’obtient par une classique induction structurelle sur P).

Le résultat a prouver se simplifie donc en :

Si A— P,nous avons alF A< alF P

Pour cela, nous devons nous servir du fait que P est une propositions positive.
En effet, nous avons supposé que R était un systéme de réécriture positif. Nous
allons en fait prouver le lemme suivant par induction mutuelle :

Lemme 6.12. Soit I' un monde de la structure de Kripke définie précédemment
(définition 6.2) et soit A la proposition telle que T est A-cohérente. Soient P, Q
des propositions telles que :

r, Pt A r,Q Fs A
r vpt T o
alors nous avons I'I- Pt et T W Q™.

Preuve.
La preuve se fait par induction mutuelle sur la structure de P et de Q.
Distinguons les cas suivant le connecteur principal :
— il n’y en a pas. P est un atome : c’est la définition 6.2 de notre modele. @
ne peut pas étre un atome, car ) est négative.
— Cest A. P = RT AST. D’apres de lemme de Kleene 3.5, nous avons des
preuves des séquents suivantes :

I,R,S K5 A

r +4 R
r v s

Considérons R. Si I', RT l—%f A, alors par hypothése de récurrence, nous
avons I' IF R. Sinon, nous avons I', R Jz‘g A, c’est a dire, par A-complétude
deI', R € T'. DoncI' IF R aussi, d’apres le lemme 6.11. Méme raisonnement
pour ST. Ce qui nous amene & la conclusion que I' IF R A S.
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Q = R~ N S7. Alors, toujours par le méme lemme de Kleene 3.5, nous
avons des preuves des mémes séquents que précédemment. Considérons
R.SiT,R™ l—g A, alors par hypothese de récurrence, nous avons I' ¥ R.
Ainsi, TIF RAS.
Sil',R™ }/%f A, alors R € I'. Alors, nous pouvons conclure que la preuve
deT',R, S l—g A est en fait une preuve de I', S l—%f A. Et par hypothese
de récurrence (sur ST, cette fois), nous obtenons I' ¥ S, ainsi, T ¥ RA S.
— C’est V. P = Rt v S*. Alors nous utilisons la propriété de disjonction
de T (lemme 3.7) et le lemme de Kleene, qui nous donnent des preuves
des séquents suivants :

I,R™ FJ A
r,st oA

Il RT ou THY ST

Supposons que I’ }—%f R™. Alors I'hypotheése de récurrence nous permet de
conclure que I' IF Rt et donc T IF P.
@@~ = R~V S~. Nous avons encore des preuves des séquents ci-dessus.
Peu importe que T’ F;{ R ouque I %;{ R~ car la conclusion est la
méme (soit par hypotheése de récurrence, soit par le lemme 6.11), I' ¥ R.
De méme, I' ¥ S, et donc "' ¥ P~.

— C’est =. P = R~ = S*. Le lemme de Kleene nous fournir une preuve du
séquent suivant :

R Y st

Supposons que dans un monde A DO I, nous ayons A I R. D’apres
le lemme 6.11, nous avons donc A l—%f R. De plus, par hypothese de
récurrence, et parce que R est une proposition négative, nous devons avoir
aussi A, R %C,{ B, avec A B-cohérente, B-complete. Ainsi, R € A, et donc,
nous avons en fait une preuve de A I—i,:g St.Si S € A, alors le lemme 6.11
permet de conclure, et sinon, c’est 'hypothese d’induction qui permet de
dire que A IF S. Ce qui prouve que I'IF R = S.

@ = R™ = S™. Le lemme de Kleene nous fournit la preuve du méme
séquent que précédemment. Cependant, ici il nous faut construire un
monde A DT tel que A IF R et A ¥ S. Comme nous allons le construire
par induction sur la structure de la preuve du séquent I', R = S l—;{ A, il
nous faut un lemme intermédiaire plus général :

Lemme 6.13. Soient P, =r ... =r P, =r R = S des propositions.
Soit A un monde (B-cohérent, B-complet et admettant des B-témoins de
Henkin) qui vérifie :

AP, .. P FI B (6.1)
A R=S (6.2)
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alors il existe un monde A" D A tel que A’ IF RT et A" ¥ S, et qui
vérifie les équations 6.1 et 6.2.

Preuve. La répétition des propositions P; est nécessaire uniquement pour
tenir compte des regles de contraction.

La preuve de ce lemme 6.13 se fait en deux temps. Nous allons d’abord
trouver un monde A’ tel que A’ IF RT. Cela se fait par récurrence sur la
taille de la preuve du séquent 6.1. Puis nous prouverons que A’ ¥ Q™.
Passons a la premiere étape.

Tout d’abord, si A est telle que le séquent suivant a une preuve :
f
AFZ RT

alors nous pouvons choisir A’ = A car soit par hypothese de récurrence
(si AR F;g B), soit par le lemme 6.11 (si R € A), nous avons A I R.
Donc, dans toute la suite (de cette premiere étape), nous supposerons que :

A+ RT (6.3)

Faisons une distinction suivant la derniere regle appliquée dans la preuve

de 6.1 :

— sila derniere regle de 6.1 est la regle axiome, alors cela ne peut étre que
parce que B = R = S Ainsi, nous avons A }‘% Bet A }—g R= 6.
C’est une contradiction.

— Si c’est une reégle sur A qui n’est ni —-gauche, ni =-gauche, alors nous
utilisons la propriété d’inclusion de A du lemme 3.6, pour enfin appli-
quer ’hypothese de récurrence. Par exemple, si la preuve est de la forme
suivante :

AA P, P FI B A AP, P, F B
AP, ...P, S B

V —gauche

alors, puisque AVA’ € A, nous pouvons utiliser le lemme 3.6. Supposons
que A € A. Alors nous gardons la prémisse gauche, et avons une preuve
de A, Py, ..., P, l—;{ B, a laquelle nous pouvons appliquer ’hypothese
de récurrence, puisque la hauteur de cette preuve est strictement plus
petite.

— Si ¢’est =-gauche sur une proposition A = A’ € A. Alors nous nous
retrouvons avec deux preuves des séquents suivants :

AA PP, FS B
APy,...P, F5 A
Nous pouvons encore utiliser le lemme 3.6. Supposons dans un pre-

mier temps qu'on ait A’ € A. Dans ce cas-1a, nous pouvons, comme
précédemment appliquer I’hypothese d’induction. Dans le cas contraire,
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A Jz‘%.f A et nous pouvons compléter A en A’, A-cohérente, A-compléte
et qui admet des A-témoins de Henkin. A’ vérifie clairement 6.1, 6.2 car
c’est une extension de A (dans un langage plus riche).

Nous appliquons I’hypothése de récurrence sur A’, car la preuve du
séquent A, A', Py, ..., P, F;g B est aussi une preuve de A, Py, ..., P, F;{
B, mais de taille strictement inférieure.

— Si c’est —-gauche sur une proposition =A € A, nous faisons la méme
chose que dans le cas précédent.

— Si la regle est une régle de contraction/affaiblissement & gauche sur
P, =r R =5, alors nous appliquons ’hypothese de récurrence. Dans le
cas de 'affaiblissement, il est impossible d’avoir n = 1 car nous aurions
A l—i,:{ B par B-cohérence.

— Si la régle est une regle sur la proposition B qui n’est pas V-droit,
nous faisons la méme chose que dans le cas précédent. Nous construi-
sons une super-théorie A’, qui est A-cohérente et A-compleéte pour
une certaine sous-formule A de B (choisie grace au lemme 3.6). Par
exemple, si B =r A = A’, alors nous avons une preuve du séquent
AA P ..., P, l—%f A’. Par le lemme 3.6, nous savons que A, A J;‘i,:g
A’ et nous pouvons construire une super-théorie A’ contenant A et
A’-cohérente. ensuite, nous appliquons I’hypotheése de récurrence & la
preuve de A’ Py, ..., P, F% A

— Si la regle est une regle sur B qui est V-droite, alors nous avons une
preuve de A, Py, ..., P, }—g {c¢/x}A avec ¢ qui est fraiche par rapport &
la preuve. En particulier, nous pouvons la remplacer par n’importe quel
terme dans toute la preuve (& un renommage des constantes fraiches
preés). En particulier, puisque A %;{ B, nous avons, pour une constante
fraiche, dans une langage étendu :

A ¥ {d/zyA

Ceci implique que nous pouvons compléter, A en A’ qui soit {d/x}A-
cohérente, {d/x}A-complete et admette des {d/x}A-témoins de Hen-
kin. Ainsi, la preuve de A, Py, ..., P, F%f {¢/x} A se transforme en une
preuve de A, Py, ..., P, l—%f {d/x}A, par substitution de ¢ par d, puis en
une preuve de A, Py, ..., P, I—;{ {d/xz}A. Comme plus haut, si A’ n’est
pas le monde cherché, alors nous pouvons lui appliquer ’hypothese de
récurrence.

— Si la regle est une regle de connecteur sur P;, cela ne peut étre, par le
lemme 3.1 que =-gauche (supposons ¢ = 1 par simplicité. Alors nous
avons deux preuves des séquents suivants A, S, Ps, ..., P, I—%f B et
A D, ..., P, }—g Rt avec 8’ =g S t R\ = R, ce qui nous donne
immédiatement d’apres le lemme 2.4 des preuves de :

A,S™,Py,..,P, F B
APy, ...P, I RT
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Puisque le séquent 6.3 n’a pas de preuve, nous pouvons compléter A
en A’ D A R-cohérente, R-complete et qui admet des R-témoins de
Henkin. A’ vérifie 6.2 car c’est une théorie contenant A, et 6.1 car
nous avons une preuve de A, Ps, ..., P, l—;{ RT, ce qui se transforme
immédiatement en preuve du séquent A, P, ..., P, }—g RT.
Nous pouvons donc appliquer I’hypothése de récurrence a A’.

— Tous les autres cas se traitent de la méme maniere.

Nous avons donc par récurrence trouvé une théorie A’ I RT. Reste a
prouver que A’ ¥ S~

Nous remarquons que dans la preuve du séquent 6.1, avec A’ comme
théorie, nous pouvons remplacer les propositions Pi,..., P, par la pro-
position S~. En effet, si dans la démonstration de A', Py, ..., P, I—;{ B on
utilise la regle =--gauche, alors il suffit d’ignorer cette regle et de ne gar-
der que la preuve de la prémisse droite (qui est A, Py, ..., P,_1, 5’ I—;{ B).
De méme, si la regle est une regle axiome sur T' =g R = 5, alors nous
pouvons la remplacer par la démonstration suivante :

axiome

S,RF S

of 7 = -droit
SER T

Ainsi, en appliquant n fois la régle de contraction, nous avons trouvé que
Al ST }—%f B. Soit par hypothese de récurrence (du lemme 6.12 englobant
ce lemme), soit par le lemme 6.11, nous pouvons conclure que A’ ¥ S~
et A’ est le monde cherché. [ |
Nous appliquons maintenant ce lemme a I'. I' vérifie les deux premieres
équations par hypothese (par 'hypothése du lemme 6.12). Nous pouvons
donc lui appliquer le lemme 6.13 et nous obtenons ’existence d’un monde
ADT tel que AlFRet AWK S, ce qui ameéne & la méme conclusion :

TR =S~

C’est 3. PT = 3z R*. Alors, le lemme de Kleene 3.5 nous donne une preuve

du séquent :
0

T, {c/a}RF A
avec ¢ constante fraiche (par rapport a la preuve 7). Dans 7, nous pou-
vons remplacer ¢ par n’importe quel terme ¢ (quitte & renommer cer-
taines constantes fraiches). Cela implique que nous avons des preuves des
séquents T', {t/x}R I—ifg A.
De plus, par la propriété existentielle des théories A-completes 3.7, nous
avons une preuve de I’ F;{ {t/x} P pour un certain terme t. Ainsi, par
hypothese d’induction I' I {t/z}P et donc I' I JzR.
Q™ = 3JxR™. Alors, comme ci-dessus, nous avons des preuves de tous les
séquents de la forme T, {t/z}R l—g A. Soit par hypothese d’induction, soit
par le lemme 6.11, nous avons I' ¥ {t/x}R, et ainsi I' ¥ JzR.
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— C’est V. PT =VzR™. Alors pour n’'importe quel monde A D T, le lemme
de Kleene 3.5 nous donne la preuve suivante :

™

A I—;{ {c/x}R

Soit ¢ un terme. Nous savons que A }—g {t/x} R, en remplagant c par ¢ dans
7 (et en renommant certaines constantes fraiches). Si A, {t/z}R ¥ A,
alors A IF {t/z} R par le lemme 6.11. De méme, si A, {¢/x} R l—;{ A alors

par hypothéese d’induction A I+ {¢/z} Rt aussi. Donc, pour tout ¢ € Da,
A - {t/x}R, c’est a dire T IF PT.

@~ =VzR™. Le but de I’étude de ce cas est de trouver un monde A D T’
tel qu'il existe un terme ¢t € Dr tel que A W {t/x} R. Ce n’est pas si simple
que cela, en particulier parce que A peut tres bien étre différente de I'. En
fait, il nous faut procéder de maniére similaire a ce que nous faisons dans
le lemme 6.13. Plus exactement, nous devons prouver le lemme suivant :

Lemme 6.14. Soit A une théorie B-compléte, B-consistante, admettant

des B-témoins de Henkin, des propositions P, =g ... =r P, =r VxR~
telles que les séquents suivants aient des preuves :

A P,...P, FS B (6.4)

A o vzR™ (6.5)

alors nous pouvons trouver A’ O A et un terme t € Das tel que A’ W

{t/x}R

Preuve. Par récurrence sur la hauteur de la preuve du séquent 6.4. Re-

marquons tout d’abord que nous avons A }—g {t/x}R~ pour tout terme ¢

du langage d’apres le lemme de Kleene et par substitution de la variable
fraiche introduite (comme ci-dessus, dans le cas positif).

En distinguant selon la derniere regle appliquée :

— c’est une regle sur une proposition de A. Nous utilisons le lemme 3.6,

dans le cas ol ce n’est ni la regle =-gauche ni la regle —=-gauche : nous
pouvons ignorer cette regle car elle transforme une proposition de A en
une proposition de A.
Si c’est une de ces deux regles, nous agissons de la méme maniere que
dans la démonstration du lemme 6.13 : nous construisons un monde
A’ D A qui vérifie encore les hypotheses du lemme, mais avec une
preuve de 6.4 plus petite, et nous pouvons appliquer 'hypothese de
récurrence.

— C’est une regle sur la proposition B : méme manieére que précédemment.
Nous construisons A’ D A A-compléte pour une certaine sous-formule
A de B, et qui vérifie les hypotheses du lemme 6.14, de telle maniere
que la preuve de 6.4 soit plus petite et que nous puissions appliquer
I’hypothese de récurrence.

— C’est une regle de contraction ou d’affaiblissement sur P;. Nous appli-
quons I’hypothese de récurrence. L’affaiblissement avec n = 1 ne peut
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pas avoir lieu (car A est B- cohérente).

— C’est une regle de connecteur sur P; (P; par simplicité). Ca ne peut étre
que V-gauche d’apres le lemme 3.1. Alors nous avons pour un certain
terme g une preuve du séquent suivant :

A, {to/z}R'~, Py, ... P, 5 B

Deux cas sont envisageables. Soit A, {to/x}R™ l—;{ B, et dans ce cas, par
I’hypothese de récurrence du lemme 6.12, nous obtenons A ¥ {to/x}R™.
Sinon, c’est que {to/z} R~ € A et alors nous avons en fait une preuve de
AP, ..., P, }—g B de taille inférieure, a laquelle nous pouvons appliquer
I’hypothese de récurrence.

|
Ainsi, comme T" vérifie les conditions du lemme 6.14, nous avons prouvé
que I Jr‘%f Q.

|

Nous sommes maintenant préts a démontrer le lemme qui conclut notre
construction :

Lemme 6.15. La structure de Kripke IC précédemment construite est une struc-
ture de Kripke pour les régles de réécriture R.

Preuve. Comme déja dit, nous pouvons nous focaliser sur les atomes, car
les regles de réécriture interviennent sur les atomes. Soit donc un monde I’
A-complet, un atome B et une proposition P telle que :

A— P

Alors, soit B € T', et dans ce cas, P € T" aussi et d’apres le lemme 6.11, nous
avons I'IF B et T' I- P.

Si B¢T, maissiT Jz‘g B, nous utilisons le méme raisonnement pour dire
que ' ¥ Bet ' ¥ P.

Enfin, si ce n’est pas le cas, c’est parce que :

B+ A
r v/ B

Ceci est vrai aussi pour P. Comme P est positive, nous avons d’apres le lemme
6.12 I' IF P. Et nous avons par définition I' I+ B.

Ainsi, T'IF B < T'IF P. Nous étendons sans difficulté cette équivalence a la
réécriture en général (B —* P), puis aux propositions non atomiques (P —* Q)
par induction sur la structure de P, et enfin a I’équivalence modulo R. |

K est donc un modele des regles de réécriture. De plus, I'lFg T" et T' g A
par le lemme 6.11. Ceci termine la démonstration du théoreme de complétude
forte pour les systemes de réécriture positifs :
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Théoréme 6.16 (Complétude forte). Soit R un systéme de réécriture positif,
T une théorie A-cohérente. Alors il existe un noeud o« d’une certaine structure
de Kripke (pour R) tel que al- T et a ¥ A.

Preuve. Complétons 7 en I' A-complete, et construisons la structure de
Kripke K telle que précédemment, ayant pour racine I'. D’apres tout ce qui
précede, I' et I ont toutes les propriétés voulues. |

Il s’ensuit le corollaire d’élimination des coupures :

Corollaire 6.17 (Elimination des coupures). Soit un systéme de réécriture po-
sitif RT. Alors le calcul des séquents associé posséde 1’élimination des coupures.

Preuve. Par correction puis complétude forte. |

6.2.3 Réunir les deux conditions précédentes

Nous reprenons les résultats de la section 5.2.3 et les prouvons pour le calcul
des séquents modulo intuitionniste.
Les résultats de cette section sont de méme nouveaux.

Rappelons la définition centrale :

Définition. Soient deuz systémes de réécriture R et R'. R’ est normal a droite
pour R si, pour toute régle propositionnelle | — r € R’, toutes les instances des
atomes de v par des substitutions o R-normales sont normales pour R.

Nous supposerons donc avoir un systeme de réécriture confluent, qui ter-
mine, et se décomposant en deux parties complémentaires et confluentes R et
R4, telles que R soit positif et normal & droite pour R~.

Définition 6.3. Soit une théorie I', complete, cohérente, admettant des témoins
de Henkin, dans un langage L. Nous définissions la Structure de Kripke K
comme a la définition 6.1, en considérant les réegles de réécriture R~ unique-
ment.

Notons que comme dans la section 6.2.2, nous définissons notre modele sans
tenir compte des regles de récriture positives R4, et fixons arbitrairement a
chaque monde une valeur de vérité aux atomes non R4 normaux, mais R
normaux. (nous avons décidé que a ¥ A).

Lemme 6.18.

SiPel alors TIFP
SiFJ%;{P alors TP

Preuve. Par induction sur 'ordre >. |

Pour prouver que le modele est un modele des regles de réécriture, nous
commengons par le prouver sur les regles de R, par induction sur 'ordre >.
L’hypothese est si P —% @, alors pour tout monde I', I' IF P ssi I I ).
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— Si P est un atome normal, alors P = Q.
— Si P est un atome non normal, alors P —% @ —* P |. Nous appliquons
I’hypothese d’induction sur @, et obtenons I' - Q@ ssi ' - P |, ssi ' IF P
(la dernieére équivalence étant par définition).
— Si P n’est pas atomique, alors nous la décomposons en fonction de son
connecteur principal.
Il nous faut ensuite le montrer pour les regles positives, et nous pourrons
conclure par le méme argument de quasi-commutativité des regles de réécriture
de Rs et Ry :si P =g @Q, il existe R tel que :

P« - - Q

* | > * | >

Pl> Pl>

Lemme 6.19. Soit P une proposition, soit négative soit positive, et >-normale.
SiT, Pt 5 et T HSE P oalors T W P.
SiT, P~ + et T H P~ alors T I

Preuve. Elle se fait exactement de la méme maniére que dans la section 6.2.2,
par induction sur la structure de la proposition, et en utilisant le fait que P et
toutes ses instances sont >-normale dans le cas atomique. |

K est un donc modele des regles de réécriture.

Nous avons donc le théoreme suivant :

Théoréme 6.20. Soit R un systéme de réécriture compatible avec un ordre
bien-fondé.

Soit Ry un systeme de réécriture qui soit normal a droite pour R, et tel que
RUR, soit confluent.

Si ' Erur, P alors on a une preuve (sans coupure) du séquent :

cf
r l;’R,U’IQ_F P
Nous avons donc le théoreme d’élimination des coupures :

Corollaire 6.21. Soit R un systeme de réécriture compatible avec un ordre
bien-fondé.

Soit Ry un systeme de réécriture qui soit normal a droite pour R, et tel que
R UR4 soit confluent.

Alors la régle de coupure est redondante dans le calcul des séquents modulo
intuitionniste R U R 4.
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6.3 Autres méthodes sémantiques

Lipton et de Marco ([10]), ainsi que Okada ([35]) ont introduit une méthode
d’élimination des coupures a base d’algebres de Heyting tres intéressante qui
pourrait sans doute étre mise en relation avec la notre (Okada introduit ces
techniques dans le cadre de la logique linéaire). Plusieurs questions méritent
d’étre posées a ce sujet : peut-on étendre sa méthode dans le cadre de la
déduction modulo ? Existe-t-il une correspondance entre ces deux méthodes?
Et plus généralement, quel lien y-a-t-il entre les algebres de Heyting et les struc-
tures de Kripke “pour I’élimination des coupures” ? Nous laissons ces questions
pour un travail futur.

Il est possible que la condition d’ordre de la section 6.2.1 soit suffisante
pour démontrer ¢ la Gentzen le théoreme d’élimination des coupures, mais ne
serait pas généralisable a la condition de positivité. C’est la un des atouts de la
méthode que nous définissons, elle s’étend facilement a différentes conditions.
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Chapitre 7

La Logique d’Ordre
Supérieur

Dans ce chapitre, nous présentons une formulation au premier ordre de la
logique d’ordre supérieur, en abrégé HOL. Ceci est rendu possible grace aux
regles de réécriture et aux combinateurs.

7.1 Expressions de HOL

7.1.1 HOL avec des lieurs

L’idée qui sous-tend HOL est de pouvoir quantifier sur des propositions. En
effet, pourquoi n’aurait-on pas le droit de parler de la proposition VP(P = P)?
Ceci n’est pas possible dans la logique du premier ordre, ou nous avons une
séparation claire entre les termes et les propositions. Ici, les propositions seront
des termes auxquels nous réserverons un traitement un peu particulier.

Nous commencons par définir les types possibles des termes que nous ren-
contrerons :

Définition 7.1 (Types Simples).
— 0 est un type de base (atomique), c’est le type des propositions.
— 1 est le deuxieme type de base. Il sert a dénoter les termes non proposi-
tionnels.
— Nous pouvons combiner deuz types entre eux avec la fleche. SiT et U sont
des types, alors T — U est un type. C’est le type des fonctions qui a tout
terme de type T associe un terme de type U.

Au niveau des termes eux-mémes, pour chaque type T nous supposerons
avoir un nombre au plus dénombrable de constantes de type 7', et un nombre
toujours infini dénombrable de variables xp : T.

En particulier, les combinateurs logiques =, A, V ont pour type o — 0 — o,
le combinateur — a pour type o — 0. Ce sont des constantes “distinguées” ou
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T, Pt |- A T+ Prp |, A

— V- he, t: T *_droit : T
F,VTP}—AV gauche, TF VP A V*-droite,xr

FiGg. 7.1 — Deux regles du calcul des séquents en Logique d’Ordre Supérieur

“logiques” de ce type, qui existent toujours.

Quand nous avons un symbole de prédicat P : « — o par exemple, nous
pouvons quantifier universellement ou existentiellement, et former la proposition
V, P qui est de type o. Ici, nous n’avons pas besoin de dire quelle est le nom de la
variable liée,car elle I'eest déja (et ’est pour cela que P a le type ¢ — o). Si l'on
veut instancier cette proposition pour un certain terme ¢ : ¢ il suffit d’appliquer
P at et, éventuellement, de réduire Pt.

Ainsi, pour chaque type T, nous avons deux symboles de constante, Vp et
7 qui ont le type (T — o) — o.

Maintenant, supposons que nous ayons un symbole de proposition P : o.
Pour n’importe quel type T', nous pouvons former un prédicat de type T — o
de la maniere suivante :

AXer.P :T —o

Nous pouvons faire ceci pour absolument n’importe quel type et n’importe quel
nom de variable associé a ce type. Bien siir, si x7 n’apparait pas dans P, la
fonction sera une fonction constante qui a tout terme ¢ : T associe P. Les cas
intéressants sont ceux ol x7 apparait dans P.

Le systeme de déduction associé a des regles quasiment identiques a celles du
calcul des séquents, a 'exception des regles régissant les quantificateurs. Dans le
cas classique, elles sont exprimées par la figure 7.1.1 et de maniere symétrique
pour le quantificateur existentiel. Ici, nous avons utilisé la présentation avec une
instanciation par des variables fraiches a la place de constantes fraiches.

Notons que nous (3 réduisons (Pt |), car nous avons une forme de A-calcul
typé (le A-calcul simplement typé). De plus, pour l'instant, nous ne pouvons
pas éviter les problemes d’a-conversion, et nous devons identifier les termes
Axp.( Pxr) et Ayr.( Pyr). Ce probléme est temporaire, car nous allons définir
une version de HOL avec des combinateurs, qui ne posséde pas le lieur A, et qui
donc n’a pas besoin de variable.

Si nous avons un symbole de prédicat P : ¢ — (v — o) par exemple, alors
Péquivalent de la proposition VaVyP(z,y) s’écrit :

VA2V, \y. (P y) )

La force théorique de ce systeme de déduction vient du fait que nous pouvons
définir des termes de la forme o — « par exemple, mais surtout, des termes dits
“imprédicatifs”. Ce sont des termes qui sont construits en quantifiant sur un
ensemble auquel ils appartiennent eux-mémes.

Par exemple, si nous disposons d’une proposition @ : VP(P = P), rien ne
nous empéche d’instancier P par @ elle-méme et d’obtenir 'instance (VP(P =
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P)) = (VP(P = P)).

Cette possibilité supplémentaire est tres importante, et complique beaucoup
notre tache. En effet, il devient impossible de définir comme dans le chapitre 5
des modeles syntaxiques, car les termes se “mordent la queue”, et leur complexité
peut croitre au fur et a mesure des instanciations.

7.1.2 HOL avec des combinateurs

Au lieu de travailler avec le lieur A\, qui ameéne des problémes d’a-conversion,
il existe une présentation de HOL avec des combinateurs, qui évitent 'utilisation
du lieur A. Cette présentation peut étre prouvée équivalente (voir par exemple
[14]), c’est a dire qu’on peut simuler 'une par Pautre et inversement, & condition
d’avoir 'extensionnalité.

Elle est basée sur I'introduction de constantes S et K pour chaque type et
par la définition de regles de réduction associées (qui simulent la G-réduction).

Définition 7.2 (langage de HOL avec des combinateurs). Le langage est formé
des éléments suivants :

— Pour tout type T, un ensemble dénombrable de constantes.

— Pour tous types T, U une constante Kry : T — U — T.

— Pour tous types T,U,V une constante Syyy : (T - U - V) = (T —

U)—-T—-V

— des constantes L, T de type o

— une constante — de type 0 — o

— des constantes =, A,V de type 0o — 0 — o

— pour tout type T des constantes Vr,3r de type (T — 0) — o

Nous avons les mémes regles de déduction que précédemment, avec les regles
de (-réduction suivantes :

Sruvayz —  (22)(yz)
Kryzy — =«

Donnons seulement un exemple : la fonction o — o qui a tout P associe P
s’écrit :
SO,OHU,OKO,(O—M))KO,O

La (-réduction correspond déja a une forme de réécriture, sur les termes
commencant par S ou K. Dowek et Werner dans [17] ont montré qu’il était
possible de plonger tout ce calcul dans le calcul des séquents du premier ordre,
avec la déduction modulo.

7.1.3 HOL en déduction modulo

Le probleme de HOL est qu’il n’y a plus de distinction entre les termes
et les propositions, ces derniéres étant simplement des “termes distingués” de
type o. La distinction se fait simplement au niveau des regles de déduction. La



122 CHAPITRE 7. LA LOGIQUE D’'ORDRE SUPERIEUR

déduction modulo, en ce sens, clarifie la situation en introduisant de nouveau
une séparation entre les propositions et les termes.

L’idée principale est que toute la syntaxe que nous venons de voir est en
fait la syntaxe des termes, et que les termes de type o, et seulement ceux-ci
représentent de maniere cachée des propositions. Pour achever la transforma-
tion des termes de type o en propositions, il faut inventer un déguisement, un
signe de reconnaissance. Pour ce faire, nous introduisons le symbole ¢, de rang
(0), qui joue un role d’encapsulation : puisque les termes de type o sont des
termes spéciaux, il faut les faire ressortir, les “habiller”, et ce, a travers I’encap-
sulateur €.

Pour distinguer les connecteurs de termes A : 0 — 0 — o0, des connecteurs de
propositions (qui n’ont pas de type), nous allons maintenant noter les connec-
teurs de terme avec un point, c’est la convention retenue dans la définition 7.3.

Le travail se poursuit de la maniere suivante : un terme de type o de la forme
A PQ représente moralement une proposition P A Q. Cela se traduira donc par
la regle de réécriture suivante :

e(A PQ) — e(P) Ae(Q)

Nous ferons un travail identique pour tous les autres connecteurs. De plus,
pour formaliser 'application d’un terme & un autre (comme SK K par exemple),
nous introduirons le symbole «, de rang (T' — U, T, U).

Finalement, voici la définition de HOL exprimée au premier ordre avec des
combinateurs, avec T, U, V des types simples de la définition 7.1 :

Définition 7.3. Le langage de la logique d’ordre supérieur est constitué, pour
chaque type simple d’un ensemble dénombrable de constantes et de variables,
ainsi que des symboles suivants, étant donné des types simples T,U,V quel-
conques :

- Sruy (T —-U—=V)-(T-U)-T-V

- Kry:T—-U—T

-3 V,Ah0—0—0

- to0—o0

~ Jp,Vr: T — o symboles de quantificateurs.

- apy symbole d’application, de rang (I — U,T,U).
Et enfin, nous définissons un unique symbole de prédicat € de rang (o).

Les constantes de la définition précédente ne sont pas des constantes tres
importantes. Elles servent seulement & fournir des constantes fraiches lorsque
nous en aurons besoin.

Nous utiliserons couramment ft au lieu de a(f,t), et de méme, «(f,t) au
lieu de a7 (f,t) ou T est le type de f et U celui de t. De maniere plus générale,
lorsque le type des termes n’est pas important, ou lorsqu’il sera clair d’apres le
contexte, nous ne le noterons pas.
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Enfin, les connecteurs surmontés d’un point A tout simplement parce que
ce sont des termes, et non pas des symboles logiques. En effet, ils connectent
maintenant les termes entre eux, car nous n’avons qu’un seul symbole de pro-
position atomique, qui est &, qui encapsule tout le reste. Les vrais connecteurs
logiques sont ceux qui connectent les propositions, et il faut faire la distinction.
En résumé, A connecte les termes de type o et A les propositions. Bien siir, un
lien fort existe entre les deux, et il passe par '’encapsulateur e. Il est exprimé a
travers les regles de réécriture associées au calcul :

Définition 7.4. Soit R le systéeme de réécriture suivant :

ala(a(S,x),y),2) — alalz,2),a(y,2))
ala(K,x),y) — =
e(a(a(=,p),q)) — &(p)=e(q)

e(a(=,p)) — —elp)

e(a(a(V,p),q)) — e(p)Ve(g)
e(a(a(A,p),q)) — e(p) Ae(q)
E(a(vapTﬂo)) —  Vare(a(p,r))
E(a(§T7pT—>0)) —  Jrre(alp, z))

Les deux premiéres régles seront appelées B-réduction. La forme B-normale d’un
terme t sera notée (3t.

Moralement, €(p,) et p, représentent la méme chose. C’est & dire que p est
lobjet, et e(p) est son encapsulation, qui en fait une proposition. p représente le
contenu de la proposition €(p). Nous pourrions poursuivre la comparaison pour
les connecteurs = et = par exemple.

Dans [14], il est démontré que ce systeme de réécriture est confluent et ter-
mine, ce que Nous SUPpPOSerons acquis.

Les deux regles de (8 réduction sont les regles standard d’application. Ce
sont les deux seules regles s’appliquant sur des termes, toutes les autres font
intervenir le symbole e( ). Ainsi, pour un terme, il sera équivalent de parler de
sa forme normale ou de sa forme 3 normale.

Intéressons nous maintenant & la propriété d’élimination des coupures de ce
systeme.

7.2 L’élimination des coupures

Takahashi [43] et Prawitz [37] ont démontré la propriété d’élimination des
coupures du systeme HOL classique, par des méthodes sémantiques. Elles ont
été modernisées par Andrews [2], qui I'a formalisé dans l’expression de HOL
avec le lieur .

Nous montrons ici que la preuve d’Andrews s’applique a la présentation de
HOL en déduction modulo, c’est a dire exprimée avec des combinateurs S, K
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plutét qu’avec un lieur A. De plus, la preuve que nous développons ici suit exac-
tement le méme schéma que les preuves précédentes.

Notre probleme est un peu le méme que dans le cas des systemes de réécriture
positifs de la section 5.2.2 , car la aussi nous pouvons avoir une sorte de circu-
larité, par exemple avec la régle de réécriture P(0) — VzP(x), ce qui ressemble
a de I'imprédicativité. Seulement, nous avons ici des regles de réécriture qui ne
sont pas positives : celles associées aux symboles = et =. Remarquons cepen-
dant que celle-ci pourraient tres bien étre compatibles avec un ordre bien-fondé,
et nous pourrions étre tentés d’appliquer la condition trouvée a la section 5.2.3
du chapitre 5. Nous ne pouvons pas faire cela, car les regles positives ne sont
pas normales a droite pour les regles compatibles avec un ordre.

L’idée est, ayant une théorie I' complete, cohérente et admettant des témoins
de Henkin, de considérer trois types de propositions (comme dans le cas positif) :

1. les propositions de I', qui doivent étre interprétées par 1.
2. les propositions telles que T’ Jz‘;{ P qui doivent étre interprétées par 0.

3. les propositions qui ne sont ni 'une, ni 'autre, que nous ne savons pas
interpréter.

La troisieme catégorie n’est pas forcément vide, comme nous en avons déja
fait la remarque section 5.2.2, car nous pouvons tout a fait avoir I', P l—%
et T l—;{ P sans que I' ne soit incohérente a moins d’avoir déja démontré le
théoreme d’élimination des coupures.

Pour les propositions de la troisieme catégorie, nous avons fait le choix, dans
la section 5.2.2 du chapitre 5, d’interpréter tout d’abord les atomes, et d’étendre
cette interprétation a toutes les propositions.

Malheureusement, il n’est pas possible de procéder ainsi ici, car les regles
de réécriture ne sont plus positives. Au lieu d’interpréter les propositions de la
troisieme catégorie de cette maniére par trop impérative, nous allons prendre les
deux interprétations possibles, et différer la résolution de ce probleme jusqu’a
la construction du modele.

I’astuce technique, puisque dans un modele les propositions doivent étre
interprétées par 0 ou par 1 quoi qu’il arrive, est de se placer au niveau du
contenu propositionnel de ces propositions (c’est & dire des termes de type o),
et d’associer a tout terme de type o non seulement lui-méme (comme dans un
modele syntaxique), mais aussi ses interprétations possibles :

Po = (Po,v)

avec v = V(p,) si V(p,) est définie, et soit 0, soit 1 sinon.

Ainsi, notre modele ne sera plus un modele & base de termes, mais un modele
plus complexe, ot nous tenons compte & la fois du fait que p est un terme, mais
aussi une proposition.
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Remarque. La formulation de HOL en déduction modulo permet de maniere
tres élégante de résoudre le probleme de I'intentionnalité de HOL. Pour mémoire,
méme si dans HOL nous pouvons prouver :

Do /\po <~ Do

pour un prédicat g,—,, nous ne pouvons pas prouver :

alpAp) & qlp)

Ce qui veut dire que ¢ est capable d’analyser finement son argument. Elle
ne voit pas p comme une simple proposition (une valeur de vérité), mais comme
un terme (une suite de caracteres).

Cela veut dire aussi que dans nos modeles, nous ne pouvons pas interpréter
les termes de type o par 0,1, sous peine de ne pouvoir distinguer p, A p, et po.

Ce probléme est quasi inexistant en déduction modulo, car nous faisons une
distinction trés nette entre p, et e(p). Alors, de maniére assez naturelle, nous
interpréterons €(p) (proposition) par 0,1, et p, (terme propositionnel) sera in-
terprété de maniere plus syntaxique.

En effet, e(p) n’est pas un terme, et ne pourra jamais se retrouver en argu-
ment d’un prédicat.

7.2.1 Les semi-valuations sur les termes

Puisque nous avons des termes propositionnels (de type o), nous étendons
la notion de semi-valuation 3.4 a ces termes.

Définition 7.5 (Semi-valuation). Une semi-valuation V' sur les termes propo-
sitionnels (de type o) est une fonction partielle de o vers {0,1} telle que :
—sip=gr qalors | pl=|qll
-~ si |l a(=,p) [|= 0 alors || p[|=1
= si|la(=,p) (=1 alors || p[|=0
= si || a(a(V,p),q) [|= 0 alors || p ||=[l ¢ |= 0
= si |l a(a(V,p),q) =1 alors [ pll=1 oullq =1
~ si || (V. pr—o) ||= 0 alors il existe un terme tr tel que || a(p,t) ||=0
~ si || (Y. pr—o) |= 1 alors pour chaque terme tr, || a(p,t) ||=1
De méme pour les autres quantificateurs.

Ici, la semi-valuation est toute trouvée : étant donné une théorie complete,
cohérente et admettant des témoins de Henkin, nous savons déja qu’elle définit
une semi-valuation sur les propositions. Nous I’étendons aux termes de type o
de la fagon la plus simple :

V(po) = V(e(po))



126 CHAPITRE 7. LA LOGIQUE D’'ORDRE SUPERIEUR

Il nous faut vérifier que nous avons bien une semi-valuation pour les termes
de type o, selon la définition 7.5. Ceci est vrai car la semi-valuation sur les
propositions V' est compatible avec les régles de réécriture par la définition 3.4.
Par exemple, si p =A ¢ r, et V(p) = 1, vérifions que V(q) = V(r) =1:

1=V(p) =V(e(Aqr)) =V(elg) Ae(r)) = V(e(q) = V(e(r)) = V(g) = V(r)

Le traitement est identique pour les autres quantificateurs, et si p = ¢, alors
puisque €(p) =x €(g) aussi, nous avons forcément V(p) = V(q).

7.2.2 Le domaine du modele : les V-complexes

L’idée de prendre comme interprétation des termes de type o un couple
composé du terme et de sa valeur de vérité possible doit étre étendue a tous les
termes, de maniére a pouvoir gérer les types de prédicats tels que ¢ — o.

Cette construction n’est pas toujours tres utile, en particulier dans le cas des
termes de type ¢. Nous conjecturons le fait que les V-complexes sont nécessaires
uniquement dans le cas de termes dont le dernier type est o, par exemple ¢ —
t — o ou bien encore (0 — (¢t — 0)) — (0 — 0), mais pas 0 — ¢. En effet, les
seuls termes vraiment imprédicatifs sont ceux dont le type final est o, car seuls
les termes de type o se réécrivent en propositions.

Cependant, pour des raisons d’uniformité de présentation, il est bien mieux
de tout présenter comme une liste de couples.

Voici donc la définition du modele des termes :

Définition 7.6 (V-complexes). Soit L le langage d’une théorie de HOL. A
chaque type simple T nous associons un ensemble, appelé V-complexe de type
T :

— ¢ : Uensemble D, = {{t, )|t : v € L,t en forme normale}

- 0 : Uensemble D, = {{t,b)|t : 0 € L,b = 0 ou 1,t en forme normale}.
Avec la condition suivante sur le booléen b : si e(t) € T' alors b =1, si
I‘Jv‘%c e(t) alorsb=0 et sinon b=0 ou b= 1.

- T — U : lUensemble Dr_.y ={{t, )|t : (T = U) € L,f: Dr — Dy} tel
que f({t,g)) = (ft |, h) pour un certain h.

Nous nous placerons dans toute la suite dans le modele M dont les ensembles
de base sont les V-complexes. Nous allons tout d’abord définir 'interprétation
des termes dans ce modele, puis 'interprétation des propositions.

La premiere chose a vérifier est qu’a tout terme ¢ : T' nous sommes capables
d’associer un V-complexe de la forme (¢, f) € Dr (chaque ¢ est habité) :

Lemme 7.1 (Forme canonique). @ tout terme t : T nous pouvons associer une
terme can(t) = (0t, f € Dr)

Preuve. Par induction sur le type T :
— Sile type de t est ¢, alors can(t) = (0t, ) est un V-complexe par définition.
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— Si le type de t est o, alors can(t) = (Bt,v) avec v = V(t) si V(¢) est
définie, et 1 sinon (0 est aussi possible et conduit & un autre modele). Par
définition, c’est aussi un V-complexe.

— Sile type de t est U — V, alors can(t) = (0t fi) avec

ft : DU — DV
<uvg> = </6a(t7u)vhﬁa(t,u)>

11 est immédiat de vérifier que can(t) est un V-complexe (la partie fonc-
tionnelle vérifie bien la définition 7.6).
|
Nous allons maintenant définir 'interprétation d’un terme t de type T' dans
le modele, modulo un assignement ¢ qui a toute variable de type T associe un
V-complexe de type T. Nous l'appellerons |¢|,.
Notation. Nous noterons C' la premiere composante du V-complexe C au lieu
de 71(C). De méme, étant donné un assignement o, nous noterons o' (resp. o2)
les assignements qui & toute variable z associent o(x)! (resp. o(x)?).
Nous commencons par définir [t|L = Bol(t)
La définition de |¢|2 se fait par induction sur la structure de ¢ :
— t = x est une variable, alors [t|2 = o(x)? de telle maniere que |z|, = o(z)
— t = cest une constante qui n’est ni une constante logique, ni K ni S. Alors,
nous pouvons poser |t|2 = can(t)? de telle maniere que [t|, = can(t).
— t = K4 p. Nous prenons pour |K 4 5|2 la fonction f suivante :

Dy — Dp.a
<tAvg> — <a(K»tA)vh>

avec h définie ainsi :

DB — DA
(tg,i) +—— (ta,g)

Montrons que |K|, = (K, f) est un V-complexe de type A — B — A.
(ta,g) € D4 par définition. Donc h est réellement une fonction de Dg dans
D4 (ce que 'on avait affirmé dans sa définition). De plus, nous savons que
Ba(a(K,ta),t)z) =ta car t4 est en forme normale. Ainsi, (a(K,t4),h) €
Dp_ 4, et f est réellement une fonction de Dy dans D4, 5. Enfin, a(K,t4)
est en forme (-normale, car t4 'est. Donc f est la fonction attendue, et
<K7 f> € DA—»BHA-

Nous voyons que pour I'instant, la définition de |K |2 correspond a la regle
de réduction que nous nous étions fixés pour K. Il en est de méme pour
le symbole suivant.

~ t = Sry,v. Nous posons |Sr,u,v|2 = f telle que :

Dr—v—-v — Dr_vy—r-v
<tT—>U—>va> — <Oé(S,t),h>
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avec h :
DT—>U — DT—»V
<t/T—>Uvi> — <O&(O¢(S, t)’tl)v.j>
avec j :
DT b DV
<t/7l“7k> — <5a(a(t,t”),a(t'7t”))v7l>
avec [ :

o= (gl k) G, k)

Le lecteur intéressé peut vérifier que, de la méme maniere qu’a 1’étape
précédente, |S|, est bien un V-complexe. Notons encore une fois que la
fonction f a été définie en accord avec la régle de réécriture associée au
symbole S.

t == connecteur logique. Nous posons | 1|2 = f :

D, — D,
(pv) — {a(=p),0)

Ou 7 représente 'opposée de v (1 si v vaut 0 et réciproquement). Pour
vérifier qu’il s’agit bien d’un V-complexe, nous devons vérifier que {a(—
,D),U) est un V-complexe (de type o). Pour ceci, supposons que V(= p)
est définie (le cas contraire est trivial) et égale & 1 (le cas 0 est identique).
Puisque V est une semi-valuation (définition 7.5) nous savons que V(p) =
0. Donc v =0, 7 = 1 et {(a(—,p),?) est un V-complexe (car a(—,p) est
irréductible et donc en forme [-normale, p I’étant déja par définition).
Notons que f a été définie (sur le deuxieéme terme) exactement comme la
négation booléenne.

t =V Nous procédons d’une maniére identique. Soit | V |2 la fonction f
telle que :

D, — Dy
(p,v1) — (a(V,p),9)
avec g :

D, — D,
<Q7UZa >4) <a(a(v7p)aQ)>U>

avec v =1si vy =1 ousiwvy =1 et 0 sinon.

Nous vérifions de méme que {(a(a(V,p),q),v) est un V-complexe. Car si
V(V p q) est définie et égale & 1 par exemple, alors, si V(p) = 1 et dans ce
cas 1, v1 = 1 et donc v = 1 = V(V p q). L’autre cas se traite de la méme
maniere exactement.
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— t =A se traite de la méme maniére que le cas précédent, sauf que nous
posons v =1siv; =1 et vy =1 et 0 sinon.
Notons que la définition des deuxiémes composantes de |¢|, “collent” tou-
jours tres bien avec les définitions booléennes de V et A.

— t == se traite de la méme maniere que les deux cas précédents, sauf que
nous posons v =1 si v; =0 ou si vo =1 et 0 sinon.

— t =Y. Nous posons | Vr |2 = f

DT—>O — Do
(p,g) — (v, p),v)

avec v = 1 ssi pour tout V-complexe ¢ € Dr, g(c)? = 1.
De méme que précédemment, nous devons vérifier que le terme | Vr lo =
(Y7, f) est bien un V-complexe. Pour cela, il faut démontrer que (a(Vr
,p),v) est un V-complexe. Supposons que V (a(¥r,p)) soit définie et égale
a 1. Dans ce cas, d’apres la définition 7.5, nous savons que pour tout terme
t:T, V(a(p,t)) = 1. Ainsi, tout V-complexe de la forme (Ba(p,t),b) sera
tel que b = 1. Or g(c) est justement de cette forme-la, d’apres la définition
de g (définition 7.6). Donc g(c)? = 1.
De méme, si V((a(vr,p)) = 0, il existe un terme to tel que V(e (p, o)) = 0.
Et donc, g(can(ty)) = (Ba(p, to), 0) par définition de g et des V-complexes.
Enfin, si V n’est pas définie en a(VT, p), alors n'importe quelle valeur de
vérité convient.

— t =37 se traite de la méme maniere que le cas précédent, sauf que v = 1
ssi il existe un V-complexe ¢ € Dr, g(c) = (, 1).

— Enfin, passons au cas ou t = a(t’,t"). Nous posons

la(t', ") = |t'2 (t"],)

C’est un V-complexe, puisque |t'|, et [t/], le sont. On vérifie sans probleme
I’égalité suivante :
(', ") = [t'I2 (1t"]5)
Une propriété primordiale de cette interprétation des termes est qu’elle
vérifie le lemme de substitution :

Lemme 7.2 (Substitution). Soit p: T — U tel que x ne soit pas libre dans p
et c € Dr. Alors :
|p\§c = |Oé(p, x)'tﬂr(c/m)

Preuve. La preuve est quasi-immédiate, si I’on remarque que si x n’est pas
libre dans ¢, alors |t|,4(c/z) = [t|s. Ceci est assez intuitif mais demanderait une
démonstration rigoureuse par induction sur la structure de t.

Nous avons la suite d’égalités :

0 0) ot (e/my = P13 1)y (Zlos (e/2))
|p‘§(‘z|o+<c/w>)

= Iplic
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La premiere égalité est la définition de |.|, sur des termes commengant par
a. La deuxiéme vient de la remarque que nous avons faite plus haut (z n’est
pas libre dans p), et la troisieme égalité vient de la définition de |.|, pour les
variables. |

Ayant défini 'interprétation des termes, nous allons maintenant définir I’in-
terprétation des propositions :

Définition 7.7. Soit M le modéle a base de V-complexes, défini a partir de
la semi-valuation V, soit o un assignement. Nous définissons l’interprétation
d’une proposition de la maniére suivante :

SIPAQL = IPly A QL

- [P =Ql =[Pl = |Qlo

- [PV Qe =|PloVI[Qlo

- ‘_‘P|a :_‘|P|<7

~ [Var Pls = 1 si pour tout V-compleze C € Dr, |Ployc/xy =1 et 0 sinon.

~ |FzrPls =1 siil existe un V-complexe C € Dr tel que |Pl,4c/xy =1 et

0 sinon.
- le®)lo = Inl3

Remarque. Nous avons commis un abus de notation, car par exemple |P|, =
|Q|» n’est pas une valeur de vérité. Nous devrions dire 1 si |P|, = 0ou |Q|, =1
et 0 sinon.

Nous venons de définir I'interprétation dans un modele, mais nous ne savons
pas encore que c’est un modele des regles de réécriture. C’est 'objet du lemme
suivant.

Lemme 7.3. M est un modéle des régles de réécriture.

Preuve. Cette preuve se décompose en deux parties. Nous allons tout d’abord
nous intéresser aux termes du langage, auxquels on ne peut appliquer que les
régles de réécriture qui concernent S ou K. Soient donc deux termes ¢ —! ¢/
(une seule étape de réduction) d’un type T' quelconque. Nous allons prouver par
induction sur la structure de t que |t|, = [t'|,.

— t ne peut pas étre ni une variable, ni une constante, car on ne pourrait

pas appliquer de regle de réécriture. C’est donc une application.

— t = afty, ta) avec t; —* t} ou ty —* t (la réduction se fait & l'intérieur

des sous-termes, en au plus une étape sur chacun d’eux), nous appliquons
I’hypothese de récurrence. Ainsi :

[t = 11l (talo) = 11115 (1ta]0) = ']

— t=a(a(K, t1),t2) =1t = t'. Grace a notre définition de |.|,, nous avons
les égalités suivantes :

[tlo = la(K, t)[5 (ft2lo) = [talo
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-t = a(a(a(S,t1),t2),t3) — ala(ti,ts),alts,t3)) = t'. Nous avons par
définition de |S|% :

|t‘U = |Oz(Oé(Oé(S,t1),t2),t3)|g
= ((IS121t115)*[t2]0)?|t3]o
= (Itl3tsl0)? (2l [t3] o)
= |t/|0

Nous étendons le résultat par récurrence a une dérivation quelconque de
t —* ¢/ et enfin nous passons & ’équivalence modulo R.

Considérons maintenant deux propositions P — . Comme cela a déja été
dit dans les chapitres précédents, nous pouvons nous restreindre aux proposi-
tions P atomiques car les regles de réécriture sont atomiques. Nous distinguons
des cas suivant la regle de réécriture employée :

— e(p) — e(q). Alors p — ¢ et nous sommes dans le cas d’une réécriture

entre termes.

- f(:)(/\ pq) — €(p) Ae(q). Alors |e(p) Ae(q)|s = 1ssi [e(p)le =1 et [e(q)]s = 1.

T

2 p0)2 = (1A B(plo)*(alo) = b

et b=1ssi|p|>2 =1et]|q? =1

—e(V pg) — e(p) Velg), e(= pg) — e(p) = €(q) et e(= p) — —(p) se
traitent de la méme maniere.

~ e(¥r p) — Yrae(pz).
[Vze(pz)|s = 1 ssi pour tout V-complexe ¢ € Dy, nous avons :

|5(px)|d+<6/m) =1

ce qui, par la définition 7.7, est vrai ssi :

|2 gepey =1

or, d’apres le lemme de substitution, nous avons :
2
|pm|a+<c/x> = |p‘UC

Donc pour tout ¢ € Dy nous avons (|p|2c)? = 1, et ainsi | v p|L =1

— ¢(3r p) — Irxe(px) se traite de la méme maniere.

Nous avons traité tous les cas possibles de réduction des propositions. La
preuve du lemme est donc terminée. |

Le modele est un modele des regles de réécriture. Mais est-ce un modele de
la théorie T' de départ (celle qui avait servi & définir la semi-valuation V sur les
propositions) ? Pour pouvoir répondre & cette question, nous allons prouver le
lemme d’adéquation suivant :

Lemme 7.4. Si la semi-valuation V est définie en P, alors |P|, = V(P)
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Preuve. 11 faut le vérifier sur les termes de type o. Si P est une proposi-
tion, nous pouvons sans difficulté construire un terme p, (par induction sur
la structure de P) tel que P =g &(p). Alors, nous avons V(P) = V(p,) par
définition de la semi-valuation sur les termes. Puis, V(p) = |p|2 par définition
des V-complexes de D,, et enfin, nous avons |P|, = |p|? puisque P =¢(p). W

Remarque. Nous avons égalité stricte entre V' et l'interprétation puisque,
comme nous le saurons dans un instant, V est en fait une valuation totale, et
toutes les propositions ont déja regu une interprétation par V.

De ces deux lemmes 7.3 et 7.4, nous pouvons déduire directement le théoreme
de complétude forte pour la Logique d’Ordre Supérieur exprimée en déduction
modulo :

Théoréme 7.5. Soit R le systeme de réécriture HOL. Si TJ?‘% alors il existe
un modele M tel que M EFr T

Preuve. Comme d’habitude. Nous complétons 7 en I', et nous définissons la
semi-valuation V' comme étant ’appartenance a I'. Nous construisons le modele
M a base de V-complexes associé, et les lemmes 7.3 et 7.4 nous permettent de
conclure. ]

Le corollaire d’élimination des coupures s’en suit, la aussi comme au chapitre



Chapitre 8

Normalisation et
élimination des coupures

Dans ce chapitre, nous étudions les liens entre la normalisation définie dans
[17], et I’élimination des coupures sémantique telle que nous la faisons.

La normalisation implique directement 1’élimination des coupures en calcul
des séquents intuitionniste, puisqu’elle définit une méthode de transformation
des preuves. De plus, il est démontré (voir par exemple [17]) que I’élimination des
coupures en calcul des séquents modulo intuitionniste implique celle du calcul
des séquents modulo classique, par le biais d'une ——-translation.

Dans ce chapitre, nous étudions l'existence d’une réciproque a ce résultat.

8.1 Le contre-exemple de Dowek et Werner
Dans [17], il est introduit le systéme défini par la regle de rééeriture suivante :
ReR—Vy(ly~R= —y<€R)

Ici, y ~ z est un abréviation pour Va(y € x = z € z), et € est un symbole de
prédicat a deux variables.

Le systeme de réécriture 7 défini par cette regle termine et est confluent.

Nous avons une preuve 7 sans coupure des séquents suivants (en calcul des
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séquents modulo intuitionniste, donc aussi dans le cas classique) :

ReRRe S, FL Re S, o

ReRFJ ReR _ ReRHTfReSO;»ReSOVd

ReR,~(ReR)FY ReRFYS R~R
Re&R:R;h(ReR)MTfV
ReRRe RV ®
ReRFY

=-g

contr-g

de méme, nous avons une preuve intuitionniste 7’ du séquent suivant :

i
ReR S eRFY  SoeRFY SoeR_
(SOER:>R6R),SOGRFE}V_
So~R,Sy € R
So~RFS ~(SoeR)
Fef (So ~ R = —(So € R))
F Re R

g

= -d
v-d

Les termes de preuve associé étant :

(m)  Aa(aR(AxzAB0)a)
(') AyAaAB(t(m)(aRB))

En combinant les preuves de ces deux séquents avec la regle de coupure,
nous obtenons une preuve de 'incohérence de 7 :

/
™ ™

ReRFY +IReR
Fr

Or, sans la regle de coupure, nous ne pouvons pas démontrer g , car au-
cune regle ne peut s’appliquer. Ce systeme est donc incohérent, mais surtout, il
ne possede ni la propriété d’élimination des coupures, ni la propriété de norma-
lisation. Le terme de preuve (7 7’) se réduit sur lui-méme :

(r 7'y >* (m ')
Nous allons maintenant raffiner ce contre-exemple de maniére a avoir une

théorie cohérente (sinon nous ne pourrions pas avoir élimination des coupures)
qui possede la propriété d’élimination des coupures.
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8.2 Un premier raffinement

Un premier raffinement consiste a remplacer toutes les propositions du type
=P par P = C, avec C une proposition atomique quelconque (qui est normale
pour les regles de réécriture), de méme que la A-traduction est une généralisation
de la —-traduction.

Nous obtenons la régle suivante, et nous définissons le systéme de réécriture
S composé uniquement de cette regle :

ReR—-Vy(y~R=(yeR)=10C))

Modulo ce systeme de réécriture, et de la méme maniere que dans la section
précédente, nous avons une preuve w du séquent R € R |_fo C dans le calcul des
séquents intuitionnistes modulo :

ReR,ReS Y Re S,

cf cf cf =-d
ReRCFs U RERFg RER RERFSReSoéReSOVd
ReR,(ReR=O)Fd C ReRl—ng:Ré_g

RéR,RzRi(RzRéC’)I—ngv_g
ReRRecRVY C
ReRrd C

contr-g

et une preuve intuitionniste 7’ du séquent suivant :

™
ReR,SoeRFY C So€RFY SoeR_
(soeR:ReR),soengfcv
So~R,Soe R+ C ®
So~R+J Spe R=C
S (So~R= (So € R=C))
FY ReR

g

=-d
=-d
v-d

Les termes de preuve sont toujours les mémes que dans la section précédente.
Nous pouvons toujours combiner 7 et 7’ et obtenons une preuve de la pro-
position C' :

/

s
Fs C

coupure

D’autre part, il n’existe pas de preuve de Fgf C (c’est a dire sans utiliser la
régle de coupure). Si une telle preuve existait, alors la premiere régle ne pourrait
étre qu’une contraction sur la proposition C, et ainsi de suite. La preuve ne
pourrait donc jamais étre close. Notons qu’il est important que C' soit normale
pour S, sinon d’autres regles pourraient s’appliquer.
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Nous ne pouvons donc toujours pas éliminer les coupures, en particulier nous
n’avons pas la normalisation, et la réduction du terme de preuve (7 7) boucle.

Remarque. Cette regle de réécriture définit cependant un calcul des séquents
modulo cohérent. Pour montrer cela, il suffirait de définir un modele de S qui
valide cette regle de réécriture. Cela est réalisable si 'on interprete C' par 1.
C’est le point de départ de la section suivante.

8.3 Déduction Modulo classique

Observons maintenant ce qui se passe si nous remplagons C' par une tauto-
logie bien connue de la logique des prédicats : AV —A, avec A une proposition
atomique quelconque. Nous obtenons la regle de réécriture suivante, qui formera
le systeme de réécriture S’ :

ReR—rYyly~R= ((y € R) = (AV-4)))

En calcul des séquents intuitionniste, il n’existe pas de preuve sans coupures
de I—g’f AV —A, car la premiere regle s’appliquant doit forcément étre V droit,
et ensuite, on se retrouve & devoir démontrer soit }—g, A, soit }—f;],c —A, ce qui est
impossible dans les deux cas, car nous avons supposé A quelconque.

Par contre, en calcul des séquents classique, il y a la preuve triviale suivante :

AFY A
F A, -A
F AV -A

L’idée est que le calcul des séquents classique modulo cette regle de réécriture
possede la propriété d’élimination des coupures, alors que, comme nous venons
de le voir, le calcul des séquents intuitionniste ne la possede pas (et donc, en
particulier le processus de normalisation échoue).

Il nous reste a prouver que la regle de coupure est effectivement redon-
dante dans le calcul des séquents modulo S&’. Pour cela, nous allons utiliser la
méthode habituelle. Etant donné une théorie complete, cohérente et admettant
des témoins de Henkin, nous lui construisons un modele qui est aussi un modele
des regles de réécriture.

La construction se fait de la maniere suivante : nous fixons la valeur de
vérité de tous les atomes, puis nous étendons cela a toutes les propositions par
induction structurelle.

Définition 8.1. Soit I' une théorie compléte, cohérente, admettant des témoins
de Henkin. Nous définissons le modeéle syntaxique M par les valeurs de vérité
des prédicats atomiques de la maniére suivante :

- SiTFY A, alors |A] =1

— Sinon |A| =0
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On étend de la maniére habituelle la définition a toutes les propositions.

Remarquons que puisque 7’ est une preuve de Fg{ R € R, c’est aussi une

preuve de T’ I—g’,c R € R. Ainsi |R € R| = 1 par définition.

Tout d’abord, nous prouvons comme dans les sections 5.2.1 et 5.2.2 que M
est un modele de I'. Nous renvoyons a ces sections pour de plus amples détails,
par exemple a la preuve du lemme 5.6.

Nous devons donc prouver que M est un modele de S’. Pour ce faire, nous
regardons la seule régle de §’, et puisque nous connaissons déja 'interprétation
de R € R, nous devons prouver que |Vy(y ¥ R = ((y € R) = (AV -A)))| = 1.

Or nous savons que |A V —A| vaut 1, car soit A, soit —A valent 1. Donc,
pour tout terme clos t, ((t € R) = (A V —A)) est vraie. Ce qui implique que
[t~ R= ((te R)= (AV -A))| = 1. Ceci prouve ce que nous voulions :

Vy(y~R= ((y € R) = (AV-A4)))| =1

Dong, le calcul des séquents classique modulo S’ a la propriété d’élimination
des coupures.

Cependant, ce calcul ne peut pas normaliser, car la normalisation implique
I’élimination des coupures dans le calcul des séquents intuitionniste, et par la
——-traduction 1égére de Dowek et Werner [17], I’élimination des coupures intui-
tionniste implique ’élimination des coupures classique.

Ceci est da au fait que dans notre preuve d’élimination des coupures, nous
avons utilisé fortement le fait que A V = A est une tautologie classique. Nous
avons donc des outils sémantiques a notre disposition que nous n’avons pas lors
de la définition du processus de normalisation. .

Nous pouvons aussi faire la remarque que la preuve sans coupures de Fg{
AV —A n’a rien a voir avec celle avec coupure.

Nous avons donc établi que la normalisation, ainsi que I’élimination des cou-
pures dans le cas intuitionniste était une propriété plus forte que 1’élimination
des coupures dans le cas classique. Nous allons maintenant comparer normali-
sation et élimination des coupures dans le cas intuitionniste.

8.4 Déduction Modulo intuitionniste

Remplagons maintenant C' par une tautologie intuitionniste :4 = A.
Nous obtenons la regle de réécriture suivante :

ReR—Vyly~R=((yeR)= (A= A))

On a toujours les méme termes de preuve w et 7' pour prouver les deux
séquents suivants :

ReR v C
4 ReR
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Si nous les combinons avec la regle de coupure, nous obtenons une preuve
du séquent Fgs A = A.

Le procédé de normalisation boucle encore dans cette théorie. Les termes de
preuve sont en effet incapables de distinguer la proposition C' de la proposition
A = A, et de savoir, dans ce cas précis, que c’est une tautologie intuitionniste.
Encore une fois, nous avons & notre disposition des informations sémantiques
inaccessibles aux termes de preuve.

Le théoreme de complétude forte reste ainsi valide : pour une théorie I' B-
complete, B-cohérente et admettant des B-témoins de Henkin, nous définissons
une structure de Kripke exactement comme dans la définition 6.2 de la section
6.2.2.

Alors, nous avons bien I' IF T" et T' ¥ B, de la méme maniére que dans la
section 6.2.2.

Mais, toujours comme dans cette section, il faut montrer que la structure de
Kripke définie est un modele des regles de réécriture, en ’occurrence, de la regle
de réécriture.

Puisque le séquent Fg’f R € R a une preuve, et de par la définition de notre
structure de Kripke (R € R est une proposition atomique), nous savons que
pour tout monde A, A I R € R. Reste a montrer que :

AlFVyly~R= (y€ R= (A= A)))

Ceci est laissé en exercice au lecteur intéressé, et se démontre quasiment de
la méme maniere qu’a la section précédente.

Ainsi, le théoréeme d’élimination des coupures est vrai, bien que celui de
normalisation soit faux.

Le raffinement du contre-exemple de Dowek et Werner [17] peut étre comparé
a lapproche de Dowek dans [13], qui montre que, dans le calcul des séquents
asymétrique, ’élimination des coupures n’implique pas la normalisation. Il y raf-
fine une contre-exemple de Newman. Nous obtenons un résultat plus fort puisque
nous travaillons dans le calcul de séquents modulo symétrique avec regles pro-
positionnelles.

Nous obtenons un résultat négatif : la normalisation est une propriété plus
forte que I’élimination des coupures. De plus, nous avons aussi montré que
I’élimination des coupures dans un cadre intuitionniste est une propriété elle
aussi plus forte que I’élimination des coupures dans le cas classique.

En particulier, les méthodes sémantiques ne sont pas une version affaiblie
des méthodes de normalisation, car elles permettent de démontrer la propriété
d’élimination des coupures pour un plus grand nombre de systemes.



Quatriéeme partie

Démonstration
Automatique
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Chapitre 9

La Résolution Modulo

9.1 ENAR, un systéme de résolution

La déduction modulo est un formalisme bien adapté a la recherche de preuve,
du fait de I'introduction de regles de réécriture. C’est pourquoi il est intéressant
de définir des méthodes efficaces de recherche de preuve, telles que la construc-
tion de tableaux ou la résolution. Ces méthodes sont en général plus rapides que
la recherche de preuve d’un séquent. Mais il faut prouver leur correction et leur
complétude par rapport au calcul des séquents.

ENAR est un systeme de déduction qui étend la résolution des formes clau-
sales aux théories avec des regles de réécriture. Les méthodes de résolution sont
en effet tres utilisées dans les programmes de recherche de preuve automatique,
car elles sont tres efficaces.

Dans le chapitre 5, nous introduisons une condition d’ordre (section 5.2.1).
Stuber, dans [41], prouve la complétude de ENAR par rapport au calcul des
séquents par des méthodes sémantiques, avec cette méme condition.

Dowek, Hardin et Kirchner dans [16] ont prouvé la complétude de ENAR
par rapport au calcul des séquents sans coupure, et un théoreme de correction
par rapport au calcul des séquents avec coupure. Le but de ce chapitre est de
raffiner ce résultat et de démontrer la correction forte de ENAR par rapport au
calcul des séquents sans coupure.

Les régles de déduction en ENAR s’appliquent sur un ensemble d’ensembles
de propositions atomiques ou leur négation, que I’on appelle une clause. Il existe
des regles permettant d’écrire une proposition quelconque du calcul des séquents
dans sa forme clausale, elles sont présentées dans la figure 9.1.

Notons que dans cette section, nous considérons des regles supplémentaires
& sur des termes, qui ne sont pas des regles de réécriture, mais des regles
d’équivalence entre les termes. Formellement, £ est un ensemble de paires [ = r,
chacune d’entre elles est un axiome équationnel.
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Exemple d’axiome équationnel :
rt+y+z) =@ty +2

On note =¢ la congruence générée par les égalités de &, telle que si P =¢ @
alors P et ) ont les mémes variables libres.
La définition d’équivalence =r¢ est redéfinie en conséquence :

Définition 9.1. Soit un systéme de réécriture RE, la proposition P se réécrit
en P’ dans RE si :

P=¢£Q, Q) =o0(l) et P' =¢ Q[o(r)]., pour une régle | — r € R, une certaine
proposition @, une certaine occurrence w dans Q) et une certaine substitution o.
Quand on applique o, nous renommons les variables liées pour éviter la capture
le cas échéant.

Tous les résultats syntaxiques du chapitre 3 restent valides pour cette for-
mulation de la déduction modulo, et les preuves sont exactement les mémes.
Nous les étendrons légerement dans la section 9.3.1, pour avoir des résultats
plus précis sur la hauteur des preuves.

9.1.1 Les formes clausales

Pour travailler en résolution modulo ('autre nom de ENAR), nous devons
d’abord définir, de la méme manieére que dans [16] ce qu’est la forme clausale
d’une proposition P.

Définition 9.2. Soit P une proposition et | une liste des variables libres de P,
appelée label.
Une proposition labellée est une paire (P,1), notée P'.

Définition 9.3. Soit 0 une substitution. Quand on applique 6 a une proposition
labellée, on remplace dans le label chaque variable x par la liste des variables
libres de Ox.

Une proposition labellée P! est £-équivalente o une proposition labellée Ql/ st
P=cQetl=1.

Définition 9.4 (Clause). Une clause est un ensemble de propositions labellées
telles que chacune de ces propositions soit un littéral, c’est a dire un atome, ou
bien sa négation.

On note la clause vide O.

Donnons les regles qui permettent de calculer la forme clausale d’une propo-
sition. La forme clausale est un ensemble de clauses. Avec les regles de la figure
9.1, nous pouvons calculer la forme clausale de n’importe quelle proposition.
Ces regles s’appliquent sur des ensembles d’ensembles de propositions. Nous no-
terons cl(P, ..., P,,) le résultat de la mise en forme clausale de {{P1}, ..., {P,}}.

Définition 9.5 (proposition associée a une clause sans labels). Soit ) = { P, ..., P,}
un ensemble de propositions. On note v = Py V (P V (... V Py)).
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@, (,(PAQ)) — @, (¥, P, (,Q")
o, (p,(PVQ)) — @, (,PLQ"
o, (,(P=Q)) — @ (-P),Q"
o, (1h, L) — B0
D, (1, (YaP)/vm)  — B, (¢h, PYro¥nT) (k)
D, (¢, FzP)v) — D (), ({f (Y1, -y Yn) [T} P)VE ), ()
o, (,(=(PVQ)) — &, (4, (=P)"), (v, (-Q)")
o, (¢, (=(PAQ)) — @, (v, (-P),(-Q)")
@, (¢, (=(P=Q)) — @, P, 1, (-Q)")
o, (1, (-1 — @
O, (1h, (mILP) V) s D, (1, (A P)Y YT (k)
O, (1h, (AVaP) V) @ (4, (o f (Y1, oo Yn) [T PR, ()
o, (¢, (-=P)") — @, (4, P

(¥) : f est un symbole de fonction qui n’apparait dans aucune clause de
®, ni dans v, ni dans P (symbole de Skolem).
(%) :x est une variable fraiche.

F1G. 9.1 — regles de la mise en forme clausale
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Définition 9.6 (proposition close associée a une clause). Soit un ensemble de
propositions labellées ¢ = {Plll, <oy Pln Y On suppose avoir un ordre total sur le
nom des variables (par ex. 'ordre alphabétique). Soit S =13 U...Ul,, ’ensemble
des variables apparaissant dans les labels.

Nous posons :

Yo = Vax..Ve,t
ou les quantifications se font par ordre croissant.
Remarquons que nous quantifions universellement sur les variables libres
(c’est a dire les variables des labels).

9.1.2 Les regles d’inférence ENAR

Définition 9.7. Soit un systeme d’équations €. Une équation modulo € est une
paire de termes ou de propositions atomiques t :?5 .

Une clause avec contraintes U[C| est une clause U et un ensemble d’équations
C, que l’on appelle contraintes.

Les regles de déduction sont données dans la figure 9.2.

Extended Resolution
{P1,....; Py, Q1, ..., Qu }[C1] {R1,..., Rp, S1, ..., Sg}[Ca]

{Qh veey Qmy S1, ...,Sq}[(31 UCy U {Pl :?5 :; P, :; Ry :?5 :; RPH
Extended Narrowing

ulc . .
0y {(E|j T3] sil —reR, U, atomique, et U’ € cl({U[r].})

Fic. 9.2 — Regles d’inférence de ENAR

9.1.3 Correction et complétude de ENAR

Dowek, Hardin et Kirchner ont prouvé que si un systeme de réécriture
possédait la propriété d’élimination des coupures, alors ENAR était correcte
et complete, c’est a dire qu’on a une démonstration de :

si et seulement si on a une dérivation de :
c(T,=A) — 0O[C]

avec C un ensemble de contraintes £-unifiable.
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Plus précisément, ils ont prouvé que si on avait une preuve sans coupures
de :
I'Fre A

alors on pouvait trouver une dérivation dans ENAR de :
c(T,-A) — O[C]

avec C un ensemble de contraintes £-unifiable.
Et inversement, si on a une dérivation dans ENAR de la forme précédente, alors
on a une preuve de :

I'Fre A

qui peut éventuellement comporter des coupures (mais grace & la propriété
d’élimination des coupures, nous pouvons trouver une démonstration de ce
séquent sans coupure).

9.1.4 ENAR et le calcul des séquents sans coupure
Dans ENAR, on ne peut pas trouver de dérivation de
0 — 0O

Ce qui revient a dire que pour un certain systeme de regles de réécriture,
si on a le théoréeme de complétude de ENAR vis & vis de la déduction modulo,
alors on ne peut pas trouver de démonstration de :

Fre

Donc, la déduction modulo RE est cohérente.

Cependant, la preuve de complétude de ENAR de Dowek, Hardin, Kirchner
dans [16] utilise fortement I’hypothese que le systeme de réécriture possede la
propriété d’élimination des coupures. Qui plus est, dans la preuve de correction,
on transforme une dérivation dans ENAR en une démonstration en calcul des
séquents qui en général comporte un grand nombre de coupures.

Nous démontrons ici que les systémes pour lesquels ENAR (la résolution mo-
dulo) est correct sont exactement ceux qui posseédent la propriété d’élimination
des coupures :
Si on a une dérivation de :

cd(T,-A) — O
alors on a une preuve sans coupure de :

Avec le résultat de complétude de Dowek, Hardin, Kirchner [16], nous aurons
alors trouvé une caractérisation de ENAR qui sera satisfaisante : ENAR corres-
pond exactement au fragment du calcul des séquents sans coupure (y compris
et surtout si le systeme de réécriture ne posséde pas la propriété d’élimination
des coupures).
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9.1.5 Le systeme EIR

Le systeme EIR (Extended Identical Resolution) a été introduit dans la
démonstration de la complétude et de la correction du systeme de déduction
ENAR dans [16].

C’est un systeme intermédiaire et completement équivalent & ENAR. Il s’ap-
plique lui aussi sur des ensembles de clauses, comme ENAR.

Nous travaillerons sur le systeme EIR, car si nous arrivons a prouver que
toute dérivation dans EIR se réécrit en preuve sans coupures en déduction mo-
dulo, alors on n’aura plus qu’a étendre le résultat a ENAR.

EIR a les regles d’inférence données dans la figure 9.3.

ﬁ Instantiation
U . . /
i Conversion si U =¢ U
w Identical Resolution
% Reduction si U —x ¢ et U’ € cl(¢)

Fi1G. 9.3 — Regles d’inférence de EIR

Définition 9.8. Soit un systeme de régles de réécriture RE et un ensemble de

clauses K. Nous écrirons :
K —RE U

st la clause U peut étre déduite des clauses de KC en utilisant un nombre fini de
fois les régles d’inférence de FIR.

C’est a dire, il existe Uy, ...,U, telles que sin =0, U € IC, et st n > 1, pour
tout p € (1..n], U, est déduit de KC, Uy, ..., Up_1 par Uapplication d’une des régles
d’inférence de EIR.

Remarque. Sur les régles d’inférence de EIR :

— dans la regle Instantiation, on remplace dans les labels la variable ins-
tanciée par les variables libres du terme substitué.

— En ce qui concerne la regle Conversion, les labels restent inchangés,
grace a la condition imposée sur la conversion =¢ que les variables libres
des membres droit et gauche sont les mémes.

— Dans la régle Reduction, les labels sont modifiés par la mise en forme
clausale.

— Dans la regle Identical Resolution, on peut éliminer deux propositions
n’ayant pas le méme label.

Nous allons donc démontrer le théoréme suivant :
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Théoréme 9.1. Soient I'; A des ensembles de propositions. Si dans FIR :
d(,-A) — 0O
alors on a une dérivation sans coupure de :
I'Fre A

Dans la démonstration de ce théoreme, il apparait crucial que les regles
de réécriture soient asymétriques, ce qui peut se comprendre intuitivement par
le fait que les dérivations de EIR sont elles aussi asymétriques (régle Reduc-
tion).C’est pourquoi nous utiliserons le calcul des séquents asymétrique sans
coupure.

Nous prouverons ce théoréeme en rajoutant un axiome, l'axiome de Skolem
9.1, page 151. Nous conjecturons que cet axiome est démontrable. Il est déja
démontré si on retire la condition “sans coupures”.

9.2 Calcul des séquents modulo utilisé

Dans toute cette partie, nous nous placerons dans le calcul des séquents
modulo asymétrique sans coupure de la figure 2.5, page 37 oll nous restreignons
les regles axiome, affaiblissement et 1-g a étre atomiques et a s’appliquer a un
contexte vide, et oll nous enlevons la régle de coupure.

De plus, nous n’utiliserons pas la présentation de la figure 2.5, mais plutot
celle avec reégles de conversion, de maniere & coller au plus pres a EIR (figure
9.3), qui posseéde explicitement une régle de conversion. Cette présentation est
résumée figure 9.4. Remarquons encore que ce calcul est présenté directement
sans la regle de coupure.

Nous supposerons aussi que RE est confluent.

La taille se réfere a la hauteur de ’arbre de démonstration.

Rappelons que le systeme de la figure 2.5, restreint de la maniére dont nous
I’avons fait est équivalent au calcul des séquents modulo classique usuel, de
par la confluence. Nous travaillons dans ce systeme de maniere a prouver cer-
tains lemmes par récurrence sur la taille des démonstrations, qui ne seraient pas
prouvables dans d’autres systemes tels que celui que nous utilisions jusqu’alors
(figure 2.4).

Rappelons aussi que le lemme de Kleene 3.3 et le lemme 3.1 sont valables.

9.3 Du calcul des séquents vers la résolution

Une clause est un ensemble de littéraux : ils n’ont pas d’ordre. Or, tous les
connecteurs sont binaires, et en principe AV (BV C) n’est pas la méme chose que
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————axiome, P atomique
P P
I,PPHi A
r,PHi. A
I P,P,A
I, PA
I A
r,PHi. A
I A
Il PA
T,P,QH+d A
I,PAQFS: A
Il PA THE QA .
Ll PAQA
I,PH. A T,QF A y
T.PvVQrd A 5
Il PQ,A
Il PvQ, A
I PA T,Q 5, A
I,P= Q. A
r,Pri. QA
5. P=Q,A
I, P A
T-PFI A
L, P A
| SN
1-g, P atomique

contr-g

contr-d

affaiblissement-g, P atomique

affaiblissement-d, P atomique

-d

V-d

=-d

—-d

1P
T, {t/z} P+, A
I,VaP . A
I He {c/z}P,A
T e VaP, A
T, {c/x}P I—gg A
,32P Fe A
I e {t/23P.A_
I+l 3zP A
T, P A
r,QFi, A
rd. pa
e QA

V-d, ¢ constante fraiche

J-g, ¢ constante fraiche

conversion-g si Q —rge P

conversion-d si Q —grg P

F1G. 9.4 — Regles d’inférence du calcul des séquents modulo asymétrique
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(AV B)V C (avoir une preuve de 'un implique-t-il le fait d’avoir une preuve de
Pautre 7). C’est ce genre de résultats que nous allons prouver dans cette section.

Tous ces résultats sont tres importants dans notre cas, et ont été ignorés
dans les travaux de démonstration du théoreme de correction précédents, car
ils sont immédiats dés qu’on s’autorise a utiliser la régle de coupure. Or notre
but est justement de ne pas utiliser cette regle. Son absence implique que nous
devons analyser plus finement les utilisations possibles des regles.

9.3.1 Disjonction
Conséquences du lemme de Kleene

Nous renforgons dans cette section le lemme de Kleene 3.3 avec des informa-
tions sur la hauteur des démonstrations. Comme nous sommes en déduction mo-
dulo avec regles axiome, affaiblissement et | -g atomiques, la hauteur des preuves
décroit, ce qui sera important pour la suite (car nous faisons des récurrences sur
la hauteur des démonstrations).

Lemme 9.2. Soit une démonstration de :
T, 32, Py, ..., 3w, P, FSle A
alors il existe une démonstration du séquent :
T, {c1/a1} P, oo {en/an} Po FSe A
de taille inférieure de n au moins, c1,...c, €tant des constantes fraiches.

Preuve. La méme que celle du lemme de Kleene. On vérifie que la hauteur de
la démonstration diminue, et ce, grace au fait que nous avons des régles axiome,
affaiblissement et L-gauche atomiques (figure 9.4) : ainsi, la premiére regle de
la démonstration ne peut pas étre une de ces trois regles la.

— Si la premiere regles est V-g :

Par hypothése de récurrence on obtient des démonstrations 6 et 6’ des
séquents :

T, A, {e1/a1} Py, ooy {en/@n } P Fife A
Fva{cll/ml}le"v{C;z/mn}Pn F;{S A

de taille inférieure de n au moins.

Choisissons dy, ..., d,, des constantes entierement fraiches par rapport a 6
et #’. Nous substituons dans 0 et 6’ :
— Cly.eey Cp PAr d1, ..., dy.
— ).y, par dy, ..., dy.
Puis on applique la regle V-gauche.

— Si la premiere regle est une contraction sur Jx; P;, alors nous appliquons
I’hypothese de récurrence.
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— Si la premiere regle est 3-gauche sur 3z P;, alors nous avons la preuve :

0
T, {ci/z1}P1, 3aaPs, ..., J2, P Fide A
F; El‘rEl-Pla ceey Elann }_;?J,“S A

Nous appliquons 'hypothese de récurrence sur 6 et obtenons une preuve
de taille inférieur a celle de I', 3z, P, ..., dz, P, F;{s Ade (n—1)4+1=n.

— C’est une regle de conversion sur Jx1 P —* Q1. D’apres le lemme 3.1,
Q)1 est encore une proposition 3z P] avec P, — Pj. Nous appliquons
I’hypothese de récurrence sur la preuve de :

T, 3¢, P, ..., 3u,P, F5le A

puis la regle de conversion.
— Si c’est une regle sur une des propositions de I', A, alors nous pouvons
appliquer I’hypothese de récurrence.
— De méme pour les autres regles.
La taille inférieure de n au moins est obtenue grace au fait que nous n’autorisons
que les axiomes et les affaiblissements sur des propositions atomiques, et donc,
que nous rencontrons forcément 3-g sur 1 P;. |
De la méme maniere, si nous appliquons le lemme de Kleene a une preuve
du séquent :
[,AV B A

alors nous obtenons des preuves des séquents :
cf

A g A
cf

I'B Fze A

de taille strictement inférieure.

Permutation des propositions

Du lemme de Kleene 3.3 sur les propositions V a gauche, on peut déduire le
corollaire suivant, qui désambiguise 1’écriture sans parentheses d’une proposition
P1 V..V Pn :

Corollaire 9.3. Si on a une démonstration du séquent :
L,P V(. VB F A
alors pour toute permutation o de [1..n] on a une démonstration de :
T, Py V (oo V Pogy)en) Fide A

Preuve. Par récurrence sur le nombre n de propositions. Le cas initial n = 2
vient du lemme de Kleene.
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Soient m = o(1) et I = o~!(1). On applique le lemme 3.3 de Kleene et
obtient deux démonstrations des séquents :

T, P sl A
TPV (..V Py)..) Fslo A

Par hypothese de récurrence la deuxieme démonstration est équivalente a :
F;Po(l) V (~~-(Pa(l—1) V (Pa(l+1) V(.. V Pa(n))) F?zfg A

On applique encore une fois le lemme 3.3, et on obtient des démonstrations des
trois séquents :

I, P Fe A

T, P,y Fe A

F,PU(Q) V (---(Pa(lfl) Vv (Po(l+1) Vv ( \ Pa(n))) l—%fg A
On recombine la premiere et la troisieme démonstration, on réutilise encore
une fois ’hypothese de récurrence et on obtient deux démonstrations de :

T, Py Fie A

yo(1) " Re
F,Pg(g) V (---(Pa(l—l) V (Po(l) V (PU(H-l) V(... V Pa(n))) Fgg A

Et enfin, on combine ces deux démonstrations et on obtient ce que 1'on
s q

cherchait. Notons que la taille de la démonstration peut s’en trouver allongée.
|

Remarque. Gréce a ce corollaire, nous pourrons travailler dans toute la suite
de cette partie sans nous soucier du parenthésage en ce qui concerne le signe V a
gauche. Nous pourrons le faire quand le parenthésage réel n’est pas important.
Le corollaire assure ’équiprouvabilité de tous les parenthésages possibles.

Nous pourrons travailler de cette maniere tant que I'on n’aura pas a tenir
compte de la taille de 'arbre de démonstration.

9.3.2 L’axiome de Skolem

Axiome 9.1 (Skolem). Il existe une démonstration de :
T, Vai..Va,yP Fife A
si et seulement si il existe une démonstration de :
U,V Yo {f (@1, . 20) /y} P FSle A

f symbole de fonction frais, i.e. qui n’apparait pas dans T', P et A.
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Comme déja remarqué dans le chapitre 4 précédent, il n’existe pas de preuve
de ce résultat pour le moment, car nous avons ici besoin du calcul des séquents
modulo sans coupure. Prouver le théoreme de Skolem par des méthodes syn-
taxiques est équivalent & avoir le théoréeme d’élimination des coupures (via le
théoreme de complétude forte), or nous supposons justement que ce n’est pas
forcément le cas. De plus, les méthodes sémantiques actuellement existantes
ne permettent pas d’avoir le résultat dans le calcul des séquents modulo sans
coupure.

9.3.3 Les quantifications

Nous démontrons des résultats qui seront utiles lorsque nous manipulerons
des quantificateurs. De méme que dans la partie précédente, nous n’aurions pas
besoin de démontrer ces résultats si nous nous autorisions a utiliser la regle de
coupure.

C’est la partie la plus fastidieuse de la preuve. 11 est normal qu’elle concerne
les quantificateurs, étant donné que ce sont eux qui donnent tout son sens a la
logique des prédicats, en méme temps que toute sa difficulté.

Regles V-gauche regroupées

L’idée de cette définition 9.9 est que nous allons essayer de différer 'appli-
cation de ces regles, qui n’obéissent pas au lemme de Kleene 3.3, le plus tard
possible. Si 'on veut, on peut considérer que cette section est une sorte d’anti-
lemme de Kleene : puisqu’on ne peut pas avoir V-g comme premiere regle, alors
“poussons” la le plus profond possible.

Nous allons démontrer que dans une preuve, nous pouvons différer I'emploi
des regles V-g jusqu’au tout dernier moment. Ce dernier moment est identifié
comme étant celui ot on a besoin d’appliquer une regle sur la sous-formule @
de P = Vz;..Vz,Q et qui n’est pas V-g (donc @ n’est pas une formule quantifiée
universellement). Nous allons démontrer ceci par la proposition 9.5, qui est la
proposition centrale de cette section.

Définition 9.9 (Regles V-g regroupées). Nous disons d’une démonstration que
c’est une démonstration avec des regles V-g regroupées si et seulement si elle
vérifie la condition suivante :

Lorsqu’on rencontre une régle V-g sur Yz P, alors la régle suivante sera une
regle sur P qui n’est pas la contraction.
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Exemples : La démonstration suivante a ses regles V-gauche regroupées.

P axiome
P(x1,1) Fe Pla1,m1) V-g

VaP(z,y1) }—%fg P(z1,y1) V.

YyVaP(x,y) F%fg P(z1,y1)
YyVzP(x,y) I—gg Ve P(x,y1)
VyVzP(x,y) I—gg YyVz P(x,y)

v-d
v-d

Mais la démonstration suivante n’a pas ses regles V-gauche regroupées :

axiome

P(fl,yl) P;zfg P(fl,yl) Vg
VaP(x,y1) }—gg P(x1,y1) vd
VaP(x,y1) l—gg VaP(x,y1) V.
YyVaP(x,y) I—gg VaP(x,y1)
VyVaP(x,y) I—%g YyVaP(x,y)

v-d

en revanche, celle-ci les a :

™
L, P(z1,41,21), Q(%1,y1,21) }_gf A
I, (PAQ)(w1,y1,21) Fife A
L,V2(PAQ)(z1,y1,2) Fde A
T, 3yvz(P A Q) (w1, y,2) Fie A
I, VzIygVz(P A Q) (=, vy, 2) "ngs A

Lemme 9.4. Si on a une démonstration avec les régles V-g regroupées de :
Fa {tl/xl}Pla ceey {tn/xn}Pn Fgg A

alors on peut construire une démonstration avec les régles V-gauche regroupées

de :
T,V Py, ..., Vo, Py Fe A

dans laquelle la premiére regle est :
— soit la méme que dans la démonstration de départ
— soit V-g sur une des propositions considérées, suivi de la méme régle que
dans la démonstration de départ.

Preuve. Par récurrence sur la taille de la démonstration :
On considere la premiére regle appliquée. Si c’est une regle sur I' ou A alors,
soit IV, {t1/x1} Py, ooy {tn/Tn}Pn F;{s A’ la (les) prémisse(s). Par hypothese de
récurrence on a une démonstration de I'V,Vx1 Py, ..., Vo, P, }—gg A’. On peut
encore appliquer cette méme regle, car la condition de fraicheur des variables
n’est pas transgressée. Par exemple, si on a :
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™
{t'/y}A, {t/a}P,T e A
A, {t/a}P,T Fl, A

avec t’ frais dans le séquent considéré, alors on a :

7T/

{t'/Jy}A, VaP,T F5i. A
A, VeP, T Fsle A

et la condition de fraicheur des variables n’est pas transgressée, car ¢’ est tou-
jours une variable fraiche.

Si c’est une régle sur P alors :
— C’est axiome ou affaiblissement — pour la regle axiome :

axiome

Pi(t1) Fde Pi(ty)

se transforme en :

axiome

Py(t1) F5le Pi(th)
VZ‘1P1($1) }_gg Pl(tl)

De méme pour la regle affaiblissement (qui s’applique uniquement sur des
atomes).

— C’est contraction sur P; - nous appliquons I’hypothese de récurrence, puis
nous contractons sur Vaq P;.

— C’est V-gauche sur P;- nous appliquons I’hypothese de récurrence et nous
obtenons une preuve de :

T, {t,/z1 }{t' Jy} P}, Yoo Py, ..., Yo, P F5le A (9.1)

qui a ses regles V-g regroupées, et dont la premiere regle est une regle sur
P|. En effet, dans la prémisse :

F, {751/331}{t//y}P1/7 {tQ/-rQ}PQa teey {tn/xn}Pn ";{g A

la premiere reégle est sur PJ, puisque les régles V-g sont regroupées dans la
démonstration de départ.

D’apres 'hypothese de récurrence, si dans 9.1 on a une regle V-g sur P;
par exemple, les regles V-g soient regroupées (car la régle suivante serait
celle sur P| d’apres I’énoncé du lemme).

Donc dans 9.1 la premiére régle est une régle sur P{ qui n’est pas la
contraction. Nous rajoutons V-gauche sur y puis sur x; et nous conservons
les propriétés voulues.
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— C’est une autre regle sur P;, on applique '’hypothese de récurrence de
fagon & avoir une démonstration de :

T, {t1/a1} P}, Y22 Ps, ..., Van Py Fde A

qui sont la (les) prémisse(s) de la regle. Puis nous appliquons la méme
regle, et enfin, nous rajoutons V-gauche sur .
|

Lemme 9.5. Si on a une démonstration de :
cf
I Fpe A
alors on peut construire une démonstration du méme séquent dans laquelle toutes
les régles V-g sont regroupées.

Preuve. Par récurrence sur la taille de la démonstration.

— Si la premiere regle n’est pas V-gauche sur la proposition considérée alors
on applique ’hypothese de récurrence sur les prémisses.

— Si la premiere regle est V-gauche sur P, alors on applique ’hypothese de
récurrence, pour obtenir une démonstration sans coupures de :

{t/x}P7F }_gé' A
ou toutes les regles V-gauche seront regroupées.

Gréace au lemme 9.4, & partir de la preuve de T', {t/2} P l—;{s A obtenue
par hypothese de récurrence, nous pouvons construire une preuve de :

I,VaP Fe A

qui a toutes ses regles V-gauche regroupées.

L’ordre de quantification n’est pas significatif

Proposition 9.6. Soient 01, ...,0,, des permutations de [1..m1], ..., [1.ny]. Si
on a une démonstration de :

T, V11 Ve n, Piy ooy YEmioNEmn,, Pm FSe A
alors on a une démonstration de :
L, V21 0,(1)- Y21 01(n1) Ply 0 YT (1) m () P e A

Preuve.

1. On applique le lemme 9.5 pour avoir une démonstration ou toutes les
regles V-gauche sont regroupées. Notons que toutes les regles V-gauche
sont présentes grace a la condition que les regles affaiblissement, axiome
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et | s’appliquent a des propositions atomiques seulement. Autrement dit,
a un moment ou & un autre dans la démonstration, on aura une regle

V-gauche sur VP :
™

V-
T,VaP Fe A :

2. On construit par récurrence sur la taille de cette démonstration la nouvelle

démonstration :

— Si la regle de déduction r n’est pas V-gauche sur Py, ..., P,,, on applique
I’hypothese de récurrence, et on obtient 7’ (éventuellement 7””). Ce sont
des démonstrations auxquelles on peut appliquer cette méme regle r
pour construire 7.

— Si la regle est un V-gauche sur P; alors on est certain que tous les autres
V-gauche sur P; sont les regles suivantes, de la maniére suivante :

0
T,0(Py), «y Y1 VEmm,, Pm Fe A

V-g

T Vo1 Varm Py VomyVamo P Fre A8

Nous appliquons I’hypothése de récurrence sur 6 et rajoutons sur la
preuve obtenue de I',o(P1), ..., V& 1..VEmn,, Pm I—gg A les regles
V-g, mais dans 1’ordre qui nous convient.

[ |
Proposition 9.7. Il existe une démonstration du séquent suivant :
T,(3zP)VQ i, A

avec x non libre dans Q)
si et seulement si il existe une démonstration du séquent :

r,3z(PVQ) . A

Preuve. On construit une preuve a partir de 'autre en appliquant le lemme
de Kleene 3.3.

Dans un sens, a partir de :
T,(3zP)VQ i, A
on applique d’abord le lemme 3.3 et on obtient deux démonstrations de :
T, (3zP) F5fe A
T,QF: A

puis sur la premiere démonstration, on applique encore une fois le lemme de
Kleene 3.3 et on obtient une preuve de :

T, ({e/2}P) Fife A
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avec ¢ constante fraiche. On remplace ¢ par d dans toute cette démonstration,
d étant une constante entierement fraiche, c’est-a-dire qui n’apparait nulle part
dans toutes les démonstrations. Alors on a la démonstration du séquent suivant :

Fv ({d/‘r}P) '_;fo A FaQ l_gg A \V;
T, {d/z}(PV Q)i A ..
T,32(PV Q) A

-8

Le lecteur intéressé peut essayer de prouver la réciproque, elle fait appel
exactement aux mémes techniques, mais dans I'ordre inverse. |
Nous allons prouver un résultat similaire, pour les quantificateurs universels.

Proposition 9.8. Il existe une démonstration du séquent :

F, VILl V:L'Lnl Vyl,l Vylﬂnl (P1 \/Ql),
Vap i o VEpn, Yyp1 o YYpm, (PoV Qp) Fide A

avec Yr.1, .- Yrm, NEtant pas libres dans P, si et seulement si il existe une
démonstration du séquent :

F, V:El’l V.’ELnl (Pl \/Vyl’l vyl,m1Q1)7
Vap 1 oo Vopn, (P VYY1 oo YYpm, @p) }—gg A

Preuve. Dans cette preuve on appellera VT ’ensemble des regles V-gauche sur
ZTr1, .- Tr.n, lorsqu’elles sont regroupées, et vy la méme chose sur y, 1, ..., Yr,m,.-
On fait la démonstration du sens direct et celle du sens inverse séparément.

Sens direct : nous procédons en deux étapes.

On applique le lemme 9.5 pour regrouper tous les V-gauche. On obtient une
démonstration dans laquelle, puisque les propositions commencent par un quan-
tificateur universel, ces derniéres sont décomposées de la manieére suivante (ou
nous oublions la substitution o = {t1/x1, ..., tn/Tn, 1 /Y1, -, thr /Ym }) :

!
™ ™

DPH A TQHL A
I,PVQHL A
L' Vyi.. Yym (P V Q) "%5 A

g
Yy —g
VT —1

On voit qu’il suffit, lorsqu’on se trouve devant un tel cas, de “pousser” les regles
Vy-gauches au dessus de la regle V-gauche. C’est 'objet de I’étape suivante.

Ayant une démonstration ainsi modifiée nous construisons la démonstration
du séquent désiré par récurrence sur cette démonstration.
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— Silaregle r n’est pas V-gauche sur une proposition V...V, Yy ...V, (PV

@), alors on applique ’hypotheése de récurrence sur la(les) prémisse(s) puis
on réapplique la méme regle r.
En particulier, si la régle est une régle de conversion (y compris sur
V..V, Yy1.. Yy, (PVQ)), nous nous servons du lemme 3.1 et du fait que
la reégle de conversion est orientée (ainsi, la proposition considérée reste
de la forme voulue). De méme, si la régle est une régle de contraction ou
d’affaiblissement, nous appliquons ’hypothese de récurrence.

— Si la regle est V-gauche sur la proposition V...V, Vyi...Vy, (P V Q) alors

nous avons exactement le schéma décrit ci-dessus (en considérant qu’il n’y
a qu’une seule proposition V...V, Yy1...Vym (P V Q)).
Nous appliquons alors I'hypothése de récurrence sur 7 et ' (nous obte-
nons deux démonstrations, v et v/ de la forme que nous désirons), puis on
assemble v et v’/ en mettant & la suite de v’ les regles Vy. Ensuite, nous
appliquons la regle du V-gauche, et enfin nous accolons les regles Vz.

Nous obtenons la démonstration suivante :

/
14

v r,QFrd A
T,PH{e A T,Vy1.. Yy, Q Fe A
T, PV (Vg VymQ) Fe A
T,V Vi, (PV (Y. VumQ)) Fie A

Yy —1

v —1

Le fait de remonter Vy-gauche est justifié car les variables 4, 1, ..., Yr m,. De
sont pas libres dans P,.

Réciproque :

Elle se fait toujours par récurrence sur la taille de la preuve. Notons que
nous n’appliquons pas pour 'instant le lemme 9.5 de regroupement des regles
V-g.

— Si la derniere regle s’applique a une proposition qui n’est pas de la forme
Va1..Ve, (P V (Vy1..VymQ)), on applique 'hypothese de récurrence, et a
la démonstration obtenue on applique la méme regle.

— Si la derniere régle s’applique & une proposition de la forme V...V, (PV
(Vy1..Yym@)), c’est soit :

— une regle de contraction. Nous appliquons ’hypothese de récurrence.
— V-gauche. Dans ce cas, nous appliquons 'hypothese de récurrence, a la
démonstration de :

I, Vzi2 ... Vo1, (PAV YY1 o YY1,m, Q1), -
Vap 1 o Vapn, (P VVYp1 oo YYpm, Qp) Fide A
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et obtenons une démonstration de :

F, VZ'LQ Vil?lml Vylvl VyLml (Pl \/Ql),
VTpi e Y, Yp1 o YYpm, (PoV Qp) Fe A

a laquelle nous rajoutons la regle V-gauche sur x;.

— V-gauche (s’il n’y a pas de quantificateurs Vz;). Nous commengons par
appliquer I’hypothese de récurrence sur les deux prémisses, et obtenons
des démonstrations de :

P A
I V. VymQ Fide A (9.3)

ou l'abréviation suivante est utilisée :

F/ = F, vl‘271 VIQWZ Vy271 Vygm (P2 \ QQ),
Vap1 o VTpn, YUp1 o YWpm, (PpV Qp)

Nous voulons trouver une démonstration du séquent suivant :
I Vy1.. Vym (P V Q) Fse A

L’idée force est de commencer par des regles de contraction sur toutes
les propositions de I'V et A de facon & devoir démontrer le séquent :

T, T Yy Yy (P V Q) Fsle AL, A

Nous avons annoté par * toutes les propositions sur lesquelles nous ve-
nons de faire une contraction, de maniere a garder leur trace, car nous
ne voulons pas qu’elles soient modifiées.

Ensuite, nous continuons la construction de la démonstration en faisant
une récurrence sur la démonstration du séquent :

T V1. VymQ Fide A

que nous avons obtenue en 9.3.

Nous distinguons les cas selon la premiére regle :

— Si ce n’est pas V-gauche sur Vy,,, Q. Nous appliquons ’hypothese de
récurrence, et nous rajoutons la méme regle (sur les propositions de
I, A, et surtout pas sur celles de I',, A,).

Nous obtenons alors des démonstrations incompletes de séquents de
la forme suivante :

LT VY Yy (PV Q1) ooy Yy, Vym (P V Qq) Fe A, A
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avec :

Ql Q'f

La démonstration sur laquelle nous effectuons la récurrence étant,
quant a elle :

T Yy Y Q1 oves Vi o Ty Qq Fid e A

Nous faisons tres attention & ne pas appliquer les regles sur les pro-
positions étoilées. Nous les conservons ainsi telles quelles jusqu’a ren-
contrer la regle V-g sur Vy,, @Q;.

— Si la premiere regle est V-gauche sur Vy,,,Q; (sans perte de généralité,
on peut supposer ¢ = 1), alors on rajoute V-gauche (qui ne trans-
gresse pas la condition de fraicheur des variables) et V-gauche a la
démonstration qu’on construit et on se retrouve a devoir démontrer
les deux séquents suivant :

LT Py P (P V Q2), ooy Y, Ty (P V Qq) Fide Ay, A
LT Q, Yy Py (PN Q2), ooy Yp, -y (P V Qg) Fide Au, A

En utilisant répétivement ’affaiblissement sur le premier séquent, on
en arrive a devoir prouver le séquent :

of
I, PH, A,

dont on a une démonstration (c’est exactement la démonstration de
9.2).

Il reste a trouver une démonstration de :

LT Q1 Yy o YYm (P V Qo) ooy W, - Py (P V Q) Fide Av, A

qu’on peut trouver en continuant la récurrence sur la démonstration
qui est maintenant :

Fl’levszpza -~-aVme27 ] Vypqa 7vmeq '79]{5 AH

— il n’y a pas d’autres regles qui puissent s’appliquer.
|
Remarque. Cette preuve est la seule ot nous avons besoin de construire une
démonstration entiérement, du bas (séquent d’arrivée) vers le haut.
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9.4 Le théoreme de correction

9.4.1 Résultats sur la mise en forme clausale

Nous allons prouver des propositions plus en rapport avec le théoreme, qui
concernent la résolution EIR et la mise en forme clausale.

Lemme 9.9. Soient 1, ...,%¥n, X1,-.-, Xq des ensembles de propositions tels que
{1, ., ¥} — {Xx1, .-, Xq} au sens du calcul des formes clausales de la figure
9.1

Si on a un démonstration du séquent :
vXl7 ...,\V/Xq '_Rf
alors on peut construire une démonstration du séquent :

gwlv ag'l/}n }_Rg

Preuve. Par récurrence sur la longueur de la dérivation de la mise en forme
clausale.

Si la dérivation a une longueur nulle, alors nous gardons la méme preuve.

Sinon, nous distinguons des cas selon la régle de calcul employée lors de la
premiere étape de la dérivation. Sans perte de généralité, nous pouvons supposer
que la regle s’applique sur la clause ;.

— si la regle est :

0, PVQ— o, PQ

Par hypothese de récurrence on a une démonstration de :

YoV PV Q). V1, ..o, Vb e

Ce qui est exactement ce que nous cherchions.
— si la regle est :
(,O,Vl’Pl — @, Pl:::c

Nous appliquons I'hypothese de récurrence sur ce dernier ensemble de
propositions, puis nous appliquons la proposition 9.6 de permutation des
V-g.

— si la regle est :

{e, PAQY = {p, P}, {p,Q}

on a par hypothese de récurrence une démonstration de :

V@V P), VBV Q), Vibs, ..., Vb, 1 (9.4)

que nous pouvons supposer avoir ses regles V-g regroupées d’apres le lemme
9.5.
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On va construire une démonstration de
Y@V (PAQ)), W, ..., Vib, FT

On commence par appliquer la regle de contraction sur la proposition
V(@ V (P A Q)). Notons que les variables quantifiées sont les mémes, et
dans le méme ordre pour V(@ V P), V(7 V Q) et V(z V (P A Q)) (d’apres
la définition 9.6). Sinon, on appliquerait la proposition 9.6 sur les deux
propositions que nous venons de contracter.

Ensuite, nous construisons par récurrence sur la démonstration de 9.4 la
démonstration voulue. La contraction effectuée des le départ nous permet
de faire suivre & I'une des propositions contractées le chemin de V@ V P et
a l'autre, celui de ¥ V Q. Le but est de remplacer dans la démonstration
d’origine toutes les propositions dérivant de V(@ V P) et de V(% V Q) par

YeVv(PAQ))

Pour faire proprement la récurrence, il faudrait considérer les différentes
regles : régle sur I', A ou bien contraction/V-gauche/conversion sur une
proposition Vz;...Vx, (1 V P1) avec P —* Py et o —* 1.

Nous traitons ici seulement le cas le plus significatif, celui de la (premiere)
regle V-gauche sur @ V P (de manieére équivalente sur @ V Q). Puisque
les regles V-gauche sont regroupées, nous savons qu’en fait nous avons
immédiatement les prémisses suivantes :

Fa%7 v(ﬁVPI% 7V(EVPT)7
9(()0& N Ql)a 79(()07;7\/ Qp) l_%fg A

L, Py, V(e1V P, ..V(%rVPE),

les indices sont la pour tenir compte des réécritures et des contractions et
nous avons :

P Q

N,
/

13

P Q
' \
er P

2

A Q,

/
¥o 1
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Ici, V est la quantification sur toutes les variables libres de ¢ V (P A Q)
(car o1 peut avoir un nombre strictement inférieur de variables libres).
Nous trouvons donc des démonstrations de :

Fa%a V(W\/ (Pl A Q))v 7g(@\/ (Pr A\ Q))7
V@V (PAQL)), (g, V(P AQ)) Fe A

F,Po, V(ﬁ\/ (Pl A Q))v ,Q(W\/ (Pr A Q))>
V@IV (PAQL)), - V(@hV (PAQ,)) Fe A

Sur la démonstration contenant Uinstanciation {t1/z1,...,tn /2, } Py de P
(toutes les substitutions ont été omises pour plus de lisibilité), nous affai-
blissons sur @ (en introduisant éventuellement plusieurs regles si @ n’est
pas atomique), nous obtenons des démonstrations des séquents suivants :

L,p0, V@V (PAQ)), .V(er V(P AQ)),
V(@ V(P AQL)), (gl V (P AQY)) e A

F,POaQ, g(a\/ (Pl A Q))7 ,V(E\/ (PT A\ Q))a
V@V (PAQL), Y@V (PAQ,)) e A

Les variables libres de @ sont substituées par les termes correspondants (il
faut regarder le label 1 de (P AQ)! pour définir cette substitution, pour les
autres variables libres, nous sommes libres de les substituer par ce que nous
voulons, puisque juste en dessous, nous allons quantifier universellement).
Sur cette derniere démonstration, nous appliquons la régle du A-gauche.
a la suite de quoi nous réunissons ces deux démonstrations avec la regle
V-gauche pour en obtenir une de :

LeV(PAQ), Y@V (PLAQ)), .., Y(
V@V (PAQL), ... Y(

V(P AQ)),
V(PAQp)) Fide A

SRS

et enfin, nous quantifions universellement sur toutes les variables libres de
PV (Py A Q) et obtenons une démonstration du séquent :

LY@V (PAQ)), Y@V ((PLAQ)), .V([@V (P AQ))

V@V (PAQ), @V (PAQ) Hile A
ce que nous cherchions.
— Enfin, le dernier cas a considérer est le cas du quantificateur existentiel.

Y1 ={p, FaP¥ I} — g = {o {f(y1, ... yn) [} PV}
Soient 21, ..., 2y, les variables libres de ¢ n’étant pas parmi y1, ..., yn-
Ayant une démonstration de :

9)(1’91#2’ agwn l_%fg
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on a une démonstration de :

Vyr. Yyn, V1. Vem({f W1y o yn ) JZI PV B), Vaba, oo, Vb, FS

grace au lemme 9.6 de permutation des V a gauche. On applique alors la
proposition 9.8 et on obtient une démonstration de :

VY1 VYN ({F (Y1, yn) /2 PV V21 Y2 ®), Yibo, ..., Vb, Fre

D’apres 'axiome de Skolem 9.1, on a aussi une démonstration de :
Vyp..Vyn3z(PV Vz1..Y2m@), Yiba,..., Y, Fre

avec x variable non libre dans Vzq,...,Vz,, . On applique la proposition
9.7 pour trouver une démonstration de :

Vy1VyN(3xP szl...vzm¢), 91#2, ,glﬁn Fre

et enfin, on applique une derniere fois la proposition 9.8 pour trouver une
démonstration de :

VY. YynVz1..Vom 3z PV @), Yo, ..., Vb, FT,

— les autres regles se traitent de la méme maniere que les regles dont nous
venons de traiter les cas.
[ |
La réciproque est vraie aussi. La seule chose qui change par rapport a cette
preuve est le traitement de la dérivation de ; lorsque ¢; = {¢, P A Q}. Mais
nous n’en avons pas besoin pour la suite.

Remarque. La partie qui concerne la mise en forme clausale s’arréte ici. Le
plus gros du travail a donc été de prouver des lemmes sur le calcul des séquents
sans coupure, de maniere a rapprocher ce dernier des regles de EIR.

9.4.2 Résultats concernant EIR

Lemme 9.10 (Introduction de P,—P). Soient Py, ..., P, des propositions quel-
conques (possédant des variables libres ou non).
Si on a une preuve du séquent :

T , Vxlﬂl...Vxl,nl A]_ \Y B]_, ceey

V21 Nmon,, Am V Bm Fie A

ot toutes les propositions sont closes, alors on a une preuve du séquent :
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r 5 VZL’/l’l...VSCILpl (Al \Y Pl),Vx’l'yl...Vaclllyql (Bl V _‘Pl),

Vx'mJ...Vx;n,pm(Am Vv Pm),Vx%’l...VxZwm(Bm V=P,
Fef A

! / / - - 1 1
0U T 4, ..., Ty p, SONL exactement les variables libres de A;, P; et 7 ;, ..., @Y .
sont exactement les variables libres de B;, P;.

Preuve. On construit tout d’abord par récurrence sur la taille de la preuve
initiale une preuve de :

F, le,l...Vme (Al \Y Pl),VJ}Ll...VJIl)nl (Bl vV _\1:)1)7

VEm 1. VTm o, (Am V Pn),VEm 1. VT n, (Bm V 2 Py),
e A

telle que les occurrences des variables libres et des termes de A;, B; soient les
mémes que dans la démonstration initiale, et que les occurrences des variables
libres et des termes de P;, —P; soient identiques pair a pair.

Si la regle est une regle sur I' ou A, on applique 'hypothese de récurrence.
Si la régle est une contraction sur Vzy 1...Vx1 5, (A1 V By), alors on applique
I'hypothese de récurrence et on contracte deux fois, sur Vy 1...Vay 5, (A1 V
Py) et sur Vo 1..Y21 o, (B V 2 Py).

Si la regle est une réécriture, on applique I’hypothese de récurrence, puis
on fait intervenir la regle de réécriture deux fois.

Si la regle est V-gauche sur Va1 1...¥x1 , (A1 V By), alors on applique I'hy-
pothese de récurrence, et on applique deux fois la regle V-gauche, en sub-
stituant z; par le méme terme deux fois de suite (qui est aussi le terme
substitué dans la preuve initiale).

Si la regle est V-gauche, alors on applique ’hypothese de récurrence et on
se retrouve avec des démonstrations de :

F, A1 5 VIQ,l...VI27n2 (A2 V PQ), V.TQJ...VQSQJLQ (B2 V _\PQ),

et de :

F, Bl s VxQ,l...V$27n2 (A2 V PQ),V$271...V$2’TL2 (BQ V _LPQ)7

Ve 1V Emm,, (Am V Pr),Vm 1., (Bm V=P, F5le A
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que I'on simplifie pour la suite en :
I, Ay F5fe A
I, By Fl, A
Dans ce cas la, on a une démonstration triviale de :
I/, Py, P Fife A

a condition que toutes les occurrences variables libres et tous les termes
de P; et de =P, soient identiques.

Donc on peut construire la preuve suivante :

™ .
I/, Ay F5le A I, P Py A iy e
' Ay, =P He A T P =P A I, By il A
cf oF
U, ~P, Ay v Py PR A I',By, A1V P g A V-g

', By VP, AV P A

Ce qui est ce que nous cherchions.
Nous devons encore transformer cette démonstration de facon a ne quantifier que
sur les variables apparaissant des propositions. Nous supprimons par récurrence
sur la taille de la démonstration toutes les quantifications inutiles.

Puis nous rajoutons des regles de quantification sur les variables non encore
quantifiées. Et enfin, nous appliquons le lemme 9.6 de permutation des quanti-
ficateurs universels. |

Lemme 9.11. Si on a une preuve du séquent :

I 5 szl"'szml Vy171...vy17n1 {tl/xl}Ul, veey
V21V 2pm, p 1o Vpn, {tp/Tp}Up File A

Ol 24,1, ..., Zi,m,; Sont les variables libres qui apparaissent dans t;, on peut trouver
une preuve du séquent :

D Va1 Yy 1 VY, Uty ooy YY1 Vypn, Up e A

Preuve. Par récurrence sur la taille de la démonstration :

— Si c’est une regle sur I ou A, on applique I’hypothese de récurrence.

— Si c’est une regle V-gauche sur zq ,,,, alors le terme ¢; est instancié. Donc,
on ajoute V-gauche sur z1, en substituant x; par ¢;.

— Si c’est une regle V-gauche sur 25 1, ..., Zz,m,—1, on ne fait rien.

Si c’est une regle de contraction, on applique I’hypothese de récurrence.
|



9.4. LE THEOREME DE CORRECTION 167

Lemme 9.12. Soient Uy, ..., U, des clauses. Si
Ul, ceey Un — O

alors 7 7
YU, ..., YU, Fl

Preuve. Par récurrence sur la longueur de la dérivation.

— Si nous avons une dérivation de longueur nulle, alors I'une des clauses, Uy
par exemple, est la clause vide, dans ce cas, U; = L, ce qui nous permet
de conclure avec la regle L-gauche.

— Si la premiere regle appliquée est Identical Resolution sur

U, ={A,P},U, ={B,-P}
nous avons une démonstration de :
Y(AV B),VU,, ..., YU, F5i,
D’apres le lemme 9.10, nous avons alors une démonstration de :
Y(AV P),¥(BV =P),YUy, ..., YU, F,

c’est la preuve cherchée.
— si la regle appliquée est Reduction. Nous supposons qu’elle s’applique a
Ui —re 1. Nous possédons une dérivation plus courte de :

Uiy, Up, U — O avec U’ € cl(3))
et par hypothese de récurrence une démonstration sans coupures de :
VUL, ..., YU, YU' Fi,
En utilisant les regles d’affaiblissement, on peut obtenir :
YU, ...,.YU,, YU' YU}, ...WU,, 4,

avec cl(y) ={U",U;,....,U},}
D’apres le lemme 9.9, puisqu’on a une dérivation de :

{,Uy,....,U,} = {U", U], ..U Uy, ... U, }
au sens des formes clausales, on a une démonstration de :
VUL, ..., VU, Vb 5L,
Nous rajoutons une regle de réécriture de Uy en 1.
i
VUL, ..., YU, Y 51
VUL, ..., YU, YU, +4,

conversion-g U; —™ 1

Puis, nous utilisons la contraction gauche, et nous obtenons la preuve
cherchée.
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— Si la regle est Conversion, alors on a une preuve de :

VUL, ..., YU, YU' Fi,

avec U’ =¢ U;. Donc on peut rajouter une régle de conversion et avoir
une preuve de : 7 o
VUL, ..., YU, YU, F5i,

On conclut en appliquant la régle de contraction, car les labels des propo-
sitions restent les mémes (voir la remarque concernant la régle conversion,
page 146).

Si la regle est Instantiation, alors on a une preuve de :

VUL, ..., VU, ¥{t 2} U, FST

Mais on peut avoir de nouvelles variables quantifiées par la cléture V. On
construit donc par récurrence sur cette démonstration une démonstration
de : 7 o

VUL, ..., YU, YU, F5i,

Pour cela nous nous servons du lemme 9.11. D’apres ce lemme, on possede
une démonstration de :

VUL, ..., VU, YaVU, Fiie

ou YU; dénote cette fois-ci la cloture par quantification universelle, moins
la quantification sur la variable x. Nous appliquons le lemme 9.6 de permu-
tation des quantificateurs universels, et nous obtenons une démonstration
sans coupures du séquent :

VUL, ..., YU, VU, +4,

que nous contractons.
|

Nous sommes enfin préts a démontrer le théoreme de correction, ce qui est

facile, grace aux deux lemmes 9.9, 9.12 et au lemme 3.3.

Théoréme 9.13 (Correction).
Soient Py, ..., P,,Q1, ..., Q., des propositions. Si

alors

Cl(Pl, ...7Pn,ﬂQ1, ---7_‘Qm) — 0

P, Py b Q1y o Qe

Preuve. Par le lemme 9.12 | si nous avons cl(Py, ..., Py, =Q1, ..., 7Qm) — O,

cela veut dire que :

ou {Ul, ...,Up} = Cl(Pl, ...,Pn,ﬁQl, ...,ﬁQm).
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Puisque Pi,..., Py, =Q1,...,7Qm —re {Ui,...,Up} au sens du calcul des
formes clausales, on a, d’apres le lemme 9.9 :

P17 "'7Pna _‘le () _‘Qm Ff]{g

Nous la transformons en la démonstration cherchée en utilisant le lemme de
Kleene 3.2 sur la démonstration de Pi,..., P,,~Q1, ..., Qm I—;{g . Donc on a
une démonstration de :

P17 >Pn F;{g Qla an

9.5 Conclusion

Ce théoreme démontré, que pouvons nous en faire ? Tout d’abord, dans [16]
il est démontré que :

Théoreme 9.14. Soient Py, ..., P,,Q1, ..., Q., des propositions. Si le séquent :
Plv ceey Pn |_72$ Qla ooy Qm

a une preuve en déduction modulo sans coupure, alors :
Cl(Pl, ceey Pn7 _|Q1, ) _‘Qm) — O
dans FIR.

Nous pouvons en conclure que pour n’importe quel systeme de réécriture
RE, EIR équivaut aux preuves sans coupures du systéme. Autrement dit, on a
cl(T,—A) — O si et seulement si on a une démonstration de T’ I—i;gg A (donc en
déduction modulo sans coupure).

Puisque ENAR est équivalent & EIR, on a obtenu le résultat qu'ENAR, était
équivalent au fragment sans coupures de la déduction modulo, y compris pour
des ensembles de reégles de réécriture n’admettant pas la propriété d’élimination
des coupures.

Pour revenir au théoreme d’élimination des coupures, souvenons nous que
le résultat de complétude de ENAR de Stuber [41] nous dit que pour certains
systemes de réécriture, si on a une démonstration de :

-f
e A
alors on a :
CZ(P, _'A) - D[C}
avec C ensemble de contraintes soluble.
Ce qui, mis en relation avec le théoreme 9.13 de correction forte ci-dessus

redémontre le théoreme d’élimination des coupures 5.5 pour les systémes de
réécriture compatibles avec un ordre bien-fondé de la section 5.2.1.
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Perspectives

Preuves constructives

Une question tres intéressante est celle de la constructivisation des preuves
prsentées dans ce travail, et notamment celle du leur contenu calculatoire.

Comme nous le disons dans les section 5.1.2 et 6.1.2, nous avons besoin de
construire une semi-valuation (respectivement une semi-structure de Kripke),
avant de pouvoir ’étendre en un modele de notre théorie T'.

Or, étape de complétion de la section 3.4 qui sert ensuite a définir la semi-
valuation (respectivement, la semi-structure de Kripke) n’est pas constructive.
Ceci, car nous ne savons pas décider si I', P }‘g'{ ousiI'P l—%f pour toutes les
propositions P.

Or, dans une semi-valuation, nous avons besoin de considérer seulement les
sous-formules des propositions de I" (oublions pour 'instant lexistence des regles
de réécriture R). Cela suggere que nous avons une construction trop forte par
rapport a ce que nous voulons réellement.

La solution & ce probleme passe par la construction de tableaux. Cette
méthode a été introduite par Beth, Hintikka et Smullyan dans le cadre de la
logique des prédicats classique, puis intuitionniste. Nous discutons ci-dessous le
cas de la logique classique.

L’idée des méthodes de tableaux est d’examiner seulement les sous-formules
de T, et ce, de maniére juste (c’est a dire que toute sous-formule doit étre exa-
minée a une certaine étape).

Dans le cas par exemple de 'examen de AV B € T', nous savons classiquement
que soit T', A ¥/ soit T, B ¥¢f. Comme nous ne savons pas lequel des choix est
le bon (il se peut que les deux le soient), nous construisons donc deux branches
différentes, I'une contenant I', A, 'autre contenant I', B :

T

171
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Nous devons donc définir un algorithme “équitable” qui examine, non seulement
toutes les sous-formules de I', A, mais aussi explore toutes les branches de I’arbre
ainsi créé (voir par exemple [40]).

Notons que certaines branches peuvent étre incohérentes, par exemple, si
I' = {-=A, AV B}, alors la branche gauche est incohérente. Nous fermons ce
genre de branches (lors d’étapes ultérieures de I’algorithme).

Remarque. Une remarque clé est que les branches “closes par incohérence”
ci-dessus formeront ce que Krivine appelle “modele trivial” (modele dans lequel
toute proposition est valide) dans [30] ou il prouve un théoréme de complétude
constructif.

Ainsi, il semblerait que la méthode de Krivine se rapproche de celle des ta-
bleaux que nous discutons ici.

Une fois que nous avons construit un tableau (complet - c’est & dire clos par
toutes les régles d’extension de la méthode des tableaux), on remarque qu’une
branche non-close (c’est & dire non incohérente) définit exactement une semi-
valuation. Une branche close, quant a elle, correspond au modele trivial.

SiT' E A, alors le seul modele de I', = A est le modele trivial. Le tableau com-
mengant par I', A a toutes ses branches closes (on ne doit pas pouvoir définir
de semi-valuation). Or, un tableau clos correspond & une preuve du calcul des
séquents sans coupure, donc nous avons trouvé une preuve du séquent I' F¢/ A,
Ceci prouve de maniére constructive le théoreme de complétude forte. Nous pas-
sons au théoreme d’élimination des coupures par correction, puis complétude
forte.

De plus, si I' est cohérente (sans coupure), on peut prouver (classiquement)
qu’il existe au moins une branche non-close, donc, il existe au moins une semi-
valuation et donc au moins un modele (non trivial) de I'. Nous sommes ici
obligés de nous servir de la logique classique, car nous avons supposé avoir une
théorie cohérente.

Remarque. La méthode des tableaux essaie de construire toutes les semi-
valuations existant. Autrement dit, elle essaie de construire tous les modeles
possibles de T'.

De maniére a avoir une présentation uniforme, il faudrait reformuler la
définition d’une semi-valuation V, sans 'aide valeurs de vérité 0, 1, et définir un
symbole F a la maniére de Krivine :

VEL implique V E P (pour tout P)
VE-P implique siVEPalorsVFE_L

et ainsi de suite pour les autres connecteurs.
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Extension a la déduction modulo et contenu calculatoire

La question de ’extension de ces méthodes a la déduction modulo est un sujet
tres intéressant. Il existe déja une notion de tableaux en déduction modulo, par
Bonichon [6], ce qui est un grand pas en direction d’une preuve constructive du
théoreme d’élimination des coupures.

Cependant, la question de savoir si une branche infinie peut s’étendre en une
semi-valuation (non triviale) n’est pas encore clairement résolue. Le point qui
pose probleme est celui de la compatibilité de la semi-valuation avec les regles
de réécriture :

P=r @ implique V(P)=V(Q)

car on ne sait pas énumérer toutes les propositions @) telles que P =x @ dans une
méthode de tableaux. Ce probleme pourrait par exemple trouver sa résolution
en définissant la condition de compatibilité de la maniere suivante :

P=r Q et V(P),V(Q) définis, implique V(P)=V(Q)
V(P) défini implique V(P |) défini

Ce theme de recherche demande encore a étre approfondi.

Méme si on ne connait pas encore de méthode sémantique constructive
d’élimination des coupures, on peut se poser la question de son contenu cal-
culatoire. D’apres le chapitre 8, on sait que ¢a ne peut pas étre une méthode de
normalisation.

L’emploi de la méthode des tableaux revient finalement, étant donné une
preuve de I' Fr A & la construction “& la main” d’une preuve de I" l—;{ A. Il est
trés vraisemblable que nous ne puissions pas faire mieux, notamment a cause
des résultats du chapitre 8. Du moins, tant que nous gardons une sémantique a
base de modeles booléens.

Extension au cas intuitionniste

Pour étendre tous ces résultats au cadre du calcul des séquents intuitionniste,
il faut se servir des tableaux intuitionniste [33], en les étendant & la déduction
modulo. Ceci n’a pas encore été effectué, et cette tache est laissée pour un travail
futur.

Comme dans la partie précédente, nous pouvons discuter du contenu calcula-
toire possible d’une telle méthode. Les résultats du chapitre 8 laissent & penser
que nous ne pouvons espérer qu'une méthode d’élimination des coupures tri-
viale : la construction (via un théoréme constructif de complétude forte) d’une
preuve de I' l—%f A ne s’appuyant aucunement sur celle de I' = A.
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Ces affirmations sont & relativiser par les résultats de Okada [35, 34]. La
sémantique utilisée est la sémantique des phases (qui se réduit aux Algebres
de Heyting dans le cas de la logique intuitionniste) pour prouver un théoréme
d’élimination des coupures sémantique, puis une sémantique plus raffinée pour
prouver la normalisation de manieére sémantique. Ainsi, notre contre-exemple en
déduction modulo fonctionne toujours, car la sémantique utilisée differe dans le
cadre de la normalisation (mis & part le fait que nous utilisons ici les structures
de Kripke, au lieu des Algebres de Heyting).

L’axe de recherche le plus prometteur dans ce domaine est la formalisation
des preuves exposées ici et dans les chapitres précédents a I’aide d’un assistant
de preuve tel que Coq. Ainsi, nous pourrons obtenir un algorithme d’élimination
des coupures sémantique. Dans ce domaine, il serait tres intéressant de se référer
aux travaux de Berger et Schwichtenberg [4], C. Coquand [7] ou Altenkirch et
al. [1].

Structures de Kripke et Algebres de Heyting

De maniere & jeter des ponts entre I'approche basée sur les Algebres de
Heyting (qui est un cas particulier de [35]) et les structures de Kripke, nous
pourrions tenter d’étudier les translations d’une sémantique a l’autre.

Cette question a été étudiée de maniere catégorique par Lépez-Escobar dans
[31]. La réponse qu'il y donne n’est pas entiérement satisfaisante. En effet, s’il est
possible de définir une translation des structures de Kripke vers les Algebres de
Heyting, elle passe par les modeles de Beth, puis par la syntaxe de la déduction
naturelle. Dans notre optique, une traduction directe des structures de Kripke
vers les Algebres de Heyting est plus utile.

Dans [46], les deux translations sont définies, et font appel aux Q-ensembles
et a un opérateur d’extension. C’est cette méme technique — étendue — qui est
utilisée dans [10], & des fins 1égérement différentes.

La traduction inverse, non définie dans [31], est plus difficile. Cela tient en
partie au fait que dans une structure de Kripke, si a IF AV B, alors o IF A ou
a Ik B. Or, il est bien connu que cette propriété n’est pas vraie pour toutes les
théories I'. Par exemple, on a une preuve de AV B + AV B, mais on n’a de
preuve nide AV BF A nide AV B+ B.

Cette propriété de disjonction (et de témoin existentiel) des structures de
Kripke est la raison essentielle pour laquelle nous devons absolument définir
une étape de complétion de I'" en théorie A-compléte admettant des A-témoins
de Henkin. Ainsi, pour définir une traduction des Algebres de Heyting vers les
structures de Kripke, il faut avoir un procédé ressemblant & la complétion d’une
théorie. Dans le cadre propositionnel, cela s’effectue a travers les filtres premiers,
qui définissent les mondes de la structure de Kripke.

L’étude de ces translations appliquées a des modeles pour ’élimination des
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coupures pourrait s’avérer étre un outil puissant dans ’optique d’une définition
uniforme de ’élimination des coupures sémantiques.

De la normalisation vers la sémantique

Un des enjeux de la discussion de la partie précédente est la définition d’une
projection des pré-modeles de [17] vers des modeles sémantiques. Puisqu’une
projection a déja été définie par Okada [34], il serait sans doute possible de définir
une projection du méme type dans les Algebres de Heyting. La définition de la
projection des pré-modeles dans les structures de Kripke est de méme encore
ouverte.

Notons encore une fois que les résultats du chapitre 8 impliquent que la
projection se fait obligatoirement avec perte irréversible d’information.

Ainsi, loin d’étre un affaiblissement des méthodes syntaxiques d’élimination
des coupures, les méthodes sémantiques sont au contraire plus fortes, puisqu’elles
permettent de prouver I’élimination des coupures dans un nombre strictement
plus grand de cas.
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Résumé :

La Déduction Modulo est un formalisme logique qui intégre des étapes de déduction et
des étapes de calcul, sous la forme de régles de réécriture. On obtient ainsi un calcul plus
souple, plus adapté a la démonstration automatique, plus lisible pour un étre humain. Une
conséquence remarquable est qu’il permet d’exprimer beaucoup de théories axiomatiques avec
des régles de calcul.

L’une des propriétés étudiée dans cette these est I’élimination des coupures. Elle est capitale
car elle implique la cohérence du systéme considéré, et permet I'implantation effective d’al-
gorithmes de recherche de preuve. Or, en Déduction Modulo, cette propriété n’est pas vraie
pour tous les systémes de réécriture, mais seulement dans certains. Ceci ameéne a rechercher
les systémes vérifiant ’élimination des coupures.

Cette these introduit tout d’abord les outils sémantiques permettant de prouver cette pro-
priété. Nous donnons au passage une application des méthodes a la preuve du théoréeme de
Skolem intuitionniste.

Puis nous étendons le théoréme de complétude de Gddel, en rajoutant la réécriture et en ren-
forcant I’hypothese. Cela permet de prouver I’élimination des coupures pour plusieurs classes
de systeémes de réécriture, a la fois en Déduction Modulo classique et intuitionniste.

Nous nous intéressons ensuite aux liens existant entre la propriété d’élimination des coupures
et la propriété de normalisation. A ce titre, nous fournissons un exemple montrant qu’elles
sont distinctes.

Enfin, nous nous intéressons a la démonstration automatique, et au lien entre la résolution

modulo et le calcul des séquents modulo sans coupure.
Mots clefs :

Déduction Modulo, coupure, élimination des coupures, calcul des séquents, résolution, ENAR,
régles de réécriture, sémantique, modeles booléeens, modeéles de Kripke, complétude, norma-

lisation, Skolem, skolémisation, logique.

Abstract :

Deduction Modulo is a logical frame allowing to integrate deduction and computation via
rewrite rules. This way we obtain more modular logical framworks, thanks to the wide range
of potential rewrite rules, more readable proofs, a system adapted to automatic theorem
proving, an we can also express axiomatic theories with the only mean of rewrite rules.

This work is mainly focused on the property of cut elimination of Deduction Modulo. This is
a key property, since it implies consistency of the calculus, and allows to have efficient proof
search algorithms. In deduction modulo, this property is not always true.

This PhD thesis first introduces the semantical tools we will use to prove the property. We
then give an application to the proof of Skolem theorem in an intuitionnistic frame.

In a second part, we extend Godel’s completeness theorem, strengthening it and extending it
with rewrite rules. We get the cut elimination property for a wide range of rewrite systems.
This work is done in both classical and intuitionistic Deduction Modulo.

We also focus on the link between our method and the proof normalization method. We give
an example proving that both methods are distinct.

In alast part, we focus on the resolution modulo method and its link with the cut-free fragment

of sequent calculus modulo.
Keywords :

Deduction Modulo, cut, cut elimination, sequent calculus, resolution, ENAR, rewriting rules,
semantics, boolean models, Kripke models, completeness, normalization, Skolem, skolemiza-

tion, logic.



