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La déduction modulo
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Déduction modulo
Déduction modulo = raisonnement + calcul
o Les regles d'inférence de la déduction naturelle

e Une congruence =

Exemples de regles en déduction modulo :

@AXSiAeretAEB

MN=20=C MN-=A
MN-=18B

=esiC=A= B

MN-=A =8B
Mr-==0¢

NisiC=AAB



Déduction modulo
oe

Exemple

Soit la théorie définie par la logique propositionnelle a laquelle on ajoute
la congruence = définie par les regles de réécriture suivantes :
(1)A— B

(2) B— C

Voici une preuve en déduction modulode = A= C :

Ar—c MA=C
F=A=C =
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Théories en déduction modulo

Une théorie axiomatique est un ensemble d'axiomes.

Une théorie modulo est un ensemble d'axiomes et une congruence
définie comme la clGture réflexive, transitive et symétrique d'un
ensemble de regles de réécritures.

Une théorie purement calculatoire est une théorie modulo dont
I'ensemble des axiomes est vide.
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Qu'est-ce qu’'on prouve ?

Comment une théorie peut-elle &tre exprimée sans axiomes ?

ﬁTiSiAET

@AXSiAeretAEB
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Qu’est-ce qu'on gagne 7



Déduction modulo Coupures Modeles

la super-cohérence Applications questions
[e]e] 0000 [e]e] o] o] [e]e]
o] 000 000 [e]e) (e]e) 00000
o] [o]e] o] o]
(o] le}

1001 = 1000 = 1 = 0 en Arithmétique de Heyting
axiomatique

Axiome nécessaire a la preuve :
Vx Vy (S(x) = S(y) = x=y)

A
1001 = 1000 F Vx ¥y (S(x) = S() = x=y)

A Ve x2
1001 = 1000 + 1001 = 1000 * 1001 = 1000 - 1001 = 1000 = 1000 = 999 :>ee *
1001 = 1000 + 1000 = 999
Ax
™ 1001 = 1000  Vx Vy (S(x) = S(y) = x=y) )
1001 = 1000 + 1000 = 999 1001 = 1000 - 1000 = 999 = 999 = 998 :>eVe *
1001 = 1000 + 999 = 998
Ax
T999 1001 = 1000 F Vx Vy (5(x) = S(y) = x=y) )
1001 = 1000 -2 =1 1001 =1000-2=1=1=0 vex

=e
1001 = 1000 - 1 = O

1001 = 1000 = 1 =0

=i
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1001 = 1000 = 1 = 0 en Arithmétique de Heyting modulc

Regle de réécriture :
S5(x) =5(y) —x=y

1001=1000—1=0 .
F_1001=1000=1=0
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1001 = 1000 = 1 = 0 en Arithmétique de Heyting modulc

Regle de réécriture :
S5(x) =5(y) —x=y

1000 = 999 F— 1 =0 .
F_ 1001 =1000=1=0
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1001 = 1000 = 1 = 0 en Arithmétique de Heyting modulc

Regle de réécriture :
S5(x) =5(y) —x=y

9990 — 998 F_ 1 =0 .
F_ 1001 =1000=1=0
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1001 = 1000 = 1 = 0 en Arithmétique de Heyting modulc

Regle de réécriture :
S5(x) =5(y) —x=y

998 =997 F_1—=0 _
F_ 1001 =1000=1=0
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1001 = 1000 = 1 = 0 en Arithmétique de Heyting modulc

Regle de réécriture :
S5(x) =5(y) —x=y

997 =996 F— 1 =0 .
F_ 1001 =1000=1=0
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1001 = 1000 = 1 = 0 en Arithmétique de Heyting modulc

Regle de réécriture :
S5(x) =5(y) —x=y

996 — 995 F_ 1 =0 .
F_ 1001 =1000=1=0
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1001 = 1000 = 1 = 0 en Arithmétique de Heyting modulc

Regle de réécriture :
S5(x) =5(y) —x=y

995 =994 F_1—=0 _
F_ 1001 =1000=1=0




Déduction modulo Coupures Modeles la super-cohérence Applications questions
[e]e] 0000 [e]e] o] o] [e]e]

o] 000 000 [e]e) (e]e) 00000
o] [o]e] o] o]

ooe

1001 = 1000 = 1 = 0 en Arithmétique de Heyting modulc

Regle de réécriture :
S5(x) =5(y) —x=y

994 —993F_1=0 .
F_ 1001 =1000=1=0
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1001 = 1000 = 1 = 0 en Arithmétique de Heyting modulc

Regle de réécriture :
S5(x) =5(y) —x=y

993 =992F_1=0 _
F_ 1001 =1000=1=0
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1001 = 1000 = 1 = 0 en Arithmétique de Heyting modulc

Regle de réécriture :
S5(x) =5(y) —x=y

992 =991 F_1=0 _
F_ 1001 =1000=1=0




Déduction modulo Coupures Modeles la super-cohérence Applications questions
[e]e] 0000 [e]e] o] o] [e]e]

o] 000 000 [e]e) (e]e) 00000
o] [o]e] o] o]

ooe

1001 = 1000 = 1 = 0 en Arithmétique de Heyting modulc

Regle de réécriture :
S5(x) =5(y) —x=y

991 =990 F_1=0 .
F_ 1001 =1000=1=0
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1001 = 1000 = 1 = 0 en Arithmétique de Heyting modulc

Regle de réécriture :
S5(x) =5(y) —x=y

...l_E].:O .
F_ 1001 =1000=1=0
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1001 = 1000 = 1 = 0 en Arithmétique de Heyting modulc

Regle de réécriture :
S5(x) =5(y) —x=y

1—0r_1=0™
F_ 1001 =1000=1=0

Technologie/Théorie
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La notion de coupure
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Coupure en déduction naturelle
S _m w1
A rre . TAFB ™
—_— i i .
rEAns . r-A=8 rea .
rea TFB
T
r-B .
TrvxB "

———— V.
e B{x :=t} €
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Coupure en déduction naturelle

™1 ™
- A r+-B RN m
T-AAB A
—FF——F ANe
- A
T
r-8 .
T-vx<B

———— V.
e B{x :=t} €

Applications questions

o] [e]e]

(e]e) 00000

o]
kit
NAFB i T
=1
r'-A= B r-A —e

reB
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Coupure en déduction naturelle
_m T w
r-A r-s . —_— r:lA rA-B . ™
rEAns . rFA=B8__ rea .
r=A -8B
T m{x =t}
r-B FE By — 1
— Vi = B{x:=t
Trv.B " { ’
Ve

e B{x :=t}
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Coupure en déduction naturelle
_m T w
reA r-s . —» _m T,AF B ™
LI S SN » i
LrAAB rea r-A=8 A _.
reA TrB
s m{x =t}
_rrFe M+ B{x:=t} s
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e B{x :=t}
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Propriété d'une preuve sans coupure en
déduction naturelle

Une preuve sans coupure finit toujours par une régle d'intro.



Déduction modulo Coupures

[e]e} [ele] 1o)
[e] [e]e]e}

[e]
(e]e]e}

Modeles la super-cohérence Applications questions
[e]e] o] o] [e]e]

000 [e]e) (e]e) 00000
[o]e] o] o]

La notion de coupure en présence d'axiomes
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exemple de redéfinition : la coupure de récurrence

Un exemple de coupure de récurrence :

T
P(0) P(0) = (Vx (P(x) = P(5(x))) = (Vn P(n)) . T
(Vx (P(x) = P(5(x))) = (¥n P(n)) Vx (P(x) = P(5(x)) e
Vn P(n)
Po0) ' °

une preuve sans coupure de P(100) c'est prouver P(0), P(1), P(2),
P(3), P(4), P(5), P(6), P(7), ... , P(100).
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Coupure et déduction modulo

Coupure en déduction naturelle : une intro suivi d'un élim

La déduction naturelle a la propriété d'élimination des coupures.

(Prawitz)
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Coupure et déduction modulo

Coupure en déduction naturelle : une intro suivi d'un élim
La déduction naturelle a la propriété d'élimination des coupures.
(Prawitz)

Coupure en déduction modulo : une intro suivi d'un élim
La déduction modulo n'a pas en général la propriété d'élimination des
coupures. (Dowek-Hardin-Kirchner)

Déduction modulo : ajout puissance calculatoire / perte I'élimination
des coupures.
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Exemple: A— A= B

A A=B AF A

A- B _. —e
I— A
AL A Ar _A=B __

T . 2

questions
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Exemple: A— A= B

xX:AFx:A= B X:AFx: A

x:AFxx:B —e
F(Ax.xx): A
X:AFx: A ><:A|—)<:A:>B:>e

x:AFxx:B
Fx.xx:A= B

=i

Uy . 2
F(Ax.xx): A ' (Mx.xx): A= B
F (Ax.xx)(Ax.xx) : B

=€
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Déduction modulo et coupures ?

Objectif : définir un critere pour assurer |'élimination des coupures
d’une théorie purement calculatoire

On propose ici un critere sémantique.
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Les modeles
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Sémantique

Une Algebre de valeurs de vérités A

Interprétation pour les connecteurs sur cette Algébre
Domaine D d'interprétation pour les variables
Symboles de fonction : fonctions de D" dans D

Symboles de prédicat : fonctions de D" dans A
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Cohérence, correction et complétude en
déduction naturelle

e Une théorie est cohérente s'il existe un modele qui valide tous ses
axiomes.

e Complétude + correction : Une proposition P est valide dans tous

les modeles d'une théorie 7 si et seulement si P est un théoréme
de 7.



Déduction modulo Coupures Modeles

la super-cohérence Applications questions
[e]e] 0000 [e]e] o] o] [e]e]
[e] [e]e]e} @00 (e]e] (o] 00000
o] [o]e] o] o]
000

Classique/Intuitionisme

AV —-A
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Classique/Intuitionisme

AV —-A

e est un théoréeme de la logique classique

e n'est pas théoreme de la logique intuitioniste
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Les Algebres de Boole : modéles de la logique classique

Contrainte : AV —A doit etre vrai dans tous les modeéles

Solution : tout élément de I' Algebre de vérité A a un complément
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Les Algebres de Boole : modéles de la logique classique

Contrainte : AV —A doit etre vrai dans tous les modeéles
Solution : tout élément de I' Algebre de vérité A a un complément

Remarque : il n'y pas que I:'Alg‘ebre de Boole”™
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Les Algebres de Heyting : modéles de
la logique intuitioniste

Contrainte : AV —A doit pouvoir étre faux dans certains modeéles

Solution : tout élément de I' Algebre de vérité A a un
pseudo-complément
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Les Algebres de Heyting : modéles de
la logique intuitioniste

Contrainte : AV —A doit pouvoir étre faux dans certains modeéles

Solution : tout élément de I' Algebre de vérité A a un
pseudo-complément

Remarque : Les Algeébres de Boole sont des Algébres de Heyting.
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Vers les modeéles intuitionistes modulo

Contraintes :

e distinguer les interprétations des propositions équivalentes

e identifier les interprétations des propositions congruentes
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Vers les modeéles intuitionistes modulo

Contraintes :

e distinguer les interprétations des propositions équivalentes

e identifier les interprétations des propositions congruentes

Pour toute regle de réécriture P — ¢, on veut

[Pl =l¢l
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Vers les modeéles intuitionistes modulo

Que se passe-t-il dans une Algebre de Heyting si la proposition B < C

est vraie 7

SiB= Cet C= Balors [BJa<[Claet[C]a<][B]a

L'anti-symétrie de la relation < de I' Algebre A implique [B] 4 = [C]4
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Vers les modeéles intuitionistes modulo

Que se passe-t-il dans une Algeébre de Heyting si la proposition B < C
est vraie 7

SiB= Cet C= Balors [BJa<[Claet[C]a<][B]a

L'anti-symétrie de la relation < de I' Algebre A implique [B] 4 = [C]4

On affaiblit les Algebres de Heyting en Pseudo algebres de Heyting en
cassant |'anti-symétrie.
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La super-cohérence
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Définitions

e Une théorie modulo 7 est cohérente s'il existe un P-modele (ie un

modele de 7 avec une certaine Pseudo algebre de Heyting P pour
I'ensemble des valeurs de vérités).
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Définitions

e Une théorie modulo 7 est cohérente s'il existe un P-modeéle (ie un
modele de 7 avec une certaine Pseudo algebre de Heyting P pour
I'ensemble des valeurs de vérités).

e Une théorie modulo est super-cohérente si a partir de toute Pseudo
algebre de Heyting P on est capable de construire un P-modeéle.
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THE théoreme

Si une théorie purement calculatoire est super-cohérente alors toute
proposition prouvable dans cette théorie a une preuve sans coupure.
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Parce que...

L'algebre des candidats est une pseudo algebre de Heyting

e Avoir un modele dans lequel I'algébre des valeurs de vérité est
I'algebre des candidats implique normalisation

la normalisation implique la cut élim

e super-cohérent = avoir un modele pour n'importe quelle PHA

S-C  YPHA modele C;‘ Théo
S-C  Cand. mod. = Cand. mod. = SN —e Théo
S-C - SN = SN = cut elim
S-C F cut elim

F S-C = cut elim
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Quelques résultats

o |l existe des théories purement calculatoires qui ont |I'élimination
des coupures mais qui ne normalisent pas (Olivier Hermant).

e La normalisation d'une théorie purement calculatoire implique-t-elle
sa super-cohérence ? (réponse dans le prochain exposé de Denis
Cousineau ?7)



Déduction modulo Coupures Modeles

la super-cohérence Applications questions
[e]e] 0000 [e]e] o] o] [e]e]
o] 000 000 [e]e) (e]e) 00000
o] [o]e] o] o]
000

Applications
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L'Arithmetique de Heyting purement calculatoire

e extension conservative de I'arithmétique de Heyting axiomatique
e super-cohérente

Induction

X € va}’l:-~-7}/n7P(y1’ .. a)/n) — P{Z = X}
N(n) —Vf (0ef=Vy (Nly)=yef=S(y)ef)=nef)

Egalité

0=0—T S(x)=0— L
Addition et multiplication

Oty —vy S(x)+y — S(x+vy)

Oxy—0 SX)xy — xXxXy+y
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Tiens 7

Induction
X € fz,y1,...,y,,,P(}/1, e a)/n) — P{Z = X}
N(n) —VF(0ef=Vy (Ny)=yef=Sy)ef)=nef)
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Une approche équationnelle
des types inductifs

N(n) —Vf (0ef=Vy (N(y)=yecf=5S(y)ef)=nef)



Déduction modulo Coupures Modeles la super-cohérence Applications

questions
[e]e] 0000 [e]e] o] o] [e]e]
o] 000 000 [e]e) [ o) 00000
o] [o]e] o] o]
000

Une approche équationnelle
des types inductifs

N(n) —Vf (0ef=Vy (N(y)=yecf=5S(y)ef)=nef)

T; — CasDeBase = (T; = CasHereditaire) = CasGeneral
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N(n) —Vf(0ef=Vy (Nly)=yef=5)ef)=nef)

Coupures
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Une approche équationnelle

des types inductifs

T; — CasDeBase = (T; = CasHereditaire) = CasGeneral

Toute théorie purement calculatoire avec ce genre de regles de

questions
[e]e]
00000
o]

réécriture (T; réapparait en positition positive) est super-cohérente.
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Coupures Modeles

0000 [e]e]

000 000
[o]e]
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Applications
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Une approche équationnelle
des types inductifs

questions
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Constructors based approach

Equational approach

reduction rule 1
constry

reduction rule n

constry,

elimination scheme

equation

one reduction rule

one recursor typing rule
(elimination rule)

one constructor typing rule
(introduction rule)
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Questions
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Les Algebres de Boole : modeles de la logique classique

Définition : Une algebre de Boole 3 est une structure composée de
e un domaine B muni d'un ordre <
e deux opérations binaires A et V
o deux éléments 1 et T (ou 0 et 1)

e une opération unaire pour le complémentaire =
tels que pour tout élément a, bet cde B, on a:

associativity aV(bVc) = (aVb)Vc aA(bAc) = (aAb)Ac
commutativity aVb = bVa aAb = bAa
absorption aV(aAb) = a aA(aVb) = a
distributivity — aV(bAc) = (aUb)A(aVc) aA(bVc) = (aAb)V(aAc)

complements aVma = T ak=a = 1
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L'algebre de Boole la plus usuelle

e B={0,1}

e On définit les 3 opérations A, V et =

— O >
O Ol o
= O

= o <
= OO
i
ik
LD
= O
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Les algebres de Heyting comme modeles intuitionistes

Définition : Une algebre de Heyting H est une structure composée de
e un domaine H muni d'un ordre <

e deux opérations binaires A et V

o deux éléments 1 et T (ou 0 et 1)
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Les algebres de Heyting comme modeles intuitionistes

Définition : Une algebre de Heyting H est une structure composée de
e un domaine H muni d'un ordre <
e deux opérations binaires A et V
o deux éléments 1 et T (ou 0 et 1)
e une opération binaire = tel que pour tout a, b et c de H, on a :

a=a = 1
aA(a=b) = aAb
bA(a=b) = b
a=(bAc) = (a=b)A(a=c)

e La négation est codée ainsi : “a = (a=-0)
= est un pseudo-complément



Déduction modulo Coupures Modeles la super-cohérence Applications questions

(e]e} 0000 (e]e] [e] [e] (e}
[e] [e]e]e} [e]o]e} (e]e] (o] 0O@000
[e] o] [e] [e]

(e]e]e}

Une algebre de Heyting qui falsifie le tiers exclu

e B={0,1/2,1}
e On définit les 3 opérations A, V et =

Alo 1/2 1 Vo 1/21 =10 1/2 1
0/0 0 0 0/ 0 1/2 1 oj1 1 1
/2|0 1/2 1/2 1/2|1/2 1/2 1 /2|0 1 1
1|0 1/2 1 11 1 1 10 1/2 1

1/2051/2 = 1/27(1/2=0) = 1/270 = 1/2.
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00000

Une algebre de Heyting qui falsifie le tiers exclu

e B={0,1/2,1}
e On définit les 3 opérations A, V et =

Alo 1/2 1 Vo 1/21 =10 1/2 1
0/0 0 0 0/ 0 1/2 1 oj1 1 1
/2|0 1/2 1/2 1/2|1/2 1/2 1 /2|0 1 1
1|0 1/2 1 11 1 1 10 1/2 1

1/2021/2 = 1/27(1/2=30) = 1/270 = 1/2.

Remarque : une algébre de Heyting qui vérifie le tiers exclu : |'algebre
de Boole usuelle.
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Vers les modeéles intuitionistes modulo

Que se passe-t-il dans une algeébre de Heyting si la proposition A < B
est vraie ?

A= BetB=A

A<BetB<A

Or < est un ordre

A=BieAetB s'interprétent par le méme élément de B.

Par ailleurs, si A = B, on a aussi A = B.
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Vers les modeéles intuitionistes modulo
Objectif :

e distinguer les interprétations des propositions équivalentes
o identifier les interprétations des propositions équivalentes
Solution : affaiblir la relation < en préordre
AsSBA=BetB=A
A<BetB<A
mais pas nécessairement A=B

On a toujours A = B, on a aussi A = B.

questions
00
00080
o
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Les Pseudos Algebres de Heyting comme modeles de
la logique intuitioniste modulo

Tout comme les algebres de Heyting excepté que la relation < est un
preordre.



questions

Exemple: A— A=A

A= AF (A=A)= (A=A A= Atk A:>A:>e

A= Ak A=A
F (A= A)= (A= A)

=i

A A A A=A
Al A
F A=A

=e

=i

1 . 2

- (A= A)= (A= A) RO A=A

F A=A



questions

Exemple: A— A=A

x:A=AFx: (A= A)= (A= A) XZA:>A|—XZA:>A:>e

X:A=>AFExx: A= A
F(Axxx): (A= A)= (A= A)

=i

x:AFx: A X:AFx: A=A
xX:AFxx: A
Fxxx: A=A

=e

=i

m . U]
F(Axxx): (A= A)= (A= A) RO (Mxx): A=A
F(Axxx)(Axxx) : A= A

=€
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