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Résumé : Une théorie modulo 7, = est constituée d’un ensemble d’axiomes 7 et d’une congruence = définie
par des réegles de réécriture. Notre travail a porté sur ’étude de ’égalité dans 'arithmétique de Heyting, et plus
particuliérement comment intégrer un algorithme de décidabilité de 1’égalité sous forme d’un ensemble de régles
de réécritures & une présentation modulo de l'arithmétique de Heyting. En particulier, nous avons remplacé
Paxiome de Leibniz : VzVy x = y = P(z) = P(y) par un ensemble de régles de réécriture définissant ’égalité,
et avons prouvé que notre théorie était équivalente & la présentation usuelle de 'arithmétique de Heyting qui
inclut cette axiome. Nous avons aussi montré que cette théorie a la propriété d’élimination des coupures.
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Introduction

La déduction modulo est un formalisme qui a pour objectif de distinguer dans une preuve les étapes de rai-
sonnement et les étapes de calcul. Une théorie modulo 7, = est constituée d’un ensemble d’axiomes 7 et d’une
congruence = définie par des régles de rééeriture. Dans une preuve en déduction modulo, une étape de rai-
sonnement est un pas de déduction, alors qu’une étape de calcul ne nécessite aucun pas supplémentaire. Une
théorie modulo sans axiome, définie uniquement par un ensemble de régles de réécriture, est dite purement
calculatoire. L’intérét de construire de telles théories est non seulement d’en simplifier les preuves, mais aussi
I’aspect calculatoire, algorithmique, des régles de réécriture.

Une présentation purement calculatoire de arithmétique de Heyting a été proposée par Gilles Dowek et Ben-
jamin Werner [2]. Cependant, cette présentation ne tirait pas partie d’un aspect essentiel de I’arithmétique : la
décidabilité de l’égalité sur les termes. Notre travail a donc consisté & bien comprendre cette présentation afin
de pouvoir la modifier de facon & intégrer cette décidabilité dans nos régles de réécriture.

La principale étape du travail effectué a été de définir 1’égalité par un ensemble de régles de réécriture - et
non plus par la propriété de Leibniz - puis de prouver que la théorie ainsi obtenue, ou 1’égalité est définie par
une congruence, était équivalente 4 la présentation usuelle de I’arithmétique de Heyting, ou 1’égalité est donnée
axiomatiquement. Puis nous avons encapsulé cette théorie dans une succession de théories jusqu’a obtenir une
extension conservative de 'arithmétique de Heyting qui soit purement calculatoire. Ce procédé de stratification
des théories permet d’obtenir des preuves plus simples pour prouver les équivalences entre chaque théorie in-
termédiaire.

Si cette technique de stratification avait aussi été utilisée dans la présentation initiale [2], les preuves sont treés
sémantiques dans la présentation précédente. Une autre différence importante est que notre théorie a été allé-
gée, le langage est plus simple, il y a moins de régles de réécriture, et cela permet d’avoir des preuves plus courtes.

Nous avons enfin prouvé que cette nouvelle présentation purement calculatoire de 'arithmétique de Heyting a
la propriété d’élimination des coupures. Cette preuve d’élimination des coupures est sémantique. Basée sur le
fait que la normalisation forte implique ’élimination des coupures, elle utilise un nouveau résultat [3] qui se
sert de facon implicite de ’algébre des candidats, ce qui simplifie beaucoup la preuve de normalisation forte de
la théorie.
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Chapitre 1

Définitions

1.1 Reéécriture et congruence

Définition 1.1.1 (Régle de réécriture)
Une regle de réécriture est un couple de termes ou de propositions A et B, noté A — B.
Si ce sont des termes alors A n’est pas une variable, si ce sont des propositions A doit étre atomique.

Remarque : on peut, dans d’autres cadres, s’intéresser a réécrire des propositions non atomiques, dans notre étude, nous nous

restreignons & la définition ci-dessus.

Définition 1.1.2 (Systéme de réécriture)
Une systéme de réécriture est un ensemble de régles de réécriture.

Définition 1.1.3 (Congruence)
Une congruence est une relation d’équivalence (reflexive, symétrique et transitive) qui est close par contexte
i.e. pour tout contexte C|],5i a = b alors Cla] = C[b].

On peut dire d’'un systéme de réécriture qu’il définit une congruence : C’est la plus petite congruence qui
contient —.

1.2 La déduction modulo

La déduction modulo est un systéme basé sur la déduction naturelle, & laquelle on ajoute une congruence =
qu’on prend en compte dans nos régles tel que le montre la figure 1.1.

Dans ce systéme de déduction, on code
la négation = A par A = L
I’équivalence A < B par A = BA B = A.
La régle Ax s’applique aussi si B est un axiome de la théorie.

Pour mieux comprendre la spécificité d’une théorie modulo, nous allons en donner un exemple :

Soit la théorie 7 définie par la logique propositionnelle & laquelle on ajoute la congruence = définie par les
régles de réécriture suivantes :

(1) A— B

(2 B—C

Voici une preuve en déduction modulo de F= A = C' :
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Ax A=C
=i

A= C
F-A=C

Cette preuve est de longueur deux : deux régles de déduction ont été appliquées : Ax et =i.

A est congrue & C' car on commence par réécrire A en B par application de la régle de réécriture 1, puis B en C
par la régle 2. Ces réécritures ne comptent pas dans la longueur de la preuve, on peut cependant les représenter
sur ’arbre de preuve comme suit :

mAXAEA
Ar_B
Ar_c 2 .

F- A= C =1

Cette preuve est toujours de longueur deux. On a juste ajouté & l'arbre des informations sur les régles de
réécriture utilisées. Les étapes étiquetées d’un numéro ne comptent pas dans la longueur de la preuve. Cette
présentation a ’avantage de se convaincre de la congruence de deux termes, car on peut suivre pas & pas
les étapes de transformations des termes par les régles de réécriture. C’est cette présentation des arbres de
dérivation en déduction modulo que nous utiliserons pour la suite, en gardant bien & I'esprit que la longueur
de Parbre ne prend en compte que le nombre de régles de déduction appliquées, et que les labels fiumerode
réécriture ne comptent pas dans le nombre de pas de déduction de I’arbre de dérivation. L’application d’une
régle de réécriture est juste un calcul.

Nous insistons ici sur la facon de calculer la longueur d’un arbre de dérivation, car c’est justement tout ’enjeu
de la déduction modulo : différencier les étapes de déduction et les étapes de calcul pour avoir des preuves plus
courtes.

1.3 Théorie axiomatique et théorie modulo en déduction naturelle

En déduction naturelle, on peut donner les trois définitions suivantes :

Définition 1.3.1 (Théorie axiomatique)
Une théorie axiomatique est ’ensemble des théorémes prouvables a partir d’un ensemble d’aziomes A.

Définition 1.3.2 (Théorie modulo)
Une théorie modulo est l’ensemble des théorémes prouwvables & partir d’un ensemble d’axiomes A et d’une
congruence =.

Définition 1.3.3 (Théorie purement calculatoire)
Une théorie purement calculatoire est l’ensemble des théorémes prouvables a partir d’une congruence =.

La question qui se pose est de savoir si ces définitions se rejoignent, c’est a dire par exemple de savoir si une
théorie modulo peut définir la méme théorie qu’un ensemble d’axiomes.

Le théoréme suivant répond en partie & cette question :

Théoréme 1.3.1 (Equivalence de théorie)

Soit une théorie axiomatique T dont les axiomes sont A. Soit A’ les axiomes de A de la forme B < C ou B
est atomique.

Soit R l'ensemble des regles de réécriture B — C générées par A'.

Soit = la congruence définie par R.

La théorie modulo T’ définie par les aziomes A\ A’ et la congruence = est équivalente o T .
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1.4 Preuves d’équivalence de théories

Prouver que deux théories sont équivalentes, c’est prouver qu’elles sont composées des mémes théorémes. Au-
trement dit, 7 et 7’ sont deux théories équivalentes quand : A est un théoréme de 7 si et seulement si A est
un théoréme de 7.

Si le langage de 77 est différent de celui de 77, on ne parle pas d’équivalence entre les deux théories. On dit que
T’ est une extension conservative de 7. Dans ce cas, il faut que le langage de 7 soit inclus dans 7", prouver
que les axiomes de 7 sont prouvables dans 7’ et que les axiomes de 7’ formulés dans le langage de 7 sont
prouvables dans 7.

Il y a deux techniques possibles pour de telles preuves : syntaxique et sémantique.

1.4.1 Les preuves syntaxiques

On prouve d’abord pour tout théoréme A de 7 qu’a partir de la preuve Il de A dans 7 on peut construire une
preuve II' de A dans 7.

On prouve réciproquement pour tout théoréme A de 7’ qu’a partir de la preuve II' de A dans 7’ on peut
construire une preuve II de A dans 7.

1.4.2 Les preuves sémantiques
Ces preuves s’appuient sur le théoréme de complétude de Godel :

Théoréme 1.4.1 (Théoréme de complétude de Godel)
Soient deux théories T et T'. Si pour tout modele M tel que M =T on a MET' alors T+ T'.

Pour prouver que deux théories 7 et 7’ sont équivalentes, on prouve successivement que 7 7" et 7/ + 7T de
fagon sémantique, a 'aide du théoréme de complétude de Godel.

Pour utiliser les preuves sémantiques d’équivalence de deux théories, il faut d’abord avoir une notion de modéle
pour ces théories, c’est pourquoi nous allons donner une définition de ce qu’est un modéle pour une théorie
purement calculatoire, puis rappeler la définition de modéle de la logique intuitioniste qui nous servira pour
présenter les modéles de la déduction modulo intuitioniste.

1.5 Les modéles d’une théorie purement calculatoire

Définition 1.5.1
Un modéle d’une théorie purement calculatoire dont les régles de réécriture sont

R1*>R/1

R, — R,
est tel que pour toute interprétation O, et pour i € {1,n}

[Ri]e = [Ri]s

1.6 Les modéles de la logique intuitioniste

1.6.1 Les algébres de Heyting

Définition 1.6.1 (Algébre de Heyting)
Une structure (B, D, <,A,V, 1, T,V,3,=) est une Algébre de Heyting si
— D est un sous-ensemble de p(B),

— < une relation d’ordre réflexive, transitive en antisymétrique
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— 1 est le minimum

T est le mazimum

— xAy est la borne inférieure de x et y

xVy est la borne supérieure de x ety

~Vet3 ( bornes inférieure et supérieure infinies ) sont des fonctions de D dans A telles que :
-Sizea alorsg’agx,

- Si pour tout a dans A ¢ < a, alors ¢ < VA

- Siz € a alors x < Ja,

- Si pour tout a dans A a < b, alors Ja <b

-z < y=z si et seulement si Ay < z.

Définition 1.6.2 (Modéle intuitioniste)
Soit L un langage. Un modéle intuitioniste M de L est formé par :
— un ensemble M,
— une algébre de Heyting B,
— pour tout symbole de fonction f d’arité n une fonctionf de M™ dans M,
— pour tout symbole de prédicat P d’arité n une fonction P de M"™ dans B.

Définition 1.6.3 (Dénotation)
Soit un modéle M, une proposition A et une assignation ¢, on définit [A], comme suit :

- [[.%‘]]¢ = qb(:r), R

- [[f(th "'7tn)]]¢ = A([[tlﬂaﬂ ) [[tn]]dJ)’
= [Py, s tn)]e = P([t1]g, s [En]lo),
=[]y = L,

- [Tle=T,

- [A= B]s = [Als=[Bls,

- [A A B]y = [A]sA[B]s,

- [AvV B]s = [A]sV|Bly,

- Vo Ay = V{[A]s,0:=0 | v € M},
- [Bz Al = H[Alp,=0 | v € M}

1.6.2 Les pseudo-algébres de Heyting comme modéles de la déduction modulo
intuitioniste

Définition 1.6.4 (Pseudo-algébre de Heyting)
Une structure (B, D, <,A,V, L, T,V,3,=) est une pseudo-algébre de Heyting si
— D est un sous-ensemble de p(B),

— < est une relation réflexive et transitive

— 1 est le minimum

— T est le mazimum

— xAy est la borne inférieure de x et y

— xVy est la borne supérieure de T et y

~Vet3 ( bornes inférieure et supérieure infinies ) sont des fonctions de D dans A telles que :
-Sizea alorsg’agx,
- Si pour tout a dans A ¢ < a, alors ¢ < VA
- Siz € a alors x < Ja,

- Si pour tout a dans A a < b, alors Ja <b
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- x < y=z si et seulement si xAy < z.

Remarque 1 : une pseudo-algébre de Heyting a les mémes propriétés qu'une algébre de Heyting sauf concernant
la relation < qui n’est pas antisymétrique, < n’est pas nécessairement une relation d’ordre.

Remarque 2 : Toutes les algébres de Heyting sont des pseudo-algébres de Heyting.

Définition 1.6.5 (Modéle intuitioniste modulo)
Soit L un langage. Un modéle intuitioniste modulo M de L est formé par :
— un ensemble M,
— une pseudo-algebre de Heyting B,
— pour tout symbole de fonction f d’arité n une fonction f de M™ dans M,
— pour tout symbole de prédicat P d’arité n une fonction P de M"™ dans B.

La dénotation est la méme que pour les algeébres de Heyting.

Théoréme 1.6.1
L’algébre des candidats est une pseudo-algébre de Heyting.

Théoréme 1.6.2
L’algébre des candidats n'est une algébre de Heyting.

Preuves dans [3].

1.6.3 Pourquoi cette distinction entre algébre de Heyting et pseudo-algébre de
Heyting ?

La différence est, rappelons-le, le symbole < antisymétrique dans les algébres de Heyting et pas dans les pseudo-
algébres de Heyting.

Cette caractérisation des modéles des théories modulo est intéressante car elle permet de distinguer les propo-
sitions équivalentes des propositions congruentes.

En effet, si A < B dans une théorie, on a [A] < [B] et [B] < [A], mais pas nécessairement [A] = [B].

(Ce qui serait évidemment le cas dans une algebre de Heyting puisque la relation < est antisymétrique).

Si A = B, alors on aura [A] = [B].

Par ailleurs, cette distinction est essentielle car ’algébre des candidats est une pseudo-algébre de Heyting,
mais pas une algébre de Heyting. C’est la fondation de larticle [3] qui donne une méthode plus simple pour
prouver la normalisation forte d’une théorie, méthode que nous utiliserons pour prouver la normalisation forte
de la théorie que nous présentons.

1.6.4 Les pseudo-algébres de Heyting complétes et ordonnées

Une pseudo-algébre de Heyting ordonnée compléte est une pseudo-algebre de Heyting & laquelle on ajoute une
relation d’ordre C compléte telle que

~ A,V,V, 3 sont croissants

— = est décroissante & gauche, croissante & droite.

L’introduction de cette relation d’ordre vient du fait que nous allons étre amenés & vouloir calculer des points
fixes dans nos modéles, et pour ¢a nous aurons besoin d’une relation d’ordre compléte, qui ne peut plus étre <
puisqu’elle n’est plus nécessairement relation d’ordre, c’est pourquoi on introduit C.
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1.7 La super-consistance :
une facon de prouver la normalisation forte

On commence par définir la notion de super-consistance :

Définition 1.7.1 (Super-consistance)
Une théorie T,= en déduction modulo est super-consistante si, pour toute pseudo-algébre de Heyting ordonnée
B, on peut construire un B-modéle de cette théorie.

Théoréme 1.7.1 (Normalisation) Si une théorie T,= est super-consistante, alors toute preuve dans T,=
est fortement normalisable.

Preuve : Si on peut construire un modéle pour toute pseudo-algébre de Heyting compléte et ordonnée, on le
peut en particulier pour ’algébre des candidats. Or, d’aprés [3], si on peut construire un modéle & une théorie
& partir de ’algébre des candidats, cette théorie a la propriété d’élimination des coupures.

1.8 Présentation usuelle de Parithmétique de Heyting

1.8.1 Syntaxe du langage

Les symboles de fonction
— 0 d’arité 0
- S d’arité 1
— + et x d’arité 2

Le symbole de prédicat
— = d’arité 2

1.8.2 les axiomes de la théorie

Le schéma d’axiomes de récurrence
(P{x:=0} AVy (Pz:=y= P{z:=5(y)})) = Vn P{x :=n}

Le schéma d’axiomes dit "de Leibniz"
Ve Vy z =y = P(z) < P(y)

La réflexivité de I'égalité
Vex=x

Les axiomes sur le successeur

Ve 0=S(z)= L Ve Yy (S(zx) = S(y) =z =y)
Les axiomes sur + et X
Vy (0+y=y) Vo vy (S(x) +y = S(z +y))
Vy (0 xy=0) Ve Vy (S(z) xy =2z xy+y)
Pour comprendre les motivations du travail effectué, prouvons dans cette théorie que S(S(0)) + S(0) =
5(5(5(0)))
FraO+y=y Ax Instance du schéma de Leibniz A
T Fraz=y= 500)+500) = S(x) = 5(0) + 50) = 5(y) Vox? A
Fra 04 5(0)=50) 'C  Fra0+5(0)=5(0) = 5(0) +5(0) = 5(0+ 5(0)) = 5(0) + 5(0) = 5(5(0)) ;’e‘ Fra Ve S(@) +y =S +y) ;‘
Fra S(0)+5(0) =S50+ 5(0)) = S(0) + S(0) = S(S(0)) Fma S(0)+ S(0) = S0+ 5(0)) ::

Fra 8(5(0)) +5(0) = 5(5(5(0)))

Les points d’exclamations ne font évidemment pas partie de la preuve. Ils sont 14 pour spécifier un endroit
important de la preuve. Ici, on additionne deux nombres proches de zéro, la preuve est courte. Si on additionnait
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341 au lieu de 2+ 1, & 'emplacement des points d’exclamation, au lieu de pouvoir appliquer un axiome comme
ici, on aurait un nouvel arbre d’égalité (de 1 + 1 = 2) qui viendrait se greffer, de la méme forme que 'arbre ci
dessus. Et surtout, avec le méme noeud critique. Ainsi, si on sommait un grand nombre & gauche de ’addition,
on aurait pour preuve un arbre de preuve en forme d’un peigne gigantesque!

1.9 Une présentation modulo de ’arithmétique de Heyting

Nous donnons ici la présentation purement calculatoire de 'arithmétique de Heyting proposée par Gilles Dowek
et Benjamin Werner [2].
Le langage est enrichi, on introduit :
— les prédicats N, etNull, d’arité 1, qui s’interprétent respectivement par le fait d’étre un entier et le fait
d’étre zéro.
— le symbole de fonction Pred, d’arité 1, qui donne le prédécesseur
— le symbole de prédicat € qui modélise ’appartenance, et une infinité de symboles de fonction f, (autant
que de propositions P énongables dans le langage de 'arithmétique).
On modélise I’ensemble des x qui vérifient une proposition P par un nouveau symbole de fonction f,.
Si un certain 2 vérifie une proposition P on aura z € f,

La théorie est définie par les régles de réécriture suivantes :

L’appartenance :
T € fz-,yu-n,ymp(ylv s 7y71) - P{Z = l}

La récurrence :
N(n) —Vp(0ep=>Vy (N(y)=yep=5Sy) €p)=ncp)

Leibniz :
y=z—VVp(yEp=2€p)

Le successeur : (dont les propriétés sont prouvés a 'aide de Null et Pred)

Null(0) — T Pred(0) — 0
Null(S(z)) — L Pred(S(z)) — =z
L’addition et la multiplication :

O+y—y S(x) +y — Sz +y)
Oxy—20 S)xy —xxXy+y

Cette présentation purement calculatoire de I'arithmétique de Heyting est une extension conservative de 'arith-
métique de Heyting (HA).
Les gains par rapport & HA : voici la preuve de 2-+1=3

Ax,2+1e€ep=3e€p
=i

2+1epkua,3€p

Faap,2+1€ep=3€p

Fua,Vp2+1lep=3¢€p
Faa, 2+1=3

i

réécriture - Leibniz
Quelles que soient les valeurs additionnées, la preuve est la méme que ci-dessus. Le gain est conséquent.

Regardons maintenant comment on prouve qu’on n’a pas 0 = 1.

Il faut construire une proposition qui invalide I’égalité 0 = 1. On choisit Null(x). On a Null(0) qui se réécrit
en T et Null(1) qui se réécrit en L.

Pour invalider 1 = 2, on prend Null(pred(z)).

Plus généralement, pour invalider z = y, avec < y, si x = 0 on choisira Null(z), sinon Null(pred®(z)). Cette
construction a un cott. C’est ce coiit qu'on va économiser dans notre nouvelle présentation.



Chapitre 2

Une nouvelle présentation modulo de
I’arithmétique de Heyting

2.1 Introduction

Notre objectif est de définir ’égalité par des régles de réécriture.
On garde les régles de réécriture sur 'addition et la multiplication, et on ajoute les quatre régles suivantes pour
définir ’égalité :

0=0—T

S(r) = S(y) — =y
S(x)=0— L
0=5(z) — L

8

Regardons ce qu’est devenue notre preuve de 24+ 1 =3

Fran T
Frap 2+1=3

réécriture

Avec la réécriture sur I'addition, on met 2 4+ 1 en une sorte de forme normale (une forme qui ne contient ni +
ni X mais que des S), puis, & coup de réécriture par S(x) = S(y) — = = y, on arrive & 0 = 0 qui se réécrit
enfin en T.

Comme les coups de réécriture ne comptent pour rien dans la hauteur de I’arbre, nous voici capables de prouver
I’égalité de deux termes en temps constant égal a 1.

Encore mieux, on n’est capable, de la méme facon, de invalider n’importe quelle inégalité de la méme facon :
on met en forme normale, on réécrit 'égalité de deux successeurs jusqu’a se trouver soit avec 0 = S(z) soit
S(x) =0, les deux se réécrivent sur L. C’est gagne.

Regardons maintenant le probléme qui se pose avec cette présentation : que devient la régle de réécriture
pour Leibniz ?
z=y— P(x) = P(y)

Elle créée un paire critique avec les nouvelles régles de réécriture. Il y aurait deux fagons d’invalider 1 = 0 :
réécrire directement en 1 avec la nouvelle régle ou avec les propositions invalidantes comme & la section
précédente. On n’aurait donc rien gagné.

On veut circonscrire la réécriture de I’égalité entre deux termes par les régles ci-dessus.

Notre défi est de prouver qu'un systéme ou 1’égalité est définie par ces 4 régles est équivalent & un systéme ou
I’égalité est définie par Leibniz.

15
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La deduction modulo permet d’intégrer la notion de calcul & nos preuves. Notre objectif est de construire une
théorie équivalente a I’arithmétique de Heyting dont les preuves d’égalité ou de non égalité sur les termes soient
de longueur 1, qu’il suffise de calculer sur les termes, et non plus de prouver. Il est en effet contre intuitif de
devoir raisonner pour montrer que 3 est différents de 4, alors qu’il s’agit d’une wvérification, une procédure,
qu’un algorithme est capable de décider.

Nous partons de la présentation usuelle de 'arithmétique de Heyting HA.

On ne passe pas tout de suite a la présentation purement calculatoire qu’on note HA__,. La preuve d’équivalence
entre le deux théories aurait été trop compliquée. Nous allons présenter quatre théories, qui, par transforma-
tions successives, vont nous mener de HA 4 HA .. Nous donnons ci-dessous les grandes lignes des ces théories
intermédiaires que nous développerons dans la suite.

e HAR : Les axiomes sur ’addition et la multiplication sont remplacés par un ensemble de régles de
réécriture de facon trés intuitives (par exemple on remplace 'axiome Vax 0 + © = z par la régle de
réécriture 0 + 2 — z).

On enléve I'axiome de Leibniz, c¢’est 14 le point le plus essentiel de notre travail car nous sommes privé
du principe de substitutivité.

On ajoute 4 régles pour définir I’égalité.

On montre que cette théorie est équivalente & HA, en particulier que le principe de substitutivité est
toujours valide, bien que I'axiome de Leibniz ne fasse plus partie de notre théorie.

e HA y : On introduit un nouveau symbole de prédicat pour les entiers.
L’intuition est que le principe de récurrence définit les entiers.
On prouve que cette théorie est une extension conservative de HA .

e HA i : On sorte la théorie. On ajoute des classes & nos objets, un symbole d’appartenance défini par : si
un x valide une proposition P alors x appartient & la classe des objets qui valident P. Pour chaque P, on
ajoute un symbole de fonction qui représente la classe des objets qui valident P.

On remplace le schéma d’axiomes de récurrence par une équivalence entre le fait d’étre un entier et le
principe de récurrence.
On prouve que cette théorie est une extension conservative de HA .

e HA_ ., : On transforme les axiomes en régles de réécriture.
HA __ est une présentation purement calculatoire de I'arithmétique de Heyting.
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2.2 HAR, une théorie équivalente & HA

2.2.1 Motivations

On introduit deux changements.

Le premier est de remplacer les axiomes sur I’addition et la multiplication par des régles de réécriture.

Le second, trés ambitieux, est de se passer du schéma d’axiomes de Leibniz, autrement dit de perdre le principe
de substitutivité, de se passer de 'axiome de 1’égalité, et de définir ’égalité & ’aide de régles de réécriture.
Une fois cette nouvelle présentation faite, nous voudrions montrer que HA p est une extension conservative de
HA. Tirant avantage du fait que les deux théories ont le méme langage, nous allons plus loin et prouvons que
les deux théories sont, équivalentes.

2.2.2 Présentation de HAR

On garde le méme langage

Le schéma d’axiomes de récurrence
(P{x:=0} AVy (P{z =y} = P{z:=S(y)})) = Vn P{zx :=n}

On remplace les autres axiomes par les régles de réécriture suivantes

(1) 0=0—T (5) 0+y —y
(2) 0=S(x) — L (6) S(@)+y— S(x+y)
3) Sx)=0— L () Oxy—0
(4) S(x)=5() —z=y (8) S@)xy—axy+y

2.2.3 HApy étend HA

Lemme 2.2.1
Si A est prouvable dans HA alors A est prouvable dans HAg

Nous allons prouver que tous les axiomes de HA sont prouvables dans HA .

En effet, comme le langage est le méme, pour toute preuve de A dans HA si on peut construire une preuve
dans HA R, la preuve de A dans HA sera cette méme preuve a laquelle on aura greffé aux feuilles les preuves
des axiomes de HA dans HAg.

La difficulté de cette preuve réside dans la preuve du schéma d’égalité de Leibniz.

Nous allons prouver successivement tous les axiomes de HA dans HA g, puis nous nous attarderons sur le cas
du schéma de Leibniz.

e Le schéma d’axiome de récurrence est le méme dans HA g et HA - il n’y a pas de preuve & faire

e Vrz—==x

r=xzxhtx==x

r=zF S =S 4# intro
ﬁA}li Fz=z= S(z)=5() Vi
FO=0 FVr (x=2= S(z)=5()) A A
FO=0AVz (x =2 = S(z) = 5(z)) 1 - (P(0) Ay (P(y) = P(5(y))) = Va P(x) ;;
FVex==x

o Vz Vy (S(z) = S(y) = = =1y)

En réécrivant S(x) = S(y) par (4) on doit prouver
Ve Vy x =y = x =y — trivial.
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FETTIET]

Fe=y=>x=y 4
FS)=Sy)=z=y

FVzVy (S(z)=Sy) =>x=1y)

= intro

Vix2

eV 0=5(z)= L
De meéme, en réécrivant 0 = S(x) par (2) on doit prouver
Vo L = 1 — trivial.

e Vy (0+y=y)
De méme, en réécrivant 0 + y par (5) on doit prouver
Yy y =y — trivial.

o Vy (0xy=0)
De méme, en réécrivant 0 x y par (7) on doit prouver
Vy 0 = 0 — trivial.

o Vo Yy (S(z)+y=S(z+y))
De méme, en réécrivant S(x) + y par (6) on doit prouver
Vo Yy S(x+y) = S(x + y) — trivial.

o Vz Vy (S(z) xy=2xy+y)

De meéme, en réécrivant S(x) x y par (8) on doit prouver
VeVyz Xxy+y=axxy+y — trivial.

e VaVba=b= P(a) < P(b)

C’est I’axiome Leibniz : le cas non trivial de la preuve.
Il est plus commode pour suivre cette preuve de noter explicitement la substitution :
Il nous faut trouver une preuve de

Frap, VaVba=0b= P{y:=a} < P{y:=b}

Plan de la preuve :

Etape 1 :
Nous allons d’abord prouver un lemme plus faible : I'instance de ce théoréme sur les termes.

Etape 2 :
Nous introduirons une nouvelle régle de déduction Leibniz grace a laquelle on peut construire un arbre

de dérivation dans HAr de la proposition Fga, YVa Vb a = b= P{y:=a} & P{y :=b}.

Etape 3 :
Nous prouverons que cette régle est admissible dans notre systéme.

Etape 1 :

Lemme 2.2.2 (substitutivité sur les termes)
Pour tout terme t on a :a=blFpga, t{y :=a} =t{y =0}

La preuve de ce lemme nécessite les deux propriétés de congruence sur I'addition et la multiplication
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énoncées ci-dessous dont les preuves sont données en annexe pages 57 et 59.

Lemme 2.2.3 (congruence de ’addition)

Faa, Ve VyVuVizr=y=u=t=c+u=y+t
Lemme 2.2.4 (congruence de la multiplication)
Frap Ve VyVuVir=y=>u=t=>cxu=yxt

On prouve le lemme de substitutivité sur les termes par récurrence structurelle sur la forme de t :
* Cas de base : t est une variable

2 cas:

t est la variable y :

On veut construire une preuve de a = bkga, y{y :=a} = y{y := b}

Ce qui revient & prouver a = bFma, a =0. On applique la régle d’axiome.

t est une variable diffénte de y (ou une constante) :
On veut construire une preuve de a = bbkpga, z{y :=a} = z{y := b}
Ce qui revient & prouver a = blpa, z = z - on utilise la réflexivité Vo © = x prouvée ci-dessus

Cas récursifs

t est de la forme S(¢)

On sait par hypothése de récurrence que :

a=btpga, t{y:=a} =t{y :=b}

On veut montrer que

a=btpga, SH){y:=a} =5St){y:=0b}

On fait rentrer la substitution

a=btpa, Sty :=a})=S(t{y :=0b})

On utilise la régle de réécriture 4 sur I’égalité de 2 successeurs

On retrouve a = btpa, t{y ;= a} = t{y := b} dont on a une preuve par hypothése de récurrence.

t est de la forme (t1 + ¢2)

On sait par hypothése de récurrence que :

a=btpga, tl{y:=a}=t1{y:=b} et a=blpya, t2{y := a} =12{y := b}

On veut montrer que

a=bFpga, (11 +2){y :=a} = (t1 +t2){y := b}

On fait rentrer la substitution

a=btpga, t{y:=a}+t2{y:=a}) = (t1{y := b} + t2{y :==b})

Ou utilise la congruence de laddition (lemme 2.2.3) :Vx VyVuVie =y=>u=t=cz+u=y+1t
Oun élimine Vz par t1{y := a}, Vy par t1{y := b}, Vu par t2{y := a},Vt par t2{y := b}

On déduit a = bkpga, t1{y :=a} + t2{y := a} = t1{y := b} + t2{y := b}

t est de la forme (¢1 x ¢2)

On sait par hypothése de récurrence que :

a=blga, tl{y:=a}=t1{y:=b} et a =blpya, t2{y :=a} =12{y := b}

On veut montrer que

a=btpga, (t1 x 2){y :=a} = (t1 x t2){y := b}

On fait rentrer la substitution

a=btpga, t{y:=a} xt2{y:=a}) = (t1{y := b} x t2{y :=b})

On utilise la congruence de la multiplication (lemme 2.2.4) : Ve VyVuViz =y =>u =1 = xxu=yxt
On élimine Vz par t1{y := a}, Vy par t1{y := b}, Yu par t2{y := a},Vt par t2{y := b}



20 CHAPITRE 2. UNE NOUVELLE PRESENTATION MODULO DE L’ARITHMETIQUE DE HEYTING

On déduit a =bFpga, t1{y :=a} x 2{y := a} = t1{y := b} x t2{y := b}

Etape 2 : Introduisons une nouvelle régle de déduction : Leibniz

FFHARa:b AFHAR P{y::a}
T, A Fpa, Ply:=b}

Leibniz

Avec cette nouvelle régle, nous construisons dans HA g la preuve de I’axiome de Leibniz de HA comme suit :

Ax Ax Symétrie Ax
a=bFga,a=0b Ply:=a}brpya, Ply:=0a} _ | a=bkFga,b=a Ply:=b}Fga, Ply:=0} =
Leibniz Leibniz
a=bPly:=a}ttpga, P{y:=0} i a=0bPly:=bttpga, Ply:=a} i
a=btga, P{ly:=a} = P{y:=10b} a=bkga, P{ly:=0b} = P{y:=a} o

a=btpga, Ply:=a} & P{y:=1b}
Fra, a=b= P{y:=a} & P{y :=b}
Faa, VaVba=0b= P{y:=a} < P{y:=0b}

Vix2

Etape 3 : Nous allons maintenant prouver que la régle Leibniz est admissible, autrement dit

Lemme 2.2.5
Pour toute proposition P, si on a une preuve Ily de T Fga, a = b et une prewve Ils de A bga, Py :=a}
alors on peut construire une preuve de I'y A + P{y := b}

Preuve :
Nous allons faire une récurrence sur la forme de la proposition P.
Remarque : notons ici qu’on fait une dérivation sur la proposition, et pas sur une preuve

* Cas de base : P est une formule atomique.

Comme nous n’avons qu'un seul prédicat, ’égalité, une formule atomique P dans notre théorie ne peut
avoir qu’une seule forme : ’égalité entre deux termes. P est donc de la forme t1 = ¢2

Il faut montrer que si on a une preuve 11y de I' Fg 4, a = b et une preuve Ily de
Atpga, t1{y :=a} = t2{y := a} alors on peut construire une preuve I3 de
DA bpay t1{y := b} =t2{y := b}.

Nous disposons du lemme 2.2.2 de substitution sur les termes.

On se donne la transitivité et la symétrie dont les preuves sont données en annexe pages 54 et 53.
(Trans et TransEtSym sont deux régles admissibles une fois que la transitivité et la symétrie sont
données).

A partir des preuves II; et IIs on commence par construire une preuve de
IAbpga, t1{y := b} = t2{y := a}, puis a 'aide de celle-ci on construit la preuve de
DA Fpga, t1{y :=b} =t2{y :==b}.
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Lemme 2.2.2
jig} a=bkga, tH{y :=a} =t1{y :=b} .
Trpa,a=b  Fra,a=b= tl{y:=a} =tl{y = b} :; 1,
Ty Abpa, t1{y:=a} =t1{y :=b} Abpga, tl{y:=a} =t2{y :==a} T
ransEtSym
T,Abpa, t1{y:=b} =t2{y := a}
Lemme 2.2.2
I, a=blga, t2{y :=a} =t2{y := b}

preuve ci — dessus F'Fpapa=b IFrFpa, a=b=t2{y :=a} =t2{y := b} zle

I Abpga, tl{y :=b} =t2{y :=a} DA Fpgay, t2{y :=a} =t2{y :=b} Teans

D, AbFpa, tH{y := b} =t2{y := b}

* Cas récursifs

Cas du A :
Silly :Thga,a=betlls: Abga, Ply:=a}AQ{y:=a} alorsT, At ga, P{y:=b}AQ{y :=b}

Preuve formelle :

Comme on a une preuve de A b4, P{y := a} A Q{y := a}, par élémination du A a droite, on a
une preuve de A Fpgya, P{y :=a}.

Comme par ailleurs on a une preuve de I' 4, a = b, par application de I’hypothése récurrence, on
a une preuve de I'; A Fp 4, P{y :=b}.

De la méme fagon, par élimination du A & gauche et par hypothése de récurrence, on a une preuve
de A bpga, Q{y :=b}.

A partir de ces deux preuves et en introduisant un A, on obtient une preuve de I' A b4, P{y ==

b} A Q{y = b}.

Preuve informelle :

L’arbre ci-dessous n’est pas une arbre de dérivation - les doubles barres étiquetées HR dénotent 1’ap-
plication de 'hypothése récurrence ce qui ne correspond pas & ’application d’une régle de déduction
ni de réécriture. Néanmoins cette présentation plus visuelle est plus intuitive.

H2 H2
I, Arpa, Ply:=a} NQ{y :=a} e I, Arpa, Ply:=a} NQ{y :=a}
I'Fpa,a=b Abpga, Ply:=a} HR I'Fpa,a=b Abpga, Qly :=a} HR
I'Abpga, Ply:=b} I Abpga, Q{y:=b} n

I Abtga, Ply: =0} AQ{y:=b}

Le cas du V se prouve de fagon similaire
Pour les autres cas de la preuve, nous donnons juste les dérivations informelles.

Cas du =
SiTly : T Fga, a=bet Iy : Abgya, Ply:=a} = Q{y := a} alors T, A Fya, P{y := b} =
Q{y :== b}

Remarque : il y a une petite astuce grace a la symétrie de 1’égalité. L’hypothése de récurrence
utilise b = a (et non a = b) pour faire apparaitre P{y := b} dans le contexte.

Ne
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II1
Sym
Prgaga=0b FHARpa=b=b=a
=e Ax
Thpa,b=a P{y:=0b} Fra, P{y = b}
Iy HR
jng} Atpgay Ply:=a} = Q{y :=a} I, P{y:=b} Fga, P{ly:=a} o
bpgaga=b DA Ply :=b}Frag Q{y :=a} HR

LA, P{ly:=0b}Fgay Q{y: =0} )
=1

INAbpagp Ply =0} = Q{y = b}

- Cas du d
Silly :Thkga,a=betlly: Abpga, (3z P){y:=a} alors T, A Fya, (3x P){y :=b}

Remarque : On suppose qu’on a respecté la convention de Barendregt sur les variables : x n’est
libre ni dans a ni dans b ni dans P.

Cela permet de & faire un échange de ’ordre des substitutions dénoté par ’subst switch’ qui n’est
pas l'application d’une régle (la substitution n’étant pas un élément du langage , il s’agit méme de
la méme proposition dans les deux cas). Nous préférons expliciter pour mieux suivre Uintuition de la

preuve.
11, A
X
Abpga, 3z P{y:=a} Ply:=a}{x =2} Fpa, Ply:=a}{z =12} -
I Abpga, Ply:=a}l{zx:=2'} bt switch
I'tga,a=0b Atga, Plz =2}y :=a} ;{uRS Swite
IAbpga, P{lr :=2"Hy :=b} b e
T.A Fra, Ply = bl{z = '} HS.“ 5t switc
T.AbFga, dz Ply:=bt
- CasduVv
Silly :Thpga,a=betlly: Abpga, Vo P{y:=a} alors T, A bpga, Vo P{y:=b}
11,
I Atpga, Ve P{ly :=a} Ve
F}—HARCL:b Al_HAR P{y::a} HR

T,AFra, Ply = b}
I Abrga, Vo P{y:=b}

Vi

Nous avons prouvé que tous les axiomes de HA sont prouvables dans HA . Toute preuve dans HA se transforme
en une preuve dans HA g en ajoutant les preuves des axiomes aux feuilles de la preuve.
Pour prouver ’équivalence des deux théories, reste a prouver que HA étend HA .

2.2.4 HA étend HAjp

Lemme 2.2.6
Si A est prowvable dans HAR alors A est prouvable dans HA

On va chercher & transformer toute preuve de HAi en une preuve de HA. HA R est la théorie composée du
schéma d’axiomes de récurrence, qui existe aussi dans HA, et des régles de réécriture sur addition, la multi-
plication et I’égalité.

Le schéma d’axiomes de récurrence de HAg est le méme que celui de HA, ainsi, si une preuve de A dans
HA  utilise une instance de cet axiome, alors la preuve de A dans HA peut D'utiliser de la méme facon.
Reste le cas des propositions congruentes. En effet, il faut étre capable de montrer que pour toutes propositions
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A et B telles que -4, A= B on peut construire une preuve de Fy4 A < B, et ce quel que soit le nombre de
pas de réécriture effectués.

11 suffit de s’occuper du cas ot g4, A = B en un pas de réécriture, le cas en n pas de réécriture est un corol-
laire par transitivité de la relation d’équivalence. (le cas en 0 pas est trivial A et B sont la méme proposition
et on a évidemment Fyq A < A)

Lemme 2.2.7
si A — B en une étape dans HARr alors on peut prouver que A est équivalent & B dans HA

Corollaire :
si A — B en n étapes dans HAr alors on peut prouver que A est équivalent ¢ B dans HA.

Preuve du Lemme 2.2.7
On fait une récurrence structurelle sur la propostion A.

e Cas de base - A est atomique
Par hypothése, A — B. Il y a 8 cas de propositions atomiques qui peuvent se réécrire :
* Soit A est une des propositions de gauche des 4 régles de réécriture sur les propositions

-0=0—T
-0=8(z) — L
-Sx)=0— L

- S(@)=S8(y) — =y
Soit A est une proposition atomique qui contient un terme qui se réécrit

Ci-dessous les 8 preuves correspondant & ces 8 cas :

* A est une des propositions de gauche des 4 régles de réécriture sur les propositions
-0=0—T

On prouve que 0 = 0 est équivalent & T dans HA

A TrgaVez =2z @X
0=0FpgaT . Trpa0=0 '°
Fra0=0=T °' FpaT=0=0 "'
Fral0=0o T e
-0=S5(zx) — L
On prouve que 0 = S(x) est équivalent a 1 dans HA
A J_I—HAJ_AXJ_
FraVz0=S(@) =L -~ 1rpa0=8(x)
Fa0=S8z) =L ° Fpal=0=35(@ .
1

}—HAOZS(.%)@L

-S)=0— L
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On prouve que S(z) = 0 est équivalent & 1 dans HA

On admet la symétrie dans HA FuaVe 0=S(z)= 1 gx
S(J})ZO"HAOZS(.I‘) x I—HAOZS(J,‘):>L :>ee J_}—HAJ_ AXL
S@) =0Fmal LFuaS@=0 —°
=1 =1
FHAS(:E):OéJ_ FHAJ_$S($):O X
FaaS@) =0o L !
- S@)=5y) —z=y
On prouve que S(z) = S(y) est équivalent & x = y dans HA
Leibniz avec P(z) : S(z) = S(z)
Fra Ve Yy o=y = (@) = 5@ & 5@ =5w) * R
Fraz—y= (S = S@) & 5) = 5(z) v=yFmar=y _
z=ytpa S(z)=5(z) & S(z) = S(y) e
z=ybtna (S(@) =8(x) = S@) =Sy) A(S(x) =S(y) = S(=) = S(=)) ne FoaVrz=ua A\j
N o =yrua S(x) = 5(x) = S(z) = S(y) Fra S =8@) C
Fra Vo Yy (S(z) = S(y) =z =y) Ve x2 z=ybkpa S(x)=5()
Fua S(z)=Sy)=z=vy * Fruaz=y= S()=5y)
Faa S(z)=Sly)ez=y
Remarque : Ve x2 dénote deux applications successives du Ve
* A est une proposition atomique qui contient un terme qui se réécrit
- A0 +y) — A(y)
On prouve que A(0 + y) est équivalent & A(y) dans HA
A A
FaaVy O+y=y) =  FuaVaVyz—y= Alz) = Ay) vX )
ex
FuaO0+y=y ¢ FuaO0+y=y= A(0+vy) & Aly) e
Fra A0 +y) & A(y)
- A(S(x) +y) — A(S(z +y))
On prouve que A(S(z) + y) est équivalent & A(S(z +y)) dans HA
Ax Ax
FraVeVy S(z)+y=S(+y) Yo x0 Fua Ve Vyz=y= Alz) & Aly) Yo x0
e x
Fra S(@) +y=5(+y) Faa S(@) +y =5 +y) = AS(x) +y) < AS(z +y)) ;ex
Fra A(S(z) +y) & A(S(z +y))
- A0 x y) — A(0)
On prouve que A(0 x y) est équivalent & A(0) dans HA
A
FraVy (0xy=0) Ax FuaVeVyz=y= Alz) & A(y) VX 0
FraO0xy=0 ' FpaOxy=0=A0xy) o A(0) ;ex
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- A(S(z) xy) — Az x y +y)

On prouve que A(S(x) X y) est équivalent & A(x X y + y) dans HA

FraVe Vy (S(z) xy) = xy+y Ax Fra Ve Vyz =y = A(z) & A(y) Ax

Fra (S@@) xy)=wxy+y vex Faa (S(z) xy=zxy+y) = (A(S(z) xy) & Az xy+y)) ieeXQ

Fua A(S(z) xy) & Az Xy +y)

e Cas récursifs
Pour prouver les cas récursifs ANB — C, AVB —C, A= B —C,Vt A— Cetdx A— C,
nous avons besoin des deux lemmes suivants :

Lemme 2.2.8

Si ANB — C en un pas de réécriture alors
- s0itA— A" etC=A'ANB

-~ soit B— B etC=AND

De méme si AV B ou A = B.

SiVx A— C alors A — A" et C =Vx A.
Sidrx A— C alors A— A" et C=dx A.

Preuve :
Il n’y a pas de régle de réécriture qui contienne de connecteur ni de quantificateur & gauche, donc si on
réécrit une proposition non atomique, c¢’est nécessairement une sous formule qui se réécrit.

Lemme 2.2.9
Si As A alors (ANB) < (A ANB),(BNA) < (BANA'), (AVB) < (AAVB),(BVA) & (BVA),
(A=B)e (A =B), B=>A) < (B=A), Ve A) s (Ve A) et (Fx A) < (3 A)

Preuve : trivial
Retour aux cas récursifs

*ANB—C
Il y a deux cas d’aprés le lemme 2.2.8
-A—AetC=ANB
Par hypothése de récurrence, A < A’. D’aprés le lemme 2.2.9 AANB < C
-B—BetC=ANDB
Par hypothése de récurrence, B < B’. D’aprés le lemme 2.2.9 ANB < C

*AvVB —C
Il y a deux cas d’aprés le lemme 2.2.8
-A—AetC=AVB
Par hypothése de récurrence, A < A’. D’aprés le lemme 2.2.9 AV B < C
-B—BetC=AVEH
Par hypothése de récurrence, B < B’. D’aprés le lemme 2.2.9 AV B < C

*A=B—C
Il y a deux cas d’aprés le lemme 2.2.8
-A—AetC=A=1B
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Par hypothése de récurrence, A < A’. D’aprés le lemme 2.2.9 A= B & C

-B—Bet(C=A= B
Par hypothése de récurrence, B < B’. D’aprés le lemme 2.2.9 A= B < C

*Ve A— C
Il y a un cas d’apres le lemme 2.2.8
-A—AetC=Vr A
Par hypothése de récurrence, A < A’. D’aprés le lemme 2.2.9Vz A & C

*dr A— C
Il y a un cas d’apreés le lemme 2.2.8
-A—AetC=32 A
Par hypothése de récurrence, A < A’. D’aprés le lemme 2.2.9 32 A & C

On a prouvé qu’on pouvait transformer toute preuve de HA en une preuve de HA i et toute preuve de HAg en
une preuve de HA. HA et HA i sont donc deux théories équivalentes.
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2.3 HAy, une extension conservative de HA

2.3.1 Motivations

HAR est la théorie composée du schéma d’axiomes de récurrence et des régles de réécriture sur l’addition, la
multiplication et 1’égalité. Notre objectif est, rappelons-le, d’obtenir une théorie purement calculatoire, soit
sans axiome avec uniquement des régles de réécriture.

Intuitivement, on cherche maintenant ot mettre une fléche dans :

(P{z =0} AVy (P{z =y} = P{z:=5(y)})) = Vn P{z :=n}

A priori on ne voit pas comment transformer cet axiome en une régle de réécriture.

On aborde donc la question difféeremment. Le principe de récurrence définit d’une certaine fagon les entiers. On
ajoute un symbole de prédicat N qui intuitivement correspond au fait d’étre un entier. Le schéma d’axiomes
de récurrence est réécrit de la facon suivante :

Vn N(n) = (P{z:=0} AVy (N(y) = P{z:=y} = P{x:=S(y)})) = P{z :=n}

L’intuition est de réécrire le fait d’étre un entier en la récurrence elle-méme. Pour l'instant, dans HA y, on
se concentre sur le fait de prouver que ce nouveau schéma est équivalent a 'ancien. On s’attachera ensuite a
transformer I'implication ci-dessus en une équivalence.

Le langage a été enrichi, HA y est une extension conservative de HAg.

2.3.2 Présentation de HA y

On ajoute le prédicat N qui correspond intuitivement au fait d’étre un entier.
On modifie le schéma d’axiome comme suit
Vn N(n) = (P{z =0} AVy (N(y) = P{z =y} = P{z:=S(y)})) = P{z :=n}

On ajoute 2 axiomes :
N(0)
Vo N(z) = N(S(z))

Et on garde les régles de réécriture

(1) 0=0—T (5) 0+y —y
(2) 0=5(z) — L (6) S(z)+y — S(z+y)
3) S(x)=0— L () Oxy—0
(4) S(z)=5(y) —z= (8) S(@)xy—azxy+y

Le langage est différent. Pour prouver que HAy est une extension conservative de HA g, nous allons avoir
besoin d’une traduction de HAr vers HA y et une autre traduction de HA y vers HAR

Traduction | | de HAR vers HA
|P| = P, si P est atomique,

IT|=T,

|L| = L?

|AAB| = |A|A|B,

|AV B| = |A| V|B],

|A = B| =|A] = |B|,

|Vz A| =Vz (N(x) = |4)),

[Tz A| =3z (N(z) A |A)).

Traduction * de HA y vers HAp

N(z) =T,
P* = P, pour les autres propositions atomiques,
TF=T,

1*=1

?
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(AN B)* = A* A B,
(AvV B)* = A* v B*,
(A= B)* A* = B*
(Vo A)* =V (A7),
(Fx A)* = EIJ: (A*).

Nous allons prouver que pour toute propostion close A, Fpya, A si et seulement si Fgya, |A|. HAn n’est pas
une extension conservative de HAr au sens propre, mais une extension conservative modulo la traduction | |.
Cette traduction, trés simple, ne fait que relativiser les quantificateurs avec le symbole de prédicat N. On se
permettra donc un abus de langage quand on dira que HA y est une extension conservative de HA g.

2.3.3 Extension

Lemme 2.3.1
Pour toute propostion close A, sitpa, A alorsbpa, |4] .

Lemme 2.3.2
Pour toute propostion A et tout ensemble de variables Z tel que les variables libres de A sont incluses dans 7’
siTbFpa, A dlors |T|,N(Z') Fuay |A]-

Prouvons que le lemme 2.3.1 est une conséquence du lemme 2.3.2

On suppose le lemme 2.3.2 :

sitFpa, Aalors N(Z') Fray |4

Soit A une proposition close, 7" est une vecteur de variables quelconque.
Pour chaque variable de 7, on fait une étape d’élimination du 3 comme suit :

Fray N(0) AX, 11

i
Fray 3z N(z) N(z0), N(Z) Fray |4
N(Z) Fray 14

On élimine de cette facon tous les N(z) du contexte, et on prouve finalement Fg 4, |A].
Gréce au lemme 2.3.2, on a une preuve du lemme 2.3.1.

Prouvons maintenant le lemme 2.3.2
Preuve par récurrence sur la taille de la dérivation (nombre de régles appliquées) :

e Cas de base : On prouve I' Fgr4,, A en une étape de dérivation
Il y a deux possibilités :

— A est une occurence du schéma de récurrence
Dans ce cas, on a une preuve en une étape de |T'| Fga, |A| car la traduction du schéma de récurrence
de HA i est le schéma de récurrence de HA .

— C’est une instance de la régle d’axiome : B € I' et B = A. Les régles de réécritures de HA i étant les
mémes que celles de HAy, si B = A dans HAg, alors |B| = |A| dans HAx. On a donc |T'| Fga, |A] en
une étape avec |B| € [T'| et |B| = |4]

e Cas récursifs

Les cas ot la derniére régle appliquée n’est pas un quantificateur se prouvent facilement. On en donne
deux a titre d’exemple, on se concentrera ensuite sur les cas ou la derniére régle appliquée est un régle
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d’introduction ou d’élimination d’un quantificateur.

Deux exemples des cas récursifs simples

* La derniére régle appliquée dans la dérivation est Ae & droite

o
TFpa, ANB

Trps, A °

L’arbre suivant

I
TFpa, ANB

est de taille inférieure. On lui applique ’hypothése de récurrence :

|
T N(Y) Fray |AN B

Or |A A B|=|A| A|BY, il ne reste plus qu’a faire un Ae pour avoir la conclusion que I’on voulait

|
T, N(¥) Fray |AIA|B|
ITLN(T) Fray |4

La derniére régle appliquée dans la dérivation est =i

o
I'NAbpa, B
FFHAR A= B

=i

On applique ’hypothése de récurrence sur un arbre de taille inférieure, il ne reste plus qu’a faire un =i
|
|F‘7N(?)7|A‘ FHAN ‘B‘ =i
I,N(Y) Fray |Al = |B|

Les cas récursifs non triviaux

Pour les cas avec quantificateur, nous aurons besoin du lemme suivant dont la preuve est donnée en
annexe page 52 :

Lemme 2.3.3

N(Z)bFpgay N(t) pour tout t avec FV(t) =72

La derniére régle appliquée dans la dérivation est Ve
II

FFHAR Vl’A v
T Fpa, Alz =t} *

On applique 'hypothése de récurrence sur un arbre de taille inférieure,
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o
TN (7) Frra Vo (V@) = 4] .
TN Firay (V0 = A=) o7 Lomme 2.3
TN 7). N CZ) Frran N = (A2 = 1] LN, N V(D) Frray N

=e

ITLN(T), N(FV(#) Fray |[A{z =t}

La régle WL d’affaiblissement & gauche est admissible dans notre systéme de déduction.

La derniére régle appliquée dans la dérivation est Vi

1
TFpa, A
TFpa,Vz A

Vi

On applique I’hypothése de récurrence sur un arbre de taille inférieure,
|
I, N(Y) Fray |4 WL
IT[,N(¥), N(z) Fray |A] N
[T, N(¥') Fray N(z) = |A] :
[T N(T) Fray Vo (N(2) = [A]) 7

Remarque : si z € 7 alors on ne fait pas 1’affaiblissement et N(z) sort du contexte

La derniére régle appliquée dans la dérivation est Ji

II
Fl_HAR A{J’J = t} .
FFHAR dz A !

On applique 'hypothése de récurrence sur un arbre de taille inférieure,

II Lemme 2.3.3
T, N(Y), N(FV (@) Fray |A{z =t} T, N(7), N(FV(t)) Fray N(t)
[T, N(7),N(FV(t)) Fray N@t) N [A{z =1t} _
[T, N(7), N(FV(t)) Fray 3z N(z) A A

Al

La derniére régle appliquée dans la dérivation est Je

I1, II,
FFHAR dz A F,AFHARB
TFua, B de

Remarque : si on a pu appliquer cette régle, on a respecté la condition de bord : x n’apparait ni dans
I' ni dans B

On applique I’hypothése de récurrence sur deux arbres de taille inférieure,
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A
N(@) A Al Fra, N(@) AJA]

| NG) A Fran [Al__
CLN(T) Fran 20 (N@AA) N(@) AATFag Jo [A] |
LN () Frrag 3o A TR N(T) Al P 1B]

T, N(Y) Frag B

2.3.4 Conservativité

Lemme 2.3.4
Pour toute proposition close A de HAR, si |A| est prouvable dans HAy alors A est prouvable dans HAr

La preuve se fait en trois étapes :
e On prouve : si A est prouvable dans HA y alors A* est prouvable dans HA g
e On en déduit le corollaire : pour toute proposition A de HAg, si |A] est prouvable dans HA y alors |A|*
est prouvable dans HA .
e On prouve dans HAR que |A|* est équivalent A

Lemme 2.3.5
St B est prouvable dans HAy alors B* est prouvable dans HAg

Traduisons les axiomes de HA y :

NO)y*=T

(Vx N(z) = N(S(x)* =V T =T

Ces deux propositions sont trivialement prouvables dans HA g

(v N(n) = (P{z == 0} A (Vy (N(y) = Pla =y} = P{z := S)}))) = P{z = n})*
=VnT= (P{z:=0} AVy (T = P{z:=y} = P{z:=5()})) = P{z :=n}
La traduction du schéma de récurrence est équivalente & I’énoncé du schéma de récurrence dans HA g

Les traductions des axiomes de HA y sont prouvables dans HA y.

Les régles de réécritures sont les mémes.

On prouve par récurrence sur la dérivation qu’a toute preuve de A dans HA ny correspond une preuve de A*
dans HA .

Corollaire :
Pour toute proposition A de HAR, si |A| est prouvable dans HAy alors |A|* est prouvable dans HAR.

Lemme 2.3.6
|A|* et A sont équivalentes dans HAp

Démonstration par récurrence sur la forme de A

e Cas de base - A est atomique (ou T ou L)
|A] ne contient pas de N car la traduction d’une proposition atomique est I'identité
Al = A
|[A* = A*= A
On a bien Fpa, A" A
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o Cas récursifs

A est de la forme (A A B)

(AAB) = |A| A |B]

(I A |BI)* = |AF A|BJ

Par hypothése de récurrence, Fya, |A|* < Aet Fpya, |B|* < B
d'ott Fra, (JA* A|B|*) < (AAB)

- A est de la forme (AV B)
((AVv B)| =[A] Vv |B|
(1Al v [B])* = |A]* v |B|*
Par hypotheése de récurrence, Fpa, |A|* < Aet bpa, |B|* < B
d'ott Fa, (JA* V|B|*) © (AV B)

- A est de la forme (A = B)
(A= B)| = [A] = |B|
(14 = [B|)* = [A]" = |B|"
Par hypothése de récurrence, Fra, |A|* & Aet bFpa, |B|* & B
d’ot Fpa, (|A* = |B|") © (A= B)

- A est de la forme Vz A
Vo A] = Vo (N(z) = |A]),
(Va (N(@) = [A])* = Va (T = |A")
Par hypothése de récurrence, Fpa, |Al* & A
Orbpa, (T=>A) s A
d'ot bFpa, Ve (T = |Alx) & Ve A

- A est de la forme Jdz A
|Fz Al = Jz (N(z) A AF)
(Jz (N(z) AJA])* =Tz (T A[A]Y)
Par hypothése de récurrence, Fpa, |Al* & A
Or }_HAR (T/\A) S A
d'ott Fga, Ve (T AJA]Y) & Vo A

On a prouvé que pour toute proposition close A de HAg, si bya, A alors Fga, |Al, et si Fra, |A] alors
Fra, A. HAy est bien une extension conservative (modulo | |) de HA .
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2.4 HAFg, une extension conservative de HA y

2.4.1 Motivations

L’idée est de remplacer le schéma d’axiomes de récurrence de HA
Vn N(n) = (P{z:=0} AVy (N(y) = P{z:=y} = P{z:=5(y)})) = P{z :=n}

par une régle de réécriture. Pour pouvoir mettre une régle de réécriture a la place d’'un axiome et obtenir une
théorie équivalente, il faut que cet axiome soit sous forme d’une équivalence (d’aprés le théoréme 1.3.1 page 9
sur 1’équivalence entre théories modulo et théories axiomatiques).

Intuitivement, cette équivalence est :

Vn (N(n) < VP (P{z:=0} AVy (N(y) = P{z =y} = P{z:=S(y)})) = P{r :=n}))

Quel est le probléme de cette proposition ?

Elle quantifie sur deux variables, n et P.

n parcourt les termes et P parcourt les propositions. On veut étre capable de distinguer, syntaxiquement, ces
deux types de variables. Pour cela, on va sorter notre théorie et ajouter un symbole € pour 'appartenance :

e , est la sorte des éléments
e k est la sorte des ensembles

Pour chaque proposition P qu’on peut former dans le langage, on ajoute un symbole de fonction fp qui modélise
I’ensemble des éléments qui vérifient la proposition P.

x € fp < P(x), ou fp ={z | P(z) est vrai}

Cette équivalence vaut si P n’a qu’une variable libre.

Prenons maintenant une proposition P dont les variables libres sont z,¥1, ...,4,. On aurait une équivalence
entre deux propositions, x € fp et P(z,41,...,yn){z := 2} dont les variables libres sont différentes. C’est un
probléme. Il ne suffit donc pas de créer un symbole de fonction fp d’arité 0, il faut que ce symbole soit d’une
arité une fois inférieur au nombre de variables libres de P. L’équivalence devient

TE fur,mnPY1s,Yn) © P(z,y1, . yn) {2 ==}

On se permettra d’écrire P{z := x} a la place de P(z,y1,...,yn){z ==z}

2.4.2 Présentation de HA
Le langage

On ajoute 2 sortes ¢ et k, et un symbole €

0:¢ S (L)
+ (L) X i (L, L)
=:{,0) N: ()
€: {1, K)

Pour toute proposition P de HAy, avec FV(P) = z,y1,...,yn, On ajoute un nouveau symbole de fonction
Fewn,own,p derang (¢, ..., 1, K).
——
nfois
Remarquons que P est dans HA y, il ne contient donc pas de symbole de fonction comme ceux introduits ci
dessus.

La théorie

On ajoute un schéma d’axiomes pour 'appartenance - dit schéma de compréhension
vaylvyn (."l? € fZ,y1,-~«,yn7P(y17 R 7yn) ~ P{Z = .’L'})
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On passe du schéma d’axiomes de récurrence a un seul axiome
Vn (N(n) & Vf (0 f=Vy (Ny) =yef= S5y ef)=nef)

on garde les régles de réécriture

(1) 0=0—T (5) O+y*>y
(2) 0=S5(z) — L 6) S(z)+y— S(z+y)
(3) S(z)=0— L (7) Oxy—10
(4) S(x)=S(y) —z=y (8) S(x)xy—azxy+ty

2.4.3 Extension

Lemme 2.4.1
Si A est prowvable dans HAy alors A est prouvable dans HAk

Les régles de réécriture sont les mémes.

On prouve les axiomes de HA  avec les axiomes de HA .

On pourra a partir d’'une preuve de A dans HA y en construire une dans HA . Ce sera la preuve de HAy &
laquelle on aura greffé aux feuilles les preuves des axiomes de HA y dans HA .

Les axiomes de HA 5 sont :
e N(0)
o Vr N(z) = N(S(x))
e Vn N(n) = P{z:=0} = Vy (N(y) = P{x =y} = P{z :=5S(y)}) = P{z :=n}

On utilisera les trois régles suivantes :

I'Frag N(t)
PhuaVf(O0ef=Vy (Ny)=yef=Sy ef)=tef)

Eq1

Chpa, Vi (O0ef=Vy(Ny)=yef=Sy ef)=tef)
Tt N(t)

Eq2

Fhpa, 0 f=Yy (Ny)=yef=Syecf)=tcf

F'Fya, Plr: =0} =Vy (N(y) = P{z =y} = P{z:=S(y)) = P{z:=n} Eq3

Les deux premiéres régles Eql et Eq2 sont admissibles dans HA i car I’ équivalences suivante est un axiome de
HAK :
Vn (N(n) & Vf (0 f=Vy (N(y) =y f= 5y €f)=nef)

La régle Eq3 est admissible en utilisant 4 fois le schéma de compréhension :

VO (& € faoppron P (1se 1Y) & Pz = a})

Nous allons prouver les 3 axiomes de HA y dans HA i
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e Preuve dans HAx de N(0)

Ax

0ep,Vy (N(y)=ycp=Sy) €p)Fua,0€p s

0€ptma, Yy (N(y) =y€p=S(y) €p)=0€p
Fra, 0€Ep=Vy (N(y)=y€p= 95y €p)=0€p
Fra, Vp (0€p=Vy (N(y) =y ep=S(y) €p) =0€p)
Fra,. N(0)

=i

i
Eq2

e Preuve dans HA g de Vo N(z) = N(S(x))
La preuve est trés grande. On construit deux sous arbres II; et Ils pour finalement construire la preuve
de Vo N(z) = N(S(x)).

II, :

A
N(z),0 € po,Vy (N(y) = y € po = S(y) € po) FrHAax Yy (N(y) = v € po = S(y) € po)

N(z),0 € po,Vy (N(y) = y € po = S(y) € po) FrHA, N(x) = 2 € po = S(x) € po ve N(z),0 € po,Yy (N(y) = y € po = S(y) € po) Fray N(z) Ax
N(x),0 € po,Vy (N(y) =y € po = S(y) € po) Fra, © € po = S(x) € po —e
Il
I': N(x),0 € po,Vy (N(y) = y € po = S(y) € po)
Traag No)
Ty v 0€p = vy (NW) 5 yep s S ep) moep) 0
Thuag 0€po= Yy (N(y) =y €po= S(y) €Epo =z € po ¢ Thrar 0€po Ax
Thrua, Yy (N(y) =y € po = S(y) € po) = € po =° I'Frag Yy (N(y) = y € po = S(y) € po) Ax
N(z),0 € po,Vy (N(y) =y € po = S(y) € po) Fra, € po
II, A o,
N(z),0 € po,Vy (N(y) = y € po = S(y) € po) FHAx T € Po N(z),0 € po,Vy (N(y) = y € po = S(y) € po) FrHa, © € po = S(z) € po e
N(z),0 € po,Vy (N(y) = y € po = S(y) € po) Fra, S(z) € po )
N(@) Friag 0€po = ¥y (N(y) = y €po = S(u) €po) = 5@ €po
N(z) Fra, Vp (0 €p=Vy (N(y) =y €p= S(y) €p) = S(z) €p) E1q2

N(z) Faa, N(S(z))
Fuag N(z) = N(S(z))
Frag Vo N(z) = N(S(z))

=i

e Preuve dans HAgx de ¥n N(n) = P{z :=0} = Vy (N(y) = P{z:=y} = P{x :=Sy)}) = P{z:=n}

I': N(n), P{z :=0},Vy (N(y) = P{z =y} = P{z:=S(y)})

N(n) Faag N(n) Ax

N(n)Fra, Vp (0€p=Vy (N(y) =y €E€p= S(y) €p) =nE€Ep)
N(n)brua, 0€Ep=Vy (N(y)=>y€Ep=S(y) Ep)=>ne€Ep
N(n) FrAg P{z :=0} = Vy (N(y) = P{z :=y} = P{z:= S(y)) = P{z:=n}
FHAR N(n) = P{z:=0} = Vy (N(y) = P{z =y} = P{z:= S(y)}) = P{z :=n}
Fra, Yn N(n) = P{z:=0} = Vy (N(y) = P{z =y} = P{z:= S(y)}) = P{z :=n}

Eql

Ve

Eq3

=i

Vi
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2.4.4 Conservativité

Lemme 2.4.2
Si A, proposition close du langage de HA N, est prouvable dans HAk , alors A est prouvable dans HApn

Nous proposons ici une preuve par modéle. On utilise les algébres de Heyting comme modéles de la logique
intuitioniste.

Définition 2.4.1 (Fonction définissable dans HA y)

Soit un modéle M de HAy. Une fonction v de M dans B est définissable s’il existe une proposition P du
langage de HAN avec FV(P) = {z,y1,...,yn} el une assignation ® qui atlribue des valeurs by,...,b, de M a
tous les yi, ..., yn telles que : y(a) = [Plo.x:i=a

Plan de la preuve :

On part d’un modéle My quelconque de HA . On montre qu’on peut étendre ce modéle & un modéle Mg de
HA . Comme A est un théoreme de HA g, Mg valide A. Or on aura construit 'extension de My & Mg de
fagon & ne rien changer & la sémantique de A. On conclut que A était valide dans M . La proposition A étant
valide dans tous les modéles de HA y, c’est un théoréme de HA y.

Soit M un modele de HA y.
Soient My le domaine de My et B son algébre de Heyting.

Extension de My a Mg

Soit M, = My.

Soit M, I'’ensemble des fonctions définissables de M, dans B. Le domaine My de Mg est composé des en-
sembles M, et M,. Les variables s’interprétent dans M, .

Tous les symboles de HA i ont la méme dénotation dans Mg que dans M.
Interprétation des symboles de HA i qui n’apparaissent pas dans HA y :

— Interprétation des symboles de fonctions :

On interprete le symbole de fonction f, 4, ... p par une fonction F' de M* dans M. F recoit n éléments
de M, et en fait une assignation ¢ pour renvoyer la fonction définissable de M, associée & P avec I'assi-
gnation ¢.

Il n’est pas inutile ici de rappeler comment ces symboles ont été ajoutés & notre langage : chaque symbole de fonction
a été en effet associé & une proposition P dont les variables libres sont z,y1, ..., yn.-
Les n premiers arguments de F' définissent une assignation ® pour les variables y1, ..., yn. Le résultat de F(®(y1),..., 2(y1))
est une fonction définissable v (élément de M, ). Cette fonction définissable recevra une valeur a (de M,) pour z et renverra
la valeur de vérité de P(a) (avec les autres variables libres de P instanciées par ®).

— Interprétation du symbole €
On interpréte appartenance par Iapplication suivante :
[z € E] = [E][=]

Prouvons que Mg est un modéle de HA i
Pour cela, on montre que les axiomes de HA i sont valides dans M.

o VIVy1..VYn (T € fryr,yn, (Y1, -, Un) & P{z = 1})

On veut montrer que

VaVyr..Yyn ( € fonnown.PW1, - yn) & P{z:=2})] = T

Cela revient & monter que pour tout a, by, ..., b, de M,

[z € fewiryn, PYLs - Yn) & P{z:= x}ﬂx::myl::b1,-~7yn::bn =T
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Appelons @ cette assignation.
On doit montrer maintenant que

[ € forwnP(Y1s-- s Un)]e = [P{z = z}]a

Concentrons nous sur la premiére partie de I’égalité :

[z € fonryn P W1, ¥n)]e = [fopn,opn, P15 - - U)o [2] 0
On a:

[[fz,yl,-..,yn,P(yla o Yn)]e = [[f27y17---7yn,P]](I>([[y1]]‘1)? s lynle) = [[fz,yl,-..,yn,PﬂCI’(bla oy by)

Or, par linterprétation qu’on a donné aux symboles de fonctions, [f. 4, ...y, Ple(b1,. .., by) est la fonc-
tion définissable v de M, associée a P avec affectation @' by,...,b, & y1, ..., Yn.
On a donc :

([[fz,yl,...,yn,P]]fb(bly ceey bn))[[xﬂé =7a

Et par définition des fonctions définissables,
Y a= [[Pﬂdﬂ,z:=a

Comme z n’apparait pas libre dans P, on peut ajouter x := a & ®' et retomber sur ®, car les valeurs
assignées a y1, ..., Y, par ® et ® sont identiques. On a

v a= [[Pﬂfb,z::a

Regardons maintenant ce qu’il en est de [P{z := z}]s

[[P{Z = x}ﬂ@ = [[PH@7Z:=[[.'L']]<]> = [[Pﬂfb,z::a

On a finalement pour toute interprétation ®

[ € foyrwnP(W1s-- s Un)]e = [P{z = z}]a

On peut conclure que

VeVyr..Yyn (2 € fonnomn.PUt,- - Un) © P{z:=2})] = T

e Vn (N(n)«Vf(0ef=Vy (Ny)=yef=5y ecf)=necf)
On veut montrer que cette proposition est valide dans M g. Autrement dit, que pour tout a de M,,
[N(n) & Vf(O0ef=Vy(Ny)=yecf=Su ef)=ne ln=a=T

On va montrer successivement que

I
—1

[N(n)=Vf(0ef=Vy(Ny) =yef=Sy ecf)=nec )=
et

Vf(0ef=Y Ny =yef=Syef)=znef)=Nmlu—a=T
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*[Nn)=Vf(0ef=Vy (Ny)=yef=>Sy) ef)=n€ )=
Comme f n’apparait pas dans N(n), on peut sortir le Vf de I'implication

[Vf (N(n)=(0ecf=Vy(Ny) =yecf=Sy cf)=nef)l=

Autrement dit, pour tout v de M, (v défini par une proposition P dont les variables libres sont
Z,Y1, -, Yn €t une assignation by, ..., b, pour les yi, ..., yn)

[N(n)=(0€ f=Vy (N@y) =y f=S5y) cf)=necflu-=ar=e
Comme v est associée & P, on sait que [z € v]o = [P{z := z}]s
On peut donc substituer

[N(n) = (P{z:=0} = Vy (N(y) = P{z ==y} = P{z:= S(y)}) = P{z:= S)D]ni=a,e

Cette proposition est prouvable dans HA y, elle est donc valide dans M y. Et comme les propositions
des HA y ont la méme dénotation dans My et Mg, elle est aussi valide dans M.

*IVfOef=Vy (Ny) =yef=Sy ef)=nef)=Nn]=

Dans cette propostion, le Vf est en position négative (4 gauche d’une implication).

La proposition est de la forme (Vo A(z)) = B.

On peut montrer en déduction naturelle intuitioniste que (3z (A(x) = B) = ((Vz, A(z)) = B).

Nous allons nous intéresser a la sémantique de la proposition ’sous sa forme’ (3z (A(z) = B), et nous
pourrons en déduire que la sémantique de (Vo A(z)) = B est vraie aussi.

On veut montrer

[Bf(0ef=Yy(Ny)=yef=Sy cf)=nef)=Nn)lu=a=T

Nous allons prendre comme valeur de M, pour f la fonction ~ définie par la proposition N(z) avec cette
seule variable libre.

[(Oef=Vy Ny =yef=Sy ef)=nef)=Nn)lnzap==T
Comme « est associée & N(z), on sait que [z € y]¢ = [N(z){z := «}]. On a donc
[(N(0) = Vy (N(y) = N(y) = N(S(y))) = N(n)) = N)[wza = T
La proposition (N(0) = Vy (N(y) = N(y) = N(S(y))) = N(n)) = N(n) est prouvable dans HA y.
Son interprétation dans M est donc T. Comme nous avons construit M tel que les interprétations

des formules de HA y soient les mémes dans Mg et My, cette proposition s’interpréte aussi en T dans

M.
Nous avons prouvé la validité de tous les axiomes de HA i dans M. Mg est donc un modéle de HA k.
Récapitulons : Nous avons étendus un modéle My quelconque de HAx en un modéle Mg. Nous venons

de prouver que Mg est un modéle de HA . Soit A une proposition de HA y telle que Mg valide A.
Comme M g est une extension de My, A est aussi valide dans M y.
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2.5 HA __ une présentation purement calculatoire de I’Arithmétique
de Heyting

2.5.1 Motivations

Ce qui nous intéresse, c¢’est 'aspect calculatoire intrinséque aux théories purement calculatoire. Les preuves
sont simplifiées, elles sont plus courtes. L’arithmétique est un exemple ou l'introduction du calcul dans le
raisonnement est complétement intuitif. Nous avons réussi & définir tous les symboles de fonction et de prédicat
de la théorie de 'arithmétique avec des régles de réécriture, et ce de fagon plus efficace que la présentation
précédente [2], car notre définition de I’égalité tient compte de sa décidabilité par le calcul, tout en conservant
le principe de susbtitutivité.

2.5.2 La théorie

T € fz,yl,...,yn,P(yl, .- -ayn) - P{Z = I})

N(n) —Vf(0ef=Vy(Ny) =yef=Sy ef)=nef)

(1) 0=0—T (5) 0+y—y
(2) 0=5(z) — L (6) S(z)+y— S(x+y)
(3) S(z)=0— 1L (7) Oxy—0
(4) S(@)=S@y) —z=y (8) S(x)xy—zxy+ty

2.5.3 HA __ une théorie équivalente & HA i

On a remplacé deux axiomes sous forme d’équivalence en deux régles de réécriture. D’aprés le théoréme 1.3.1
sur 1’équivalence de théories modulo et théories axiomatiques, les deux théories sont équivalentes.
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2.6 HA__,, une théorie qui a la propriété d’élimination des coupures

2.6.1 Motivations

Un intérét de la propriété d’élimination des coupures est de s’assurer qu’une théorie ne contient pas L dans ces
théorémes. Or, notre théorie est une extension conservative de la présentation axiomatique de 'arithmétique
de Heyting qu’on sait consistante. On sait déja que notre théorie ne contient pas 1.

Un autre intérét de l’élimination des coupures, dans le cadre de théories intuitionistes, comme c’est le cas
pour nous, est qu’elle donne la propriété du témoin. En effet, dans une preuve sans coupure d’une proposition
de la forme 3z P(z), la derniére régle appliquée a nécessairement été l'introduction du 3. On a le témoin de
cette existence juste au-dessus dans 'arbre de preuve.

On peut citer encore, dans le domaine de la démonstration automatique, il est confortable de pouvoir se
ramener 3 la recherche d’une preuve sans coupure.

2.6.2 Rappels

Définition 2.6.1 (Super-consistance)
Une théorie T,= en déduction modulo est super-consistante si, pour toute pseudo-algébre de Heyting ordonnée
et compléte B, on peut construire un B-modéle de cette théorie.

Théoréme 2.6.1 (Normalisation) Si une théorie T,= est super-consistante, alors toute preuve dans T,=
est fortement normalisable.

Définition 2.6.2
Un modéle d’une théorie purement calculatoire dont les régles de réécriture sont

R1*>R/1

R, — R,

est tel que pour toute interprétation ®, [R;]e = [Ri]e pouri € {1,n}.

On sait que la normalisation forte d’un systéme implique 1’élimination des coupures. On sait aussi que la
super-consistance implique la normalisation forte.

Nous allons donner une preuve sémantique d’élimination des coupures qui utilise les pseudo algébres de Heyting
ordonnées et complétes en prouvant que HA__, est super-consistante

2.6.3 HA _ ., une théorie super-consistance

Lemme 2.6.1
HA__. est super-consistante.

Plan de la preuve :

A partir d’une pseudo-algébre de Heyting ordonnée et compléte B, nous allons construire un B-modéle M de
HA ..

On construira M tel que pour toute interprétation ® que si A — A’ est une régle qui définit la congruence
de la théorie, alors [A]le = [A']e. M sera un modéle de HA__, d’aprés la définition 2.6.2.

SOit B = < B7 D7 S? 7\7 \77 l? :I;’97 é’ 57 E>
Soient M, et M, le domaine de M.
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Construction de M

— Les domaines de M sont M, = N et M,, = BY.
— L interprétation du symbole de fonction 0 est le Oy des entiers.
— 1 et T s’interprétent respectivement par letT.

— Les symboles + et x s’interprétent respectivement comme 1’addition et la multiplication dans les entiers
qu’on notera +y et Xy.

— Le symboles S s’interpréte comme le successeur des entiers, soit la fonction qui & tout = associe x +y 1y
Exemples :  [S(0) + S(0)] = (On +n 1n) +n (On +n 1y) = 2n

— On interpréte 'appartenance et les symboles de fonction k£ comme dans la preuve de conservativité de
HAK :
La dénotation de € est la fonction qui associe n et f a f(n).
La dénotation d’un symbole de fonction de rang k est une fonction qui regoit une assignation pour les n
variables libres de la proposition associée & f, et renvoie une fonction de N dans B.

— L’interprétation de ’égalité, =, est définie par le tableau infini suivant

O UL W N~ Ol
[ el e e el i L=
[l e el el e Ol
[l e e i Ll el
[ e e Al el N
[ e e e el el
b ot
Al ekl ekl ekl el el e

soit T sur la diagonale, et L sur le reste du tableau.

— Interprétation du prédicat N C’est le symbole dont la construction est la plus technique. En effet, il
apparait de fagon récursive dans la régle de réécriture

N(n) —Vfef=vVy Ny =yecf=Sy cf)=nelf)
Gardons donc a l'esprit qu’on cherche une interprétation de N telle que :

[N =[VfOef=Vy(Ny)=yef=5yef)=nef)l

On cherche une certaine fonction fy de N dans B telle que

[(N()]ve=py = [Vf (0€ f =Yy (N(y) >y € [ = S() € /) = ne HIV=

Soit un premier modéle M ; ou tous les symboles sont interpétés comme expliqué ci-dessus et fy est la
fonction qui & = associe
N:=
[Vf (0€ f=Vy (N(y) =yef=Sy) ef)=aec NS
Il faudrait pouvoir maintenant calculer le point fixe de fn. Pour pouvoir calculer un point fixe, il faut
vérifier que :
— Nous avons un ordre sur les fonctions :
oui, ¢’est ordre point & point : f C g si pour tout x, f(x) C g(z)
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— La fonction fy est croissante :
oui, il suffit de constater que le prédicat N est en position positive (car = est croissante a droite et
décroissante & gauche, et que N apparait & gauche de la gauche d’une implication.

Nous pouvons donc appliquer le théoréme de Knasser-Tarski sur les points fixes et déduire qu’il y a un

point fixe F' & cette fonction.
Nous interprétons le prédicat N par ce point fixe F, et on a, par construction,

(1) [(N)n=r =[Vf (0 f=Vy (N@y) =y e f=Sy) ef)=nef)ln=r

Vérification

Vérifion que M est un modéle de HA__,| autrement dit, d’aprés la définition 2.6.2, pour toute régle de ré-
écriture A — A’ de HA__, on a [A]M = [A]M

HAS fz,yl,...,y,,.P(yh e 7yn) — P{Z = I})

Onalz € foy,,.ynPrW,...,un)] = [P{z := x})] par définition des interprétations des symboles de
fonctions et de Pappartenance ( cf preuve de conservativité de HA k)

(N(n) —Vf(0ef=>Vy(Ny)=yef=>54ef)=necf)
Par construction de l'interprétation de N (1).

0=0—T ~ ]
D’aprés le tableau, [0 = 0] = T et par définition du modéle [T] =T
On a bien [0 =0] = [T]

0=S(x) — L R R
D’aprés le tableau, [0 = S(x)] = L et par définition du modéle [L] = L
On a bien [0 = S(z)] = [1]

S(x)=0— L ~ ~
D’aprés le tableau, [S(z) = 0] = L et par définition du modéle [L] = L
On a bien [S(z) = 0] = [1]

S(@) =5 —az=y

Deux cas possible :

Soit la case de coordonnées (S(z), S(y)) dans le tableau de linterprétation de I’égalité est située sur la
diagonale, auquel cas la case () est aussi sur la diagonale et [S(z) = S(y)] = [z =y] =T

Soit la case de coordonnées (S(z),S(y)) dans le tableau n’est pas sur la diagonale, auquel cas la case
(z,y) n’est pas non plus sur la diagonnale et [S(z) = S(y)] = [z =y] = L

Dans les deux cas [S(z) = S(y)] = [z = 9]

O+y—y
Par définition de I'interprétation du 0 et du + comme les symboles usuels de N, on a [0+ y] = [y]
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o S(x)+y — S +y)
Par définition de I'interprétation du S et du + comme le successeur et 'addition de N, on a [S(x) 4+ y] =

[S(z +y)]

e Oxy—0
Par définition de I'interprétation du 0 et du x comme les symboles usuels de N, on a [0 x y] = [0]

« S(@)xy—axy+y
Par définition de l'interprétation du S et du x comme le successeur et la multiplication de N, on a

[S(z) x y] = [z x y +y]

A partir d’'une algébre d’une pseudo-algébre de Heyting ordonnée et compléte B, on a su construire un B-
modeéle de HA__,. D’aprés la définition 2.6.1, HA__, est super-consistante. On conclut par le lemme 2.6.1 que
HA__, est une théorie ou toute proposition qui a une preuve a une preuve sans coupure.
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Chapitre 3

Réalisations en Coq

3.1 Introduction

Nous avons voulu nous donner un apercu de traduction de nos définitions vers Coq. Les définitions suivantes
sont un premier essai d’implémentation de HA__,. On a redéfini les entiers pour étre siir de ne pas interférer
avec la définition usuelle dans Coq nat.

A partir de ces définitions, on a implémenté en Coq tous les arbres de dérivations des sections 4.2,4.3 et 4.4,

sans jamais utiliser ’égalité de Coq.

3.2 Nouvelle définition des entiers et fonctions sur les entiers

3.2.1 Les entiers

Inductive my_int :Set :=
| Z : my_int
| 8 : my_int -> my_int.

3.2.2 L’addition

Fixpoint my_plus (n m : my_int) struct n : my_int :
match n with

| Z=>m
| St =>8 ( my_plus t m)
end.

3.2.3 La multiplication

Fixpoint my_mult (n m : my_int) struct n : my_int :
match n with

| 2 => 2
| St => my_plus (my_mult t m) m
end.

3.2.4 L’ égalité sur les entiers

Fixpoint my_eq (n m : my_int) struct n : Prop :=
match n with
| Z => match m with
[Z => True
| _=> False
end
| St => match m with
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46 CHAPITRE 3. REALISATIONS EN COQ

|Z => False
| Su=>my_eqtu
end

end.

3.3 Les propriétés prouvées

On a prouvé en Coq toutes les propriétés sur I’égalité, I’addition et la multiplication nécessaires a prouver qu’on
peut simuler Leibniz dans HA__,.

3.3.1 Les propriétés de 1’égalité

Lemma refl :
forall (n : my_int) , my_eq n n.

Lemma sym :
forall (nm : my_int) , my_eq n m -> my_eq m n.

Lemma trans :
forall (a b ¢ : my_int) , my_eq a b -> my_eq b ¢ -> my_eq a c.

3.3.2 Les propriétés de I’addition

Lemma neutre_O :
forall x : my_int, my_eq (my_plus x Z) x.

Lemma succ_right :
forall (x y :my_int), my_eq (my_plus x (S y)) (S (my_plus x y)).

Lemma comm :
forall (x y :my_int), my_eq (my_plus x y) (my_plus y x).

Lemma add_left :
forall (a b ¢ :my_int), my_eq a b -> my_eq (my_plus a c) (my_plus b c).

Lemma add_right :
forall (a b ¢ :my_int), my_eq a b -> my_eq (my_plus c a) (my_plus c b).

Lemma add_par :

forall (a b ¢ d :my_int), my_eq a b -> my_eq ¢ d -> my_eq (my_plus a c) (my_plus b d).

3.3.3 Les propriétés de la multiplication

Lemma abs_0 :
forall x : my_int, my_eq (my_mult x Z) Z.

Lemma mult_right :
forall (x y :my_int), my_eq (my_mult y (S x)) (my_plus (my_mult y x) y).

Lemma comm :
forall (x y :my_int), my_eq (my_mult x y) (my_mult y x).

Lemma mul_left :
forall (a b ¢ :my_int), my_eq a b -> my_eq (my_mult a c¢) (my_mult b c).
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Lemma mul_right :
forall (a b ¢ :my_int), my_eq a b -> my_eq (my_mult ¢ a) (my_mult c b).

Lemma mul_par :
forall (a b ¢ d :my_int), my_eq a b -> my_eq ¢ d -> my_eq (my_mult a c) (my_mult b d).

3.4 Comparaisons sur la taille des termes de preuves

La notion de terme de preuve est liée & la correspondance de Curry-Howard : soit un terme ¢ du A-calcul sim-
plement typé, de type T. On peut envisager le type T comme une proposition, et le terme ¢ comme la fonction
qui prouve cette proposition. Cette notion peut étre étendue & des systémes de type plus raffinés, comme le
Calcul des Constructions Inductives, sur lequel est fondé Coq. La commande Print permet d’afficher le terme
de preuve associé & un lemme.

Nous donnons dans cette section deux termes de preuves de la proposition not(5 = 9), 5 et 9 étant codés
avec notre nouvelle définition des entiers.

Le lemme lemmel correspond a ’énoncé de cette proposition avec notre nouvelle égalité, lemme2 est la méme
proposition énoncée avec I’égalité de Coq.

On prouve lemmel en calculant, avec la tactique compute. On prouve lemme?2 avec la tactique discriminate.
Cette tactique est employée pour invalider les égalités fausses.

Nous donnons ici ces énoncés, leur preuve en Coq et leur terme de preuve.

3.4.1 Exemple 1 avec notre nouvelle égalité
Le lemme et sa preuve

Lemma lemmel :

not (my_eq (S (S (S (8 (S 2))))) (8 (S (S (8 (5 (s (8 (5 (52> NN ).
Proof.

compute.

intro.

assumption.

Qed.

Le terme de preuve

lemmel =
fun H : False => H
my_eq (S (8 (S (S (82))))) (S (8B B EGEEDINNNN

3.4.2 Exemple 2 avec ’égalité usuelle dans Coq
Le lemme et sa preuve

Lemma lemme2 :

not (S (8 (8 (S (82)))) =8 (S (S(S(S(S(S(S(SZNNMNINM).
Proof.

discriminate.

Qed.

Le terme de preuve

lemme2 =
fun H : S (S (S (S (82Z))))=5S(S(B(SEBCEGEDHNNN) =
let HO :=



48 CHAPITRE 3. REALISATIONS EN COQ

eq_ind (S (S (S (8 (5 2)1))
(fun ee : my_int =>
match ee with

| Z => False
| Sm =>
match m with
| Z => False
| S mo =>
match mO with
| Z => False
| S ml =>
match ml with
| Z => False
| S m2 =>
match m2 with
| Z => False
| S m3 => match m3 with
| Z => True
| S _ => False
end
end
end
end
end

end) I (S (S (S (S (S (5 (S (5(51Z))))))))) Hin
False_ind False HO
: S (B E S EWN)<>S G ESEEEEGGZINNNNN

3.5 Premiéres conclusions

Le terme preuve de lemmel est beaucoup plus simple et court que celui de 1lemme2. De plus, on voit comment
vont croitre ces termes de preuve avec des entiers plus grands : lemmel sera toujours le plus petit terme de
preuve pour une inégalité, et le terme de preuve d’une inégalité avec discriminate augmentera beaucoup plus
vite. Cette comparaison est donnée a titre indicatif, et n’a pas valeur formelle quant & la comparaison dans le
cas général entre ’égalité usuelle de Coq et notre nouvelle définition.

Il semble logique que la tactique discriminate soit plus lourde, puisqu’elle permet de résoudre les inégali-
tés pour n’importe quel type inductif. Cependant notre intuition dans ce travail est qu'on pourra améliorer
lefficacité de la tactique discriminate : on doit pouvoir générer automatiquement,sur le méme modéle que
pour arithmétique, une nouvelle égalité pour chaque type inductif et utiliser ces nouvelles égalités dans I'im-
plémentation de la tactique discriminate.



Chapitre 4

Conclusion

Nous avons donné une présentation modulo de 'arithmétique de Heyting, plus simple et plus efficace que celle
qui existait déja, en nous concentrant sur une définition modulo de ’égalité. Nous avons prouvé que notre
égalité simulait ’égalité de Leibniz, c’est & dire que le principe de substitutivité était valide avec notre nouvelle
égalité, bien que n’étant pas énoncé sous forme axiomatique. La plupart des résultats sur cette nouvelle égalité
ont été prouvés dans Coq .

Un premier travail qu’il serait intéressant d’effectuer, maintenant que nous disposons de tous ces lemmes en
Coq, serait de coder le langage des propositions et les régles de déduction de la logique intuitioniste modulo en
Coq pour pouvoir implémenter notre preuve de ’axiome de Leibniz.

A plus long terme, 'objectif sera de tenter de généraliser nos résultats sur 1’égalité en cherchant comment
définir de facon automatique une égalité modulo pour chaque type inductif.
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Annexe A

Arbres de preuves et démonstrations

A.1 Lemme 2.3.3

On commence par prouver les deux lemmes intermédiaires suivants.

A.1.1 bFpga, Vo Vy N(y) = N(z) = N(x +vy)
Remarque : on utilise dans les 2 preuves suivantes une version affaiblie de I’axiome de récurrence de HA .

Lemme A.1.1
Faay Vo Yy N(y) = N(x) = N(z +vy)

N(y) Fray Yz (N(z) = N(S(x))
Ax N(y)Faay (N(w+y) = N(S(w+1y))
N)Fuay N(y) . N@) Fray (N(w+y) = N(S(w) +y) vi
N(y) Faay N(O+y) N(y) Fray Yo (N(w+y) = N(S(w) +y)
N@) Fray NO+y) AVw (N(w+y) = N(S(w) +y)) Faay (N(0+9) AVw (N(w +y) = N(S(w) + 1)) = Vo N(w) = N(w+y)
N(y) Fray Yw N(w) = N(w +y)
N(y) Fray N(z) = N(z+y)
Fuay N(y) = N(z) = N(z +y)
Fray Yz Vy N(y) = N(z) = N(z +y)

Ax

e

=i

Vi x2

A.1.2 Fpa, Vo Vy N(y) = N(z) = N(z x y)

Lemme A.1.2
Fray Ve Vy N(z) = N(y) = N(z x y)

Lemme A.1.1
Fraay Vo Yy N(y) = N(z) = N(z +y)
Ax Ve x2
Fuay N(y) = N(w xy) = Nw xy+y)
Y) Fray (N(wXy) = N(wxy+y)

)
N(
Ax W) Friay (N(w X 9) = N(5(w) x 9)

N(y)Fuay Ny

N@W) Fray N() N y
N@) Faay NOxy) | N@) Faay Yo (N(w x y) = NSw) xy)

Ax

(
N(y)F 23354, N(0 xy) AVw (N(w x y) = N(S(w) x y)) A Faay N X y) AVw (N(w X y) = N(S(w) X y))) = Vw N(w) = N(w X y)
N(y) Fray Yw N(w) = N(w X y)
N(y) Fray N(z) = N(z x y)
Faay N(y) = N(z) = N(z x y)
Frmay Yz Vy N(y) = N(z) = N(z x y)

=e

Ve

=i

Vi x2

o1
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A.1.3 Preuve du lemme 2.3.3

Lemme 2.3.3
N(Z)bpay N(t) pour tout t avec FV(t) = Z

Preuve par récurrence sur la forme de t :

* Cas de base

t est une variable x :
FV(t) = x et par hypothése du lemme N (x) appartient au contexte

t est la constante O :
N(0) est un axiome de la théorie

Cas récursifs

t est de la forme S(¢)
Par hypothése de récurrence on sait prouver N(¢') - on utilise 'axiome V N (z) = N(S(z))

t est de la forme ¢1 + ¢2
Par hypothése de récurrence on sait prouver N(t1) et N(¢2) - on utilise le lemme A.1.1

t est de la forme ¢1 x ¢2
Par hypothése de récurrence on sait prouver N(¢1) et N(¢2) - on utilise le lemme A.1.2
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A.2 Propriétés de I’égalité dans HA

A.2.1 Réflexivité : Vo z ==z

— Ax
r=xzktz==x A
x=xk S(x)=5(x) -
FT A)1( Fez=xz= S(x)=>5S() :>v1/r.1r0
FO=0 FVz (v =z = S(z) = S(x)) AZ. A
FO=0AVz (zx =2 = S(z) = S(x)) ! F(P(0)AVy (P(y) = P(S(y)))) = Va P(x) :>Xe
Vrx=ux
A.2.2 Symétrie: Ve Vyr=y=y==x
Casde Base [l :Vy 0 =y=9y =0
T A
1= 1 =1
O=oro=o A% F0=5@)=5w@=0 "
=i Vi(z)
FO=0=0=0 FVz (0= S(z) = S(z) =0) N Ax - Rec affaibli
FO=0=0=0AVz (0= S(z) = S(z) = 0) ! F (P(0) AVa (P(S(2)) = Yy Ply) o ecaiabi
FYyOo=y=y=0 e
Casrecllg:Vz (Vy z=y=>y=2) = (Vy S(z)=y=y=>5(2))
Vyz=y=>y=2z21LFL Ax
=i Ax
Vyz=y=y=zF L= 1 3 Yyz=y=>y=zFVYyz=y=>y==z 4
Vyz=y=y=2zFS(z)=0=0=5(z2) Vyz=y=y=zFVyS(z)=5(y) = Sy) =5(z) N Ax - Rec aff:
Vyz=y=y=2F5S(z)=0=0=5(z) AVy S(z) = S(y) = S(y) = S(z) F (P(0) AVy (P(S(y)))) = Vy P(y) o (
Vyz=y=>y=zFVYy S(z)=y=y=5(z) .
FVyz=y=y=2) = (VyS(x)=y=y=25() v
FVz (Vyz=y=y=2) = (VyS(z)=y=y=S(2)
Fin de la démonstration
1Ty IIs
FVy0=y=y=0 FVz (Vyz=y=y=2) = (W Sk)=y=y=S() N Ax
'k P(0) A (Vz P(z) = P(S(x))) F (P(0) A (Vz P(z) = P(5(z)))) = VzP(x) e

FVYrVyr=y=y=ux)
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A.2.3 Transitivité : Vx Vy Ve r=y=>y=z2=>1r=2

Cas de base : [IjVy V2 0=y=>y=2=0==2

Ax
0—00=:F0=2x Ax‘ FL=(Sy)=2=0=2)
0=0Fr0=:=0=: ., FO0=5W =W =2=0=2
0=0Fv20=—2=0=2 ‘:> FVz0=5(y) = (S(y) =2=0=2) vi
i i
FVz0=0=0=2z2=0=2z FVYyVvVz0=S = (Sy)y=2=>0==z
Y @) (5 ) AL Ax - Rec affaibli

F(Vz0=0=0=2=0=2)AVy (Vz20=S5(y) = Sy) =2=0=2) = (P(0) AVy (P(S(y)))) = Yy P(y)

=e
FVYyvVz0=y=>y=2=0==z
Casrec:llg:Ve (VyVeor=y=y=z=>a=2)=WWVz @) =y=>y=2= 5() =2)
rec : (P(0)A(VzP(z)=P(S(z))))=VaP(x)
Recsur zII, :Vz S(z) =S(y) = Sy) =2= S(x) ==
I,S(x)=5Sy)Lr_L A);i L,(S)=Sy)=Sy)=z=>8@x)=2)Fre=y=>y=z2=>z==2 Ax—dansz
[,8(x)=S@H+FLl=1 [, (S(@) =58(y) = Sy) =2 = 5(x) =2) - (S(x) = S(y) = S(y) = 5(z) = S(z) = S(2))
I,S(xz)=Sy+FSy)=0=S(xz)=0 . THE(S@E)=S@W)=Sy)=2= S(zx)=2) = (S(z) =S(y) = S(y) =S(z) = S(z) = S(z))

T'HS(z)=S(y)=Sy)=0= S(z)=0 = T'FVz (S(z)=Sy)=SWy)=2z= Sx) =2)= (S(x) =S) = Sy) =5(z) = S(x) =5(2))

Pk S(x)=5(y) = Sy)=0=S(x) =0AVz (S(z) =Sy) = Sy) =2= S(z) =2) = (S(z) =Sy) = S(y) = S(z) = S(z) = S(2)) Tk rec ix
F'=VyVze=y=>y=z=>z=2VzSx)=y=>y=2=5@&)=2FVz Sx)=SYy) =Sy =z= Sx) ==z ¢
Casrecursifde x : llg:Vo VyVze=y=y=z=z=2)= W Vz S@x)=y=y=2= S(x)=2)
TIlrl 2

NlFO0=2= S(x)=2=2 J_e- 11,

'rl=0=z= S(z)==z = IWzSkx)=y=>y=z2z=Sx)=2FVz S(x)=Sy)= Sy =z= 5(x)==z .
F'FSx)=0=>0=2= S(z) ==z THF((VzS(z)=y=>y=2= S() =2)= (Vz S(z) = S(y) = S(y) =2 = S(z) = 2)) =
TFvzS8z)=0=0=z2>8(z) =2 TFvy (Vz2S@) =y=y=z2=S@) =2) = (V2 S(z) =S(¥) = S(y) = 2z = S(z) = 2))

T'EVzS(x)=0=>0=2= S(x)=z2AVy (V2 S(z)=y=>y=2= S(a)=2=>Vz S(x)=Sy) = Sy) =2= 5(x) ==z "k rec Ax
'=VyVzer=y=>y=z=z=ztVyVz Sk =y=y=2= Sx) ==z . e
FVyVze=y=>y=z=>zx=2)=> VyVzSk)=y=>y=2=5) ==2) :1'
FVe VyVzae=y=>y=z=>a=2)=>VyVzS(x)=y=>y=2= S(z) =z2) vi
Fin de la démonstration
o Il

FYyVz0=y=>y=2=>0==z FVe (VyVzez=y=>y=z=>z=2)=>((VyVz S(z)=y=>y=2= S(z) ==2))

FVyvVz0=y=>y=2=>0=2AVz VyVzz=y=y=z2z=>ax=2)=> VyVz S(z)=y=y=z2= S(z)=2)))) = VaP(x))) F rec i‘:;

FVYeVyVze=y=>y=z=>z=2z2
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A.3 Propriétés de ’addition dans HA i

A.3.1 0 neutre pour addition O neutre :Vy y =y +0

Ax
—i
Vi

y=y+0kFy=y4+0
Fy=y+0=y=y+0
FYyly=y+0=y=y+0
Fo=0 el Fwy(y=y+0=S(y) =Sy +0)

FO=0+0 FYy(ly=y+0=S(y)=S(y)+0 A
FO=0+0A(Vy(y=y+0= S(y) = S(y) +0) ' Frec :e
FYyy=y+0

A.3.2 Passage du successeur a droite Suc_right : Vz Yy x4+ S(y) = S(z +y)
rec : (P(0) A (Vz P(z) = P(S5(2)))) = YaP(z)

Vyz+S(y)=S+y) FVyr+S(y) =5+y) ?X
reflexivits Yyr+ S =Sty Pyt S =5Sa)+y
FYer=x Vy x4+ S(y) = S(x+y) EVy Sz + S(y) = S(S(x) +y) 6
FS(y) =5(y) 5 Vy z+S(y) = S(@+y) FVy S(x) +S(y) = S(S(z) + ) i
FO+S5(y)=50+y) FVya+S(y) =S+y) =y S)+5y) =58 +y)
FVYy0+S(y)=S0+y) ' FVeVy x4+ S(y)=Sx+y)=Vy S(z)+ S(y) =S(S(z)+y) VI.
FYy0+S(y)=S0+y) ANz Vyax+ Sy)=S+y)=Vy S(x)+ S(y) =S(S(x)+y) M Frec e
FVz Vy 2+ S(y) = S(z+y)
A.3.3 Commutativité de I’addition Comm :Vx Vy c+y=y+ =
rec : (P(0)A(V2P(z)=P(5(z))))=VaP(x)

YVyr+y=y+arbort+y=y+zx Ax Suc_right et symétrie
VYyx+y=y+atSx+y)=Sy+=z) FS(y+2)=y+5(2)
Vyr+y=y+abkSa+y) =y+S)

Vyr+y=y+abS)+y=y+Sk)
0_neutre Vyr+y=y+aztVySk)+y=y+S) 1:>i
FVYyy=y+0 5 FYyoe+y=y+az=Vy Sk)+y=y+ S ,
FYy0+y=y+0 FYzVya+y=y+ax=VYy S(z)+y=y+5(x)
FYyO+y=y+0A Nz Vyxz+S(y) =Sx+y)=Vy Sx)+S(y) =S5(S(x)+vy) & Frec i};

FYeVyrx+y=y+ux



56 ANNEXE A. ARBRES DE PREUVES ET DEMONSTRATIONS

A.3.4 Associativité de ’addition Assoc:Vz Ve Yy (x+y)+z=a+ (y+ 2)
rec : (P(0)A(VzP(z)= P(S(z))))=VaP(x)

Vo Vy @ty trmet WA @ty frmat @t
VeVy (z+y)+z=24+@w+2)FS(z+y +2) =S+ (y+2)

Suc_ Right
VeVy (z4+y)+z=2+@y+2)FS(z+y)+2)=z+Sy+2) SuC—Right
Ve Vy (w+y)t+z=x+W+2)F(+y)+5E) =+ [y +5(%) .
Fety=aty o VeVy (z+y)+z=z+ (y+2)FVaVy (x+y)+S(k) =x+ (y+ S(2)) VIXQ.
Pty t0=at(yr0) oo FVaVy ety te=at(yte) S Vavy @ty +5() =a+ (yT5()
FVy (@ +y) +0=a+(y+0) FVe (VaVy (e+y)tz=a+(y+z)=VoVy (x+y)+5() =z + (y+ S(2))) Vl.
FVYy (z+y)+0=2+y+0O)ANMzVoeVy (z+y)+z=a+(y+2)=>VeVy (z+y)+ S()=z+ (y+ S(2)) & Frec Ax
EVzVeVy (z+y)+z=z+ (y+ 2) e
A.3.5 Congruence & gauche pour 'addition : add _left : Vo VyVzo =y = v+z = y+=z
rec : (P(0)A(VzP(z2)= P(5(2))))=VaP(x)
Casde Base Il :Vy V2 0=y=0+2=y+ =z
Tl Y
FLES@)+2=0+2 .
V20=y=>0+z=y+2F-L=>0+2=95(y)+=2 =
———— Ax - reflexivity Vz0=y=0+2=y+2F0=Sy)=04+2=S() +=
0=0Fvez=2 Ve V2z0=y=04+2=y+2FV20=5S)=0+2=S(y)+ =2
0=0F0+z=0+z '° | y y y y
F0=0=0t2=0+z2z . F(Vz0=y=0+z2=y+2)= (V20=5(y) = 0+2=5(y) +2) )
FV20=0=04+2=0+2% vi FVy(Vz0=y=0+2=y+2))=V20=5)=0+2==5(y) +2) Vl.
TF P(0) A (Vy P(y) = P(S() N e AX
FVy (Vz20=y=0+z=y+2) e
Casrecllg: Vo (VyVearx=y=>a+z=y+2)=VyVz Sx)=y=S)+2=y+2))
Wz Sz)=y=S@k)+z=y+z-VYyVzae=y=>zc+z=y+z2
T\WzS(@z)=y=S@)+z=y+zte=y=>z+z=y+= Ve x 2
mAX Lo IWzS(z)=y=Sk)+z=y+2zFSx)=5Sy)=S@+2)=Sy+=2)
TLE-S)+2=0+=2 . Wz S(z)=y=Sx)+z=y+2FS)=Sy) = S)+2z=5S(y)+=z
'cl=5z)+2z=0+z2 = IWzSz)=y=Sk)+z=y+2FVz2Sx)=5Sky)=Sk)+z=5Y)+=
F-S@@)=0=S(x)+2=0+=2 3 ) PNz S@@)=y=5@x)+z=y+2)= (V2 S@x) =9 = S)+2=SFW) +=2)
T'EVzSx)=0=S(x)+2z2=0+=2 vi TEVYy (V2 S(z)=y=S@x)+z=y+2)= 2z S(x)=5) = S)+2z=5)+ =)
T+ P0) A (Vy P(y) = P(S(y))) Frec A%
=Yy Vzez=y=>z+z=y+2Vy (V2 S(z)=y=Sx)+z=y+2) . e
FMMyVze=y=>z+z=y+2)=VyVzS)=y=S@)+z=y+=2) =
FVe (MyVze=y=>ac+z=y+2)= Wy VzS)=y=S@)+2z=y+=2) !
Fin de la démonstration
I IIs
FYyVz0=y=0+z=y+2 FVz (VyVza=y=a+z=y+2)=>((VyVzS(z)=y=Sx)+z=y+2) .
TF P(0) A (Vz P(z) = P(5(x))) M Free

FVYeVyVzoe=y=>z+2z=y+2)

Ax
=e
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A.3.6 Congruence a droite pour ’addition : add_right : Vx VyVz o =y = z+x = 2+y

On utilise utilise la congruence & gauche et on la renverse grace 4 la commutativité de ’addition.

A.3.7 Congruence paralléle de ’addition : add_par : Vo Vy Vu Vt v =y = u =1 =

rT+u=y+t
Add_ Left Add_ Right
FVYzVyVze=y=>zx+z=y+=z2 FYzVyVze=y=z2+c=2+4+y
Ax Ve x3 Ax Ve x3
r=y,u=tkx=y Fe=y=>zt+u=y+u e r=y,u=tku=t Fu=t=yt+u=y+t e
r=yu=thFzrz4+u=y+u r=yu=tFy+u=y+t

Tr
r=yu=thrz4+u=y+t ans

Fr=y=>u=t=>x4+u=y+t
FVzVyVuVtec=y=>u=t=ct+u=y+t

=i x2

Vi x4

A.4 Propriétés de la multiplication dans HA

A.4.1 O absorbant pour la multiplication & droite : 0 _abs r:Vx 2 x0=0

add_left
FVzVyVez=y=z+z=y+2z ?AX
Fex0=0=2x0+0=040 % X 0=0Frzx0=0 2x0=0F0=0 "
2x0=0Fzx0+0=0+0 —ex3 xxOZOI—O—i—O:OE}
rx0=0Fax0+0=0 rans
ﬁAX LCX():O'_S(I')XO:O
To=o ! Fex0=0=S(x)x0=0
Fox0=0 ' Yz (2 x0=0= S@ x0=0) "
AT Ax

FOXx0=0AVz (zx0=0= S(z) x0=0)

Vrax0=0
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A.4.2 Multiplication successeur a droite : mult succ:VyVr y x S(z) =y xx+y

A add_left
b'q
Veyx S(xz)=yxz+yFVzyxSx)=yxz+y VeVyVeox=y=>c+2=y+z2 Ve x3
Veyx Sx)=yxax+ybyxS)=yxa+y ¢ FyxSE)=yxaz+y=yxS)+e=yxz+y+x :(jex
Veyx S(x)=yxz+ybtyxSx)+z=yxzx+y+uz
Comm et Assoc
Veyx S(z)=yxax+ybtyxSE)+x=yxezt+z+y
o — o - — j
Veyx S(x)=yxaz+yFSyxS@) +z)=5Syxz+z+y) Succ_right x2
Veyx Sz)=yxax+yFyxSx)+Sx)=yxz+z+S(y)
mf‘%ﬂ Vo yx S(z) =yxa+yk Sy) xS(x) =S(y) xz+S(y)
FYz0=0+0 VoyxS@) =yxz+yhveSy) x 8(2) =S xa+ 80 .
FVz0Ox Sx)=0xz+0 FNVzyxS)=yxz+y)= Ve S(y) x S(z)=5S) xz+Sy)) N A
FVeOx Sx)=0xz+0AVx (Ve yx S(z)=yxz+y=VeS(y) xSx)=>5(y) xz+Sy))) ' Frec ::;
VyVex y x S(z) =y xz+vy
A.4.3 Commutativité de la multiplication : mult _com :Vx Vy s xy=y X x
add _left A
VeVyVzaox=y=>x+2z=y+=2 XV 3 YVyrxy=yxXxaxkVYyarxxy=yxzx
Fexy=yxez=rxyt+y=yxaz+y ex Vyrzxy=yxzhkarxy=yxz e
Wrxy—yxrhexyty=yxaety mult _succ et trans
— Ax Yyzxy=yxzhkaozxyt+y=yxS(x) -
T
mlo . Vyrxy=yxazhkSx)xy=yxS()
F0=yx0 —a7s Vaxy=yxatvyS@)xy=yxS@) .
FVYyOxy=yx0 FVYyaxxy=yxa=Vy S(x)xy=yxS(x) i
FYyOxy=yx0 CFvVe (VWaxy=yxz=VYyS@) xy=yxS) AZ, N
i X

FOxy=yx0AVz (zxy=yxa=S(x)xy=yxS(x))
VeVyrxy=yxzx

= (P(0) AV (P(x) = P(S@))) = va P(x)

A.4.4 Congruence a gauche pour la multiplication : mul left :Vz Vo Vy o =y =
ZXT=2XY

Sous arbre Il : IT'=VzVyr =y =2 xx =2 XYy)

add_par
VeVyVuVtz=y=>u=t=>zx+u=y+t
Ve x4 Ax
Fr=y=zXr=zXy=>zt+zXr=y+2Xy lNe=yFVzVyz=y=>zxXxx=2Xy
Comm Ax Ve —_—————
Fr=y=zXxr=zXy=zXct+r=zXy+y Ne=ykFz=y e Ne=yFarz=y=>zxcr=2Xy Ne=ykFz=y
Ne=ykFzXxz=zXxy=>zxXxct+r=2Xy+y Ne=ykFzxz=2zXxy

=€
Te=ykzxzt+r=zxy+y

VeVyx=y=>zXzrx=zXybz=y=>zXzct+zrz=2zXy+y =1
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T=yFT X i\

ml VeVyz=y=>zXz=zXybez=y=>zXct+zrz=2zXy+y .
r=yFO0xz=0xy 7 . VeVyrx=y=zXzx=zXybVeVys=y=>zxXct+tor=2Xy+y Vi x2
Fr=y=>0xz=0xy :>1. VeVyrx=y=>zxaz=zxykbVeVyz=y=S(z)xz=5()xy .

FVeVya=y=0xz=0xy Vi x2 FVeVyz=y=zxz=zxy=VeVyr=y=S5(z)xz=5(2)xy :H
FVaVya=y=0xz=0xyAVz(VaVyas=y=>zxaz=zxy=VeVyz=y= 5(z) xz=295(2) xy) ! @i};

VzVeVyr=y=zXzx=2Xy

A.4.5 Congruence a droite pour la multiplication : mul right : Vz Vo Vy © =y =
TXz=YyXz

On utilise la congruence a gauche et la commutativité de la multiplication.

A.4.6 Congruence paralléle de la multiplication :
mul_par Ve VyVuVtz=y=u=1t=xXu=yxt

mul Left mul _Right
FVzVyVze=y=>zxXxz=yXxz FVzVyVze=y=>zXzx=2X
Ax Y Y Y Ve x3 Ax Y Y Y Ve x3
r=y,u=tkFz=y Fr=y=>zXu=yXxXu e r=y,u=thu=t Fu=t=yxu=yxt e
r=y,u=thFrxXu=yXxu r=y,u=thyxu=yxt
Trans
r=yu=thFzrzXxu=yxt .
=i x2
Fr=y=>u=t=>zxXxu=yxt i
Vi x4

FYrVyVuVir=y=u=t=>zcXxXu=yxt
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