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Question

Comment passer d'un systéme axiomatique a un systéme purement
calculatoire 7
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Présentation axiomatique de I'Arithmétique de Heyting

Les symboles
0,S, +, xet=

Les axiomes de |'égalité
Vx x = x VxVy x =y = P(x) = P(y)

Les propositions
Vx ¥y (S(x) = S(y) = x=y)
Vx0=5(x)= 1
((0/x)P = vy ((y/x)P = (S(y)/x)P) = Vn (n/x)P)

Vy (0+y=y) Vx Yy (S(x) +y = S(x+y))
Vy (0 x y =0) Vx Vy (S(x) Xy =x X y+y)
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Les “faciles”
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Les “faciles”

Vy (0+y=y)

Vx Vy (5(x) +y =S(x+y))

Vy (0 x y =0)

VxVy (S(x) xy =xxy+y)

O4+y —vy

S(x)+y — S(x+y)

Oxy—0

SX)xy —xxy+y
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Les axiomes de |'égalité

La reflexivité
remplacer Vx x = x par x — x 7 Non

Que faire du schéma d’axiome ?
Vx Vy x =y = P(x) = P(y)

Approche naive
x =y — P(x) = P(y)

Exemple

On veut prouver 6 = 8

on réécrit avec le prédicat étre pair
Pair(6) = Pair(8)

true = true
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Les axiomes de |'égalité

Nécessité de I'équivalence

On passe du schéma d’axiome

Vx Yy x =y = P(x) = P(y)

A I'équivalence

Vx Yy x =y < VP P(x) = P(y)

Oh oh ... on vient de passer a I ordre supérieur
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Passage a une théorie multi-sortée
On ajoute 2 sortes ¢ et k, et un symbole €

Le langage
0:
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Question
C'est bien joli mais on s’en sert comment ?
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théorie multi-sortée

Pour toute proposition

P(ZJ/I’ ---7yn)

du langage, on ajoute un nouveau symbole de fonction de rang

(by. oyt K)

Modélisation de |'appartenance

X € fZ,YL--wyn,P(YL s ,Yn) g (X/Z)P

Et comme on a une équivalence ...
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Retour a notre axiome de I'égalité

. on peut faire une réegle de réécriture

X € fz,yl,...,y,hp(yla s a.yn) B (X/Z)P

Revenons a notre mouton

Vx Vy x =y & VP P(x) = P(y)
VxVy (x =y & Vp (x € p=y € p))

od

x=y-—Vp(xep=yE€Ep)

On récupere gratuitement la réflexivité de I'égalité



Récapitulatif

Vx x = x Vx Vy x =y = P(x) = P(z)

Vx 0= S(x
Vx Vy (S(x
((0/x)P =

)= L
)=S(y)=x=y)

vy ((y/x)P = (S(y)/x)P) = ¥n (n/x)P)
Vy (0+y=y)

Vx Vy (S(x)+y = S(x+y))

Yy (0 x y =0)

Vx Vy (S(x) xy =xXy+y)



Récapitulatif

Vx x = x Vx Vy x =y = P(x) = P(z)

Vx0=5(x)=1
Vx Vy (5(x) = S(y) = x=y)
((0/x)P =y ((y/x)P = (5(y)/x)P) = ¥n (n/x)P)

Vy 0+y=y) Oty —vy
Vx Vy (S(x)+y =S(x+y)) S(x)+y — S(x+y)
Yy (0 x y =0) Oxy—20
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Récapitulatif

Vx x = x Vx Vy x =y = P(x) = P(z)

X € fz,yh...,y,,,P(yla s a)/n) B (X/Z)P
x=y—Vp(xep=ye€p)

Vx0=5(x)=1
Vx Vy (5(x) = S(y) = x=y)
((0/x)P =y ((y/x)P = (5(y)/x)P) = ¥n (n/x)P)

Vy 0+y=y) Oty —vy
Vx Vy (S(x)+y =S(x+y)) S(x)+y — S(x+y)
Yy (0 x y =0) Oxy—20
VxVy (S(x) xy=xxy+y) SX)Xxy —xxXy+y



Récapitulatif

Vx x = x Vx Vy x =y = P(x) = P(z)

X € fz,yh...,y,,,P(yla s a)/n) B (X/Z)P
x=y—Vp(xep=ye€p)

Vx0=S(x)= 1 ~ 7

VxVy (S(x)=S(y)=x=y) ~ 7

((0/x)P = Vy ((y/x)P = (S5(y)/x)P) = ¥n (n/x)P) ~ 7
Vy 0+y=y) O+y—vy

Vx Vy (S(x)+y =S(x+y)) S(x)+y — S(x+y)
Yy (0 x y =0) Oxy—20

VxVy (S(x) xy=xxy+y) S(X)xy —xxy+y
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Passage d'axiomes a regles de réécriture - suite

0 n'est pas successeur
Vx0=5(x)=1

Approche naive
0=5(x)— L

Perte de la confluence

0=5(x) — L
0=5(x) —Vp(0ep=S(x)€p)
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Retrouver la confluence

Un nouveau prédicat
Null

2 nouvelles regles de réécriture

au lieu de 0 = S(x) — L on choisit
Null(§(x)) — L

On ajoute
Null(0) —s T
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Passage d'axiomes a regles de réécriture - suite

Injectivité du successeur
Vx Yy (S(x) = S(y) = x =)

Approche naive

S(x)=5S(y) —x=y
5(x) =S(y) — Vp (S(x) € p= S(y) € p)
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Retrouver la confluence

Un nouveau symbole de fonction
Pred

2 nouvelles regles de réécriture
Pred(0) — 0
Pred(S5(x)) — x

“Simulation” de S(x) = S(y) = x=y

5(x) = S(y)

— Vp (S(x) € p= S(y) € p)

On instancie p a f, x4 avec A : x = Pred(z)

— S(x) € f;,a(x) = S(y) € f,a(x)

— (5(x)/2)(x = Pred(z)) = (5(y)/2)(x = Pred(z))



Retrouver la confluence

Un nouveau symbole de fonction
Pred

2 nouvelles regles de réécriture
Pred(0) — 0
Pred(S5(x)) — x

“Simulation” de S(x) =S(y) = x=y

S(x) = S(y)

— Vp (S(x) € p= S(y) € p)

On instancie p a f, x4 avec A : x = Pred(z)

— S(x) € f;,a(x) = S(y) € f,a(x)

— (5(x)/2)(x = Pred(z)) = (5(y)/2)(x = Pred(z))
— x = Pred(S(x)) = x = Pred(S(y))



Retrouver la confluence

Un nouveau symbole de fonction
Pred

2 nouvelles regles de réécriture
Pred(0) — 0
Pred(S5(x)) — x

“Simulation” de S(x) =S(y) = x=y

5(x) =5(y)

— p (S(x) € p= S(y) € p)

On instancie p a f, x4 avec A : x = Pred(z)

— S(x) € fza(x) = S(y) € fza(x)

s (S(X)/2)(x = Pred(2)) = (S(y)/2)(x = Pred(2))
— x = Pred(S(x)) = x = Pred(S(y))

— X=X=>X=Yy
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L'ESSENTIEL !!!

Le schéma de récurrence

((0/x)P =y ((y/x)P = (S(y)/x)P) = Vn (n/x)P)

Il n'y a méme pas d'approche naive !

Ou va-t-on bien pouvoir mettre une fleche de réécriture 7...
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O Miracle ... On dirait bien les entiers

Un nouveau prédicat : étre un entier
N

On définit N comme suit
Vn(N(n) & Vp(0ep=Vy(N(y)=yep=S(y) €Ep)=necp))
On voit mieux ol mettre la fleche ;)

N(n) —Vp (0€p=Vy (N(y)=yecp=S(y)€Ep)=nep)



Présentation alternative de I'arithmétique : HA__,

O+y—y S5(x)+y — S(x+vy)
Oxy—20 S(X) Xy — xxXy+y

y=z—VYp(yep=z€p)
X € fz,yl,...,y,,,P(yla s ayn) B (X/Z)P

Pred(0) — 0 Pred(S(x)) — x
Null(0) — T Null(S(x)) — L

N(n) —Vp (0ep=Vy (N(y)=yecp=S(y)ep)=necp)
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Et maintenant 7

Pourquoi ¢a marche ?
L'article propose une succession d'extensions conservatives de HA
jusqu'a HA__,

o HA

® HApoq
o HApN

° HACIass
e HA_,



HA

Les symboles
0,5 +, xet=

Les axiomes de |'égalité
Vx x = x VxVy x =y = P(x) = P(y)

Les propositions
Vx Vy (S(x) =5(y) = x=y)
Vx0=S5(x)= L
((0/x)P = Vy ((y/x)P = (S(y)/x)P) = Vn (n/x)P)

Vy 0+y=y) Vx Yy (S(x) +y = S(x+y))
Vy (0 x y =0) Vx Vy (S(x) xy =xXy+y)



HApreq
Extension
Pred(0) =0 Pred(S(x)) = x

VxVy (x =y = Pred(x) = Pred(y))



HAPred
Extension
Pred(0) =0 Pred(S(x)) = x
VxVy (x =y = Pred(x) = Pred(y))
Preuve de la conservativité

Lemme de Skolem :
Si [ FVxy..Wx,dy Aalors ', (f(xi, ..., Xn)/y)A est une extension

conservative de I



HA preqd
Extension
Pred(0) =0 Pred(S(x)) = x

VxVy (x =y = Pred(x) = Pred(y))

Preuve de la conservativité

Lemme de Skolem :
Si [ FVxy..Wx,dy Aalors ', (f(xi, ..., Xn)/y)A est une extension

conservative de I
Application du lemme de Skolem

Vxdy (x=0=y=0)AVz (x=5(z) =y =2))
Vx ((x =0 = Pred(x) =0) AVz (x = 5(z) = Pred(x) = z))



HAy

2 Nouveaux symboles de prédicat

Null
N

Systeme

Vx x = x

Vx Yy x =y = P(x) = P(y)

(0/x)P =¥y (N(y) = (v/x)P = (S(y)/x)P) = ¥n (N(n) = (n/x)P)

Pred(0) = 0
N(0)
Null(0)

Vy (0+y=y)
Vy (0 x y =0)

Vx (Pred(S(x)) = x)

Vx (N(x) = N(5(x)))

Vx (Null(§(x)) = 1)
Vx Yy (S(x)+y =S(x+y))
Vx Vy (S(x) x y =xXxy+y)



HAy

Traduction de HAp, .4y a HAy
e |P| =P, if Pis atomic, |T|=T,A|L| =1,
|[ANB| = |A|A|B], |[AVB| =|A|V|B|, |A= B|=|Al = |B|,



HAy

Traduction de HAp, .4y a HAy
e |P| =P, if Pis atomic, |T|=T,A|L| =1,
|[ANB| = |A|A|B], |[AVB| =|A|V|B|, |A= B|=|Al = |B|,
o |Vx Al =Vx (N(x) = |A|), |3x Al = 3Ix (N(x) A|A|).




HAy

Traduction de HAp, .4y a HAy
e |P| =P, if Pis atomic, |T|=T,A|L| =1,
|[ANB| = |A|A|B], |[AVB| =|A|V|B|, |A= B|=|Al = |B|,
o |Vx Al =Vx (N(x) = |A|), |3x Al = 3Ix (N(x) A|A|).

On peut prouver que pour tout axiome A de HAp, ., |A| est
prouvable dans HAy

Ainsi HApy est une extension de HAp, .4

Preuve de la conservativité : Tous les modeles constructifs de
HAp,oq S'étendent en des modeles de HAy



HA Class

Passage a une théorie multi-sortée
On ajoute 2 sortes ¢ et k, et un symbole €

Le langage

0:¢ S(e,0)
+ (1, 0,0) X Ly, L)
= (1,0) Null = (1)
N : (1) €: (,,k)

Pour toute proposition P(z,yi, ..., y,) du langage, on ajoute un
nouveau symbole de fonction de rang (¢,...,t,K) fo . p

Modélisation de |'appartenance

X € fzzy17""yn7P(y17 tee 7-yn) <~ (X/Z)P



HA Class

Les axiomes de HA ¢jass
VyWz (y=z&Vp(y€p=2z€p))

VzV¥y1..¥yn (X € fops,.yuP(V1, -, yn) © (x/2)P)
Vn(N(n) & Vp(0ep=Vy(N(y)=yep=S(y) €Ep)=necp))

Pred(0) =0 Vx (Pred(S(x)) = x)
Null(0) Vx (Null(S(x)) = 1)
vy 0+y=y) VxVy (S(x) +y = S(x +))

Vy (0 x y =0) Yy (S(x) xy =xxy+y)



HA Class

Les axiomes de HA ¢jass
VyWz (y=z&Vp(y€p=2z€p))

VzV¥y1..¥yn (X € fops,.yuP(V1, -, yn) © (x/2)P)
Vn(N(n) & Vp(0ep=Vy(N(y)=yep=S(y) €Ep)=necp))

Pred(0) =0 Vx (Pred(S(x)) = x)
Null(0) Vx (Null(S(x)) = 1)
Vy 0+y=y) VxVy (S(x) +y = S(x+y))
Vy (0 x y =0) Yy (S(x) xy =xxy+y)

HA (/2ss €st une extension conservative de HApy



HA_,

x=y-—Vp(x€p=ye€p)
X € fz7y1,...,y,,7P(yla cee 7yn) - (X/Z)P

N(n) — Vp (0€p=Vy (N(y)=yep=S(y)€p)=necp)

Pred(0) — 0 Pred(5(x)) — x
Null(0) — T Null(S(x)) — L
O+y—y S5(x)+y — S(x+y)

Oxy—20 S(x)xy —xxXy+y



Conclusion

C'est gagné

Nous avons réussi a exprimer |'Arithmétique dans un syteme
purement calculatoire



Perspectives - travail sur |'égalité

Le principe de substitutivité : avantages et inconvénients
x=y—Vp(xep=yep)



Perspectives - travail sur |'égalité

Le principe de substitutivité : avantages et inconvénients
x=y—Vp(xep=yep)

Objectif
S(x)=5(z) —x=y
0=0—T
0=5(x)— L
S(x)=0— L



Perspectives - travail sur |'égalité

Le principe de substitutivité : avantages et inconvénients
x=y—Vp(xep=yep)

Objectif

S(x)=S5(z) — x=y
0=0—T
0=5(x)— L
Sx)=0— L

Gains (a vérifier)

Null et Pred



