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Jean-Pierre Jouannaud
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Treillis des termes

Les termes avec variables servent �a représenter
l'ensemble de toutes leurs instances closes. Par
exemple, si les entiers naturels sont représentés
en unaire �a l'aide des symboles 0 et s
(successeur), le terme s(x) représente
l'ensemble in�ni f s(0); s(s(0)) ; : : :g. Certaines
opérations sur les termes sont alors
fondamentales. Par exemple, l'intersection des
ensembles d'instances de deux termes est
obtenue grâce �a l'uni�cation . L'opération
d'uni�cation correspond également �a la borne
supérieure de deux termes (modulo similarité)
pour le préordre d'inclusion des instances.



Probl �emes d'uni�cation

De�nition
Un probl �eme d'uni�cation P est ou bien la
formule ? ou bien une formule

t1 = u1 ^ : : : ^ tn = un

o�u t1; : : : ; tn; u1; : : : ; un sont des termes. Le signe
”= ” est supposé symétrique, et P est par
convention la formule > si n = 0.
Var (P) désigne l'ensemble des variables de P.
On supposera qu'il existe une constante dans
F .



Solution

De�nition

Étant donné un probl �eme d'uni�cation
t1 = u1 ^ : : : ^ tn = un,

une solution est une substitution close � telle
que � (ti) = � (ui) pour tout i ;

un uni�cateur est une substitution � telle que
toute substitution close soit solution du
problme d'uni�cation
t1� = u1� ^ : : : ^ ti � = ui � .

Toute substitution close est solution de > et
aucune substitution close n'est solution de ? .
Deux probl �emes d'uni�cation sont équivalents
s'ils ont mêmes ensembles de solutions.



Uni�cateur

On distingue donc les solutions d'un probl �eme
d'uni�cation des uni�cateurs qui les
représentent : un uni�cateur sert �a décrire (en
utilisant des variables) des ensembles
potentiellement in�nis de solutions.
Exercice : Quels sont

1 Les solutions du probl �eme d'uni�cation
f (x; g(x)) = f (h(y; z); y) ?

2 Les solutions du probl �eme d'uni�cation
f (x; g(x)) = f (y; x) ?

3 Les solutions du probl �eme d'uni�cation
f (x; g(x)) = f (x; y) ?

4 Les uni�cateurs du probl �eme d'uni�cation
f (x; g(x)) = f (x; y) ?



Uni�cateur principal

De�nition
On dit que le terme s est plus général que le
terme t, noté s �� t , s'il existe une substitution �
telle que t = s� .

Lemma
�� est un préordre bien-fondé dont l'équivalence
�= , est le renommage de variables ou similarité.

De�nition

Étant donné un probl �eme d'uni�cation P, on dit
que l'uni�cateur � est plus général que
l'uni�cateur � , noté � �� � s'il existe une
substitution � telle que � = � � .



Unicité de l'uni�cateur principal

De�nition
Un uni�cateur de P est dit principal (ou plus
général) s'il est minimal pour l'ordre �� .

Lemma
�� est un préordre bien-fondé dont l'équivalence
�= , est le renommage de variables ou similarité.
Si � et � sont deux substitutions principales de
� , alors elles sont similaires, c'est- �a-dire
s'échangent par renommage de leur variables.

L'uni�cateur principal de deux termes, lorsqu'il
existe, est donc unique modulo �= .



Formes résolues

Les formes résolues sont des probl �emes
d'uni�cation simples pour lesquels le calcul des
solutions comme des uni�cateurs (qui sont des
ensembles non-vides) est immédiat.

De�nition
Un probl �eme d'uni�cation est une arbre-forme
résolue (ou forme résolue tout court) si c'est ?
ou > ou s'il peut s'écrire:

x1 = t1 ^ : : : ^ xn = tn

o�u x1; : : : ; xn sont des variables distinctes qui
n'ont pas d'autre occurrence dans le probl �eme
(? est une abbréviation pour le cas n = 0).



Formes arbre-résolues

Lemma

Les solutions d'une arbre-forme résolue
x1 = t1 ^ : : : ^ xn = tn sont les instances closes
d'une substitution � = f x1 ! t1 : : : ; xn ! tng qui
en est l'uni�cateur principal .

On véri�e que � est un uni�cateur, car xi � = ti et
ti � = ti d'apr �ess la condition sur les variables. Si
� est un uni�cateur arbitraire, xi � = ti � = ( xi � )� ,
d'o �u � = �� , ce qui montre que � est une
instance de � qui est donc principale. Comme
toute solution est un uni�cateur, et toute
instance close d'un uni�cateur est une solution,
on en déduit le résultat.



Formes dag-résolues

De�nition
Un probl �eme d'uni�cation est une DAG-forme
résolue si c'est > ; ? ou s'il peut s'écrire:

x1 = t1 ^ : : : ^ xn = tn

o�u x1; : : : ; xn sont des variables distinctes telles
que, pour tout i � j , xi =2 Var(tj).

Lemma
Si x1 = t1 ^ : : : ^ xn = tn est une DAG-forme
résolue équivalente �a s = t, alors
� = � 1� 2 : : : � n, o �u � i = f xi ! tigi2 [1::n], est un
plus général uni�cateur de s et t.



Preuve

xi � = xi � i : : : � n = ti � i+ 1 : : : � n = ti � par la
condition sur les variables, donc � uni�e.
On montre par récurrence sur n que � est
principale parmi l'ensemble des uni�cateurs. Le
cas n = 0 est trivial. Si n > 0, � = � 1� 2 : : : � n� 1

est uni�cateur principal de la forme r ésolue
P0 = x1 = t1 ^ : : : ^ xn� 1 = tn� 1. Mais tout
uni�cateur 
 de s = t est en particulier
uni�cateur de P0, et donc 
 = � � . Comme 

uni�e l' équation xn = tn, on a xn� � = tn� � , d'o �u
xn� = tn� par la condition sur les variables de la
forme arbre-résolue, et donc � est une instance
de la substitution f xn 7! tng qui est uni�cateur
principal de cette équation par le lemme 9.
Donc est instance de , terminant la preuve.



Exercices

Question : o�u a été utilisée l'hypoth �ese
d'existence d'une constante ?

Les formes arbre-résolues permettent de
représenter un plus général uni�cateur de façon
compacte :
Exercice : donner les solutions et les
uni�cateurs en forme arbre-r ésolue, et les
uni�cateurs en forme dag-r ésolue du probl �eme
d'uni�cation suivant:

f (x1; f (x2; f (x3; x4)))
=

f (f (x2; x2); f (f (x3; x3); f (f (x4; x4); f (a; a))))



Régles d'uni�cation

Identit é : s = s �! >
Decompose :

f (s1; : : : ; sn) = f (t1; : : : ; tn) �! s1 = t1 ^ : : : ^ sn = tn
Con�it : Si f 6= g

f (s1; : : : ; sn) = g(t1; : : : ; tm) �!?
Coalescence : Si x; y 2 Var (P); x 6= y

x = y ^ P �! x = y ^ Pf x ! yg
Elimination : Si x 2 Var (P); x =2 Var (s) et s 62 X

x = s ^ P �! x = s ^ Pf x ! sg
Fusion : Si x 2 X et 0 < jsj � j t j

x = s ^ x = t �! x = s ^ s = t
Test d'occurrence : Si p1 � : : : � pn 6= �

x1 = t1[x2]p1 ^ : : : ^ xn = tn[x1]pn �!?



Correction des r �egles



Correction

Lemma

Chacune des r �egles d'uni�cation transforme un
probl �eme d'uni�cation en un probl �eme
équivalent.

Exercice : faire la preuve. On utilisera le fait que
l'égalité est une congruence dans le domaine
de Herbrand.



Preuve de correction

Les r �egles d'élimination ou de remplacement de
variables, d'élimination des équations triviales et
de fusion sont des conséquences des axiomes
de l'égalité, ou, si l'on préf �ere, ce sont des
conséquence du fait que l'égalité des termes est
une congruence.
Les r �egles de décomposition et d'incompatibilité
sont une conséquence des axiomes des termes.
En�n, le test d'occurrence exprime qu'un terme
�ni ne peut être égal �a un de ses sous-termes
stricts. En effet, si c'était le cas, par propriété de
congruence de l'égalité, on obtiendrait par
récurrence un arbre in�ni.



Terminaison des r �egles

Les r �egles ne précisent pas de stratégie
d'application : on peut fabriquer de nombreux
algorithmes d'uni�cation en sp éci�ant dans quel
ordre et �a quelle sous-probl �eme appliquer les
r �egles. Nous allons montrer que, quelle que soit
la stratégie d'utilisation des r �egles, l'algorithme
obtenu termine toujours. Ceci permet de
factoriser les preuves de terminaison de
différents algorithmes d'uni�cation.

Theorem
Le syst �eme de r �egles d'uni�cation d é�nit un
ordre strict bien fondé sur les probl �emes
d'uni�cation.



Preuve de terminaison

La variable x est résolue dans le probl �eme P
si P � x = s ^ Q, x =2 Var (s) et x =2 Var (Q).
� 1(P) est le nombre de variables non
résolues de P.

Si P � s1 = t1 ^ : : : ^ sn = tn, alors � 2(P) est
le multi-ensemble f m1; : : : ; mng o�u
mi = m(si = ti) et m(s = t) = max(jsj; jt j).
Par convention, on pose m(? ) = m(> ) = 0

� 3(P) est le nombre d'équations de P dont
l'un des membres au moins est une variable.

� (P) est le triplet (� 1(P); � 2(P); � 3(P)) .



suite

Les triplets sont comparés lexicographiquement
avec :

1 L'ordre habituel sur les entiers naturels
2 L'extension multi-ensemble de l'ordre sur les

entiers naturels
3 L'ordre habituel sur les entiers naturels

ce qui constitue un ordre bien-fondé.



suite

On montre que si P �! Q alors � (P) > � (Q).
Le sens de variations des fonctions
d'interprétation est résumé ci-dessous:

� 1 � 2 � 3

équations triviales � �
Decompose � �
Incompatibilité � �
Élimination de variable �
Fusion � = �
Test d'occurrence � �



Véri�cation

On véri�e qu'aucune r �egle ne crée de nouvelle
variable non-résolue. Les conditions
d'application des deux r �egles d'élimination et de
remplacement de variables garantissent par
ailleurs qu'une variable non résolue (x dans la
formulation des r �egles doit apparaitre dans P)
devient résolue apr �es leur application.
La r �egle de décomposition fait décro�̂tre � 2 car
m = max(jf (s1; : : : ; sn)j; jf (t1; : : : ; tn)j) est
remplacé par n entiers strictement inférieurs.
La r �egle de fusion conserve � 2 �a cause de la
condition jsj � j t j: max(jxj; jt j) = max(jsj; jt j).
� 3 est décroissante par fusion car les conditions
s =2 x et jsj � j t j garantissent que s; t 62 X.



Complétude des r �egles

Lemma
P est une arbre-forme résolue si aucune r �egle
ne lui est applicable.

Comme les r �egles d'incompatibilité et de
décomposition ne s'appliquent pas, les
équations ont une variable x dans un de leurs
membres. Comme le test d'occurrence et
l'identité ne s'applique pas, x n'est pas une
variable de x = t 2 P. Comme la r �egle
d'élimination de variable ne s'applique pas, x ou
t doit de plus être une variable résolue, ce qui
conduit au résultat souhaité.
R�egles de fusion et de coalescence sont
inutiles.



Complétude des r �egles

Lemma
P est une DAG-forme résolue si la seule r �egle
applicable est l'élimination de variables.

Si la seule r �egle applicable �a P est l'élimination
de variable, alors toutes les équations de P sont
de la forme x = t o�u x =2 Var (t). Considérons
alors la relation d'occurrence � occ sur les
variables de P dé�nie comme la plus petite
relation de préordre telle que, si x = t[y]p est
dans P, alors x � occ y.



Complétude des r �egles

Comme le test d'occurrence ne s'applique pas,
la relation d'équivalence associée �a ce préordre
est la plus petite relation d'équivalence = S qui
contient x = S y si x = y est dans P. Mais, si
x = S y, x ou y est une variable résolue puisque
la r �egle de remplacement de variables ne
s'applique pas. On peut donc construire un
ordre � sur les variables de P tel que: les
variables résolues sont minimales et
x > occ y ) x > y. En complétant � en un ordre
total, on obtient le résultat souhaité.



Complétude des r �egles

Lemma
Il existe s et t dont la forme arbre-résolue est
exponentiellement plus grande que s et t.
La forme DAG-résolue de deux termes s et t est
de taille linéaire en la taille de s et t.

La preuve est �a faire en exercice.

Lemma
La forme DAG-résolue de deux termes s et t
quelconque peut être calculée en temps
O(jsj + jt j).

Il s'agit de trouver un ordre d'application des
r �egles qui assure la linéarité du calcul.



Exemple

x = f (f (x)) ^ x = f (x)
! Fusion x = f (x) ^ f (f (x)) = f (x)

! Décomposition x = f (x) ^ x = f (x)
! Fusion x = f (x) ^ f (x) = f (x)

! équations triviales x = f (x)
! Testd0occurrence ?
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